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В рамках флуктуационной электродинамики с учетом температурного изменения материальных
свойств проводятся расчеты силы трения Казимира–Лифшица и скоростей нагрева двух металличе-
ских пластин с узкой вакуумной щелью при нерелятивистском движении одной из них. Показано, что
одинаковые пластины с равной начальной температурой имеют одинаковую скорость нагрева, опреде-
ляемую мощностью силы трения, и обосновывается возможность измерения силы трения по кинетике
нагрева пластин немагнитных металлов с температурой 1 ÷ 10 K.
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Система двух толстых металлических (диэлек-
трических) пластин, разделенных вакуумным про-
межутком c шириной a, является одной из про-
стейших и наиболее распространенных при изуче-
нии статического [1, 2] и динамического [3–5] эффек-
тов Казимира, привлекающих очень большое вни-
мание исследователей в последние два десятилетия.
Это отражено в недавних обзорах [6–8]. По сути,
данная система является компактной “лаборатори-
ей” для теоретического и экспериментального иссле-
дования квантовых и тепловых флуктуаций элек-
тромагнитного поля. Одним из направлений “физи-
ки Казимира” (по терминологии [6]) является изу-
чение диссипативных тангенциальных сил, возни-
кающих между пластинами при их относительном
движении. При ширине щели a ≥ 10 нм и темпе-
ратурах T < θD (θD – температура Дебая), ко-
гда нельзя пренебечь эффектом запаздывания и за-
висимостью материальных свойств тел от темпе-
ратуры, для диссипативных латеральных сил, обу-
словленных флуктуациями электромагнитного поля,
уместно использовать общее название “силы трения
Казимира–Лифшица”, хотя применяются также тер-
мины “трение Ван-дер-Ваальса” [9], “трение Казими-
ра” [10], “квантовое трение” [11]. Несмотря на много-
летние исследования, убедительные эксперименталь-
ные измерения этих сил до сих пор отсутствуют. По-
нашему мнению, это связано не только с малостью
сил трения Казимира–Лифшица по сравнению с
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“обычными” флуктуационно-электромагнитными си-
лами (силами притяжения), но также с недостатка-
ми “маятниковой” схемы измерений с применением
атомно-силового микроскопа [12], в которой эффек-
тивная площадь взаимодействия и величина отно-
сительной скорости сущеcтвенно ограничены. Кро-
ме того, до сих пор недостаточное внимание уде-
лялось роли теплового фактора. Более экзотиче-
ские экспериментальные сценарии рассматривались
в [9, 13—17]. В [15–17], в частности, предлагается ис-
пользовать накопление геометрической фазы вакан-
сионным центром азота (NV) в алмазе при вращении
со скоростью 103 ÷ 104 об/c вблизи поверхности ди-
электрика c покрытием n-Si или Au. Как известно,
NV центры предлагаются в качестве базовых элемен-
тов процессоров квантовых компьютеров [18].

В наших недавних работах [19, 20] обсуждались
условия значительного возрастания силы трения
Казимира–Лифшица, обусловленного изменением
диэлектрических свойств металлических тел при
температурах T < θD и аномального нагрева метал-
лической частицы при движении вблизи поверхности
металлической пластины [21]. Помимо детального
исследования этих особенностей в конфигурации
двух пластин, основной целью данной работы яв-
ляется теоретическое обоснование возможности
определения силы трения из тепловых измерений.
В отличие от [19, 20], впервые исследуется общее
интегральное выражение для силы трения без
линейного разложения по скорости, полученное в
рамках флуктуационной электродинамики [22, 23], и
связь кинетики нагрева с силой трения. Обращается
внимание на тот важный факт, что при нереля-
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тивистском относительном движении пластин с
постоянной скоростью V , поддерживаемой внешним
агентом, в силу симметрии, одинаковые пластины,
имеющие одинаковые локальные начальные темпе-
ратуры, будут нагреваться с одинаковой скоростью,
определяемой мощностью силы трения, не зави-
сящей от выбора системы отсчета, совмещенной
с одной из пластин. В то же время пластины с
разной начальной температурой достаточно быстро
приходят к квазитепловому равновесию, продолжая
нагреваться. Это позволяет находить силу трения
по кинетике нагрева пластин. Возможная схема экс-
перимента кратко обсуждается в заключительной
части статьи.

Рис. 1. Конфигурация параллельных пластин

Используем стандартную постановку задачи, в
которой пластины предполагаются изготовленными
из однородных и изотропных металлов с магнит-
ными проницаемостями µ1, µ2 и диэлектрическими
проницаемостями ε1, ε2, зависящими от частоты ω

и локальных температур T1 и T2 (рис. 1). Следуя
[19, 20, 22], выразим мощность, развиваемую силой
трения Fx, действующей на пластину 2, движущу-
юся со скоростью V относительно пластины 1, свя-
занной с лабораторной системой отсчета, через ради-
ационные потоки тепла пластин (векторы Пойнтинга
флуктуационного электромагнитного поля) P1 и P2,
вычисленные в их собственных системах покоя (ин-
дексы 1 и 2 здесь и далее соответствуют нумерации
пластин на рис. 1, и все величины отнесены к едини-
це площади пластин)

FxV = P1 + P2/γ, (1)

где γ = (1−V 2/c2)−1/2, c – скорость света. Общие ре-
лятивистские выражения для P1 и P2 были впервые
получены Полевым [22]. В нерелятивистском пределе
V/c≪ 1 c учетом эффекта запаздывания они приво-
дятся к более компактному виду [23]
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где ω− = ω−kxV , T1,2 – локальные температуры пла-
стин в энергетических единицах, q =

√

k2 − ω2/c2,
q1,2 =

√

k2 − ε1,2µ1,2ω2/c2; при вычислении q̃2 ис-
пользуется выражение для q2, в котором зависящие
от ω величины берутся на частоте ω−, а Qm опреде-
ляется выражением (a – ширина щели на рис. 1)

Qm = (q + q1/µ1)(q + q̃2/µ̃2) exp(qa)−
− (q − q1/µ1)(q − q̃2/µ̃2)(−qa). (4)

Выражения для величин (µ1,2 ↔ ε1,2) в (2), (3) ана-
логичны первым слагаемым с надлежащими замена-
ми. Они описывают вклады электромагнитных мод
P -поляризации и при a ≤ 1мкм (для хорошо прово-
дящих пластин) пренебрежимо малы по сравнению с
вкладами мод S-поляризации, обусловленными вих-
ревыми токами Фуко (первые слагаемые в (2), (3)). В
дальнейшем металлы предполагаются немагнитны-
ми (µ1 = µ2 = 1), а вклады P -мод опускаются. Заме-
тим еще, что в рассматриваемом нерелятивистском
пределе V/c ≪ 1 величины P1 и P2 непосредственно
связаны со скоростями нагрева (охлаждения) пла-
стин соотношениями dQ1/dt = −P1 и dQ2/dt = −P2.

Учитывая (1)–(4), для мощности силы трения
FxV = P1 + P2 получим
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При T1 = T2 скорости нагрева одинаковых пластин,
вычисляемые по формулам (2), (3), равны, поэто-
му FxV = 2P1,2. Соответственно, можно находить
силу трения по тепловому нагреву любой пласти-
ны. При T1 6= T2, соответственно, P1 6= P2, одна-
ко, в силу симметрии системы, выполняется соотно-
шение P1(T1, T2) = P2(T2, T1), поэтому P1(T1, T2) +

+ P2(T1, T2) = P1(T1, T2) + P1(T2, T1) = P2(T1, T2) +

+ P2(T2, T1). Таким образом, и в этом случае доста-
точно контролировать кинетику нагрева только од-
ной пластины.
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В режиме квазитеплового равновесия T1 = T2 =

= T и линейном приближении по скорости Fx = −ηV
(η = const) из (5) следует более простое выражение
для коэффициента трения
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причем в (4) нужно сделать замену q̃2 → q2. Соответ-
ственно, скорость нагрева каждой пластины будет
определяться соотношением dQ/dt = 0.5ηV 2. Экви-
валентные формы (5), (6) в терминах френелевских
коэффициентов отражения приведены в [9, 23].

Режим квантового трения пластин (T1 = T2 = 0)
изначально является термически неравновесным, по-
скольку они должны нагреваться, увеличивая тем-
пературу. Формально из (5) следует (здесь φ – угол
между вектором скорости и двумерным волновым
вектором флуктуационного электромагнитного по-
ля)
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В этом случае, в рамках модели Друде для диэлек-
трической проницаемости металла (см. далее (13)
и дополнительные материалы) сила трения возни-
кает только при конечном остаточном сопротивле-
нии ρ0 с частотой релаксации ν0. Сила трения име-
ет асимптотику Fx ∼ V 3 при V ≪ cν0/ωp, достига-
ет максимума и быстро убывает при V ≫ ν0a. При
a = 10 нм, в частности, величина максимума ηmax =

= 2.5 · 10−8 кг/м2 · c достигается при V ≈ 3.7ν0a, а
при V ≪ cν0/ωp из (7) следует
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Кинетика нагрева пластин в общем случае опи-
сывается уравнениями

P1(T1, T2)∆t = −hρc1(T1)∆T1, P2(T1, T2)∆t =

= −hρc2(T2)∆T2, (9)

где ci(Ti) – зависящие от температуры удельные теп-
лоемкости (i = 1, 2), h и ρ – толщина и плотность ма-
териала пластин, Pi(T1, T2) определяются из (2), (3),

а приращения температуры ∆Ti соответствуют ин-
тервалу времени ∆t. Из (9) также следует уравнение
для определения зависимостей T2(T1) или T1(T2)

dT2
dT1

=
P1(T1, T2)c1(T1)

P2(T1, T2)c2(T2)
. (10)

В случае одинаковых пластин в (10) можно сде-
лать замену P2(T1, T2) → P1(T2, T1) или P1(T1, T2) →
→ P2(T2, T1). При записи уравнений (9), (10) учте-
но, что, в силу высокой теплопроводности, скорость
нагрева пластин за счет радиационной передачи теп-
ла значительно меньше скорости диффузии тепла в
их объемах. Поэтому в каждый фиксированный мо-
мент времени пластины имеют одинаковую темпера-
туру во всех точках. В самом деле, из уравнения теп-
ловой диффузии ∂T/∂t = a2∂2T/∂z2 по нормали к
пластинам следует, что характерное время установ-
ления теплового равновесия составляет τ = h2/a2,
где a2 = κ/cρ, κ – коэффициент теплопроводно-
сти. Тогда τ = h2cρ/κ и, например, в случае золо-
та при T = 10K и h = 500мкм (c = 2.2Дж/кг ·K,
κ = 3200Вт/м ·K, ρ = 19.8 · 103 кг/м3 [24]) получим
оценку τ ≃ 3мкс, в то время как кинетика нагре-
ва за счет трения характеризуется десятками секунд
или минутами, в зависимости от скорости и других
параметров (см. далее).

Для одинаковых пластин с одинаковой начальной
температурой T0, полагая Pi(T, T ) = −0.5η(T, V )V 2,
из (9) получим

t =
2hρ

V 2

T
∫

T0

c(T )

η(T, V )
dT, (11)

где t – время нагрева от температуры T0 до темпе-
ратуры T . В простейшем случае η = const и (T ) =

= a1T + a2T
3 из (11) следует

T (t) = (−β +
√

β2 + T 4
0 + 2βT 2

0 + 2ηV 2t/hρa2)
1/2,

(12)

где β = a1/a2.
Для проведения численных расчетов коэффици-

ентов трения и скоростей нагрева используем при-
ближение Друде для диэлектрической проницаемо-
сти ε(ω) материала пластин

ε(ω) = 1− ω2
p

ω(ω + i · ν(T )) , (13)

где ωp – плазменная частота, а ν(T ) = ω2
pρ(T )/4π –

частота релаксации электронов металла с удельным
сопротивлением ρ(T ). Характерные зависимости
ρ(T ) для золота с нулевым и конечным остаточным
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сопротивлением ρ0 = 2.3 · 10−10 Ом ·м показаны
на рис. S1 (см. дополнительные материалы). Они
соответствуют приближению Блоха–Грюнайзена
[25] и модифицированному приближению Блоха–
Грюнайзена [26] (далее обозначаемые BG и BGM).

Примеры расчета скоростей нагрева и коэффици-
ентов трения η = Fx/V по формулам (2)–(6) для оди-
наковых пластин золота показаны на рис. 2 (модель

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимости скорости нагре-
ва (а) и коэффициента трения (b) пластины 1 от ско-
рости движения пластины 2 в модели BG при разных
тепловых условиях. Конфигурации T1 = 6, T2 = 4 K и
T1 = 4, T2 = 6 K имеют одинаковый коэффициент тре-
ния. Конфигурации T = 4 K и T = 6 K соответствуют
квазистационарному тепловому режиму. Значения P1

и η на кривых с символами ∆ (а) и ♦ (b) увеличены в
3 раза

Рис. 3. Зависимости скорости нагрева (a) и коэффици-
ента трения (b) пластины 1 от скорости движения пла-
стины 2 в модели BGM при разных тепловых условиях.
Конфигурации T1 = 6, T2 = 4 K и T1 = 4, T2 = 6 K име-
ют одинаковый коэффициент трения. Конфигурации
T = 4 K и T = 6 K соответствуют квазистационарному
тепловому режиму

BG) и рис. 3 (модель BGM). Во всех расчетах, если
не оговорено, использовано значение ширины щели
a = 10 нм. Детали вычисления интегралов в (2), (3),
(5) приведены в дополнительных материалах. Заме-
тим, что на расстояниях a > 10 нм практически от-
сутствуют процессы экстремального теплообмена и
трения, обусловленные туннелированием электронов
и фононов [27, 28] и другими эффектами [9, 29–31].

Из рисунков 2, 3 видно,что при V < 10м/с (рис. 2a)
и V < 103 м/с (рис. 3a) скорости нагрева пластин 1 и
2 имеют разный знак, будучи равны по модулю: пла-
стина 1 нагревается, а пластина 2 охлаждается в со-
ответствии с их температурами T1 = 4K и T2 = 6K.
При этом коэффициенты трения слабо зависят от
скорости V (рис. 2b, 3b). Если скорость верхней пла-
стины превышает ранее указанные значения, то обе
пластины нагреваются быстрее, причем наблюдает-
ся “аномальный” нагрев движущейся пластины 2: ее
температура увеличивается, хотя температура непо-
движной пластины 1 меньше (скорость нагрева пла-
стины 2 при T1 = 4, T2 = 6K соответствует скорости
нагрева пластины 1 при T1 = 6, T2 = 4K). Эта ситуа-
ция аналогична случаю нагрева металлической час-
тицы золота, движущейся над поверхностью золота
[21]. Однако при T1 = 4, T2 = 6K скорость нагрева
неподвижной пластины 1 (верхняя кривая с �) выше
скорости нагрева движущейся пластины 2 (нижняя
кривая с �), поэтому ее температура “догоняет” тем-
пературу последней, и затем обе пластины нагрева-
ются с одинаковой скоростью.

При достаточно высоких скоростях движения
пластины 2 коэффициенты трения быстро убывают
(рис. 2b, 3b). Это связано с влиянием допплеровской
частоты ω− = ω − kxV = ω − kV cosφ в (5). Ха-
рактерные значения двумерного волнового вектора
в данной ситуации составляют k ∼ 1/a, а величи-
на частоты поглощения при низких температурах
ω ∼ ν(T ). Поэтому частота ω− становится знакопере-
менной при V > ν(T )a. Тепловой фактор в (5) также
становится знакопеременным, что приводит к умень-
шению коэффициента трения. При этом характер-
ная величина скорости V для “излома” (максимума)
зависимости η(V ) коррелирует с величиной удель-
ного сопротивления, так как ν(T ) ∼ ρ(T ). Отноше-
ние сопротивлений ρBGM/ρBG при температурах T ∼
4÷10K как раз и составляет два-три порядка величи-
ны (см. дополнительные материалы). В то же время
отношение коэффициентов трения ηBGM/ηBG нахо-
дится в обратной пропорции, поскольку при ν(T ) <

T и V < ν(T )a возникает нетривиальная обратно-
пропорциональная зависимость коэффициента тре-
ния от удельного сопротивления ρ (η ∼ ρ−0.8 в ли-
нейном по скорости приближении для силы трения
[19, 20], см. подробнее дополнительные материалы).
Эта зависимость обусловлена смещением характер-
ной частоты поглощения металла в область частот
ниже частоты Вина с высокой плотностью электро-
магнитных мод и возрастанием глубины проникно-
вения электромагнитных мод S-поляризации. Зна-
чительный рост коэффициента трения c уменьшени-
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ем температуры ожидается и при движении малой
металлической частицы вблизи поверхности метал-
ла [21]. При дальнейшем уменьшении температуры
одно или оба указанных выше условия перестают вы-
полняться, и коэффициент трения уменьшается. Это
подтверждается результатами расчета коэффициен-
та трения в зависимости от температуры и ширины
щели, приведенными в дополнительных материалах
(см. табл. S1): наблюдается значительный рост η при
T < θD, более резкий в модели BG. Зависимость от a
близка к обратно-пропорциональной (η ∝ a−1). Это
согласуется с расчетами [19, 20]. В целом, как сле-
дует из расчетов для всех рассмотренных темпера-
тур и скоростей, максимальные значения коэффици-
ента трения η в области максимума (в моделях BG и
BGM) составляют 10−3 ÷ 10−6 кг/м3.

При T1 6= T2 величина скоростей нагрева (охла-
ждения) пластин оказывается значительно выше,
чем при квазитепловом равновесии (рис. 2, 3, кри-
вые с символами �), поэтому кинетика передачи
тепла, в соответствии с (9), характеризуется зна-
чительно меньшими временами. В начальной обла-
сти зависимостей P1 и P2 от скорости V , когда
P1(T1, T2) = −P2(T1, T2) ≈ const (рис. 2a и 3a), мож-
но приравнять левые части уравнений (9). Тогда, по-
лагая c1,2(T ) = a1T + a2T

3, для квазистационарной
температуры пластин получим

T =

(

−β +
√

β2 + β(T 2
1 + T 2

2 ) + T 4
1 + T 4

2

)1/2

, (14)

где T1 и T2 – начальные температуры. После установ-
ления квазитеплового равновесия температура пла-
стин будет возрастать в соответствии с (11)–(12). Ре-
зультаты расчета времени нагрева пластин при чис-
ленном интегрировании (10) от 4 до 5 K и от 4 до
6 K показаны на рис. 4. Значения параметров a1 =

0.0035Дж/кг ·K2, a2 = 0.0023Дж/кг ·K4 и β = 1.5

для золота в диапазоне температур 1 ÷ 20K были
получены по данным [24]. Как видно из рисунка,
достаточно “комфортные” значения времени нагре-
ва пластин можно получить в диапазоне скоростей
10÷ 103 м/с.

Преимущество низкотемпературных тепловых
измерений по сравнению с комнатными условиями,
помимо уменьшения шума и других нежелательных
эффектов, связано с тем, что во втором случае вре-
мя нагрева становится неприемлемо большим из-за
значительно меньшей силы трения и скорости на-
грева, приводящих к возрастанию подынтегральной
функции в (10). Так, нагрев на 1 K при T0 = 300K,
a = 10 нм, V = 1000м/с потребует около 2 ч, тогда

Рис. 4. (Цветной онлайн) Зависимость времени нагре-
ва пластин золота от скорости движения одной из них
при a = 10 нм и h = 500 мкм. Штриховые линии – мо-
дель BGM: нагрев от 4 до 6K (верхняя) и от 4 до 5K
(нижняя). Линии с символами – модель BG: нагрев от
4 до 6K (верхняя) и от 4 до 5K (нижняя).

как нагрев от 4 до 5 К при таких же других условиях
займет менее 10 с (рис. 4).

Как отмечалось в начале статьи, недостатками
“маятниковой” схемы измерений силы трения с АСМ
[12] является низкая скорость зонда и малая эффек-
тивная площадь взаимодействия. В этой связи, ана-
логично [15–17], представляется перспективным уве-
личение скорости за счет вращения. Так, в [17] пред-
полагается использовать диск с диаметром ∼ 10 см,
вращающийся с частотой до 104 об/c. В нашем слу-
чае возможная схема может включать два соосных
диска в общем термостате, один из которых может
вращаться с угловой скоростью Ω (см. дополнитель-
ные материалы, рис. S2). Неинерциальность системы
отсчета вращающегося диска не влияет на скорости
нагрева, рассчитываемые по формулам (2), (3), так
как частота вращения значительно меньше харак-
терных частот флуктуационного электромагнитно-
го поля в вакуумном зазоре. Возможным сценари-
ем измерений является вариант квазистационарно-
го температурного режима, когда температуры пла-
стин возрастают с одинаковой скоростью от началь-
ной температуры T0. Время нагрева варьируется пу-
тем изменения скорости V , ширины щели a, геомет-
рических размеров активной зоны взаимодействия и
материальных свойств пластин.
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Заключение. Одинаковые металлические пла-
стины, разделенные узким вакуумным промежутком
с шириной ∼ 10 нм и более, имеющие одинаковую на-
чальную температуру и движущиеся относительно
друг друга с нерелятивистской скоростью, нагрева-
ются одинаково быстро за счет работы силы флук-
туационного электромагнитного поля – силы тре-
ния Казимира–Лифшица. Пластины, имеющие раз-
ные начальные температуры, быстро приходят к со-
стоянию квазитеплового равновесия, продолжая на-
греваться. Величина силы трения и скорости нагре-
ва пластин значительно возрастают с уменьшением
температуры до некоторого предела, зависящего от
скорости и остаточного сопротивления металла, а за-
тем изменяются в квантовом режиме (T = 0), ко-
гда сила трения изменяется пропорционально кубу
скорости при низких скоростях (< 1 м/c), достигает
максимума и резко убывает при высоких скоростях
(> 103−104 м/c). Сила трения пластин золота может
быть измерена по их нагреву на 1÷ 2K (с временем
нагрева менее 1 мин) при температурах T < 10K в
системе двух соосных дисков с диаметром ∼ 10 см,
один из которых вращается с частотой 10÷ 103 об/c.

Автор благодарен К. Хенкелю (С. Henkel) за
предоставленные данные о сопротивлении золота и
обсуждение предварительных результатов работы.
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