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Исследуется проблема построения универсальных двухнуклонных импульсных распределений для
основных NN-конфигураций 1S0 и 3S1-

3D1, используемых при описании короткодействующих корреля-
ций нуклонов в ядрах. Предложен новый метод вычисления таких распределений и изучены их свой-
ства. В качестве иллюстраций приводятся расчеты для нескольких современных реалистических NN-
потенциалов, включая взаимодействие, учитывающее ненуклонные степени свободы. Предложена новая
характеристика, определяющая отношение долей высокимпульсных компонент для спин-синглетных и
спин-триплетных NN-распределений при низких энергиях, которая может быть полезна для сравни-
тельной оценки изоспиновой зависимости короткодействующих корреляций при расчетах с различными
потенциалами NN-взаимодействия.
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1. Введение. В последние годы проблема ко-
роткодействующих корреляций (КДК) в ядрах [1, 2]
стала очень актуальной благодаря новым эксклю-
зивным экспериментам по электрорасщеплению ядер
(e, e′NN) в квазиупругой кинематике с регистра-
цией трех частиц на совпадение [3]. Продолжа-
ют уточняться и данные по инклюзивным и полу-
эксклюзивным реакциям [4, 5]. Также проблема КДК
исследуется и в экспериментах (p, 2pN), проводящих-
ся на установке NICA [6, 7].

Сравнение экспериментальных данных с теоре-
тическими предсказаниями, полученными в резуль-
тате точного решения задачи многих тел с различ-
ными нуклон-нуклонными (NN) взаимодействиями,
позволило бы решить проблему КДК. Однако, ввиду
сложности решения задачи рассеяния с участием A

нуклонов, при анализе КДК в ядрах с A > 3 неиз-
бежно используются аппроксимации. Простейшей из
них является плоско-волновое импульсное прибли-
жение (Plane-Wave Impulse Approximation), при ко-
тором сечение квазиупругого выбивания (e, e′NN)

пропорционально спектральной функции нуклонов
в ядре или, при дальнейшем упрощении, соответ-
ствующему двухнуклонному импульсному распреде-
лению ρNN . С точностью до такого приближения но-
вые эксклюзивные эксперименты позволяют восста-
новить импульсные распределения нуклонов, а так-
же исследовать изоспиновую зависимость КДК.
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Двухнуклонное импульсное распределение в ядре
ρNN зависит от относительного импульса нуклонов
k, импульса их центра масс Q и угла между этими
векторами θ. Важным свойством таких распределе-
ний является их факторизация при высоких отно-
сительных импульсах k и малых импульсах центра
массQ, а также скейлинг для двухнуклонных (nn, pp
и np) импульсных распределений в области высоких
относительных импульсов. В серии работ К. Чиофи
с соавт. (см., например, [8]) на основе микроскопи-
ческих расчетов для систем A нуклонов показано,
что импульсные распределения для ряда легких ядер
(3H, 3He, 4He, 12C, 16O, 40Ca) при Q < 1− 1.5 фм−1

и k > 1.5− 2 фм−1 не зависят от угла θ и фактори-
зуются следующим образом:

ρANN(k,Q) = ρANN(k,Q, θ) ≈ CAρNN(k)ρACM (Q), (1)

где CA – константа, зависящая от ядра A (так на-
зываемый ядерный контакт), ρACM (Q) – распределе-
ние по импульсу центра масс пары нуклонов, а функ-
ция ρNN (k) не зависит от ядра, т.е. является универ-
сальным NN распределением. В случае триплетных
np-пар это универсальное распределение совпадает с
распределением нуклонов в дейтроне ρnp(k) = ρd(k).

Очевидно, что свойство факторизации двухнук-
лонного импульсного распределения предполагает
существование аналогичного универсального распре-
деления для спин-синглетных пар, т.е. pp- и nn-пар,
а также спин-синглетных np-пар. Поскольку пара
нуклонов не образует связанного синглетного состо-
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яния, то возникает проблема получения такого уни-
версального распределения для синглета в двухча-
стичном случае. Одно из возможных решений состо-
ит в использовании волновой функции виртуально-
го синглетного состояния, аппроксимацию которой
можно построить в случае сепарабельного взаимо-
действия нуклонов [9]. Другой вариант, предлагае-
мый в рамках обобщенного контактного формализ-
ма (ОКФ) [10, 11], состоит в использовании функций
рассеяния при нулевой энергии, нормированных ин-
тегралом по высокоимпульсной части, причем как в
синглетном, так и в триплетном каналах. При этом в
рамках ОКФ используются проинтегрированные по
импульсу центра масс пары Q импульсные распреде-
ления (1) для ядер, которые также оказываются про-
порциональными в высокимпульсной части постро-
енным двухчастичным универсальным распределе-
ниям как для триплетного канала, так и для син-
глетного. Отметим, что ОКФ широко используется в
настоящее время для вычисления различных харак-
теристик КДК в ядрах, а также для параметризации
сечений электрорасщепления [12].

Данная работа посвящена детальному исследова-
нию свойств распределений по относительному им-
пульсу в связанных и несвязанных парах нуклонов,
взаимодействующих в вакууме, а также разработ-
ке альтернативного метода их расчета. В соответ-
ствии с терминологией, используемой в работах по
ОКФ [10, 11], такие распределения в области боль-
ших импульсов мы будем называть универсальными
импульсными распределениями (УИР). Ниже мы по-
кажем, что для построения таких распределений нет
необходимости в решении задачи рассеяния строго
при нулевой энергии, и можно рассматривать функ-
ции рассеяния при небольших энергиях, что расши-
ряет диапазон методов, которые можно использовать
для их вычисления. Кроме того, мы рассматриваем
влияние ядерной среды на импульсные распределе-
ния в модели бесконечной ядерной материи. Также
в этой работе вводится величина, позволяющая ко-
личественно сравнить вклады от высокоимпульсных
частей функций в дискретном и непрерывном спек-
тре, которая будет полезна для оценок соотношений
между pp- и np-кореляциями в ядрах для различных
NN -взаимодействий.

В качестве техники для расчета универсальных
функций мы используем метод пакетной дискрети-
зации континуума (МПДК) [13, 14], подходящий для
расчетов функций непрерывного спектра в свобод-
ном пространстве и в ядерной материи.

2. Метод построения универсальных им-

пульсных распределений. Рассмотрим уравнение

Липпмана–Швингера для волновой функции двух-
нуклонной системы в импульсном представлении для
определенного спина пары σ (мы используем едини-
цы, в которых ~ = 1):

ψ(+)σ
p (k) = ψ0σ

p (k) +

∫

dk′ V
σ(k,k′)ψ(+)σ

p (k′)
p2

m + i0− k2

m

, (2)

где ψ0 – функция свободного движения (плоская вол-
на), V σ – потенциал NN -взаимодействия, m – масса
нуклона, и p =

√
mE – относительный on-shell им-

пульс, соответствующий энергии E. Ниже для удоб-
ства мы будем использовать индексы s и t для обо-
значения функций для синглетного 1S0 и связанных
триплетных каналов 3S1-3D1 соответственно, а так-
же опустим верхний индекс (+) у волновой функции.

После разложения по парциальным волнам полу-
чим уравнения для парциальных компонент волно-
вой функции. Для канала 1S0 (l = 0 и σ = 0) такое
уравнение имеет вид:

ψs
p(k) =

δ(k − p)

k2
+

∫ ∞

0

dk′(k′)2

2π2

V s(k, k′)ψs
p(k

′)
p2

m + i0− k2

m

. (3)

Эти функции нормированы согласно условию:
∫∞
0 dkk2ψ∗s

p (k)ψs
p′(k) = δ(p−p′)

p2 , и имеют раз-
мерность, отличную от размерности функций
дискретного спектра.

Определим высокоимпульсную часть интеграла
от квадрата модуля такой волновой функции следу-
ющим образом:

as2(p) =

∫ ∞

p0

dkk2|ψs
p(k)|2, (4)

где p0 определяет границу высокоимпульсной обла-
сти. Отметим, что as2(p) – размерная величина и име-
ет размерность фм3.

В рамках ОКФ [11] УИР для nn- и pp-пар опреде-
ляется через квадрат модуля волновой функции, по-
лученной из решения уравнения (3) при p = 0 и нор-
мированной на 1 в высокоимпульсной области. Рас-
смотрим такие распределения и при ненулевых p. Их
можно получить из функций непрерывного спектра
путем перенормировки:

ρsp(k) ≡
|ψs

p(k)|2
as2(p)

. (5)

Заметим, что поскольку импульсное распределение
определяется как квадрат модуля волновой функ-
ции, то не имеет значения, какому граничному усло-
вию удовлетворяет волновая функция.
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Для вычисления волновых функций удобно ис-
пользовать метод пакетной дискретизации конти-
нуума [13]. Суть этого метода состоит в разбие-
нии импульсного пространства (в каждой парциаль-
ной волне) на непересекающиеся интервалы {di =

= [ki−1, ki]}Ni=1 и введении базисных функций (сво-
бодных волновых пакетов), радиальные части кото-
рых имеют следующий вид:

xi(k) =
θ(k ∈ di)

k
√
di

, di = ki−ki−1, i = 1, . . . , N. (6)

где θ-функция отлична от нуля и равна 1, если k при-
надлежит интервалу di.

В пакетном базисе волновая функция представ-
ляется в виде разложения ψs

p(k) ≈ ∑N
i=1 Cixi(k),

а уравнение (3) сводится к системе алгебраических
уравнений:

N
∑

i′=1

(δii′ − g0i(p)Vii′ )Ci′ = δii0 , i = 1, . . . , N, (7)

где g0i(p) – диагональные матричные элементы ре-
зольвенты свободного гамильтониана, Vii′ – матрич-
ные элементы потенциала взаимодействия, а индекс
i0 определяет on-shell интервал, которому принадле-
жит p (см. детали в работе [13]). Таким образом, при
проектировании в пакетный базис дельта-функция,
входящая в неоднородный член уравнения (3), усред-
няется, а уравнение (7) в пакетном базисе не содер-
жит сингулярностей.

3. Примеры импульсных NN -распределе-

ний для разных взаимодействий и их свой-

ства. Рассмотрим импульсные NN -распределения
(5), которые получаются из решения уравнения (7)
при низких энергиях. В качестве границы высокоим-
пульсной области везде в этой работе будем исполь-
зовать значение p0 = 1.4фм−1.

Такие распределения для канала 1S0, найден-
ные для наймегенского NN -потенциала (тип II)
[15], показаны на рис. 1. Как видно из этого рисун-
ка, все распределения отличаются только при ма-
лых импульсах, причем функции имеют характер-
ные всплески вблизи on-shell импульса p, отвечаю-
щие усредненной дельта-функции, входящей в реше-
ние. Однако в высокоимпульсной части, при k > p0,
все распределения совпадают.

Это свойство волновых функций становится оче-
видным, если рассмотреть уравнение Шредингера в
импульсном представлении:

k2 − p2

m
ψs
p(k) +

∫ ∞

0

dk′(k′)2

2π2
V s(k, k′)ψs

p(k
′) = 0. (8)

Рис. 1. (Цветной онлайн) Импульсные распределения
в канале 1S0 для наймегенского потенциала, постро-
енные из функций континуума при разных энерги-
ях: 0.0004 МэВ (сплошная кривая), 0.62 МэВ (штри-
ховая кривая), 2.5 МэВ (штрих-пунктирная кривая),
17.15 МэВ (штрих-пунктир-пунктирная кривая)

Легко видеть, что решение этого уравнения в обла-
сти k ≫ p практически не зависит от p. Поэтому
при условии нормировки “на хвост” согласно (5), все
функции с p≪ p0 фактически совпадают друг с дру-
гом в высокоимпульсной области k > p0. Это свой-
ство можно записать в следующем виде:

|ψs
p(k)|2 ≈ as2(p)ρ

s(k), k ≥ p0, p≪ p0, (9)

где высокоимпульсная часть распределения ρs(k) не
зависит от on-shell импульса p. Согласно свойству
факторизации, двухнуклонные импульсные распре-
деления в ядрах при больших импульсах k пропор-
циональны ρs(k) [10].

Таким образом, для построения высокоим-
пульсных частей универсальных импульсных pp-
распределений нет необходимости решать уравнение
Липпмана–Швингера (или уравнение Шредингера)
строго при нулевой энергии, достаточно выполнения
условия p≪ p0.

Вычислим УИР для четырех типов потенциалов:
наймегенского (Nijm II) [15], боннского (CD Bonn)
[16], а также двух вариантов дибарионной моде-
ли: Dib I [17] и Dib II [18]. В дибарионной моде-
ли предполагается возможность образования проме-
жуточного шестикваркового состояния (дибариона)
при сближении нуклонов. Это приводит к эффектив-
ному NN -взаимодействию, зависящему от энергии.
Тем не менее, волновые функции для такой модели
можно найти по той же схеме, что и для не зави-
сящих от энергии потенциалов. Оба варианта моде-
ли, рассматриваемые в этой работе, позволяют вос-
произвести амплитуды рассеяния для двух основных
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NN -конфигураций, однако соответствующие волно-
вые функции отличаются в области высоких импуль-
сов.

На рисунке 2 приводятся импульсные распреде-
ления для NN -канала 1S0, полученные в пакет-

Рис. 2. (Цветной онлайн) Импульсные распределения в
канале 1S0 для разных NN-потенциалов

ном базисе для четырех рассмотренных потенциалов.
Как видно из этого рисунка, различия рассматри-
ваемых распределений в основном определяются по-
ложениями минимумов (т.е. нулей волновой функ-
ции). Первый минимум будет определять область
минимума pp-корреляций в ядрах, т.е. область на-
блюдаемого доминирования np-корреляций над pp-
корреляциями. Для самого “мягкого” боннского по-
тенциала этот минимум смещен вправо, в то время
как для дибарионной модели I он заметно смещен
влево, в область более низких импульсов.

4. Импульсные распределения для спин-

триплетного канала 3S1-
3D1. Следует отме-

тить, что аналогичным свойством – совпадением
высокоимпульсных частей при одинаковой нор-
мировке функций – обладают и импульсные np-
распределения для связанных каналов 3S1-3D1.
Здесь, однако, есть функция связанного состо-
яния, для которой импульсное распределение
вычисляется через квадрат модуля импульс-
ной зависимости волновой функции дейтрона,
|φd(k)|2 ≡ |φSd (k)|2 + |φDd (k)|2, следующим образом:

ρt(k) ≡ |φd(k)|2/ad2, ad2 =

∫ ∞

p0

dkk2|φd(k)|2, (10)

где ad2 – безразмерная величина, определяющая
вклад от высокоимпульсных компонент в импульс-
ное распределение для дейтрона [19].

Построим также и УИР по функциям непрерыв-
ного спектра аналогично (5) с учетом вкладов S- и
D-волновых компонент волновой функции. При этом
функции a2 будут определяться согласно:

at,l2 (p) ≡
∫ ∞

p0

dkk2|ψt,l
p (k)|2, l = 0, 2, (11)

где квадрат модуля функции континуума состоит из
суммы S- и D-компонент, а индекс l определяет ка-
нал с падающей волной2).

Соответствующие функции для наймегенского
потенциала приводятся на рис. 3 в сравнении с им-
пульсным распределением для дейтрона, нормиро-
ванным согласно (10). Поскольку в высокоимпульс-
ной части все функции одинаковые, в качестве уни-
версального np-распределения удобно использовать
именно дейтронное.

Рис. 3. (Цветной онлайн) Импульсные распределе-
ния в каналах 3SD1 для наймегенского потенциа-
ла, построенные из функций при разных энергиях:
−2.22МэВ (сплошная кривая), 0.275 МэВ (штрихо-
вая кривая), 4.52 МэВ (штрих-пунктирная кривая),
25.96 МэВ (штрих-пунктир-пунктирная кривая)

На рисунке 4 приведены УИР для триплетных
np-пар, т.е. для связанных каналов 3S1-3D1, полу-
ченные из дейтронного импульсного распределения
|φd(k)|2 для различных NN -потенциалов с условием
нормировки (10).

Следует отметить, что в работах [20, 21] была до-
казана пропорциональность на малых расстояниях
функций рассеяния (при низких энергиях) и функ-
ции связанного состояния в координатном простран-
стве для триплетного S-волнового взаимодействия
на основе аналитического продолжения волновых

2)Напомним, что при каждом p здесь есть два линейно неза-
висимых решения.
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Импульсные распределения в
каналах 3SD1 для разных NN-потенциалов

функций рассеяния в дейтронный полюс. По сути,
это то же самое свойство, которое мы продемонстри-
ровали в этой работе для высокоимпульсных частей
импульсных распределений для триплетного канала,
включающих S- и D-волновые компоненты для реа-
листических потенциалов NN -взаимодействия.

5. Сравнительные оценки высокоимпульс-

ных вкладов. Величина ad2 определяет долю
высокоимпульсной части в полном импульсном
распределении дейтрона. Значения этой вели-
чины заметно отличаются для разных моделей
NN -взаимодействия [19]. Они равны: 0.032 – для
боннского потенциала, 0.041 – для наймегенского
потенциала, 0.039 – для дибарионного потенциала II,
0.068 для дибарионного потенциала I.

Возникает вопрос, как оценить доли высокоим-
пульсных компонент для функций рассеяния, и, в
частности, для синглетного канала. Как было ука-
зано выше, величины a2(p), которые мы ввели для
функций непрерывного спектра, являются размер-
ными и их нельзя сопоставить напрямую с величина-
ми ad2 для связанного состояния. Однако можно рас-
смотреть суммарный (интегральный) вклад от вы-
сокоимпульсных компонент в каждом канале от со-
стояний с on-shell импульсом, меньшим или равным
некоторого значения q (q ≪ p0), через интегралы:

As
2(q) =

∫ q

0

dpp2as2(p), A
t
2(q) =

∑

l=0,2

∫ q

0

dpp2at,l2 (p).

(12)
Отношение таких интегральных величин в разных
каналах (с учетом вклада от связанного состояния):

η(q) ≡ As
2(q)/

(

ad2 +At
2(q)

)

, (13)

позволяет оценить соотношение высокоимпульсных
компонент волновых функций для синглетного и

триплетного каналов при низких энергиях для рас-
сматриваемого потенциала NN -взаимодействия.

Отношение η(q) приводится на рис. 5 для рас-
смотренных четырех моделей NN -взаимодействия.
Как видно из этого рисунка, это отношение меж-
ду долями высокоимпульсных компонент для син-
глетного и триплетного каналов оказывается различ-
ным для разных потенциалов, т.е. является моде-
лезависимым. При этом вклады от высокоимпульс-
ных компонент для синглетного канала при малых
энергиях существенно меньше, чем для триплетно-
го (η(q) ≪ 1) для всех рассмотренных взаимодей-
ствий. Также видно, что для потенциалов дибарион-
ной модели относительные высокоимпульсные ком-
поненты для функций синглетного канала больше,
чем для традиционных мезон-обменных потенциа-
лов. При этом, хотя универсальные функции для ди-
барионного потенциала II и для наймегенского по-
тенциала для синглетного и триплетного каналов до-
статочно близки друг к другу (см. рис. 2 и 4) вплоть
до импульсов порядка 7 фм−1, отношение η(q) для
дибарионного потенциала оказывается заметно боль-
шим, что, скорее всего, приведет к более сильным
pp-корреляциям в ядрах.

Рис. 5. (Цветной онлайн) Отношения η(p) для син-
глетного и триплетного каналов для разных NN-
потенциалов

Таким образом, предложенная величина η(q)

дополняет используемый в литературе параметр
ad2 для связанного состояния и позволяет сделать
предварительную сравнительную оценку изоспи-
новой зависимости КДК для разных потенциалов
NN -взаимодействия.

6. Импульсные распределения нуклонов в

ядерной среде. В качестве еще одной иллюстра-
ции рассмотрим высокоимпульсное поведение им-
пульсных распределений в ядерной среде. Ранее бы-
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ло показано [14], что можно определить эффектив-
ный гамильтониан для пары нуклонов, находящих-
ся над поверхностью Ферми. В определенном диапа-
зоне плотностей у такого гамильтониана возникают
связанные состояния (состояния с энергиями ниже
двойной энергии Ферми 2eF ), причем как для три-
плетного, так и для синглетного каналов3).

Исследуем далее высокимпульсные компоненты
волновых функций таких связанных состояний. В
импульсном представлении волновая функция тако-
го состояния в канале 1S0 при нулевом импульсе цен-
тра масс удовлетворяет уравнению:

k2 − k2B
m

ψs
B(k) +

∫ ∞

kF

dk′k′2

2π2
V s(k, k′)ψs

B(k
′) = 0, (14)

где kF – импульс Ферми для рассматриваемой среды,
а уравнение решается в подпространстве k, k′ ≥ kF
(так называемом Паули-разрешенном подпростран-
стве). При этом энергия связанного состояния от-
рицательна и определяется из соотношения EB =

=
k2
B

m − 2eF , где eF =
k2
F

2m .
В работе [14] описан метод расчета таких состоя-

ний в том же пакетном базисе, который мы исполь-
зовали выше. Эти функции нормированы на едини-
цу, поэтому для их нормировки на высокоимпульс-
ную часть можно ввести безразмерные множители
as,t2 . На рисунке 6 представлены импульсные распре-
деления для связанных состояний двух нуклонов в
ядерной среде в синглетном и триплетном каналах
при импульсе Ферми kF = 0.6фм−1 для боннского
потенциала в сравнении с УИР для того же взаимо-
действия, полученными выше. В высокоимпульсных
частях сравниваемые функции практически неотли-
чимы, что подтверждает универсальность двухнук-
лонных КДК. Полученные доли высокоимпульсных
компонент для синглетной и триплетной функций со-
ставляют as2 = 0.0018 и at2 = 0.041 соответственно.
Несмотря на то, что синглетные нуклоны здесь свя-
заны, снова наблюдается значительное превышение
вклада высокоимпульсной компоненты для триплет-
ного канала по сравнению с синглетным.

Мы нашли также доли высокоимпульсых компо-
ненент для двух других взаимодействий, рассматри-
ваемых в этой работе. Отношения as2/a

t
2 при kF =

= 0.6фм−1 для разных NN -потенциалов получают-
ся следующие: 0.044 (CD Bonn), 0.058 (Nijm II), 0.142
(Dib II). Как мы видим, эти отношения располагают-
ся в той же последовательности, что и кривые η(q),

3)Такие состояния отвечают собственным функциям ядра
уравнения Бете–Голдстоуна с единичными собственными зна-
чениями.

Рис. 6. (Цветной онлайн) Импульсные распределения в
каналах 1S0 (a) и 3S1-

3D1 (b), найденные при расчетах
в ядерной среде на основе уравнения (14) для боннско-
го потенциала (сплошные кривые) в сравнении с УИР
для того же потенциала (штриховые кривые)

приведенные на рис. 5 для NN -взаимодействий в ва-
кууме.

7. Заключение. Показано, что при выбранном
условии нормировки на высокоимпульсную часть в
качестве универсальных импульсных распределений
можно использовать двухчастичные волновые функ-
ции рассеяния при любой достаточно малой энергии.
Это свойство открывает широкие возможности для
вычисления таких распределений. В этой работе был
использован МПДК, однако здесь можно использо-
вать и любые другие подходы, которые традиционно
применяются для вычисления функций непрерывно-
го спектра. В частности, для построения универсаль-
ных распределений можно использовать и псевдосо-
стояния гамильтониана, полученные в L2 базисе, ес-
ли базис позволяет описать область высоких импуль-
сов. Такое исследование мы планируем в будущем.

Также в работе предложена функция η(q), поз-
воляющая сравнить вклады высокоимпульсных ком-
понент для спин-синглетного и спин-триплетного ка-
налов при низких энергиях. Такая функция зависит
от используемой модели NN -взаимодействия и мо-
жет служить дополнительной характеристикой изо-
спиновой зависимости КДК.

Кроме того, мы исследовали импульсные распре-
деления, отвечающие связанным состояниям корре-
лированных пар нуклонов выше поверхности Фер-
ми в ядерной среде. Показано, что импульсные рас-
пределения для таких состояний в области больших
импульсов пропорциональны универсальным NN -
распределениям.
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