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Альтернативная идея об источнике барионной асимметрии во
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В работе предложен альтернативный сценарий возникновения барионной асимметрии во Вселенной.
Этот сценарий реализуется в модели решеточной гравитации, связанной с дираковским полем, следу-
ющим образом. При сверхвысоких температурах порядка Великого Объединения Tc ∼ 1018 ГэВ и вы-
ше система находится в PT -симметричной фазе. Но при понижении температуры происходит фазовый
переход в несимметричную фазу, в которой появляется ненулевая тетрада, т.е. пространство-время с
метрикой Минковского, и волновая функция системы распадается на две: |〉 = |+〉 + |−〉. Поля тетрад
в состояниях |+〉 и |−〉 различаются знаком. В самый первый момент времени длительностью порядка
планковского возможен переход фермионов между этими состояниями. Эти переходы в разных участ-
ках пространства не скоррелированы между собой. Поэтому окончательная асимметрия фермионного
заряда между этими состояниями относительно чрезвычайно мала, и она сохраняется во времени, так
как взаимодействие состояний |+〉 и |−〉 прекращается на временах больше планковского.

DOI: 10.31857/S0370274X24100012, EDN: YUBSFX

Введение. Проблема существования барионной
асимметрии во Вселенной не решена в настоящее
время. Большая информация, а также значительное
множество ссылок по этой проблеме содержатся в об-
зорах [1, 2]. Здесь мы коротко отметим лишь следу-
ющие факты.

1) Обычно предполагается, что электрослабый
фазовый переход, спонтанно нарушающий симмет-
рию SU(2)L × U(1)Y , является переходом первого
рода. Накопление барионов происходит в непосред-
ственной близости к точке этого перехода в несим-
метричной фазе, причем доменные стенки зароды-
шей и пузырей несимметричной фазы ускоряют про-
цесс [1, 3].

2) Все подходы к решению проблемы (например,
использование механизма Кобаяси–Маскавы в Стан-
дартной модели или так называемого сфалеронного
бариогенезиса, заложенного Кузьминым, Рубаковым
и Шапошниковым) приводят к оценкам средней ба-
рионной плотности, меньше наблюдаемой на много
порядков (< 10−5).

Здесь представлен альтернативный сценарий на-
копления барионной асимметрии на самом раннем

1)e-mail: vergeles@itp.ac.ru

этапе развития Вселенной. Этот сценарий возможен
в решеточной теории гравитации. В работах авто-
ра [4–10] изучалась решеточная теория гравитации,
связанная с дираковскими полями. В частности, в
работе [8] была описана дискретная Z2-симметрия
(названная PT -симметрией), взаимно переставляю-
щая дираковское и его сопряженное поля и меняю-
щая знак тетрады. В работе [10] было доказано, что
при сверхвысоких температурах эта PT -симметрия
не нарушена, но при понижении температуры PT -
симметрия нарушается. В настоящей работе пока-
зано, что в несимметричной фазе в непосредствен-
ной близости к точке фазового перехода по темпе-
ратуре и времени симметричная волновая функция
(в.ф.) Вселенной распадается на суперпозицию двух
в.ф. |+〉 и |−〉. В течение этого малого планковско-
го времени τ ∼ tP ≈

√

8πG~/c5 ≈ 10−43 с матрич-
ный элемент 〈+|HΨ|−〉 6= 0. Поскольку гамильтониан
сохраняет полное число фермионов, то в указанном
неравенстве содержатся амплитуды переходов фер-
мионов из |−〉 в |+〉, и наоборот. При временах t > τ

имеем 〈+|Ô|−〉 = 0 для всех локальных операторов
Ô. Поэтому накопившийся за время τ дисбаланс фер-
мионов между состояниями |+〉 и |−〉 сохраняется,
что и является источником барионной асимметрии.
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Попытаемся объяснить физику явления на пре-
дельно простом примере из одномерной квантовой
механики. Пусть одночастичный гамильтониан име-
ет вид H = −(1/2m)d2/dx2 − κ[δ(x − a) + δ(x + a)].
Этот гамильтониан симметричен относительно пре-
образования четности x −→ −x, но из двух связан-
ных состояний одно φs(x) является четным, а дру-
гое φa(x) — нечетным. Их линейные комбинации
φ±(x) = φs(x, t) ± φa(x, t) не являются стационар-
ными, переходят друг в друга при преобразовании
четности и описывают в.ф. состояний, в которых ча-
стица находится вблизи x = ±a соответственно. Ес-
ли частица находится в состоянии φ+(x), то через
некоторое время она окажется в состоянии φ−(x),
и т.д. Если же в некий момент времени возникает
непроницаемый барьер в точке x = 0, то вероятно-
сти обнаружения частицы в области x > 0 и x < 0

“замерзают”, не являясь, вообще говоря, равными.
Нечто подобное происходит в изучаемой модели. Хо-
тя действие системы является PT -инвариантным, со-
стояния |+〉 и |−〉 таковыми не являются и они пере-
ходят друг в друга при PT -преобразовании. В.ф. φ±
являются упрощенными аналогами состояний |±〉.
Последние являются суперпозицией многих состоя-
ний, в том числе с различными значениями ферми-
частиц. Упомянутый выше “непроницаемый барьер”
между состояниями φ+ и φ− в рассматриваемой мо-
дели возникает спонтанно и в течение минимального
времени tP .

Рассмотрение носит модельный характер.

Следует заметить, что настоящая работа не яв-
ляется пионерской в том смысле, что гравитация как
источник барионной асимметрии впервые рассматри-
валась в [11]. В этой работе вводилось в лагранжи-
ан дополнительное слагаемое {(1/M2

∗ )
√−g(∂µR)Jµ

B},
нарушающее CP -инвариантность. Здесь R – скаляр-
ная кривизна, Jµ

B – барионный несохраняющийся ток
и M2

∗ – параметр обрезания эффективной теории. Из
последних работ, развивающих эту идею, отметим
работы [12, 13], в которых можно найти множество
ссылок по этой тематике. Не вдаваясь в подробно-
сти, укажем на фундаментальное различие нашего
подхода к проблеме с подходом в работах [11–13]: в
последнем подходе изучается континуальная теория
гравитации, в которую исходно вносится CP – неин-
вариантное слагаемое; в нашем подходе изучается ре-
шеточная, т.е. регуляризованная, теория гравитации,
которая инвариантна относительно всех симметрий в
высокотемпературной фазе, но в результате спонтан-
ного фазового перехода в низкотемпературную фа-
зу с потерей PT -симметрии генерируется барионная
асимметрия (см. текст ниже).

Для облегчения чтения статьи в следующем раз-
деле дается определение той модели решеточной гра-
витации, которая здесь изучается.

Определение решеточной теории гра-

витации. Рассмотрим ориентируемый 4-мерный
симпрлициальный комплекс K. Мы рекомендуем
книгу [14], §§ 2, 4 для ознакомления с определе-
нием абстрактных симплициальных комплесов.
Предположим, что каждый его 4-симплекс при-
надлежит такому подкомплексу K

′ ∈ K, который
имеет геометрическую реализацию в R4 без пу-
стот. Вершины обозначаются aV , индексы V и
W нумеруют вершины и 4-симплексы s4W соот-
ветственно. Необходимо использовать локальную
нумерацию вершин, принадлежащих заданно-
му 4-симплексу: все 5 вершин 4-симплекса s4W
нумеруются как aV(W)i

, i = 1, 2, 3, 4, 5. В даль-
нейшем обозначения с дополнительным нижним
индексом (W) указывает на принадлежность соот-
ветствующей величины 4-симплексу s4W . Обозначим
εV(W)1V(W)2V(W)3V(W)4V(W)5

= ±1 символ Леви–Чивита.
Верхний (нижний) знак зависит от ориентации 4-
симплекса s4W = aV(W)1

aV(W)2
aV(W)3

aV(W)4
aV(W)5

.
Элемент компактной группы Spin(4) и элемент
алгебры Клиффорда

ΩV1V2 = Ω−1
V2V1

= exp (ωV1V2) =

= exp

(

1

2
σabωab

V1V2

)

∈ Spin(4), σab ≡ 1

4
[γaγb],

γaγb + γbγa = 2δab, a = 1, 2, 3, 4, γ5 ≡ γ1γ2γ3γ4,

êV1V2 ≡ eaV1V2
γa ≡ −ΩV1V2 êV2V1Ω

−1
V1V2

,

|eV1V2 | < 1, |eV1V2 | ≡
√

∑

a

(eaV1V2
)2 (1)

определены на каждом ориентированном 1-симплек-
се aV1aV2 . По предположению, множество перемен-
ных {Ω, ê} является множеством независимых дина-
мических переменных. Фермионные степени свобо-
ды (дираковские спиноры) определены на вершинах
комплекса:

Ψ†
V , ΨV . (2)

Множество переменных {Ψ†, Ψ} взаимно независи-
мы, причем спиноры Ψ†

V и ΨV находятся во взаим-
ной инволюции (или анти-инволюции) относительно
операции эрмитова сопряжения.

Рассмотрим модель с действием

A = Ag + AΨ + AΛ0 . (3)

Здесь Ag и AΨ являются действиями чистой грави-
тации и дираковского поля соответственно:
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Ag = − 1

5! · 2 · l′2P
∑

W
× (4)

×
∑

σ

εσ(V(W)1)σ(V(W)2)σ(V(W)3)σ(V(W)4)σ(V(W)5)

×trγ5
{

Ωσ(V(W)5)σ(V(W)1)Ωσ(V(W)1)σ(V(W)2) ×

× Ωσ(V(W)2)σ(V(W)5)êσ(V(W)5)σ(V(W)3)êσ(V(W)5)σ(V(W)4)

}

.

Каждая σ является одной из 5! перестановок вершин
V(W)i −→ σ(V(W)i).

AΨ =
1

5 · 242 ×

×
∑

W

∑

σ

εσ(V(W)1)σ(V(W)2)σ(V(W)3)σ(V(W)4)σ(V(W)5) ×

×trγ5
{

Θ̂σ(V(W)5)σ(V(W)1)êσ(V(W)5)σ(V(W)2) ×

× êσ(V(W)5)σ(V(W)3)êσ(V(W)5)σ(V(W)4)

}

, (5)

Θ̂V1V2 ≡ Θa
V1V2

γa = Θ̂†
V1V2

, (6)

Θa
V1V2

=
i

2

(

Ψ†
V1
γaΩV1V2ΨV2 −Ψ†

V2
ΩV2V1γ

aΨV1

)

.

Можно проверить, что (ср. с (1))

Θ̂V1V2 ≡ −ΩV1V2Θ̂V2V1Ω
−1
V1V2

. (7)

Вклад в решеточное действие от космологической
постоянной имеет вид

AΛ0 = − 1

5! · 12 · Λ0

l′2P
εabcd ×

×
∑

W

∑

σ

εσ(V(W)1)σ(V(W)2)σ(V(W)3)σ(V(W)4)σ(V(W)5)×

×eaσ(V(W)5)σ(V(W)1)
ebσ(V(W)5)σ(V(W)2)

×
× ecσ(V(W)5)σ(V(W)3)

edσ(V(W)5)σ(V(W)4)
. (8)

Статистическую сумма представляется интегралом

Z =
∏

1−simplices

∫

|eV1V2 |<1

∏

a

deaV1V2

∫

dµ{ΩV1V2} ×

×
∏

V

∫

dΨ†
VdΨV exp(A). (9)

Действие (3), а также интеграл (9), инвариантны
относительно калибровочных преобразований

Ω̃V1V2 = SV1ΩV1V2S
−1
V2
, ˜̂eV1V2 = SV1 êV1V2 S

−1
V1
,

Ψ̃V = SVΨV , Ψ̃†V = Ψ†
VS

−1
V , SV ∈ Spin(4). (10)

Проверка этого факта облегчается при использо-
вании соотношения (ср. с соотношением для êV1V2

в (10))

˜̂
ΘV1V2 = SV1Θ̂V1V2S

−1
V1
, (11)

которое непосредственно следует из (10).
Рассматриваемая решеточная модель инва-

риантна относительно глобальной дискретной
Z2-симметрии, которая является аналогом комбини-
рованной PT -симметрии. Обозначим ÛPT оператор
этого преобразования. Тогда преобразованные дина-
мические переменные выражаются через исходные
переменные следующим образом:

Û−1
PTΨV ÛPT = UPT

(

Ψ†
V

)t

,

Û−1
PTΨ

†
V ÛPT = − (ΨV)

t
U−1
PT , UPT = iγ1γ3

Û−1
PT e

a
V1V2

ÛPT = −eaV1V2
, Û−1

PTω
ab
V1V2

ÛPT = ωab
V1V2

.

(12)

Здесь верхний индекс “t” обозначает транспонирова-
ние дираковских матриц и спиноров. Имеем:

U−1
PT γ

aUPT = (γa)t, U−1
PTσ

abUPT = −(σab)t. (13)

Из (12) и (13) следует что

U−1
PTΩV1V2UPT = (ΩV2V1)

t , (14)

Û−1
PTΘ

a
V1V2

ÛPT = −Θa
V1V2

. (15)

Перейдем к длинноволновому пределу, т.е. к пре-
делу медленно изменяющихся при движении вдоль
решетки полей. В этом пределе действие (3) транс-
формируется в хорошо известное континуальное дей-
ствие гравитации в форме Палатини и дираковского
поля, минимально связанного с гравитацией, плюс
вклад космологической постоянной. Этот предель-
ный переход имеет смысл вместе с переходом к сиг-
натуре Минковского. В результате компактная ка-
либровочная группа Spin(4) преобразуется в неком-
пактную группу Spin(3, 1). Далее в этом разделе все
решеточные переменные в случае Евклидовой сигна-
туры снабжены штрихом. Для полевых переменных
в случае сигнатуры Минковского используются ста-
рые обозначения.

Для указанной трансформации действия необхо-
димы следующие деформации контуров интегриро-
вания в интеграле (9):

ω′4α
V1V2

= iω0α
V1V2

, ω′αβ
V1V2

= −ωαβ
V1V2

,

e′
4
V1V2

= e0V1V2
, e′

α
V1V2

= ieαV1V2
. (16)
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Переменные ωab
Wij , e

a
Wij в сигнатуре Минковского яв-

ляются вещественными, и их индексы принимают
значения

a, b . . . = 0, 1, 2, 3, α, β, . . . = 1, 2, 3. (17)

В ортонормированном базисе (ОНБ) метрический
тензор ηab = diag(1, −1, −1, −1). Дираковские мат-
рицы преобразуются как

γ′
4
= γ0, γ′

α
= iγα, γ′

5
= γ5 = iγ0γ1γ2γ3. (18)

Таким образом, для спиновых матриц σab =
= (1/4)[γa, γb] имеем:

σ′4α = iσ0α, σ′αβ = −σαβ . (19)

При помощи (16)–(19) находим:

ω′
V1V2 =

1

2
ωab
V1V2

σab ≡ ωV1V2 ,

ê′V1V2
= γae

a
V1V2

≡ ê cV 1V2 , (20)

Ω′
V1V2 = exp

(

1

2
ω′ab

V1V2
σ′ab

)

= exp

(

1

2
ωab
V1V2

σab

)

≡ ΩV1V2 ∈ Spin(3, 1). (21)

При переходе к сигнатуре Минковского дираковские
спиноры преобразуются следующим образом:

Ψ′
V = ΨV , Ψ′†

V = Ψ†
Vγ

0 = ΨV . (22)

Переход к длинноволновому пределу возможен
для таких конфигураций полей, которые достаточ-
но медленно изменяются при переходах от симплек-
са к симплексу, т.е. при небольших или значительных
перемещения по решетке. Это правило касается лю-
бых решеток. В нашей теории именно на этапе пере-
хода к длинноволновому пределу возникает необхо-
димость введения локальных координат. Локальные
координаты — это маркеры вершин решетки. Рас-
смотрим некоторый 4D подкомплекс K

′ ∈ K с триви-
альной топологией четырехмерного диска и геомет-
рической реализацией в R4. Таким образом каждая
вершина подкомплекса приобретает координаты xµ,
являющиеся координатами образа вершины в R4:

xµV ≡ xµ(aV ), µ = (0, 1, 2, 3) = (0, i). (23)

На этом этапе координаты являются безразмерными.
Пусть s4W ∈ K

′, и обозначим все пять вершин этого
4-симплекса как Vi, i = 1, 2, 3, 4 и Vm 6= Vi. Свой-
ства геометрической реализации таковы, что четыре
бесконечно малых вектора

dxµVmVi
≡ xµVi

− xµVm
= −dxµViVm

∈ R
4, i = 1, 2, 3, 4

(24)

линейно независимы.

В работе [10] доказано, что в R4 существуют 1-
формы ωµ(x) и êµ(x) такие, что справедливы равен-
ства

ωµ

(

1

2
(xVm

+ xVi
)

)

dxµVmVi
= ωVmVi

, (25)

êµ

(

1

2
(xVm

+ xVi
)

)

dxµVmVi
= êVmVi

. (26)

Выпишем длинноволновый предел действия (3):

A
′
g −→ iAg, Ag = − 1

4 l2P
εabcd

∫

R
ab ∧ ec ∧ ed,

1

2
σabR

ab =
1

2
σabR

ab
µνdxµ ∧ dxν

=
(

∂µων − ∂νωµ + [ωµ, ων ]
)

dxµ ∧ dxν , (27)

A
′
Ψ −→ iAΨ, AΨ =

1

6
εabcd

∫

Θa ∧ eb ∧ ec ∧ ed,

Θa =
i

2

[

ΨγaDµ Ψ−
(

Dµ Ψ
)

γaΨ
]

dxµ,

Dµ = (∂µ + ωµ) , (28)

A
′
Λ0

−→ iAΛ0 , AΛ0 = −2Λ0

l2P

∫

e0 ∧ e1 ∧ e2 ∧ e3.

(29)

Все остальные слагаемые при таком переходе бу-
дут содержать дополнительные множители в поло-
жительной степени (lP /λ) −→ 0, и потому они опус-
каются. Здесь λ – характерная длина волн физиче-
ской подсистемы. Эта ситуация типична при перехо-
де к длинноволновому пределу в любой решеточной
теории.

Действие (27)–(29) является действием
Гильберта–Эйнштейна, минимально связанным
с дираковским полем и записанным в форме
Палатини. Оно инвариантно относительно диф-
феоморфизмов. Этот факт не случаен, так как в
(23) сам способ введения координат таков, что уже
на этом этапе видна независимость действия от
произвола введения координат. Мы говорим “почти
произвольно”, так как и диффеоморфизмы — это
не произвольные замены координат, а локально
взаимно однозначные и дифференцируемые нужное
число раз. Важно, что и малые в длинноволновом
пределе слагаемые, пропорциональные положитель-
ным степеням величины (lP /λ), также инвариантны
относительно диффеоморфизмов.

Для ясности укажем на тот факт, что на решет-
ке все переменные и константы безразмерны и по-
рядка единицы. В частности, безразмерна константа
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l′P ∼ 1 в (4) и (8), а также дифференциалы dxµVmVi
в

(24). При переходе к размерностным величинам мы
полагаем

dxµVmVi
= dxµ/lP ∼ 1, (30)

где дифференциал dxµ измеряется в сантиметрах и
lP ∼ 10−32 см. Из (30) видно, что шаг нерегулярной
решетки имеет размер порядока lP . И при этом все
слагаемые действия безразмерны, но переменные ве-
личины и константы приобретают размерность. На-
пример, в слагаемом (29) космологическая постоян-
ная Λ0 ∼ l−2

P .
В сигнатуре Минковского PT -симметрия дей-

ствия определяется формулами (12)–(13), (15) с той
лишь разницей, что в этих формулах следует сделать
замену Ψ† −→ Ψ.

Высокотемпературная PT-симметричная и

низкотемпературная несимметричная фазы.

Подробное доказательство того факта, что в изучае-
мой решеточной модели при сверхвысоких темпера-
турах реализуется симметричная фаза относительно
PT -преобразований, содержится в работе [10]. Там
же была дана оценка температуры в точке фазового
перехода из симметричной в несимметричную фазу:

Tc ∼
~c

lP
∼ 1018 ГэВ или Tc ∼ 1031 K. (31)

Температуру фазового перехода можно оценить так-
же как энергию дираковского подвала, заключенную
в планковский объем VP ∼ l3P : Tc ∼ (~c/l4P )l

3
P ∼

∼ ~c/lP . Эта температура по порядку величины сов-
падает с температурой Великого Объединения.

Здесь приводятся лишь некоторые необходимые
формулы.

Пусть 4D решетка имеет две 3D подрешетки Σ1 и
Σ2, которые образуют ее границу. Для простоты мы
предполагаем, что между Σ1 и Σ2 имеется N <∞ 4D
решеточных слоев. По предположению, подрешетки
Σ1 и Σ2 одинаковы, что в принципе дает возмож-
ность вычислить статистическую сумму.

Пусть переменные Ψ†
1V и Ψ2V определены на Σ1 и

Σ2 соответственно, и Φξ{. . .} обозначает голоморф-
ную функцию фермионных переменных либо на Σ1,
либо на Σ2. Для простоты предположим, что все ко-
эффициенты в этих функциях вещественны. При-
мем следующие обозначения: Φ1ξ ≡ Φξ{Ψ†

1V}, Φ†
2ξ ≡

≡
(

Φξ{Ψ†
2V}
)†

= Φξ{Ψ2V}. Индекс ξ перечисля-

ет независимые ортонормированные функции из их
полного набора. Функционал

Φ†
2ξ exp(βA)Φ1ξ (32)

должен быть помещен под интеграл (9) и вычисле-
на сумма по ξ. В интеграле (9) на отождествлен-
ных между собою 1-симплексах, принадлежащих Σ1

и Σ2, должны быть отождествлены переменные {Ω}
и {ea}. В (32) параметр β ≡ 1/T ≪ 1 является об-
ратной температурой.

Имеет место следующее.
Утверждение. В некоей конечной окрестности

точки β = 0 свободная энергия статистической сум-
мы (9), за исключением слагаемого вида (const ·N ·
β−1 lnβ), является голоморфной функцией перемен-
ной β. Все симметрии действия (3), включая дис-
кретную PT-симметрию, сохранены.

Сформулируем важный вывод из Утверждения.
Поместим под интеграл (9) величину (ср. с (32))

Φ†
2ξΘ

a
V1V2

exp(βA)Φ1ξ и вычислим лишь интеграл по
дираковским полям и по переменным {e}. В рабо-
те [10] было показано, что этот интеграл равен ну-
лю при условии справедливости Утверждения. Этот
результат записывается как 〈Θa

V1V2
〉Ψ, e = 0, но для

дальнейшего удобнее запись

〈Θa
V1V2

〉Gauge Fix = 0,
〈

eaV1V2

〉

Gauge Fix = 0. (33)

Нижний индекс в равенствах (33) указывает на то
что полный интеграл (9) вычисляется при (локаль-
но) фиксированной калибровке. В противном случае
любая калибровочно неинвариантная величина авто-
матически обращалась бы в ноль под знаком инте-
грала. Второе равенство в (33) получается тем же
путем, что и первое, а также оно является следстви-
ем того, что под знаком среднего имеем 〈eaV1V2

〉 =

= 〈Θa
V1V2

〉 [15, 16]. Последнее равенство находится в
согласии с тем фактом, что независимые величины
eaV1V2

и Θa
V1V2

трансформируются одинаково под дей-
ствием всех симметрий (ср. (1) и (7), (10) и (11), (12)
и (15)).

При понижении температуры происходит
фазовый переход, суть которого – рождение
пространства-времени. Это значит, что появля-
ется ненулевое среднее

〈

eaV1V2

〉

Gauge Fix 6= 0,

возникает сигнатура Минковского и начинается
фаза инфляции. В этой фазе система принципи-
ально описывается действием (27)–(29). Теория
гравитации относится к неперенормируемым, в
которых квантовые флуктуации нарастают по
степенному закону в сторону коротких волн. Тем
самым квантовые флуктуации быстро убывают в
длинноволновом пределе. Поэтому поле тетрады
eaµ можно считать “замерзшим” или классическим.
Дираковские квантованные поля флуктуируют на
фоне классического гравитационного поля.
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Сохраняющийся оператор числа фермионных
частиц определяется формулой

N =
1

3!
εabcd

∫

Σ

(ΨγaΨ)eb ∧ ec ∧ ed. (34)

Закон сохранения оператора (34) является следстви-
ем равенства ∇a〈ΨγaΨ〉 = 0, которое выводится
непосредственно из функционального интеграла пу-
тем малого варьирования переменных Ψ −→ eiαΨ,
Ψ −→ e−iαΨ, α −→ 0. Поскольку такие же манипуля-
ции возможны на решетке, то сохранение оператора
(34) является точным законом.

Так как Û−1
PT (Ψγ

aΨ)ÛPT = ΨγaΨ согласно (12), то
из (34) имеем

Û−1
PTNÛPT = −N . (35)

Укажем на фундаментальное отличие подсчета
числа фермионных частиц, принятого здесь и ис-
пользуемого в традиционной квантовой теории по-
ля. В последнем случае под числом частиц под-
разумевается число реальных частиц минус число
античастиц, т.е. во внимание принимаются лишь
возбуждения над вакуумом. В нашем случае лишь
для состояния |0;False〉, удовлетворяющего условию
Ψ|0;False〉 = 0 (ложный вакуум на языке традицион-
ной квантовой теории поля), имеем N|0;False〉 = 0.
Такой подсчет числа фермионов не только возможен
в решеточной теории, но и необходим в нашем слу-
чае. Для вакуума в традиционной теории поля |0〉
имеем N|0〉 = N |0〉, где N есть число всех заполнен-
ных одночастичных состояний дираковского подва-
ла. В общем случае значение оператора N будет рав-
но числу всех заполненных состояний одночастично-
го оператора Дирака.

Из уравнения (35) следует, что в высокотемпера-
турной PT -симметричной фазе имеем

〈N 〉 = 0. (36)

Поскольку оператор N сохраняется, то последнее ра-
венство справедливо во всех фазах.

Мы предполагаем, что в высокотемпературной
фазе энтропия S максимальна по переменной N :

∂S/∂N = −βµ = 0. (37)

Здесь µ обозначает химический потенциал ферми-
частиц. Заметим, что равенство (37) не означает, что
энтропия находится в своем абсолютном максиму-
ме, поскольку энтропия зависит также от других па-
раметров. Энтропия (растущая со временем) в про-
странстве де Ситтера представлена в работе [17].

Пусть |A+〉 – некое квантовое состояние системы,
определенное на пространственно подобной гиперпо-
верхности Σ. Введем нормальные координаты xµ с
центром в точке p ∈ Σ. В малой окрестности U этой
точки нормальные координаты являются почти де-
картовыми, значения тетрады и связности близки к
значениям

eaµ ≈ δaµ, ωab
µ ≈ 0. (38)

Будем считать, что гиперплоскость x0 = 0 является
касательной к гиперповерхности Σ в точке p. Нор-
мальные координаты всегда можно определить та-
ким образом. В окрестности точки p 4-вектор eaµdxµ

имеет компоненту e0µdxµ > 0, лишь если dx0 > 0. За-
метим, что свойство e0µdxµ > 0 является инвариан-
том относительно непрерывных преобразований Ло-
ренца (или калибровочной группы) 4-вектора eaµdxµ.
Триада eαi ∼ δαi также не может быть приведена
к виду (−δαi ) при помощи непрерывных элементов
группы трехмерных вращений. В окрестности точ-
ки p дираковский гамильтониан имеет простой вид
HΨ = −iγ0γα∂α.

Определим состояние |A−〉 как

|A−〉 = ÛPT |A+〉. (39)

Динамические переменные в.ф. |A−〉 определены на
элементах той же решетки, на которой определены
переменные в.ф. |A+〉, но принимают другие значе-
ния. Поскольку в обоих случаях используется одна
решетка и координаты привязаны к узлам решетки,
то и в случае в.ф. |A−〉 удобно использовать те же
нормальные координаты xµ. Тогда вместо (38) име-
ем eaµ ≈ −δaµ, ωab

µ ≈ 0 в окрестности точки p для в.ф.
|A−〉.

Если N|A+〉 = N+|A+〉, то согласно (35) и (39)

N|A−〉 ≡ N−|A−〉 = ÛPT (Û−1
PTNÛPT )|A+〉 =

= −ÛPTN|A+〉 = −N+|A−〉.

В PT -несимметричной фазе реализуется в.ф.

| 〉 = |A+〉+ |B−〉 (40)

с условиями 〈A+ |A+〉 = 〈B−|B−〉 = 1. Ограничение
(36) приводит к следующему соотношению:

N− = −1 + 〈B − |A+〉
1 + 〈A+ |B−〉N+.

Если 〈A+ |B−〉 = 〈B − |A+〉, то N+ = −N−.
Для ясности нам необходимо описать состояния

|A±〉 при низких температурах в представлении чи-
сел заполнения. Для этого выпишем в окрестности U
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в нормальных координатах уравнение для собствен-
ных в.ф. одночастичного дираковского гамильтони-
ана: HΨψn = ǫnψn. Обозначим ортонормированные
в.ф. ψ(+)

n для ǫn > 0 и ψ
(−)
n для ǫn < 0. Матри-

ца γ0γ5 переводит эти в.ф. друг в друга, так что
между ψ(+)

n и ψ
(−)
n имеется взаимно однозначное со-

ответствие. Разложим оператор дираковского поля:
Ψ(x) =

∑

n(anψ
(+)
n (x) + bnψ

(−)
n (x)), где операторы

{an, bn}, а также их сопряженные, являются фер-
миевскими операторами со стандартными антиком-
мутационными свойствами. Основное состояние |0+〉
определяется условиями

an|0+〉 = 0, b†n|0+〉 = 0. (41)

Рассмотрим трансформацию оператора Ψ под
действием антиунитарного оператора ÛPT :

Û−1
PTΨÛPT =

∑

n

[

Û−1
PTanÛPT

(

UPT

(

ψ
(+)

n

)t
)

+

+ Û−1
PT bnÛPT

(

UPT

(

ψ
(−)

n

)t
)

]

=

=
∑

n

[

Û−1
PTanÛPTψ

(−)
n + Û−1

PT bnÛPTψ
(+)
n

]

. (42)

Здесь было учтено, что UPT

(

ψ
(±)

n

)t

= ψ∓
n . Послед-

нее равенство проверяется непосредственно. Так как
поле (42) имеет те же пространственно-временные
трансформационные свойства, что и поле Ψ, то сле-
дует сделать вывод:

Û−1
PT anÛPT = bn, Û−1

PT bnÛPT = an,

Û−1
PT a

†
nÛPT = b†n, Û−1

PT b
†
nÛPT = a†n. (43)

Вторая строка получается аналогично. При помощи
(41), (43) и определения |0−〉 = ÛPT |0+〉, находим:

a†n|0−〉 = ÛPT b
†
n|0+〉 = 0,

bn|0−〉 = ÛPTan|0+〉 = 0. (44)

Допуская вольность речи, можно сказать, что состо-
яние |0+〉 является дираковским вакуумом, а состо-
яние |0−〉 — антидираковским. Однако энергии этих
состояний одинаковы и отрицательны (здесь энергии
дираковских морей не вычеркнуты). Кроме того, для
любого локального оператора Ô или суммы таковых
(например, гамильтониана) имеем

〈0 + |Ô|0−〉 = 0, (45)

поскольку

a†nan|0+〉 = 0, a†nan|0−〉 = |0−〉,
b†nbn|0+〉 = |0+〉, b†nbn|0−〉 = 0. (46)

Возникновение барионной асимметрии.

Пусть в традиционной квантовой теории поля в
пространстве Минковского вакуум вырожден, т.е.
имеется несколько вакуумов |v〉 с различными зна-
чениями полей. Тогда в случае v 6= v′ имеет место
утверждение (ср. с (45)): 〈v|Ô|v′〉 = 0, доказатель-
ство которого основано на факте бесконечности
пространства [18–20]. В нашей теории равенство
(45) возможно также лишь на бесконечной решетке,
так как лишь на бесконечных решетках возможен
фазовый переход и качественное разделение состоя-
ний на состояния вида |±〉. Таким образом, изучать
следует физику над одним из вакуумов |v〉, но не
над их суперпозицией.

Изучаемая здесь общая картина качественно
сложнее по причине динамичности. В результате
фазового перехода из PT -симметричной в несим-
метричную фазу в.ф. системы приобретает вид (40).
Действительно, в интеграле (9) интегрирование по
eaV1V2

идет в пределах (|eV1V2 | < 1), а дираковские
переменные взаимно заменяемы согласно (12). По-
скольку появляется ненулевой параметр порядка eaµ
(eaµ ∼ δaµ в состоянии |A+〉 и eaµ ∼ −δaµ в состоянии
|B−〉), то появляется время dt = e0µdxµ. В этих со-
стояниях время течет разнонаправленно. В течение
первоначального кванта времени tP имеет место вза-
имодействие между указанными состояниями, так
что число фермионов N+ = −N− может измениться.
Но по прошествии времени tP любое взаимодействие
между состояниями |A+〉 и |B−〉 прекращается, и
накопившееся значение N+ сохраняется (ср. с при-
мером из Введения). Это значение N+ сохраняется,
не являясь, вообще говоря, равновесным значением
N

(0)
+ при любой температуре и нулевом значении

химического потенциала µ. Этот эффект здесь мы
называем явлением барионной асимметрии. Заме-
тим, что в состоянии |0+〉 (41) реализуется N (0)

+ при
нулевой температуре.

Приведем простейшую иллюстрацию к опреде-
лению числа N

(0)
+ на примере идеального ферми-

газа, состоящего из двух степеней свободы с энер-
гиями ε = ±ǫ и нулевым химическим потенциа-
лом. Равновесное число частиц на уровне ε равно
n(ε) = (eβε + 1)−1. Полное число частиц N (0) =

= n(−ǫ) + n(ǫ) = 1 при любой температуре. Иными
словами, число возбуждений (электронов) n(ǫ) рав-
но числу дырок (позитронов) 1 − n(−ǫ). В случае
β → 0 имеем n(−ǫ) → (1/2 + 0), n(ǫ) → (1/2 − 0),

или < ε >→ 0. N (0) является аналогом N
(0)
+ .

Нашей целью является оценка, хотя бы каче-
ственная, величины δN+ ≡ N+ − N

(0)
+ . Величина

δN+ 6= 0 может возникнуть в результате термодина-

Письма в ЖЭТФ том 120 вып. 7 – 8 2024



488 С. Н. Вергелес

мической либо квантовой флуктуации. Чтобы флук-
туацию можно было рассматривать как термодина-
мическую, должно пройти время τ [21]

τ ≫ ~

T
. (47)

Здесь температура близка к температуре фазового
перехода Tc ∼ ~c/lP (31). Тогда при помощи (47)
получаем оценку: τ ≫ lP /c ∼ tP . Далее приводят-
ся аргументы в пользу того, что равенство (45) уже
имеет место при τ ≥ tP , хотя это предположение ско-
рее является гипотезой. Поэтому механизм термоди-
намических флуктуаций здесь не работает. Пробле-
ма термодинамических флуктуаций в вакууме про-
странства де Ситтера изучалась в обзоре [22], где
были получены интересные результаты.

Мы предполагаем, что здесь происходит фазовый
переход первого рода. Основанием для этого предпо-
ложения является следующий факт: в несимметрич-
ной фазе N+ = −N− 6= 0, и при этом флуктуации
числа N+ заканчиваются в течение первого кванта
времени tP (см. ниже). Это означает, что ненуле-
вые число N+ возникает практически мгновенно в
результате фазового перехода. В процессе фазового
перехода первого рода образуются локальные заро-
дыши аида |Ξ〉 = |Ξ+〉 + |Ξ−〉 (ср. с (40)). По пред-
положению, в.ф. |Ξ〉 зависит от переменных, опреде-
ленных на нескольких сопредельных элементах ре-
шетки. Число таких переменных имеет порядок 10n,
n ∼ 1. В рамках этого предположения полная в.ф.
системы приближенно представляется в виде

| 〉 ≈
∏

Ξ

|Ξ〉. (48)

Для оценки величины δN+ как результата кванто-
вых флуктуаций мы будем пользоваться формулами

|δEΞ+δNΞ+| ∼ ~|ṄΞ+|, |δEΞ+|tp ∼ ~, (49)

δN+ ≈
∑

Ξ

δNΞ+ −→ |δN+| ∼
√

N+|δNΞ+|. (50)

Последнее соотношение в (50) следует из того факта,
что знак каждой флуктуации δNΞ+ случаен и поря-
док величины всех этих флуктуаций одинаков. Здесь
EΞ+ и NΞ+ обозначают фермионный вклад в энер-
гию и число частиц состояния |Ξ〉. Далее, |ṄΞ+| ∼
∼ ν|NΞ+|/tP , ν ≪ 1. Малость параметра ν означает,
что в течение первого кванта времени tP величина
числа NΞ+ изменяется несущественно. Комбинируя
последние оценки и соотношения (49), (50), находим:

|δN+| ∼ ν
√

N+NΞ+ ∼ ν
√

N+, (51)

поскольку в данной задаче можно положить
NΞ+ ∼ 1.

Здесь видна принципиальная разница роли рода
фазового перехода в традиционной теории бариосин-
теза [1, 3] и при нашем подходе. В первом случае
первый род гарантирует появление зародышей и пу-
зырей с нарушенной симметрией, двигающиеся до-
менные стенки которых стимулируют бариосинтез.
В нашей теории переход первого рода приводит к
формуле факторизации (48) и затем к последующим
формулам (49)–(51).

Чтобы оценить величину ν, необходимо оценить
амплитуду перехода одного фермиона из состояния
|Ξ+〉 в состояние |Ξ−〉 в течение минимального кван-
та времени. В решеточной теории это подразумевает
вычисление величины

ν ∼
∣

∣

∣
〈Ξ− |A(1)

Ψ |Ξ+〉
∣

∣

∣

2

, (52)

где A
(1)
Ψ обозначает часть фермионного действия (5),

определенную на пространственно подобном подком-
плексе толщиной в один слой в направлении времени.
В правой части в (52) выделяется та часть амплиту-
ды, которая увеличивает (уменьшает) число частиц
в состоянии |Ξ+〉. Заметим, что вследствие высокой
температуры состояния |Ξ+〉 и |Ξ−〉 являются супер-
позицией состояний с разными числами NΞ+ и NΞ−,
но с условием N+ +N− = 0.

Имеется два источника малости величины (52):
1) малость величины Θa

V1V2
вблизи точки фазового

перехода (см. (33)); 2) начало процесса выстраива-
ния дираковского вакуума в состоянии |Ξ+〉 и “анти-
дираковского вакуума” в состоянии NΞ−. В конце
этого процесса мы имеем строгое равенство (45), но
уже и в самом начале этот фактор играет опреде-
ляющую роль. Другой источник малости парамет-
ра ν – это интеграл перекрытия при интегрировании
по переменным ea. К сожалению, мы не в состоянии
дать достоверную оценку величины ν, ограничива-
ясь лишь констатацией факта ν ≪ 1.

Приведем числовую оценку и сравним ее с наблю-
дениями. Оценим число N+ по современному состо-
янию видимой части Вселенной: N+ ∼ (L0/lP )

3 ∼
∼ 10181. Здесь L0 ∼ 2 · 1028 см есть размер видимой
части Вселенной и lP ∼ 10−32 см – планковский мас-
штаб. Тогда согласно (52) для плотности фермион-
ной асимметрии

δn+ ≡ ν
√

N+/L
3
0 ∼ ν(L0lP )

−3/2 ∼ ν · 106 см−3. (53)

Экспериментальное значение δn+(exp) ∼ 10−5 см−3.
Отсюда видно, что, если ν ∼ 10−10, то описанный
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механизм нарушения фермионной симметрии рабо-
тает.

Заключение. Здесь изложена лишь идея воз-
никновения асимметрии частицы–античастицы на
самом раннем этапе существования Вселенной, пред-
шествующем фазе инфляции. Описанный сценарий
реализуется в дискретной (решеточной) теории гра-
витации.

Необходимо сравнить условия Сахарова для ба-
риогенезиса с теми условиями, которые имеют место
в изучаемой модели. Выпишем условия Сахарова:
1) нарушение сохранения барионного заряда; 2) на-
рушение C- и CP -инвариантности; 3) отсутствие теп-
лового равновесия на стадии процессов с несохране-
нием барионного заряда. Третье условие здесь вы-
полнено автоматически. Далее, в рассматриваемой
модели не выделены барионы и лептоны. Поэтому
здесь рассматривается нарушение фермионного за-
ряда. Полный фермионный заряд сохраняется, но
перераспределяется между состояниями |+〉 и |−〉.
Каждое из этих состояний по отдельности не явля-
ется C-четным, и их взаимодействие прекращается в
течение времени порядка tP . В такой интерпретации
здесь содержатся первые два условия Сахарова.

По мнению автора, полученный результат может
стимулировать поиск более совершенного варианта
дискретной теории гравитации, лучше подходящего
для некоторых вычислений.

Эта работа выполнена по Государственной Про-
грамме 0033-2019-0005.
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Экспериментально продемонстрирована возможность получения узконаправленного высокоэнерге-
тичного электронного пучка, получаемого при взаимодействии тераваттного излучения Ti:Sa лазер-
ного комплекса с азотной газо-кластерной струей при давлении газа, соответствующем границе обла-
сти конденсации. Получен колимированный электронный пучок с энергией до 10 МэВ и расходимостью
∼ 10мрад при концентрации плазмы ∼ 1019 см−3. Показано, что применение азота существенно улучша-
ет пространственные (расходимость) и энергетические (заряд и форма спектра) свойства генерируемого
пучка электронов по сравнению с аргоном и криптоном. Выполнен термодинамический анализ образо-
вания и состава, формируемых в сверхзвуковой струе кластеров.

DOI: 10.31857/S0370274X24100028, EDN: UWTFOY

1. Введение. В настоящее время активно ведут-
ся исследования, направленные на создание источни-
ков лазерно-ускоренных электронов [1]. Пучки элек-
тронов с энергией в десятки и более МэВ [1–3], гене-
рируемые тераваттными лазерными системами, вос-
требованы для генерации гамма-квантов [1, 3], пуч-
ков ионов [4] и нейтронов [5, 6]. Наиболее распро-
страненным является способ лазерного кильватер-
ного ускорения (LWFA), который предполагает ис-
пользование излучения сфокусированного мощного
фемтосекундного лазера в газе низкой плотности.
Недавно был предложен метод ускорения электро-
нов, инжектируемых в нелинейную плазменную вол-
ну, генерируемую в газо-кластерных струях [7–10], в
которых образующиеся при расширении газа в ва-
куум кластеры представляют собой частицы нано-
метрового размера. Для оценки размеров кластеров
обычно ограничиваются теорией Хагены, примени-
мой в газовой фазе [11–14]. Было показано, что при-
сутствие наночастиц увеличивает плотность заряда.
Таким образом, наличие наночастиц, к семейству ко-
торых относятся и атомно-молекулярные кластеры
[11, 15, 16], может привести к возникновению нового
механизма инжекции, повышающему заряд и энер-

1)e-mail: nazarovmax@mail.ru

гию электронов в пучке. Преимущество в использо-
вании газо-кластерных струй определяется низким
порогом для самофокусировки лазерного излучения,
более эффективным нагревом мишени, обеспечива-
ющим высокую электронную температуру формиру-
ющейся плазмы, возможностью управления разме-
рами кластеров перестройкой давления. Переход от
использования в качестве лазерных мишеней струй
“легких” газов (водород, гелий) к “тяжелым” (азот,
аргон, криптон) связан со стремлением к увеличе-
нию заряда пучка ускоренных электронов за счет на-
ращивания плотности плазмы [12, 17].

Характерный заряд электронного пучка, генери-
руемого в газовых мишенях, составляет 10–100 пКл,
при расходимости 5–10 мрад [18–20]. При использо-
вании кластерных мишеней заряд может возрастать
до единиц нКл, но расходимость увеличивается до
10–100 мрад [12, 13, 17]. Поэтому задача нахождения
условий, при которых одновременно достигается вы-
сокий заряд и малая расходимость пучка электронов
для воздействующего лазерного импульса с энерги-
ей в сотни мДж становится актуальной. Достигну-
тые к настоящему времени эффективности по заряду
электронного пучка составляют около 0.2 пКл/Дж
для газовых [18–21] и 1 пКл/Дж – для кластерных
мишеней [12, 13, 17]. При учете угловой расходимо-
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сти и спектральной ширины, характерная “яркость”
электронного пучка составляет 10−3 пКл/МэВ/мрад
[18, 20]. Рабочим газом в данной работе выбран азот,
как один из нескольких перспективных газов для ла-
зерного ускорения электронов, он часто использует-
ся как малая добавка к гелию [10, 22], реже в чистом
виде в газовых мишенях [20, 21, 23], а при исполь-
зовании газо-кластерных струй [11, 12, 14, 24] мало
исследован.

Предметом настоящего письма является экспери-
ментальная демонстрация возможности получения
электронного пучка с высокими зарядом и направ-
ленностью при взаимодействии излучения тераватт-
ного Ti:Sa лазера с кластерами азота и определение
влияния пограничного состояния конденсации азота
на процесс ускорения.

2. Формирование агрегатов азота в расши-

ряющейся сверхзвуковой струе. В данной ра-
боте при выборе условий эксперимента впервые ис-
пользован подход, позволяющий формировать в зоне
взаимодействия газо-кластерной струи с лазерным
пучком (вблизи среза сопла) агрегаты с заданными
свойствами (кластеры, нанокапли, кристаллы). Бы-
ла использована квазиодномерная газодинамическая
модель сверхзвукового течения реального газа в ко-
ническом сопле [25], позволяющая рассчитать тем-
пературы азота вблизи среза сопла при разных на-
чальных давлениях P0 и температурах T0. В процес-
се расширения (движение газа вдоль оси сопла по
координате z) изображающая точка движется вдоль
определенной изэнтропы, заданной начальным дав-
лением, до выхода из сопла (z = 10мм). Анализ по-
ведения изэнтроп на (P, T )-диаграмме состояния азо-
та (рис. 1) показывает, что при давлениях, превыша-
ющих 30 бар в месте лазерного воздействия начнет
эффективно формироваться жидкий конденсат. При
меньших давлениях, когда изображающая точка не
подходит к кривой испарения, азот будет оставаться
в газовой фазе с присущими ей низкими концентра-
циями кластеров малых размеров.

Вычисления выполнены для уравнения состояния
Редлиха–Квонга [26], значение теплоемкости бралось
из данных NIST [27]. Рассчитанные на основе модели
значения температур на срезе сопла (черная штрихо-
ванная линия на (P, T ) диаграмме азота (см. рис. 1) и
анализ поведения соответствующих изэнтроп позво-
ляет получить качественные данные о составе струи
и условиях зарождения кластеров. Для оценки раз-
меров кластеров выполнены также расчеты по тео-
рии Хагены [14] с параметром κ = 528 для азота. Рас-
четы ориентированы на использование конического
сопла с малым углом раствора 2α = 10◦ (крити-

Рис. 1. (Цветной онлайн) (P, T )-диаграмма состояния
азота с изэнтропами расширения

ческое сечение dcr = 700мкм, длина Zs = 10мм).
Оценки показывают, что при условиях до начала
конденсации (10 < P0 < 30 бар, T0 = 298К) сред-
ние радиусы кластеров должны изменяться в диапа-
зоне 3–8 нм. Особенность резкого появления класте-
ров вблизи кривой испарения должна проявиться не
только в выходе электронов, но и выходе рентгенов-
ского излучения. Такое предположение подтвержда-
ется исследованиями ускорения электронов в газо-
кластерной струе водорода [28].

3. Методика измерений. Схема эксперимен-
та представлена на рис. 2. Использовалось излуче-
ние мульти-тераваттного Ti:Sa лазерного комплекса
НИЦ “Курчатовский институт” (λ0 = 800 нм, дли-
тельность импульсов τ = 30фс, при частоте повто-
рения 10 Гц) [29, 30]. Наносекундный контраст им-
пульсов составлял 108, а пикосекундный – 107 [31].
Оптические импульсы с энергией E ≤ 160мДж заво-
дились в камеру взаимодействия, давление в которой
поддерживалось на уровне 10−2 мбар. Фокусировка
осуществлялась внеосевым параболическим зерка-
лом с фокусным расстоянием 18 см (F/4) в пятно
диаметром 8 мкм, что обеспечивало релятивистскую
лазерную интенсивность I ≤ 5 × 1018 Вт/см2. Длина
перетяжки в вакууме составила LR ∼ 200мкм. Кла-
стерная мишень формировалась в коническом соп-
ле, описанном в разделе 2. Клапан сопла открывался
синхронно с лазерным импульсом на 1 мс. Ускорен-
ные электроны регистрировались на сцинтилляторе,
защищенным от засветок алюминиевой фольгой тол-
щиной 10 мкм, область свечения передавалась ши-
рокоапертурным объективом на ПЗС-камеру CCD-1.
Анализируемым сигналом являлась яркость кадра в
области 200 × 200мрад2, захватывающей заведомо
весь пучок, пропорциональная суммарному выходу
электронов, то есть полному заряду их пакета. Для
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Схема эксперимента. PM – внеосевое параболическое зеркало; ML – макрообъектив; WL –
фотообъектив; NZ – сопло с клапаном; РМТ рентгеновский ФЭУ; BL – синий лазер для наблюдения рэлеевского рас-
сеяния; VS и CCD – спектрометр и ПЗС видимого диапазона. Вставка (а) – спектр видимого диапазона рассеянного
излучения Ti:Sa лазера. Вставка (b) – изображение пучка электронов, регистрируемое на CCD-1

Таблица 1. Характеристики газо-кластерных сред (начальное давление P0 = 30 бар, температура T0 = 298К)

Параметр/газ N2 Ar Kr

Атомный номер 7 18 36

Кратность ионизации при I = 2× 1018 Вт/см2 5+ 8+ 15+

Концентрация электронов в центре мишени ne, см-3 0.5× 1020 1× 1020 2.6× 1020

Средний радиус кластеров, Rcl, нм 6.8 20 25

Предельная концентрация кластеров, ncl см−3 30× 1013 1.3× 1013 1× 1013

определения энергетического спектра электронов в
выходящий луч вдвигался магнитный спектрометр
с величинами поля 0.1 и 0.15 Тл и длиной магнита
2 см, данные двух измерений объединялись в итого-
вый спектр в диапазоне 0.3–10 МэВ [30]. Кластери-
зация в струе контролировались по величине рэле-
евского рассеяния (см. рис. 3) от непрерывного ла-
зерного излучения (λP = 430 нм). Изображение об-
ласти рассеяния, а также форма плазменного фила-
мента фиксировалась ПЗС камерой CCD-2 с макро-
объективом и сменными нейтральными фильтрами
в видимом диапазоне. Спектральные характеристи-
ки прошедшего мишень лазерного излучения реги-
стрировались волоконным спектрометром. Также ре-
гистрировалось рентгеновское излучение [29]. Экспе-
риментальные исследования проводились в азоте, ар-
гоне и криптоне при одинаковых условиях. Характе-
ристики газов приведены в табл. 1.

4. Результаты и обсуждение. Диагностика
формирования кластеров азота проводилась с по-
мощью регистрации рэлеевского рассеяния. Сигнал
рассеяния SR связан с концентрацией кластеров ncl

и средним радиусом кластера Rcl как SR ∼ nclR
6
cl

[26]. По распределению яркости в области рассеяния
определялось распределение кластеров в струе азо-
та (см. зеленую кривую на рис. 3). Вследствие сла-
бой кластеризации в газовой фазе зарегистрировать
рассеяние в азоте при P0 < 30 бар не удалось. Отме-
тим, что при давлении P0 = 40 бар, и температуре
T0 = 298К, сигнал рассеяния в струе азота на 3 по-
рядка слабее, чем в аргоне и криптоне. Из отноше-
ния сигналов рассеяния и из размера кластера арго-
на (RclAr ≈ 25 нм), определенного ранее [26], оцени-
вался размер кластеров азота RclN2

≈ 8 нм в предпо-
ложении близких величин ncl. Приведенная оценка
согласуется с теорией Хагены.

Заряд электронного пучка увеличивается при
приближении лазерного излучения к срезу сопла по
оси z на расстояние 0.5 мм, а по оси x оптимум фо-
кусировки находится на переднем краю кластерной
струи (примерно в x = −1.2мм от оси сопла, см.
рис. 3). Поскольку длина перетяжки (200 мкм) соиз-
мерима с масштабом изменения концентрации клас-
теров в короткофокусной геометрии, сдвиг лазерного
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Профиль рассеяния в кла-
стерной струе азота при давлении 40 бар. Оранжевый
отрезок обозначает начало и окончание наблюдаемого
филамента. Синие кружки – заряд электронов при сме-
щении вакуумной перетяжки в данную точку x. Крас-
ная стрелка – положение вакуумной перетяжки в оп-
тимальном случае

фокуса на 200 мкм меняет длину и форму плазмен-
ного канала, что существенно влияет на выход элек-
тронов. До достижения лазерным импульсом обла-
сти фокусировки с высокой концентрацией класте-
ров нужно предотвратить потери энергии на нагрев
плазмы в фронтальном объеме мишени. Оптималь-
ная точка фокусировки находится на входе в образу-
емый плазменный канал, это определяется компро-
миссом между плотностью вещества в перетяжке,
плазменной дефокусировкой и интенсивностью.

Пороговая мощность лазерного излуче-
ния, требуемая для наступления релятивист-
ской самофокусировки, оценивается формулой
Plas_cr = 17.4(ncr/ne)ГВт [1, 18], где ncr – кри-
тическая концентрация плазмы (для λ = 0.8мкм
ncr ≈ 1.7 × 1021 см−3). Для ne = 2 × 1019 см−3 и
используемой лазерной мощности Plas = 5ТВт
превышение над критическим уровнем мощности в
нашей работе составляет Plas/Plas_cr = 2, это согла-
суется с границей появления канала при P0 > 20 бар,
данными по ne, nat из табл. 1 и на рис. 4. Протя-
женность плазменного канала составляет порядка
0.7 мм для всех трех газов, рис. 5. Длина и поло-
жение плазменного канала определяется в первую
очередь распределением концентрации электронов
и соответствующей самофокусировкой основного
импульса, что видно в Томсоновском рассеянии (све-
чении канала) – рис. 4 и 5. При равных давлениях
до клапана свечение канала в газо-кластерной струе
азота было на порядок слабее, чем в криптоне, что
подтверждает данные об относительных величинах
ne из табл. 1.

Рис. 4. (Цветной онлайн) Зависимости заряда пучка
электронов и энергии рентгеновского импульса от дав-
ления азота P0. На вставках свечение филамента и кон-
центрация атомов при давлениях 15, 25 и 40 бар

В области лазерной перетяжки наблюдался тем-
ный участок, разрывающий канал (оранжевый отре-
зок на рис. 3 и верхняя панель на рис. 5), связанный с
разрушением кластеров предымпульсом [32–34]. Ин-
тенсивность предымпульса I ≈ 1012 Вт/см2 [31] до-
статочна для кулоновского разлета кластеров [35].
При этом время разлета составляет ≈ 10 пс [15]. Пре-
дымпульс не испытывает релятивистской самофоку-
сировки, следовательно, не может разрушать класте-
ры за пределами лазерной перетяжки. Таким обра-
зом в областях, где наблюдается свечение плазмен-
ного канала, кластеры сохраняются до прихода ос-
новного импульса. Темную область можно смещать
вдоль канала с помощью фокусировки лазера в опре-
деленное положение x. Из зависимости выхода элек-
тронов от x (на рис. 3) можно оценить вклад кла-
стеризованной фазы азота в процесс ускорения. При
максимальном выходе электронов (x = −1.3мм) пе-
ретяжка и область разрушения кластеров находят-
ся на переднем крае канала и занимают малую его
часть (x = −1.4−1.2, см. рис. 5 верхний слева), плаз-
менный канал располагается ближе к центру струи
и имеет в несколько раз большую протяженность
(x = −1.2−0.5). Если же область разрушения клас-
теров вдвинуть в средину канала (x = −1), выход
электронов существенно падает (см. точку x = −1 на
синей кривой на рис. 3). При том, что концентрация
вещества в объеме взаимодействия еще не падает су-
щественно к моменту прихода основного импульса.
Это показывает преимущество именно кластерного
состояния мишени для процесса ускорения.

На основании анализа, проведенного в разделе
2, исследовалось влияние появления кластеров азо-
та (задаваемое P0) на процесс ускорения электро-
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Рис. 5. (Цветной онлайн) Верхний ряд – изображение лазерно-плазменного свечения в области перетяжки в азоте
(слева), аргоне (по центру), криптоне (справа), при давлении P0 = 30 бар, пунктирные линии для N2 отмечают гра-
ницы канала, его разрыва и значение координаты x. Нижний ряд – энергетически-угловой спектр электронов при
магнитном поле By = 0.1Тл. Входная апертура спектрометра обозначена красным прямоугольником, область оциф-
ровки сигнала – белым прямоугольником. Зеленые стрелки указывают расчетную энергию электронов для смещений
с шагом сетки 1 см. Справа на графике приведены восстановленные энергетические спектры электронов. Экспери-
ментальные точки отмечены кружками (азот), квадратами (аргон), треугольниками (криптон). Линии соответствуют
экспоненциальной аппроксимации с температурой 0.9 МэВ (синяя кривая), 1.8 МэВ (черная) и 3МэВ (красная)

нов. При малой концентрации и размерах класте-
ров в азоте не образовывался плазменный канал (см.
вставку для 15 бар на рис. 4). При увеличении дав-
ления P0 > 20 бар канал становился протяженным
и узким, при этом наблюдался существенный рост
заряда пучка электронов (см. рис. 4), сопровожда-
ющийся резким увеличением выхода рентгеновского
излучения, указывающий на появление кластеров в
струе [36]. Действительно, вследствие наличия твер-
дотельной локальной плотности кластеры гораздо
эффективнее газа нагреваются в сверхсильных све-
товых полях [11], что приводит к излучению жест-
ких тормозных фотонов с энергией несколько кэВ
[29, 37, 38]. Обнаружено, что изменение давления в
области перехода газ–жидкость с P0 = 10−20 бар на
P0 = 30 бар приводит к росту в ≈ 7 раз заряда пучка
ускоренных электронов и ≈ 30 раз выхода рентгенов-
ских фотонов (см. рис. 4). Мы связываем резкое уве-
личение выхода жесткого рентгеновского излучения
с активной кластеризацией в области фазового пе-
рехода (P0 = 20−30 бар), где протекает зарождение
кластеров для перехода в жидкую фазу. Создание
же жидкой фазы (увеличение давления > 30 бар) не
обеспечивает ни дальнейшего роста заряда электро-
нов, ни повышения выхода рентгеновских фотонов.
При этом форма и яркость создаваемого плазменно-
го канала перестает меняться для давлений > 25 бар,
см вставки на рис. 4.

Оценим концентрацию плазмы в оптимальном
случае. Согласно теории Хагены среднее количество
атомов в кластере [14] составляло Ncl = 3 × 104. Из
концентрации атомов азота nat = 1019 см−3, вычис-
ленной для области фазового перехода (P0 = 30 бар,
T0 = 298К), получаем оценку предельной концен-

трации кластеров ncl = nat/Ncl ≈ 3 × 1014 см−3.
Принимая во внимание, что лазерное воздействие
производится на фронте струи, где плотность клас-
теров составляет примерно 20 % от максимальной
(см. рис. 3), в лазерном филаменте останется ncl ≈
≈ 7× 1013 см−3. Средняя концентрация плазмы, воз-
никающая при ионизации кластеров до Z = +5, бу-
дет соответствовать ne ∼ 1019 см−3.

Уширение спектра видимого диапазона (вставка
на рис. 2) свидетельствует об изменяющейся во вре-
мени концентрации электронов плазмы и показате-
ле преломления [39, 40]. Из этого уширения можно
независимым способом оценить концентрацию плаз-
мы [41], величина которой (ne = 0.16× 1020 см−3) не
противоречит рассчитанной выше.

ni = −8 π2 ε0me c
3 ∆λdt

e2 λ30 LdZ
, (1)

где

ne = ni · Z, (2)

ni – концентрация ионов, ∆λ – величина синего уши-
рения видимого спектра (−400 нм),me, e – масса и за-
ряд электрона, dZ = 5, dt ≈ τ = 30фс, L = 650мкм –
длина взаимодействия.

Оценим заряд пучка. Для изображения электрон-
ного пучка на рис. 2, суммарный сигнал на ПЗС ка-
мере Genteс Beamage 4M составил 3 × 108 отсчетов
(при сборе с экрана в телесный угол 0.1 ср), при
этом полезный сигнал до экрана имеет расходимость
∼ 10мрад по осям Y и Z; 50 % яркости кадра содер-
жится в пределах ± 10 мрад от оси пучка. При фак-
тической чувствительности 0.26 отсчет/фотон, ис-
пользуя литературную калибровку экрана Kodak
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Lanex Regular, 7×109 фот/ср/пКл [42], получаем пол-
ный заряд порядка 100 пКл, из них 50 пКл в колими-
рованной части пучка электронов.

Энергетический спектр электронов восстанавли-
вался по отклонению в магнитном поле By = 0.1Тл
в направлении оси Z на рис. 5. Анализировалась
просуммированная в направлении Y яркость в за-
висимости от Z в области белого прямоугольника.
Артефактное отклонение в направлении Y (квад-
рупольная фокусировка) вызвано малыми полями
Bz ∼ 2мТл, оно не превышает апертуры детекто-
ра (50 мрад) и нивелируется суммированием в на-
правлении Y . Детали вычисления энергетического
спектра приведены в работе [30]. Для азота получен
спектр с четко выделенным максимумом на 0.4 МэВ,
за ним локальным минимумом и экспоненциально
спадающим “хвостом” до 10 МэВ (см. рис. 5). Ана-
лиз формы спектра показывает, что 80 % заряда,
что соответствует 40 пКл, находится в коллимиро-
ванном пучке релятивистских электронов с энерги-
ей более 1 МэВ. Полученная оценка соответствует
мировому уровню эффективности генерации заря-
да ∼ 0.3 нКл/Дж для тераваттных лазерных систем.
При этом спектральная плотность заряда имеет по-
рядок 10 пКл/МэВ, а с учетом угловой расходимости
∼ 1 пКл/МэВ/мрад.

Выделяют два механизма ускорения электронов
для газо-кластерных мишеней: DLA – прямое ла-
зерное ускорение [17, 32, 33], при котором характе-
рен широкий, экспоненциально спадающий спектр
распределения по энергиям, расходимость пучка
∼ 100 мрад, концентрация плазмы 1019 < ne <

< 1021 см−3 и автомодулированное ускорение в по-
ле кильватерной волны (SM-LWFA), концентрация
плазмы при этом ne ограничена величиной поряд-
ка 1018–1019 см−3 [12, 13, 18, 34]. Во втором слу-
чае возможно моноэнергетическое ускорение элек-
тронов, а расходимость пучка ∼ 10 мрад, заряд стано-
вится меньше по сравнению с режимом DLA. На ос-
новании сопоставления электронных спектров и рас-
ходимости пучка с данными работ [43, 44] можно
ожидать, что для кластеров азота реализуется ги-
бридный режим с двумя механизмами ускорения:
SM-LWFA и DLA. В больших кластерах Ar и Kr
(Rcl = 20 и 25 нм соответственно [26]) при этой
же геометрии доминирует DLA механизм с большой
(100 мрад) расходимостью пучка и меньшими заря-
дом и энергией электронов. Заряд электронного пуч-
ка для случая азота оказался наибольшим (в 1.3 раза
больше, чем в кластерах аргона и в 4 раза больше,
чем в кластерах криптона). Сравнение газов показы-
вает, что увеличение плотности плазмы и наращива-

ние размеров кластеров не приводят к улучшению ни
заряда, ни энергии, ни расходимости пучка электро-
нов. Мы считаем, что данный результат обусловлен
тем, что именно свойства границы области конденса-
ции в азоте позволяют формировать кластеры опти-
мальных размеров при достаточной их концентрации
для инжекции электронов в ускоряющую волну. Дей-
ствительно, оценки на основании работы [45] показы-
вают, что для кластеров азота с Rcl = 7 нм наступа-
ет предел кулоновского взрыва, т.е. полного вылета
электронов из кластера за время действия лазерного
импульса.

5. Заключение. В результате проведенных
исследований экспериментально продемонстри-
рована возможность эффективной генерации
коллимированного электронного пучка с расходи-
мостью ∼ 10 мрад, полным зарядом более 100 пКл и
максимальным уровнем энергии ∼ 10 МэВ при взаи-
модействии тераваттного Ti:Sa лазерного излучения
релятивистской интенсивности 5 × 1018 Вт/см2 с
кластерами азота оптимального (∼ 7 нм) радиуса,
полученными за счет выбора давления газа. Созда-
ние кластеризованной среды на границе области
конденсации позволило увеличить заряд пучка в
7 раз по сравнению с газовой фазой. Выполнен
термодинамический анализ размера, концентрации
и фазового состояния агрегатов азота, найдены
условия (P0 = 30 бар, T0 = 298К, фокусировка на
передний край струи за 1.2 мм от оси сопла), при ко-
торых формируется кластерная среда, позволяющая
осуществлять эффективную инжекцию и ускорение
электронов.
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В работе представлены теоретические и экспериментальные исследования рамсеевской спектроско-
пии резонансов когерентного пленения населенности, возбуждаемых на D1 линии атомов щелочных
металлов в миниатюрных газовых ячейках. Рассматривается конфигурация поля, состоящего из двух
встречных бегущих волн с противоположными круговыми поляризациями. При этом встречная волна
формируется путем отражения от частично пропускающего выходного зеркала, в то время как регистри-
руется сигнал от прошедшей через зеркало исходной волны. Показано, что в такой схеме существует оп-
тимальное значение для коэффициента отражения зеркала, при котором кратковременная стабильность
может быть существенно улучшена по отношению к стандартной схеме без встречной волны. Экспери-
ментально продемонстрировано 3-х кратное улучшение кратковременной стабильности атомных часов
на основе резонанса когерентного пленения населенности в газовой ячейке с атомами 87Rb.

DOI: 10.31857/S0370274X24100033, EDN: EIYNDY

1. Введение. Атомные часы представляют со-
бой квантовые устройства для высокопрецизионных
измерений частоты и времени. Обширная область
их применения включает в себя такие важные на-
правления, как навигация и позиционирование, син-
хронизация и передача данных, метрология, геоде-
зия, проверка фундаментальных физических теорий
и др. [1–9]. В малогабаритных атомных часах ра-
диочастотного диапазона в качестве репера частоты
широко используются резонансы когерентного пле-
нения населенностей (КПН) на D1 линии атомов
щелочных металлов [10–14]. К преимуществам та-
ких устройств относятся их компактность и низкое
энергопотребление, обусловленные применением чи-
сто оптических методов для возбуждения резонанса
между компонентами сверхтонкой структуры основ-
ного состояния.

Одной из главных проблем, ограничивающих
долговременную стабильность атомных часов, явля-
ется световой сдвиг частоты реперного перехода при
взаимодействии атомов с пробным лазерным полем.
Большим потенциалом для решения данной пробле-

1)e-mail: viyudin@mail.ru

мы обладают устройства, основанные на рамсеевской
спектроскопии резонансов КПН [15–18], для которых
могут быть использованы различные высокоэффек-
тивные методы подавления полевого сдвига [10–24].

Однако наряду с долговременной стабильностью
важной характеристикой атомных часов является
кратковременная стабильность, на которую влияют
такие параметры резонанса, как амплитуда и ши-
рина. В наиболее распространенном случае возбуж-
дения КПН резонансов излучением с круговой по-
ляризацией происходит оптическая накачка атомов
на крайний зеемановский подуровень сверхтонкой
компоненты основного состояния с наибольшим уг-
ловым моментом. Атомы, накапливаясь в данном
ловушечном состоянии, не дают вклад в форми-
рование когерентности между рабочими зееманов-
скими подуровнями с проекцией углового момента
m = 0. Вследствие этого, амплитуда реперного резо-
нанса не достигает своего возможного максимально-
го значения, что ограничивает кратковременную ста-
бильность. Для устранения ловушечного состояния
в [25] был разработан метод возбуждения резонан-
сов КПН в поле, образованном двумя встречными
бегущими волнами с противоположными круговыми
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Рис. 1. (Цветной онлайн) (a) – Схема формирования
σ+−σ− конфигурации поля: PR – частично пропускаю-
щее зеркало, PD – фотоприемник. (b) – Схема светоин-
дуцированных переходов, участвующих в возбуждении
резонанса КПН между состояниями |Fg1 = 2, m = 0〉 и
|Fg2 = 1, m = 0〉 для D1 линии атомов 87Rb в σ+ − σ−

конфигурации бихроматического поля

поляризациями (так называемая σ+ − σ− конфигу-
рация), который был экспериментально апробирован
для спектроскопии непрерывного типа [26]. Вариант
рамсеевской спектроскопии в σ+−σ− конфигурации
был реализован только для лазерно-охлажденных
атомов [27].

В настоящей работе мы исследуем возмож-
ность существенного улучшения кратковременной
стабильности атомных часов, основанных на рам-
сеевской спектроскопии резонансов КПН в ми-
ниатюрных газовых ячейках, при использовании
схемы [25]. В нашем случае встречная волна с
противоположной круговой поляризацией создается
с помощью зеркала с частичным пропусканием
света и возможностью варьировать коэффициент
отражения. Расчеты сигнала ошибки на примере D1

линии атомов 87Rb показывают наличие оптималь-
ного значения коэффициента отражения зеркала,
при котором наклон дискриминантной кривой имеет
максимальное значение. Теоретические выводы
подтверждаются результатами эксперимента, где
получено улучшение кратковременной стабильности

КПН часов в 3 раза по сравнению со стандартной
схемой без встречной волны.

2. Теория. В качестве конкретного примера рас-
смотрим взаимодействие полной сверхтонкой струк-
туры уровней на D1 линии в атомах 87Rb с последо-
вательностью рамсеевских импульсов бихроматиче-
ского поля, состоящего из двух резонансных встреч-
ных волн с противоположными круговыми поляри-
зациями:

E(t) =
[

E
(+)
1 (t)eik1ze+1 + E

(−)
1 (t)e−ik1ze−1

]

e−i[ω1t+ϕ1(t)]+
[

E
(+)
2 (t)eik2ze+1 + E

(−)
2 (t)e−ik2ze−1

]

e−i[ω2t+ϕ2(t)]+

c.c., (1)

где e±1 = ±(ex ± iey)/
√
2 есть единичные векто-

ры правой (σ+) и левой (σ−) круговой поляриза-

ции света;E(±)
1,2 (t) есть комплексные амплитуды соот-

ветствующих спектральных компонент; зависимости
ϕ1,2(t) описывают фазовую модуляцию поля, исполь-
зуемую нами для генерации сигнала ошибки. Для
определенности будем полагать, что σ+ − σ− конфи-
гурация встречных волн формируется путем отра-
жения падающей бихроматической волны с σ+ по-
ляризацией от зеркала и преобразования ее при про-
хождении через λ/4 пластинку во встречную волну
с σ− поляризацией, как схематически изображено на
рис. 1a. Структура энергетических уровней для D1

линии 87Rb и схема светоиндуцированных перехо-
дов, формирующих резонанс КПН между состояни-
ями |Fg1 = 2, m = 0〉 и |Fg2 = 1, m = 0〉, изображены
на рис. 1b.

Для D1 линии атомов щелочных металлов, как
показано в работе [25], КПН состояния для каждой
из встречных σ+ и σ− волн (которые являются су-
перпозицией зеемановских подуровней основного со-
стояния |Fg1 ,m = 0〉 и |Fg2 ,m = 0〉) совпадают при
условии:

2(k1 − k2)Zmirr = (2n+ 1)π (n = 0, 1, 2 . . .), (2)

где Zmirr есть расстояние до зеркала (см. на рис. 1a).
В этом случае имеет место конструктивная интерфе-
ренция двух-фотонных переходов от разных круго-
вых поляризаций и амплитуда резонанса КПН мак-
симальна. Однако для выполнения условия (2) в про-
тяженной среде необходимо использовать достаточ-
но миниатюрные газовые ячейки, продольный раз-
мер L которых имеет следующее ограничение:

L≪ 2π/(k1 − k2). (3)
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В частности, для 87Rb следует использовать газовые
ячейки с длиной L≪ 4.4 см.

Временную динамику атомов будем описывать на
основе квантового кинетического уравнения для мат-
рицы плотности ρ̂:

∂

∂t
ρ̂(t) + Γ̂{ρ̂} = − i

~
[(Ĥ0 + V̂E(t) + V̂B), ρ̂], (4)

где Ĥ0 – гамильтониан невозмущенного атома;
V̂E(t) = −d̂E(t) есть оператор взаимодействия ато-
мов с лазерным полем (d̂ – оператор электрического
дипольного момента, E(t) – вектор напряженности
электрического поля); V̂B = −µ̂B есть оператор
взаимодействия атомов со статическим магнитным
полем, которое используется для расщепления
зеемановских подуровней (µ̂ – оператор магнит-
ного момента, B – вектор индукции магнитного
поля); линейный функционал Γ̂{ρ̂} описывает ре-
лаксационные процессы. Модель включает в себя
следующие константы релаксации: γsp – скорость
спонтанного распада возбужденного состояния,
γopt – скорость затухания оптических когерент-
ностей, γg и γe – скорости релаксации атомов к
равновесному изотропному распределению по зее-
мановским подуровням основного и возбужденного
состояний соответственно. Будем полагать, что
столкновительное уширение буферным газом опти-
ческих переходов превышает доплеровскую ширину
(т.е. γopt > kῡ, где ῡ – тепловая скорость атомов). В
этом случае доплеровскими эффектами от движения
атомов можно пренебречь и рассматривать модель
неподвижных атомов.

В приближении оптически тонкой среды ампли-
туда встречной σ− волны связана с амплитудой па-
дающей σ+ волны следующим образом:

|E(−)
j |2 = α|E(+)

j |2, 0 ≤ α ≤ 1 (j = 1, 2), (5)

где α представляет собой некоторый эффективный
коэффициент отражения, который складывается из
отражения на зеркале и потерь на оптических эле-
ментах схемы. В расчетах мы использовали опре-
деления: R(±)

j = |degE(±)
j |/~ для частот Раби (где

deg = 〈Je||d̂||Jg〉 – приведенный матричный элемент
оператора электрического дипольного момента) и па-
раметр ΩL = µB|B|/~, характеризующий зееманов-
ское расщепление сверхтонких уровней (где µB – маг-
нитон Бора).

В качестве спектроскопического сигнала мы рас-
сматриваем поглощение падающей волны с σ+ поля-
ризацией. Стабилизацию частоты в КПН часах бу-
дем проводить с помощью сигнала ошибки для рам-
сеевской спектроскопии с использованием техники

фазовых прыжков. В этом случае относительная фа-
за (φ1 −φ2) частотных компонент для соседних рам-
сеевских импульсов отличается на величину ±π/2.
Схематический вид периодической последовательно-
сти рамсеевских импульсов и соответствующих фа-
зовых прыжков показан на рис. 2. При этом каж-

Рис. 2. (Цветной онлайн) Схематический вид перио-
дической последовательности рамсеевских импульсов
с длительностью τP и времем свободной эволюции T :
(a) – Модуляция интенсивности поля; (b) – Модуляция
разности фаз спектральных компонент бихроматиче-
ского поля для формирования сигнала ошибки (6)

дый импульс служит одновременно для опроса ато-
мов и накачки их в КПН состояние. Сигнал ошиб-
ки формируется как разность интегральных сигна-
лов поглощения между соседними рамсеевскими им-
пульсами, что математически может быть записано
следующим образом:

S(δR) =

∫ τP

t+

A(+)(t,+π/2)dt−
∫ τP

t−

A(+)(t,−π/2)dt,

(6)
где A(+)(t,±π/2) – сигнал поглощения волны с пра-
вой круговой поляризацией (σ+) при относитель-
ной фазе частотных компонент (φ1 − φ2) = ±π/2,
δR = (ω1−ω2−ωhfs) есть рамановская отстройка (где
ωhfs – частота сверхтонкого расщепления основного
состояния). Для иллюстрации на рис. 3 представлен
расчет временной динамики сигналов A(+)(t,±π/2)
во время действия рамсеевских импульсов.

Как видно из рис. 4, преимущество σ+ − σ− кон-
фигурации по сравнению с обычной схемой (т.е. одна
бегущая волна с круговой поляризацией) состоит в
значительном увеличении амплитуды сигнала ошиб-
ки. Этот результат обусловлен тем, что встречная
волна с σ− поляризацией откачивает атомы из край-
него зеемановского подуровня |Fg1 = 2, m = 2〉, не
взаимодействующего с σ+ полем, и тем самым увели-
чивает число атомов в состоянии КПН. При этом ши-
рина резонанса не зависит от интенсивности полей
(в отличие от спектроскопии непрерывного типа) и
определяется только временем свободной эволюции.
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Временная динамика сигнала
поглощения во время действия рамсеевских импульсов:
красная сплошная линия соответствует A(+)(t,+π/2),
синяя штриховая линия соответствует A(+)(t,−π/2).
Параметры расчетов: R(+)

1 /γsp = R
(+)
2 /γsp = 0.5, α =

= 0.25, τP = 0.5γ−1
g , T = γ−1

g , ΩL/γsp = 0.05, γopt/γsp =

= 50, γg/γsp = 10−5, γe/γsp = 20, δRT = π/4

Рис. 4. (Цветной онлайн) Зависимость сигнала ошиб-
ки S(δR) от двух-фотонной отстройки: красная сплош-
ная линия соответствует коэффициенту отражения
α = 0.25, синяя штриховая линия соответствует стан-
дартной схеме без встречной волны (т.е. α = 0).
Параметры расчетов: R(+)

1 /γsp = R
(+)
2 /γsp = 0.5, τP =

= 0.5γ−1
g , T = γ−1

g , ΩL/γsp = 0.05, γopt/γsp = 50,
γg/γsp = 10−5, γe/γsp = 20

Одним из ключевых параметров, влияющих на
кратковременную стабильность, является наклон ли-
нейного участка сигнала ошибки в центре резонанса:

K =
∂S

∂δR

∣

∣

∣

∣

δR=0

. (7)

На рисунке 5 представлена зависимость наклона K

от коэффициента отражения α, который задает соот-
ношение между амплитудами падающей и встречной
волн. Как видно из данного рисунка, наличие встреч-
ной волны с противоположной круговой поляризаци-
ей (α > 0) приводит к увеличению наклона сигнала
ошибки по сравнению со схемой без отраженной вол-
ны (α = 0). При этом зависимость K(α) имеет вы-
раженный максимум. Физическое объяснение нали-

чия оптимального коэффициента отражения состоит
в том, что в данной спектроскопической схеме име-
ется два конкурирующих процесса, для которых при
определенном значении α = αopt достигается баланс.
С одной стороны, увеличение коэффициента отра-
жения зеркала ведет к росту амплитуды встречной
σ− волны и, следовательно, скорости откачки ато-
мов из ловушечного состояния. В результате возрас-
тает доля атомов в состоянии КПН, что приводит к
увеличению амплитуды резонанса. С другой сторо-
ны, атомы, участвующие в поглощении отраженной
волны, не дают вклад в сигнал поглощения детекти-
руемой σ+ волны, тем самым уменьшают амплиту-
ду резонанса. Таким образом, при увеличении α ам-
плитуда резонанса для детектируемой волны сперва
возрастает за счет перекачки атомов из ловушечно-
го состояния |Fg1 = 2,m = 2〉 в состояние КПН, а
затем начинает уменьшаться из-за увеличения доли
атомов, вовлеченных в поглощение встречной волны.
При некотором соотношении между интенсивностя-
ми встречных волн, которому соответствует αopt, на-
блюдается максимум наклона для сигнала ошибки
(6). Положение этого максимума зависит от интен-
сивности падающей волны и констант релаксации,
которые определяют процессы оптической накачки
атомов.

Рис. 5. (Цветной онлайн) Зависимость наклона сигнала
ошибки K в центре линии от коэффициента отражения
α. Параметры расчетов: R

(+)
1 /γsp = R

(+)
2 /γsp = 0.5,

τP = γ−1
g , T = γ−1

g , ΩL/γsp = 0.05, γopt/γsp = 50,
γg/γsp = 10−5, γe/γsp = 20

3. Эксперимент. Схема экспериментальной
установки представлена на рис. 6. В качестве ис-
точника излучения использовался DBR лазер с
волоконным выходом и длиной волны 795 нм, соот-
ветствующей D1 линии поглощения атомов 87Rb.
Газовая ячейка имела внутренний продольный
размер L = 5мм, что удовлетворяет критерию (3).
Фазовая модуляция излучения на частоте, равной
половине частоты сверхтонкого расщепления основ-
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Рис. 6. (Цветной онлайн) Схема экспериментальной установки: AOM – акустооптический модулятор; L.O. – локальный
кварцевый осциллятор; λ/2 – полуволновая пластина; λ/4 – четвертьволновая пластина; PD – фотодетектор; PBS –
поляризационный делитель; AOM generator – генератор сигнала, подаваемого на AOM; AM – сигнал амплитудной мо-
дуляции. Для изменения мощности отраженной волны вращалась четвертьволновая пластина, расположенная между
PBS и зеркалом

ного состояния, осуществлялась с помощью воло-
конного электрооптического фазового модулятора.
Полуволновая пластина совместно с поляризаци-
онным делителем использовалась для управления
мощностью падающего на ячейку излучения. Так-
же схема включает в себя три четвертьволновых
пластины. Первая пластина формирует круговую
σ+ поляризацию падающей волны, в то время как
вторая пластина формирует противоположную σ−
поляризацию для встречной волны. Третья пластина
совместно с поляризационным делителем и глухим
зеркалом образуют эффективное выходное зеркало
с изменяемым коэффициентом отражения. При этом
изменение коэффициента отражения достигается
путем вращения волновой пластины. В зависимо-
сти от угла поворота этой пластины изменяется
соотношение между излучением, попадающим на
фотоприемник, и излучением с σ− поляризацией,
которое направляется обратно в газовую ячейку.
Все оптические элементы имели просветляющее
покрытие и при положении волновой пластины,
соответствующего минимальному коэффициенту
отражения эффективного выходного зеркала, на
фотоприемник попадало не менее 98 % от прошед-
шего сквозь ячейку света с σ+ поляризацией. В
экспериментах использовалась рамсеевсская после-
довательность с длительностью импульсов 600 мкс и
временем свободной эволюции 400 мкс.

Поскольку амплитуда сигнала ошибки периоди-
ческим образом зависит от расстояния между глухим
зеркалом и ячейкой, то на первом этапе была прове-
дена оптимизация положения ячейки относительно
этого зеркала для выполнения условия (2). На ри-
сунке 7 показаны два сигнала ошибки при разных
положениях ячейки, в которых достигается макси-
мальная и минимальная амплитуды КПН резонанса.

Рис. 7. (Цветной онлайн) Рамсеевские структуры в сиг-
нале ошибки при разных положениях глухого зеркала
относительно ячейки: синяя кривая соответствует слу-
чаю деструктивной интерференции двух-фотонных пе-
реходов для σ+ и σ− встречных волн, а красная кривая
соответствует случаю конструктивной интерференции,
когда выполняется условие (2)

Как видно, различие в амплитудах составляет около
30 % и обусловлено конструктивным и деструктив-
ным типом интерференции двух-фотонных перехо-
дов для падающей и встречной волн [25].

Далее, при оптимальном положении глухого зер-
кала была измерена зависимость кратковременной
стабильности частоты от коэффициента отражения
эффективного выходного зеркала при разных значе-
ниях мощности излучения. Из рисунка 8 видно, что
эти зависимости имеют одинаковый характер: при
увеличении коэффициента отражения до 30–40 %
стабильность улучшается, а затем начинает ухуд-
шаться, т.е. имеется оптимальное значение для коэф-
фициента отражения зеркала αopt. В частности, при
мощности излучения 50 мкВт удалось добиться улуч-
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Рис. 8. (Цветной онлайн) Зависимость кратковремен-
ной стабильности от коэффициента отражения эффек-
тивного выходного зеркала при разных уровнях мощ-
ности излучения. Нулевое значение коэффициента от-
ражения соответствует отсутствию отраженной волны

шения стабильности за 1 с с 7.6×10−11 до 2.6×10−11

(в 3 раза). Данные результаты имеют хорошее каче-
ственное согласие с приведенными выше теоретиче-
скими выводами.

4. Заключение. Для миниатюрных газовых
ячеек нами исследована рамсеевская спектроскопия
КПН резонансов, возбуждаемых лазерным полем с
σ+ − σ− конфигурацией, которая образована дву-
мя встречными бегущими волнами с противополож-
ными круговыми поляризациями. В нашей схеме
встречная волна формируется с помощью зеркала
с частичным пропусканием, в то время как реги-
стрируется спектроскопических сигнал в прошедшей
волне. Теоретически и экспериментально показано,
что существует оптимальный коэффициент отраже-
ния выходного зеркала, которому соответствует наи-
лучшая кратковременная стабильность. При этом в
нашей установке достигнуто улучшение кратковре-
менной стабильности в 3 раза по отношению к стан-
дартной схеме без встречной волны: с 7.6× 10−11 до
2.6× 10−11 за 1 с. Представленные результаты могут
быть обобщены на D1 линию атомов других щелоч-
ных металлов (например, 85Rb, 133Cs).
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Приведен простой вывод соотношений, доказывающий эквивалентность при измерении корреляцион-
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Введение. В квантовой оптике и квантовой ин-
форматике часто возникает задача “эксперименталь-
ного вычисления” корреляционных функций состоя-
ния поляризации оптического излучения. Часто го-
раздо проще и удобнее работать не с преобразова-
нием состояний поляризации в оптических схемах
“free space”, а с волоконной оптикой и фазовыми
преобразованиями, что объясняется бо́льшим удоб-
ством работы и стабильностью волоконных схем. По
этой причине возникает задача установления соот-
ветствия между измеряемыми величинами для поля-
ризационных состояний и наблюдаемых, в том числе
корреляторов, для фазовых состояний.

Подобное соответствие также используется в за-
дачах квантовой криптографии, например, протокол
RFI – Reference Frame Independent [1–3] реализуется
как для систем, работающих в открытом простран-
стве, где он изначально и был предложен, так и для
волоконных систем [4,5].

Поскольку в экспериментах соответствие меж-

ду фазовыми и поляризационными преобразования-

ми часто используется на интуитивном уровне,

что приводит к вопросам о законности такой за-

мены, то для надежности требуется установить

доказуемое соответствие между поляризационны-

ми и фазовыми преобразованиями.

Поскольку такие вопросы периодически возника-

ют, то этот факт побудил получить простой вы-

вод такого соответствия, что, на наш взгляд, бу-

дет полезным.

1)e-mail: sergei.molotkov@gmail.com

Ниже будет приведен вывод, доказывающий эк-

вивалентность корреляционных функций для фазо-

вых и поляризационных состояний излучения.

Корреляционные функции для поляриза-

ционных состояний и их инварианты. Любой
эксперимент с состояниями поляризации в кванто-
вой оптике состоит из нескольких стадий: 1) приго-

товление состояний поляризации в некоторой си-

стеме координат/базисе; 2) преобразование состоя-
ний и их распространение на измерительное устрой-
ство; 3) измерение состояний поляризации в согласо-

ванной с системой координат при приготовлении в

системе координат/базисе измерительного устрой-

ства (рис. 1).

Введем обозначения. Пусть |0Z〉, |1Z〉 – состоя-
ния с левой и правой циркулярной поляризацией по
оси z в системе координат приготовления состояний
(рис. 1). Состояния для двух ортогональных поляри-
заций вдоль осей x и y будем обозначать как |±〉. Ор-
тогональные состояния для двух диагональных на-
правлений поляризаций в базисе, повернутом на 45◦

градусов по отношению к осям x и y, обозначим, со-
ответственно, как и | ± d〉. Имея в виду приложения
к квантовой оптике, более привычно выбрать в ка-
честве базисных состояний состояния с горизонталь-
ной и вертикальной поляризацией, которые обозна-
чим соответсвенно как

|+〉 → |h〉 =
(

1

0

)

, |−〉 → |v〉 =
(

0

1

)

.

Состояния в повернутом диагональном базисе на
угол 45◦ в базисе xyz (рис. 1) выражаются через ба-
зисные состояния следующим образом
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Поворот системы координат
при поляризационных измерениях. Ось z является об-
щей – направлена точно между аппаратурой приготов-
ления и измерения состояний поляризации, что имеет
место в экспериментах, в противном случае состояния
не попадают в измерительную аппаратуру

| ± d〉 = 1√
2
(|+〉 ± |−〉) = 1√

2

(

1

±1

)

, (1)

и состояния с циркулярной поляризацией |0Z〉 и |1Z〉

|0Z〉 =
1√
2
(|+〉+ i|−〉) = 1√

2

(

1

i

)

,

|1Z〉 =
1√
2
(i|+〉+ |−〉) = 1√

2

(

i

1

)

.

(2)

Данные состояния являются собственными вектора-
ми оператора σZ , который в базисе собственных век-
торов имеет вид

σZ = |0Z〉〈0Z | − |1Z〉〈1Z |, (3)

σX = |+〉〈+| − |−〉〈−|, (4)

σY = |+ d〉〈+d| − | − d〉〈−d|, (5)

с собственными значениями ±1.
Обратим внимание на то, что при выбранном ба-

зисе |0〉 = |+〉 и |1〉 = |−〉 из собственных векторов
оператора σX представление операторов σY и σZ от-
личается от представления операторов в базисе соб-
ственных векторов оператора σZ . Например, матрич-
ное представление операторов σX , σY имеет вид2)

σX = |0〉〈0| − |1〉〈1| =
(

1 0

0 −1

)

,

2)Отметим, что в [5] в качестве базисных векторов были вы-
браны другие собственные векторы.

σY = |0〉〈1|+ |1〉〈0| =
(

0 1

1 0

)

.

Результаты не зависят от выбора базисных векторов
и представления операторов.

Пусть неточность ориентации системы коорди-
нат при измерении состояний и системы координат
при приготовлении состояний поляризации есть β/2,
имеем для координат x и y

x′ = cβ/2x+ sβ/2y, y′ = −sβ/2x+ cβ/2y,

cβ/2 = cos(β/2), sβ/2 = sin(β/2).
(6)

Соответствующие преобразования состояний имеют
вид

|+′〉 = cβ/2|+〉+ sβ/2|−〉 =
(

cβ/2

sβ/2

)

,

|−′〉 = −sβ/2|+〉+ cβ/2|−〉 =
(

−sβ/2
cβ/2

)

.

(7)

Преобразования состояний |+′d〉 и |−′d〉 получаются
из соотношений (6), (7) по линейности.

Связь операторов в системе координат приготов-
ления и регистрации состояний σXβ

и σYβ
имеет вид

σXβ
=

(

cβ sβ

sβ −cβ

)

= cβ

(

1 0

0 −1

)

+

+ sβ

(

0 1

1 0

)

= cβσX + sβσY , (8)

σYβ
=

(

−sβ cβ

cβ sβ

)

= −sβ
(

1 0

0 −1

)

+

+ cβ

(

0 1

1 0

)

= −sβσX + cβσY .

Оператор σZ остается неизменным в обеих системах
отсчета, в базисе горизонтальной и вертикальной по-
ляризаций имеем

σZβ
= σZ =

(

0 −i
i 0

)

.

Определим коррелятор состояний поляризации, ко-
торый не зависит от рассогласования систем коорди-
нат при приготовлении и измерении состояний поля-
ризации. Обозначим среднее по любому запутанному
состоянию |Ψ〉ijβ как 〈σiσjβ 〉. Прямым вычислением,
учитывая (3)–(6), (8), находим вид инвариантного

оператора коррелятора для состояний поляризации

〈σXσXβ
〉2 + 〈σXσYβ

〉2 + 〈σY σXβ
〉2 + 〈σY σYβ

〉2 = (9)

= 〈σXσX〉2 + 〈σXσY 〉2 + 〈σY σX〉2 + 〈σY σY 〉2.
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Стадии преобразования состояний на интерферометре Маха–Цандера

Таким образом, сумма квадратов операторов

корреляторов в базисах + и × не зависит от угла

β рассогласования систем координат при приготов-

лении и измерении состояний поляризации.

Отметим, что измерения коррелятора поляри-

заций между передающей и приемной стороной в

прямом базисе {|+〉, |−〉} и повернутом на π/4 диа-

гональном базисе {|+d〉, |−d〉} означают, что опти-

ческие элементы передающей и приемной стороны

“поворачивают системы координат” в этом базисе

по отношению к системе координат в прямом ба-

зисе.

Забегая вперед, скажем, что аналогичный “пово-

рот системы координат” при фазовом кодировании

осуществляется фазовыми модулятором в интер-

ферометре (см. следующий раздел).

Фазовые преобразования состояний и кор-

реляционные функции. Установим соответствие
между преобразованием поляризации и преобразо-
ванием фазы квантовых состояний. Фазовые преоб-
разования реализуются при помощи интерферомет-
ра Маха–Цандера (МЦ) с разной оптической длиной
плеч – верхнего и нижнего оптических путей (рис. 2).

Ниже приведем подробный вывод преобразова-
ния состояний при прохождении через интерфереро-
метр, который неточно сбалансирован. Удобнее, как
это обычно делается в квантовой оптике, преобразо-

вывать не состояния, а операторы.

Фазовые преобразования в базисе +. Изме-
рения корреляторов в базисе + при фазовых преоб-
разованиях реализуются “поворотом системы коор-
динат” при помощи фазового модулятора в одном из
плеч интерферометра МЦ (рис. 2). Если выбран ба-
зис +, то фазовый модулятор не накладывает отно-
сительную фазу для состояний, прошедших по верх-
нему и нижнему путям интерферометра МЦ, Φ+ = 0

(рис. 2).
При идеальной балансировке интерферометра

состояние, порождаемое операторами 1√
2
(a+1 +a+2 )1,

будет регистрироваться нижним детектором, а

состояние, порождаемое операторами 1√
2
(a+1 − a+2 )1

будет регистрироваться верхним детектором

(рис. 2).

Входные однофотонные состояния в базисе + для
0 и 1 состоят из двух импульсов сдвинутых относи-
тельно друг друга по времени. Состояние порожда-
ется оператором (рис. 2)

1√
2
(a+1 ± a+2 )1,

знак + отвечает 0, а знак − соответствует 1.
Преобразованием однофотонных состояний при

прохождении первого симметричного 50/50 светоде-
лителя имеют вид (рис. 2)

1√
2

(

1 1

−1 1

)

1√
2

(

a+1 + a+2
0

)

1

=

=
1

2

(

a+1 + a+2

−(a+1 + a+2 )

)

2

. (10)

Задержка в интерферометре приводит к сдвигу со-
стояний, распространяющихся по верхнему плечу
интерферометра на расстояние, равное расстоянию
между 1 и 2 импульсом. Формально, данному сдви-
гу отвечает следующее преобразование операторов
рождения (рис. 2, временное окно 3),

Udelay
1

2
√
2

(

a+1 + a+2
−(a+1 + a+2 )

)

2

=

=
1

2
√
2

(

a+1 + a+2

−(a+2 + a+3 )

)

3

. (11)

Если интерферометр идеально сбалансирован – со-
стояния в верхнем плече интерферометра сдвигают-
ся идеально точно на расстояние, равное исходному
расстоянию на входе интерферометра, то имеет ме-
сто преобразование (11). Если разность хода по верх-
нему и нижнему плечу не строго отвечает расстоя-
нию между исходными состояниями на входе, то та-
кая неточность балансировки приводит к “навешива-
нию” дополнительной относительной фазы ϕ между
состояниями в верхнем и нижнем плече интерферо-
метра. В базисе + – фаза ϕ = 0 “не навешивается”
для состояний a+1 + a+2 , но за счет неидеальной сба-
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лансированности возникает фаза ϕ 6= 0 при прохож-
дении верхнего плеча МЦ (рис. 2, временное окно 4)

Uϕ =

(

eiϕ 0

0 1

)

3

(12)

(

eiϕ 0

0 1

)

1√
2

(

(a+1 + a+2 )

−(a+2 + a+3 )

)

3

=

=
1√
2

(

(a+1 + a+2 )e
iϕ

−(a+2 + a+3 )

)

4

.

Преобразования на втором выходном светоделителе
50/50 в МЦ приводят к следующим преобразованиям
операторов (рис. 2, временно́е окно 5),

1√
2

(

1 1

−1 1

)

1√
2

(

(a+1 + a+2 )e
iϕ

−(a+2 + a+3 )

)

4

=

=
1

2

(

(a+1 + a+2 )e
iϕ − (a+2 + a+3 )

−(a+2 + a+3 )e
iϕ − (a+2 + a+3 )

)

5

. (13)

Регистрация состояний на верхнем и нижнем детек-
торах производится во временном окне 2, которому
отвечают операторы рождения с индексом 2, опус-
кая операторы во временных окнах 1 и 3 – опуская
операторы с индексами 1 и 3, получаем

(

a+2 (e
iϕ − 1)

−a+2 (eiϕ + 1)

)

5

→
(

ia+2 sin(ϕ)

−a+2 cos(ϕ)

)

5

→

→
(

i sin(ϕ/2)|−〉u
− cos(ϕ/2)|+〉d

)

5

, (14)

где индексы u и d в (14) отвечают состояниям перед
верхним и нижним детекторами.

Таким образом, на выходах интерферометра МЦ
в центральном временном окне 2 будет состояние

(

− cos(ϕ/2)|−〉u
i sin(ϕ/2)|+〉d

)

5

. (15)

Важно отметить, что (15) – это общее однофо-

тонное состояние на обоих выходах. Имеется соот-

ветствие между состояними |−〉u, |+〉d и состоя-

ниями поляризации |+〉 и |−〉 (см. формулы (7)) на

регистрирующей стороне. Неидеальность баланси-

ровки интерферометра дается углом ϕ, что соот-

ветствует неточности ориентации системы коор-

динат для поляризации, что дается углом разворо-

та β.

Детектирование однофотонного состояния (15)

верхним детектором происходит с вероятностью

(cos(ϕ/2))2, регистрация нижним детектором с ве-

роятностью (sin(ϕ/2))2. Естественно, суммарная

вероятность равна единице.

При идеальной балансировке интерферометра –

разность хода по верхнему и нижнему пути точно

равна расстоянию между двумя импульсами, ϕ = 0,

в полной аналогии для регистрации состояний по-

ляризации при точной ориентации системы коор-

динат на регистрирующей стороне по отношению

к стороне приготовления состояний (см. предыду-

щий раздел).

Финальные преобразования можно представить в
виде

|+′〉 = − cos(ϕ/2)|+〉d + i sin(ϕ/2)|−〉u
|−′〉 = i sin(ϕ/2)|+〉d − cos(ϕ/2)|−〉u

, (16)

т.е. имеется соответствие с преобразованием состоя-
ний поляризации при повороте системы координат.

Заметим, что более аккуратно общее однофотон-
ное состояние (16) перед верхним и нижним детекто-
рами записывается как

|+′〉=− cos(ϕ/2)|+〉d ⊗ |vac〉u+i sin(ϕ/2)|vac〉d ⊗ |−〉u,
|−′〉= i sin(ϕ/2)|+〉d ⊗ |vac〉u− cos(ϕ/2)|vac〉d ⊗ |−〉u,

где |vac〉u,d – вакуумные состояния поля на верхнем
и нижним плече перед детекторами. Для экономии
обозначений будем использовать выражение (16).

Фазовые преобразования в базисе ×. Вход-
ные состояния для 0 и 1 состоят из двух импульсов
(сечение 1 рис. 2)

1√
2
(a+1 ± ia+2 ).

Далее рассматриваем преобразования состояний для
состояний 1√

2
(a+1 + ia+2 ), для состояний 1√

2
(a+1 − ia+2 )

рассмотрение полностью аналогично. Состояния по-
сле прохождения первого светоделителя (сечение 2
рис. 2) имеют вид

1√
2

(

1 1

−1 1

)

1√
2

(

a+1 + ia+2

0

)

1

=

=
1

2

(

a+1 + ia+2

−(a+1 + ia+2 )

)

2

.

Задержка в интерферометре (сечение 3 рис. 2) дает
состояния

Udelay
1√
2

(

a+1 + ia+2

−(a+1 + ia+2 )

)

2

=
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=
1

2
√
2

(

a+1 + ia+2
−(a+2 + ia+3 )

)

3

.

В базисе × на интерферометре присутствует фаза
Φ× = π/4, eiΦ× = i, что приводит к появлению отно-
сительной фазы для состояний в верхнем и нижнем
плече интерферометра МЦ в нижнем плече интер-
ферометра МЦ, что приводит к преобразованию (се-
чение 4 рис. 2)

(

1 0

0 i

)

1√
2

(

a+1 + ia+2

−(a+2 + ia+3 )

)

3

=

=
1√
2

(

a+1 + ia+2
−i(a+2 + ia+3 )

)

4

.

Далее оставляем слагаемые только в центральном
временно́м окне 2. Неидеальность интерферометра
приводит к появлению “навешивания” дополнитель-
ной фазы ϕ, получаем

(

eiϕ 0

0 1

)

1√
2

(

ia+2
−ia+2

)

3

=
1√
2

(

ia+2 e
iϕ

−ia+2

)

4

.

Преобразование на втором выходном светоделителе
(сечение 5 рис. 2) имеет вид

1√
2

(

1 1

−1 1

)

1√
2

(

ia+2 e
iϕ

−ia+2

)

4

=

= i
1

2

(

a+2 (e
iϕ − 1)

−a+2 (eiϕ + 1)

)

5

→,

опуская общую фазу i, получаем

→
(

ia+2 sin(ϕ/2)

−a+2 cos(ϕ/2)

)

5

→
(

i sin(ϕ/2)| − d〉u
− cos(ϕ/2)|+ d〉d

)

5

.

Аналогичные преобразования состояния a+1 − ia+2
дают

(

− cos(ϕ/2)| − d〉u
i sin(ϕ/2)|+ d〉d

)

5

.

Здесь введены обозначения |+d〉d и |−d〉u состояния
перед верхним и нижним детекторами в диагональ-
ном базисе × (d).

Финальные преобразования состояний в диаго-
нальном базисе × (d) имеют вид

|+′ d〉 = − cos(ϕ/2)|+ d〉d + i sin(ϕ/2)| − d〉u

| −′ d〉 = i sin(ϕ/2)|+ d〉d − cos(ϕ/2)| − d〉u,

здесь | +′ d〉 и | −′ d〉 состояния, которые регистри-
руются нижним (d-down) и верхним (u-up) детекто-
рами (рис. 2) в диагональном базисе. При идеальной
балансировке интерферометра неточность “ориента-
ции относительной системы координат передающей
и принимающей сторон” отсутствует, ϕ = 0. При
неточной балансировке – неточной ориентации си-
стемы координат, ϕ 6= 0, поэтому вместо состояний
|+d〉d, |−d〉u регистрируются состояния |+′d〉, |−′d〉.

Таким образом, имеется полное соответствие
между состояниями при преобразованиях поля-
ризации и фазовых преобразованиях (см. (7) и
(16)).

Преобразование корреляторов при фазо-

вых преобразованиях. Выше были получены пре-
образования состояний на неидеально настроенном
интерферометре МЦ. Ниже получим преобразование
операторов.

Обозначим соответствие состояний при поляриза-
ционных и фазовых преобразованиях как

cβ ↔ cos(ϕ), sβ ↔ sin(ϕ). (17)

С учетом введенных обозначений для соответствия
состояний и поворота системы координат (17), для
корреляторов состояний в “повернутой системе ко-
ординат” из-за неточной ориентации, получаем

σXβ
= cos(ϕ)σX + i sin(ϕ)σY . (18)

Для корелятора σYβ
в “повернутой системе коорди-

нат” из-за неточной балансировки интерферометра
МЦ находим

σYβ
= −i sin(ϕ)σX + cos(ϕ)σY , (19)

что соответствует закону преобразования операторов
для поляризационных состояний.

Заключение. Таким образом, показано, что су-
ществует соответствие между преобразованиями по-
ляризации и фазовыми преобразованиями. Показа-
но также, что существует инвариант – корреляторы
состояний поля, которые не зависят от точности ба-
лансировки интерферометра, что позволяет исполь-
зовать волоконную реализацию экспериментов и тем
самым добиться большего удобства и устойчивости
оптических схем.

Выше были приведены фазовые преобразования
для однофотонных состояний на языке преобразо-
вания операторов. Отметим, что выводы по соот-
ветствию поляризационных и фазовых преобразо-
ваний остаются справедливым и для когерентных
состояний.
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Особенности структуры искровых каналов в прикатодной зоне
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С использованием пикосекундного лазерного зондирования на длине волны 532 нм исследованы осо-
бенности генерации сильноионизованной плазмы с острийного катода после наступления электрического
пробоя миллиметрового воздушного разрядного промежутка при атмосферном давлении. Обнаружено,
что переход от микронного катодного пятна к растущему искровому каналу сопровождается формиро-
ванием сферической плазменной области, находящейся в основе искрового канала в прикатодной зоне.
Данная область имеет диаметр порядка 100 мкм и характеризуется уменьшением электронной плотно-
сти в ее центре, до 3× 1019 см−3, и увеличением, до (5−6) × 1019 см−3, в области ее оболочки шириной
порядка 20 мкм. Показано, что рост последующего искрового канала обеспечивается мощным фронтом
ионизации, зарождающимся на границах сферической плазменной области во время ее расширения в
течение первой 1 нс после момента пробоя промежутка. Выдвинуты предположения о влиянии форми-
рования сферической плазменной области в прикатодной зоне на дальнейшее развитие микроструктуры
электрической искры.
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Благодаря многочисленным свойствам импульс-
ный наносекундный газовый разряд нашел широ-
кое применение в различных областях фундамен-
тальной и прикладной науки, включая, например,
сильноточную электронику, генерацию наночастиц
и плазменно-стимулированное горение [1]. Парамет-
ры плазмы, генерируемой во время наносекундного
газового разряда, во многом определяются характе-
ристиками используемого высоковольтного генера-
тора, в зависимости от которых могут быть реали-
зованы различные режимы развития разряда: ко-
ронный, тлеющий, стримерный, искровой или дуго-
вой [2]. При определенных условиях данные режи-
мы могут последовательно переходить друг в друга.
Особый интерес представляет искровая стадия раз-
вития разряда, переход к которой сопровождается
образованием искровых каналов сильноионизован-
ной плазмы [2–7]. Наработка такой плазмы в объеме
разряда кардинально меняет результирующие харак-
теристики всего разряда, а также существенно вли-
яет на кинетику реакций в газоразрядной плазме и
на распределение удельного энерговклада в газораз-
рядную среду. Недавние исследования в этой области
раскрыли сложный характер генерации сильноиони-
зованной плазмы после наступления электрическо-
го пробоя воздушных разрядных промежутков при
атмосферном давлении. В частности, было показа-

1)e-mail: parkevich@phystech.edu

но, что искровые каналы могут развиваться в виде
скопления большого количества микроканалов силь-
ноионизованной плазмы [8–11]. Установить причину
мелкомасштабной искровой филаментации, к сожа-
лению, до сих пор не удалось в виду чрезвычайной
сложности диагностики данного явления. Тем не ме-
нее ряд косвенных фактов указывает на то, что на
появление микроструктуры у искровых каналов мо-
гут влиять неустойчивости, развивающиеся в при-
электродной зоне на стадии перехода катодных и
анодных пятен к растущим искровым каналам.

В данной работе получены детальные представле-
ния о динамике структуры плазмы вдоль искрового
канала, развивающегося с острийного катода после
наступления электрического пробоя миллиметрового
воздушного разрядного промежутка при атмосфер-
ном давлении. Обнаружено, что переход от катодно-
го пятна к растущему искровому каналу сопровож-
дается возникновением сферической плазменной об-
ласти в прикатодной зоне, обладающей резким гра-
диентом электронной плотности. Обсуждаются осо-
бенности формирования данной области и ее воз-
можное влияние на развитие микроструктуры элек-
трической искры.

Экспериментальные измерения проводились на
установке, описанной ранее в работе [12]. Для зонди-
рования сильноионизованной плазмы разряда при-
менялся Nd:YAG-лазер Lotis LS-2151 с излучени-
ем 1064 и 532 нм и энергией импульса до 80 мДж.
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Часть энергии (до 80–90 %) выходного излучения
лазера использовалась для запуска высоковольтно-
го генератора (с джиттером менее 1 нс). Оставшая-
ся часть излучения (только вторая гармоника, дли-
тельность 70 пс) использовалась для зондирования
разряда тремя пучками с наносекундной задержкой
друг относительно друга. Плазма визуализировалась
посредством лазерной интерферометрии, теневой и
шлирен-фотосъемки с использованием многокадро-
вой оптической системы регистрации (рис. 1), имею-

Рис. 1. (Цветной онлайн) (а) – Геометрия разрядного
промежутка. (b) – Оптическая система зондирования
тремя лазерными пучками

щей пространственное разрешение до 3 мкм. Изобра-
жения регистрировались с десятикратным увеличе-
нием на цифровые фотоаппараты Canon1200, закры-
тые стеклянными светофильтрами. Генератор обес-
печивал выходной 25 кВ импульс напряжения дли-
тельностью ≈ 40 нс со временем нарастания фрон-
та ≈ 4 нс. Данный импульс подавался в разрядную
камеру на воздушный промежуток с острийным ка-
тодом (медная проволочка 100 мкм в диаметре) и
плоским анодом (медный цилиндр диаметром 10 мм).
Зазор между торцом проволочки и анодом состав-
лял 2 мм. В эксперименте измерялись ток через про-
межуток анодным шунтом и напряжение разряда с
использованием резистивного делителя напряжения.
Оба датчика были подробно описаны в работе [10] и
имели субнаносекундное временное разрешение. Мо-
мент лазерного зондирования контролировался фо-
тодатчиком Thorlabs DETO25A с временным раз-
решением 150 пс. Сигналы всех датчиков регистри-
ровались осциллографом LeCroy WM8620A (6 ГГц,
20 ГВыб/с).

После подачи высоковольтного импульса на раз-
рядный промежуток в среднем через 3–4 нс насту-
пал электрический пробой (рис. 2), сопровождаю-
щийся резким спадом напряжения и ростом тока
через промежуток (со скоростью нарастания около
100–200 А/нс). Момент появления сильноионизован-
ной плазмы на острийном катоде в виде микронного
катодного пятна (≈ 30мкм в диаметре) с субнаносе-

Рис. 2. (Цветной онлайн) Осциллограммы тока и на-
пряжения разряда. Момент времени tbr ≈ 4.2 нс соот-
ветствует наступлению электрического пробоя проме-
жутка. Точками на осциллограмме тока отмечены мо-
менты зондирования разряда

кундной точностью совпадал с началом электриче-
ского пробоя промежутка (рис. 3). Изображения ка-
тодного пятна получены спустя ≈ 0.5 нс после момен-
та пробоя промежутка. Анализ данных, полученных
при обработке интерферограмм на рис. 3, показал,
что электронная плотность плазмы катодного пятна
в среднем находится в диапазоне (1−5) × 1019 см−3,
что указывает на взрывной характер его иниции-
рования [13–15]. Интерферограммы обрабатывались
вплоть до извлечения двумерных карт сдвига фа-
зы. Далее карты трассировались, т.е. составлялся на-
бор профилей сдвига фазы для большого количе-
ство проведенных срезов, проводилась симметриза-
ция профилей, и в итоге решалось обращенное ин-
тегральное уравнение Абеля [16]. Результирующая
ошибка обработки не превышала 20 %. Сравнитель-
ный анализ тенеграмм, полученных до и после мо-
мента пробоя, показал, что в области формирования
катодного пятна наблюдаются существенные усиле-
ния (“светлые области”) и ослабления (“темные обла-
сти”) интенсивности излучения. При моделировании
дифракции лазерного пучка на плазменных микро-
структурах в [17] было установлено, что возникно-
вение таких локальных зон с возмущениями интен-
сивности обусловлено особенностями дифракции ко-
герентного лазерного пучка на плазме с очень вы-
сокими градиентами электронной плотности. Дан-
ный факт находится в согласии с результатами об-
работки лазерных интерферограмм. В последующие
наносекунды после момента пробоя катодное пят-
но трансформируется в сферическую область плаз-
мы (диаметром ≈ 100 мкм) и распространяющийся от
этой области в сторону анода фронт мощной иони-
зации. Последний прокладывает путь развития по-
следующего искрового канала в направлении ано-
да. Характерная скорость распространения фронта
мощной ионизации составляет ≈ 9 × 106 см/с, кото-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Интерферограммы (a)–(f), шлирен-изображения (g)–(l) и тенеграммы (m)–(r), зарегистри-
рованные в одиночном выстреле до (t = 0 нс) разряда и в различные моменты времени (△t = t − tbr) после пробоя
промежутка (tbr ≈ 5 нс). Буквами на рисунках обозначены: А – катодное пятно, В – развивающийся искровой канал,
C – сферическая область плазмы c высоким градиентом электронной плотности, D – зоны резкого падения контраста
изображения

рая несколько превышает типичную скорость расши-
рения сферической плазменной области в прикатод-
ной зоне, ≈ 2 × 106 см/с (оценки получены для пер-
вых 3 нс после момента пробоя). При этом скорость
расширения сферической области резко падает при
достижении ею характерного диаметра в поперечни-
ке, равного порядка 100 мкм. Дальнейшее (на протя-
жении десятков наносекунд) какое-либо увеличение
поперечных размеров сферической области в при-
катодной зоне и искрового канала определяется их
гидродинамическим расширением вследствие выдав-
ливания на периферию компонент разогретого воз-
духа. Анализ интерферограмм совместно с шлирен-
изображениями, проведенный в приближении гео-
метрической оптики [18] и с учетом нюансов визу-
ализации плазмы при использовании асимметрично-
го ножа Фуко [19], показал, что сферическая плаз-
менная область характеризуется уменьшением элек-

тронной плотности в ее центре, до 3 × 1019 см−3, и
увеличением, до (5−6)× 1019 см−3, в области ее обо-
лочки (рис. 4). Типичная ширина оболочки сфериче-
ской плазменной области, например, через ≈ 4.5 нс
после момента пробоя составляет порядка 20 мкм.
Наличие высокого градиента электронной плотно-
сти (1022−1023 см−4) в оболочке сферической обла-
сти может приводить к визуализации на тенеграм-
ме мелкомасштабных зон с резким ослаблением или
усилением интенсивности дифрагированного лазер-
ного излучения вследствие аккумуляции дифракци-
онных эффектов во время прохождения излучением
неоднородной плазмы [17]. Это хорошо видно на те-
неграмме на рис. 3, полученной через ≈ 4.5 нс после
момента пробоя. Возмущения интенсивности излуче-
ния на тенеграмме в локальных областях могут до-
полнительно искажаться вследствие неточной юсти-
ровки оптической системы на объект при косом па-
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Распределения электронной
плотности, восстановленные вдоль срезов 1 и 2, прове-
денных на интерферограмме на рис. 3

дении пучка в собирающий объектив, что, возможно,
обуславливает более резкие колебания интенсивно-
сти на тенеграмме, полученной спустя ≈ 3 нс после
момента пробоя. Искровой канал, растущий от сфе-
рической плазменной области в прикатодной зоне,
представляется относительно однородным, хотя име-
ется продольный градиент электронной плотности
в направлении вершины канала. В среднем значе-
ния электронной плотности в развивающемся канале
вдали от катода и сферической плазменной области
составляют (3−5)×1019 см−3, что близко к состоянию
полностью диссоциированной и однократно ионизо-
ванной воздушной среды при нормальных условиях
(что соответствует максимальной электронной плот-
ности 5.4 × 1019 см−3). Данные значения восстанов-
ленной электронной плотности находятся в согласии
с результатами современных работ, ведущимися в на-
правлении исследования импульсных искровых раз-
рядов [7, 20–22].

Таким образом, общая картина эволюции струк-
туры растущего анодо-направленного искрового ка-
нала представляется следующим образом. Вначале
сильноионизованная плазма с электронной плотно-
стью не менее 1019 см−3 появляется в разряде в мик-
ромасштабах поверхности катода и начинает быст-
ро расширяться. В виду, вероятно, достаточно высо-
кой температуры и степени ионизации среды в обла-
сти возникновения первичной сильноионизованной
плазмы расширение катодного пятна носит взрыв-
ной характер и происходит во все направления в
течение порядка первой наносекунды после момен-
та пробоя промежутка. В результате в прикатодной
зоне зарождается сферическая плазменная область
с крайне резкими градиентами электронной плот-
ности. Можно предположить, что частично выбро-
шенный ионизованный материал катода содержит-
ся в оболочке сферической области, что объясня-
ет наблюдаемые в ней высокие значения электрон-
ной плотности. Поскольку подпитка разряда продол-

жается поступающим на промежуток высоковольт-
ным импульсом, в районе оболочки сферической об-
ласти создаются условия для формирования мощно-
го фронта ионизации, который начинает распростра-
няться в сторону анода и прокладывать путь раз-
вития последующего искрового канала. При этом с
точки зрения интенсивности развития распространя-
ющийся мощный фронт ионизации опережает темп
расширения сферической плазменной области вбли-
зи катода. Как показывает статистика по выстре-
лам, сферическая плазменная область наблюдается
на протяжении долгого времени существования ре-
зультирующего канала разряда и чем-то напомина-
ет катодный факел, обсуждаемый в работе [23]. В
выстреле, приведенном на рис. 3, не прослеживается
внутренняя микроструктура, поскольку эффект ис-
кровой филаментации – дробление растущего искро-
вого канала на отдельные микроканалы диаметром
10–20 мкм, еще не успел достаточно развиться. На-
против, можно предположить, что в уже растущем
канале могут присутствовать зародыши последую-
щих микроканалов, однако их много, расположены
они плотно друг относительно друга и многократно
перекрываются. Из-за чего на изображении не уда-
ется разрешить биения в профилях результирующе-
го сдвига фазы, вносимого отдельными микрокана-
лами в проходящее лазерное излучение. Отметим,
что в некоторых выстрелах удавалось запечатлеть
слабые колебания интенсивности (зоны ее ослабле-
ния и усиления) от микроканалов на тенеграмме в
прикатодной зоне. При этом колебания интенсивно-
сти начинали прослеживаться практически сразу от
оболочки сферической плазменной области в прика-
тодной зоне. Данный факт свидетельствует в пользу
того, что условия для зарождения одиночных мик-
роканалов могут достигаться уже на этапе перехо-
да катодного пятна к распространяющемуся фрон-
ту мощной ионизации. Возможно, оболочка сфери-
ческой плазменной области (имеющая резкий гради-
ент электронной плотности) оказывается неустойчи-
вой во время своего расширения, что сопровожда-
ется появлением множественных мелкомасштабных
флуктуаций электронной плотности. Их простран-
ственный масштаб определяется плазменной длиной
волны lpe ≈ 2πc/ωpe ∼ 10–40 мкм (где c – скорость
света в вакууме, ωpe = (4πne/me)

1/2 – плазменная
частота), оценка получена для характерных плотно-
стей электронов ne ∼ 1018−1019 см−3 на фронте рас-
ширяющейся плазменной области. Данная величина
может определять масштаб первичных зон зарожде-
ния микроканалов, в которых их последующее раз-
витие продолжится вследствие усиления ионизации
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воздушной среды [21, 22], поддерживаемой большим
потоком электронов с катода, сконцентрированным
в узких поперечных областях пространства. Заме-
тим, что к схожим результатам приводят рассмот-
рения развития ионизационной неустойчивости на
фронте расширяющегося искрового канала, прове-
денные авторами работы [11] с использованием мо-
дели неустойчивости поверхности растущего стри-
мера. Высказанные предположения, однако, требует
последующего подтверждения в эксперименте. Дан-
ные, полученные в этом направлении, могут сыграть
решающую роль в определении возможных моде-
лей неустойчивостей в прикатодной плазме, способ-
ных создавать условия для развития микрострукту-
ры электрической искры. Можно предположить, что
определенного успеха здесь удастся добиться при пе-
реходе к зондированию лазерным излучением с дли-
ной волны 1064 нм, поскольку в этом случае повыша-
ется чувствительность техники лазерной интерферо-
метрии по отношению к просвечиваемой плазме.
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В работе обсуждается возможность существования фотовольтаического эффекта Холла – поперечно-
го отклика двумерной системы со встроенным в плоскости системы постоянным тянущим электрическим
полем – на внешнее циркулярно-поляризованное излучение вблизи точки фазового перехода системы в
сверхпроводящее состояние со стороны нормальной фазы, T > Tc. Показано, что фотовольтаический
эффект Холла может быть обусловлен сверхпроводящими флуктуациями в режиме, когда вклад в эф-
фект нормальных электронов отсутствует.

DOI: 10.31857/S0370274X24100067, EDN: EZVBQA

1. Введение. Изучение стационарных токов но-
сителей заряда в современных двумерных системах,
индуцированных внешним высокочастотным полем,
является активным направлением исследований в
настоящее время [1]. В зависимости от симметрии
двумерной системы, могут наблюдаться фотогальва-
нические и фотовольтаические эффекты [2–13], эф-
фекты фотонного увлечения носителей [14–16] и ряд
других. В основе микроскопического описания та-
ких явлений лежат симметрийные свойства: отсут-
ствие пространственной инверсии кристаллической
решетки или самой структуры приводит к особен-
ностям электрон-фотонного, электрон-фононного и
электрон-электронного взаимодействий в самых раз-
личных системах [1–20]. Следует отметить, что ука-
занные фотоиндуцированные транспортные эффек-
ты изучаются как в полупроводниковых [2–16], так
и в сверхпроводящих системах [21–26]. В случае изо-
тропных (в плоскости) двумерных систем, указанные
эффекты могут иметь место если пространственная
инверсия нарушена встроенным стационарным тяну-
щим электрическим полем F, лежащим в плоскости
двумерной системы. Среди большого разнообразия
фотоиндуцированных транспортных эффектов осо-
бый интерес вызывает фотовольтаический эффект
Холла (ФЭХ), заключающийся в появлении в попе-
речном к F направлении фотоиндуцированного то-
ка. В случае внешнего циркулярно-поляризованного
излучения, падающего по нормали к плоскости дву-

1)e-mail: vadimkovalev@isp.nsc.ru

мерной системы, плотность стационарного тока ФЭХ
может быть записана в виде (рис. 1)

j = iγ[F× [E×E∗]], (1)

где E(t) = E exp(−iωt)+E∗ exp(iωt) – электрическое
поле внешнего циркулярно-поляризованного излуче-
ния в плоскости двумерной системы, γ – частотно-
зависящий коэффициент, величина которого опрде-
ляется конкретным микроскопическим механизмом
эффекта. В случае сверхпроводящих систем, анало-
гом встроенного поля F является встроенный в си-
стеме сверхток. Теория ФЭХ недавно была разрабо-

Рис. 1. (Цветной онлайн) Стационарный (j) и пе-
ременный (j2ω) фотовольтаический эффект Холла
как отклик на циркулярное-поляризованное внешнее
излучение

тана применительно к полупроводниковым двумер-
ным системам с линейным и квадратичным спектром
носителей заряда [27]. Одним из ключевых выво-
дов разработанной теории является факт отсутствия
циркулярного ФЭХ в случае, когда время релакса-
ции импульса частицы не зависит от энергии части-
цы. Такая ситуация возникает для двумерных систем
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с параболическим спектром носителей заряда: время
релаксации импульса, описывающее процессы рассе-
яния носителей на короткодействующих примесных
центрах, не зависит от их энергии (в случае линей-
ной дисперсии двумерных носителей заряда, время
релаксации импульса зависит от энергии даже в слу-
чае короткодействующих примесей). Применительно
к сверхпроводящим системам, теория ФЭХ, описы-
ваемого выражением (1), была построена в работе
[28]. Было показано, что ниже критической темпера-
туры, T < Tc, эффект имеет место вследствие то-
го, что плотность состояний вблизи уровня Ферми
сильно перестраивается при спаривании электронов,
приводя к специфической зависимости времени ре-
лаксации импульса квазичастиц сверхпроводника от
их энергии даже в случае параболической диспер-
сии и короткодействующих рассеивающих центров.
В точке фазового перехода T = Tc плотность тока
ФЭХ обращается в ноль, что согласуется с теорией
ФЭХ для нормальных электронов в работе [27].

Цель настоящего сообщения заключается в том,
чтобы теоретически показать возможность суще-
ствования циркулярного ФЭХ выше Tc для системы
нормальных электронов с независящим от энергии
временем релаксации импульса. Если двумерная си-
стема может испытывать фазовый переход в сверх-
проводящее состояние, то ФЭХ, описываемый выра-
жением (1), может быть обусловлен наличием флук-
туирующих куперовских пар вблизи Tc при T > Tc,
даже если вклад нормальных электронов отсутству-
ет. Следует отметить, что, в отличие от парапро-
водимости, когда сверхпроводящие флуктуации да-
ют лишь поправку к друдевской проводимости [29],
в случае ФЭХ сверхпроводящие флуктуации могут
давать вклад в основной эффект на фоне нулевого
вклада нормальных электронов.

Еще одним родственным эффектом, представля-
ющим интерес в современной литературе, являет-
ся переменный ФЭХ (ac Hall effect), когда попереч-
ный к F (в случае сверхпроводников – поперечный
к встроенному стационарному сверхтоку) фотоинду-
цированный ток осциллирует на удвоенной часто-
те внешнего излучения – явление, фактически пред-
ставляющее собой эффект генерации второй гармо-
ники [1, 30–32]. В настоящем сообщении будет также
изучен и переменный ФЭХ, обусловленный сверхпро-
водящими флуктуациями.

Теоретическое описание вклада сверхпроводящих
флуктуаций в транспортные свойства сверхпровод-
ников основывается либо на использовании времен-
ных уравнений Гинзбурга–Ландау, либо на исполь-
зовании методов диаграммной техники [29]. В насто-

ящем кратком сообщении мы воспользуется иным
подходом, предложенным Асламазовым и Ларки-
ным, и базирующемся на использовании кинетиче-
ского уравнения, аналогичному уравнению Больцма-
на для нормальных электронов [29, 33]. Благодаря
простоте такого подхода, он часто используется для
описания высокочастотных откликов сверхпроводя-
щих флуктуаций [21, 34–37].

2. Флуктуационный ФЭХ. Согласно подходу
Асламазова и Ларкина, вклад флуктуаций опреде-
ляется решением уравнения Больцмана для функции
распределения флуктуаций

∂f

∂t
+
f − f0
τp

+ 2e(F+E(t)) · ∇pf = 0. (2)

Здесь E(t) = Ee−iωt + E∗eiωt – вектор напряжен-
ности электромагнитной волны, падающей нормаль-
но на двумерную систему и оказывающей силовое
воздействие на сверхпроводящие куперовкие пары,
несущие заряд 2e. Равновесное состояние сверхпро-
водящих флуктуаций описывается функцией распре-
деление Релея–Джинса, f0 = T/(εp + µ), где µ =

= αTcǫ, ǫ = (T − Tc)/Tc – приведенная температу-
ра, εp = p2/4m. Отметим, что здесь и далее тем-
пература в энергетических единицах и ~ = 1. Па-
раметр α уравнения Гинзбурга–Ландау выражается
через длину когерентности ξ посредством соотноше-
ния 4mαTcξ

2 = 1, где

ξ2 =
v2F τ

2

2

[

ψ

(

1

2

)

− ψ

(

1

2
− 1

4πTτ

)

+
ψ′ (1/2)

4πTτ

]

(3)

и ψ(x) – дигамма-функция. Эффективное время
жизни куперовских пар, как и их равновесная функ-
ция распределения, выражается через кинетическую
энергию центра масс куперовской пары εp + µ как
τp = πα/(16(εp+µ)). Данное обстоятельство являет-
ся ключевым для флуктуационного механизма ФЭХ,
обсуждаемого в настощей работе: даже если время
релаксации импульса τ нормальных электронов не
зависит от их энергии, время жизни флуктуирую-
щих куперовских пар τp, определющих ток ФЭХ, за-
висит от кинетической энергии пары.

В выражение (3) входит фермиевская скорость
нормальных электронов, vF , и время релаксации им-
пульса нормальных электронов на примесях τ =

= const. Для нахождения стационарного тока, ищем
решение уравнения (2) итерациями по сумме полей
F + E(t). В результате, в первом порядке поправка
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к функции распределения содержит стационарный и
переменный вклады, f1 = f1 + f̃1(t), где

f1 = −(2e)τp(F · ∇p)f0, (4)

f̃1(t) = −(2e)
[

τωe
−iωt(E · ∇p)f0 + τ∗ωe

iωt(E∗ · ∇p)f0

]

,

и τω = τp(1 − iωτp)
−1. Во втором порядке f2 =

= f2 + f̃2e
−iωt + f̃∗

2 e
iωt (поправки на удвоенной час-

тоте не дают вклад в стационарный ток)

f2 = (2e)2τp(E · ∇p)[τ
∗
ω(E

∗ · ∇p)f0] + (5)

+ (2e)2τp(E
∗ · ∇p)[τω(E · ∇p)f0],

f̃2 = (2e)2τω(F · ∇p)[τω(E · ∇p)f0] +

+ (2e)2τω(E · ∇p)[τp(F · ∇p)f0],

f̃∗
2 = (2e)2τ∗ω(F · ∇p)[τ

∗
ω(E

∗ · ∇p)f0] +

+ (2e)2τ∗ω(E
∗ · ∇p)[τp(F · ∇p)f0].

Полный ток, обусловленный сверхпроводящими
флуктуациями, определяется стационарной поправ-
кой третьего порядка

j = (2e)
∑

p

vpf3, (6)

f3 = −(2e)τp(F · ∇p)f2

−(2e)τp(E · ∇p)f̃
∗
2 − (2e)τp(E

∗ · ∇p)f̃2.

Это выражение может быть преобразовано к виду,
более удобному для дальнейших вычислений. Инте-
грируя один раз по частям, плотность тока может
быть выражена через поправки второго порядка к
функции распределения

j = (2e)2
∑

p

[

f2(F · ∇p) + f̃2(E
∗ · ∇p) + (7)

+ f̃∗
2 (E · ∇p)

]

(vpτp).

Первый член здесь не дает вклада в циркулярный
ток. Подставляя во второе и третье слагаемые в (7)
выражения (5) и интегрируя еще раз по частям, по-
лучаем для тока общее выражение следующего вида

j = −(2e)4
∑

p

τω [(E · ∇p)f0] (F · ∇p)τω(E
∗ · ∇p)(vpτp)

−(2e)4
∑

p

τp [(F · ∇p)f0] (E · ∇p)τω(E
∗ · ∇p)(vpτp)

−(2e)4
∑

p

τ∗ω [(E∗ · ∇p)f0] (F · ∇p)τ
∗
ω(E · ∇p)(vpτp)

−(2e)4
∑

p

τp [(F · ∇p)f0] (E
∗ · ∇p)τ

∗
ω(E · ∇p)(vpτp).

(8)

Выбирая направление постоянного поля вдоль оси
x, F = (Fx, 0), можно убедиться, что в случае
циркулярно-поляризованного излучения второе и
четвертое слагаемые в (8) не дают вклада в выра-
жение (1). Анализ оставшихся слагаемых в случае
циркулярно- поляризованного излучения приводит к
следующему выражению для плотности тока

jy = − (2e)4

(2m)2

∫

d2p

(2π)2
[τω(τω)

′ − τ∗ω(τ
∗
ω)

′]εpτpf
′
0

×(ExE
∗
y − E∗

xEy)Fx, (9)

где εp = p2/4m = mv2
p и штрих означает взятие про-

изводной по энергии εp. Сравнение выражения (9) с
(1) дает для коэффициента γ выражение (восстанав-
ливаем ~ для размерности)

γ =
2(2e)4

(2m)2

∫

d2p

(2π~)2

(

ωτ3p
(1 + ω2τ2p)

2

)′

εpτpf
′
0. (10)

Интеграл в этом выражения удобно переписать в без-
размерном виде

γ =
(2e)4

2π

(πα

16

)3
(

Tc~

2mµ4

)

∞
∫

0

2aω(1− 2x)dx

(1 + x)3[a2ω + (1 + x)2]2
,

(11)

где aω = πα~ω/16µ. Теперь в (11) удобно рассмот-
реть предельные случаи. В области низких частот,
aω ≪ 1, легко находим

γ =
(2e)4

20π

(πα

16

)3
(

Tc~

mµ4

)

aω ∼ ω

(T − Tc)5
, (12)

а в области высоких частот, aω ≫ 1, получаем

γ = − (2e)4

2π

(πα

16

)3
(

Tc~

mµ4

)

1

2a3ω
∼ −1

ω(T − Tc)
. (13)

Интеграл в (11) можно вычислить в общем случае,
но финальное аналитическое выражение достаточно
громоздко, поэтому соответствующее поведение γ(ω)
удобнее предствить в виде графика, рис. 2. Отметим
высокую степень сингуляности по приведенной тем-
пературе в (12) и смену знака тока с ростом частоты.

3. Флуктуационный ac ФЭХ. В насто-
ящем разделе рассмотрим переменный ФЭХ,
представляющий собой переменный попереч-
ный к F ток на удвоенной частоте падаю-
щего циркулярно-поляризованного излучения,
j(t) = j(2ω) exp(−2iωt) + j(2ω)∗ exp(2iωt). Общее
феноменологическое выражение для переменного
ФЭХ имеет вид

j(t) = {αF(E ·E) + βE(F ·E)}e−2iωt + c.c. (14)
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость плотности тока
ФЭХ от параметра aω

Для расчета эффекта генерации второй гармоники,
определямого перменным током, требуются поправ-
ки второго и третьего порядка к функции распре-
деления на удвоенной частоте внешнего излучения.
Стандартным образом, изложенным в предыдущей
секции, находим

f̃
(2ω)
2 = (2e)2τ2ω(E · ∇p)τω(E · ∇p)f0, (15)

f̃
(2ω)
3 = −(2e)τ2ω(F · ∇p)f̃

(2ω)
2 − (2e)τ2ω(E · ∇p)f̃2,

и для амплитуды тока получаем выражение

j(2ω) = (2e)
∑

p

vpf̃
(2ω)
3 =

(2e)2
∑

p

[

f̃
(2ω)
2 (F · ∇p) + f̃2(E · ∇p)

]

(vτ2ω). (16)

После подстановки (15) в (16) и интегрирования по
частям, амплитуда тока принимает вид

j(2ω) = −(2e)4
∑

p

[τp(F · ∇p)f0] (E · ∇p)τω(E · ∇p)(vτ2ω)

−(2e)4
∑

p

[τω(E · ∇p)f0]
[

(F · ∇p)τω(E · ∇p)+

+(E · ∇p)τ2ω(F · ∇p)
]

(vτ2ω). (17)

Это выражение применимо при любой поляризации
излучения. В случае циркулярно-поляризованного
излучения анализ (17) приводит к следующему выра-
жению для амплитуды холловской компоненты пер-
менного тока

j(2ω)
y = − (2e)4

(2m)2
Ey(F · E)

∫

d2p

(2π)2
f ′
0εp

[

(τp + τω)[τωτ
′
2ω + (τωτ2ω)

′ + εp(τωτ
′
2ω)

′]+

+τω[2τ2ωτ
′
2ω + εp(τ2ωτ

′
2ω)

′
]

, (18)

где τ2ω = τp(1− 2iωτp)
−1. Величина амплитуды тока

(18) является комплекснозначной величиной. Срав-
ниявая это выражение с (14) находим соотвествую-
щий коэффициент

β = − (2e)4

2π2m

∞
∫

0

dε f ′
0

{

ε(τε + τω)[τω(ετ2ω)
′]′

+
τω
2
[ε2(τ22ω)

′]′
}

. (19)

Зависимости величин Re β и Imβ от частоты
циркулярно-поляризованного излучения представле-
ны на рис. 3.

Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимости Reβ и Imβ от
частоты циркулярно-поляризованного внешнего излу-
чения (сплошная и штрихпунктирная кривые соответ-
ственно)

Заключение. В настоящем сообщении было по-
казано, что фотовольтаический эффект Холла, ин-
дуцированный циркулярно-поляризованным излуче-
нием, может иметь место в двумерных системах да-
же в режиме, когда вклад нормальных электронов
осутствует. В этом случае ФЭХ может быть обсулов-
лен сверхпроводящими флуктуациями вблизи точки
перехода двумерной системы в сверхпроводящее со-
стояние.

Авторы благодарят О. В. Кибиса за обсуждение
результатов и полезные замечания.
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Квантовые эффекты при спин-флоп переходе в топологическом
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Показано, что экспериментально обнаруженные особенности низкотемпературного поведения намаг-
ниченности во внешнем магнитном поле, ориентированном перпендикулярно слоям ионов марганца то-
пологического антиферромагнетика MnBi2Te4, обусловлены квантовыми эффектами, индуцированными
недиагональным характером тригональной компоненты кристаллического поля. При этом аномальное
возрастание намагниченности материала до спин-флоп перехода, а также после него в фазе “схлопну-
тых” подрешеток объясняется подавлением вкладов от квантовых эффектов. Сопоставление результатов
теоретического анализа с данными эксперимента позволило уточнить параметры эффективной спино-
вой модели MnBi2Te4 и установить важную роль отмеченной тригональной компоненты.

DOI: 10.31857/S0370274X24100072, EDN: ALJRJW

1. Введение. Существование ниже температуры
Нееля TN = 24.5 K антиферромагнитного (АФМ) по-
рядка в топологическом изоляторе (ТИ) MnBi2Te4
[1–5] определило повышенный интерес к этому сло-
истому ван-дер-ваальсовому материалу, поскольку
позволило воздействовать на топологически защи-
щенные поверхностные состояния через магнитную
структуру.

Магнитное упорядочение в MnBi2Te4 соответ-
ствует антиферромагнетизму A типа, при котором
магнитные моменты ионов Mn2+ в пределах одно-
го слоя образуют ферромагнитную (ФМ) структуру,
тогда как в соседних плоскостях эти моменты ори-
ентированы антипараллельно. Важная особенность
магнитных свойств MnBi2Te4 обусловлена сильной
одноионной анизотропией (ОА), в соответствие с ко-
торой магнитные моменты ионов Mn ориентирова-
ны перпендикулярно слоям. Отмеченные факты под-
тверждаются данными нейтронного рассеяния [6, 7].
При этом как магнитные, так и спектральные свой-
ства MnBi2Te4 могут отличаться для разных образ-
цов [8]. Например, в некоторых образцах [9, 10] об-
наружено формирование ферромагнитного порядка
при T < TN на поверхности MnBi2Te4.

Вызывает интерес механизм формирования фер-
ромагнетизма в слоях Mn, который не объясняет-
ся прямым гейзенберговским обменом. Различные
оценки по правилу Гуденафа–Канамори–Андерсона

1)e-mail: vvv@iph.krasn.ru

предполагают формирование либо слабого АФМ об-
мена, либо ФМ обмена между ионами Mn в одном
слое через лиганды Te2− [11, 12]. Первопринципные
расчеты обменных параметров в MnBi2Te4 подтвер-
ждают реализацию ФМ обмена величиной 0.09 мэВ
между ближайшими ионами Mn в слое [2]. Однако
единый взгляд на причину ферромагнетизма отсут-
ствует и исследования в данном направлении про-
должаются. В работе [12] было показано, что ги-
бридизация p-состояний ионов Bi3+ с p-состояниями
лиганда Te2− может инициировать ФМ сверхобмен
между ионами Mn. Отмечалось также, что фер-
ромагнитная связь между магнитными моментами
ионов Mn, находящихся в одном слое, может быть
обусловлена кинематическим взаимодействием меж-
ду фермионами Хаббарда, отражающими поведение
сильно коррелированной подсистемы 3d-электронов
Mn2+ [13]. При этом АФМ обмен внутри слоя и меж-
ду слоями ионов Mn2+ возникает по механизму Ан-
дерсона.

Проблемным остается вопрос о возникновении
ОА в MnBi2Te4, поскольку для электронной конфи-
гурации 3d5 иона марганца и S = 5/2 орбитальный
момент L = 0. Один из механизмов индуцирования
ОА может быть связан с виртуальным подмешивани-
ем других электронных конфигураций. В работе [11]
показано, что для появления ОА важным является
учет спин-орбитального взаимодействия в ионах Te.

По своим свойствам MnBi2Te4 напоминает АФМ
с ОА типа “легкая ось”, ориентированной перпенди-
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кулярно слоям ионов марганца (ось c). Эта анизотро-
пия стабилизирует коллинеарную АФМ структуру (в
дальнейшем фаза I) в магнитном поле H , направлен-
ном вдоль оси c, вплоть до поля спин-флоп перехо-
да Hsf = 3.7Tл, когда происходит “опрокидывание”
магнитных подрешеток [2, 6, 14, 15] с формировани-
ем скошенной фазы II. В этой фазе увеличение H

приводит к уменьшению угла наклона векторов на-
магниченностей подрешеток по отношению к оси c.
Когда H достигает поля насыщения Hc

sat = 8.1Tл
намагниченности обеих подрешеток ориентированы
вдоль оси c (фаза III).

В магнитном поле, лежащем в плоскости ионов
марганца, скос подрешеток происходит сразу, а их
“схлопывание” при поле насыщения Hab

sat = 10.9Tл.

Для описания эволюции магнитной структуры и
оценке обменных параметров по величинам харак-
теристических полей использовался феноменологи-
ческий подход [7, 11, 15]. Однако часть данных не
согласовывалась с феноменологическими результа-
тами. Прежде всего это относилось к поведению на-
магниченности M при T ≪ TN , когда в фазе I M
увеличивалась с ростом H , тогда как по феномено-
логической теории M = 0. Аналогичная проблема
возникала в связи с наблюдаемым в фазе III пара-
процессом.

В работе [15] последний факт связывался с нали-
чием дефектов в системе, когда ионы Mn занимают
позиции ионов Bi. При этом между ионами Mn в цен-
тральном слое MnBi2Te4 и “дефектными” ионами Mn
устанавливается АФМ связь, в результате чего при
понижении температуры в АФМ фазе также устанав-
ливается дальний порядок в “дефектном” слое ионов
Mn [15–17]. Действительно, учет отмеченных дефек-
тов позволил объяснить нарастание намагниченно-
сти в фазе III при увеличении поля вплоть до 60 Tл
[15]. Однако вопрос о росте намагниченности в по-
лях, меньших поля спин-флоп перехода, оставался
открытым.

Следует отметить, что в родственном соедине-
нии MnSb2Te4 перемешивание позиций ионов Mn и
Sb может приводить к смене магнитной структу-
ры с АФМ A типа на ФМ [16, 18]. В структурах
с MnBi2Se4, помимо “дефектных” ионов MnI в слое
ионов Bi, обнаружены также ионы MnII в ван-дер-
ваальсовой щели между семислойками [19]. При этом
обменное взаимодействие этих ионов с ионами Mn в
центральном слое различно – ФМ для MnI и АФМ
для MnII.

Решение отмеченных вопросов составило пред-
мет данной работы. В ней ключевая роль отводит-
ся квантовым эффектам, возникающим в анизотроп-

ных магнетиках с относительно низкими значениями
температуры магнитного упорядочения.

Поскольку для кристаллографической структу-
ры MnBi2Te4 внутренние поля соответствуют триго-
нальной симметрии с точечной группой C3d (S6) для
ионов Mn, то оператор ОА, кроме обычных одноос-
ных слагаемых, содержит тригональную компоненту
[20, 21]. Ее особенность обусловлена смешиванием со-
стояний с разными значениями проекции спина. Это
вызывает квантовые эффекты, отсутствующие при
феноменологическом подходе.

Цель работы заключается в развитии теории, поз-
воляющей при учете квантовых эффектов описать
указанные выше аномалии в поведении низкотемпе-
ратурной намагниченности. Для ее достижения ис-
пользовано атомное представление [22] с привлече-
нием диаграммной техники для операторов Хаббар-
да (ДТХ) [23, 24], в сущностной части отличающейся
от стандартной техники для фермиевских или бо-
зевских операторов [25] тем, что коммутация хаб-
бардовских операторов может равняться не числу, а
другому оператору Хаббарда. Это позволило выве-
сти дисперсионное уравнение и получить его реше-
ние в низкотемпературной области при учете ренор-
мировок от тригональной компоненты ОА (ТКОА).
Определены критические поля и проанализировано
поведение намагниченности материала во всех фазах
при различных T . Сопоставление теоретических за-
висимостей M(H) с данными эксперимента позволи-
ло получить дополнительные сведения о параметрах
модели магнитной подсистемы MnBi2Te4 и сделать
утверждение о существенной роли ТКОА.

2. Гамильтониан магнитной подсистемы.

Принимая во внимание сказанное во введении, га-
мильтониан магнитной подсистемы MnBi2Te4 запи-
шем в виде

Ĥ = −1

2

∑

ff ′

Iff ′(SfSf ′)− 1

2

∑

gg′

Igg′ (SgSg′) + (1)

+
∑

fg

Jfg(SfSg) +
∑

f

[H
A

f −HSf ] +
∑

g

[H
A

g −HSg],

где индексы f и f ′ нумеруют узлы F -подрешетки,
в которой без магнитного поля спины ориентирова-
ны вдоль оси Oz, а g и g′ – узлы G-подрешетки, для
которой ориентация спинов противоположна. Пара-
метры Iff ′ и Igg′ описывают интенсивность обменной
связи между спинами из одной подрешетки, находя-
щимися в пределах одного слоя, тогда как Jfg есть
обменный интеграл для спинов из разных подреше-
ток. Sf и Sg – векторные операторы спина для узлов
f и g соответственно, H – вектор магнитного поля,
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величина которого измеряется в энергетических еди-
ницах: т.е. под H понимается произведение g

L
µ

B
H ,

в котором g
L

– фактор Ланде, µ
B

– магнетон Бора.
Оператор энергии ОА для F− подрешетки

H
A

f = −D2(Ŝ
z
f )

2 −D4(Ŝ
z
f )

4 +BΩ̂3
4f (2)

в соответствие с кристаллической симметрией вклю-
чает ТКОА с константой B, Ω3

4 имеет следующую
структуру [20] (индекс узла временно опущен)

Ω̂3
4 = (Ô+3

4 − Ô−3
4 )/2i, Ô±3

4 = (ŜzŜ±3 + Ŝ±3Ŝz)/2,

Ŝ±3 = (Ŝ±)3, Ŝ± = Ŝx ± iŜy, (3)

Ŝx, Ŝy, Ŝz – компоненты вектора оператора спина.
H

A

g отличается от H
A

f только заменой индекса узла.
С феноменологической точки зрения положи-

тельные D2 и D4 задают интенсивности эффектив-
ных полей, ориентирующих спины либо по, либо про-
тив направления оси Oz. При отрицательных D2 и
D4 эффективные поля стремятся упорядочить спины
перпендикулярно оси Oz. Константа B задает интен-
сивность эффективного поля анизотропии, соответ-
ствующего второй оси (двуосный кристалл).

При квантовом подходе параметры ОА соответ-
ствуют амплитудам квадрупольных и октупольных
полей, действующих на спины, и возникающие в ре-
зультате совместного влияния кристаллического по-
ля и спин-орбитального взаимодействия.

3. Атомное представление, одноузельные

состояния и уравнения самосогласования. По-
скольку температура магнитного упорядочения в
MnBi2Te4 мала (TN ≃ 24K), то характерная энергия
ОА может стать соизмеримой с энергией обменной
связи. В этих условиях динамика магнитной подси-
стемы определяется не только дипольными момента-
ми, но и динамикой высших мультиполей. Для описа-
ния таких систем используется расширенный базис,
учитывающий наличие степеней свободы, связанных
как со спиновыми операторами, так и с их допусти-
мыми произведениями.

В наиболее общем виде такая программа реали-
зуется посредством перехода к атомному представле-
нию, в котором динамическими переменными стано-
вятся операторы группы U(N). С этой целью вводят-
ся состояния |ΨF

f 〉 и |ΨG
g 〉, определяемые решениями

уравнений Шредингера

(

H
A

f − H̄
F
Sf

)

|ΨF

nf〉 = E
F

n |Ψ
F

nf 〉, n = 1, 2, ..., 6, (4)
(

H
A

g − H̄
G
Sg

)

|ΨG

ng〉 = E
G

n |Ψ
G

ng〉, n = 1, 2, ..., 6, (5)

в которых векторы самосогласованных полей

H̄
F
= H+ I0σF

− J0σG
, H̄

G
= H+ I0σG

− J0σF
(6)

зависят от значений равновесных средних σ
F
= 〈Sf 〉,

σ
G

= 〈Sg〉 для двух подрешеток. I0 и J0 – фурье-
образы обменных интегралов Iff ′ и Jfg при нулевом
значении квазиимпульса.

Равновесные средние удовлетворяют уравнениям:

σ
F
=

6
∑

n=1

〈ΨF
n |Sf |ΨF

n 〉 exp(−E
F

n /T )/ZF
,

σ
G
=

6
∑

n=1

〈ΨG
n |Sg|ΨG

n 〉 exp(−E
G

n /T )/ZG
, (7)

Z
F
=

6
∑

n=1

exp(−EF

n /T ), ZG
=

6
∑

n=1

exp(−EG

n /T ).

Приведенные выражения (4)–(7) образуют замкну-
тую систему уравнений самосогласования, определя-
ющую необходимые термодинамические средние.

Если одноузельные состояния (ОС) |ΨF

nf〉 и

|ΨG

ng〉 рассматривать в качестве базисных векторов
гильбертова пространства, то переход к атомно-
му представлению осуществляется посредством
введения операторов Хаббарда (ОХ) [22]:

Xnp
f = |ΨF

nf 〉〈ΨF
pf |, Xmq

g = |ΨG
mg〉〈ΨG

qg|, (8)

которые выступают в роли новых динамических пе-
ременных, с помощью которых описывается динами-
ка не только дипольных степеней свободы, но и ди-
намика высших мультиполей. Связь спиновых опера-
торов с новыми переменными записывается в виде:

S+
f =

∑

np

γFnpX
np
f −→

∑

α

γFαX
α
f , (9)

где во второй сумме, для краткости, пара индексов
обозначена через α. Параметры представления вы-
числяются как матричные элементы:

γFnp = 〈ΨF
nf |S+

f |ΨF
pf 〉. (10)

Аналогичным образом записываются представления
для других операторов

Sz
f =

∑

µ

ΓF
µX

µ
f , S

+
g =

∑

β

γGβ X
β
g , S

z
g =

∑

ν

ΓG
ν X

ν
g . (11)

В новых переменных гамильтониан принимает вид:

Ĥ =
∑

fn

EF
nX

nn
f +

∑

gm

EG
mX

mm
g +Hint, (12)

в котором Hint получается из операторов, соответ-
ствующих обменным взаимодействиям, после под-
становки в них представлений для спиновых опера-
торов (9) и (11). Гамильтониан в форме (12) позво-
ляет использовать диаграммную технику для опера-
торов Хаббарда (ДТХ) [23, 24].
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4. ОС и энергии в коллинеарной геометрии.

При ориентации магнитного поля вдоль тригональ-
ной оси в фазе I ОС для F -подрешетки имеют вид
(индекс узла f опускаем):

|ΨF
1 〉 = cosα+|5/2〉+ i sinα+| − 1/2〉,
|ΨF

2 〉 = |3/2〉, |ΨF
5 〉 = | − 3/2〉,

|ΨF
3 〉 = cosα−|1/2〉+ i sinα−| − 5/2〉, (13)

|ΨF
4 〉 = i sinα+|5/2〉+ cosα+| − 1/2〉,

|ΨF
6 〉 = i sinα−|1/2〉+ cosα−| − 5/2〉,

где |m〉, (m = 5/2, 3/2, ...,−5/2) собственные состо-
яния оператора Ŝz для спина S = 5/2,

cosα± =

√

1 + δ±
2

, sinα± = ∓ V

|V |

√

1− δ±
2

,

δ± =
∆±

√

∆2
± + V 2

, ∆± = [3H̄F ± (6D2 + 39D4)]/2,

H̄F = H + I0σF
− J0σG

, V = 3
√
10B. (14)

ОС (13) соответствуют собственные энергии:

EF
1,4 = (εF4 + εF1 )/2∓

√

∆2
+ + V 2, EF

2 = εF2 ,

EF
3,6 = (εF6 + εF3 )/2∓

√

∆2
− + V 2, EF

5 = εF5 , (15)

εFn = −H̄F (7/2− n)−D2(7/2− n)2 −D4(7/2− n)4.

Для G-подрешетки структура ОС аналогична:

|ΨG
1 〉 = cosβ+| − 5/2〉 − i sinβ+|+ 1/2〉,
|ΨG

2 〉 = | − 3/2〉, |ΨG
5 〉 = |+ 3/2〉,

|ΨG
3 〉 = cosβ−| − 1/2〉+ i sinβ−|+ 5/2〉, (16)

|ΨG
4 〉 = −i sinβ+| − 5/2〉+ cosβ+|+ 1/2〉,

|ΨG
6 〉 = i sinβ−| − 1/2〉+ cosβ−|+ 5/2〉,

где

cosβ± =

√

1 + δG±
2

, sinβ± =
V

|V |

√

1− δG±
2

,

δG± =
∆G

±
√

(∆G
±)

2 + V 2
, ∆G

± =
3H̄G ± (6D2 + 39D4)

2
,

H̄
G
= −H − I0σG

+ J0σF
. (17)

Одноузельные энергии для G-подрешетки определя-
ются выражениями:

EG
1,4 = (εG4 + εG1 )/2∓

√

(∆G
+)

2 + V 2, EG
2 = εG2 ,

EG
3,6 = (εG6 + εG3 )/2∓

√

(∆G
−)

2 + V 2, EG
5 = εG5 , (18)

εGm = H̄G(m− 7/2)−D2(m− 7/2)2 −D4(m− 7/2)4.

5. Дисперсионное уравнение. Увеличение по-
ля H , приложенного вдоль легкой оси анизотро-
пи, индуцирует фазовый переход (ФП) первого ро-
да [26, 27] из фазы I в фазу II. Критическое зна-
чение Hsf , при котором имеет место ФП, находит-
ся из условия потери положительной определенности
спектра возбуждений Ωk в фазе I.

Следует отметить, что Hsf , вычисленное при фе-
номенологическом подходе, может не совпадать с тем
значением, которое находится на основе квантовой
теории. Это происходит, в частности, из-за кванто-
вых флуктуаций, которые проявляются при низких
температурах и особенно в магнетиках пониженной
размерности [28], а также в соединениях с треуголь-
ной решеткой. В этом случае из-за фрустраций воз-
растает влияние квантовых поправок [29, 30], спо-
собных приводить к дополнительным особенностям
поведения намагниченности.

Учитывая сказанное, при вычислении Ωk в усло-
виях сильной ОА применим мацубаровские функции
Грина (МФГ), построенные в базисе ОХ [23, 24]:

DAB
αβ (l − l′, τ − τ ′) = −〈T̂τ X̃α

l (τ)X̃
−β
l′ (τ ′)〉 =

T

N

∑

kωm

exp[ik(l− l′)− iωm(τ − τ ′)]DAB
αβ (k, ωm). (19)

Угловые скобки обозначают статистическое усредне-
ние от упорядоченного по мацубаровскому времени
(влияние оператора T̂τ ) произведения ОХ, взятых
в гейзенберговском представлении в мацубаровские
времена τ и τ ′. Узлы l и l′ относятся соответственно к
подрешеткамA и B,DAB

αβ (k, ωm) – фурье-образ МФГ,
k- квазиимпульс, ωm = 2mπT (m = 0,±1,±2, ...) – ма-
цубаровская частота [25].

Методика ДТХ изложена во многих работах [23,
24, 31, 32], поэтому на рис. 1 приведем лишь графиче-
ский вид системы уравнений для GAB

αβ (k, ωm) в при-
ближении невзаимодействующих квазичастиц:

Рис. 1. Система уравнений для GAB
αβ (k, ωm)

Двумя линиями со стрелками обозначены ис-
комые функции GAB

αβ (k, ωm), которые связаны с
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DAB
αβ (k, ωm) равенством DAB

αβ = GAB
αβ b(β), в кото-

ром b(β) – концевой множитель [23, 24], изображае-
мый кружком. Линии со стрелкой соответствует од-
ноузельный пропагатор для A-подрешетки

GA
α (iωm) = (iωm + E

A

p − E
A

q )
−1, α ≡ α(p, q). (20)

Пунктирными и волнистыми линиями обозначены
соответственно обменные интегралы Ik и Jk.

После сопоставления графикам аналитических
выражений получаем (p ≡ (k, iωm)),

GFF
αβ (p) = δαβG

F
α (iωm)−

GF
α (iωm)b(α)(γFα )

∗

[IkXβ(p)− JkYβ(p)] /2, (21)

GGF
νβ (p) = GG

ν (iωm)b(ν)(γGν )
∗

[JkXβ(p)− IkYβ(p)] /2,

где

Xβ(p) =
∑

ν

γFν G
FF
νβ (p), Yβ(p) =

∑

ν

γGν G
GF
νβ (p).

Решая (21), получаем (DF
α (iωm) = GF

α (iωm)b
F

(α))

DFF
αα (p) = DF

α (iωm)
[

1 +RF
α (p)

]

. (22)

В этом выражении

RF
α (p) =

|γFα |2DF
α {J2

kΦ
G/4− Ik

[

1 + IkΦ
G/2

]

/2}
det(p)

, (23)

квазиимпульсная зависимость фурье-образов обмен-
ных интегралов имеет вид

Ik = 2I[cos(k1) + cos(k2) + cos(k1 + k2)], (24)

Jk = 2J [cos (k3/2) + cos (k3/2 + k1) +

cos (k3/2 + k1 + k2)]. (25)

В этих выражениях k1, k2 и k3 обозначают компо-
ненты квазиимпульса, принадлежащего первой зоне
Бриллюэна. Базисные вектора треугольной решетки
в плоскостях ионов Mn обозначены как a1 и a2, ба-
зисный вектор элементарной ячейки a3 ориентиро-
ван между слоями.

Функции ΦF и ΦG определяются формулами

ΦF (iωm) =
∑

nl

|γF (nl)|2(NF
n −NF

l )

iωm + EF
n − EF

l

, (26)

ΦG(iωm) =
∑

nl

|γG(nl)|2(NG
n −NG

l )

iωm + EG
n − EG

l

, (27)

в которых NF
n и NG

n обозначают числа заполнения
ОС для F и G подрешеток. Знаменатель (23)

det(p) =
[

1 + IkΦ
F /2

] [

1 + IkΦ
G/2

]

− J2
kΦ

FΦG/4.(28)

после аналитического продолжения дает уравнение
для вычисления спектра возбуждений

det(k, iωm −→ ω + iδ) = 0, δ −→ +0. (29)

6. Квантовые эффекты и намагниченность

АФМ в фазах I и III при T ≪ TN . Известно, что
в одноосных АФМ при низких температурах в фазе
I в магнитном поле, направленном вдоль оси анизо-
тропии, намагниченность с точностью до экспонен-
циально малых слагаемых равна нулю и не зависит
от H . С этой же точностью независимость намагни-
ченности от H имеет место и в фазе III при H > Hc

sat

(Hc
sat – критическое поле насыщения), когда подре-

шетки выстраиваются вдоль легкой оси.
Учет ТКОА качественно меняет ситуацию. В

этом случае изменение M описывается слагаемыми,
имеющими степенную малость, а не экспоненциаль-
ную. Действительно при T ≪ TN из выражений (13)
и (16) следует, что система уравнений самосогласо-
вания для нахождения σ

F
и σ

G
записывается в виде

σ
F
= S − 3 sin2 α+, σ

G
= −S + 3 sin2 β+. (30)

Ее решение для фазы I в квадратичном по параметру
B и линейном по H приближениях при учете соотно-
шений (14) и (17) дает выражение для намагничен-
ности M(H,T ) = σF +σG (в единицах µ

B
), в расчете

на один ион Mn:

M(H) =

(

192

25

)(

B

I+

)2(
H

I+

)

, I+ = I0 + J0. (31)

Видно, что ТКОА из-за квантовых эффектов приво-
дит к увеличению намагниченности с ростом H .

В фазе III σ
F
= σ

G
и намагниченность имеет вид:

M(H) = 2

[

5

2
− 24

5

(

B

I+

)2

+
96

25

(

B

I+

)2(
δH

I+

)

]

, (32)

где δH = H−2SJ0. Второе слагаемое в правой части
дает уменьшение намагниченности из-за квантовых
эффектов. Третье слагаемое описывает парапроцесс,
обусловленный подавлением магнитным полем отме-
ченных эффектов. Физическая причина квантовых
ренормировок связана с тем, что оператор Ω̂3

4 сме-
шивает состояния с разными проекциями спина.

В связи с этими результатами необходимо сделать
важное замечание. Напомним, что неелевское состоя-
ние соответствует собственной функции гамильтони-
ана (1) лишь приближенно даже в отсутствие ТКОА.
Поэтому в системе присутствуют так называемые ну-
левые квантовые колебания (НКК), уменьшающие
намагниченности подрешеток при T = 0.
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В одноосном АФМ приложенное вдоль легкой оси
магнитное поле в фазе I действует на спины F - и G-
подрешеток по разному. Для спинов F -подрешетки
поле H способствует упорядочению, тогда как для
G-подрешетки оно действует противоположно. По-
этому можно было бы ожидать, что НКК при H 6= 0

также могут инициировать дополнительный вклад в
зависимость намагниченности от H .

Для разрешения этого вопроса, вычислим вклад
НКК в намагниченность (для простоты) одноосного
АФМ в продольном магнитном поле в фазе I.

Используя функцию Грина (22) и хорошо из-
вестную процедуру нахождения средних, после сум-
мирования по мацубаровским частотам [25], полу-
чим выражение, описывающее намагниченность F -
подрешетки в расчете на один узел

σF = S − 1

2N

∑

k

Ak − ωk

ωk
− (33)

1

2N

∑

k

{

Ak − ωk

ωk
f

(

Ω−
k

T

)

+
Ak + ωk

ωk
f

(

Ω+
k

T

)}

,

где f(x) – функция распределения Бозе–Эйнштейна,

Ω±
k = ωk ±H, ωk =

√

[Ak − SJk][Ak + SJk],

Ak = εa + S(J0 + I0 − Ik), εa = 4D2 + 34D4. (34)

Для намагниченности G-подрешетки получаем

σG = −S +
1

2N

∑

k

Ak − ωk

ωk
+ (35)

1

2N

∑

k

{

Ak + ωk

ωk
f

(

Ω−
k

T

)

+
Ak − ωk

ωk
f

(

Ω+
k

T

)}

.

Суммы в первых строках (33) и (35) обусловлены
НКК, а слагаемые вторых строк описывают умень-
шение намагниченностей подрешеток за счет тепло-
вых возбуждений квазичастиц.

Существенно, что вклады НКК не зависят от H .
В результате намагниченность магнетика в расчете
на один ион Mn при T ≪ TN не зависит от НКК и
определяется только тепловыми флуктуациями

M(H,T ) =
1

N

∑

k

{

f

(

Ω−
k

T

)

− f

(

Ω+
k

T

)}

. (36)

Однако, эта формула дает увеличение M с ростом
поля H в области 0 < H < Hsf , значительно мень-
шее, чем это наблюдается в эксперименте [15].

При B 6= 0 НКК начинают давать вклад в на-
магниченность, но при реальных параметрах ОА они
много меньше вклада (31). Это связано с тем, что,

кроме малостей по B и H , НКК приводят к дополни-
тельной малости, связанной с разложением по 1/r30.

Сказанное снимает поставленный вопрос о вкладе
НКК в зависимость M(H) в фазе I.

7. Ренормировки критических полей. Гра-
ница области реализации фазы I определяется по-
лем спин-флоп перехода Hsf , которое находится из
условия обращения в ноль энергии возбуждения при
k = 0. Из формул (26) и (27) при T ≪ TN получаем

ΦF (iωm) =
2S̃

iωm − EF
21

, ΦG(iωm) =
−2S̃

iωm + EG
21

, (37)

где

S̃ = S(1 + ξ), ξ = (12/25)(B/I+)
2,

EF
21 = H + εa + SI+ + 36B2/(5I+), (38)

EG
21 = −H + εa + SI+ + 36B2/(5I+).

Возникновение ренормировки ∼ ξ, обусловлено уче-
том взаимодействия спиновой динамики с динами-
кой высших мультиполей. Зацепление этих степеней
свободы происходит из-за ТКОА. При этом диспер-
сионное уравнение принимает вид:

[ω − EF
21 + S̃Ik][ω + EG

21 − S̃Ik] + (S̃Jk)
2 = 0. (39)

Из него получаем две ветви спектра в фазе I:

Ω1k = ω̃k −H, Ω2k = ω̃k +H, (40)

ω̃k =
√

[ε̃a + E−
k ][ε̃a + E+

k ], (41)

E∓
k = S̃(I0 − Ik + J0 ∓ Jk), ε̃a = εa + 6B2/I+. (42)

Отсюда следует выражение для критического поля

Hsf =

√

ε̃a(ε̃a + 2S̃J0). (43)

В фазе III подрешетки идентичны, поэтому

ΦF (iωm) = ΦG(iωm) = 2S̃/(iωm − E21), (44)

и две ветви спектра определяются выражениями:

Ω±
k = H −Hc

sat + S̃[I0 − Ik + J0 ± Jk], (45)

где второе критическое поле имеет вид

Hc
sat = 2σJ0 − ε̃a, σ = S − (24/5)(B/I+)

2. (46)

Видно, что ренормировки сужают область реализа-
ции фазы II.

8. Особенности M(H) при спин-флоп пере-

ходе. При решении уравнений для σF и σG парамет-
ры модели выбирались при учете четырех условий.
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Рис. 2. (Цветной онлайн) (a) – Теоретические зависимости z-компоненты суммарной намагниченности подрешеток Mz

от поля H , приложенного вдоль оси Oz при температурах: T = 2, 10, 16 K. Параметры I0 = 0.516мэВ, J0 = 0.219мэВ,
D2 = 0.0095мэВ, D4 = 0, B = 0.12мэВ (см. текст). На вставке сплошной линией приведена зависимость Mz(H)

для H ≤ Hsf , рассчитанная из формулы (31). Штриховой линией продемонстрирована зависимость в отсутствии
тригональной компоненты кристаллического поля (B = 0), см. (36). (b) – Экспериментальные данные для полевых
зависимостей намагниченности в поле H ||c для MnBi2Te4 из работ [14, 15] при температурах T = 2, 4, 6, 10K

Рис. 3. (Цветной онлайн) Магнитная структура в фазах I, II, III (слева направо). Красный цвет соответствует положи-
тельной компоненте намагниченности вдоль оси Oz, синий – отрицательной. Стрелки в фазе II (рисунок посередине)
определяют вектор намагниченности в плоскости M⊥ = (Mx,My)

Два из них определяются выражениями для крити-
ческих полей (43) и (46). Получающиеся значения
должны были совпадать с экспериментальными дан-
ными Hsf = 3.7Тл и Hc

sat = 8.1Tл [14, 15].
Третье ограничение связывает сумму обменных

интегралов I0 и J0 со среднеполевым значением тем-
пературы Нееля: TN = S(S + 1)(I0 + J0)/3. Наконец,
параметр B определялся так, чтобы обеспечить при
T ≪ TN парапроцесс в фазе III и заметное нараста-
ние намагниченности в фазе I, но при этом сохранить
фазу II.

Результаты решения уравнений самосогласова-
ния (4)–(7), демонстрирующие важную роль кванто-
вых эффектов при интерпретации обнаруженных в
MnBi2Te4 особенностей поведения намагниченности,
показаны на рис. 2a.

В фазах I и III при T ≪ TN имеет место рост
M при увеличении H . Это согласуется с эксперимен-
тальными данными, показанными на рис. 2b. Физи-

ческая причина такой зависимости, как отмечалось
выше, связана с проявлением квантовых эффектов,
инициируемых ТКОА. При возрастании температу-
ры к отмеченному эффекту примешиваются вклады
от тепловых флуктуаций. Этим объясняется более
сильная зависимость M(H) в области больших T .

На рисунке 3 показаны фрагменты положений
ионов Mn, формирующих три ближайших слоя. В
каждом из них ионы находятся в узлах треугольных
решеток. Левая часть рис. 3 соответствует фазе I, в
которой спины F-подрешетки находятся в среднем
слое (красные сплошные кружки) и ориентированы
вдоль оси Oz. Проекции положений ионов Mn из
нижнего и верхнего слоев на средний слой показа-
ны синими кружками и окружностями соответствен-
но. Спины этих ионов ориентированы против оси Oz
(G-подрешетка). Средний фрагмент показывает спи-
новую конфигурацию в фазе II. В ней z-проекции
спинов обеих подрешеток ориентированы по оси Oz,
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а поперечные составляющие для F- и G-подрешеток
обозначены красными и синими стрелками соответ-
ственно. В фазе III (правый фрагмент) все спины
ориентированы по оси Oz.

Из сравнения зависимостей M(H), показанных
на рис. 2a и b видно, что в фазе III теоретическое
значение намагниченности оказывается близким к
номинальному, но больше экспериментального. Та-
кое расхождение объяснялось ранее влиянием дефек-
тов [15], которые не учитываются в рассматриваемой
модели. В этой связи отметим работу [19], в кото-
рой для гетероструктуры, приготовленной на основе
MnBi2Se4 и Bi2Te3 и являющейся АФМ ТИ, полу-
чены важные результаты о характере разупорядоче-
ния и о влиянии неидеальности на магнитные свой-
ства. В частности, было установлено, что ионы мар-
ганца могут занимать позиции, отличные от номи-
нальных. При этом возникают магнитные взаимодей-
ствия между ионами Mn и Se, что указывает на наве-
дение магнитного момента на ионах Se. Эти данные
говорят о необходимости обобщения рассмотренной
модели с целью учета дефектов, в окрестности кото-
рых будет происходить перераспределение спиновой
плотности. В результате можно ожидать уменьше-
ние M . Однако рассмотрение этого важного вопроса
выходит за рамки данной работы.

Новая особенность, обусловленная ТКОА, прояв-
ляется в фазе II (см. рис. 4): кроме σx

F
и σx

G
= −σx

F

отличны от нуля σy
F

и σy
G
= σy

F
, (ось Ox параллельна

базисному вектору a1 треугольной решетки). С фено-
менологической точки зрения возникающая геомет-
рия векторов намагниченностей подрешеток объяс-
няется двуосностью кристалла, при которой появля-
ется “эффективное” поле анизотропии, направление
которого не совпадает с направлением вектора a1.

Зависимости не равных нулю компонент намагни-
ченностей подрешеток от H , когда реализуется про-
хождение через три фазы, показано на рис. 4.

9. Заключение.

1. Показано, что квантовые эффекты, иниции-
руемые тригональной компонентой ОА, приводят в
низкотемпературной области к возникновению зави-
симости намагниченности от магнитного поля как
до спин-флоп перехода, так и в фазе “схлопнутых”
подрешеток. При этом наличие парапроцесса в фа-
зе III, когда намагниченности подрешеток ориенти-
рованы вдоль оси Oz, связано с тем, что магнитное
поле подавляет квантовые эффекты и приводит к
экспериментально наблюдаемому росту намагничен-
ности. Это соответствует особенностям в зависимо-
сти M(H), обнаруженным при изучении магнитных
свойств АФМ ТИ MnBi2Te4.

Рис. 4. (Цветной онлайн) В фазе I красная сплошная
(штриховая) линия соответствует значениям σz

F
(|σz

G
|);

в фазе II красная, синяя (сплошные) и зеленая (пунк-
тирная) линии демонстрируют зависимости σz

F
= σz

G
,

σx
F
= −σx

G
и |σy

F
| (σy

F
= σy

G
) соответственно; в фазе III

σz
F

= σz
G

, (красная линия). T = 2K, параметры как и
на рис. 2a

2. Утверждение о важной роли квантовых эф-
фектов основано на результатах теории, использую-
щей атомное представление, а также диаграммную
технику для ОХ. Такой подход позволил корректно
описать влияние сильной ОА и получить дисперси-
онное уравнение, определяющее спектр возбуждений
при учете недиагонального характера ОА;

3. Проанализированы поправки к намагниченно-
сти подрешеток, обусловленные нулевыми кванто-
выми колебаниями, возникающими вследствие того,
что неелевское состояние не соответствует точной
функции гамильтониана системы. В аналитическом
виде показано, что поправки не зависят от магнит-
ного поля и не могут объяснить обнаруженные в экс-
перименте аномалии.

4. После решения дисперсионного уравнения
из условий потери положительной определенности
спектра возбуждений в магнитном поле получены
ренормированные выражения для критических
полей Hsf и Hc

sat.
5. При учете этих соотношений посредством

численного решения системы уравнений самосогла-
сования построены зависимости намагниченности
от магнитного поля при различных температурах.
Полученные закономерности качественно правильно
отражают особенности полевых зависимостей в
MnBi2Te4.

6. Применение результатов теории не ограничи-
вается описанием магнитной подсистемы MnBi2Te4,
а в равной мере может быть использовано для ин-

Письма в ЖЭТФ том 120 вып. 7 – 8 2024



Квантовые эффекты при спин-флоп переходе в топологическом антиферромагнитном изоляторе . . . 529

терпретации свойств анизотропных квазидвумерных
магнетиков с треугольной решеткой в слоях. Вместе
с тем необходимо отметить, что перенос результатов
теории на ультратонкие пленки, актуальные с точ-
ки зрения возможной реализации в них квантового
аномального эффекта Холла, требует корректиров-
ки. Это связано, в частности, с тем, что в нашем
рассмотрении оператор ОА однороден, тогда как в
тонких пленках поверхностные эффекты могут ин-
дуцировать неоднородность кристаллического поля.
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Моно- и поликристаллические образцы оксиборатов Mg2−xMn1+xBO5 (x = 0.0, 0.2, 0.4) получены
впервые методами спонтанной кристаллизации из раствора–расплава и твердофазной реакцией. Иcсле-
дования рентгеновской дифракции показали, что с ростом концентрации марганца соединения кристал-
лизуются в ряду людвигит (пр.гр. Pbam) – халсит (пр.гр. P2/m) – ортопинакиолит (пр.гр. Pbam) и
относятся к семейству боратов “обойного типа 3 Å”. Общей особенностью материалов является наличие
октаэдрических комплексов (стенок), построенных из четных кристаллографических позиций, запол-
ненных ионами марганца со смешанной валентностью. Исследования статической намагниченности и
теплоемкости соединений состава Mg2−xMn1+xBO5 (x = 0.0, 0.2, 0.4), выполненные впервые, показали,
что при охлаждении возникают магнитные переходы, связанные с упорядочением нескольких магнит-
ных подсистем.

DOI: 10.31857/S0370274X24100089, EDN: GUAOEQ

Введение. Явление зарядового упорядочения
является одним из наиболее интригующих в физике
конденсированного состояния, затрагивающее основ-
ные подсистемы вещества: структурную, электрон-
ную, орбитальную и магнитную [1–3]. Начиная с от-
крытия фазового перехода в магнетите (Fe3O4) [4],
зарядовое упорядочения является объектом интен-
сивных исследований в оксидных (манганиты [5], ва-
надаты [6] и т.д.), а с недавнего времени и в боратных
соединениях.

Людвигит железа Fe3BO5 при охлаждении испы-
тывает каскад фазовых переходов, первый из ко-
торых (Tst = 283K) связан с упорядочением за-
рядовой подсистемы и сопровождается структур-
ным переходом и аномалиями электросопротивле-
ния. Далее происходит последовательное и неза-
висимое упорядочение двух магнитных подсистем
(TN = 110 и 70 K), построенных на неэквивалент-
ных кристаллографических позициях. В результате
возникает неколлинеарное ортогональное упорядоче-
ние спинов. Рентгеновскими, синхротронными, спек-
троскопическими и нейтронными методами экспери-

1)См. дополнительный материал к данной статье на сайте
нашего журнала www.jetpletters.ac.ru

2)e-mail: nbelsk@mail.ioffe.ru

ментально установлено, что эффекты зарядового и
структурного упорядочения затрагивают только чет-
ные позиции М2 и М4. В триаде М4–М2–М4 [7] име-
ется один экстра-электрон, который может быть “ло-
кализован” на узле M2, создавая связанные зарядо-
вые состояния Fe3+–Fe2+–Fe3+ или быть “распреде-
лен” между тремя узлами (Fe2.67+–Fe2.67+–Fe2.67+)
(тример) или между двумя узами (Fe2.5+–Fe2.5+–
Fe3+) (димер). Зарядовое упорядочение в Fe3BO5

происходит по типу димеризации спиновой лестни-
цы M4–M2–M4, при котором ион Fe2 смещается в на-
правлении иона Fе4 в триаде, создавая димеры, рас-
пространяющиеся вдоль короткого кристаллографи-
ческого направления. Электронный переход сопро-
вождается изоструктурным переходом Pbam(55) →
→ Pbam(62) с удвоением параметра c. Низкотемпе-
ратурные исследования показали, что полного по-
рядка заряда не возникает вплоть до 2 К [1, 7–10].

Подобное поведение зарядовой и связанной с ней
фононной подсистем можно ожидать и в других изо-
структурных соединениях при замене иона железа
ионами кобальта, марганца или ванадия, проявля-
ющими гетеровалентность. В связи с этим особую
актуальность приобретает поиск людвигитов со сме-
шанной валентностью и исследование в них возмож-
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Кристаллические структуры: (а) – Mg2MnBO5 со структурой людвигита; (b) – Mg1.8Mn1.2BO5

со структурой халсита; (c) – Mg1.6Mn1.4BO5 со структурой ортопинакиолита. Октаэдрические комплексы, в которых
ионы разделены наибольшим (d) и наименьшим (e) межионным расстоянием на примере ортопинакиолита. Октаэд-
рические позиции M5, занятые преимущественно ионами Mn3+, обозначены синим цветом.

ных электронных/структурных переходов. В лите-
ратуре имеется одна работа, в которой упоминается
исследование кристаллической структуры марганце-
вого людвигита Mn3BO5 [11]. Наши прямые попыт-
ки синтезировать Mn3BO5 методом спонтанной кри-
сталлизации или твердофазным методом пока оказа-
лись безуспешными. Поэтому людвигит Mg2MnBO5

был выбран в качестве исходного материала с после-
дующим замещением части ионов магния на мар-
ганец. Это позволило получить полиморфные фа-
зы людвигита и пронаблюдать появление смешанно-
валентных состояний ионов марганца, а также впер-
вые исследовать эволюцию магнитных свойств в по-
лученных соединениях.

Синтез образцов и эксперименталь-

ные методики. Монокристаллы оксиборатов
Mg2−xMn1+xBO5 (x = 0.2 и 0.4) были выраще-
ны впервые раствор-расплавным методом, по-
дробно описанном в разделе S1 дополнительных
материалов.

Для синтеза Mg2MnBO5 был применен метод
твердофазной реакции (раздел S2).

В разделе S3 дополнительных материалов приве-
дено описание экспериментальных методик.

Результаты и обсуждение. Рассеяние рентге-
новского излучения монокристаллом Mg1.8Mn1.2BO5

(x = 0.2) показало, что это соединение изострук-
турно минералу халсит и кристаллизуется в моно-
клинной симметрии (P2/m(10)) с параметрами эле-

ментарной ячейки (ПЭЯ) a = 5.3266(4) Å, b =

= 3.0180(2) Å, c ∼ 10.8743(7) Å, β = 95.274(2)◦,
V = 174.1(4) Å3, Z = 1 (табл. S2).

Кристаллы состава Mg1.6Mn1.4BO5 (x = 0.4)
изоструктурны минералу ортопинакиолит, облада-
ют ромбической симметрией (Pbam(55)) с ПЭЯ a =

= 18.3332(14) Å, b = 12.5173(10) Å, c = 3.0385(2) Å,
V = 697.28(9) Å3, Z = 4 (табл. S2).

Изменение симметрии в полной мере отразилось
на морфологии кристаллов (рис. S2). Кристаллы с
более низкой симметрией имели пластинчатую мор-
фологию, близкую к родительской кристаллической
фазе пинакиолита [12] (рис. S2a). В свою очередь,
габитус кристаллов со структурой ортопинакиоли-
та представлял собой удлиненные призмы в форме
игл (рис. S2b). Кристаллы людвигитов, обладающие
такой же пространственной группой симметрии, так-
же характеризуются ярко выраженной анизотропией
формы и похожи на иглы [13, 14].

Исследование порошкообразных образцов
Mg2MnBO5 показало, что материал кристалли-
зуется в ромбической симметрии, пространственная
группа Pbam(55), и изоструктурен минералу людви-
гит (Rw = 2.13%, S = 1.7025). ПЭЯ a = 9.1944(6) Å,
b = 12.4751(7) Å, c = 2.99885(17) Å, V = 343.97(4) Å3,
Z = 2, близки к полученным ранее в работе [15].

Общими кристаллографическими особенностями
полученных материалов являются катионы (Me)
внутри кислородных октаэдров – MeO6 и атомы
бора в планарном окружении кислорода – тре-
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Таблица 1. Факторы заполнения неэквивалентных кристаллографических позиций в Mg2−xMn1+xBO5 (x = 0 [15], 0.2 и 0.4).
Нумерация атомов присвоена на основе структуры людвигита для унификации представлений кристаллических структур

Mg2MnBO5 [15] Mg1.8Mn1.2BO5 Mg1.6Mn1.4BO5

Позиции

Кристал-

лические

позиции

Вайкоффа

Коэффициент

заселенностей
Позиции

Кристал-

лические

позиции

Вайкоффа

Коэффициент

заселенностей
Позиции

Кристал-

лические

позиции

Вайкоффа

Коэффициент

заселенностей

M1 2b 0.86Mg+0.14Mn M1 2e 0.71Mg +0.29Mn M1 4g 0.63Mg+ 0.37Mn

M2 2c 0.65Mg+0.35Mn M2 2m 0.6Mg+0.4Mn M2 4h 0.34Mg+ 0.66Mn

M3 4h 0.9Mg+0.1Mn M3 2n 0.8Mg+0.2Mn M3 4g 0.7Mg+ 0.3Mn

M4 4g 0.27Mg+0.73Mn M4 2m 0.58Mg +0.42Mn M4 2d 0.92Mg+ 0.08Mn

M5 1a 0.09Mg +0.91Mn M5 2b Mn

M6 4h 0.31Mg+ 0.69Mn

M7 4g 0.79Mg+ 0.21Mn

угольные (BO3)3−-группы. Кислородные октаэдры,
объединяясь через общие ребра, образуют стенки
различной формы. Соединяясь вершинными атома-
ми кислорода и посредством BO3-групп, стенки фор-
мируют сложные каркасы кристаллических струк-
тур, как показано на рис. 1a–c. Среди ПЭЯ вы-
деляется параметр ∼ 3 Å, на основании чего, ис-
следуемые соединения можно отнести к семейству
боратов “обойного типа 3 Å” (“wall-paper type”), в ко-
торых основные структурные мотивы, распростра-
няются вдоль короткого кристаллографического на-
правления (рис. 1d и e). Катионы занимают несколь-
ко неэквивалентных кристаллографических позиций
(табл. 1). Часть позиций заняты смесью ионов маг-
ния и марганца. Упорядоченное распределение ка-
тионов вызывает увеличение числа неэквивалентных
позиций и, соответственно, кратное увеличение пара-
метров решетки. Эффект структурного упорядоче-
ния наблюдается на примере ортопинакиолита, кото-
рый, обладая одной той же группой симметрии, что
и людвигит (Pbam(55)), имеет семь неэквивалентных
позиций вместо четырех.

Чтобы унифицировать описание сложных кри-
сталлических структур полученного ряда соедине-
ний, можно выделить основные структурные элемен-
ты и общие структурные комплексы. Во всех иссле-
дуемых структурах имеются нечетные катионные по-
зиции (М1, М3, M5, М7), занятые преимущественно
ионами одного сорта (табл. 1). Концентрация ионов
Mg2+ в позициях M1, M3 и М7 достигает 90, 80, 70 %
для x = 0.0, 0.2 и 0.4 соответственно. Соединяясь
через вершинный атом кислорода с углом связи Me–
O–Me ≈ 120◦, октаэдры M1O6, M3O6 и M7O6 форми-
руют триады M3–M1–M3 (людвигит, халсит) и М7–
М1–М3 (ортопинакиолит) с наибольшим межионным
расстоянием (табл. 2 и рис. 1d). Позиция M5 занята
исключительно ионами Mn3+ (табл. S3) [16]. Таким

образом, металлические ионы в нечетных позициях
формируют катионно-упорядоченный комплекс.

Напротив, четные металлические позиции (М2,
M4, M6) характеризуются высокой степенью кати-
онного беспорядка и заняты смесью ионов магния
и марганца. Ряды из N октаэдров, где N = 3,
5, 7. . .∞, соединенных общим ребром, объединяют-
ся в стенки. В людвигите Mg2MnBO5 стенка состо-
ят из триад М4–М2–М4 (N = 3), в халсите – это
пентада М6–М2–М4–М2–М6 (N = 5). В такеучиите
Mg1.71Mn1.29BO5 [17] данный структурный комплекс
представлен стенкой из семи октаэдров (N = 7) и
формирует гептаду (М8–М6–М4–М2–М4–М6–М8) и,
наконец, в халсите последовательно соединенные ок-
таэдры из позиций М2 и М4 формируют бесконечную
стенку (N = ∞). Внутри стенки катионы разделены
наименьшими межионными расстояниями (табл. 2).

Согласно расчетам, валентное состояние ионов
марганца в четных кристаллографических позици-
ях нецелочисленное (дробное) (табл. S3) [16]. Кон-
центрация таких состояний прогрессивно растет с
ростом содержания марганца (верхняя вставка к
рис. S3). Опираясь на результаты анализа, можно
ожидать появления смешанно-валентных состояний
в людвигите Mn3BO5 при условии полного замеще-
ния ионов Mg2+ ионами Mn2+.

В варвиките Mn2BO4 зарядовое упорядочение
происходит по орбитальному механизму и связано с
пиннингом электронной подсистемы на кристалличе-
ской решетке [18–20]. Поскольку Mn3+ является ян-
теллеровским ионом, вырождение eg-орбиталей сни-
мается, вызывая искажение координационного ок-
таэдра Mn3+O6 на узле М1. Полагается, что удли-
нение связи M1–O напрямую связано с dz2 орби-
талью, ориентированной вдоль нее. Минимизация
энергии деформации вызывает орбитальное упоря-
дочение путем выстраивания длинных осей октаэд-
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Таблица 2. Межионные расстояния в катионно-упорядоченных (нечетные позиции) и неупорядоченных (четные позиции) струк-
турных комплексах в Mg2−xMn1+xBO5 (x = 0 [15], 0.2 и 0.4)

Соединение В нечетных позициях В четных позициях

dM3−M1−M3 , Å dM5−M1−M5 , Å d(M6−)M4−M2−M4(−M6) , Å

Mg2MnBO5
3.4993(14)

N = 3 (триада)

2.7863(11)−2.7863(11)

N = 3 (триада)

Mg1.8Mn1.2BO5
3.4810(12)

N = 3 (триада)
3.0611(2)

2.655(45)−2.675(45)

N = ∞

(бесконечная стенка)

Mg1.6Mn1.4BO5
3.4952(22)

N = 3 (триада)
3.0811(13)

2.7321(32)−2.66664(30)

N = 5 (пентада)

ров M1O6 в двойные цепочки, и сопровождая заря-
довое упорядочение. Такое упорядочение деформа-
ций вызывает понижение симметрии до моноклин-
ной (пр. гр. P21/n (14)). Двойные цепочки форми-
руют периодическое пространственное распределе-
ние заряда, что отвечает минимуму потенциальной
энергии системы, связанной с электрон-фононным и
электрон-электронным взаимодействиями. Посколь-
ку перекрытие с p-орбиталями кислорода гораздо
больше в случае dz2-орбиталей, чем t2g-орбиталей,
такое упорядочение заряда сохраняется при тем-
пературах намного выше упорядочения магнитных
моментов (TN = 26K) и наблюдается вплоть до
1000 К [18]. В t2g-системах, прототипом которых яв-
ляются людвигит Fe3BO5 и варвикит Fe2BO4, ян-
теллеровское расщепление и расщепление кристал-
лического поля слабее и установление магнитного и
зарядового порядков возникают при температурах
одного порядка величины: TN = 110K, TCO = 283K
в людвигите и 150 и 340 K в варвиките [1, 8–10, 21–
23]. Орбитальное упорядочение является не только
источником зарядового упорядочения в Mn2BO4, но
и катионного упорядочения в замещенном MgMnBO4

и, как следствие, дальнего магнитного порядка в по-
следнем [24].

Катионно-упорядоченная позиция М5, вероятно,
является следствием упорядочения локальных ок-
таэдрических деформаций, вызванных присутстви-
ем ян-теллеровского иона Mn3+. Заполнение других
неэквивалентных позиций данными ионами приво-
дит к изменению локальной симметрии координа-
ционных октаэдров. Чем выше концентрация таких
ионов на узле, тем больше октаэдрические искаже-
ния. Экспериментально это проявляется в значитель-
ном аксиальном удлинении октаэдра Mn3+O6, увели-
чении среднего межионного расстояния <Mn3+–O>
и коррелирует с отрицательной величиной главной
компоненты тензора градиента электрического поля
(ГЭП) Vzz [18] (табл. 3, рис. S3). Позиция M5 в хал-

сите и ортопинакиолите является аналогом позиций
М1 в варвикитах Mn2BO4 [18] и MgMnBO4 [24]. По
аналогии с Mn2BO4, можно ожидать, что в исследу-
емых материалах зарядовое упорядочение сохранит-
ся при температурах выше комнатной. Кислородные
октаэдры М1O6, М3O6 и М7O6, преимущественно за-
нятые ионами Mg, аксиально сжаты и показывают
наибольшую регулярность (положительная величи-
на Vzz) (табл. 3).

Кристаллическая структура Mg2MnBO5 была ре-
шена ранее [15], но его магнитные свойства до сих
пор изучены не были. На рисунке 2 показаны тем-

Рис. 2. (Цветной онлайн) Температурные зависимости
намагниченности поликристалла Mg2MnBO5 в поле
H = 10Э. Заполненные и пустые символы обозначают
режимы измерения при охлаждении в поле (FC) и без
него (ZFC). Верхняя вставка: зависимости магнитной
восприимчивости от температуры, измеренные в полях
10 и 600 Э. Нижняя вставка: обратная магнитная вос-
приимчивость как функция температуры, прямая ли-
ния – аппроксимация законом Кюри–Вейсса

пературные зависимости намагниченности поликри-
сталлического образца Mg2MnBO5, измеренные в по-
ле 10 и 600 Э. Ниже 45 К наблюдается резкий рост
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Таблица 3. Главная компонента тензора ГЭП (e/Å3) в кристаллах Mg2−xMn1+xBO5 (x =0 [15], 0.2 и 0.4) со структурами лю-
двигит, халсит, ортопинакиолит соответственно и Mg1−xMn1+xBO4 (x = 0.0 [24], 1.0) со структурой варвикит. Положительный
и отрицательный знаки означают аксиальное сжатие и растяжение координационного октаэдра соответственно. Звездочкой (*)
помечены значения для кристаллографических позиций, которые заняты ионами Mn3+

M1 M2 M3 M4 M5 М6 М7

Mg2MnBO5 [15] 0.0146 −0.1318 0.1642 −0.2205*

Mg1.8Mn1.2BO5 0.0719 0.2041 0.0809 −0.1785 −0.221*

Mg1.6Mn1.4BO5 0.1085 0.1776 0.0818 −0.1307 −0.174* −0.1814 0.1202

Mn2BO4 [18] −0.42* 0.11

MgMnBO4 [24] −0.47* 0.12

магнитного момента и расхождение кривых намагни-
чивания, измеренных при охлаждении в поле (FC) и
без поля (ZFC). При уменьшении температуры FC
намагниченность монотонно растет, ZFC намагни-
ченность показывает два отчетливых максимума при
T1 = 40 и T2 = 29К в (верхняя вставка к рис. 2). Под
действием внешнего магнитного поля 600 Э интен-
сивность низкотемпературного перехода резко воз-
растает, а сам переход слегка смещается в область
малых температур (T2 = 27К для H = 600Э), ин-
тенсивность перехода при T1 меняется слабо и его
положение не зависит от напряженности внешнего
поля (вставка к рис. 2). Таким образом, магнитное
поведение Mg2MnBO5 обнаруживает общие особен-
ности с другими людвигитами [25, 26]. По анало-
гии с ними, переход при T1 можно связать с уста-
новлением дальнего ферри- или антиферромагнит-
ного порядка, тогда как аномалия при T2, предполо-
жительно, связана со спин-ориентационным перехо-
дом, в результате которого появляется слабый маг-
нитный момент (∼ 0.05µB/ф.ед. при = 4.2К в поле
600 Э). Обработка обратной магнитной восприимчи-
вости при температурах T > 60K законом Кюри–
Вейсса 1/χ = C/(T−θ), где C – постоянная Кюри, θ –
температура Кюри–Вейсса (нижняя вставка к рис. 2)
дает параметры магнитной подсистемы, отраженные
в табл. 4. Полученная величина магнитного момента
µeff = 3.99µB/ф.ед. сильно занижена по сравнению
с ожидаемой (4.89µB/ф.ед.), что может быть след-
ствием недостаточно точной обработки данных вви-
ду ограничения температурного интервала измере-
ний.

Температурные зависимости намагниченности
монокристаллов Mg2−xMn1+xBO5 для x = 0.2 и 0.4
показаны на рис. 3a и b, соответственно. Следует
отметить, что в магнитном поле H = 500Э сигнал
от Mg1.8Mn1.2BO5 слаб и сильно зашумлен. По
этой причине измерения выполнены в поле 5 кЭ.
Материал демонстрирует умеренную магнитную
анизотропию. Вблизи T1 = 90К на кривой на-
магничивания перпендикулярно пластине (H⊥),

наблюдается аномалия в виде слабоинтенсивно-
го максимума. Если внешнее поле направлено
параллельно плоскости пластинки (H‖), намаг-
ниченность монотонно растет и при T2 = 30K
становится больше таковой в перпендикулярном
направлении. Это может быть признаком переори-
ентации магнитной подсистемы, индуцированной
как температурой, так и внешним полем. В широком
интервале температур (70 < T < 300K), обратная
магнитная восприимчивость 1/χ монокристалла
Mg1.8Mn1.2BO5 подчиняется закону Кюри–Вейсса
(вставка к рис. 3а). Результаты подгонки приведены
в табл. 4.

В отличие от халсита Mg1.8Mn1.2BO5 ортопи-
накиолит Mg1.6Mn1.4BO5 демонстрирует выражен-
ную магнитную анизотропию, свойственную людви-
гитам [14]. При низких температурах магнитный мо-
мент вдоль оси иголки, которая совпадает с кри-
сталлографическим направлением c (H‖) на поря-
док величины меньше, чем в плоскости, перпенди-
кулярной оси c (H⊥) (рис. 3b). По мере уменьше-
ния температуры соединение испытывает несколь-
ко магнитных переходов, связанных с трансформа-
цией магнитной подсистемы. В поле H = 500Э на-
магниченность показывает слабоинтенсивный мак-
симум при T1 ∼ 90K, за которым следует резкий
рост магнитного момента вблизи T2 = 33К (вставки
к рис. 3b). Ниже этой температуры происходит рас-
хождение кривых FC и ZFC. Наконец, при темпера-
туре T3 = 7.5К обе кривые демонстрируют слабое
изменение магнитного момента. С ростом напряжен-
ности магнитного поля интенсивность перехода при
T2 быстро возрастает и приводит к тому, что в поле
H = 5 кЭ аномалия при T1 становится неразличима
на фоне растущего ферромагнитного вклада. В пара-
магнитной области анизотропия магнитной воспри-
имчивости мала. В отличие от халсита, в ортопина-
киолите корреляции ближнего порядка сохраняются
вплоть до температур 200 K и проявляются в зна-
чительном отклонении обратной магнитной воспри-
имчивости 1/χ от закона Кюри–Вейсса. Обработка
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Температурные зависимости намагниченности монокристаллов Mg1.8Mn1.2BO5 (а) и
Mg1.6Mn1.4BO5 (b) в полях H = 5кЭ и 500 Э соответственно. H‖ и H⊥ соответствуют ориентации внешнего магнитного
поля параллельно и перпендикулярно плоскости пластины или иголки соответственно. Заполненные и пустые симво-
лы обозначают режимы измерения FC и ZFC. Вставка слева: обратная магнитная восприимчивость Mg1.8Mn1.2BO5,
прямая линия – аппроксимация законом Кюри–Вейсса. Вставки справа: области магнитных переходов в увеличен-
ном масштабе. Изотермы намагниченности монокристаллов Mg1.8Mn1.2BO5 (c) и Mg1.6Mn1.4BO5 (d), измеренные при
T = 4.2К в поле, направленном параллельно и перпендикулярно плоскости пластины или иголки соответственно

Таблица 4. Параметры подгонки магнитной восприимчивости монокристаллов Mg1.8Mn1.2BO5 и Mg1.6Mn1.4BO5 для направ-
лений внешнего поля параллельно и перпендикулярно плоскости пластины и иголки, соответственно. Экспериментальное и
теоретическое значение эффективного магнитного момента обозначены как µeff и µth, соответственно. Для образца Mg2MnBO5

представлены данные усредненные по всем направлениям (поликристалл)

θ, K C, Гс · см3/моль µex
eff , µB/ф.ед. µth

eff , µB/ф.ед.

H‖ H⊥ H‖ H⊥ H‖ H⊥

Mg2MnBO5 −19 1.99 3.99 4.89

Mg1.8Mn1.2BO5 −68 −49 3.04 2.93 4.93 4.84 5.57

Mg1.6Mn1.4BO5 −51 −53 3.82 3.81 5.53 5.52 6.16

высокотемпературной части магнитной восприимчи-
вости (200 < T < 300K) дает параметры магнитной
подсистемы, приведенные в табл. 4.

Все изученные образцы демонстрируют отрица-
тельную температуру θ, что указывает на преоб-
ладание антиферромагнитных обменных взаимодей-
ствий. Полагая, что ионы Mn2+ и Mn3+ находятся в
высокоспиновом состоянии, SMn2+ = 5/2, SMn3+ = 2,

и g = 2 (спиновый магнетизм) с ростом концен-
трации магнитных ионов ожидается увеличение эф-
фективного момента, приходящегося на формульную
единицу µth

eff (табл. 4). Экспериментально получен-
ные значения магнитных моментов слегка заниже-
ны по сравнению с ожидаемыми и, действительно,
возрастают по мере замещения немагнитного Mg2+

магнитным Mn2+.
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Зависимость Cp/T от температуры для: (а) – Mg1.8Mn1.2BO5; (b) – Mg1.6Mn1.4BO5, получен-
ные в нулевом магнитном поле и поле 90 кЭ. На вставках показана обработка экспериментальных данных по модели
Дебая–Эйнштейна

На рисунке 3c и d приведены изотермы намагни-
ченности монокристаллов Mg2−xMn1+xBO5 (x = 0.2

и 0.4) измеренные при температуре 4.2 К. Магнит-
ные моменты в поле 90 кЭ далеки от насыщения
и равны 0.7 (x = 0.2) и 1.3 (x = 0.4) µB/ф.ед.,
что значительно меньше ожидаемой величины мо-
мента насыщения Mth

s = g(xSMn2+ + SMn3+) = 5 и
6µB/ф.ед., для x = 0.2 и 0.4 соответственно. Цик-
лы намагничивания монокристалла Mg1.8Mn1.2BO5

представляют собой разомкнутые петли, что явля-
ется признаком сильной зависимости от магнитной
предыстории (рис. 3c). Магнитная кристаллографи-
ческая анизотропия мала. При намагничивании мо-
нокристалла Mg1.6Mn1.4BO5 перпендикулярно c-оси,
кривая M(H) представляет петлю гистерезиса с ве-
личиной коэрцитивного поля Hc = 5 кЭ и остаточной
намагниченностью 0.23µB/ф.ед. (рис. 3d).

В Mg2−xMn1+xBO5 (x = 0.2 и 0.4) обнаружива-
ется ряд аномалий на температурных зависимостях
теплоемкости (рис. 4): вблизи T1 ≈ 90К, T2 = 44 и
33 К и при T3 = 6 и 8 К для x = 0.2 и 0.4 соот-
ветственно. В халсите (x = 0.2) магнитный переход
при T1 обнаруживается в виде хорошо определенной
аномалии λ-типа. В магнитном поле 90 кЭ интенсив-
ность аномалии уменьшается, а сама аномалия сме-
щается в область меньших температур. Заметный из-
лом на кривой Cp/T (T ) вблизи T2 для x = 0.2 ука-
зывает на возможный магнитный переход, который,
тем не менее, явно не проявляется в магнитных изме-
рениях вдоль и перпендикулярно пластине кристал-
ла (рис. 3а). Подобная аномалия теплоемкости при
T2 = 33K наблюдается для x = 0.4 и совпадает
с началом магнитного перехода в направлении H⊥
(рис. 3b). При T3 в обоих кристаллах имеет место

куполообразная аномалия теплоемкости, интенсив-
ность которой зависит от внешнего магнитного поля.

Решеточный вклад в теплоемкость был обработан
с использованием модели Дебая–Эйнштейна (встав-
ка к рис. 4). Термодинамический предел решеточного
вклада в теплоемкость определяется как Cp = 3Rz и
равен 224.37 Дж/моль ·K, где z – количество атомов
на формульную единицу, R – универсальная газовая
постоянная. Экспериментально при T = 300K дости-
гается 70 % этой величины. Обработка решеточного
вклада дает температуры Дебая TD = 551 ± 20К и
564± 20К для x = 0.2 и 0.4 соответственно, которые
согласуются со значениями для людвигитов разных
составов [18, 26, 27].

Учитывая сложность кристаллических структур,
содержащих множество неэквивалентных кристал-
лографических позиций и связанных с ними маг-
нитных подрешеток, можно ожидать, что магнитное
поведение будет определяться величиной и знаком
обменных взаимодействий, которые, как следует из
анализа магнитной восприимчивости, носят преиму-
щественно антиферромагнитный характер.

Выводы. Методом спонтанной кристалли-
зации и твердофазной реакции получены окси-
бораты со структурами людвигит (Mg2MnBO5),
халсит (Mg1.8Mn1.2BO5) и ортопинакиолит
(Mg1.6Mn1.4BO5). Материалы относятся к семейству
боратов “обойного типа 3 Å”, кристаллическая струк-
тура которых построена из двух подсистем. Первая
подсистема является катионно-упорядоченной и
состоит из катионов в нечетных октаэдрических по-
зициях (M1, M3, M5, M7), разделенных наибольшим
межионным расстоянием. Вторая – сформирована
октаэдрами в четных позициях (M2, M4, M6).
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Ряд из N октаэдров (N = 3, 5,. . .∞) формиру-
ет триаду (людвигит), пентаду (ортопинакиолит)
и бесконечную стенку (халсит). Внутри этого
катионно-неупорядоченного комплекса катионы
разделены межионным расстоянием менее 3 Å. Со-
гласно расчетам валентных состояний, позиция М5
в халсите и ортопинакиолите занята ионами Mn3+.
В людвигите увеличение валентности в позиции
Мn4 (2.91+) согласуется с фактором заполнения
трехвалентными ионами (SOF= 73 %). Валентное
состояние ионов марганца в позициях М2 и M4
принимает значения 2.42–2.47 вал. ед. (валентных
единиц), указывая на присутствие ионов Mn2+ и
Mn3+ одновременно. По мере замещения ионов Mg2+

ионами Mn2+ концентрация таких состояний растет.
Наконец, валентность ионов магния лежит внутри
интервала ожидаемых значений (1.93–2.23 вал. ед.).

Таким образом, наряду с людвигитами, бораты
со структурой халсита и ортопинакиолита следует
рассматривать как системы со смешанной валентно-
стью. Большой интерес представляет исследование
данных материалов на предмет структурных фазо-
вых переходов, связанных с упорядочением локаль-
ных октаэдрических искажений. Измерения стати-
ческой намагниченности и теплоемкости выполне-
ны впервые и показали, что все изученные образцы
демонстрируют преобладание антиферромагнитных
обменных взаимодействий. При охлаждении иссле-
дуемые оксибораты испытывают фазовые переходы,
вызванные упорядочением и последующим замер-
занием магнитных моментов в нескольких магнит-
ных подрешетках. В материалах (Mg2−xMn1+xBO5,
x = 0.2 и 0.4) обнаруживаются аномалии теплоемко-
сти, связанные с магнитными переходами.

Измерения кристаллической структуры и маг-
нитных свойств выполнены с использованием обору-
дования Красноярского регионального центра кол-
лективного пользования ФИЦ КНЦ СО РАН.

Измерения теплоемкости проведены на базе Цен-
тра коллективного пользования Физического инсти-
тута им. П.Н. Лебедева РАН (Москва, Россия).
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Показано, что поля рассеяния сверхпроводящего вихря Пирла могут формировать связанные со-
стояния с магнитными скирмионами высокого порядка за счет орбитальных эффектов неоднородного
магнитного поля. По аналогии с недавними результатами для скирмионов с топологическим зарядом
|Q| = 1 [E. S. Andriyakhina, S. Apostoloff, and I. S. Burmistrov, Pis’ma v ZhETF 116, 801 (2022)], в таких
связанных состояниях центры магнитных скирмионов высокого порядка могут быть смещены относи-
тельно центра сверхпроводящего вихря на некоторое расстояние. Показано, что для простейших магнит-
ных скирмионов высокого порядка с |Q| = 2 действующие на магнитные скирмионы высокого порядка
пандеромоторные силы всегда стремятся сформировать некоаксиальные связанные состояния.

DOI: 10.31857/S0370274X24100097, EDN: IYTNLL

1. Введение. Скирмионы представляют собой
топологически нетривиальные полевые конфигура-
ции, являющиеся решениями нелинейных диффе-
ренциальных уравнений физики. Впервые такие ре-
шения рассмотрел Т. Скирм в ядерной физике для
барионного поля [1, 2]. В дальнейшем, аналогич-
ные распределения поля намагниченности m(r) бы-
ли найдены в 2D магнитных системах [3, 4], для ко-
торых полагалось, что m(r) осуществляет отображе-
ние S2 → S2. Практический интерес к магнитным
скирмионам обусловлен их так называемой тополо-
гической устойчивостью, а именно невозможностью
перевести нетривиальное распределение m(r) с то-
пологическим индексом/зарядом Q в распределение,
отвечающее другому значению Q, без преодоления
энергетического барьера. До последнего времени в
большинстве исследований рассматривались магнит-
ные скирмионы (МС) с Q = −1. Однако недавно в
ходе численных и физических экспериментов были
обнаружены другие магнитные вихри: скирмиониу-
мы [5], скирмионы высокого порядка [6, 7], скирми-
онные мешки [8–11], бискирмионы [12] и т.д. Пере-
численные структуры могут нести топологический
заряд |Q | 6= 1 за счет различных особенностей спи-
новых текстур. Благодаря их относительно малым
размерам, топологической устойчивости и морфоло-
гическому разнообразию, такие метастабильные кон-

1)e-mail: mshustin@yandex.ru

фигурации рассматриваются в качестве перспектив-
ных для создания устройств логики и памяти нового
поколения [13–15].

Наиболее часто рассматриваемым механиз-
мом стабилизации топологических магнитных
структур является киральное взаимодействие
Дзялошинского–Мории (Д-М), возникающее в си-
стемах без центра инверсии. Кроме него, были
предложены механизмы, обусловленные: магни-
тодипольными нелокальными взаимодействиями
[7], фрустрированными обменными связями [6, 16],
гибридизацией между локализованной магнитной
и коллективизированной электронной подсисте-
мами [12, 17]. Недавно авторами был предложен
дополнительный механизм стабилизации 2D маг-
нитных скирмионов высокого порядка (МСВП) с
|Q | > 1, за счет орбитальных эффектов неодно-
родного магнитного поля [18, 19]. Орбитальные
эффекты индуцируют в магнитном энергетиче-
ском функционале так называемое скалярное
киральное взаимодействие (СКВ) [20, 21], плот-
ность которого пропорциональна произведению
компоненты магнитного поля Hz(r), приложенной
перпендикулярно плоскости магнитной пленки,
на плотность топологического заряда конфи-
гурации

ρ(r) =

(

m ·
[

∂m

∂x
× ∂m

∂y

])

, Q =

∫

R2

ρ(r) d2r. (1)
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В случае пространственно-однородных полей такой
вклад в функционал приводит к понижению энергии
МС определенной киральности (Q = +1 или Q = −1

в зависимости от знака константы СКВ, см. ниже) по
сравнению с энергией скирмионов противоположной
киральности. Для малых МС такой отрицательный
сдвиг энергии может быть сопоставим с положитель-
ным обменным вкладом, запасенным в МС, и форми-
ровать тенденцию к их стабилизации. Однако, в од-
нородном поле вклад от СКВ не зависит от размеров
и морфологии скирмионов. Для неоднородных полей
СКВ может индуцировать новые магнитные струк-
туры, включая МСВП. В работах [18, 19] рассмат-
ривались аксиально-симметричные магнитные поля
со степенной зависимостью напряженности поля от
расстояния, Hz(r) ∼ rβ . При этом пренебрегалось
продольными компонентами Hr(r), направленными
вдоль радиальной переменной полярной системы ко-
ординат, а центр МСВП лежал на оси вращения
поля.

С другой стороны, в недавней серии работ [22–25]
было продемонстрировано, что неоднородные поля
рассеяния сверхпроводящего вихря (СВ) Пирла, кро-
ме факта формирования связанной пары МС–СВ,
существенно влияют на характеристики магнитных
скирмионов с |Q | = 1. Например, такие поля могут
стабилизировать аксиально-несимметричные связан-
ные конфигурации, в которых центры МС и СВ сме-
щены друг относительно друга на ненулевое рас-
стояние a [22, 23]. Кроме того, влияние полей рас-
сеяния может существенно сказываться на разме-
рах МС, приводить к изменению его киральности
(смене знака Q), и деформировать спиновую тек-
стуру МС [24, 25]. В отмеченных эффектах важную
роль играет продольная компонента магнитного по-
ля вихря Пирла Hr(r), взаимодействие которого с
МС наиболее существенно в области доменной стен-
ки последних.

Идея настоящей работы лежит на стыке иссле-
дований [18, 19] и [22–25]: мы рассматриваем во-
прос формирования связанной пары МСВП–СВ, но
возникающей за счет влияния орбитальных эффек-
тов полей рассеяния сверхпроводящего вихря Пир-
ла. Стоит отметить, что исследование связанных со-
стояний магнитных и сверхпроводящих вихрей в по-
следнее время актуализировалось в контексте поиска
на таких парах майорановских мод [26, 27]. Так, бы-
ло показано, что в планарных гибридных структу-
рах сверхпроводник–ферромагнетик майорановские
моды могут локализоваться на магнитных вихрях,
например, если: i) последние являются МСВП [28] ;
ii) сформирована связанная пара МС–СВ [29]. В на-

стоящей работе будет показано, что поле рассеяния
сверхпроводящего вихря может привести к возник-
новению связанной пары другого типа, МСВП–СВ.

2. Энергия магнитных скирмионов в по-

ле вихря Пирла. Рассмотрим модель квазидву-
мерной гибридной структуры сверхпроводник II ро-
да/ферромагнетик с треугольной решеткой. Будем
считать, что в сверхпроводнике реализовался СВ
Пирла. Его размеры определяются размерами ядра
вихря порядка длины когерентности ξ в СП пленке
и эффективной глубиной проникновения λ = λ2L/d,
связанной с лондоновской глубиной проникновения
λL и толщиной пленки d. В ферромагнитной пленке
будем предполагать существование топологических
магнитных вихрей типа МС с характерными ради-
усом R и шириной доменной стенки w. Будем счи-
тать, что реализуется следующая иерархия размеров
сверхпроводящего и магнитного вихрей: λ≫ R, w, ξ

и R ≫ ξ. Соответственно, при описании взаимодей-
ствия между сверхпроводящим и магнитными вих-
рями будем учитывать лишь влияние первого на по-
следние, игнорируя обратное влияние. Также прене-
брежем сверхпроводящим эффектом близости, счи-
тая, что СВ действует на магнитные скирмионы
лишь посредством аксиально-симметричных полей
рассеяния вихря: H(r) = Hz( ρ , z ) ·ez +Hρ( ρ , z ) ·eρ.
Здесь и далее посредством ρ = [ (x−x0)2+(y−y0)2 ]1/2
обозначена радиальная переменная полярной систе-
мы координат с началом в точке r0 = (x0, y0, 0), сов-
падающим с центром СВ. Если считать, что СВ дей-
ствует на магнитную пленку в области z → 0+, тогда
компоненты магнитного поля в области ρ ≫ ξ мож-
но представить в виде [30] (Hz/ρ( ρ ) = Hz/ρ ( ρ, z →
→ 0+ ) ):

Hz/ρ( ρ ) =
sH Φ0

2π

∞
∫

0

q J0/1( q ρ )

1 + 2 q λ
dq , (2)

где Φ0 – квант магнитного потока, sH = ±1 отвеча-
ет за направление поля по отношению к направле-
нию намагниченности пленки вдали от вихря, J0/1 –
функция Бесселя порядка 0 или 1. Далее, это выра-
жение удобно привести к форме, явно демонстриру-
ющей его ассимптотическое поведение

Hz/ρ( ρ ) = (3)

=
sH Φ0

4πλ





1

ρ
− 1

2λ

∞
∫

0

e−νt− ρ
2λ sinh(t)dt




∼= sH Φ0

4πλ

1

ρ
,

где ν = 0, 1 для компонент Hz, Hρ, соответствен-
но. Вследствие двойной экспоненциальной зависимо-
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сти подинтегрального выражения (3) от t, поправ-
ки к зависимости Hz/ρ ∼ 1 / ρ оказываются меньше
нескольких процентов в диапазоне ξ ≪ ρ < λ/ 3. При
ρ > λ/ 3 отклонения от такой зависимости растут,
однако в этом случае величина самого поля стано-
вится слабой. В области ядра СП вихря, ρ . ξ, пове-
дение поля отличается от представленного выраже-
ниями (2), (3). Однако, в виду малости ξ по сравне-
нию с радиусом МС, пространственная область ядра
СВ не будет вносить существенного вклада в энергию
возбуждения скирмионов (4)–(9). Это позволяет экс-
траполировать зависимость поля Hz/ρ ∼ 1 / ρ также
на область вблизи ядра СВ ρ . ξ.

Соответственно, в дальнейшем мы будем считать,
что обе компоненты поля, Hz/ρ ∼ sH / ρ во всей об-
ласти определения ρ, т.е. будем использовать зависи-
мость, приведенную в правой части выражения (3).
Важно отметить, что возникающая при такой ап-
проксимации расходимость напряженности поля при
ρ = 0 является интегрируемой в случае двумерных
пленок. Таким образом, при отмеченной аппрокси-
мации мы заменяем один малый конечный вклад в
энергию МСВП от области ядра вихря другим.

Энергию возбуждения МС с профилем m(r)

над ферромагнитным состоянием, mz ≡ 1, будем
описывать в рамках классического функционала:

E = EJ + EA + ED + EK + EZ , (4)

со следующими энергетическими вкладами, см. [18]:

EJ =

√
3S2J
2

∫

R2

∑

µ=x,y,z

(∇mµ)
2
ds, (5)

EA =
2S2A√

3

∫

R2

(1−m2
z)ds, (6)

ED =
√
3S2D

∫

R2

(mz · (∇m)− (m∇) ·mz) ds, (7)

EK = S3

∫

R2

K( |r − r0| ) ·
(

m ·
[

∂m

∂x
× ∂m

∂y

])

ds,

(8)

EZ =
2SgµB√

3

∫

R2

(Hz − H(|r − r0|) · m ) ds, (9)

где |m | = 1, ∇ = ( ∂/∂x, ∂/∂y, 0 ), ds = dx dy,
S− величина спина магнитоактивных ионов. Все
длины измеряются в единицах параметра решетки.
Слагаемое EJ описывает обменное взаимодействие
магнитоактивных ионов с амплитудой J > 0; вклад
EA – анизотропию типа “легкая ось” с A > 0; ED –
взаимодействие Д-М амплитуды D > 0, в кото-
ром вектор Д-М направлен перпендикулярно свя-
зям, соединяющим соседние ионы. Слагаемые (5) и

(7) определяются внутренними взаимодействиями в
пленке/гетероструктуре, тогда как вклад анизотро-
пии (6) может быть обусловлен как кристаллически-
ми полями, так и эффективно индуцирован диполь-
дипольными взаимодействиями [22, 31, 32]. Ввиду то-
го, что магнитостатические эффекты в тонких плен-
ках можно свести к ренормировкам параметра ани-
зотропии A, мы в настоящей работе не учитываем
вклад в функционал (4) от диполь-дипольных взаи-
модействий.

Слагаемое EZ описывает зеемановские эффек-
ты взаимодействия скирмионов с полем СВ. Вклад
EK , описывающий скалярное киральное взаимодей-
ствие, пропорционален пространственному интегра-
лу от ρ(r), см. выражение (1), с ядром:

K( |r − r0| ) = K · sin (πΦ∆( |r − r0| ) /Φ0 ) , (10)

где Φ∆ – поток компоненты магнитного поля Hz че-
рез элементарный плакет треугольной решетки. Его
происхождение связано с орбитальными эффектами
магнитного поля. Так, выражение (8) и явный вид
константы K могут быть получены для модели Хаб-
барда в режиме сильных электронных корреляций в
третьем порядке теории возмущений по параметру
t / U при учете орбитальных эффектов [18, 20, 21].

Выражения (4)–(8) представляют собой контину-
альную версию решеточного энергетического функ-
ционала на треугольной решетке, полученную ра-
нее при рассмотрении эффективных взаимодействий
в двумерных мотт-хаббардовских изоляторах. Было
показано [18], что в режиме сильных электронных
корреляций реализуется иерархия эффективных вза-
имодействий, J ≫ D ∼ K ≫ A, которой мы будем
придерживаться в настоящей работе.

Аксиально-симметричные МС и МСВП будем
описывать в рамках стандартной параметризации:

mx = sin θ cosnφ ; my = sin θ sinnφ ; mz = cos θ , (11)

где так называемый скирмионный угол θ(r), зависит
от радиальной переменной r полярной системы ко-
ординат, отсчитанной от центра скирмиона; φ – ази-
мутальный угол такой системы координат. Параметр
завихренности, n – “vorticity”, скирмионной тексту-
ры связан с ее топологическим зарядом соотношени-
ем n = −Q. Геометрия взаимного расположения СВ
и МСВП представлена на рис. 1. Там же схематиче-
ски изображена азимутальная зависимость проекции
спинового профиля МСВП с n = 2 на плоскость XoY.
Важно отметить, что введением азимутального угла
φ0, определяющего взаимную ориентацию СВ и маг-
нитного вихрей, см. рис. 1, мы эффективно задали
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Геометрия взаимного распо-
ложения сверхпроводящего вихря и магнитного скир-
миона с фиксированной спиновой текстурой, задавае-
мой параметризацией (11). Для МСВП с n 6= 1 энергия
взаимодействия скирмиона с вихрем зависит от рас-
стояния между центрами a, и от угла φ0, задающих
взаимное расположение СВ и МСВП

спиральность (“helicity”) скирмионов, а потому пара-
метр спиральности отсутствует в (11).

Подставляя параметризацию (11) в выражения
для энергетических вкладов (5)–(7), последние пред-
ставляются в виде стандартных радиальных инте-
гралов:

EJ = J

∞
∫

0

[

(

dθ

dr

)2

+ n2

(

sin θ

r

)2
]

r dr, (12)

EA = A

∞
∫

0

r sin2 θ dr, (13)

ED = D δn1

∞
∫

0

[

dθ

dr
+

sin(2θ)

2r

]

r dr, (14)

где J = S2π
√
3J , A = 4πS2A /

√
3, D = 4S2

√
3πD.

Вклады в функционал от EJ +EA стремятся умень-
шить радиус и ширину доменных стенок скирмионов,
приводя к их коллапсу. Напротив, взаимодействие
Д-М, ED, стремится увеличить радиус, стабилизируя
МС. Однако, последнее дает ненулевой вклад лишь
для МС с n = 1, вследствии вида азимутальной за-
висимости профиля m(r), заданной в (11).

Для аналитического описания эффектов СКВ
предположим, что пространственные области вблизи
центра СВ вихря, для которых πΦ∆ & Φ0, незначи-
тельно влияют на особенности стабилизации МСВП,
в виду малости таких областей. Это предположе-
ние было подтверждено численными рассчетами. В
этом случае ядро интеграла трехспинового взаимо-
действия (10) можно упростить, заменив синус его
аргументом. Тогда, выражения для вкладов магнит-

ного поля в энергию возбуждения МСВП, после ин-
тегрирования по азимутальной переменной φ, при-
мут вид:

EK = sH
Kc n

λ

∞
∫

0

( dθ/dr ) sin θ

r + a
K

(

4 a r

( r + a )2

)

dr,

(15)

EZ = −sH
Hc

λ

∞
∫

0

dr

[

4r

r + a
(cos θ − 1)K

(

4 a r

(r + a)2

)

(16)

+ 2π
sin θ cos(n− 1)φ0

(r/a)n−1
(−1)n−1sn Θ(sn(r − a))

]

,

K(z) =

π/2
∫

0

(

1− z sin2 χ
)−1/2

dχ , (17)

где Kc =
√
3
4 K S3, Θ(x) – ступенчатая функция Хе-

висайда, sn = sign(n) и s0 = −1, K(z) – полный эл-
липтический интеграл первого рода. Поле Hc опре-
делено выражением:

Hc =
Φ0µB

2π
√
3a2

· gS ≈ 1.094
eV

(a(Å))2
· gS. (18)

Выражение для орбитальных вкладов EK , а так-
же первая строчка выражения для зеемановских
вкладов EZ , описывают взаимодействие МСВП с по-
перечными компонентами магнитного поля Hz . Вто-
рая строчка (16) описывает взаимодействие с про-
дольными компонентами Hr. В обоих выражениях
(15) и (16), кроме зависимости от профиля скирми-
онного угла θ(r) и индекса завихренности n, возник-
ла зависимость от параметров, описывающих взаим-
ное расположение СВ и МС: расстояния, a, между
их центрами, и относительного угла поворота φ0. Из
(16) видно, что в коаксиальном случае, a = 0, за-
висимость от радиальных компонент поля исчезает.
Такой случай изучался в работах [18, 19].

Производные ∂EZ / ∂a и ∂EZ / ∂φ0 пропорцио-
нальны, соответственно, радиальной и азимуталь-
ной компонентам равнодействующих пандеромотор-
ных сил, воздействующих на МСВП. Из (16) видно,
что при n 6= 1 выделяются направления, при которых
азимутальные компоненты пандеромоторных сил на
МСВП не действуют. Тогда скирмионы будут распо-
логаться на лучах, направленных вдоль отмеченных
направлений, которые задаются углами:

φ̄
(n)
0 =

(

1 +
1− sH + 4m

2(n− 1)

)

π (mod 2π), m ∈ Z. (19)
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Например, в случае sH = −1, т.е. для поля проти-
вонаправленного намагниченности насыщения фер-
ромагнитной пленки (см. следующий раздел), будем

иметь: φ̄(2)0 = 0 ; φ̄
(3)
0 = ±π/2 ; φ̄(4)0 = { 0, ±2π/3 }.

Из выражения (16) нетрудно показать, что
в случае n = 2 ( ∂EZ / ∂a ) |a→0 → βr(φ0 ), при

том, что константа βr = βr( φ̄
(n)
0 ) < 0. Последнее

означает, что для простейших скирмионов высокого
порядка с n = 2 пандеромоторные силы всегда

стремятся разрушить коаксиальную связанную пару
МСВП–СВ.

3. Стабилизация МСВП за счет трехспи-

нового взаимодействия. В этом разделе обсудим
механизм стабилизации МСВП за счет совместного
влияния зеемановских и орбитальных эффектов маг-
нитного поля. Рассмотрение функционала (12)–(16)
будем проводить в рамках вариационного подхода, в
котором скирмионный угол θ(r) описывается двух-
параметрическим анзацем 2π-доменной стенки [33]:

θ(r) = 2 arctan

(

cosh(R/w)

sinh(r/w)

)

, (20)

где параметр R определяет радиус скирмиона, для
которого mz|r=R

∼= 0, |w| — ширину доменной стен-
ки, а знак w отвечает за киральность скирмиона.
При выборе такого анзаца мы пренебрегли искаже-
ниями текстуры МСВП за счет поля СВ, см. [24, 25].

Рассмотрим сначала ситуацию в отсутствии зее-
мановских слагаемых, EZ (16), и ограничимся слу-
чаем n > 0. Предположим, что R≫ w ≫ 1 и, следуя
работе [33], аппроксимируем функции скирмионного
угла дельта-функциями: dθ / dr ∼ sin θ ∼ δ(r − R).
Далее, учтем, что при иерархии энергетических па-
раметров, J ≫ Kc ≫ A, Hc выполняется соотноше-
ние R ≈ nw [18, 19]. Тогда, найдем приближенный
вид энергетического функционала:

Ẽ ≈ 4J n+
2A

n
R2 − 2 sH Kc n

λR
· 1

1 + x
K

(

4 x

( 1 + x )2

)

,

x = a /R > 0. (21)

Такие приближения дают полуколичественное опи-
сание при n > 2 и качественное при n = 2.

Из рассмотрения (21) видно, что вклады в энер-
гию от обменного взаимодействия и анизотропии по-
ложительны, и стремятся сжать размер скирмиона
до минимального значения R = 0. Энергия трех-
спинового взаимодействия в зависимости от знака
sH Kc n будет или всегда отрицательной, или всегда
положительной, поскольку K(z) > 0. В первом слу-
чае минимуму (21) будет отвечать решение с R = 0,
а потому скирмион не будет стабилизироваться. Со-

ответственно, для стабилизации МСВП нужно рас-
сматривать ситуацию sH Kc n < 0. В рассматрива-
емом нами случае Kc > 0 и n > 0 это означает
sH = −1, а значит поле вихря Пирла должно быть
направлено противоположно намагниченности насы-
щения ферромагнитной пленки.

Проанализируем свойства функционала (21) при
sH = −1, рассматривая его как функцию одной
переменной – расстояния между вихрем и МСВП:
Ẽa(a) = Ẽ(a, R = const) ≥ 0. Для малых смещений,
расскладывая Ẽa в ряд по a≪ R, найдем:

Ẽ ≈ 4J n+
2A

n
R2+

π2Kc n

4λR

[

1 +
a2

4R2
+ . . .

]

. (22)

Видно, что коаксиальный случай, a = 0, является
локальным минимумом связанной пары МСВП–СВ
в пренебрежении зеемановскими эффектами. Малые
отклонения от этого локального минимума приводят
к квадратичному росту энергии МСВП по парамет-
ру a. Дальнейшее увеличение a также приводит к
росту Ẽa, и в точке a = R возникает расходимость.
Далее, при a > R функция Ẽa монотонно спадает,
так что Ẽa(∞) → 4J n + (2A/n)R2. Последнее отве-
чает ситуации, когда поле СВ не действует на МСВП
из-за большого расстояния между ними. Тогда энер-
гии обмена и анизотропии стремятся сколлапсиро-
вать скирмион до минимального размера R = 0.

Важно отметить, что расходимость Ẽa(R) при
R = a связана с аппроксимацией dθ/dr и sin θ дельта-
функциями. При корректном вычислении функцио-
нала (15) сингулярность интегрируется и функцио-
нал принимает конечное значение, удовлетворяющее
соотношению Ẽa(R) > Ẽa(0). Таким образом, нали-
чие скалярного кирального взаимодействия приво-
дит к тому, что, при удалении МСВП (с фиксиро-
ванным спиновым профилем) от центра СВ, систе-
ме необходимо пройти через энергетический барьер.
Формирование такого барьера за счет СКВ являет-
ся главной причиной стабилизации связанной пары
МСВП–СВ в рассматриваемой модели.

Далее, учтем зеемановские эффекты магнитного
поля. В этом случае, ввиду сложности аналитиче-
ской оценки интегралов (16) сосредоточимся на ре-
жиме малых смещений, a ≪ R. Первая строчка вы-
ражения (16), описывающая взаимодействие МСВП
с компонентой поля Hz, не зависит от n, и совпада-
ет с вкладом для МС с n = 1, рассматриваемым в
работе [23]. Для этого случая, при малых смещени-

ях и sH = −1 имеем E
(z)
Z ≈ −β0 + βz · ( a /R )2, где

β0,z > 0. Как видно из (22), при тех же условиях,
такого рода зависимость имеет место и для функци-
онала, учитывающего только орбитальные эффекты
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поля, Ẽ ≈ α0+αz ·( a /R )2, где коэффициенты разло-
жения положительны. Особенностью рассмотрения
МСВП является то, что учет зеемановских вкладов,
E

(r)
Z , приводит к дополнительной зависимости функ-

ционала от a: E(r)
Z ≈ −βr(φ0) · ( a /R )n−1, n > 1.

При этом, если φ0 = φ̄
(n)
0 из выражения (19), то

βr > 0. Тогда разложение приближенного энергети-
ческого функционала будет выглядеть как:

Ẽ + ẼZ ≈ α0 − β0 − βr

( a

R

)n−1

+ (αz + βz)
( a

R

)2

,

(23)

α0=4Jn+
2A

n
R2+

π2Kcn

4λR
; αz=

π2Kcn

16λR3
; βr=

2π2Hc

λnRn−2
,

где все коэффициенты положительные. Наличие по-
правок с βr может существенно модифицировать
условия стабилизации МСВП по сравнению со слу-
чаем МС с n = 1. В частности, из (23) видно, что для
наиболее простых МСВП с n = 2 коаксиальные кон-
фигруации не будут стабилизироваться, и скирми-
он будет стремиться сместиться относительно центра
вихря на оптимальное расстояние a∗ вдоль оси Ox.
Из существования максимума зависимости EK(a) в
точке a ≈ R следует оценка, a∗ . R. Численные рас-
счеты показывают, что a∗ ∼ R/2. Поскольку R ≫ ξ,
то в этом случае формируется некоаксиальная свя-
занная пара, в которой центр МСВП и ядро СВ раз-
несены на значительное расстояние. Отметим, что зе-
емановские вклады E

(z,r)
Z также ренормируют высо-

ту и положение создаваемого СКВ барьера.
4. Результаты численных расчетов. Обсудив

механизмы стабилизации связанных пар МСВП–СВ
Пирла и выделив отдельно случай МСВП с n = 2,
приведем для последнего результаты численного ре-
шения вариационной задачи. Вычисления проводи-
лись в рамках численной минимизации функциона-
ла E[m] (5)–(9) на квадратной сетке с подстановками
(11) и (20). При этом зависимость оптимальной энер-
гии МСВП от расстояния до вихря, a, вычислялась
в рамках двух подходов:

i) Фиксированные размеры скирмиона. В этом
случае радиус, R∗, и ширина доменной стенки,
w∗, МСВП находились в коаксиальной конфи-
гурации, a = 0, а затем зависимости энергети-
ческих вкладов, E[m] от a, расчитывались при
фиксированных R∗ и w∗. Механизм стабилиза-
ции связанных пар МСВП–СВ для такого слу-
чая был подробно рассмотрен выше.

ii) Адиабатическое приближение. В этом случае
для каждого фиксированного значения пара-
метра смещения a производилась оптимизация

E[m] по параметрам R и w. При этом размеры
МСВП становились зависящими от расстояния
от вихря: R∗ = R∗(a), w∗ = w∗(a).

На рисунке 2 приведены результаты расчетов
для: энергии возбуждения МСВП (a), их оптималь-
ных размеров (b), вкладов в энергию МСВП от ска-
лярного кирального взаимодействия EK (c) и энер-
гии анизотропии EA (d), построенные как зависимо-
сти от расстояния, a, между СВ и МСВП. Энерге-
тические параметры функционала E[m] выбраны в
соответствии с иерархией J ≫ Kc ≫ A, Hc. Штрихо-
выми и сплошными кривыми приведены результаты
рассчетов согласно подходам i) и ii) соответственно.

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимости от расстояния
a, между центрами СВ и МСВП с n = 2 энергии воз-
буждения МСВП E (a), парциальных вкладов от СКВ
EK (c), и одноионной анизотропии EA (d). В постро-
ении (b) приведены зависимости радиуса R и шири-
ны доменной стенки w, МСВП. Штриховыесплошные
кривые отвечают построениям в приближениях i) и ii)
соответственно. Все расстояния измеряются в парамет-
рах решетки δ = 3 Å, а энергии – в эВ

Как видно из рис. 2a, в энергии возбуждения
МСВП действительно возникает минимум на нену-
левом расстоянии a∗, как при адиабатическом, так и
неадиабатическом приближениях. В последнем слу-
чае возникновение минимума отвечает механизму
раздела 3: спадание E(a) за счет радиального зее-

мановского вклада E
(r)
Z ≈ −βr · a, доминирующего

при малых a, при увеличении a сменяется ростом за
счет оставшихся слагаемых, зависящих от магнитно-
го поля: EK + E

(z)
Z ≈ const+(αz + βz ) · ( a/R )2.

В предположении об адиабатическом изменении
расстояния a, качественный вид зависимости E(a)

для полной энергии сохраняется, но парциальные
вклады от различных взаимодействий могут пере-
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распределяться между собой. Наиболее ярко такое
перераспределение проявляет себя для вкладов от
СКВ EK , и энергии анизотропииEA. Действительно,
из рассмотрения рис. 2c и d видно, что энергетиче-
ский барьер зависимости EK(a), обсуждаемый в раз-
деле 3, в случае адиабатического удаления проявля-
ет себя в виде барьера зависимости EA(a). Причиной
этого является зависимость обоих вкладов от разме-
ров МСВП. Так, в приближении R∗ = nw∗, из (21)
видно, что EK,A = EK,A( a, R∗(a) ). При этом, уве-
личение R∗ уменьшает вклад в функционал от ска-
лярного кирального взаимодействия и увеличивает
вклад от анизотропии. В результате, системе оказы-
вается выгоднее перераспределить данные энергети-
ческие вклады за счет увеличения размеров МСВП,
см. рис. 2b.

Важно отметить, что, хотя картина формиро-
вания аксиально-несимметричной связанной пары
МСВП–СВ в случае ii) выглядит более сложной, чем
в приближении i), главной причиной формирования
такой пары в обоих случаях является существование
минимума (при a . R) и максимума (при a ≈ R)
зависимости E(a) за счет орбитальных и зееманов-
ских эффектов взаимодействия МСВП с полем вих-
ря Пирла. Также обратим внимание, что в случае ii)
наблюдаются скачки зависимостей, представленных
на рис. 2. Их возникновение связано с тем, что при
a > acr ∼ R скалярное киральное взаимодействие не
стабилизирует МСВП, приводя к его коллапсу.

5. Заключение. В работе рассмотрен вопрос
стабилизации связанных пар МСВП–СВ Пирла при
учете конкуренции орбитальных и зеемановских эф-
фектов полей рассеяния сверхпроводящего вихря.
Такая постановка задачи является естественным
продолжением исследований авторов [18, 19] и рас-
сматривает устойчивость МСВП в неоднородных
магнитных полях при учете возможности взаимно-
го смещения сверхпроводящего и магнитного вих-
рей. При этом, в отличие от родственных исследо-
ваний [22–25], в качестве механизма стабилизации
связанной пары скирмион–СВ мы рассмотрели ор-
битальные эффекты полей рассеяния последнего, ко-
торые проявляют себя в индуцировании скалярного
кирального взаимодействия.

В рамках вариационного подхода для магнитно-
го энергетического функционала, описывающего об-
менное взаимодействие, одноионную анизотропию и
воздействие на систему полей рассеяния сверхпрово-
дящего вихря, показано, что МСВП могут образо-
вывать связанные пары с СВ Пирла, если поле по-
следнего направлено противоположно направлению
намагниченности насыщения пленки. Главным ме-

ханизмом такой стабилизации оказалась конкурен-
ция одноионной анизотропии, обменного и скаляр-
ного кирального взаимодействий, создающих энер-
гетические барьеры на путях коллапсирования скир-
мионов в их параметрическом пространстве. Допол-
нительная конкуренция с зеемановскими эффекта-
ми магнитного поля создает возможность стабилиза-
ции некоаксиальных связанных пар МСВП–СВ. Бо-
лее того, показано, что для простейших МСВП с ин-
дексом кручений n = 2 конкуренция орбитальных и
зеемановских вкладов всегда приводит к некоакси-
альным связанным парам при стабилизации МСВП.

В заключение отметим, что в дальнейшем было
бы интересно проанализировать описанные эффек-
ты при учете искажений спиновых текстур МСВП,
подробно рассмотренных в работах [24, 25] в случае
n = 1. Также отдельной численной задачей видится
микромагнитное моделирование описанных систем,
поскольку в настоящее время стандартные пакеты
(например, OOMMF [34]) не оптимизированы для
рассчета скалярного кирального взаимодействия.
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The effect of Coulomb correlations on the electronic structure of bulk van der Waals material V2Te2O is
studied by the charge self-consistent density functional theory and dynamical mean-field theory method. Our
results show a significant correlation-induced renormalization of the spectral functions in the vicinity of the
Fermi energy which is not accompanied by a transfer of the spectral weight to Hubbard bands. The computed
quasiparticle effective mass enhancement m∗/m for the V 3d states varies from 1.31 to 3.32 indicating an
orbital-dependent nature of correlation effects and suggests an orbital-selective formation of local moments
in the V 3d shell. We demonstrate that taking into account of Coulomb interaction between the V 3d elec-
trons yields the electronic specific heat coefficient γ = 26.94mJK−2 mol−1 in reasonable agreement with the
experiment. We show that the strength of Coulomb correlations is sufficient to trigger a band shift along the
Z − Γ−X path of the Brillouin zone leading to a collapse of the electronic Fermi surface pocket centered on
the Γ− Z direction predicted by density functional theory.
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Low-dimensional materials exhibiting a planar
structural motif have always attracted a considerable
amount of attention due to their exceptional phys-
ical properties [1]. The discovery of graphene and
pnictide (chalcogenide) iron-based unconventional
superconductors have stimulated an intense search of
new (quasi) two-dimensional systems [2, 3]. Transition
metal dichalcogenides are historically one of the most
studied compounds of the class. From the 1960s these
materials have been subject of ongoing research on
superconductivity, spin- and charge-density waves [4–8].

Recently, a new family of two-dimensional van der
Waals materials (TDWM) V2Ch2O (Ch = Se, Te)
has been synthesized from their Cs and Rb precur-
sors [9, 10]. In contrast to known metallic TDWM the
electronic properties of V2Se2O and V2Te2O as well as
the potential precursor of S-based TDWM CsV2S2O
bear the fingerprints of strong electronic correlations
[9–13]. In particular, the electronic specific heat coef-
ficient of metallic V2Te2O is 33.9mJ K−2 mol−1, almost
four times of that obtained by density functional theory
(DFT) calculations indicative of strong renormalization
of the electron mass [9]. Concurrently, the isostructural
isoelectronic system V2Se2O is a paramagnetic (PM)
semiconductor and has large local magnetic moments. In
addition, the resistivity of V2Se2O exhibits an anoma-
lous log(1/T ) behavior reminiscent of that in under-
doped cuprates [10].

1)e-mail: skornyakov@imp.uran.ru

In this Letter, we employ a combination of DFT
with dynamical mean-field theory (DMFT) referred to
DFT + DMFT to study the importance of Coulomb cor-
relation effects in bulk PM V2Te2O [14, 15]. To this end,
we compute and compare the DFT and DFT + DMFT
Fermi surface, momentum-integrated and momentum-
resolved spectral functions of V2Te2O. To quantify the
strength of correlation effects we analyze the enhance-
ment of quasiparticle mass and the local spin suscep-
tibility of the V 3d states. In addition, we compute
the electronic specific heat coefficient by DFT and
DFT + DMFT and compare its value to the experiment.

Our results for the spectral properties show that
the total spectral function in the vicinity of the Fermi
energy (EF) is dominated by the V 3d states. The
shape of the V 3d orbitally-resolved spectral functions
Aα(ω) (α = 3z2 − r2, xz, yz, xy, x2 − y2) computed by
DFT + DMFT is similar to that obtained by DFT ex-
cept a narrow region close to EF. Specifically, we observe
a strong renormalization ofAα(ω) for the yz and 3z2−r2
orbitals in the vicinity of EF while the shape of those of
the xz, xy, and x2−y2 states is less sensitive to correla-
tion effects implying their orbital-selective nature. The
overall transformation of the V 3d spectral function re-
sembles that of the Fe 3d states in parent compounds of
iron-based superconductors (FeSC) structurally related
to oxychalcogenide TDWM [16, 17].

Next, we compute the orbitally-resolved quasipar-
ticle mass enhancement m∗/m. Our results show that
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the largest m∗/m of 3.32 and 2.72 occurs in the x2 − y2

and xz states, respectively. The other V 3d states ex-
hibit significantly smaller m∗/m ranging from ∼ 1.3

(3z2 − r2 and yz) to 1.94 (xy). These values are by
a factor of about 1.5 larger than those obtained by
DFT + DMFT for moderately correlated parent com-
pounds of FeSC [17–19].

The computed mass enhancement suggests a
strongly correlated metallic ground state of V2Te2O in
line with a large value of the Sommerfeld specific heat
coefficient γexp = 33.9mJ K−2 mol−1 obtained in the
experiment (as compared to that derived from DFT) [9].
Our DFT calculations yield the electronic specific heat
coefficient γDFT = 9.67mJ K−2 mol−1, which is 3.5

times smaller the experimental estimate, in reason-
able agreement with the result reported by Ablimit
and coauthors [9]. By contrast, our DFT + DMFT
calculations give γDMFT = 26.94mJ K−2 mol−1,
evaluated using the Fermi-liquid formula, γDMFT =

= 1
3π

2k2B
∑

αAα(ω = 0)(m∗/m)α reducing the
deviation between theory and experiment to 20% [20].

Our DFT + DMFT results for the momentum-
resolved spectral function A(k, ω) (Fig. 1, bottom)
show a coherent distribution of the spectral weight
close to EF corresponding to a well-defined Fermi
surface (Fig. 1, top). We observe that the effect of
electronic correlations on the band structure can be
described by a scaling transformation of the energy
bands obtained by DFT almost for the entire Bril-
louin zone in close similarity to parent compounds of
FeSC [17, 21, 22]. We note however that unlike FeSC
the shift of the bands for specific paths of the reciprocal
space in V2Te2O is sufficient to induce a collapse of the
electronic-like quasi two-dimensional pocket centered
at the Γ− Z direction.

Finally, we analyze the local spin susceptibility
χα(τ) = 〈ŝzα(τ)ŝzα(0)〉. On the imaginary time interval
τ ∈ (0, β/2) (β = 1/kBT ) the computed χα(τ) exhibits
a sharp decrease followed by an extended flat region
close to zero for the 3z2 − r2, xy, and yz states. By
contrast, the imaginary time evolution of χα(τ) for the
xz and x2 − y2 states is less pronounced. This behavior
is indicative of localized spin moments in the xz and
x2−y2 states and more itinerant nature of the 3z2− r2,
xy, and yz states.
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band structure calculations were carried out within the
state assignment of Ministry of Science and Higher Ed-
ucation of the Russian Federation (theme “Electron”
# 122021000039-4). The calculations of the spectral and
magnetic properties by the combined method of den-
sity functional theory and dynamical mean-field theory

Fig. 1. (Color online) Top: Fermi surface of V2Te2O as
computed by non-magnetic DFT (left) and paramagnetic
DFT+DMFT (right) at T = 290K. Bottom: spectral
function A(k, ω) of paramagnetic V2Te2O computed by
DFT+DMFT at T = 290K (contours) in comparison
with the band structure calculated by non-magnetic DFT
(dashed lines)
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and P. Rodiére, Phys. Rev. Lett. 101, 166407 (2008).

8. S. Koley, N. Mohanta, and A. Taraphder, Eur. Phys. J.
B 93, 77 (2020).

9. A. Ablimit, Y.-L. Sun, E.-J. Cheng, Ya-B. Liu,
S.-Q. Wu, H. Jiang, Z. Ren, S. Li, and G.-H. Cao, Inorg.
Chem. 57, 14617 (2018).

10. H. Lin, J. Si, X. Zhu, K. Cai, H. Li, L. Kong, X. Yu,
and H.-H. Wen, Phys. Rev. B 98, 075132 (2018).

Письма в ЖЭТФ том 120 вып. 7 – 8 2024



Coulomb correlations and the electronic structure of bulk V2Te2O 549

11. S. Manzeli, D. Ovchinnikov, D. Pasquier, O.V. Yazyev,

and A. Kis, Nat. Rev. Mater. 2, 17033 (2017).

12. G.H. Han, D. L. Duong, D.H. Keum, S. J. Yun, and

Y.H. Lee, Chem. Rev. 118, 6297 (2018).

13. M. Valldor, P. Merz, Y. Prots, and W. Schnelle, Eur. J.

Inorg. Chem. 2016, 23 (2016).

14. A. Georges, G. Kotliar, W. Krauth, and M. J. Rozen-

berg, Rev. Mod. Phys. 68, 13 (1996).

15. H. Park, A. J. Millis, and C. A. Marianetti, Phys. Rev.

B 90, 235103 (2014).

16. M.V. Sadovskii, Phys.-Uspekhi 51, 1201 (2008).

17. M. Aichhorn, L. Pourovskii, V. Vildosola, M. Ferrero,

O. Parcollet, T. Miyake, A. Georges, and S. Biermann,
Phys. Rev. B 80, 085101 (2009).

18. S. L. Skornyakov, V. I. Anisimov, and D. Vollhardt,
Phys. Rev. B 86, 125124 (2012).

19. S. L. Skornyakov and I. Leonov, Phys. Rev. B 100,
235123 (2019).

20. L.V. Pourovskii, G. Kotliar, M. I. Katsnelson, and
A. I. Lichtenstein, Phys. Rev. B 75, 235107 (2007).

21. S. L. Skornyakov, N.A. Skorikov, A.V. Lukoyanov,
A.O. Shorikov, and V. I. Anisimov, Phys. Rev. B 81,
174522 (2010).

22. S. L. Skornyakov, D.Y. Novoselov, T. Gürel, and
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Для развития микроэлектроники существенное значение имеют исследования физики индуцирован-
ных лазером сверхбыстрых процессов в тонких пленках. К таким процессам относятся: нагрев электрон-
ной подсистемы, релаксация и транспорт поглощенной энергии, а также генерация и распространение
пикосекундных акустических волн. В этой связи в работе изучена динамика изменения дифференциаль-
ного коэффициента отражения ∆R(t)/R0 пленки никеля (Ni) толщиной 73 нм на подложке из стекла.
Измерения выполнены в схеме “возбуждение–зондирование” (pump-probe) с синхронным детектирова-
нием сигнала ∆R(t)/R0. За счет увеличения периода следования tcool последовательности нагреваю-
щих (возбуждающих) импульсов достигнуты высокие значения поглощенного флюенса до 11 мДж/см2.

Увеличение tcool позволяет лучше охлаждать пленку после нагревающего воздействия. В результате
получены рекордные значения температур (Te ≈ 3, Ti ≈ 1 кК) и напряжений (до 7ГПа). В литерату-
ре отсутствуют данные при таких высоких температурах и давлениях. Именно при этих повышенных
значениях удается заметить влияние нелинейных эффектов – впервые в опытах с синхронным детекти-
рованием.

DOI: 10.31857/S0370274X24100115, EDN: QFZKSG

1. Введение. Бесконтактные, неразрушающие
оптические методы анализа тепловых и механиче-
ских свойств с наномасштабным пространственным,
а также фемто- и пикосекундным временным раз-
решением, необходимы для оптимизации характери-
стик тонких пленок на подложках. Такого рода ма-
териалы являются основой современной солнечной
энергетики (фотовальтаика) и электронной промыш-
ленности (гетероструктуры, топологические изоля-
торы и устройства на их основе). Реализация подоб-
ных прецизионных измерений требует применения
фемтосекундных лазеров и методов синхронного де-
тектирования [1–6].

Важным аспектом сверхбыстрого нагрева ма-
териала с помощью фемтосекундных лазерных
импульсов является генерация пикосекундных
акустических импульсов (или когерентных аку-
стических фононов) в гигагерцовом–терагерцовом
частотном диапазонах [7, 8]. С помощью лазерно-
индуцированных акустических импульсов возможно,

1)e-mail: nailinogamov@gmail.com

например, обнаружить наличие скрытых интерфей-
сов и структур через оптически непрозрачные
материалы (металлы) с микронным латеральным и
наномасштабным разрешением по глубине [9, 10].
Для исследования оптически прозрачных сред
с помощью акустических импульсов используют
методику бриллюэновского рассеяния во временной
области [11, 12], которая позволяет получить инфор-
мацию об акустооптических свойствах исследуемого
материала, наличии структурных неоднородностей
с наноразмерным пространственным разрешением
[13, 14].

Методика синхронного детектирования (СД) поз-
воляет обнаружить искомый сигнал малой ампли-
туды на определенной частоте среди широкополос-
ного шумового фона высокой амплитуды. Соглас-
но данной методике определяется вариация во вре-
мени дифференциального коэффициента отражения
∆R(t)/R0 или пропускания ∆T (t)/T0 зондирующе-
го лазерного импульса. Изменения коэффициентов
R, T связаны с внутренними переходными процес-
сами в облученной мишени, которые индуцируют-
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ся воздействием нагревающего импульса. Описание
происходящего внутри мишени на базе методики СД
по смыслу аналогично применению методики VISAR
(Velocity interferometer system for any reflector) [15–
17], но на совсем других пространственно-временных
масштабах – пикосекунды вместо нано- и микросе-
кунд. СД позволяет анализировать пикосекундную
акустику.

Существенное значение данной работы состоит
в том, что удалось применить высокоточную мето-
дику СД при повышенных значениях поглощенно-
го мишенью флюенса Fabs. Т.е. продвинуться значи-
тельно дальше по диапазону температур и давлений
в сторону их повышения по сравнению с современ-
ными литературными данными по данной широко
применяемой методике. Слабый нагрев с помощью
фемтосекундных лазерных импульсов и релаксация
энергии в тонких пленках никеля изучались с помо-
щью СД с целью выяснения динамики сверхбыстрого
размагничивания [18]. См. также работы [6, 19], от-
носящиеся к опто-магнето-акустике и магнетоплаз-
монике. По методике СД экспериментальные иссле-
дования фундаментальных законов взаимодействия
электронной и фононной подсистем, а также экспе-
риментальные исследования переноса тепла на нано-
масштабах [3, 20, 21] проводились лишь при малых
перегревах электронной подсистемы.

Исследования динамики оптического отклика
при высоких значениях Fabs с помощью СД ранее
проводили в работах [22, 23]. Это достигалось за
счет удлинения промежутка времени tcool между
нагревающими лазерными импульсами, чтобы после
нагрева мишень успела вернуться в состояние при
комнатной температуре. Но в работах [22–24] уси-
лия были сосредоточены на другом. Определялись
параметр взаимодействия электронной и фонон-
ной подсистем α и теплопроводность κ в золоте в
двухтемпературных (2Т) условиях.

В настоящей работе рассматриваются оптоаку-
стические явления при повышенных флюенсах Fabs.

Золото, изученное в статьях [23, 24], плохо подходит
для анализа оптоакустики. Дело тут в следующем.
В золоте мал коэффициент α и велика температуро-
проводность χ2T = κ2T /ce в 2Т условиях [25]; здесь
ce – теплоемкость электронной подсистемы. В метал-
лах 2Т значения χ2T могут на два порядка превос-
ходить однотемпературные (1Т, Te ≈ Ti) значения
χ1T = κ1T /c ∼ 0.2 − 1 см2/с [25], c – это 1Т тепло-
емкость. Для кристаллов с одним атомом на ячейку
решетки c ≈ 3nkB – закон Дюлонга–Пти. Электроны
сильно вырождены, их вклад в теплоемкость мал по
сравнению с 3nkB при относительно невысоких элек-

тронных температурах Te вплоть до значений ∼ 1 эВ
при энергии Ферми металлов ∼ 10 эВ. Простые по-
яснения этих обстоятельств описаны в статье [25].
Соответственно в золоте весьма продолжительна 2Т
стадия (ее длительность teq) и очень велика глубина
прогрева dT ≈ 2

√
χ2T teq ∼ 150−200 нм на 2Т ста-

дии. В течение 2Т стадии тепловая волна уходит из
скин-слоя со сверхзвуковой скоростью. Акустическая
стадия следует после окончания 2Т стадии и, соот-
ветственно, после прекращения сверхзвукового рас-
пространения тепла.

В данной работе мы исследовали нанопленку ни-
келя на стеклянной подложке. Пленка ограничена
границей с воздухом с одной стороны (это фронталь-
ная граница) и контактом никель–стекло с другой
стороны. В никеле параметр α велик по сравнению с
золотом, длительность 2Т стадии teq мала, коэффи-
циент χ2T и глубина прогрева dT меньше, чем в зо-
лоте. Акустическая стадия начинается резче и рань-
ше, чем в золоте. Поэтому наблюдается отчетливо с
помощью методики СД [26]. Толщина слоя прогрева
dT в никеле несколько превышает толщину скин-слоя
δsk = 13 и 12 нм для первой 793 нм и второй 396 нм
гармоник соответственно [27].

Как известно, после окончания сверхзвуковой 2Т
стадии (квазигомогенного распространения погло-
щенной энергии вглубь по электронной подсистеме
при практически неподвижном веществе) происхо-
дит распад профиля давления на две волны по Да-
ламберу. Одна из этих волн (волна сжатия) сразу
бежит в толщу пленки. Другая отражается от фрон-
тальной границы (механически это свободная гра-
ница), меняет знак амплитуды и распространяет-
ся вслед за первой волной в виде волны разреже-
ния. В результате в пленку бежит комбинация вол-
ны сжатия и разрежения, названная зет-профилем
[28, 29] или зигзаг волной за свою форму. В линейной
акустической аппроксимации между волнами сжа-
тия и разрежения имеется резкий скачок. Как будет
видно из экспериментальных и численных результа-
тов, представленных ниже, в силу нелинейных эф-
фектов происходит постепенное уменьшение крутиз-
ны скачка. В линейном случае эта крутизна всегда
бесконечна.

2. Эксперимент. В качестве лазерного источ-
ника использовалась фемтосекундная лазерная си-
стема субтераваттного диапазона с регенеративным
усилением чирпированных импульсов на кристал-
ле титан-сапфира (Coherent, Legend). Система ге-
нерирует импульсы длительностью 60 фс на длине
волны 793 нм с частотой повторения 1 кГц. В каче-
стве образца использовалась поликристаллическая
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пленка никеля (Ni) толщиной df = 73 ± 2 нм. Тол-
щина измерена с помощью атомно-силового микро-
скопа Veeco Multimode 5. Шероховатость поверхно-
сти пленки (Ra) составляла 6 нм. Пленка нанесена
на стеклянную боросиликатную подложку толщиной
150 мкм методом магнетронного распыления в арго-
новой среде при давлении 5× 10−2 Торр.

Измерения временной динамики дифференциаль-
ного коэффициента отражения

∆R(t)/R0, (1)

наведенного в исследуемом образце нагревающим

импульсом, регистрировались с помощью зондирую-

щего импульса в схеме “возбуждение–зондирование”
с применением методики СД [26, 30]. Здесь ∆R(t) =

= R(t)−R0, R(t) и R0 – индуцированный и исходный
коэффициенты отражения.

Нагревающий импульс после преобразования во
вторую гармонику в кристалле BBO имел длитель-
ность tpump = 150фс и длину волны λpump = 396 нм.
Нагревающий импульс фокусировался с помощью
200-мм линзы под углом падения 45◦ в эллиптиче-
ское пятно с размерами dx = 130 и dy = 93мкм
по уровню 1/e. ё Изменения коэффициента (1) ре-
гистрировались в центре области нагрева с помо-
щью зондирующих импульсов. Зондирующий им-
пульс имел длительность tprobe = 60фс и длину вол-
ны λprobe = 793 нм. Этот импульс фокусировался с
помощью микрообъектива 4X/0.10 по нормали к по-
верхности в пятно диаметром dx = dy = 15мкм по
уровню 1/e.

Для изменения временной задержки tdelay между
нагревающим и зондирующим импульсами исполь-
зовалась оптическая линия задержки. Времена tdelay

находятся в диапазоне от −3 до 300 пс. Дискретный
шаг по времени tdelay менялся от 30 фс на ранней ста-
дии до 400 фс на более поздних стадиях.

Малые изменения коэффициента отражения (1) с
амплитудами ∼ 10−4−10−2 величины регистрирова-
лись с использованием методики СД. Методика поз-
воляет с помощью синхронного усилителя [26] из-
мерять слабые периодические полезные сигналы на
определенной (заданной) частоте на фоне шумов.

Сигналы зондирующего импульса, отраженного
от образца и падающего на образец, регистрируются
с помощью двух фотодиодов в балансном режиме и
направляются на дифференциальный вход синхрон-
ного усилителя (SR830). В нашем варианте методики
СД измеряется сигнал (1) на частоте следования на-
гревающих импульсов 500 Гц (после механического
прерывателя), при этом частота следования зонди-
рующих импульсов 1 кГц.

Процесс измерений был автоматизирован с при-
менением программного обеспечения. Минимальные
регистрируемые изменения сигнала (1) в применен-
ной схеме составляли ∼ 5× 10−5.

Нагревание и измерения коэффициентов отраже-
ния зондирующего (1) и нагревающего Rpump им-
пульсов осуществлялись с фронтальной поверхности
пленки никеля. С учетом измеренного нами значения
Rpump = 0.14 поглощенный флюенс Fabs нагреваю-
щего импульса варьировался в пределах от 0.906 до
10.87мДж/см2. Очень важно то, что это максималь-
но возможный флюенс на частоте следования нагре-
вающих импульсов 500 Гц. При этом все изменения в
образце были обратимыми. Методики измерений (a)
флуенса, падающего на мишень нагревающего им-
пульса, (b) коэффициента отражения нагревающего
импульса и (c) размера пятна фокусировки описаны
в работе [24].

При более высоких значениях Fabs теряется обра-
тимость и происходит разрушение образца. Причем
на сегодня не ясно, какой процесс из следующих двух
доминирует при разрушении. С одной стороны, до-
статочно велики механические нагрузки на первых
десятках пикосекунд (см. также [31]): силовые на-
пряжения до 7 ГПа в пленке и ∼ 1ГПа в стекле для
Fabs = 10.87мДж/см2. С другой стороны, в длинных
сериях нагревающих импульсов происходит накопле-
ние температуры.

3. Постепенный нагрев при многократных

повторениях. На промежутке времени tcool = 2мс
между последовательными нагревающими импуль-
сами пленка остывает за счет теплоотвода. Оцен-
ка радиуса r растекания тепла в стороны по плен-
ке за время между нагревающими импульсами дает
r ∼ 2

√
χ1T tcool = 440мкм; χ1T ≈ 0.2 см2/с. Отноше-

ние площадей нагрева и растекания около 20. При-
ращение температуры пленки в центре пятна нагре-
ва после электрон-фононной релаксации и прогрева
пленки по толщине составляет величину

∆T (Fabs = 10.87mJ/cm2
) = 350K (2)

на временах t ∼ 100 пс. Это данные численного мо-
делирования.

За время tcool под пятном нагрева пленки про-
гревается слой стекла dglass толщиной более 60 мкм;
χglass ≈ 5 · 10−3 см2/с. Толщина dglass на три порядка
больше толщины пленки df . Теплоемкости никеля и
стекла суть 3.8 ·106 и 2.1 ·106 Дж/К/м3. За счет про-
грева стекла за время tcool приращение температуры
пленки снижается в 500 раз. Видим, что по сравне-
нию с растеканием тепла по пленке прогрев стекла
сильнее сказывается на охлаждении пленки. Сниже-
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ние температуры определяется безразмерным отно-
шением исходного и конечного (на момент tcool) объ-
емов 20× 500 = 104 – это произведение площади рас-
текания тепла по пленке на глубину проникновения
в подложку. В этих объемах сосредоточена диффун-
дирующая в пространстве тепловая энергия. Причем
по форме этот объем вытянут по площади – размер
пятна прогрева по пленке 440 мкм, при этом глубина
прогрева стекла 60 мкм, т.е. меньше в 7 раз.

Получается, что за время tcool перед самым нача-
лом очередного импульса нагрева приращение темпе-
ратуры пленки снизится от значения (2) до значения

T ∗ = ∆T (Fabs = 10.87mJ/cm2)/104 = 0.04K. (3)

В эксперименте выполнялось три скана подряд, т.е.
конец одного скана отделен от начала следующего
скана тем же промежутком времени tcool. Внутри
каждого из этих сканов измерения проводились для
всех требуемых значений tdelay. На каждое значение
tdelay уходило примерно 175 нагревающих импульсов.
В каждом скане выполнялись измерения для при-
мерно 1100 значений tdelay. Серия нагревающих воз-
действий в трех сканах состояла из N ≈ 6 · 105 воз-
действий. По времени это занимало около 20 минут.

Оценка роста температуры ∆Tfin мишени заN на-
гревающих импульсов имеет вид

∆Tfin =
√
NT ∗. (4)

Такая оценка для указанного значения числа N дает
приращение (4), равное 30 К. Оценка (4) с величи-
ной T ∗ (3) выполнена в предположении бесконечного
размера пленки и бесконечно толстого слоя стекла.
Оценка основана на линейности уравнения теплопро-
водности, росте глубины прогрева ∝

√
t и суммиро-

вании вкладов от последовательности нагревающих
импульсов

∑n=N
T ∗/

√
n.

Реальная оценка должна учитывать размеры и
конфигурацию мишени. Дело в том, что тепло пер-
вых нагревающих импульсов растекается на значи-
тельные расстояния от пятна фокусировки, посколь-
ку длительность опыта велика. Например, радиус
распространения тепла по пленке за 20 мин соста-
вит 30 см. При N = 6 · 105 и поглощенной энергии
1.2мкДж за один нагревающий импульс, общая энер-
гия, переданная в образец, составит 0.7 Дж. Пусть
площадь пленки и подложки 1 см2. Образец тепло-
изолирован. Тогда нагрев образца за три скана со-
ставит 20 К при однородном распределении темпера-
туры. Таким образом, значение (4) можно снижать
за счет повышения эффективности теплоотвода от
образца.

На рисунке 1 штриховая горизонтальная прямая
отмечает исходный уровень коэффициента (1) нашей
мишени из пленки и подложки. Для толстого образ-
ца никеля при нормальном падении на длине волны
793 нм имеем R0 = 0.74. На короткой 2Т стадии I на
рис. 1 отражение образца увеличивается. Этой ста-
дии соответствуют положительные значения поправ-
ки (1). Увеличение коэффициента R обусловлено пе-
рераспределением электронов между s- и d-зонами
никеля 3d84s2 или 3d94s1 [32]. Большой центробеж-
ный потенциал 3d-зоны поднимает 3d-электроны на
уровень 4-й оболочки. Повышение коэффициента от-
ражения на 2Т стадии достаточно типично для ме-
таллов и длины волны λ, на которой коэффициент
отражения низкий. Для хорошо отражающих метал-
лов на 2Т стадии отражение ухудшается [24].

Рис. 1. (Цветной онлайн) Временная вариация коэф-
фициента (1) при максимальном значении Fabs =

= 10.87мДж/см2 на частоте 500 Гц. Имеются три ха-
рактерные стадии: I – 2Т стадия продолжительностью
∼ 1пс; II – стадия доминирования акустического эха в
пленке никеля; III – бриллюэновское рассеяние зонди-
рующих импульсов на акустической волне, распростра-
няющейся в стеклянной подложке

На 1Т стадиях II и III, показанных на рис. 1,
коэффициент (1) в основном отрицательный из-за
нагрева пленки, снижения ее плотности и, соот-
ветственно, плазменной частоты. В данной рабо-
те ограничимся анализом акустических явлений на
стадии II.

4. Нелинейная лазерная гидродинамика.

Характер сильных нелинейных явлений стал ясен
уже начиная с первых работ, описывающих взаи-
модействие ультракоротких импульсов с металлами
[33, 34]. Это, во-первых, образование ударных волн
[35, 36], во-вторых, отслоение пленок (деламиниро-
вание) [37, 38], реверберация в нагретом слое [39]
и, в-третьих, разрыв конденсированной фазы (нано-
откол, кавитация) [29, 33, 39–43] вследствие сильно-
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го растяжения. В работах [39, 41, 42] пикосекундные
реверберации наблюдались в твердой фазе при от-
коле или в расплаве при фемтосекундной лазерной
абляции.

Нанооткол разрушает мишень после однократно-
го воздействия. Поэтому при применении методики
синхронного детектирования (многократные воздей-
ствия) оперируют при гораздо более слабой энер-
гетике нагревающих импульсов. При этом описание
акустического поля ограничивают линейным при-
ближением [1–4, 6].

Формирование течения в виде “зет-волны” по-
сле сверхзвукового нагрева металла электронной
тепловой волной изучено [28, 29]. Как сказано,
зет-профиль ABCD на рис. 2 появляется в резуль-
тате (a) “мгновенного” (сверхзвук) образования
слоя/профиля давления толщиной dT в неподвиж-
ном u = 0 (это важно) веществе, (b) распада
созданного сверхзвуком профиля давления по Да-
ламберу при p > 0, u = 0 и (c) отражения от границы
с воздухом.

Рис. 2. (Цветной онлайн) Мгновенный профиль дав-
ления в акустической волне ABCD, сформирован-
ной фемтосекундным воздействием. Волна распростра-
няется в направлении стрелки направо. Облученная
фронтальная граница воздух/никель остается слева.
В линейном приближении форма ABCD с вертикаль-
ным скачком BC остается неизменной. Искаженный
за счет нелинейности профиль показан точками. На-
клон скачка BC постепенно снижается. Асимптотиче-
ски волна принимает вид abcd, показанный в прямо-
угольной вставке. Асимптотический профиль состоит
из двух ударных волн ab и cd, и семейства характери-
стик bc

Зигзаг или зет-профиль ABCD на рис. 2 состоит
из волны сжатия AB (красный отрезок) p > 0, бе-
гущей впереди, и примыкающей к ней волны растя-
жения CD (синий отрезок) p < 0. Резкий скачок BC

между этими двумя составляющими (зеленый отре-
зок) связан с условием отражения на фронтальной
границе. Смена знака давления, а значит и скорости
u = p/z, обусловлена законом сохранения импульса;
здесь z – акустический импеданс никеля. Импуль-
сом поглощенных и отраженных фотонов можно пре-
небречь в отношении скоростей гидродинамического
движения и скорости света. Треугольная форма на
схеме на рис. 2 выбрана для простоты. Реальная фор-
ма складывается на 2Т стадии. Она ближе к Гаусси-
ану – решению уравнения теплопроводности.

В нелинейном случае форма ABCD на рис. 2 с те-
чением времени меняется. В точках A и D волна рас-
пространяется со скоростью звука c0, поскольку (a)
вещество неподвижно и (b) давление в этих точках
равно нулю. Однако на гребне (точка B) и впадине
(точка C) волны ситуация другая. При учете нели-
нейности в первом порядке теории возмущений ско-
рость гребня B на величину ∆v = (1/z + ∂c/∂p)p

больше, чем невозмущенная скорость c0. Таким об-
разом, точки B и C расходятся с течением времени
со скоростью 2∆v.

Первый признак нелинейности – это изменение
наклона семейства характеристик BC, см. рис. 2.
Нелинейная стадия 1 заканчивается опрокидывани-
ем волн – синий и красный наклонные отрезки на
рис. 2 трансформируются в ударные скачки ab и cd
на прямоугольной вставке на рис. 2. На нелинейной
стадии 2 амплитуда скачков ab и cd снижается про-
порционально 1/

√
t, см. [44]. Это происходит за счет

поглощения характеристик семейства bc в ударных
волнах ab и cd. Мгновенная амплитуда скачка опре-
деляется давлением p на характеристике, входящей
в этот момент в скачок. В скачок входят характе-
ристики со все меньшими и меньшими значениями
p. Соответственно амплитуда скачка снижается. На-
ши опыты при наивысших для техники синхронного
детектирования флюенсах Fabs и численные расче-
ты впервые для указанной техники обнаруживают
развитие оптоакустических процессов на нелинейной
стадии 1.

5. Численное моделирование и сравнение с

опытами. Как и в методе VISAR [15, 17], измерения
коэффициента (1) [1] связаны с сигналом от границы
мишени, внутри которой протекают переходные про-
цессы. Проведем анализ процессов внутри мишени
с помощью 2Т гидродинамического моделирования
(2Т-гд код [45]) в приближении изотропного упруго-
го тела. На рисунке 3 более подробно представлена
стадия II с рис. 1. Вертикалями t = const отмечены
моменты времени, в которые мы смотрим на проис-
ходящее в толще мишени. Синие вертикали относят-
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ся к рис. 4. Рисунок 4 поясняет структуру акустиче-
ского поля внутри пленки никеля. Красные вертика-
ли связаны с рис. 5. Они требуются для того, что-
бы понимать физику формирования акустического
всплеска. Длина красной горизонтальной черточки
над первым всплеском соответствует времени цирку-
ляции характеристик ВС через скин-слой, см. рис. 5.
Зеленые метки на рис. 3 относятся к волне разреже-
ния RW (rarefaction wave).

Рис. 3. (Цветной онлайн) Показаны два первых акусти-
ческих пика зависимости (1) с рис. 1. Зелеными дву-
мя вертикалями отмечен 1-й приход волны разреже-
ния RW на фронтальную границу fr, см. рис. 6. Зеленая
стрелка отмечает 2-й приход волны RW на границу fr.
См. текст

Нагревающий импульс порождает в мишени аку-
стическую волну вида, показанного на рис. 2. Но на
рис. 2 z-профиль распространяется в неограничен-
ном объеме. В нашей ситуации с достаточно тонкой
пленкой 73 нм, сопоставимой по толщине со слоем
“мгновенного” 2Т прогрева dT , необходимо учиты-
вать наличие контакта никель-стекло.

Толщина прогрева dT в никеле на используемой
для нагрева длине волны 396 нм и при поглощенном
флюенсе 10.87 мДж/см2 составляет примерно 30 нм.
При Fabs = 0.906мДж/см2 величина dT ≈ 20 нм.
Толщина dT определена посредством 2Т гидродина-
мического численного моделирования по полувысоте
приращения мгновенного профиля электронной тем-
пературы Te(x, t

∗) по сравнению с комнатным зна-
чением температуры в момент t∗ достижения макси-
мального значения температуры Te на фронтальной
(т.е. облучаемой) поверхности.

Сверхзвуковая электронная тепловая волна быст-
ро (мгновенно для акустических масштабов времени)
поднимает давление на контакте со стороны нике-
ля. Акустический импеданс стекла в разы меньше
импеданса никеля. Поэтому “мгновенно” от контак-
та начинает распространяться в толщу пленки нике-

ля волна разрежения RW – это следствие быстрого
“включения” давления в никеле на контакте.

Таким образом, в пленке распространяются две
особенности звукового поля – см. рис. 4. Это, во-
первых, скачок ВС (см. рис. 2, 4) и, во-вторых, вол-
на разрежения RW, идущая от контакта, см. рис. 4.
На акустических масштабах времени они стартуют
в нулевой момент времени внутрь пленки одна от
фронтальной границы, а другая, как сказано, от кон-
такта – т.е. навстречу друг другу. Всплески на зави-
симости (1) на рис. 1 и 3 связаны с приходом этих
особенностей в скин-слой для зондирующих импуль-
сов; и нагревающий, и зондирующий импульсы осве-
щают пленку с фронтальной стороны; скин приле-
гает к фронтальной границе. Приход этих особенно-
стей обуславливает быстрое изменение плотности и,
следовательно, плазменной частоты ωp. Повышение
плотности никеля в скин-слое увеличивает коэффи-
циент отражения (1).

Рис. 4. (Цветной онлайн) Акустическое поле, получаю-
щееся сложением волны ABCD (см. рис. 2) и волны раз-
режения RW. Отмечены особенность BC волны ABCD
(малиновые стрелки) и волна RW (голубые стрелки).
Показаны первый (красный профиль) и второй (чер-
ный профиль) полупериоды длительностью ≈ 13 пс
каждый. На 1-м полупериоде особенности BC и RW
бегут от фронтальной границы (fr) и контакта (CB –
contact boundary) соответственно. На 2-м полупериоде
произошли первые отражения этих волн и направле-
ния распространения меняются на обратные. Смеще-
ния границ fr и CB менее 1 нм, и в приведенном мас-
штабе незаметны. Крутизна волны RW определяется
длительностью нарастания давления в никеле на кон-
такте на 2Т стадии.

По рисунку 5 можно судить по размаху измене-
ния плотности в скин-слое при отражении семей-
ства характеристик ВС. Отметим, что хотя указан-
ный размах изменения достаточно велик (1.4 %), из-
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менение плотности на самой фронтальной границе
мало, см. рис. 6. Гидродинамика применима на мас-
штабах порядка нескольких межатомных слоев. У
границы в этом пограничном слое выполняется ди-
намическое граничное условие pxx|fr = 0. Этим усло-
вием обусловлена малость вариации ρ|fr на границе.
Значения плотности никеля ниже его исходной плот-
ности ρ0 = 8.907 г/см3. Это обусловлено нагревом
пленки. Поэтому относительное изменение плотно-
сти (ρ− ρ0)/ρ0 на рис. 5, 6 является отрицательным.

Рис. 5. (Цветной онлайн) Отражение семейства харак-
теристик ВС волны ABCD (см. рис. 2 и рис. 4) от фрон-
тальной границы fr. На черном профиле характеристи-
ки ВС уже отразились и двигаются налево. Прохожде-
ние участка BC туда и обратно через скин-слой толщи-
ной 13 нм занимает 5 пс. Этот отрезок времени пока-
зан на рис. 3 в виде горизонтальной красной черточки
над 1-м акустическим всплеском (1-е эхо скачка ВС).
Моменты времени 25.7 и 27 пс представлены на рис. 3
вертикальными красными прямыми. О толщине скина
13 нм можно судить по вертикальной прямой, показан-
ной здесь короткими оранжевыми штрихам

6. Связь гидродинамики и коэффициента

отражения. Представим диэлектрическую прони-
цаемость никеля с помощью формулы Друде

e1 = 1− ω2
p(1 + ρ̂)

ω2
, e2 =

ω2
p(1 + ρ̂)

ω2 (ωτ(1 + τ̂ ))
. (5)

Здесь ω = 2.4 · 1015 рад/с – частота световых осцил-
ляций на длине волны λ = 793 нм. Безразмерные по-
правки по плотности и времени столкновений обо-
значены ρ̂ = (ρ− ρ0)/ρ0 и τ̂ . Определим плазменную
частоту ωp = 10.6·1015 рад/с и время свободного про-
бега τ = 0.39фс по диэлектрической постоянной ни-
келя e1 = −18.8, e2 = 21.45. Значения e взяты из
справочника для λ = 793 нм при комнатных услови-
ях. При этом поправки, определяющие отклонение
от этих условий, равны нулю.

Рис. 6. (Цветной онлайн) Отражение волны разреже-
ния RW (см. рис. 4) от фронтальной границы fr. На
красном (черном профиле) волна движется направо к
границе fr (налево от границы fr). Моменты времени
12.2 и 15 пс представлены на рис. 3 вертикальными зе-
леными прямыми. Скин-слой выделен надписью skin

Вычислим по функциям (5) коэффициент отра-
жения R(ρ̂, τ̂) с учетом поправок. Потом разложим
вычисленную функцию R по малым поправкам ≪ 1.

В линейном приближении получим

R = 0.74 + 0.11ρ̂+ 0.064τ̂ . (6)

Как видим, увеличение плотности (а значит ωp) и
времени пробега увеличивают коэффициент R (6).
Так и должно быть.

Возьмем поправку ρ̂ = 0.014 и среднее пониже-
ние относительной плотности ρ̂ = −0.008 с рис. 5.
Пусть τ̂ = 0. Тогда, согласно (6), поправка и среднее
понижение величины (1) равны 0.11 ∗0.014/0.74 =

= 2.1 · 10−3 и ≈ −10−3. Видим, эти значения неплохо
согласуется с зависимостью (1) на рис. 3.

Величина (1), изменение которой инициирует-
ся нагревающим воздействием, называют transient
thermoreflectance (TTR) [1]. Действительно, нагрев
нагревающим импульсом формирует акустическую
волну (см. п. 4) и понижает плотность пленки (упо-
мянутое выше ρ̂ = −0.008 и ∆R/R0 ≈ −0.001). С
другой стороны, появление акустического эха связа-
но именно с силовыми напряжениями.

7. Нелинейное уширение характеристик

ВС. Изменение наклона и, соответственно, ушире-
ние участка характеристик ВС в качественном отно-
шении описано выше на рис. 2. На рисунке 7 количе-
ственно сравниваются ситуации со слабым (нелиней-
ностью на рассматриваемых временах можно прене-
бречь) Fabs = 0.906мДж/см2 и более сильным (нели-
нейность существенна) Fabs = 10.87мДж/см2 нагре-
вающими воздействиями. Они относятся к энергиям
нагревающего импульса 0.1 и 1.2 мкДж. Разница в 12
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раз. Показан момент t = 20 пс, относящийся ко 2-му
полупериоду. Характеристики ВС и волна RW один
раз отразились от границ. Видим, что участок ВС
мгновенного профиля более сильного импульса на-
клонился сильнее. Соответственно максимум плот-
ности и частоты ωp придет на границу fr позже. Это
проявится в задержке прибытия максимума пика, см.
рис. 8 – П-образная метка.

Рис. 7. (Цветной онлайн) Иллюстрация усиления нели-
нейного явления при увеличении энергии. Нелиней-
ность проявляется в наклоне участка ВС. Видим, что
из-за наклона максимум ρ в более сильной волне от-
стает от более слабой. Максимумы движутся вправо.
Отставание показано зелеными вертикалями. Отстава-
ние приводит к сдвигу максимума акустического пика,
отмеченного П-образной меткой на рис. 8. Амплитуда
слабой волны увеличена в 12 = 1.2/0.1 раз, чтобы срав-
нить слабое и сильное воздействия, см. текст

На рисунке 8 представлен экспериментально об-
наруженный нелинейный эффект. Для сопоставле-
ния сигналов (1) с разными значениями Fabs, сла-
бый сигнал увеличен в отношение энергий раз (в 12
раз). Погрешность, показанная на рис. 8 для синей
кривой, не масштабировалась в 12 раз. Погрешности
красной кривой такой же величины. Они не показа-
ны, чтобы не загромождать рисунок. Поэтому чем
слабее воздействие, тем более шумным оказывается
сигнал (1).

8. Заключение. Проанализированы оптоакусти-
ческие явления в тонкопленочной структуре. В опы-
тах применен высокоточный метод синхронного де-
тектирования (СД) и 2Т численное моделирование с
учетом упругости никеля. Насколько нам известно,
анализ процесса выхода волны разрежения RW на
фронтальную границу fr ранее не проводился. Волна
RW инициируется на короткой 2Т стадии на контак-
те никель–стекло.

Метод синхронного детектирования применен

Рис. 8. (Цветной онлайн) Проявление нелинейности за-
ключается в обнаруженной нами задержке акустиче-
ских пиков при более сильных нагревающих воздей-
ствиях (красная кривая) по сравнению со слабыми воз-
действиями (синяя зависимость с указанием погрешно-
сти). Соответствующие задержки для 1-го и 2-го эха
указаны П-образными метками

при предельной для этого метода энергетике.
Описано накопление тепла при многократных
повторениях нагревающих воздействий. Обсуж-
дается, чем определяется предел применимости
метода – постепенный нагрев или растрескивание
при термоциклировании или их комбинация. При
этом точность набора статистики измерений (1)
определяется нагревом, а разрушение образца до
его плавления формированием сети микротрещин
(см. [31]).

Впервые обнаружены проявления нелинейности в
методе СД, широко применяемом в опытах с лазера-
ми. Предыдущие работы по этой важной тематике
использовали линейное акустическое приближение.

Наш подход с повышением энергии в опытах с СД
указывает путь к созданию комбинированных мето-
дик измерения оптических свойств в широком диа-
пазоне энергий. При слабой энергетике применяет-
ся СД (многократные воздействия), которое непре-
рывно переходит в методику однократных измерений
[29, 35] при большой энергии лазерного импульса.

Финансирование работы. Эксперимент
поддержан Министерством науки и высшего об-
разования Российской Федерации (Соглашение
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академии наук (FFWR-2024-0013). Эксперименты
выполнены на оборудовании Центра коллективного
пользования “Лазерный фемтосекундный комплекс”

Письма в ЖЭТФ том 120 вып. 7 – 8 2024



558 В. А. Хохлов, С. А. Ромашевский, С. И. Ашитков, Н. А. Иногамов

(ЦКП ЛФК) Объединенного института высоких
температур Российской академии наук (ОИВТ
РАН).

Конфликт интересов. Авторы данной работы
заявляют, что у них нет конфликта интересов.

1. Carolyn A. Paddock and Gary L. Eesley, J. Appl. Phys.
60(1), 285 (1986).

2. C. Thomsen, H.T. Grahn, H. J. Maris, and J. Tauc,
Phys. Rev. B 34, 4129 (1986).

3. S.-S. Wellershoff, J. Hohlfeld, J. Guedde, and
E. Matthias, Appl. Phys. A 69 (Suppl 1), S99 (1999).

4. N. Del Fatti, C. Voisin, M. Achermann, S. Tzortzakis,
D. Christofilos, and F. Vallée, Phys. Rev. B 61, 16956
(2000).

5. А.А. Мельников, О.В. Мисочко, С. В. Чекалин,
Письмв в ЖЭТФ 89 148 (2009).

6. I. Razdolski, D. Makarov, O.G. Schmidt, A. Kirilyuk,
T. Rasing, and V.V. Temnov, ACS Photonics 3(2), 179
(2016).

7. O. Matsuda, M. C. Larciprete, R. Li Voti, and
O.B. Wright, Ultrasonics 56, 3 (2015).

8. C. Thomsen, J. Strait, Z. Vardeny, H. J. Maris, J. Tauc,
and J. J. Hauser, Phys. Rev. Lett. 53, 989 (1984).

9. S. Edward, H. Zhang, I. Setija, V. Verrina, A. Anton-
cecchi, S. Witte, and P. Planken, Phys. Rev. Appl. 14,
014015 (2020).

10. H. Zhang, A. Antoncecchi, S. Edward, I. Setija,
P. Planken, and S. Witte, Phys. Rev. Appl. 13, 014010
(2020).

11. C. Thomsen, H.T. Grahn, H. J. Maris, and J. Tauc, Opt.
Commun. 60(1), 55 (1986).

12. V.E. Gusev and P. Ruello, Appl. Phys. Rev. 5(3),
031101 (2018).
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Геометрическая фаза как основа квантовой акселерометрии
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Предложена концептуальная модель перспективного квантового акселерометра на основе двухмо-
дового атомарного конденсата Бозе–Эйнштейна. Ускорение порождает специфическую разницу геомет-
рических фаз между модами конденсата, сдвигающую картину интерференции волн материи. Моды
имеют конфигурации колец, в плоскости которых лежит вектор измеряемого ускорения. Однородность
потенциалов кольцевых конфигураций нарушена дополнительными локализованными потенциалами-
дефектами. При надлежащем расположении и структуре дефектов в результате вариации их парамет-
ров волновые функции мод конденсата приобретают геометрические фазы, различающиеся при нали-
чии ускорения. Вычисления, проведенные для кольцевых конфигураций конденсата атомов 87Rb ради-
уса 0.25mm, показывают, что предлагаемая схема способна регистрировать микрогравитацию порядка
10−6 ÷ 10−7g.

DOI: 10.31857/S0370274X24100124, EDN: QHHZOG

1. Введение. Прецизионные измерения ускоре-
ния свободного падения играют важную роль как
в прикладных задачах геодезии и навигации [1–3],
так и в фундаментальных исследованиях. Среди по-
следних стоит отметить исследования, посвященные
проверке принципа эквивалентности в общей тео-
рии относительности [4]. В связи с этим весьма ак-
туально создание высокочувствительных инерциаль-
ных датчиков – гравиметров или акселерометров.
Перспективным подходом для решения этой зада-
чи является использование интерференции волн ма-
терии. Подобные устройства уже превзошли клас-
сические гравиметры в точности измерений. На их
основе предложены эксперименты по проверке со-
отношения неопределенности на планковских мас-
штабах [5] и построению моделей квантовой грави-
тации [6]. Принцип действия атомных гравиметров
основан на регистрации интерференции от свобод-
но падающих атомов при помощи рамзеевской ин-
терферометрии [7]. С их помощью были проведены
прецизионные измерения ускорения свободного па-
дения Земли с относительной точностью, превыша-
ющей 10−12 [8, 9].

Близкими родственниками гравиметров является
другая разновидность инерциальных датчиков – ги-
роскопы, способные измерять угловую скорость (или

1)e-mail: 8342tomilin@mail.ru

ускорение) вращения системы отсчета устройства.
Они также могут быть реализованы с использовани-
ем принципов интерференции волн материи. Весьма
актуальными являются исследования по построению
квантовых гироскопов на основе атомных интерфе-
рометров [10–12]. Экспериментально продемонстри-
рованные результаты уже сравнимы и даже превы-
шают по точности классические гироскопы [13, 14].
Большинство таких устройств основано на измере-
нии оптического аналога фазы Саньяка [15–17]. Од-
нако в [18] была предложена схема, основанная на
измерении разницы специфических геометрических
фаз двух локализаций атомарного бозе-конденсата,
приобретаемых в результате варьирования парамет-
ров удерживающего потенциала. Главным требова-
нием являлась чувствительность пространственных
конфигураций мод конденсата к вращению его си-
стемы отсчета. Мы покажем, что данная схема мо-
жет быть модифицирована для измерений линейного
ускорения системы отсчета конденсата.

Следующие соображения иллюстрируют общую
идею использования геометрической фазы в атомар-
ном конденсате Бозе–Эйнштейна для регистрации
неинерциальности его системы отсчета. Рассмотрим
конденсат, состоящий из пространственных мод 1 и
2. Для простоты полное число частиц N в конден-
сате предполагается фиксированным. Вектор состо-
яния конденсата в фоковских базисах обеих мод
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|Ψ〉 =
N
∑

n=0

fn|n〉1 ⊗ |N − n〉2 (1)

задается амплитудами вероятности fn, которые опре-
деляют картину интерференции частиц из разных
мод. Предполагается, что конфигурации мод делают
состояние конденсата чувствительным к неинерци-
альности его системы отсчета. В результате цикли-
ческой вариации параметров потенциалов, задающих
конфигурации мод, их волновые функции приобре-
тают геометрические фазы θ1 и θ2 [19]. Обеспечив
различие восприимчивостей модовых конфигураций
к неинерциальности движения, эти фазы могут быть
сделаны разными, что приводит к нетривиальному
преобразованию состояния конденсата:

N
∑

n=0

fn|n〉1 ⊗ |N − n〉2 7→

7→
N
∑

n=0

fne
ınθ1 |n〉1 ⊗ eı(N−n)θ2 |N − n〉2, (2)

т.е. fn 7→ fne
ın(θ1−θ2). Разница фаз θ1 − θ2 может

быть измерена по сдвигу картины интерференции
атомов из разных мод. Целесообразно подходящим
выбором конфигураций мод обеспечить ненулевую
разницу фаз только в присутствие ускорения.

Целью работы является построение модели аксе-
лерометра, основанного на измерении разности гео-
метрических фаз мод атомарного конденсата. В раз-
деле 2 рассмотрена пространственная конфигурация
мод, пригодная для решения этой задачи. В разделе
3 приведены численные результаты, иллюстрирую-
щие возможности акселерометра.

2. Модель. Рассмотрим модель двухмодового
атомарного конденсата2), состоящего из частиц мас-
сы m. Каждая мода имеет тороидальную простран-
ственную конфигурацию, с внутренним радиусом
много меньше внешнего, который мы будем обо-
значать R. Хорошим начальным приближением для
описания такой конфигурации является одномерное
кольцо, положение частиц на котором описывается
угловой координатой ϕ ∈ [0, 2π). Кольца ориентиро-
ваны так, что вектор ускорения g системы отсчета
конденсата лежит в плоскости каждого кольца (см.
рис. 1). От направления этого вектора отсчитывают-
ся угловые координаты. В таком виде задача эквива-
лентна задаче о квантовом маятнике [20, 21]. Стаци-
онарное уравнение Шредингера для одночастичной

2)Взаимодействие в конденсате не является существенным
для нашей задачи, поэтому для простоты будем его исклю-
чать.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Принципиальная схема аксе-
лерометра. Потенциальные дефекты на кольцевых мо-
дах 1 и 2 отмечены стрелками, направление стрелок
определяет ориентацию кольца

волновой функции конденсата в безразмерных пере-
менных оказывается уравнением Матье

d2

dz2
Ψ(z) + (κ2 − 2q · cos 2z)Ψ(z) = 0, (3)

где z = 2ϕ – новая угловая переменная, κ2 = 8mR2×
× (E −mgR)/~2 – безразмерная “кинетическая энер-
гия”, q = 4m2R3g/~2 – безразмерная эффективная
глубина потенциала, создаваемого ускорением.

Для реализации изложенной во Введении идеи
акселерометра необходима различная реакция мод
конденсата на ускорение. Для этого, как показано
на рис. 1, обе кольцевые структуры нарушены на
некоторых участках дополнительными потенциала-
ми, именуемыми дефектами. Дефекты расположе-
ны так, что вектора, направленные к ним из центра
каждого кольца, ортогональны вектору ускорения.
Будем считать в каждой получившейся паре вектор
ускорения первым (он одинаковый в обеих парах), а
вектора к дефектам – вторыми. Если при этом де-
фекты способны задать ориентации на кольцах (на-
правления их обходов), с каждой модой оказывается
связанной ортогональная тройка векторов. Третьи
вектора для каждого кольца нормальны их плоско-
стям и определяются известным образом из направ-
лений обходов. Из рисунка 1 видно, что одна из троек
правая, а другая – левая. Это обстоятельство обеспе-
чит требуемое различие реакций мод на ускорение.
Описание дефектов с помощью трансфер-матриц бы-
ло использовано в моделях квантовых гироскопов
[18, 22] и оказалось очень удобным в предположе-
нии, что дефект локализован в одной точке кольца.
Уравнение (3) справедливо при этом на всем кольце,
кроме места расположения дефекта. Описывающая
его трансфер-матрица M связывает амплитуды волн
материи по разные стороны дефекта и принадлежит
группе унитарных унимодулярных матриц [23]:
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(

A+

A−

)

=

(

u v

v̄ ū

)

·
(

B+

B−

)

.
= M·

(

B+

B−

)

,

|u|2 − |v|2 = 1. (4)

Здесь черта над символом означает комплексное
сопряжение. Дополнительная связь между ампли-
тудами A±, B± может быть найдена из следующих
соображений. Для определенности рассматривается
случай, когда дефект расположен в точке z = π/4.
По определению, решение уравнения (3) в нижней
(относительно рис. 1) окрестности барьера имеет вид

A+e
ıκ(z+π/4) +A−e

−ıκ(z+π/4). (5)

Решение в верхней окрестности, с учетом периодич-
ности кольца

B+e
ıκ(z−3π/4) +B−e

−ıκ(z−3π/4). (6)

С другой стороны, в самом месте расположения ба-
рьера эти решения и их производные должны совпа-
дать с истинным решением уравнения (3):

A+ +A− = Ψ(−π/4),
B+ +B− = Ψ(3π/4),

ıκ(A+ −A−) = Ψ′(−π/4),
ıκ(B+ −B−) = Ψ′(3π/4). (7)

Общее решение уравнения (3) может быть представ-
лено в виде

Ψ(z) = ψc · ce(z) + ψs · se(z), (8)

где ce(z) и se(z) – четная и нечетная функции Ма-
тье соответственно [24]. Подстановка этого решения
в (7) и использование соотношения (4) приводит к
однородной системе линейных уравнений на коэф-
фициенты ψc,s. Условие ее совместности имеет вид

κ2 · (u+ v − ū− v̄)×
[

ce(3π/4) · se(−π/4)− ce(−π/4) · se(3π/4)
]

+

(u− v − ū+ v̄)×
[

ce′(3π/4) · se′(−π/4)− ce′(−π/4) · se′(3π/4)
]

=

ıκ ·
[

2

(

ce(3π/4) · se′(3π/4)− ce′(3π/4) · se(3π/4)+

ce(−π/4) · se′(−π/4)− ce′(−π/4) · se(−π/4)
)

−

(u+ v + ū+ v̄)×
(

ce(3π/4) · se′(−π/4)− ce′(−π/4) · se(3π/4)
)

+

(u− v + ū− v̄)×
(

ce′(3π/4) · se(−π/4)− ce(−π/4) · se′(3π/4)
)]

. (9)

Функции Матье также зависят от параметров κ и q,
входящих в (3). При заданном q выражение (9) яв-
ляется неявным уравнением на параметр κ, т.е. опре-
деляет энергетический спектр моды.

Потенциальный дефект характеризуется
трансфер-матрицей, которая в свою очередь за-
висит от параметров u и v. Задания взаимно
противоположных ориентаций колец можно достиг-
нуть, если представить трансфер-матрицы дефектов
в виде произведения двух различных более простых
трансфер-матриц3), взятых в прямом и обратном
порядке:

M1 =

(

eıα 0

0 e−ıα

)

·
(

cosh(η) ı sinh(η)

ı sinh(η) cosh(η)

)

,

M2 =

(

cosh(η) ı sinh(η)

ı sinh(η) cosh(η)

)

·
(

eıα 0

0 e−ıα

)

.

(10)

Одна из этих матриц соответствует изменению ам-
плитуды, а другая – изменению фазы прошед-
шей и отраженной волн. Пространство параметров
трансфер-матриц дефектов в нашей модели оказы-
вается цилиндром бесконечной длины.

Вариация параметров дефекта (достаточно мед-
ленная, чтобы не вызвать переходы между стацио-
нарными состояниями) по некоторому замкнутому
контуру приводит к появлению у состояния систе-
мы геометрической фазы. В качестве такого конту-
ра выберем циклическое изменение α от 0 до 2π при
фиксированном η (см. выше), т.е. поперечное сече-
ние бесконечного цилиндра. Тогда эта дополнитель-
ная геометрическая фаза дается следующим выра-
жением [19]:

θg =
ı

2

∫ 2π

0

〈Ψα| ∂
∂αΨα〉 − 〈 ∂

∂αΨα|Ψα〉
〈Ψα|Ψα〉

dα, (11)

где Ψα – волновая функция стационарного состоя-

3)Можно показать, что любая трансфер-матрица может
быть представлена в виде произведения двух “элементарных”
трансфер-матриц, каждая из которых относится к одному из
трех типов [23].
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ния моды, вычисленная при данном значении α, а
скалярные произведения вычисляются по формуле

〈Ψ|Φ〉 =
∫ π

0

Ψ∗(z)Φ(z)dz. (12)

Отметим, что форма записи (11) инвариантна от-
носительно нормировки волновой функции. Интерес
представляет разность ∆θg

.
= θ

(1)
g − θ

(2)
g геометри-

ческих фаз, приобретаемых модами конденсата при
одинаковой вариации противоположно ориентиро-
ванных дефектов, как функция параметра q.

Из формы выражения (11) ясно, что для того,
чтобы геометрическая фаза была ненулевой, функ-
ция Ψα должна быть комплекснозначной. Однако
уравнение Шредингера (3) имеет лишь действитель-
ные коэффициенты. Действительными являются и
функции Матье ce(z) и se(z). Значит комплексны-
ми должны быть амплитуды ψc,s. Таким образом,
единственной возможностью добиться ненулевой гео-
метрической фазы является использование потен-
циального дефекта с комплекснозначной трансфер-
матрицей. Этим и объясняется выбор элементарных
составляющих дефекта в выражении (10).

Отдельного внимания заслуживает обсуждение
решений уравнения (3). Литература, посвященная
применениям функций Матье к физическим зада-
чам, как правило, ограничивается рассмотрением 2π-
периодических по угловой переменной решений. Это
условие при заданном значении q дает бесконечный
счетный набор значений κ и таким образом опреде-
ляет уровни энергии системы (как, например, в за-
даче о квантовом маятнике). Рассматриваемая нами
задача существенно отличается наличием на коль-
це потенциального дефекта. Заданные в нем гранич-
ные условия (4) заменяют собой условие периодич-
ности. Более того, нетрудно видеть, что вытекающее
из граничных условий условие совместности (9) те-
ряет смысл при подстановке в него 2π-периодических
функций. Поэтому следует рассматривать все воз-
можные решения (9) без учета их периодичности.

Любое решение уравнения Матье представимо в
виде

eırzf(z), (13)

где f(z) – π-периодическая функция, а число r ∈ C,
зависящее от параметров q и κ, называется характе-
ристическим показателем [24]. Таким образом, пери-
одические решения (с любым периодом) имеют дей-
ствительный целый либо дробно-рациональный ха-
рактеристический показатель. Возможные при дан-
ных q и κ значения характеристического показате-
ля принято иллюстрировать при помощи так назы-
ваемой диаграммы устойчивости (см. рис. 2). Видно,

Рис. 2. (Цветной онлайн) Диаграмма устойчивости ре-
шений уравнения Матье. В заштрихованной области
характеристический показатель является действитель-
ным, а решение – устойчивым. На границах области
устойчивости характеристический показатель прини-
мает постоянные значения, отмеченные на рисунке

что при заданном q зависимость характеристическо-
го показателя r от параметра κ не является всюду
гладкой, а терпит скачки при переходе между обла-
стями устойчивости и неустойчивости. При варьиро-
вании потенциального дефекта значение κ становит-
ся функцией варьируемого параметра α и меняется
в определенном диапазоне. Поскольку в определение
геометрической фазы (11) входят производные по α,
то следует убедиться, что выбранные корни соотно-
шения (9) полностью (при любом α) лежат в отме-
ченной на рис. 2 области устойчивости4).

3. Результаты и обсуждение. В первую оче-
редь необходимо найти корни соотношения (9). Как
и в случае обычного квантового маятника, они обра-
зуют бесконечный дискретный набор. На рисунке 3
представлен их характерный вид как функции α. Из-
за наличия дефекта и граничных условий (4) реше-

4)Хотя гладкость пути в пространстве параметров, по кото-
рому производится варьирование, не является необходимым
условием для определения геометрической фазы, ее отсут-
ствие может привести к серьезным вычислительным трудно-
стям. Кроме того, в области неустойчивости характеристи-
ческий показатель является комплексным, что приводит к
неограниченности решений уравнения Матье как функций z.
Хотя, как обсуждалось выше, решения задачи не обладают
периодичностью по z, и нормировка может осуществляться
на любом интервале длины π, удобнее выбрать ограниченные
решения.
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Уровни энергии как функции
параметра α при q = 2, η = 1. Верхними индексами 1 и
2 отмечены решения для соответствующих мод конден-
сата. Состояния, выбранные для вычисления геометри-
ческой фазы, отмечены жирными линиями, а пункти-
ром – решения, не лежащие целиком в области устойчи-
вости. Точками обозначены уровни энергии при α = 0

ния уравнения (3) не являются 2π-периодичными.
Вместо этого имеется симметрия относительно сдви-
гов параметра α, кратных 2π. А именно, вся картина
энергетических уровней инвариантна относительно-
го одновременного сдвига всех энергетических кри-
вых, представленных на рис. 3. Однако, как следу-
ет из сравнения с рис. 3, в действительности не все
из этих корней соответствуют решениям, имеющим
действительный характеристический показатель при
всех значениях параметра α. В частности, для ис-
пользованного для вычислений кривых на рис. 3 зна-
чения q минимально допустимое значение κ состав-
ляет порядка 3. Поэтому для вычисления геомет-
рической фазы было выбрано состояние, обозначен-
ное жирной кривой на рис. 3. В пределе больших q

при фиксированных параметрах дефекта его значе-
ние становится пренебрежимо малым, а близкие к
основному уровни энергии приближаются к уровням
энергии гармонического осциллятора [20].

Как видно из рис. 3, одинаковая вариация де-
фекта приводит к различным изменениям энергий
(и волновых функций) основных состояний различ-
ных мод. В результате приобретаемые ими геометри-
ческие фазы также различаются. Их разница, вычис-
ленная при помощи выражения (11), представлена на
рис. 4.

Обсудим полученные результаты. При нулевом
q геометрические фазы, приобретаемые обеими мо-
дами одинаковы, как и следовало ожидать. Зависи-
мость ∆θg не является ни четной, ни нечетной функ-
цией q – это связано с отсутствием такой симметрии
в уравнении Матье и начальных условиях. Одному

Рис. 4. Разность геометрических фаз мод конденсата,
полученных в результате вариации потенциального де-
фекта по контуру α ∈ [0, 2π], η = 1, как функция уско-
рения свободного падения q

и тому же значению ∆θg соответствуют два возмож-
ных значения q. Если известно направление поля тя-
жести, то по полученной зависимости величина уско-
рения свободного падения определяется однозначно.

Оценим точность измерения параметра q в
рассмотренной схеме. Поскольку квантовое состо-
яние системы параметрически зависит от него, то
неопределенность измерения δq дается неравенством
Крамера–Рао [25]:

δq ≥ 1
√
nexp ·

√

Iq

.
=
δq(min)

√
nexp

, (14)

где nexp – число повторений интерферометрического
измерения разности геометрических фаз, а Iq – кван-
товая информация Фишера, соответствующая изме-
рению q. Поскольку состояние системы в результате
приобретения геометрической фазы остается чистым
и имеет вид (2), то квантовая информация Фишера
принимает вид [26]

Iq = 4
∣

∣

∂∆θg
∂q

∣

∣

2 · (∆n)2, (15)

где (∆n)2 – дисперсия числа атомов в моде 1. В слу-
чае биномиального распределения атомов по ямам
(с равными вероятностями появления атома в каж-
дой из них) (∆n)2 = Nat/4. На рисунке 5 представле-
ны значения δq(min) при различных q. Относительная
точность измерения при q = 10 и Nat = 100 состав-
ляет порядка двух процентов.

В процессе проведения интерференционного экс-
перимента возможны потери атомов при наложении
пространственных конфигураций конденсата. Этот
эффект можно промоделировать добавлением атом-
ных делителей пучка с конечным коэффициентом
пропускания T , как это сделано в работе [27]. Для
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Рис. 5. (Цветной онлайн) Точность измерения δq(min)

параметра q при Nat = 100. Сплошная кривая соот-
ветствует идеальному наблюдению интерференции, а
пунктирная – при потере 30 процентов атомов в одной
из мод (T = 0.7, см. пояснения в тексте)

простоты предполагаются потери только в одной из
пространственных мод (для определенности в мо-
де 1). Обозначим состояние конденсата при наличии
внешнего ускорения q после генерации геометриче-
ской фазы |Ψ(q)〉 (его общий вид приведен в правой
части выражения (2)). Тогда состояние конденсата
после потери атомов будет даваться выражением, где
операторы Крауса K̂i отвечают ситуациям с потерей
i атомов [27]:

ρ̂ =

Nat
∑

i=0

K̂i|Ψ(q)〉〈Ψ(q)|K̂†
i
.
=

Nat
∑

i=0

pi|ψi〉〈ψi|,

K̂i
.
=

(
√
1− T )i√
i!

(
√
T )n̂âi,

pi
.
= 〈Ψ(q)|K̂†

i K̂i|Ψ(q)〉,

|ψi〉 .=
K̂i√
pi
|Ψ(q)〉. (16)

Вычисление информации Фишера при больших Nat

затруднительно, однако можно оценить ее сверху,
воспользовавшись свойством выпуклости [27, 28]
(вычисление дополнительно упрощается тем обсто-
ятельством, что величины pi не зависят от геометри-
ческой фазы и, следовательно, от q):

Iq ≤ Ĩq
.
= 4
∣

∣

∂∆θg
∂q

∣

∣

2 ·
∑

i

pi(∆n)
2
i , (17)

где (∆n)2i – дисперсии чисел атомов в моде 1, вычис-
ленные по состояниям |ψi〉, введенным в (16). Резуль-
таты вычислений соответствующей точности измере-
ния δq(min) приведены на рис. 5. Видно, что потеря
даже 30 процентов атомов в одной из мод не оказы-
вает существенного влияния на точность измерения.

Проведенное рассмотрение позволяет заключить,
что разработанная схема в перспективе пригодна
для измерения ускорений. Ее особенностью являет-
ся фактическое отсутствие движущихся частей – в
отличие от известных схем на волнах материи, в ко-
торых регистрируется разлет и интерференция сво-
бодно падающих атомов и атомных ансамблей. Вме-
сто этого необходимо организовать интерференцию
предварительно приготовленных мод атомного кон-
денсата в кольцевых конфигурациях с локализован-
ным дефектом. Задача создания атомарного конден-
сата в рассмотренной конфигурации в движущейся
с ускорением системе отсчета сама по себе являет-
ся нетривиальной. Проведение интерференционного
эксперимента с неизбежностью разрушает двухмодо-
вую структуру конденсата, и для проведения следу-
ющего измерения процедуру нужно повторять.

Самостоятельной и важной проблемой являет-
ся реализация структуры дефекта, необходимой для
работы схемы. В настоящей работе мы воспользо-
вались удобной математической моделью трансфер-
матрицы дефекта, посредством которой в задаче
появляются комплексные числа и, следовательно,
само понятие фазы. Преследовалась цель демон-
страции основной идеи акселерометра. Разработка
конкретной физической модели дефекта, играюще-
го ту же роль, станет предметом отдельной будущей
работы5).

Помня об исключительно модельном характе-
ре рассматриваемых дефектов, приведем численные
оценки. Если конденсат состоит из атомов 87Rb в
кольцевых конфигурациях радиуса 0.25mm с де-
фектами, где η ∼ 1, рассмотренный диапазон зна-
чений q ∼ 1 ÷ 10 позволяет измерять ускорения
∼ 10−6 ÷ 10−7g, т.е. данная схема лучше приспособ-
лена для измерения микрогравитации. Это позволя-
ет надеяться на ее возможные приложения к задачам
космической навигации [29]. Возможности реализа-
ции атомных интерферометров в условиях микрогра-
витации сейчас активно исследуются [30–32]. Акту-
альность этой задачи связана с повышением точно-
сти измерений за счет увеличения времени распро-
странения волн материи через атомный интерферо-
метр [33, 34]. К настоящему моменту наилучшая до-
стигнутая точность измерений при суборбитальных
экспериментах составляет порядка 10−5g при изме-
рении ускорений порядка 10−3g [35, 36], и потенци-
ально до 10−12g в экспериментах с бозе-конденсатом,

5)Заметим, что при разработке идеи квантового гироскопии
с прицелом на измерение геометрической фазы также присут-
ствовали аналогичные этапы, отраженные в [18] и [22].
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содержащим 104 атомов 87Rb, в башне свободного па-
дения [37]. Расчеты, проведенные в [38] для альтер-
нативной схемы с использованием атомного интер-
ферометра Фабри–Перо, показывают относительную
точность порядка 0.2 при измерении ускорений по-
рядка 10−4g при Nat = 100 (аналогично вычислению
на рис. 5). Таким образом, хотя проведенные в насто-
ящей работе оценки сделаны для идеализированной
модели, они позволяют сделать вывод о потенциаль-
ной пригодности схемы для гравиметрических изме-
рений в условиях микрогравитации.

Полезно сравнить рассматриваемую схему аксе-
лерометра с ранее предложенной в [18] схемой ги-
роскопа, также использующей генерацию разности
геометрических фаз в двух кольцевых модах конден-
сата, нарушенных задающими ориентацию локали-
зованными дефектами. Отличия от работы [18] бо-
лее значительны, чем может показаться с первого
взгляда. Роли кольцевых структур мод конденсата в
схемах гироскопа и акселерометра совершенно раз-
личны: в гироскопе они используются как индикато-
ры кривизны пространства во вращающейся системе
отсчета. Для этой цели важна величина охватыва-
емой площади, но не строгая кольцевая форма мод
конденсата, хотя последняя существенно упрощает
теоретическое рассмотрение. Для предлагаемой схе-
мы акселерометра форма кольца принципиальна, по-
скольку должна имитировать математический маят-
ник – в ином случае влияние внешнего ускорения бу-
дет сложно выделить на фоне движения в удержива-
ющем потенциале моды. Также радикально отлична
от схемы гироскопа из [18] функция дефектов, нару-
шающих однородность кольцевых форм мод в схеме
акселерометра. Прежде всего следует заметить, что
их расположение на кольцах по отношению к изме-
ряемому ускорению принципиально. Но более важен
другой аспект. В случае гироскопа само стационар-
ное уравнение Шредингера содержало член с мнимой
единицей, добавляющий волновым функциям необ-
ходимую комплексность для появления геометриче-
ской фазы. В этом контексте дополнительных спе-
цифических требований, кроме задания ориентации,
к свойствам дефекта нет. В [22] было показано, что
для этого вполне достаточно комбинации потенци-
ального барьера и потенциальной ямы. Иная ситу-
ация в модели акселерометра. Возникает обсуждав-
шееся выше требование к дефекту – помимо задания
ориентации на кольце, он должен привнести в рас-
смотрение комплексность и, как следствие, понятие
фазы. Ввиду данного отличия предполагаемое разви-
тие модели в части практически реализуемой формы
дефектов не сведется к повторению [22].

4. Заключение. Рассмотрена принципиальная
схема перспективного устройства для измерения
ускорения его системы отсчета. Измеряемой вели-
чиной является разность геометрических фаз двух
мод единого атомарного конденсата. Каждая мода
имеет пространственную конфигурацию в виде коль-
ца, нарушенного в определенном месте локализован-
ным дефектом, задающим ориентацию кольца. Ва-
риация параметров дефектов противоположно ори-
ентированных мод приводит к возникновению в каж-
дой из них геометрической фазы. Разность этих фаз
может быть зарегистрирована в интерференционном
эксперименте с волнами материи, испущенными мо-
дами конденсата. Преимуществом предлагаемой схе-
мы является (в рамках рассмотренной модели дефек-
тов) способность регистрировать очень малые уско-
рения (порядка 10−6g).
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Универсальные импульсные распределения и короткодействующие

корреляции нуклонов
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Исследуется проблема построения универсальных двухнуклонных импульсных распределений для
основных NN-конфигураций 1S0 и 3S1-

3D1, используемых при описании короткодействующих корреля-
ций нуклонов в ядрах. Предложен новый метод вычисления таких распределений и изучены их свой-
ства. В качестве иллюстраций приводятся расчеты для нескольких современных реалистических NN-
потенциалов, включая взаимодействие, учитывающее ненуклонные степени свободы. Предложена новая
характеристика, определяющая отношение долей высокимпульсных компонент для спин-синглетных и
спин-триплетных NN-распределений при низких энергиях, которая может быть полезна для сравни-
тельной оценки изоспиновой зависимости короткодействующих корреляций при расчетах с различными
потенциалами NN-взаимодействия.

DOI: 10.31857/S0370274X24100131, EDN: RGICNJ

1. Введение. В последние годы проблема ко-
роткодействующих корреляций (КДК) в ядрах [1, 2]
стала очень актуальной благодаря новым эксклю-
зивным экспериментам по электрорасщеплению ядер
(e, e′NN) в квазиупругой кинематике с регистра-
цией трех частиц на совпадение [3]. Продолжа-
ют уточняться и данные по инклюзивным и полу-
эксклюзивным реакциям [4, 5]. Также проблема КДК
исследуется и в экспериментах (p, 2pN), проводящих-
ся на установке NICA [6, 7].

Сравнение экспериментальных данных с теоре-
тическими предсказаниями, полученными в резуль-
тате точного решения задачи многих тел с различ-
ными нуклон-нуклонными (NN) взаимодействиями,
позволило бы решить проблему КДК. Однако, ввиду
сложности решения задачи рассеяния с участием A

нуклонов, при анализе КДК в ядрах с A > 3 неиз-
бежно используются аппроксимации. Простейшей из
них является плоско-волновое импульсное прибли-
жение (Plane-Wave Impulse Approximation), при ко-
тором сечение квазиупругого выбивания (e, e′NN)

пропорционально спектральной функции нуклонов
в ядре или, при дальнейшем упрощении, соответ-
ствующему двухнуклонному импульсному распреде-
лению ρNN . С точностью до такого приближения но-
вые эксклюзивные эксперименты позволяют восста-
новить импульсные распределения нуклонов, а так-
же исследовать изоспиновую зависимость КДК.

1)e-mail: rubtsova@nucl-th.sinp.msu.ru;
pomeran@nucl-th.sinp.msu.ru

Двухнуклонное импульсное распределение в ядре
ρNN зависит от относительного импульса нуклонов
k, импульса их центра масс Q и угла между этими
векторами θ. Важным свойством таких распределе-
ний является их факторизация при высоких отно-
сительных импульсах k и малых импульсах центра
массQ, а также скейлинг для двухнуклонных (nn, pp
и np) импульсных распределений в области высоких
относительных импульсов. В серии работ К. Чиофи
с соавт. (см., например, [8]) на основе микроскопи-
ческих расчетов для систем A нуклонов показано,
что импульсные распределения для ряда легких ядер
(3H, 3He, 4He, 12C, 16O, 40Ca) при Q < 1− 1.5 фм−1

и k > 1.5− 2 фм−1 не зависят от угла θ и фактори-
зуются следующим образом:

ρANN(k,Q) = ρANN(k,Q, θ) ≈ CAρNN(k)ρACM (Q), (1)

где CA – константа, зависящая от ядра A (так на-
зываемый ядерный контакт), ρACM (Q) – распределе-
ние по импульсу центра масс пары нуклонов, а функ-
ция ρNN (k) не зависит от ядра, т.е. является универ-
сальным NN распределением. В случае триплетных
np-пар это универсальное распределение совпадает с
распределением нуклонов в дейтроне ρnp(k) = ρd(k).

Очевидно, что свойство факторизации двухнук-
лонного импульсного распределения предполагает
существование аналогичного универсального распре-
деления для спин-синглетных пар, т.е. pp- и nn-пар,
а также спин-синглетных np-пар. Поскольку пара
нуклонов не образует связанного синглетного состо-
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яния, то возникает проблема получения такого уни-
версального распределения для синглета в двухча-
стичном случае. Одно из возможных решений состо-
ит в использовании волновой функции виртуально-
го синглетного состояния, аппроксимацию которой
можно построить в случае сепарабельного взаимо-
действия нуклонов [9]. Другой вариант, предлагае-
мый в рамках обобщенного контактного формализ-
ма (ОКФ) [10, 11], состоит в использовании функций
рассеяния при нулевой энергии, нормированных ин-
тегралом по высокоимпульсной части, причем как в
синглетном, так и в триплетном каналах. При этом в
рамках ОКФ используются проинтегрированные по
импульсу центра масс пары Q импульсные распреде-
ления (1) для ядер, которые также оказываются про-
порциональными в высокимпульсной части постро-
енным двухчастичным универсальным распределе-
ниям как для триплетного канала, так и для син-
глетного. Отметим, что ОКФ широко используется в
настоящее время для вычисления различных харак-
теристик КДК в ядрах, а также для параметризации
сечений электрорасщепления [12].

Данная работа посвящена детальному исследова-
нию свойств распределений по относительному им-
пульсу в связанных и несвязанных парах нуклонов,
взаимодействующих в вакууме, а также разработ-
ке альтернативного метода их расчета. В соответ-
ствии с терминологией, используемой в работах по
ОКФ [10, 11], такие распределения в области боль-
ших импульсов мы будем называть универсальными
импульсными распределениями (УИР). Ниже мы по-
кажем, что для построения таких распределений нет
необходимости в решении задачи рассеяния строго
при нулевой энергии, и можно рассматривать функ-
ции рассеяния при небольших энергиях, что расши-
ряет диапазон методов, которые можно использовать
для их вычисления. Кроме того, мы рассматриваем
влияние ядерной среды на импульсные распределе-
ния в модели бесконечной ядерной материи. Также
в этой работе вводится величина, позволяющая ко-
личественно сравнить вклады от высокоимпульсных
частей функций в дискретном и непрерывном спек-
тре, которая будет полезна для оценок соотношений
между pp- и np-кореляциями в ядрах для различных
NN -взаимодействий.

В качестве техники для расчета универсальных
функций мы используем метод пакетной дискрети-
зации континуума (МПДК) [13, 14], подходящий для
расчетов функций непрерывного спектра в свобод-
ном пространстве и в ядерной материи.

2. Метод построения универсальных им-

пульсных распределений. Рассмотрим уравнение

Липпмана–Швингера для волновой функции двух-
нуклонной системы в импульсном представлении для
определенного спина пары σ (мы используем едини-
цы, в которых ~ = 1):

ψ(+)σ
p (k) = ψ0σ

p (k) +

∫

dk′ V
σ(k,k′)ψ(+)σ

p (k′)
p2

m + i0− k2

m

, (2)

где ψ0 – функция свободного движения (плоская вол-
на), V σ – потенциал NN -взаимодействия, m – масса
нуклона, и p =

√
mE – относительный on-shell им-

пульс, соответствующий энергии E. Ниже для удоб-
ства мы будем использовать индексы s и t для обо-
значения функций для синглетного 1S0 и связанных
триплетных каналов 3S1-3D1 соответственно, а так-
же опустим верхний индекс (+) у волновой функции.

После разложения по парциальным волнам полу-
чим уравнения для парциальных компонент волно-
вой функции. Для канала 1S0 (l = 0 и σ = 0) такое
уравнение имеет вид:

ψs
p(k) =

δ(k − p)

k2
+

∫ ∞

0

dk′(k′)2

2π2

V s(k, k′)ψs
p(k

′)
p2

m + i0− k2

m

. (3)

Эти функции нормированы согласно условию:
∫∞
0 dkk2ψ∗s

p (k)ψs
p′(k) = δ(p−p′)

p2 , и имеют раз-
мерность, отличную от размерности функций
дискретного спектра.

Определим высокоимпульсную часть интеграла
от квадрата модуля такой волновой функции следу-
ющим образом:

as2(p) =

∫ ∞

p0

dkk2|ψs
p(k)|2, (4)

где p0 определяет границу высокоимпульсной обла-
сти. Отметим, что as2(p) – размерная величина и име-
ет размерность фм3.

В рамках ОКФ [11] УИР для nn- и pp-пар опреде-
ляется через квадрат модуля волновой функции, по-
лученной из решения уравнения (3) при p = 0 и нор-
мированной на 1 в высокоимпульсной области. Рас-
смотрим такие распределения и при ненулевых p. Их
можно получить из функций непрерывного спектра
путем перенормировки:

ρsp(k) ≡
|ψs

p(k)|2
as2(p)

. (5)

Заметим, что поскольку импульсное распределение
определяется как квадрат модуля волновой функ-
ции, то не имеет значения, какому граничному усло-
вию удовлетворяет волновая функция.
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Для вычисления волновых функций удобно ис-
пользовать метод пакетной дискретизации конти-
нуума [13]. Суть этого метода состоит в разбие-
нии импульсного пространства (в каждой парциаль-
ной волне) на непересекающиеся интервалы {di =

= [ki−1, ki]}Ni=1 и введении базисных функций (сво-
бодных волновых пакетов), радиальные части кото-
рых имеют следующий вид:

xi(k) =
θ(k ∈ di)

k
√
di

, di = ki−ki−1, i = 1, . . . , N. (6)

где θ-функция отлична от нуля и равна 1, если k при-
надлежит интервалу di.

В пакетном базисе волновая функция представ-
ляется в виде разложения ψs

p(k) ≈ ∑N
i=1 Cixi(k),

а уравнение (3) сводится к системе алгебраических
уравнений:

N
∑

i′=1

(δii′ − g0i(p)Vii′ )Ci′ = δii0 , i = 1, . . . , N, (7)

где g0i(p) – диагональные матричные элементы ре-
зольвенты свободного гамильтониана, Vii′ – матрич-
ные элементы потенциала взаимодействия, а индекс
i0 определяет on-shell интервал, которому принадле-
жит p (см. детали в работе [13]). Таким образом, при
проектировании в пакетный базис дельта-функция,
входящая в неоднородный член уравнения (3), усред-
няется, а уравнение (7) в пакетном базисе не содер-
жит сингулярностей.

3. Примеры импульсных NN -распределе-

ний для разных взаимодействий и их свой-

ства. Рассмотрим импульсные NN -распределения
(5), которые получаются из решения уравнения (7)
при низких энергиях. В качестве границы высокоим-
пульсной области везде в этой работе будем исполь-
зовать значение p0 = 1.4фм−1.

Такие распределения для канала 1S0, найден-
ные для наймегенского NN -потенциала (тип II)
[15], показаны на рис. 1. Как видно из этого рисун-
ка, все распределения отличаются только при ма-
лых импульсах, причем функции имеют характер-
ные всплески вблизи on-shell импульса p, отвечаю-
щие усредненной дельта-функции, входящей в реше-
ние. Однако в высокоимпульсной части, при k > p0,
все распределения совпадают.

Это свойство волновых функций становится оче-
видным, если рассмотреть уравнение Шредингера в
импульсном представлении:

k2 − p2

m
ψs
p(k) +

∫ ∞

0

dk′(k′)2

2π2
V s(k, k′)ψs

p(k
′) = 0. (8)

Рис. 1. (Цветной онлайн) Импульсные распределения
в канале 1S0 для наймегенского потенциала, постро-
енные из функций континуума при разных энерги-
ях: 0.0004 МэВ (сплошная кривая), 0.62 МэВ (штри-
ховая кривая), 2.5 МэВ (штрих-пунктирная кривая),
17.15 МэВ (штрих-пунктир-пунктирная кривая)

Легко видеть, что решение этого уравнения в обла-
сти k ≫ p практически не зависит от p. Поэтому
при условии нормировки “на хвост” согласно (5), все
функции с p≪ p0 фактически совпадают друг с дру-
гом в высокоимпульсной области k > p0. Это свой-
ство можно записать в следующем виде:

|ψs
p(k)|2 ≈ as2(p)ρ

s(k), k ≥ p0, p≪ p0, (9)

где высокоимпульсная часть распределения ρs(k) не
зависит от on-shell импульса p. Согласно свойству
факторизации, двухнуклонные импульсные распре-
деления в ядрах при больших импульсах k пропор-
циональны ρs(k) [10].

Таким образом, для построения высокоим-
пульсных частей универсальных импульсных pp-
распределений нет необходимости решать уравнение
Липпмана–Швингера (или уравнение Шредингера)
строго при нулевой энергии, достаточно выполнения
условия p≪ p0.

Вычислим УИР для четырех типов потенциалов:
наймегенского (Nijm II) [15], боннского (CD Bonn)
[16], а также двух вариантов дибарионной моде-
ли: Dib I [17] и Dib II [18]. В дибарионной моде-
ли предполагается возможность образования проме-
жуточного шестикваркового состояния (дибариона)
при сближении нуклонов. Это приводит к эффектив-
ному NN -взаимодействию, зависящему от энергии.
Тем не менее, волновые функции для такой модели
можно найти по той же схеме, что и для не зави-
сящих от энергии потенциалов. Оба варианта моде-
ли, рассматриваемые в этой работе, позволяют вос-
произвести амплитуды рассеяния для двух основных
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NN -конфигураций, однако соответствующие волно-
вые функции отличаются в области высоких импуль-
сов.

На рисунке 2 приводятся импульсные распреде-
ления для NN -канала 1S0, полученные в пакет-

Рис. 2. (Цветной онлайн) Импульсные распределения в
канале 1S0 для разных NN-потенциалов

ном базисе для четырех рассмотренных потенциалов.
Как видно из этого рисунка, различия рассматри-
ваемых распределений в основном определяются по-
ложениями минимумов (т.е. нулей волновой функ-
ции). Первый минимум будет определять область
минимума pp-корреляций в ядрах, т.е. область на-
блюдаемого доминирования np-корреляций над pp-
корреляциями. Для самого “мягкого” боннского по-
тенциала этот минимум смещен вправо, в то время
как для дибарионной модели I он заметно смещен
влево, в область более низких импульсов.

4. Импульсные распределения для спин-

триплетного канала 3S1-
3D1. Следует отме-

тить, что аналогичным свойством – совпадением
высокоимпульсных частей при одинаковой нор-
мировке функций – обладают и импульсные np-
распределения для связанных каналов 3S1-3D1.
Здесь, однако, есть функция связанного состо-
яния, для которой импульсное распределение
вычисляется через квадрат модуля импульс-
ной зависимости волновой функции дейтрона,
|φd(k)|2 ≡ |φSd (k)|2 + |φDd (k)|2, следующим образом:

ρt(k) ≡ |φd(k)|2/ad2, ad2 =

∫ ∞

p0

dkk2|φd(k)|2, (10)

где ad2 – безразмерная величина, определяющая
вклад от высокоимпульсных компонент в импульс-
ное распределение для дейтрона [19].

Построим также и УИР по функциям непрерыв-
ного спектра аналогично (5) с учетом вкладов S- и
D-волновых компонент волновой функции. При этом
функции a2 будут определяться согласно:

at,l2 (p) ≡
∫ ∞

p0

dkk2|ψt,l
p (k)|2, l = 0, 2, (11)

где квадрат модуля функции континуума состоит из
суммы S- и D-компонент, а индекс l определяет ка-
нал с падающей волной2).

Соответствующие функции для наймегенского
потенциала приводятся на рис. 3 в сравнении с им-
пульсным распределением для дейтрона, нормиро-
ванным согласно (10). Поскольку в высокоимпульс-
ной части все функции одинаковые, в качестве уни-
версального np-распределения удобно использовать
именно дейтронное.

Рис. 3. (Цветной онлайн) Импульсные распределе-
ния в каналах 3SD1 для наймегенского потенциа-
ла, построенные из функций при разных энергиях:
−2.22МэВ (сплошная кривая), 0.275 МэВ (штрихо-
вая кривая), 4.52 МэВ (штрих-пунктирная кривая),
25.96 МэВ (штрих-пунктир-пунктирная кривая)

На рисунке 4 приведены УИР для триплетных
np-пар, т.е. для связанных каналов 3S1-3D1, полу-
ченные из дейтронного импульсного распределения
|φd(k)|2 для различных NN -потенциалов с условием
нормировки (10).

Следует отметить, что в работах [20, 21] была до-
казана пропорциональность на малых расстояниях
функций рассеяния (при низких энергиях) и функ-
ции связанного состояния в координатном простран-
стве для триплетного S-волнового взаимодействия
на основе аналитического продолжения волновых

2)Напомним, что при каждом p здесь есть два линейно неза-
висимых решения.
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Импульсные распределения в
каналах 3SD1 для разных NN-потенциалов

функций рассеяния в дейтронный полюс. По сути,
это то же самое свойство, которое мы продемонстри-
ровали в этой работе для высокоимпульсных частей
импульсных распределений для триплетного канала,
включающих S- и D-волновые компоненты для реа-
листических потенциалов NN -взаимодействия.

5. Сравнительные оценки высокоимпульс-

ных вкладов. Величина ad2 определяет долю
высокоимпульсной части в полном импульсном
распределении дейтрона. Значения этой вели-
чины заметно отличаются для разных моделей
NN -взаимодействия [19]. Они равны: 0.032 – для
боннского потенциала, 0.041 – для наймегенского
потенциала, 0.039 – для дибарионного потенциала II,
0.068 для дибарионного потенциала I.

Возникает вопрос, как оценить доли высокоим-
пульсных компонент для функций рассеяния, и, в
частности, для синглетного канала. Как было ука-
зано выше, величины a2(p), которые мы ввели для
функций непрерывного спектра, являются размер-
ными и их нельзя сопоставить напрямую с величина-
ми ad2 для связанного состояния. Однако можно рас-
смотреть суммарный (интегральный) вклад от вы-
сокоимпульсных компонент в каждом канале от со-
стояний с on-shell импульсом, меньшим или равным
некоторого значения q (q ≪ p0), через интегралы:

As
2(q) =

∫ q

0

dpp2as2(p), A
t
2(q) =

∑

l=0,2

∫ q

0

dpp2at,l2 (p).

(12)
Отношение таких интегральных величин в разных
каналах (с учетом вклада от связанного состояния):

η(q) ≡ As
2(q)/

(

ad2 +At
2(q)

)

, (13)

позволяет оценить соотношение высокоимпульсных
компонент волновых функций для синглетного и

триплетного каналов при низких энергиях для рас-
сматриваемого потенциала NN -взаимодействия.

Отношение η(q) приводится на рис. 5 для рас-
смотренных четырех моделей NN -взаимодействия.
Как видно из этого рисунка, это отношение меж-
ду долями высокоимпульсных компонент для син-
глетного и триплетного каналов оказывается различ-
ным для разных потенциалов, т.е. является моде-
лезависимым. При этом вклады от высокоимпульс-
ных компонент для синглетного канала при малых
энергиях существенно меньше, чем для триплетно-
го (η(q) ≪ 1) для всех рассмотренных взаимодей-
ствий. Также видно, что для потенциалов дибарион-
ной модели относительные высокоимпульсные ком-
поненты для функций синглетного канала больше,
чем для традиционных мезон-обменных потенциа-
лов. При этом, хотя универсальные функции для ди-
барионного потенциала II и для наймегенского по-
тенциала для синглетного и триплетного каналов до-
статочно близки друг к другу (см. рис. 2 и 4) вплоть
до импульсов порядка 7 фм−1, отношение η(q) для
дибарионного потенциала оказывается заметно боль-
шим, что, скорее всего, приведет к более сильным
pp-корреляциям в ядрах.

Рис. 5. (Цветной онлайн) Отношения η(p) для син-
глетного и триплетного каналов для разных NN-
потенциалов

Таким образом, предложенная величина η(q)

дополняет используемый в литературе параметр
ad2 для связанного состояния и позволяет сделать
предварительную сравнительную оценку изоспи-
новой зависимости КДК для разных потенциалов
NN -взаимодействия.

6. Импульсные распределения нуклонов в

ядерной среде. В качестве еще одной иллюстра-
ции рассмотрим высокоимпульсное поведение им-
пульсных распределений в ядерной среде. Ранее бы-
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ло показано [14], что можно определить эффектив-
ный гамильтониан для пары нуклонов, находящих-
ся над поверхностью Ферми. В определенном диапа-
зоне плотностей у такого гамильтониана возникают
связанные состояния (состояния с энергиями ниже
двойной энергии Ферми 2eF ), причем как для три-
плетного, так и для синглетного каналов3).

Исследуем далее высокимпульсные компоненты
волновых функций таких связанных состояний. В
импульсном представлении волновая функция тако-
го состояния в канале 1S0 при нулевом импульсе цен-
тра масс удовлетворяет уравнению:

k2 − k2B
m

ψs
B(k) +

∫ ∞

kF

dk′k′2

2π2
V s(k, k′)ψs

B(k
′) = 0, (14)

где kF – импульс Ферми для рассматриваемой среды,
а уравнение решается в подпространстве k, k′ ≥ kF
(так называемом Паули-разрешенном подпростран-
стве). При этом энергия связанного состояния от-
рицательна и определяется из соотношения EB =

=
k2
B

m − 2eF , где eF =
k2
F

2m .
В работе [14] описан метод расчета таких состоя-

ний в том же пакетном базисе, который мы исполь-
зовали выше. Эти функции нормированы на едини-
цу, поэтому для их нормировки на высокоимпульс-
ную часть можно ввести безразмерные множители
as,t2 . На рисунке 6 представлены импульсные распре-
деления для связанных состояний двух нуклонов в
ядерной среде в синглетном и триплетном каналах
при импульсе Ферми kF = 0.6фм−1 для боннского
потенциала в сравнении с УИР для того же взаимо-
действия, полученными выше. В высокоимпульсных
частях сравниваемые функции практически неотли-
чимы, что подтверждает универсальность двухнук-
лонных КДК. Полученные доли высокоимпульсных
компонент для синглетной и триплетной функций со-
ставляют as2 = 0.0018 и at2 = 0.041 соответственно.
Несмотря на то, что синглетные нуклоны здесь свя-
заны, снова наблюдается значительное превышение
вклада высокоимпульсной компоненты для триплет-
ного канала по сравнению с синглетным.

Мы нашли также доли высокоимпульсых компо-
ненент для двух других взаимодействий, рассматри-
ваемых в этой работе. Отношения as2/a

t
2 при kF =

= 0.6фм−1 для разных NN -потенциалов получают-
ся следующие: 0.044 (CD Bonn), 0.058 (Nijm II), 0.142
(Dib II). Как мы видим, эти отношения располагают-
ся в той же последовательности, что и кривые η(q),

3)Такие состояния отвечают собственным функциям ядра
уравнения Бете–Голдстоуна с единичными собственными зна-
чениями.

Рис. 6. (Цветной онлайн) Импульсные распределения в
каналах 1S0 (a) и 3S1-

3D1 (b), найденные при расчетах
в ядерной среде на основе уравнения (14) для боннско-
го потенциала (сплошные кривые) в сравнении с УИР
для того же потенциала (штриховые кривые)

приведенные на рис. 5 для NN -взаимодействий в ва-
кууме.

7. Заключение. Показано, что при выбранном
условии нормировки на высокоимпульсную часть в
качестве универсальных импульсных распределений
можно использовать двухчастичные волновые функ-
ции рассеяния при любой достаточно малой энергии.
Это свойство открывает широкие возможности для
вычисления таких распределений. В этой работе был
использован МПДК, однако здесь можно использо-
вать и любые другие подходы, которые традиционно
применяются для вычисления функций непрерывно-
го спектра. В частности, для построения универсаль-
ных распределений можно использовать и псевдосо-
стояния гамильтониана, полученные в L2 базисе, ес-
ли базис позволяет описать область высоких импуль-
сов. Такое исследование мы планируем в будущем.

Также в работе предложена функция η(q), поз-
воляющая сравнить вклады высокоимпульсных ком-
понент для спин-синглетного и спин-триплетного ка-
налов при низких энергиях. Такая функция зависит
от используемой модели NN -взаимодействия и мо-
жет служить дополнительной характеристикой изо-
спиновой зависимости КДК.

Кроме того, мы исследовали импульсные распре-
деления, отвечающие связанным состояниям корре-
лированных пар нуклонов выше поверхности Фер-
ми в ядерной среде. Показано, что импульсные рас-
пределения для таких состояний в области больших
импульсов пропорциональны универсальным NN -
распределениям.

Финансирование работы. Работа выполнена
за счет средств гранта Российского научного фонда
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Сотрудничеством ОКА предпринят поиск распада K+ → π0π0π0e+ν на статистике 3.65× 109 распа-
дов K+. Распад не обнаружен. Поставленое ограничение BR(K+ → π0π0π0e+ν) < 5.4× 10−8 90% CL в
65 раз лучше приведеного в таблице частиц.

DOI: 10.31857/S0370274X24100145, EDN: SNDTWF

1. Введение. Редкий распад K+ → π0π0π0e+ν

(Ke5) до настоящего времени не наблюдался. Из-за
ограниченного фазового объема Киральная Пертур-
бативная Теория (ChPT) предсказывает очень ма-
лую величину относительной вероятности BR(Ke5),
10−11−10−12 [1–3]. С другой стороны, можно ожи-
дать, что ограниченный фазовый объем усиливает
роль ππ-рассеяния в конечном состоянии, что может
существенно увеличить BR. Например, может обра-
зоваться пионный атом, пионий (A2π), с последую-
щим распадом на π0π0: π+π− → A2π → π0π0[4, 5].
Так как распадная длина пиония cτ ∼ 10−4 cм намно-
го превосходит ядерный масштаб, то в этом случае
имеет место распад на 4 частицы, K+ → A2ππ

0e+ν,
а не на 5. Это обстоятельство увеличивает фазо-
вый объем в ∼ 106 раз [2, 3], а последующий распад
A2π → π0π0, идущий с вероятностью ≈ 100%, приво-
дит к конечному состоянию π0π0π0e+ν.

Наше исследование проведено с целью существен-
ного улучшения текущего ограничения на вероят-
ность этого распада: BR(K+ → π0π0π0e+ν) < 3.5 ×
×10−6 [6]. Ограничение получено путем нормировки

1)e-mail: alex.kulik@gmail.com

на события распада K+ → π0e+ν (Ke3), а контроль
систематики - путем измерения брэнчинга распада
K+ → π0π0e+ν (Ke4).

2. Данные и процедура обработки. Экспери-
мент OKA, расположенный в НИЦ “Курчатовский
Институт” – ИФВЭ в Протвино (Россия), посвящен
изучению распадов каонов на лету. Обогащенный ка-
онами вторичный пучок получен путем высокочас-
тотной (ВЧ) сепарации по схеме Панофского. Им-
пульс пучка 17.7 ГэВ с содержанием каонов 12.5 % и
интенсивностью до 5× 105 каонов за цикл ускорите-
ля У-70. Установка OKA имеет два магнитных спек-
трометра, пучковый и вторичных частиц, а также
11-метровый распадный объем, окруженный охран-
ной системой. Установка содержит также электро-
магнитные калориметры GAMS и BGD [7, 8], адрон-
ный калориметр GDA [9] и систему идентификации
мюонов. Два черенковских счетчика служат для вы-
деления K+ в пучке на фоне p, π+, а широкоапертур-
ный 4-канальный поровый черенковский счетчик –
для выделения вторичных e± на фоне µ±, π±. Более
подробно с установкой можно ознакомиться по ссыл-
кам [10, 11]. Для поиска распада K+ → π0π0π0e+ν

использованы данные, записанные в сеансах 2012,
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Идентификация электрона и поиск π0. (a) – Идентификация электрона. Отношение e/p:
данные (светлая гистограмма) и МК K+ → π0π0π0e+ν (заштрихованная). (b) – Maсса γγ в распаде K+ → π0e+ν

(данные); стрелками показаны жесткие отборы (c) – Maсса γγ в распаде K+ → π0π0π0e+ν (МК); стрелками показаны
мягкие отборы

2013 и 2018 гг. Для расчета эффективностей реги-
страции методом Монте-Карло (МК) сгенерированы
события распадов Ке3, Ке4 и Ke5 при помощи про-
граммы Geant-3.21 [12] с детальным описанием уста-
новки. МК событий сгенерировано примерно в 10 раз
больше, чем реальных событий, записанных в ходе
эксперимента. Для оценки фонов сгенерированы МК
события 6-ти наиболее интенсивных распадов заря-
женного каона (µ+ν, π+π0, π0e+ν, π0µ+ν, π+π0π0,
π+π+π−) в количествах, пропорциональных вероят-
ностям этих распадов. События МК обработаны так
же, как и данные, включая реконструкцию. Каждо-
му MК событию приписан вес w ∼ |M |2, где M –
матричный элемент распада.

3. Отбор событий Ke3, Ke4, Ke5. Отбира-
ются события с единственным вторичным треком,
идентифицированным как e+ и с 1, 2 или 3 π0-
мезонами. Для этого требуется, чтобы положитель-
ному треку соответствовал ливень в GAMS с отноше-
нием e/p в пределах ±3σ от номинального значения
(рис. 1a). Из всех возможных комбинаций γ-квантов
выбирается комбинация с наибольшим числом пар
(π0-мезонов), удовлетворяющих условию

∑

i

(mγγ −mπ0)2i < R2
π. (1)

Значение параметра Rπ будет конкретизировано
ниже.

Эта общая процедура применена к трем распа-
дам с некоторыми вариациями. Большая статистика
в K+ → π0e+ν и K+ → π0π0e+ν позволяет ужесто-
чить отборы для большего подавления фонов. Пря-
мо противоположная ситуация возникла с распадом
K+ → π0π0π0e+ν: ни событий, ни фона не видно
даже при более мягких отборах, что позволяет уве-
личить эффективность и повысить устойчивость к

возможным неточностям МК моделирования. Поэто-
му мы используем 2 набора критериев: “жесткие” –
для K+ → π0π0e+ν и “мягкие” – для поиска ред-
кого распада K+ → π0π0π0e+ν. Такой парадоксаль-
ный выбор обусловлен отсутствием фона для K+ →
→ π0π0π0e+ν. Распад K+ → π0e+ν регистрируется
как с мягкими, так и с жесткими отборами для нор-
мировки K+ → π0π0π0e+ν и K+ → π0π0e+ν сответ-
ственно. Ниже перечислены различия между мягки-
ми и жесткими отборами.

• Идентификация электрона. Жесткие отборы
основаны исключительно на GAMS: проекция
трека в GAMS должна попадать в один из лив-
ней, как было указано выше. В мягких отборах
принимаются треки без соответствующего лив-
ня в GAMS, если широкоапетрурный черенков-
ский счетчик подтверждает электрон. Это по-
слабление заметно поднимает эффективность,
так как в распаде K+ → π0π0π0e+ν с мягким
спектром e+ треки часто не попадают в GAMS.

• Поиск π0. Параметр Rπ в (1) Rπ = 0.02 ГэВ
в жестких отборах и Rπ = 0.03 ГэВ в мягких
(рис. 1b, c).

• Жесткие отборы требуют 2 или 4 γ с Eγ >

> 0.5ГэВ для поиска π0 согласно (1). Мяг-
кие отборы ищут π0 в событиях с nγ ≥ 6,
Eγ > 0.3 ГэВ и иногда находят 3π0 в событиях
с 7γ или 8γ.

• Жесткие отборы бракуют события с ливнями в
адронном калориметре GDA и требуют ровно 2
сегмента e+ трека: один – до анализирующего
магнита и один – после. Мягкие отборы допус-
кают ливни в GDA и лишние сегменты трека.
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Наблюдение распада K+ → π0e+ν. (a) – Баланс энергии, отбор ∆E < −1ГэВ введен для
подавления фона π+π0. (b) – Недостающая масса, данные и МК

Рис. 3. (Цветной онлайн) Наблюдение распада K+ → π0π0e+ν. (a) – Баланс энергии в событии: сигнал (синяя гисто-
грамма) и фон (светлая). (b) – Фит модельного (МК) спектра недостающей массы двумя функциями Гаусса. (c) – Фит
реального спектра недостающей массы формой МК с рис. 3b + полином 2 степени

4. Наблюдение распадов. При окончательном
отборе событий введены дополнительные критерии,
специфические для каждого распада.

4.1. K+ → π0e+ν. Баланс энергии в событии
определен как ∆E = Edet − Eb, где Edet – сумма
энергий зарегистрированных частиц (e+, π0), a Eb –
энергия K+ пучка. Мы ожидаем, что распады с ν

будут обнаруживать дефицит баланса ∆E < 0, так
как ν не регистрируется. Потребовав дополнительно
к мягким отборам ∆E < −1ГэВ (рис. 2a) для подав-
ления фона π+π0, мы видим чистый пик в недостаю-
щей массе, содержащий ∼ 8.4×106 событий (рис. 2b).
Фон в этой выборке оценивается МК на уровне ∼ 1%.

4.2. K+ → π0π0e+ν. Для подавления доминиру-
ющего фона K+ → π+π0π0 введены отборы по ба-
лансу энергии ∆E < −2 ГэВ (рис. 3a) и поперечно-
му импульсу PT < 0.12ГэВ. Отбор по недостающей
энергии E∗

miss в системе покоя K+ также подавляет
фоны. Порог E∗

miss > 0 выбран потому, что в распа-
дах с участием ν при хорошей точности измерения
E∗

miss ≈ E∗
ν > 0. МК моделирование показывает, что

события с отрицательными E∗
miss возникают преиму-

щественно из-за ошибочной идентификации пары γγ

как π0; некоторый вклад дает также конечное раз-
решение. Пик в недостающей массе ясно виден на
рис. 3c. Мы фитируем этот спектр формой, получен-
ной фитом соответствующего спектра МК на рис. 3b
+ полином 2 степени для описания фона. Интеграл
МК формы дает 896± 51 событий распада.

4.3. K+ → π0π0π0e+ν. Вычислены недостающая
энергия E∗

miss и недостающий импульс p∗miss в систе-
ме покоя K+; они не всегда совпадают друг с дру-
гом, так как оставлена свободной недостающая мас-
са. Большинство кандидатов не удовлетворяют есте-
ственному требованию E∗

miss > 0 (рис. 4). Несколь-
ко оставшихся кандидатов забракованы требованием
|pmiss| < 0.08ГэВ, обусловленным кинематикой рас-

пада: импульс ν не превышает p∗ν <
M2

K−(3mπ)
2

2MK
≈

≈ 0.08ГэВ. Как видно из рис. 4, кандидаты ни в коей
мере не соответствуют МК моделированию.

5. Относительные вероятности. Эффектив-
ности регистрации вычислены как отношение чис-
ла прошедших отборы МК событий к полному чис-
лу сгенерированных событий. Полученная таким об-
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Поиск распада K+ →

→ π0π0π0e+ν: модуль недостающего импульса и недо-
стающая энергия в системе покоя K+, данные (крас-
ные точки), МК фон (синие звездочки) и МК сигнал
(мелкие точки). Ни одно событие не проходит отборов,
показанных прямоугольником

разом эффективность регистрации распада x, ǫ(x),
число зарегистрированных в эксперименте событий
nx и табличное значение BR(K+ → π0e+ν) = (5.07±
± 0.04)% использованы для получения относитель-
ных вероятностей:

BR(x) =
nx

nπ0e+ν

× ǫπ0e+ν

ǫx
× BR(π0e+ν), (2)

x = π0π0e+ν, π0π0π0e+ν, nπ0π0π0e+ν < 2.3 для
90%CL.

Матричные элементы распадов вычислены в рам-
ках Стандартной Модели:

M ∼ (ēγα(1 + γ5)ν)Hα. (3)

Лоренц-инвариантность, Бозе-статистика и ма-
лость массы электрона ограничивают адронный ток
Hα следующими формами:

Hα = f1pα для K+ → π0e+ν,

Hα = f1(p1 + p2)α для K+ → π0π0e+ν,

Hα = f1(p1 + p2 + p3)α + f4qα,

q =
{(p1 · p2)p3}123

m2
π

для K+ → π0π0π0e+ν. (4)

Здесь pi – импульсы пионов, а {} – симметризация
по трем π0. f1,4(meν ,mh) – форм-факторы, в общем
случае зависящие от масс лептонной и адронной си-
стем: m2

eν = (ke + kν)
2,m2

h = (
∑

i pi)
2. Мы взяли фе-

номенологическую параметризацию для f1 из [13];
она мало влияет на эффективность. Мы не распола-
гаем информацией по f4, однако МК моделирование
показывает небольшое влияние f4 на эффективность
регистрации (до 9%, рис. 5). Мы приводим результат
для наихудшего случая f4 = −3f1. Относительные
вероятности приведены в табл. 1.

Рис. 5. Средний вес K+ → π0π0π0e+ν событий, про-
шедших все отборы в зависимости от f4/f1, светлые
кружочки – f4 < 0

6. Cистематические ошибки. Наиболь-
шая неопределенность, до 9%, возникает из-
за неизвестного отношения f4/f1. Мы приво-
дим верхний предел в самом пессимистическом
предположении f4 = −3f1, он понизится до
BR(K+ → π0π0π0e+ν) < 5 × 10−8 90%CL, ес-
ли f4 ≪ f1 (рис. 5). Отсутствие фона для распада
K+ → π0π0π0e+ν позволило применить предельно
мягкие отборы, сделав расчет эффективности ма-
лочувствительным к возможным неточностям МК
модели.

Согласие полученного BR(K+ → π0π0e+ν) с ми-
ровым средним доказывает, что ошибки в расче-
те эффективностей ǫπ0e+ν , ǫπ0π0e+ν не превышают
ошибки в измерении BR(K+ → π0π0e+ν) 51/896 ≈
≈ 6%. Влияние такой неопределенности на верх-
ний предел BR ничтожно. Если мы хотим поста-
вить ограничение на некоторую величину B, связан-
ную с наблюдаемым числом событий n соотношени-
ем n = ǫB и ǫ известна с ошибкой ±σǫ [14], то при
нормальном распределении ǫ вероятность выпадания
n = 0 дается сверткой:

P0 =
1√
2πσǫ

∫

exp

[

−(ǫ+ x)B − x2

2σ2
ǫ

]

dx.

В результате интегрирования получаем

P0 = e−A, A = ǫB

[

1−
(σǫ
ǫ

)2

× ǫB

2

]

.

Для 90% CL P0 = 0.1, A ≈ 2.3. Отсюда имеем

ǫB ≈ 2.3
[

1 + 1.15
(

σǫ

ǫ

)2
]

(

σǫ

ǫ ≪ 1
)

.

Таким образом, поправка к верхнему пределу
лишь квадратична по (σǫ/ǫ), т.e. пренебрежимо мала
при любой разумной оценке ǫ.

7. Заключение. В рамках сотрудничества ОКА
изучались 3 распада: K+ → π0e+ν, K+ → π0π0e+ν
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Таблица 1. Вычисление вероятностей распадов

Распад Число событий Эффективность BR, настоящая работа BR, PDG

K+ → π0e+ν 8.4× 106 1.08× 10−2 Нормировка (5.07 ± 0.04)%

Жесткие отборы

K+ → π0π0e+ν 896± 51 2.3× 10−3 (2.54 ± 0.14) × 10−5 (2.55± 0.04) × 10−5

K+
→ π0π0π0e+ν 0 1.89× 10−3 < 5.4× 10−8 90%CL < 3.5× 10−6 90%CL

и K+ → π0π0π0e+ν, первый из которых использован
для абсолютной нормировки результатов. Получен-
ная величина BR(K+ → π0π0e+ν) = (2.54 ± 0.14) ×
× 10−5 согласуется с мировым средним в пределах
статистических ошибок. Распад K+ → π0π0π0e+ν не
обнаружен. Установлен верхний предел BR(K+ →
→ π0π0π0e+ν) < 5.4× 10−8 90% CL – в 65 раз ниже
опубликованного в настоящее время. Из-за неопреде-
ленности в матричном элементе верхний предел при-
веден в наихудшем предположении, он может быть
еще на 9% ниже. Важный результат настоящей рабо-
ты – отсутствие фона к этому распаду, что позволяет
улучшать ограничение линейно (а не как квадрат-
ный корень) с объемом доступного статистического
материала. Это обстоятельство открывает большие
возможности для будущих экспериментов с высокой
статистикой.

Мы благодарим наших коллег из ускорительно-
го отдела за хорошую работу У-70 во время на-
бора данных; коллег из отдела пучков – за устой-
чивую работу канала 21К, включая работу ВЧ-
дефлекторов, и коллег из инженерно-физического
отдела – за бесперебойную работу криогенной систе-
мы ВЧ-дефлекторов.
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Аналитически исследована возможность формирования двухчастотной световой пули в режиме гене-
рации второй гармоники при учете фокусирующей керровской нелинейности. Показано, что в условиях
реализации фазового и группового синхронизмов и отсутствия дисперсии групповой скорости на часто-
те второй гармоники устойчивая световая пуля может сформироваться при ограничении сверху на ее
интенсивность, а также ограничениях снизу на временную длительность и апертуру.

DOI: 10.31857/S0370274X24100154, EDN: LZGUPX

1. Введение. Генерация второй гармоники с по-
мощью непрерывного лазерного излучения может со-
провождаться формированием двухчастотных про-
странственных солитонов – пучков, ограниченных в
поперечных направлениях [1, 2].

Одной из тенденций развития современной нели-
нейной оптики и лазерной физики является созда-
ние в лабораторных условиях световых импульсов
все более коротких длительностей и высоких интен-
сивностей [3, 4]. Благодаря данному обстоятельству
подвергаются модификации теоретические подходы,
хорошо зарекомендовавшие себя в оптике импульсов
умеренных интенсивностей.

Импульсные режимы генерации второй гармони-
ки обычно описываются при учете только квадратич-
ной нелинейности. С другой стороны, понятно, что
с увеличением интенсивности оптических импульсов
все большее влияние на данные процессы способна
оказывать кубическая (керровская) нелинейность.

Представляет немалый интерес исследование
процессов, при которых могут сформироваться
устойчивые локализованные во всех направлениях
пространственно-временные солитоны (световые
пули).

Известно, что одна только фокусирующая кер-
ровская нелинейность в однородной среде не способ-
на привести к формированию световой пули [5, 6]. Ес-
ли мощность оптического импульса превышает опре-
деленное критическое значение, наблюдается само-
фокусировка (коллапс) сигнала. В противном слу-

1)e-mail: sazonov.sergey@gmail.com

чае преобладает дифракционное уширение импуль-
са, что приводит к его дефокусировке. Такие же вы-
воды справедливы для керровской нелинейности в
режиме генерации третьей гармоники [7]. Заметим,
что в фокусирующих градиентных волноводах мо-
гут быть созданы условия формирования световых
пуль при керровской нелинейности [8–14].

Сценарии импульсных режимов генерации вто-
рой гармоники в значительной степени определяют-
ся характером дисперсии групповой скорости (ДГС)
на основной частоте [15–20]. Здесь для формирова-
ния световых пуль ДГС должна быть аномальной.

В однородных средах с квадратичной нелинейно-
стью самофокусировки не происходит. Данная нели-
нейность вкупе с дифракцией и аномальной ДГС
приводит к формированию двухчастотных световых
пуль [15, 20].

В работах [21] и [22] исследовано влияние соот-
ветственно дефокусирующей и фокусирующей кер-
ровских нелинейностей на импульсный режим гене-
рации второй гармоники. В средах с дефокусирую-
щей керровской нелинейностью возможно формиро-
вание двухчастотных вихревых световых пуль, кото-
рые устойчивы, если их энергия превышает опреде-
ленное критическое значение [21]. В случае фркуси-
рующей керровской нелинейности при удовлетворе-
нии условиям фазового и группового синхронизмов
энергия безвихревых двухчастотных световых пуль
не может превышать определенное критическое зна-
чение [22]. В [23] рассмотрена возможность форми-
рования двухчастотных световых пуль при собствен-
ных и перекрестных керровских нелинейностях про-
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тивоположных знаков. Также определены области
устойчивости таких пуль в пространстве параметров
исследуемой системы.

Из сказанного выше четко видны конкурирующие
влияния квадратичной и керровской нелинейностей
на возможность формирования световых пуль в ре-
жиме генерации второй гармоники. Здесь деструк-
тивная роль фокусирующей керровской нелинейно-
сти приводит к некоторым ограничениям на пара-
метры оптических импульсов, при которых еще спо-
собны формироваться двухчастотные световые пули
в однородной среде.

В [21–23] ДГС предполагалась аномальной как
на основной частоте, так и на частоте второй гар-
моники. В то же время представляют интерес си-
туации, когда характер ДГС различен для разных
частот. Отдельного внимания заслуживает случай,
когда ДГС на частоте второй гармоники равна ну-
лю [1, 24]. Здесь при аномальной ДГС на основной
частоте и учете только квадратичной нелинейно-
сти возможно формирование двухчастотных свето-
вых пуль [24]. В то же время, как было сказано выше,
для высокоинтенсивных сигналов может оказаться
существенной деструктивная роль керровской нели-
нейности.

Настоящая работа посвящена аналитическому
исследованию влияния фокусирующей керровской
нелинейности на возможность формирования двух-
частотных световых пуль при нулевой ДГС на час-
тоте второй гармоники.

2. Основные уравнения. Будем считать, что
поляризованные в одной плоскости импульсы на ос-
новной частоте и частоте второй гармоники распро-
страняются вдоль оси z. При этом выполнены усло-
вия фазового и группового синхронизмов, а ДГС на
частоте второй гармоники равна нулю. В этом случае
для медленно меняющихся амплитуд (ММА) ψ1 и ψ2

электрического поля импульса на основной частоте
ω и на второй гармонике 2ω соответственно в парак-
сиальном приближении имеем систему уравнений

i
∂ψ1

∂z
+
β

2

∂2ψ1

∂τ2
− α1ψ

∗
1ψ2 −

− σ11|ψ1|2ψ1 − σ12|ψ2|2ψ1 =
c

2nω
∆⊥ψ1, (1)

i
∂ψ2

∂z
− α2ψ

2
1 − σ21|ψ1|2ψ2 − σ22|ψ2|2ψ2 =

c

4nω
∆⊥ψ2.

(2)

Здесь τ = t − z/vg, t – время, vg и n – ли-
нейные групповая скорость и показатель преломле-
ния соответственно, одинаковые для обеих частот,

β = ∂v−1
g /∂ω – параметр ДГС на основной часто-

те ω, c – скорость света в вакууме, α1,2 = 4πωχ
(2)
1,2/cn,

χ
(2)
1 и χ

(2)
2 – нелинейные восприимчивости второго

порядка на основной частоте и на частоте второй
гармоники соответственно; параметры σ11, σ12, σ21
и σ22, определяющие керровскую нелинейность, мо-
гут быть представлены через зависящие от частоты
кубические восприимчивости χ(3):

σ11 = 6πωχ(3)(ω,−ω, ω)/cn,

σ12 = 12πωχ(3)(2ω,−2ω, ω)/cn,

σ21 = 24πωχ(3)(ω,−ω, 2ω)/cn,
σ22 = 12πωχ(3)(2ω,−2ω, ω)/cn

[6], ∆⊥ – поперечный лапласиан.
Обычно в твердых диэлектриках керровская

нелинейность имеет фокусирующий характер
(χ(3) > 0), что как раз и представляет интерес
для рассматриваемого нами случая. Поэтому везде
ниже мы будем полагать, что все коэффициенты
σ11, σ12, σ21 и σ22 положительны. Более того, в
целях простоты будем пренебрегать дисперсией
квадратичной и керровской нелинейных восприим-
чивостей. Тогда, как видно из вышеприведенных
выражений, имеем соотношения: α1 = α2 ≡ α,
σ21 = 2σ12 = 2σ22 = 4σ11 ≡ 4σ.

3. Метод усредненного лагранжиана. Для
получения приближенного аналитического решения
системы (1), (2) в виде двухчастотной световой пули
используем метод усредненного лагранжиана [25, 26].

При обозначенных условиях системе (1) соответ-
ствует плотность лагранжиана

L = L1 + L2 + Lint, (3)

где

L1 =
i

3

(

ψ∗
1

∂ψ1

∂z
− ψ1

∂ψ∗
1

∂τ

)

− β

2

∣

∣

∣

∣

∂ψ1

∂τ

∣

∣

∣

∣

2

−

− σ

2
|ψ1|4 +

c

2nω
|∇⊥ψ1|2, (4)

L2 =
i

4

(

ψ∗
2

∂ψ2

∂z
− ψ2

∂ψ∗
2

∂z

)

− σ

2
|ψ2|4 +

c

8nω
|∇⊥ψ2|2,

(5)

Lint = −α
2
(ψ2

1ψ
∗
2 + ψ∗2

1 ψ2)− 2σ|ψ1|2|ψ2|2, (6)

∇⊥ – оператор поперечного градиента.
Отталкиваясь от результатов работы [24],

запишем пробные решения в виде:

ψ1 = F1e
iΦsech(Qτ), ψ2 = F2e

2iΦsech2(Qτ), (7)
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где F1, F2, Q и Φ – подлежащие определению функ-
ции координат.

Подставляя (7) в (3)–(6), будем иметь для усред-

ненного лагранжиана Λ = 1
2

+∞
∫

−∞
Ldt:

Λ = Λ1 + Λ2 + Λint, (8)

где

Λ1 = −F
2
1

Q

∂Φ

∂z
− β

6
F 2
1Q− σ

3

F 4
1

Q
+

c

2nω

F 2
1

Q
(∇⊥Φ)

2 +

+
c

2nω

(

F ′
1
2

Q
− F1F

′
1

Q2
+
π2 + 12

36Q3

)

(∇⊥Q)2, (9)

Λ2 = −2F 2
2

3Q

∂Φ

∂z
− 8σ

35

F 4
2

Q
+

c

3nω

F 2
2

Q
(∇⊥Φ)

2 +

+
c

12nω

(

F ′
2
2

Q
− F2F

′
2

Q2
+

π2

15Q3

)

(∇⊥Q)2, (10)

Λint = −2α

3

F 2
1 F2

Q
− 16σ

15

F 2
1F

2
2

Q
. (11)

Здесь считается, что амплитуды F1 и F2 зависят
от переменной Q, а штрих сверху обозначает произ-
водную по данной переменной.

Исследуем вначале режим одномерного распро-
странения двухчастотного импульса вдоль оси z.
Для этого положим в (9) и (10) ∇⊥Φ = ∇⊥Q = 0. То-
гда из условий ∂(∂Λ/∂(∂Φ/∂z))/∂Λ/∂F1 = ∂Λ/∂F2 =

= ∂Λ/∂Q = 0 имеем систему уравнений:

∂Φ

∂z
= −β

6
Q2 − 2α

3
F2 −

2σ

3
F 2
1 − 16

15
σF 2

2 , (12)

∂Φ

∂z
= −α

2

F 2
1

F2
− 8σ

5
F 2
1 − 24

35
σF 2

2 , (13)

(

F 2
1 +

2

3
F 2
2

)

∂Φ

∂z
=
β

6
Q2F 2

1 − 2α

3
F 2
1F2 −

− σ

3
F 4
1 − 8

35
σF 4

2 − 16

15
σF 2

1 F
2
2 . (14)

Полагая вначале σ = 0, получим из этой системы
F2 = −F1 = −βQ2/α = const, ∂Φ/∂z = βQ2/2. Эти
соотношения в точности совпадают с соответствую-
щими выражениями, полученными в [24] прямым ин-
тегрированием системы (1), (2) при ∆⊥ψ1 = ∆⊥ψ2 =

= α1 = α2 ≡ α, σ21 = σ12 = σ22 = σ11 = 0. Дан-
ное обстоятельство является хорошим аргументом в
пользу используемого подхода.

Теперь примем во внимание, что зависимость по-
ляризационного отклика среды от электрического

поля импульса имеет характер разложения по сте-
пеням данного поля. Учитывая это, при решении си-
стемы (12)–(14) будем оставлять только слагаемые,
линейные по параметру σ. Тогда после простых, но
громоздких выкладок будем иметь:

F1 =
β

α
Q2 +

1313

210
σ
β2

α3
Q4, (15)

F2 = −β
α
Q2 +

41

30
σ
β2

α3
Q4. (16)

Возвращаясь к лагранжиану (8)–(11) и следуя
подходу, использованному в работах [26–28], бу-
дем считать функциональные соотношения (15), (16)
справедливыми и в неодномерном случае. Данное
утверждение согласуется, в частности, с тем, что ди-
фракция здесь учитывается в параксиальном при-
ближении.

Подставляя (15) и (16) в (8)–(11) и удерживая
только слагаемые, линейные по σ, придем к усред-
ненному лагранжиану

Λ̃ ≡ 3α2

5β2
Λ = −ρ∂Φ

∂z
+

c

2nω
ρ(∇⊥Φ)

2 +

+
3β

10
Q5 +

11243

2100
σ
β2

α2
Q7 + Λ̃D, (17)

где

ρ = Q3 +
1997

175

σβ

α2
Q5, (18)

а часть лагражиана Λ̃D, учитывающая влияние ди-
фракции, имеет вид:

Λ̃D =
c

10nω

(

7π2

60
+ 8

)

Q(∇⊥Q)2. (19)

При получении (19) из (9), (10) в силу парак-
сиального приближения учитывались только первые
слагаемые в правых частях (15) и (16).

Обращая равенство (18) с учетом того, что второе
слагаемое в правой части играет роль возмущения,
получим:

Q = ρ1/3 − 1997

525

σβ

α2
ρ. (20)

Подставляя (20) в (17), (19) и вводя обозначение
ϕ = −cΦ/nω, при учете только линейных относи-
тельно σ слагаемых будем иметь лагранжиан

Λ̃ = ρ
∂ϕ

∂z
+ρ

(∇⊥ϕ)2

2
+

3cβ

10nω
ρ5/3− 739

2100

c

nω

σβ2

α2
ρ7/3+

+

(

7π2

60
+ 8

)

( c

nω

)2 (∇⊥ρ)2

90ρ
. (21)
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Соответствующие уравнения Эйлера–Лагранжа
относительно переменных ρ и ϕ имеют вид:

∂ρ

∂z
+∇⊥(ρ∇⊥ϕ) = 0, (22)

∂ϕ

∂z
+

(∇⊥ϕ)2

2
+

c

2nω
βρ2/3 − 739

900

c

nω

σβ2

α2
ρ4/3 =

=
2

45

(

7π2

60
+ 8

)

( c

nω

)2 ∆⊥
√
ρ

√
ρ

. (23)

Система (22), (23) формально схожа с уравне-
ниями двумерного течения некой квантовой бозе-
жидкости [29] со сложным внутренним взаимодей-
ствием между частицами. Внутреннее давление p в
этой жидкости состоит из двух аддитивных частей p1
и p2, зависящих от плотности ρ. При этом p1 ∼ ρ5/3,
p2 ∼ ρ7/3 (см. соответственно третье и четвертое сла-
гаемые в левой части (23)). Роль времени здесь иг-
рает координата z.

Отмеченная аналогия станет более явной, ес-
ли заметить, что система (22), (23) эквивалентна
уравнению:

i
∂G

∂z
=
g

2
∆⊥G−

− c

2nωα2

(

α2β|G|4/3 − 739

450
σβ2|G|8/3

)

G, (24)

где G – комплексная функция координат, определя-
емая преобразованием Маделунга:

G =
√
ρe−igϕ, (25)

g =
2

3

√

1

5

(

7π2

60
+ 8

)

c

nω
≈ 0.90

c

nω
.

Можно также провести аналогию с непрерывным
световым пучком, распространяющимся в среде, об-
ладающей сложной нелинейностью. При этом пер-
вое слагаемое в скобках (24) соответствует исходной
квадратичной нелинейности, а второе – керровской.

4. Двухчастотные световые пули. Уравне-
ние непрерывности (22) обладает автомодельным
“аксиально-симметричным” локализованным реше-
нием [30]:

ρ = ρ0
R2

0

R2
exp

(

− 3r2

4R2

)

, ϕ = f(z) +
r2

2R

dR

dz
, (26)

где ρ0 – постоянная величина, связанная с пиковым
значением интенсивности основной компоненты им-
пульса (см. ниже), r – расстояние от оси симмет-
рии двухчастотного светового импульса до его произ-
вольного периферийного участка, R = R(z) – харак-
терный поперечный размер сгустка световой энер-
гии, R0 – равновесное значение параметра R, f(z) –
подлежащая определению функция.

Правой частью уравнения (23) учитывается влия-
ние дифракции на распространение оптического им-
пульса. Пренебрежение данной правой частью рав-
носильно приближению геометрической оптики.

Подставим теперь (26) в (23). При этом в левой
части используем приосевое приближение [30, 31], по-
ложив exp(−3r2/4R2) ≈ 1 − 3r2/4R2. После прирав-
нивания в левой и правой частях множителей при r0

и r2 придем к уравнениям:

df

dz
= − c

2nω
βρ

2/3
0

R
4/3
0

R4/3
+

739

900

c

nω

σβ2

α2
ρ
4/3
0

R
8/3
0

R8/3
−

−
(

7π2

60
+ 8

)

( c

nω

)2 1

15R2
, (27)

d2R

dz2
= −∂U

∂R
=

c

2nω
βρ

2/3
0

R
4/3
0

R7/3
− (28)

− 739

450

c

nω

σβ2

α2
ρ
4/3
0

R
8/3
0

R11/3
+

(

7π2

60
+ 8

)

( c

nω

)2 1

20R3
.

Уравнение (28) представляет собой уравнение
движения ньютоновской частицы единичной массы
во внешнем поле с “потенциальной энергией” U(R),
где R и z формально играют роли координаты час-
тицы и времени соответственно.

Последнее слагаемое в правой части (28) соответ-
ствует эффектам дифракции. В свою очередь, пер-
вое и второе слагаемые в правой части описывают
влияние квадратичной и керровской нелинейностей
соответственно.

Очевидно, условия формирования устойчивой
световой пули имеют вид:

(

∂U

∂R

)

R=R0

= 0,

(

∂2U

∂R2

)

R=R0

> 0, (29)

что соответствует наличию локального минимума в
зависимости U(R) при равновесном значении радиу-
са пули.

Простой анализ показывает, что условиям (29)
при учете (28) можно удовлетворить только, если
β < 0. Таким образом, ДГС должна быть аномаль-
ной. Тогда при фокусирующей керровской нелиней-
ности (σ > 0) из (28) и (29) приходим к неравенствам:

τ0 > τc = 1.81

√

σ|β|
|α| , R0 > Rc =

1.23

|α|

√

c

nω
σ, (30)

ψ1m < ψc = 0.30
|α|
σ
, (31)

где τ0 = 1/Q0 ≈ 1/ρ
1/3
0 – длительность световой пули

в центре ее поперечного сечения, ψ1m ≈ |β/α|Q2
0 ≈

≈ |β/α|ρ2/30 – пиковое значение амплитуды световой
пули (см. (7) и (20)).
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Ввиду особой важности условий (30) и (31) пе-
репишем их, используя параметры, непосредственно
измеряемые в условиях эксперимента:

τ0 > τc = 0.06
c

χ(2)

√

|β|nn2

ω
,

R0 > Rc = 0.04
c

ωχ(2)

√
cn2,

(32)

Im < Ic = 91.7
χ(2)2

cnn2
2

. (33)

Здесь Im = cψ2
1m/2πn – пиковое значение интенсив-

ности световой пули на основной частоте, определя-
емое в рассматриваемом случае выражением:

Im =
c3β2n

64π3χ(2)2ω2τ40
, (34)

n2 – нелинейный показатель преломления на час-
тоте ω, определяющий аддитивную, пропорциональ-
ную интенсивности, добавку к линейному показате-
лю преломления; при этом σ = ωn2/2πn [6].

Оставляя в правых частях (15), (16), (18) и (20)
только первые слагаемые, а также используя (7)
и (26), для интенсивностей компонент равновесной
(R = R0) световой пули будем иметь:

I1 = Ime
−r2/R2

0sech2

(

e−r2/4R2
0
τ

τ0

)

,

I2 = Ime
−r2/R2

0sech4

(

e−r2/4R2
0
τ

τ0

)

.

(35)

В этом же приближении из (28) и первого условия
(29) найдем связь между апертурой R0 и временной
длительностью τ0 световой пули:

R0 = 0.96

√

c

nω|β|τ0. (36)

Из (35) видно, что временная длительность τp све-
товой пули минимальна в центре ее поперечного се-
чения (τp = τ0) и возрастает на периферийных участ-

ках по закону τp = τ0e
r2/4R2

0 .
Роль керровской нелинейности здесь сводится к

ограничениям (32) и (33). Видно, что в отсутствие
керровской нелинейности (n2 = 0) условия (32) и (33)
выполняются автоматически.

Малые отклонения апертуры пули от значения R0

при выполнении условий (32) и (33) приведут к то-
му, что распространение двухчастотной световой пу-
ли будет сопровождаться осцилляциями длительно-
сти, апертуры и интенсивностей ее компонент около

равновесных значений [19]. Соответствующая анали-
тическая процедура связана с линеаризацией уравне-
ния (28) в окрестности и выходит за рамки настоя-
щей работы.

Приведем некоторые численные оценки. Взяв для
кристалла типа KDP в ближнем инфракрасном диа-
пазоне ω ∼ 1015 c−1, χ(2)

1 ∼ χ
(2)
2 ∼ 10−9 СГСЭ, n2 ∼

∼ 10−16 см2/Вт, |β| ∼ 10−28 см2/с [32], из (32) и (33)
найдем τc ∼ 10−15 с, Rc ∼ 10−4 см, Ic ∼ 1012 Вт/см2.
Для нелинейной добавки к линейному показателю
преломления имеем n2Ic ∼ 10−4.

Отмеченные числовые параметры соответствуют
интенсивным фемтосекундным импульсам, содержа-
щим порядка одного периода оптических колеба-
ний. Здесь проходит грань между применимостью
и неприменимостью приближения ММА. В работах
[3, 4, 33, 34] показано, что данное приближение хоро-
шо себя проявляет даже в случаях, когда оптический
импульс содержит всего порядка 3–5 колебаний.

Приведенная выше оценка показывает, что вели-
чина минимальной апертуры порядка длины волны
оптического импульса, что в данном пределе ставит
под вопрос возможность применимости параксиаль-
ного приближения.

Заметим, что верхнее ограничение на интенсив-
ность импульса из-за керровской нелинейности для
формирования световой пули в режиме генерации
второй гармоники было отмечено в работах [35, 36] в
результате численных экспериментов. Простые оцен-
ки показывают, что верхняя граница интенсивности,
найденная в [35, 36] для конкретных параметров сре-
ды, по порядку величины совпадает с соответству-
ющей величиной Ic, определенной здесь по формуле
(33). Отметим также, что в работе [22] констатирует-
ся верхний предел не на интенсивность, а на энергию
импульса.

Обобщая сказанное выше, можно утверждать,
что керровская нелинейность способна оказывать су-
щественное влияние на саму возможность формиро-
вания двухчастотных световых пуль в режиме ге-
нерации второй гармоники при интенсивностях им-
пульсов I ∼ 1011−1012 Вт/см2, длительность и апер-
тура которых составляют порядка 10 фс и 10 мкм со-
ответственно.

Для оценки дистанции, на которой способна
сформироваться рассмотренная выше двухчастот-
ная световая пуля, примем к сведению, что в этих
условиях дисперсионная, дифракционная и нели-
нейная длины являются величинами одного поряд-
ка [19]. Каждая из них может выступать в ро-
ли данной дистанции. Взяв τ0 ∼ 10фс, будем иметь
R0 ∼ 10мкм. Тогда для дифракционной длины lD
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имеем оценку lD�ωR2
0/c ∼ 0.1−1 см. На дистанци-

ях такого порядка может сформироваться световая
пуля.

5. Заключительные замечания. Предложен-
ная в настоящей работе версия усредненного лагран-
жиана позволила провести аналитическое исследова-
ние возможности формирования двухчастотных све-
товых пуль в режиме генерации второй гармоники.
Аналогичные версии, предложенные ранее в работах
[26, 28], отталкивались от точных одномерных реше-
ний нелинейных волновых уравнений. Далее предпо-
лагалось, что в неодномерном случае функциональ-
ные зависимости между длительностью импульса и
его амплитудой остаются такими же, как в точном
одномерном решении, с тем отличием, что теперь
оба параметра зависят от координат. В нашем слу-
чае точное одномерное решение системы (1), (2) неиз-
вестно. Поэтому одномерный случай был рассмотрен
на первой приближенной стадии метода усредненно-
го лагранжиана подобно тому, как это было проде-
лано в [25]. Сохранение отмеченных выше функцио-
нальных зависимостей на неодномерной стадии соот-
ветствует квазиодномерному приближению [26, 28].
Данное обстоятельство, по крайней мере, качествен-
но согласуется с принятым здесь параксиальным
приближением для учета дифракции.

Отмеченный выше подход позволил прийти к
ограничениям (32), (33) для апертуры, длительности
и интенсивности импульса, при выполнении которых
способна формироваться двухчастотная световая пу-
ля. При нарушении данных ограничений фокусиру-
ющая керровская нелинейность приводит к необра-
тимому коллапсу светового импульса. Что касается
условия на интенсивность, то оно качественно согла-
суется с аналогичным условием, отмеченным в рабо-
тах [35, 36], где использовались численные методы.

Здесь в целях простоты мы пренебрегали за-
висимостью нелинейных восприимчивостей от час-
тоты. Это позволило записать ограничения (32) и
(33), а также другие формулы в компактном виде.
Принципиальных проблем для учета частотной дис-
персии нелинейных восприимчивостей в рамках ис-
пользованного подхода не существует. Только вы-
кладки и формулы в этом случае окажутся более
громоздкими.

В настоящей работе считаются одновременно вы-
полненными условия фазового и группового син-
хронизмов, что вряд ли реализуемо в условиях
реального эксперимента. Поэтому следующим ша-
гом в обозначенном здесь направлении исследова-
ний может стать аналитическое рассмотрение фор-
мирования двухчастотной световой пули в услови-

ях, когда нарушено хотя бы одно из условий син-
хронизма.
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Исследованы спектры пропускания инфракрасного и видимого излучения монокристаллическими
вискерами TiS3 при разных поляризациях света в диапазоне температур от комнатной до гелиевой.
Определены абсолютные значения коэффициента поглощения. В области дальнего инфракрасного из-
лучения наблюдались неизвестные ранее фононные моды. Изучена зависимость ширины запрещенной
зоны Eg от температуры и показано, что Eg увеличивается на 50 мэВ при охлаждении от 300 до 5К. Срав-
нение спектров, снятых при разных направлениях поляризации, указывает на анизотропию оптической
щели. Ниже ∼ 150 К обнаружен пик поглощения с энергией 1.28 эВ, который объясняется возбуждением
экситонов.

DOI: 10.31857/S0370274X24100164, EDN: NQACFO

Трихалькогениды с общей формулой MX3, где
M – переходные металлы IV группы – Ti, Zr, Hf,
а X= S, Se, Te, исследуются с 1960 гг. [1–4]. Эти
соединения интересны своей анизотропной структу-
рой, которую можно назвать и слоистой, и квазиод-
номерной. Атомные слои, параллельные плоскости
ab в этих материалах, соединяются друг с другом
за счет сил ван дер Вальса. Внутри слоев цепочки
атомов металла параллельные оси b, изолированные
друг от друга атомами халькогена, определяют на-
правление наибольшей проводимости. Особенности
структуры проявляются в анизотропии физических
свойств. В частности, наблюдается анизотропия зон-
ной структуры и характеристик носителей заряда.
Соответственно, электрические, оптические, тепло-
вые и фононные свойства этих материалов различ-
ны в разных направлениях кристалла, в том числе,
в плоскости слоев.

Трисульфид титана (TiS3) имеет оптическую ши-
рину запрещенной зоны Eg около 1 эВ [1, 5, 6], при-
близительно как в кремнии. При этом температур-
ные зависимости сопротивления и холловской кон-
центрации носителей [7, 8] характеризуются энерги-
ей активации 35–40 мэВ, соответствующей энергии

1)См. дополнительный материал к данной статье на сайте
нашего журнала www.jetpletters.ac.ru

2)e-mail: vadim.pokrovskiy@mail.ru

донорного уровня [1, 5, 9, 10]. Таким образом, TiS3

представляет собой полупроводниковый материал n-
типа.

Сильно анизотропные электронные [11–13] и оп-
тические [14–17] свойства, нелинейная проводимость
[11, 18], возможность перестройки электронного
спектра за счет эффекта поля [19–21], делают
TiS3 перспективным материалом для электронных
и оптоэлектронных устройств [22]. TiS3 способен
поглощать свет в диапазоне от видимого до ближ-
него инфракрасного (ИК). Согласно расчетам [23]
ширина запрещенной зоны TiS3 практически не
зависит от толщины, т.е. от количества слоев в
исследуемом образце. На зонную структуру TiS3

могут влиять деформация, особенно в направлениях
в плоскости ab [23–25], и морфология кристалла:
свойства нитевидных и плоских монокристаллов
могут существенно отличаться [22]. Вместе с тем,
на сегодняшний день энергетическая структура
TiS3 изучена недостаточно. Так, не исследованы
состояния в области края зоны проводимости, в том
числе – донорный уровень, не установлено, является
ли TiS3 прямозонным полупроводником.

В работе [14] исследована анизотропия в плоско-
сти ab электрических и оптических свойств плоских
монокристаллов TiS3 толщиной в несколько атом-
ных слоев. Показано, что спектры комбинационно-
го рассеяния зависят от направления поляризации
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излучения, как падающего, так и детектируемого.
Наблюдается также сильный линейный дихроизм
[14, 16, 26, 27] – зависимость оптического поглощения
от кристаллографической ориентации материала по
отношению к направлению поляризации падающего
света. Величина дихроизма намного превышает зна-
чения, наблюдаемые в черном фосфоре – материале,
перспективном для электроники и оптоэлектроники
[28, 29]. В рассчитанных теоретически и полученных
экспериментально спектрах [14, 26, 27] рост поглоще-
ния при направлении электрического поля E‖b на-
чинается при меньших энергиях фотона и происхо-
дит резче, чем при E‖a. Эти результаты указывают
на анизотропию щели в TiS3, хотя авторы [14, 26, 27]
анизотропию щели в явном виде не отмечают.

Исследования спектров отражения и поглощения
трисульфида титана достаточно обширны (к преды-
дущим ссылкам добавим [30, 31]), однако все иссле-
дования проводились только вблизи комнатной тем-
пературы. Кроме того, за исключением недавней ра-
боты [26], исследований в поляризованном излучении
не проводилось.

Для анализа фононной системы в основном рас-
сматривались спектры комбинационного рассеяния
и отражения [3, 4]. В настоящей работе исследуются
спектры пропускания в дальней ИК области, дающие
информацию об оптических фононах, их анизотро-
пии и температурной эволюции. Также исследованы
спектры пропускания в ближней ИК и видимой об-
ласти, позволяющие определить форму края фунда-
ментального поглощения и изучить другие состояния
в этой области энергий.

Особый интерес к исследованию энергетической
структуры TiS3 связан с многочисленными указа-
ниями на фазовый переход в коллективное состоя-
ние в этом квазиодномерном полупроводнике [18, 32].
Ряд особенностей проводимости [11], магнитотранс-
порта [8, 13] и эффекта поля [20] при T ∼ 50K
указывает на возникновение коллективного состо-
яния типа волны зарядовой плотности (ВЗП) [33].
Нелинейная проводимость, которая наблюдается ни-
же 50 K и резко возрастает при T ≤ 15K, может
быть связана со скольжением ВЗП. Другим объясне-
нием аномалий может быть формирование экситон-
ного изолятора (переход Келдыша–Копаева) [34, 35],
возможность которого в TiS3 обсуждалась в [11, 36–
38]. Хотя величина щели в TiS3, 1 эВ, явно вели-
ка по сравнению с энергией экситона, в [38] вы-
сказано предположение, что энергию экситона пра-
вильно сравнивать с энергией ионизации донорного
уровня, 35–40 мэВ (возможно, минизоны [10]). По-
этому актуальность настоящей работы связана так-

же с исследованием спектров пропускания в области
края фундаментального поглощения в температур-
ном интервале, включающем область предполагае-
мого перехода.

Монокристаллические образцы TiS3 были выра-
щены методом газотранспортных реакций с исполь-
зованием в качестве исходной шихты TiS2 и из-
бытка серы [39]. Кристаллы имеют вид ограненных
лент длиной несколько миллиметров, шириной до
500 мкм. Элементный состав с использованием про-
свечивающего электронного микроскопа Tecnai G2

30 Twin был определен как TiS3.0±0.2, т.е. в пределах
погрешности соответствует стехиометрии.

Рентгенограмму порошка, полученного измельче-
нием кристаллов, удалось индицировать в простран-
ственной группе P21/m (моноклинная сингония) с
постоянными решетки a = 4.966; b = 3.405; c = 8.801;
β = 97.38. Эти данные хорошо согласуются с данны-
ми, имеющимися в литературе [JCPDS-ICDD15-0783]
и [2, 19, 40]. Структурные исследования наших мо-
нокристаллов свидетельствуют о возможном присут-
ствии в них двойников, однако двойникование в TiS3

не влияет на ориентацию осей a и b [41, 42], вдоль ко-
торых был направлен вектор E при исследованиях в
поляризованном излучении.

Были исследованы спектры пропускания в даль-
ней и средней ИК области в диапазоне 40–700 см−1

(энергия фотона E = 5−90мэВ, длина волны 250–
14 мкм) при температурах 10 и 300 К, а также в
ближней ИК и видимой области 3300–16000 см−1

(420–1900 мэВ, 3–0.65 мкм), в области края фунда-
ментального поглощения. Измерения были прове-
дены как в неполяризованном, так и в линейно-
поляризованном свете. Использовался всеволновой
вакуумный фурье-спектрометр высокого разреше-
ния Bruker IFS 125 HR. Для дальней ИК области
в качестве детектора излучения использовался пи-
роприемник DTGS, а в качестве источника излуче-
ния – глобар. Для ближней ИК и видимой области в
качестве приемника использовались соответственно
высокочувствительный InGaAs и охлаждаемый жид-
ким азотом InSb, а в качестве источника – галогенная
лампа. Для поляризации излучения в дальней ИК
области спектра применялся проволочный поляриза-
тор, а в ближнем ИК и видимом диапазонах – призма
Глана–Тейлора с автоматизированной сменой угла.

Для охлаждения образца вплоть до T = 4К
применялся криостат замкнутого гелиевого цикла
CryoMech PT403 с термоконтроллером LakeShore
335 и диодным датчиком температуры. Точность
установки и регистрации температуры составляла
± 0.5 К во всем температурном диапазоне.
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Были исследованы 3 образца шириной пример-
но 300 мкм, толщиной d = 7 ± 1мкм (образец # 1),
d = 6± 1мкм (образец # 2), d = 9± 0.5мкм (образец
# 3).

Получены спектры пропускания TiS3 в дальней
ИК области. Детали измерений приведены в качестве
дополнительных материалов (см. рис. S1 и табл. S1).
Спектры пропускания приведены на рис. S1. Наблю-
дался ряд полос поглощения на оптически активных
фононах. Они перечислены в табл. S1. В спектрах
пропускания кроме минимумов, связанных с фонон-
ными полосами, о которых ранее сообщалось в лите-
ратуре, обнаружены дополнительные неглубокие ми-
нимумы при частотах ∼ 250 см−1 и ∼ 375 см−1. По-
видимому, это неизвестные ранее фононные моды.
При понижении температуры от комнатной до 10 К
(рис. S1b) заметно сужение фононных полос и допол-
нительных минимумов. Значительных изменений в
спектре, которые могли бы указывать на структур-
ный фазовый переход, не обнаружено.

Особо отметим глубокий минимум пропускания
при 326 см−1. В области этого минимума пропуска-
ние падает почти на порядок сильнее, чем в области
других минимумов (рис. 1). Как видно из табл. S1,
этот минимум вызван мощными фононами ТО с
частотой 320 см−1 и LO с частотой 340 см−1. По-
скольку положение минимума соответствует энергии
40 мэВ, что близко к энергии активации концентра-
ции электронов, n(T ) в TiS3 [7, 8], в этой области
энергий можно ожидать поглощение на электронах
при возбуждении их в зону проводимости с примес-
ного уровня: согласно [1, 9], этот уровень находит-
ся на ∼ 40 мэВ ниже ее дна. Однако на фоне столь
сильного фононного поглощения электронный вклад
выделить трудно.

На рисунке 1 также четко виден минимум про-
пускания на частоте 221 см−1. В дополнительных ма-
териалах показано, что поглощение в этой области
можно объяснить фононами (TO-колебание с часто-
той около 215–220 см−1, LO – около 225 см−1), одна-
ко однозначного вывода о природе этого провала мы
пока сделать не можем.

Перейдем к спектрам пропускания в ближней ИК
области. На рисунке 2a показаны спектры пропуска-
ния t монокристалла TiS3 в зависимости от энергии
кванта, t(E), измеренные в неполяризованном свете
в области края фундаментального поглощения TiS3

при различных температурах. Уменьшение пропус-
кания с ростом энергии в области 1.1–1.2 эВ связано
с приближением к краю фундаментального поглоще-
ния. Видно, что понижение температуры приводит к
сдвигу края поглощения в сторону бoльших энергий.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Спектры пропускания моно-
кристалла TiS3 #1 при T = 300К в неполяризованном
и в линейно-поляризованном свете (см. рис. S1a), пред-
ставленные в полулогарифмическом масштабе

Для более точного определения ширины запре-
щенной зоны из данных оптического пропускания
была рассчитана оптическая плотность D ≡ ln(1/t).
Поскольку t ≈ (1 − R)e−αd, а коэффициент отра-
жения R близок к 0.1 и слабо меняется в интерва-
ле 500–1000 нм [30], пренебрегаем им по сравнению с
единицей и получаем обычное в таком приближении
выражение D ≈ αd.

На рисунке 2b показаны рассчитанные из спек-
тров t(E) зависимости D(E). На правой оси показа-
ны соответствующие значения α. Из рисунка 2b так-
же виден сдвиг кривых в сторону высоких энергий с
понижением температуры, отражающий рост запре-
щенной зоны. Вблизи края поглощения при темпе-
ратурах 200 и 300 К заметно небольшое “плечо” при
1.23 и 1.25 эВ соответственно. Ниже 200 К в этой об-
ласти появляется узкий интенсивный пик с максиму-
мом при 1.28 эВ, который может быть связан с экси-
тонами [17, 43]. В целом, с понижением температуры
щель становится “жестче”, т.е. край поглощения ста-
новится резче.

Для более детального изучения анизотропных оп-
тических свойств и зонной структуры спектры про-
пускания были измерены в линейно поляризованном
свете как при E‖b, так и при E‖a. На рисунке 3 по-
казаны спектры оптической плотности при T = 5К
(a) и T = 300К (b) в линейно поляризованном све-
те. Видно, что положение края поглощения, а так-
же вид спектров оптической плотности D(E), зави-
сят от направления поляризации света и при комнат-
ной температуре, и при T = 5К. Для поляризации,
параллельной металлическим цепочкам (E‖b), край
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Спектры пропускания (a) и
оптической плотности (b) в неполяризованном свете
монокристалла TiS3 # 1 при температурах от 300 до
5К. На правой оси приведены соответствующие значе-
ния коэффициента поглощения

гораздо резче, а рост D(E) для энергий выше края
фундаментального поглощения происходит гораздо
быстрее. Аналогичные изменения в спектре погло-
щения при смене направления поляризации недавно
наблюдались авторами [26] при комнатной темпера-
туре. Отметим также качественное сходство наблю-
даемых нами спектров и их зависимости от направ-
ления E с расчетными [14, 15, 26, 27], хотя в работах
[14, 27] край поглощения находится заметно выше по
энергии.

Для определения типа межзонных переходов
спектры (рис. 2b, 3) были перестроены в виде гра-
фиков Тауца [44] (см. дополнительные материалы,
рис. S2). Анализ спектров, полученных в естествен-
ном излучении, указывает на то, что непрямой
характер переходов более вероятен. В то же вре-
мя анализ спектров в поляризованном излучении
приводит к неоднозначным результатам. Доба-
вим, что авторам предыдущих работ, в которых
рассматривался характер межзонных переходов
в TiS3 [5, 6, 12, 16, 19, 23, 27, 30, 31, 45–51], также не
удалось определить, является ли TiS3 прямозонным
полупроводником.

Хотя метод графика Тауца не позволил устано-
вить характер межзонных переходов, мы попытались
с его помощью определить значения Eg. Если пере-
ходы прямые, для E‖a оценки дают Eg ∼ 1.1 эВ при
комнатной температуре и 1.18 эВ при 5 К. Для E‖b
получено Eg ∼ 0.98 эВ при 300 К и 1.02 эВ при 5 К. Ес-
ли переходы непрямые, соответствующие значения –
0.91 и 0.96 эВ.

По-видимому, недостаточная точность метода Та-
уца в нашем случае связана с размытием края щели,
а также с близостью к нему донорного уровня (ми-
низоны) и экситонной линии. Благодаря этим факто-
рам оценки Eg, приведенные выше, могут оказаться
заниженными. Наиболее существенная ошибка в ве-
личине Eg может возникнуть при E‖a, если поглоще-
ние вблизи E = 1.28 эВ связано с возбуждением экси-
тонов. Если же край поглощения определять по на-
чалу резкого ростаD, величину щели при E‖a можно
оценить как 1.4–1.5 эВ (рис. 3a), т.е. существенно вы-
ше, чем при E‖b. Таким образом, наши эксперимен-
тальные данные указывают на различие значений Eg
для направлений поляризации вдоль осей a и b, так
же как и результаты работ [14–16, 26, 27]. Аналогич-
ным образом различаются и спектры фотопроводи-
мости (при 77 К) [47].

Вне зависимости от интерпретации спектров по-
глощения наблюдается рост Eg примерно на 50 мэВ
при понижении температуры от 300 К до 5 К.

Отдельно обсудим результаты исследования про-
пускания, указывающие на возникновение экситон-
ных состояний. Как видно из рис. 2 и 3, измене-
ние спектров пропускания и оптической плотности
с понижением температуры не сводится просто к
уменьшению размытия края поглощения и сдвигу
его вверх по энергии. Ниже 200 К появляется пик
поглощения с энергией 1.28 эВ. Логично связать этот
пик с возбуждением экситонов [6, 43, 47]. Из спектров
D(E) видно, что амплитуда пика существенно зави-
сит от направления поляризации (рис. 3). Наиболь-
шей амплитуды пик достигает при E‖a. На рисун-
ке 4 показана поляризационная зависимость оптиче-
ской плотности при T = 5К, измеренная на образ-
це # 2. В ходе измерений длина волны фиксирова-
лась, и вектор поляризации проходил значения от 0
до 180◦. В таком представлении предполагаемый эк-
ситонный пик выглядит как узкая красная полоса
в районе 10275 см−1 (1.28 эВ). Вертикальность поло-
сы означает отсутствие сдвига пика при вращении
вектора поляризации. При T = 5К полоса наибо-
лее четко видна при направлении E вдоль оси a.
При поляризации E‖b пик на этом образце полно-
стью исчезает. Таким образом, высота пика опре-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Спектры оптической плотности монокристалла TiS3 # 1, измеренные при T = 300К (красные
кривые) и 5К (синие кривые) в линейно поляризованном свете: E‖a (a) и E‖b (b)

Рис. 4. (Цветной онлайн) Карта оптической плотности монокристалла TiS3 # 2 при различных направлениях поляриза-
ции падающего света (от 0 до 180◦) при температуре 5К. Две горизонтальные линии показывают диапазон усреднения
оптической плотности по углам. Сверху – срезы карты интенсивностей. Синий цвет соответствует поляризации попе-
рек вискера (E‖a), зеленый – вдоль (E‖b). Шкала энергий общая, приведена в эВ (снизу) и в см−1 (сверху). Справа –
угловые зависимости оптической плотности: срезы карты при постоянной энергии при E ∼ 1.27 эВ (экситонный пик),
и E ∼ 1.07 эВ (область края поглощения)

деляется проекцией E на ось a. Вероятно, неболь-
шой пик при 1.28 эВ, заметный на рис. 3 при E‖b,
связан с неидеальной ориентацией образца # 1 отно-
сительно E.

Считая, что при E‖a край поглощения находится
в области 1.4–1.5 эВ (рис. 3a), приходим к заключе-

нию, что максимум поглощения находится по энер-
гии ниже края щели. Так и должно быть, если пик
связан с возбуждением экситонов. В этом случае
энергия связи экситона определяется как разность
Eg при E‖a (1.4–1.5 эВ) и энергии экситонной линии
(1.28 эВ), что дает оценку 0.1–0.2 эВ.
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Рис. 5. (Цветной онлайн) Спектры оптической плотности образца # 2 в поляризованном свете при разных температу-
рах. Верхние панели: T = 300, 150 и 5 К. Нижние панели: температурные карты оптической плотности монокристалла
TiS3. Слева: E‖a. Справа: E‖b

Авторы работы [43] при расчете спектров по-
глощения монослоя TiS3 из первых принципов по-
лучили, что положение и интенсивность экситон-
ной полосы зависит от направления линейной по-
ляризации относительно кристаллографических на-
правлений. В случае поляризации параллельной це-
почкам (E‖b), интенсивность существенно (пример-
но на порядок) выше, чем в перпендикулярном на-
правлении (E‖a). Согласно [43] отличаются и энер-
гии связи экситонов: для поляризаций электрическо-
го поля параллельно осям a и b, они равны 0.59
и 0.68 эВ соответственно. Эти расчеты не соответ-
ствует нашим экспериментальным данным, соглас-
но которым экситонный пик наблюдается только для
E‖a.

В работе [6] сообщается о существенно мень-
шей по сравнению с [43] энергии связи экситона –
0.130 эВ. Эта величина, полученная как разность
туннельной и оптической щелей, близка к нашей экс-
периментальной оценке.

Близкие по энергии пики – 1.23, 1.41 и 1.34 эВ,
в зависимости от толщины образца наблюдались
в спектрах фотопроводимости нановискеров TiS3

при 77 К [47]. Авторы также связали эти пики с
возбуждением экситонов. Оценки энергии связи
экситонов дали еще меньшие значения, 60–70 мэВ.
При этом, однако, согласно [47], экситонные пики
должны быть четко видны лишь при E‖b, что
явно противоречит нашему эксперименту. В то же
время при E‖a на плоском монокристалле толщиной

200 нм в работе [47] наблюдается небольшой пик
фотопроводимости как раз при E ∼ 1.28 эВ, однако
авторы его не обсуждают.

На наш взгляд, появление экситонов именно при
E‖a имеет простое качественное объяснение. Низ-
кие значения проводимости вдоль осей a и c при
T < 200K [11] могут свидетельствовать о ее прыжко-
вом характере в направлениях поперек цепочек. Ес-
ли электрон и дырка находятся на разных проводя-
щих цепочках, их рекомбинация потребует преодо-
ления барьера, и, соответственно, их связанное со-
стояние может быть устойчивым. Для возбуждения
такого экситона необходима электромагнитная волна
с направлением поляризации E ⊥ b.

С целью поиска влияния предполагаемых фазо-
вых переходов на поглощение была детально иссле-
дована температурная эволюция спектров. На ри-
сунке 5 показаны спектры оптической плотности то-
го же образца, измеренные в поляризованном све-
те в диапазоне температур 5–300 К. Видно, что при
E‖a экситонная полоса становится заметной в рай-
оне 150–200 К на частоте ∼ 10275 см−1 (1.27 эВ). При
понижении температуры наблюдается небольшое ее
смещение в сторону больших энергий. При этом не
видно каких-либо резких изменений в положении,
ширине или контрастности полосы в области тем-
ператур предполагаемых фазовых переходов (15 и
50 К). Примерно при 120 К четко формируется экси-
тонный пик, однако неясно, как он может быть свя-
зан с фазовым переходом.
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С другой стороны, появление экситонных состоя-
ний может приводить к наблюдаемым особенностям
транспортных свойств, например, к нелинейной про-
водимости [52].

Таким образом, нами проведено комплексное ис-
следование оптических свойств монокристалличе-
ских вискеров TiS3 в широком спектральном и тем-
пературном диапазоне. В области дальнего ИК из-
лучения наблюдались неизвестные ранее фононные
моды.

Из анализа спектров вблизи края поглощения
нельзя сделать однозначный вывод о характере меж-
зонных переходов (см. дополнительные материалы).
На вид спектров в области края фундаменталь-
ного поглощения при E‖b влияние может оказы-
вать донорный уровень (минизона), находящийся на
∼ 40 мэВ ниже дна зоны проводимости (либо края по-
движности). При E‖a форма края при низких тем-
пературах по существу определяется пиком погло-
щения при 1.28 эВ, который превращается в широ-
кое “плечо” выше ∼ 150 К. С учетом этих оговорок
мы оцениваем щель при E‖b величиной Eg ≈ 1 эВ
при комнатной температуре. При E‖a мы считаем,
что край поглощения следует определять по нача-
лу резкого роста оптической плотности D, что дает
Eg = 1.4−1.5 эВ, т.е. существенно выше, чем при E‖b.

При понижении температуры до 5 К – значения
Eg возрастают на 40–50 мэВ.

Пик поглощения при 1.28 эВ, наблюдаемый при
температурах ниже ∼ 150 К, можно объяснить воз-
буждением экситонов. По нашим оценкам, экситон-
ный уровень оказывается на 0.1–0.2 эВ ниже края
щели, что соответствует оценке энергии связи экси-
тона [6]. Интенсивность экситонного пика определя-
ется проекцией электрического поля волны на ось a

кристалла. Возбуждение экситонов именно при E‖a
можно объяснить тем, что при такой поляризации
электрон и дырка оказываются на разных проводя-
щих цепочках, т.е. разделены барьером, и их связан-
ное состояние устойчивее, чем в случае возбуждения
их на одной цепочке.

При понижении температуры ниже 120 К мы,
вплоть до 5 К, не наблюдали значительных измене-
ний в спектрах, указывающих на структурный фа-
зовый переход.
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Дифракция световой волны на флуктуациях показателя преломления в турбулентной среде приво-
дит к ее искажениям. Их анализ позволяет извлечь основные параметры турбулентности. В настоящей
работе мы предлагаем новый метод, основанный на измерениях корреляционной функции градиентов
фазы световой волны, который позволяет независимо находить параметр Фрида r0 и затем внешний
масштаб турбулентности L0. Метод успешно протестирован на данных измерений, полученных при про-
хождении лазерного излучения через газовую среду с искусственно созданной турбулентностью.

DOI: 10.31857/S0370274X24100174, EDN: HNWVWF

Световая волна, распространяющаяся в тур-
булентной атмосфере, испытывает дифракцию на
флуктуациях показателя преломления, которые
обусловлены хаотическими турбулентными пуль-
сациями. Физические эффекты, связанные с этой
случайной дифракцией, интенсивно изучались во
второй половине ХХв. Итоги этих исследований
подведены в ряде монографий [1–6], где можно
найти основные полученные результаты.

Проблема измерения параметров атмосферной
турбулентности в астрономических наблюдениях
имеет давнюю и отнюдь не завершенную историю.
Одной из основных характеристик системы является
внешний масштаб L0 [7], на котором происходит
возбуждение движений газа. К сожалению, эта вели-
чина не может быть непосредственно извлечена из
данных оптических измерений. Первым шагом в их
обработке является определение параметра (радиу-
са) Фрида r0 [8], представляющего собой длину, на
которой нарушается когерентность фазы падающей
на измерительный прибор электромагнитной волны.
Извлечение же внешнего масштаба турбулентности
является следующим шагом, требующим измерений
деталей корреляционной функции фазы.

Существует несколько способов оценки парамет-
ра Фрида. Прямым методом является измерение дис-

1)e-mail: igor.kolokolov@gmail.com

персии изображения звезды [9]. Этот метод ослож-
няется неизбежным дрожанием как фотоприемного
устройства, так и зеркала телескопа, что вызывает
появление паразитного общего (глобального) накло-
на волнового фронта. Преодолеть эту проблему поз-
воляет так называемая DIMM-методика (Differential
Image Motion Monitor) [10, 11], основанная на опре-
делении дисперсии разности локальных градиентов
фазы в двух субапертурах. Эта методика требует
привлечения информации об оптической системе и
не позволяет выделить глобальный наклон волново-
го фронта, обусловленный крупномасштабными тур-
булентными флуктуациями.

В принципе радиус Фрида r0 и внешний масштаб
турбулентности L0 можно определить по размеру
длинноэкспозиционного изображения звезды на двух
длинах волн [12]. Однако сделать это непросто в тра-
диционных условиях слабого сигнала, да и дрожание
аппаратуры существенно влияет на размер изобра-
жения. Оценка последнего эффекта является отдель-
ной нетривиальной задачей. В настоящей работе мы
предлагаем способ измерения параметра Фрида, не
чувствительный к указанным проблемам.

Мы изучаем распространение монохроматиче-
ской световой волны в турбулентной среде. Такую
волну можно возбудить при помощи лазерного ис-
точника. Все характерные масштабы задачи (размер
волнового пучка, длина его распространения) пред-
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полагаются значительно превышающими длину вол-
ны света λ, так что применимо описание волны в
терминах комплексной огибающей Ψ. Величина |Ψ|2
дает интенсивность волны, а фаза Ψ определяет кон-
фигурацию волнового фронта.

Из-за большого значения скорости света можно
считать, что состояние среды не меняется за вре-
мя распространения волны, и использовать стаци-
онарное приближение для описания ее огибающей,
т.е. считать Ψ функцией координаты z в направле-
нии распространения волны и двумерного радиус-
вектора r = (x, y) в плоскости, перпендикулярной
направлению распространения волны. В принятом
приближении огибающая Ψ адиабатически подстра-
ивается под текущее состояние среды, которое хао-
тически меняется со временем.

Мы считаем интенсивность электромагнитной
волны достаточно малой для того, чтобы нели-
нейные эффекты были несущественными. Тогда
уравнение для огибающей Ψ(r, z) линейно и имеет
параболический вид:

i∂zΨ+
1

2k0
(∂2x + ∂2y)Ψ + k0n1Ψ = 0, (1)

где k0 – волновой вектор, а n1 – отклонение показа-
теля преломления среды от своего равновесного зна-
чения. Поле n1 является случайным и должно харак-
теризоваться статистически.

Флуктуации коэффициента преломления n1 вы-
зываются турбулентными пульсациями и связаны с
изменениями плотности среды. Вследствие этого ста-
тистика n1 может быть пересчитана из статистики
флуктуаций температуры. В соответствии с теори-
ей Колмогорова–Обухова [13–15] для расстояний из
инерционного интервала структурная функция по-
казателя преломления может быть записана следую-
щим образом:

〈[n1(x, y, z)− n1(0, 0, 0)]
2〉 = C2

n(x
2 + y2 + z2)1/3, (2)

где угловые скобки 〈. . . 〉 означают усреднение по вре-
мени. Фактор C2

n в выражении (2) характеризует
мощность флуктуаций показателя преломления сре-
ды, а степень 1/3 отражает колмогоровский показа-
тель спектра скорости турбулентной среды.

Для светового пучка, распространяющегося
вдоль оси Z, флуктуации показателя преломления
n1 эффективно коротко коррелированы вдоль этой
оси из-за большой скорости света. Поэтому зависи-
мость от z в парной корреляционной функции n1

можно аппроксимировать дельта-функцией:

〈n1(r, z)n1(0, 0)〉 → δ(z)C2
nA(r). (3)

Вообще говоря, фактор C2
n в выражении (3) явля-

ется функцией координаты z. Например, фактор C2
n

существенно меняется с высотой при вертикальном
распространении луча в атмосфере.

Функция A в соотношении (3) может быть выра-
жена через пространственный спектр скорости Φ(k):

A(r) ∝
∫

d2kΦ(k) exp(ikr). (4)

В качестве примера можно рассмотреть спектр фон
Кармана Φ ∝ (k2 + κ2)−11/6 [16], где κ имеет
смысл обратного внешнего масштаба турбулентно-
сти. В этом случае интеграл (4) берется явно, он
выражается через функцию Макдональда K5/6(κr).
Мы интересуемся случаем, когда расстояние r ле-
жит в инерционном интервале масштабов. Тогда r

много меньше внешнего масштаба турбулентности,
т.е. κr ≪ 1. Удерживая главные члены разложения
функции K5/6(κr) по малому параметру κr, мы на-
ходим

A ≈ 0.7818 κ−5/3 − 1.4572 r5/3 + 1.1727 κ1/3r2. (5)

При выводе (5) коэффициент пропорциональности в
соотношении (4) был выбран в соответствии с выра-
жением (2) для структурной функции флуктуаций
показателя преломления.

В выражении (5) имеется вклад ∝ r5/3, обуслов-
ленный флуктуациями с k ∼ r−1. Остальные чле-
ны в выражении (5) обусловлены длинноволновыми
флуктуациями с волновыми векторами k ∼ κ. В слу-
чае произвольной турбулентности эти два члена со-
храняют свою зависимость от r, поскольку являют-
ся первыми членами разложения в ряд Тейлора по
r длинноволновой части интеграла (4). Однако ко-
эффициенты перед степенями r в общем случае не
связаны между собой так, как в случае спектра фон
Кармана. Мы будем использовать следующее выра-
жение:

A(r) = const− 1.4572 r5/3 + 1.1727(2π/L0)
1/3r2, (6)

где длина L0 имеет смысл внешнего масштаба тур-
булентности. Для спектра фон Кармана L0 = 2π/κ.
Стоящая в выражении (6) константа имеет порядок

L
5/3
0 . Коэффициент при r5/3 в выражении (6) такой

же, как и в (5), он определяется видом структурной
функции (2). Выражение (6) справедливо для инер-
ционного интервала, когда r ≪ L0. В этом случае
последний член в правой части (6) много меньше вто-
рого.

Следствием уравнения (1) на огибающую Ψ явля-
ется уравнение на ее фазу ϕ
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−∂zϕ+
1

2k0|Ψ|∇
2|Ψ| − 1

2k0
(∇ϕ)2 + k0n1 = 0, (7)

где |Ψ| – абсолютное значение огибающей. Для широ-
кого пучка членом с |Ψ| в уравнении (7) можно пре-
небречь. Пренебрегая также членом с (∇ϕ)2 в урав-
нении (7), мы приходим к уравнению, которое имеет
следующее решение:

ϕ(r, z) = k0

∫ z

dζ n1(r, ζ). (8)

Выражение (8) соответствует приближению тонкой
атмосферы, или иначе, приближению слабых сцин-
тилляций.

Мы интересуемся статистикой фазы ϕ на прием-
нике. Тогда интеграл в выражении (8) берется вдоль
траектории луча от источника до измерительной си-
стемы. Парная корреляционная функция фазы ϕ (8)
выражается через параметр Фрида r0 [8], который
вводится в соответствии с определением

r
−5/3
0 = 0.423 k20

∫

dζ C2
n(ζ), (9)

используемым для нормального падения волны на
вход измерительной системы. Параметр Фрида r0
имеет смысл расстояния между точками, для кото-
рых дисперсия разности флуктуационной фазы по-
рядка единицы. Как следствие соотношений (3), (6),
(8), находим:

〈ϕ(r1)ϕ(r2)〉 = const

− 3.44 (r/r0)
5/3
[

1− 1.485(r/L0)
1/3
]

, (10)

где r = r1 − r2.
Установим условие применимости приближения

тонкой атмосферы. Для этого следует оценить вклад
в уравнение (7) отброшенного члена с (∇ϕ)2. Как
следует из выражения (10), разность фаз для точек,
разделенных расстоянием r, становится порядка еди-
ницы при r ∼ r0. При этом градиент фазы оценива-
ется как r−1

0 . Сравнивая ∂zϕ и k−1
0 (∇ϕ)2 и требуя,

чтобы второй член был много меньше первого, мы
находим неравенство:

k0r
2
0 ≫ z. (11)

В случае сильно стратифицированной среды в
неравенстве (11) должна стоять эффективная тол-
щина, на которой набирается интеграл (9). Неравен-
ство (11) означает, что мала так называемая диспер-
сия Рытова. Условие широкого лазерного луча мож-
но записать в виде R≫ r0, где R – радиус пучка.

Далее мы изучаем статистику градиента фазы
∇ϕ, который определяет локальный наклон волно-
вого фронта k−1

0 ∇ϕ. Вводим обозначение для корре-
ляционной функции градиентов фазы:

Qαβ = 〈∂αϕ(r1)∂βϕ(r2)〉. (12)

Греческие индексы в выражении (12) и ниже пробе-
гают значения x, y. Функцию (12) можно найти диф-
ференцируя выражение (10):

Qαβ =
3.44

r
5/3
0 r1/3

(

5

3
δαβ − 5rαrβ

9r2

)

− 10.2

r
5/3
0 L

1/3
0

δαβ , (13)

где r = r1 − r2.
Недиагональная компонента корреляционной

функции (13) равна

Qxy = − 1.91 xy

r
5/3
0 r7/3

. (14)

Она не зависит от внешнего масштаба турбулент-
ности L0 и определяется только параметром Фрида
r0. Таким образом, измерения Qxy могут служить
для прямого определения этого параметра. Приве-
дем также выражение для следа матрицы (13):

Q = (Qxx +Qyy)/2 =
1

r
5/3
0

(

4.78

r1/3
− 10.2

L
1/3
0

)

. (15)

Заметим, что в принятом нами приближении Q

зависит только от r.
Дрожание измерительной системы приводит к ис-

кажениям сигнала, которые эквивалентны глобаль-
ным наклонам волнового фронта с углами, случайно
меняющимися со временем. В результате в корреля-
ционной функции градиентов фазы (12) возникает
дополнительный положительный, не зависящий от
r1−r2 вклад, который эффективно перенормирует L0

в выражении (13) в сторону его увеличения. Таким
образом, дрожание аппаратуры приводит к ошибкам
в измерении L0. В то же время дрожание аппаратуры
не затрагивает недиагональный член Qxy в корреля-
ционной функции (12). Поэтому значение параметра
Фрида r0, извлеченное из выражения (14), оказыва-
ется нечувствительным к этому эффекту.

При обработке экспериментальных данных при-
меняется способ коррекции, который заключается в
вычитании из измеренных градиентов фазы ∂αϕ их
среднего значения. Физически это означает исклю-
чение глобального наклона волнового фронта. Для
входной апертуры радиуса R эта процедура означа-
ет замену ∂αϕ на

∂αφ = ∂αϕ− 1

πR2

∫

d2r ∂αϕ, (16)

где интегрирование идет по входной апертуре (кругу
радиуса R). Из выражения (16) выпадают глобаль-
ные наклоны. Поэтому эта величина нечувствитель-
на к дрожанию прибора. Она нечувствительна также
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и к наклонам волнового фронта, которые генериру-
ются на масштабе L0, если L0 больше R.

Рассмотрим парную корреляционную функцию
градиентов скорректированной фазы φ (16) с раз-
движкой между точками r много меньше R и усред-
ним ее по апертуре. Эта величина может быть най-
дена из (13). В главном приближении:

Q̄αβ =

∫

d2r1
πR2

〈∂αφ(r1 + r/2)∂βφ(r1 − r/2)〉 ≈

≈ 3.44

r
5/3
0 r1/3

(

5

3
δαβ − 5rαrβ

9r2

)

− 5.32

r
5/3
0 R1/3

δαβ . (17)

Это выражение заменяет (12).
Таким образом, в данном случае роль L0 бе-

рет на себя радиус апертуры R, а недиагональный
член в корреляционной функции сохраняет свой вид.
Поэтому параметр Фрида можно извлечь из этого
недиагонального члена и после вычитания глобаль-
ного наклона волнового фронта. Из выражения (17)
следует формула:

Q̄ = (Q̄xx + Q̄yy)/2 =
1

r
5/3
0

(

4.78

r1/3
− 5.32

R1/3

)

, (18)

для следа матрицы Q̄ для скорректированной фазы.
Мы проанализировали экспериментальные дан-

ные, полученные на стенде замкнутой адаптивной
оптической системы, описанной в работе [17]. Схе-
ма установки приведена на рис. 1. Турбулентность
искусственно создавалась вентилятором (между по-
зициями 2 и 3 на рис. 1). Вентилятор располагался
в 50 см от лазерного пучка и имел размер лопастей
13 см. Таким образом, внешний масштаб турбулент-
ности существенно превышал ширину лазерного пуч-
ка, равную 4.5 см. Поток газа от вентилятора был
направлен поперек пучка.

Мы использовали данные, полученные с по-
мощью лазерного излучения с длиной волны
λ = 0.65мкм. Параметры прошедшего турбулент-
ную трассу излучения измерялись с помощью
датчика волнового фронта Шака–Гартманна. Дат-
чик имел следующие параметры: размерность
растра микролинз 20 × 20, фокусное расстояние
микролинзы f = 12мм, диаметр микролинзы –
0.25мм, размер пикселя камеры прибора с зарядо-
вой связью (ПЗС) – 10мкм. Частота записи кадров
гартманнограмм равнялась 1500Гц, длительность
записи равнялась 20 с. Перед датчиком находился
телескоп (между 5 и 10 на рис. 1), уменьшающий
апертуру пучка.

Результатом измерения является гартманнограм-
ма, т.е. матрица пятен, каждое из которых находится

Рис. 1. (Цветной онлайн) Схема оптической системы
[17]: 1 – лазер; 2, 11 – линза; 3 – адаптивное зеркало;
4 – потребитель; 5 – датчик волнового фронта (ДВФ)
Шака–Гартмана; 6, 10 – светоделитель; 7 – программи-
руемая вентильная матрица; 8 – блок управления; 9 –
компьютер; 12 – КМОП камера

Рис. 2. Типичная гартманнограмма

в пределах своей субапертуры и сдвинуто от ее оси
из-за локального наклона волнового фронта. Одна
из полученных гартманнограмм показана на рис. 2.
Локальные углы наклона волнового фронта даются
отношениями ∆x/f , ∆y/f , где ∆x,∆y – сдвиги пятен
вдоль осей X и Y , а f – фокусное расстояние мик-
ролинзы. Пересчитывая эти углы в градиенты фазы,
находим:

∂xϕ = k0∆x/f, ∂yϕ = k0∆y/f. (19)

Данные соотношения позволяют извлекать гра-
диенты фазы на входе в телескопическую систему.
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В работах [17, 18] были получены спектры флук-
туаций фазы на входе телескопической системы.
Спектры содержат степенные участки с колмогоров-
ским показателем, соответствующие инерционному
интервалу. Таким образом, при анализе эксперимен-
тальных данных мы можем воспользоваться теоре-
тическими соотношениями, представленными выше.

Из серии экспериментальных гартманнограмм из-
влекается корреляционная функция градиентов фа-
зы Qexp

xy (12), найденных в соответствии с выраже-
ниями (19). Раздвижка между точками r1 и r2 вы-
биралась заметно меньше размеров матрицы пятен.
Помимо усреднения по времени, при фиксирован-
ном r = r1 − r2 производилось усреднение по мат-
рице пятен, которое является дискретным аналогом
усреднения по кругу, см. (17). Результат приведен
на рис. 3a. На рисунке 3b показано аналогичное рас-
пределение, полученное при исключении средних на-
клонов волнового фронта. Процедура является дис-
кретным аналогом соотношения (16). Для сравнения
на рис. 3c приведена корреляционная функция, по-
строенная в соответствии с аналитическим выраже-
нием (14).

Значение параметра Фрида, соответствующее
эксперименту, можно извлечь, например, вычислив
безразмерную величину

η =

∫

dx dy (Qexp
xy −Qxy)

2

[
∫

dx dy (Qxy)
2

]−1

, (20)

где Qxy определяется формулой (14). Интегралы в
(20) аппроксимируются суммами по квадрату 7 × 7

субапертур (с исключением центральной субаперту-
ры), размер которого заметно меньше размеров мат-
рицы пятен.

Полученная в соответствии с определением (20)
функция η(r0) приведена на рис. 4, сплошная ли-
ния. Она имеет минимум при некотором значении
r0, которое и определяет экспериментальное значе-
ние параметра Фрида rexp0 . В нашем случае мини-
мальное значение η достигается при rexp0 = 0.7 см.
Отметим, что получившееся значение r0 оказывается
существенно меньше ширины лазерного пучка (око-
ло 4.5 см), что оправдывает приближение широкого
пучка.

Для сравнения на том же рис. 4 приведена штри-
ховая линия, которая получается, если вместо экс-
периментальных значений Qexp

xy подставить “идеаль-
ную” функцию, т.е. (14) при r0 = rexp0 , что дает
η = [1 − (r0/r

exp
0 )5/3]2. Мы заключаем, что кривые

близки, разница же обусловлена как грубостью про-
странственного разрешения в эксперименте, так и
неколмогоровскими нюансами созданной турбулент-

Рис. 3. (Цветной онлайн) (a) – Извлеченная из изме-
рений недиагональная корреляционная функция Qxy в
рад2/см2, d – размер субапертуры ДВФ; (b) – То же
после исключения средних наклонов волнового фрон-
та; (c) – Аналитическое выражение (14)

ности. В принципе, по отличию экспериментально-
го профиля от “идеального” можно судить о тех или
иных отклонениях характера изучаемой турбулент-
ности от колмогоровского поведения.

Ту же процедуру можно проделать при исклю-
ченном глобальном наклоне волнового фронта. На
рисунке 4 штрих-пунктиром показана функция η,
полученная с вычитанием среднего наклона волно-
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Рис. 4. Зависимость η(r0) (сплошная линия), из-
влеченная из экспериментальных данных. Штрих-
пунктирная кривая представляет функцию η(r0), полу-
ченную после вычитания глобального наклона. Штри-
ховая линия представляет “идеальную” кривую η(r0)

вого фронта. Значения с наклонами и без наклонов,
вычисленные по производной функции η по r0, от-
личаются всего на 1 %. Результат находится в соот-
ветствии с теорией, поскольку устранение среднего
наклона означает переход от выражения (13) к выра-
жению (17), недиагональные компоненты в которых
совпадают.

Полученное значение радиуса Фрида r0 можно
использовать для проверки условия применимости
модели тонкой атмосферы (слабых сцинтилляций)
(11). Подставляя в левую часть этого выражения
r0 = 0.7 см, k0 = 2π/λ ≈ 105 см−1, мы находим
k0r

2
0 ≈ 5 · 104 см, что заведомо много больше длины

трассы лазерного пучка в турбулентном газе. Таким
образом, условие (11) выполняется.

Сопоставим предложенный нами способ изме-
рения параметра Фрида и традиционную DIMM-
методику. Величина, которая получается из тех же
экспериментальных данных по DIMM-методике, рав-
на 0.85 см, что находится в разумном согласии с
найденной нами величиной параметра Фрида 0.7 см.
Подчеркнем, что, в отличие от DIMM-методики, наш
метод не требует привлечения информации о пара-
метрах оптической системы и дифракционного раз-
мера пятна.

Следующим шагом в нашей работе является
извлечение внешнего масштаба турбулентности L0

из экспериментальных данных. Вся измерительная
установка была смонтирована на массивном опти-
ческом столе, что исключает вибрации аппаратуры.
Поэтому при обработке данных мы используем вы-
ражение (13), игнорируя вибрации.

Удобно использовать экспериментальные данные
для величины Q = (Qxx +Qyy)/2. Процедура извле-
чения L0 из экспериментальных данных заключается
в следующем. Мы находим значения Qexp внутри то-
го же квадрата 7×7 субапертур, а затем по аналогии
с (20) составляем безразмерную величину

µ =

∫

dx dy (Qexp −Q)2
[
∫

dx dy Q2

]−1

, (21)

где Q определяется выражением (15) со значени-
ем r0 = 0.7 см, найденным ранее. В результате µ

становится функцией L0. Эта функция, построенная
по экспериментальным данным, приведена на рис. 5.
Минимум этой функции определяет эксперименталь-
ное значение Lexp

0 = 24 см. Полученное значение на-
ходится в разумном согласии с условиями возбужде-
ния турбулентности, описанными выше.

Рис. 5. Функция µ(L0) (21), построенная по экспери-
ментальным данным. Штриховая линия представляет
“идеальную” кривую, которая получается при подста-
новке в формулу (21) вместо Qexp выражения (15) с
L0 = Lexp

0

Представляет интерес проанализировать данные
с вычтенным глобальным наклоном. По формуле
(21), где вместо Qexp стоит Q̄exp, а вместо Q стоит
выражение (18 для Q̄, мы вычисляем функцию µ(R),
представленную на рис. 6. Минимум этой функ-
ции определяет экспериментальное значение Rexp =

= 2.1 см, которое находится в разумном согласии с
радиусом пучка 2.2 см.

В данной работе развит метод определения пара-
метра Фрида r0, основанный на измерениях недиаго-
нальной компоненты корреляционной функции гра-
диентов фазы падающего на измерительную систе-
му лазерного излучения. Метод позволяет незави-
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Рис. 6. Функция µ(R) (21), построенная по эксперимен-
тальным данным Q̄exp с исключенным глобальным на-
клоном и выражением (18) вместо Q. Штриховая ли-
ния представляет “идеальную” кривую, которая полу-
чается при подстановке в формулу (21) вместо Q̄exp вы-
ражения (18) с R = Rexp

симо определить r0 и оказывается нечувствителен
к наличию глобального наклона волнового фронта,
как турбулентного, так и паразитного. Привлечение
диагональной компоненты корреляционной функции
градиентов фазы позволяет затем извлекать из экс-
периментальных данных внешний масштаб турбу-
лентности L0. Методика успешно апробирована на
данных эксперимента, описание которого приведе-
но в работах [17, 18]. Обработка экспериментальных
данных доказала эффективность предложенного ме-
тода и позволила извлечь значения r0, L0, которые
находятся в хорошем соответствии с величинами, из-
влеченными с помощью других методик, и физиче-
скими соображениями.
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Методом фемтосекундной интерференционной микроскопии с временным разрешением 10−13 с про-
ведены исследования динамики изменения оптических свойств пленки никеля толщиной 25 нм на стек-
лянной подложке при ее возбуждении субпикосекундным импульсом терагерцового излучения с на-
пряженностью поля 11МВ/см. Результаты измерений комплексного коэффициента отражения и ди-
электрической проницаемости в видимом диапазоне спектра свидетельствуют о неравновесном нагреве
электронной подсистемы никеля до нескольких тысяч градусов, который сопровождается индуцирован-
ным увеличением отражения в момент воздействия и последующим плавлением спустя 5–10 пс. Иссле-
дование морфологии модифицированной поверхности методами сканирующей электронной и зондовой
микроскопии свидетельствует о локальном плавлении нанопленки и ее деламинации от подложки при
данном значении напряженности поля.

DOI: 10.31857/S0370274X24100181, EDN: DGSTTT

Введение. В последние годы в связи с появле-
нием новых мощных импульсных источников излу-
чения терагерцового (ТГц) диапазона спектра на ос-
нове нелинейных органических кристаллов с высо-
кой напряженностью поля [1–4] повышенный интерес
проявляется к изучению их воздействия на различ-
ные материалы [5–7], включая наноразмерные метал-
лические пленки, являющиеся компонентами оптики
и магнитооптики ТГц диапазона [8, 9]. Данный ин-
терес обусловлен как нелинейным характером взаи-
модействия [10–12], так и спецификой их разруше-
ния при однократном и многократном воздействии
[13–17].

Особенностью ТГц диапазона спектра (1–10 ТГц)
является низкая энергия квантов излучения (2.4–
24 мэВ). Воздействие такого излучения не является
“ионизирующим” для электронных процессов в ме-
таллах и полупроводниках и хорошо описывается
классической теорией электромагнитных волн. Спе-
цифические свойства тонких металлических пленок
с толщиной d, много меньшей толщины скин-слоя δ

при их взаимодействии с электромагнитным излуче-
нием микроволнового и ТГц диапазона, исследуются

1)e-mail: struleva.evgenia@yandex.ru; ashitkov11@yandex.ru;
sa.romashevskiy@gmail.com

давно [18]. Такие пленки имеют максимум поглоще-
ния, достигающий 50 %, при критической толщине
d0 = c/2πσ (диапазон d0 от единиц до десятков на-
нометров), зависящей от величины проводимости σ

[19, 20]. По мере увеличения толщины при d > d0
пленка начинает эффективно отражать электромаг-
нитное излучение. Причина роста отражения с уве-
личением толщины заключается в эффекте экрани-
ровки, состоящем в интерференции падающего и на-
веденного в образце магнитных полей. В зависимо-
сти от параметров металлические нанопленки ис-
пользуются в ТГц диапазоне и как поглощающие
элементы детекторов [20], и как отражающие зер-
кала [9]. Поскольку проводимость нанопленок наря-
ду с толщиной в значительной степени зависит от
качества поверхности и степени неоднородности их
структуры (соотношение размера зерна и толщины
нанопленки) [21], развитие методов диагностики и
оптимизации их параметров для конкретных прило-
жений является весьма актуальной.

Особое место здесь занимают магнитные матери-
алы [22], в частности, пленки никеля [8], в которых
ТГц излучение, в отличие от оптического, непосред-
ственно влияет на динамику спиновой подсистемы.
Современные перспективные магнитные многослой-
ные материалы на основе попеременно уложенных
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немагнитных и магнитных металлических слоев тол-
щиной 10–20 нм (в том числе структуры Ni/Al/Ni)
ответственны за гигантское магнитное сопротивле-
ние (ГМС), которое играет ключевую роль в устрой-
ствах магнитной памяти, датчиках и других прило-
жениях спинтроники, в том числе спиновых клапа-
нов с пикосекундным быстродействием [23]. В осно-
ве явления ГМС лежит проводимость электронов,
управляемая спин-зависимым рассеянием на гра-
ницах раздела ферромагнитных/немагнитных нано-
слоев, которая остается мало изученной в ТГц ча-
стотной области.

В этом контексте представляется важным прове-
дение экспериментов по воздействию высокоинтен-
сивного ТГц импульсного излучения на металличе-
ские пленки субволновой толщины с целью изуче-
ния транспорта энергии между электронной и ион-
ной подсистемами на наномасштабах во временной
области. Особенность воздействия ТГц импульсов по
сравнению с ультракороткими импульсами (УКИ)
оптического или ближнего инфракрасного (ИК) диа-
пазона состоит в существенно более низкой энергии
фотонов излучения, близкой к характерным энерги-
ям колебаний решетки.

В работе [10] был проведен теоретический анализ
нелинейного воздействия субпикосекундного ТГц
импульса с напряженностью поля до 90 МВ/см на на-
нопленки алюминия. Было показано, что в процессе
нагрева металла мощным ультракоротким импуль-
сом ТГц излучения температура электронов прово-
димости Te может существенно превышать темпера-
туру решетки Ti. При этом существенное увеличение
эффективной частоты столкновений электронов при
нагреве должно приводить к заметному увеличению
коэффициента отражения и пропускающей способ-
ности металлической пленки.

В то же время, насколько нам известно, в от-
личие от экспериментов с воздействием оптических
ультракоротких импульсов, о возбуждении двухтем-
пературного (2Т) состояния с помощью импульсов
ТГц диапазона спектра ранее не сообщалось.

Впервые возможность неравновесного нагрева
электронов и решетки в металлах была теоретиче-
ски рассмотрена в работах [24, 25] в связи с экспери-
ментально наблюдаемым отклонением от закона Ома
при пропускании через проводник сильного электри-
ческого тока [26]. В дальнейшем, в работе [27] бы-
ла развита двухтемпературная модель, описываю-
щая состояние вещества с Te > Ti, которая до на-
стоящего времени успешно применяется для интер-
претации воздействия на металлы УКИ оптическо-
го и ИК диапазона спектра [28–30]. В частности, в

экспериментах по измерению термоиндуцированного
отражения (TTR – transient thermo reflectance) на-
коплен обширный материал о параметрах электрон-
фононного теплообмена и теплопроводности в усло-
виях неравновесного нагрева УКИ для металлов с
различной зонной структурой [31–37]. Важно отме-
тить различие в динамике сигнала TTR для раз-
ных длин волн зондирующего излучения, связанное
с особенностями зонной структуры металлов [32]. В
частности, в ближнем ИК диапазоне специфика оп-
тического отклика Ni [37], в отличие от Au, Al и
Pt [33-36], состоит в изменении знака термоинду-
цированного отражения ∆R в процессе релаксации
температур электронов и решетки. Это позволяет с
более высокой степенью надежности идентифициро-
вать возникновение 2Т состояния у Ni по временной
динамике коэффициента отражения ∆R(t).

В настоящей работе с помощью гибридной схе-
мы фемтосекундной интерференционной микроско-
пии, сочетающей возбуждение исследуемого образца
мощным субпикосекундным импульсом ТГц излуче-
ния и зондирование фемтосекундными импульсами
видимого диапазона, получены новые данные о ре-
лаксации энергии между электронной и ионной под-
системами в пленочном образце никеля вблизи поро-
га плавления.

Измеренная временная эволюция коэффициента
отражения свидетельствует о возникновении ранее
нерегистрируемого в эксперименте неравновесного
2T состояния с Te > Ti, возбуждаемого импульсом
ТГц излучения. Одновременная регистрация измене-
ния амплитуды и фазы зондирующего импульса поз-
волила получить данные о пикосекундной динамике
комплексной диэлектрической проницаемости, сви-
детельствующие о возникновении жидкой фазы на
временах ∼ 10−11 с после воздействия. Проведенные
исследования морфологии на сканирующем элек-
тронном микроскопе (СЭМ) и атомно-силовом мик-
роскопе (АСМ) показали наличие модификации по-
верхности нанопленки с существенным увеличением
ее шероховатости после нагрева, по-видимому, свя-
занной с эффектом деветинга (dewetting [38]).

Методика и материалы. Генерация импульсов
мощного ТГц излучения осуществлялась методом
оптического выпрямления фемтосекундных лазер-
ных импульсов, создаваемых хром-форстеритовой
лазерной системой с длиной волны излучения λ1 =

= 1240 нм и длительностью 100 фс, в нелинейном
органическом кристалле DSTMS диаметром 8 мм.
Измерения проводились в закрытом корпусе с от-
носительной влажностью воздуха менее 5 %. Для
фильтрации излучения лазерной накачки после кри-
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сталла был установлен отрезающий ТГц фильтр
(LPF8.8-47, Tydex). Коэффициент ослабления филь-
тра на длине волны излучения 1240 нм составлял ве-
личину не менее 105.

На рисунке 1 приведена оптическая схема фемто-
секундной интерференционной микроскопии, пред-
назначенная для изучения пикосекундной динамики
изменения оптических свойств нанопленок с времен-
ным и пространственным разрешением. Отличитель-
ной особенностью данной схемы является использо-
вание в качестве накачки мощного субпикосекунд-
ного широкополосного импульса в диапазоне частот
0.3–3 ТГц (центральная длина волны λ1 = 200мкм).
В качестве зондирующего использовался импульс
второй гармоники с длиной волны 620 нм (энергия
кванта 2 эВ).

Рис. 1. (Цветной онлайн) Оптическая схема измерений:
1 – нелинейный кристалл DSTMS; 2 – терагерцовый
фильтр; 3 – фотодиод; 4 – кристалл KDP; 5 – интер-
ферометр Майкельсона; 6 – ПЗС камера; 7 – интерфе-
ренционный фильтр; 8 – образец; 9 – оптическая линия
задержки

Для уменьшения расходимости пучок ТГц излу-
чения расширялся до диаметра ∼ 40 мм (по уровню
1/e2) с помощью телескопа 6 : 1, состоящего из двух
внеосевых параболических зеркал с эффективным
фокусным расстоянием 25.4 и 152.4 мм. Фокусировка
ТГц пучка осуществлялась внеосевым параболиче-
ским зеркалом диаметром 50.8 мм и с эффективным
фокусным расстоянием 50.8 мм. Для измерения энер-
гии импульсов ТГц излучения использовался калиб-
рованный оптоакустический детектор (ячейка Голея,
GC-1D, Tydex). Длительность импульса ТГц излуче-
ния составляла 0.7 пс по уровню 0.5 от максимума ин-
тенсивности и оценивалась по временной форме ТГц

импульса, измеренной методом электрооптического
детектирования [14].

Энергия импульсов ТГц излучения достигала
30 ± 3мкДж. В фокальной плоскости радиус пят-
на по уровню 1/e от максимума интенсивности, из-
меряемый “ножевым” методом, составлял величину
90 ± 5мкм. Такие параметры позволяют получить
максимальную напряженность поля в центре пят-
на фокусировки, равной 11 ± 1МВ/см. Изменение
энергии импульса ТГц излучения осуществлялось
варьированием энергии лазерной накачки кристал-
ла DSTMS с помощью поляризационного ослабите-
ля, состоящего из призмы Глана и полуволновой пла-
стины. Эксперименты проводились с пленками нике-
ля толщиной 25 нм, напыленными магнетронным ме-
тодом на стеклянную подложку толщиной 150 мкм.

В используемой методике накачка-зондирование
воздействие на металлическую пленку импульсом
ТГц излучения осуществлялось в конфигурации со
встречным зондированием образца оптическим им-
пульсом λ2 = 620 нм через стеклянную подложку.
Время между приходом на мишень нагревающего и
зондирующего импульсов варьировалось с помощью
оптической линии задержки 9. Импульс ТГц излуче-
ния равномерно прогревал пленку, поскольку длина
поглощения излучения δ = λ1/4πk в никеле в этом
спектральном диапазоне примерно на порядок пре-
вышает ее толщину [39]. В то же время длина по-
глощения зондирующего излучения λ2 (уменьшение
интенсивности в e раз) была меньше толщины плен-
ки и составила 12 нм [40].

Зондирующий импульс после оптической линии
задержки направлялся в интерферометр Майкельсо-
на, в котором исследуемый образец служил в каче-
стве одного из зеркал. Изображение поверхности об-
разца с помощью микрообъектива с числовой апер-
турой NA= 0.3 переносилось на матрицу ПЗС каме-
ры. Для предотвращения попадания на ПЗС камеру
излучения с длинами волн, отличными от зондирую-
щего, на входе камеры устанавливался узкополосый
интерференционный фильтр на длину волны 620 нм.
Регистрируемая камерой интерферограмма являет-
ся результатом интерференции объектной и опорной
волны.

При измерениях записывались три интерферо-
граммы: начальная (невозмущенной поверхности
до воздействия), временная (во время воздействия)
и финальная (спустя несколько секунд после воз-
действия). После каждого воздействия мишень
сдвигалась на новое место микроманипулятором.
Обработка интерферограмм проводилась методом
Фурье-анализа с процедурой нормировки изобра-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Пространственные распределения изменения амплитуды (a), (b) и фазы (c), (d) зондиру-
ющего импульса для различных моментов времени: (a) – 0 пс; (b) и (c) – 6.7 пс; (d) – ∞. Напряженность поля ТГц
импульса – 11 МВ/см. Шкалы вертикальных и горизонтальных осей соответствуют пикселям ПЗС камеры

жений [41, 42]. Результатом обработки являлись
пространственные распределения нормированного
модуля ∆r(x, y)/r0(x, y) и сдвига фазы ∆ϕ(x, y)

комплексного коэффициента отражения зондиру-
ющего импульса, индуцированные воздействием
импульса накачки. Здесь ∆r(x, y) = r(x, y) − r0(x, y)

и ∆ϕ(x, y) = ϕ(x, y) − ϕ0(x, y), где r0(x, y) и ϕ0(x, y)

получены при обработке начальной интерферо-
граммы, r(x, y) и ϕ(x, y) получены при обработке
временной (или финальной) интерферограмм. Коэф-
фициенты отражения по полю (r0) и интенсивности
(R0) связаны соотношением r20 = R0. Многократное
повторение опытов с варьируемой задержкой зон-
дирующего импульса относительно нагревающего
обеспечивало построение временной динамики из-
менения нормированного модуля ∆r(t)/r0 и фазы
∆ϕ(t) комплексного коэффициента отражения.
Погрешность измерения модуля и фазы при этом
не превышала ±0.02 и ±π/100 рад соответственно.
Временное разрешение, определяемое длительно-
стью зондирующего импульса, составляло 100 фс.
Пространственное разрешение в плоскости мишени
определялось параметрами интерферометра и было

равно 2 мкм. Исследования морфологии поверхности
проводились с помощью электронного сканирующе-
го микроскопа (Tescan, Mira 3) и атомно-силового
микроскопа (Veeco, Multimode V).

Результаты и их анализ. На рисунке 2 при-
ведены пространственные распределения изменения
амплитуды (a) и (b) и фазы (c) и (d) зондирующего
импульса, полученные после обработки интерферо-
грамм для различных моментов времени.

Здесь важно отметить, что изменение модуля ко-
эффициента отражения в момент воздействия им-
пульса накачки при t = 0 пс (рис. 2а) и в процес-
се релаксации электронов и решетки при t = 6.7 пс
(рис. 2b) имеет разный знак.

На рисунке 3а, b приведены результаты измере-
ний временной динамики сдвига фазы и изменения
модуля комплексного коэффициента отражения зон-
дирующего импульса по отношению ко времени при-
хода на образец ультракороткого ТГц импульса с на-
пряженностью поля 11 МВ/см.

Данные получены после обработки интерферо-
грамм при варьируемой временной задержке t меж-
ду нагревающим и зондирующим импульсами в ин-
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Рис. 3. Изменение амплитуды (a) и фазы (b) отраженной зондирующей волны от времени после воздействия импульса
ТГц излучения с напряженностью поля 11 МВ/см

тервале от −7 пс до +25 пс. На графиках отложе-
ны значения ∆r/r0 и ∆ϕ, измеренные в центральной
части области взаимодействия с максимальной на-
пряженностью ТГц поля, а нулевой момент времени
t = 0 соответствует началу изменений оптических
свойств. Также на графиках отображены значения
измеряемых величин на бесконечности, которые со-
ответствуют величине остаточных изменений (точки
final).

Временная динамика изменения комплексного
коэффициента отражения r̃ = r(t) exp(iϕ(t)) играет
важную роль для понимания оптического и механи-
ческого отклика среды на лазерное воздействие. Ко-
эффициент отражения r̃ связан с температурой Te
и Ti через комплексную диэлектрическую проницае-
мость среды ε̃(ω, ν), которая для d-металлов может
быть описана моделью Друде–Лоренца, учитываю-
щая вклад межзонных переходов εb(ω) [43]:

ε̃(ω) = 1− ω2
p

ω(ω + iνeff)
+ εb(ω), (1)

где ω – частота излучения лазера, ω2
p = nee

2/m∗ –
плазменная частота электронов (ne, m∗ – концен-
трация и эффективная масса электронов проводимо-
сти). Эффективная частота электрон-электронных и
электрон-ионных столкновений описывается извест-
ным соотношением [10, 34]:

νeff = AT 2
e +BTi, (2)

Диэлектрическая проницаемость среды зависит
от механизма поглощения, который может включать
как межзонные, так и внутризонные переходы. Бли-
зость энергии фотонов ~ω к энергии межзонного пе-
рехода ∆E будет определять величину и знак из-
менения термоиндуцированного коэффициента отра-
жения [37].

Ранее в TTR экспериментах по измерению вре-
менной динамики отражения никеля в ближнем ИК
диапазоне спектра [37, 44] было показано, что увели-
чение коэффициента отражения зондирующего им-
пульса (∆r > 0) согласно выражению (2) в момент
воздействия УКИ вызвано ростом частоты электрон-
электронных столкновений в условиях неравновес-
ного нагрева электронной подсистемы при Te ≫ Ti.
Последующее уменьшение коэффициента отражения
ниже невозмущенного значения (∆r < 0) спустя при-
мерно 5 пс вызвано нагревом решетки на стадии вы-
равнивания температур Te и Ti, сопровождающее-
ся расширением образца и уменьшением плазменной
частоты ωp в формуле (1).

Из рисунка 3а следует, что в момент воздействия
ТГц импульса также наблюдается кратковременное
увеличение модуля коэффициента отражения опти-
ческого диагностического импульса ∆r/r0 примерно
на 6 %, после чего за 5–7 пс происходит его умень-
шение на 10–15 % относительно невозмущенного зна-
чения.

Естественно полагать, что аналогичное поведение
коэффициента отражения оптического зондирующе-
го импульса в наших экспериментах при воздействии
ТГц импульса накачки, так же как и при воздействии
УКИ оптического диапазона [37], в обоих случаях
обусловлено неравновесным нагревом электронной и
ионной подсистем никеля и возникновением 2Т со-
стояния с Te > Ti в течение нескольких пикосекунд.

Для ТГц излучения (центральная длина волны –
200 мкм, а частота – 1.5 ТГц) металлическую на-
нопленку на диэлектрической подложке следует рас-
сматривать как субволновую структуру, учитывая
также нагрев подложки. Непосредственное измере-
ние пропускания не представлялось возможным из-
за низкого уровня сигнала в связи с большими по-
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терями на отражение и поглощение излучения пле-
ночным образцом. В то же время было измерено
пропускание только стеклянной подложки, составив-
шее 15 %. Коэффициент поглощения ТГц импульса
в стекле при этом составил 120 см−1, а коэффициент
экстинкции k ≈ 0.19.

Оценим соотношение объемной поглощенной
энергии ТГц излучения в нанопленке никеля и
в стеклянной подложке по данным оптических
констант. На рисунке 4 приведены зависимости
(сплошные линии) для коэффициентов отраже-
ния R, пропускания T и поглощения A пленки Ni
толщиной 25 нм, рассчитанные для структуры воз-
дух/никель/стекло матричным методом (Transfer
Matrix Method [45]). В данном случае для цен-
тральной длины волны ТГц импульса λi = 200мкм
использовались значения оптических констант (воз-
дух n0 = 1, k0 = 0; никель n1 = 10, k1 = 40 [39];
стекло n2 = 2.25 [46], k2 = 0.19).

Рис. 4. (Цветной онлайн) Коэффициенты отражения R,
пропускания T и поглощения A пленки никеля в за-
висимости от ее толщины, рассчитанные матричным
методом [45] (сплошные линии) и по данным проводи-
мости [19] (пунктир)

Соответствующие значения составили: отраже-
ние R = 0.3, пропускание T = 0.24 и поглощение
A = 0.46. Отметим, что расчет пропускания пленки
Ni хорошо согласуется с результатами измерений по-
глощения и пропускания металлических нанопленок
[21].

В ТГц диапазоне в области нормального скин-
эффекта δ = c/

√
2πσω значения коэффициентов

R, T и A для металлических нанопленок при нор-
мальном падении могут быть получены из соотно-
шений [19]:

R = β2/(1+β)2; T = 1/(1+β)2; A = 1−R−T. (3)

Здесь параметр β = 2πσd/c, где c – скорость све-
та. Как видно из формул (3), в случае нормально-
го скин-эффекта параметр β не зависит от частоты
излучения ω, но зависит от толщины пленки d и ее
проводимости σ.

На рисунке 4 приведены аналогичные зависимо-
сти (пунктир), рассчитанные по формулам (3). Наи-
лучшее совпадение зависимостей имеет место для
толщин более 20 нм при значении проводимости σ =

= 2 ·1015 с−1 (система Гаусса). Эта величина пример-
но на два порядка ниже проводимости массива нике-
ля, равной σ = 1.46 · 1017 с−1 (или 1.63 · 107 Ом−1м−1

в системе СИ [47]). Из рисунка 4 и формул (3) сле-
дует, что пленка Ni имеет максимум поглощения при
критической толщине примерно 20–30 нм (значении
параметра β = 1).

Известно, что рост проводимости пленки σ при
фиксированной ее толщине ведет к уменьшению
пропускания пленочного образца (формула Тинхама
[22, 48]). При этом анализ выражений (3) показыва-
ет, что с увеличением σ растет отношение поглоще-
ние/пропускание пленки, т.е. подложка греется су-
щественно меньше, по сравнению с металлической
пленкой. Аналогичные оценки по данным проводи-
мости массива никеля (σ = 1.46 · 1017 с−1 [47]) и по-
лученные матричным методом для значений оптиче-
ских констант массива (n = 219, k = 317 [49]) дают
величину поглощения и пропускания соответственно
A ≈ 0.03 и T ≈ 2 · 10−4. При этом коэффициент от-
ражения возрастает до R ≈ 0.97.

Длина поглощения ТГц излучения в стекле в за-
висимости от частоты в диапазоне от 0.5 до 10 ТГц
может варьироваться от 500 до 10 мкм по данным
работ [46, 50]. Для спектра нашего импульса изме-
ренная длина поглощения в стекле составила при-
мерно 80 мкм. Это значение более чем на 3 порядка
по величине превышает толщину пленки никеля. Та-
ким образом, можно утверждать, что объемная по-
глощенная плотность энергии ТГц излучения в стек-
ле и соответственно его нагрев будут крайне малы по
сравнению с нагревом металлической пленки.

Рассмотрим поведение фазы зондирующего им-
пульса на рис. 3b. Сдвиг фазы может быть вызван
как изменением оптических констант вещества при
возбуждении, так и движением поверхности мише-
ни [41, 42]. На рисунке 3b видно, что регистрируемый
сдвиг фазы зондирующего импульса ∆ϕ с течением
времени меняет знак. Положительный сдвиг фазы
зондирующей волны при t = ∞ (точка final) соответ-
ствует увеличению расстояния от объектива интер-
ферометра до поверхности пленки и, очевидно, обу-
словлен наличием остаточных изменений в геомет-
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рии образца после воздействия. Как будет показано
ниже, эти изменения, вероятно, связаны с модифи-
кацией пленки в результате нагрева и ее отслоением
от подложки на больших временах.

Время электрон-фононной релаксации в никеле
τel ≈ 1 пс [51] меньше характерного акустического
масштаба t∗ = d/c0 ≈ 4 ÷ 5 пс, где c0 = 6 км/с –
продольная скорость звука. Поэтому быстрый квази-
изохорический нагрев ТГц импульсом приводит к
созданию давления в пленке. Последующая релак-
сация напряжений приводит к расширению пленки
и генерации пикосекундного акустического импуль-
са длительностью порядка t∗ [44, 51], распространя-
ющегося далее в подложку. Даже в случае макси-
мального нагрева никеля до температуры плавления
1726 К, величина теплового расширения пленки ∆d

не должна превысить 1 нм (коэффициент линейно-
го расширения никеля 2 · 10−5 К−1 [47]). Сдвиг фа-
зы зондирующего импульса при смещении границы
никель/стекло на 1 нм, равен ∆ϕ = 4πn∆d/λ2 =

= 0.03 рад. Это в несколько раз меньше регистриру-
емого в эксперименте отрицательного значения ∆ϕ

(рис. 3b). Кроме того, из-за различия акустических
импедансов сред (воздух и стекло), граничащих с
металлической пленкой, ее расширение будет проис-
ходить преимущественно в направлении свободной
поверхности. Поэтому влияние смещения контакта
металл/подложка на изменение фазы зондирующего
импульса можно считать пренебрежимо малым. Это
также подтверждается отсутствием выраженных пи-
косекундных осцилляций на регистрируемой зависи-
мости ∆ϕ(t), связанных с возможными ревербераци-
ями пленки после импульсного воздействия [52]. Та-
ким образом, можно полагать, что наблюдаемый от-
рицательный сдвиг фазы в течение первых несколь-
ких пикосекунд (рис. 3b) вызван в основном измене-
нием оптических констант никеля в результате на-
грева.

Для анализа процесса нагрева пленки нами бы-
ло исследовано поведение комплексной диэлектриче-
ской проницаемости на длине волны зондирующего
излучения λ2 = 620 нм. Методы эллипсометрии и ин-
терферометрии с временным разрешением при вы-
полнении определенных условий могут применяться
для изучения пикосекундной динамики диэлектри-
ческой проницаемости среды [41, 53, 54].

Из рисунка 3 и приведенных выше оценок следу-
ет, что наблюдаемое в течение первых 10 пс после
воздействия изменение амплитуды и фазы в основ-
ном обусловлено изменением оптических констант,
которое вызвано нагревом электронной и ионной
подсистем никеля. Кроме того, выход фазы зондиру-

ющего импульса на начальное значение (∆ϕ(t) ≈ 0)

свидетельствует о пренебрежимо малом движении
отражающей поверхности во временном интерва-
ле от 0 до 30 пс. Толщина скин-слоя зондирующе-
го импульса, равная 12 нм на длине волны 620 нм
[40], меньше толщины пленки. Импульс ТГц излу-
чения однородно прогревает пленку никеля толщи-
ной 25 нм (скин-слой δ = c/

√
2πσω ≈ 400 нм). Эти

факторы, а именно отсутствие движения и однород-
ный прогрев зондируемого слоя позволяют на осно-
вании измерений комплексного коэффициента отра-
жения зондирующего импульса и формул Френеля
получить информацию о динамике комплексной ди-
электрической проницаемости никеля на длине вол-
ны 620 нм после воздействия мощного импульса ТГц
излучения.

В случае нормального падения излучения ком-
плексный коэффициент отражения мишени связан с
комплексным показателем преломления среды ñ =

= n− ik посредством соотношения [41, 53]:

r̃ = reiϕ =
ñ1 − ñ2

ñ1 + ñ2
, (4)

где ñ1 = n1 − ik1 – комплексный показатель прелом-
ления среды 1 (стекла), а ñ2 = n2 − ik2 – комплекс-
ный показатель преломления среды 2 (металличе-
ской пленки). Подставляя ñ1 = n1−ik1 и ñ2 = n2−ik2
в выражение (4), после преобразований получаем
следующие формулы для расчета модуля r и фазы ϕ

комплексного коэффициента отражения:

r =

(

n1 − n2)
2 + (k1 − k2)

2

(n1 + n2)2 + (k1 + k2)2

)

1
2

, (5)

ϕ = π + arctg
2(n1k2 − n2k1)

n2
1 − n2

2 + k21 − k22
. (6)

Численно решая нелинейную систему уравнений
(5), (6) относительно n2 и k2 для каждой пары значе-
ний амплитуды r и фазы ϕ, получаем искомые дан-
ные об оптических константах исследуемого веще-
ства. Здесь на длине волны зондирующего излучения
620 нм действительная и мнимая части комплекс-
ного показателя преломления стекла взята равной
n1 = 1.5 и k1 = 0, а значения оптических констант
невозмущенного никеля – n20 = 1.99 и k20 = 4.04 [40].

Действительная и мнимая части показателя пре-
ломления связаны с комплексной диэлектрической
проницательностью среды посредством соотноше-
ний:

ε1 = n2 − k2; ε2 = 2nk. (7)

На рисунке 5 представлена временная зависи-
мость комплексной диэлектрической проницаемости
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Рис. 5. (Цветной онлайн) Изменение действительной
ε1 (синие квадраты) и мнимой ε2 (красные кружки)
части диэлектрической проницаемости от времени на
длине волны 620 нм. Пунктиром показаны значения
комплексной диэлектрической проницаемости распла-
ва никеля из работы [55]. Напряженность поля ТГц им-
пульса 11 МВ/см

пленки никеля, рассчитанная по формулам (5)–(7), в
приближении отсутствия смещения поверхности во
временном интервале от 0 до 30 пс.

Действительная часть комплексной диэлектриче-
ской проницаемости в момент воздействия увели-
чивается по абсолютной величине, после чего, при-
мерно спустя 5-10 пс, приближается к значению ди-
электрический проницаемости расплава Ni, равно-
му εliq1 = −7.22 на длине волны 620 нм по данным
работы [55]. При этом мнимая часть диэлектриче-
ской проницаемости ε2, ответственная за поглоще-
ние излучения, после воздействия уменьшается отно-
сительно первоначального значения. Это свидетель-
ствует о кратковременном индуцированном увеличе-
нии пропускания (просветлении) пленки Ni в опти-
ческом диапазоне на временах 10−12−10−11 с. Такое
поведение комплексной диэлектрической проницае-
мости на длине волны 620 нм свидетельствует о силь-
ном возбуждении электронов s- и d-зон никеля в пер-
вые пикосекунды после воздействия импульса ТГц
излучения с последующим нагревом решетки и на-
чалом ее плавления на временах ≥ 10−11 с.

Согласно данным моделирования из работ [44, 56]
при нагреве УКИ вблизи порога плавления Ni темпе-
ратура электронной подсистемы Te может достигать
3–6 кК.

На рисунке 6 приведены результаты исследова-
ний поверхности образца никеля толщиной 25 нм до и
после воздействия ТГц излучения с помощью СЭМ.

Результаты исследований на СЭМ не выявили на-
рушения сплошности и разрывов в пленке. В то же

время ее поверхность является сильно модифициро-
ванной в результате плавления, что согласуется с из-
мерениями комплексной диэлектрической проницае-
мости. При этом плавление, по-видимому, носит ло-
кальный характер. Об этом свидетельствует образо-
вание на поверхности после затвердевания расплава
каплевидных образований размером от 50 до 200 нм,
а также заметное увеличение ее шероховатости. По
данным АСМ измерений после воздействия величина
шероховатости модифицированной поверхности Ra

возросла с 1.1 до 25 нм. Известно, что для нанопле-
нок имеет место так называемый эффект деветин-
га [38], состоящий в стремлении минимизировать по-
верхностную энергию при нагреве путем образова-
ния островков и капель.

Увеличение шероховатости поверхности, по-
видимому, является причиной уменьшения коэф-
фициента отражения модифицированной пленки
(точка final на рис. 3а). Кроме того, по данным
измерений фазы (точка final на рис. 3b) имеет место
деламинация пленки. Причиной этого может яв-
ляться возникновение растягивающих напряжений
на контакте металл/стекло из-за различия акустиче-
ских импедансов этих сред [52], а также ухудшение
адгезии модифицированной пленки. При этом мак-
симальная величина сдвига фазы в центре области
взаимодействия достигает ∆ϕ = 0.15 рад, который
соответствует величине смещения отражающей
поверхности на величину ∆z = ∆ϕn1λ/4π ≈ 11 нм,
соизмеримой с величиной шероховатости. Это может
быть связано с отслоением пленки, или модифика-
цией морфологии контакта пленка/стекло.

Заключение. В настоящей работе методом фем-
тосекундной интерференционной микроскопии с вре-
менным (∼ 10−13 с) разрешением исследована пико-
секундная динамика изменения комплексного коэф-
фициента отражения и диэлектрической проницае-
мости на длине волны 620 нм для пленки никеля тол-
щиной 25 нм на стеклянной подложке, нагреваемой
субпикосекундным импульсом ТГц излучения с на-
пряженностью поля 11 МВ/см. Результаты измере-
ний показали увеличение коэффициента отражения
в видимой области в момент воздействия, связанное
с сильным возбуждением электронной подсистемы
никеля импульсом ТГЦ излучения. Новым результа-
том является экспериментально наблюдаемое двух-
температурное состояния металла с Te > Ti в усло-
виях нагрева субпикосекундным импульсом излуче-
ния ТГц диапазона спектра. Поведение комплекс-
ной диэлектрической проницаемости свидетельству-
ет о начале плавления пленки спустя 5–10 пс после
воздействия. При этом максимальная температура
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Рис. 6. Изображения (СЭМ) фрагмента пленки никеля (a) – до воздействия; (b) – после однократного воздействия
ТГц импульса с напряженностью поля 11 МВ/см

электронной подсистемы никеля вблизи порога плав-
ления может достигать нескольких тысяч градусов.
Результаты исследований морфологии модифициро-
ванной поверхности пленки на СЭМ и АСМ, а так-
же интерферометрических измерений, указывают на
частичное локальное плавление пленки с образова-
нием застывших каплевидных наноразмерных обра-
зований на поверхности, а также о возможном нару-
шении контакта с подложкой в области воздействия.
При этом макроскопических разрушений пленки при
однократном воздействии в рассматриваемых усло-
виях не наблюдалось.

Полученные в настоящей работе результаты мо-
гут быть использованы для изучения механизма воз-
действия мощных сверхкоротких импульсов ТГц из-
лучения на металлические нанопленки, применяе-
мые в качестве силовых элементов оптики ТГц диа-
пазона и материалов спинтроники.
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В работе исследованы резонансные явления комбинационного рассеянии света в углеродных нано-
кластерах, образованных sp3 связями. Мы синтезировали такие структуры из фуллерита С60 под дав-
лением 20–25 ГПа при комнатной температуре (1) и при нагреве до 1400 К (2). Наблюдается два типа
резонанса комбинационного рассеяния света. Первый тип связан с резонансным усилением спектров
комбинационного рассеяния света вблизи края поглощения и для полученных образцов наблюдался при
возбуждении лазерным излучением на длинах волн 1064 нм (1) и 532 нм (2). В таких спектрах про-
являются высокочастотные моды sp3 всех нанокластеров от 1388 до 1640 см−1. Второй тип резонанса
проявляется в активации одной из мод в диапазоне 1388–1640 см−1 спектра комбинаторного рассеяния
света в зависимости от длины волны возбуждающего излучения. Частота активной моды линейно зави-
сит от длины волны возбуждающего излучения. Методом пьезоспектроскопии показано, что при более
коротковолновом возбуждении в процессах комбинационного рассеяния света участвуют кластеры с
большим модулем объемного сжатия.

DOI: 10.31857/S0370274X24100199, EDN: FYIOEM

Введение. В условиях высоких давлений и тем-
ператур фуллерит трансформируется в ультратвер-
дые аморфные структуры на основе кластеров, обра-
зованных sp3 связями [1–5]. Графит, стеклоуглерод,
онионы, нанотрубки и т.д. при комнатной темпера-
туре также преобразуются в аморфные структуры с
sp3 связями при давлении ∼ 15–50 ГПа [6–8], одна-
ко, в отличие от фуллерита, после снятия давления
они частично или полностью переходят в аморфные
структуры, образованные в основном sp2 связями.

Характерной особенностью спектров комбинаци-
онного рассеяния света (КРС) аморфных sp3 свя-
занных углеродных нанокластеров является наличие
так называемой “дисперсной” линии около 1550 см−1.
Ее положение (1485–1640 см−1) линейно зависит от
длины волны возбуждающего излучения (соответ-
ственно 785–257 нм). Полуширина составляет около
250 см−1 [1]. На основе экспериментальных исследо-

1)e-mail: mikhail.yu.popov@mail.ru

ваний и моделирования показано, что объемные мо-
дули упругости таких кластеров варьируются от 560
до 730 ГПа. Это обусловлено конфигурацией клас-
теров, образованных атомами углерода с 3 и 4 ко-
валентными sp3 связями [1, 9]. В данном случае под
sp3 связью подразумевается отсутствие π электро-
нов, несмотря на наличие атомов углерода, связан-
ных только с тремя соседями.

Природа наблюдаемой “дисперсной” зависимости
линии около 1550 см−1 sp3 углеродных нанокласте-
ров до конца не ясна и не может быть объяснена
известными случаями резонансов КРС при возбуж-
дении фотонами с энергиями, близкими к крити-
ческим точкам межзонных переходов [10]. В част-
ности, это может быть энергетическая щель между
валентной зоной и зоной проводимости. Подобный
резонанс при длине волны возбуждающего излуче-
ния 1064 нм наблюдался для образца, полученного
из фуллерита под давлением 25 ГПа с приложением
сдвиговых деформаций под нагрузкой (образец про-
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зрачен в ближней инфракрасной (ИК) области). В
этом случае все возможные положения “дисперсной”
линии присутствуют в спектре [1]. Нагрев образца
фуллерита при давлении 20–27 ГПа до температур
1200–1300 К приводит к формированию углеродно-
го материала, образованного sp3 связями, с энерге-
тической щелью 1.85–2.79 эВ [2]. Следовательно, ва-
рьируя условия получения sp3 кластерных структур
из фуллерита, можно менять величину щели и, со-
ответственно, длину волны, при которой можно на-
блюдать резонансные спектры. В настоящей работе
мы сообщаем о реализации такого подхода к наблю-
дению особенностей резонансных спектров sp3 угле-
родных нанокластеров. Это дало возможность заре-
гистрировать суммарный вклад в спектр КРС всех
возможных положений “дисперсной” линии для раз-
ных образцов и показать, что “дисперсная” зависи-
мость линии около 1550 см−1 обусловлена селектив-
ным возбуждением спектров КРС sp3 углеродных
нанокластеров в зависимости от значения силовых
констант кластера.

Методика эксперимента. В условиях гид-
ростатического нагружения образец С60 остается
непрозрачным до давления 25 ГПа. Инициализация
процесса фазового перехода при давлении 18 ГПа,
приводящего к образованию ультратвердого состоя-
ния, делает образец прозрачным под давлением [1].
Инициализация может осуществляться либо за счет
приложения сдвиговых деформаций, либо нагрева
[1, 2]. Непрозрачность позволяет нагреть образец С60

при давлении 20–25 ГПа с помощью лазерного излу-
чения напрямую, без абсорбера излучения. В работе
мы использовали оба метода активации трансформа-
ции фуллерита под давлением 20–25 ГПа: (1) сдвиг
под давлением с использованием сдвиговой камеры
с алмазными наковальнями (СКАН) [11] и (2)
лазерный нагрев [12] до температуры 1400± 100K.

Схема эксперимента приведена на рис. 1. Сле-
ва представлена схема сдвига под давлением (1).
Диаметр рабочих площадок наковален – 300 мкм,
диаметр образца – 100 мкм. Образец нагружался в
вольфрамовой каскетке в контакте с наковальня-
ми. Давление в образце контролировалось методом
пьезоспектроскопии [1, 11]. При достижении давле-
ния в образце 20–25 ГПа к образцу прикладыва-
лась сдвиговая деформация за счет поворота од-
ной из наковален на угол 350 вокруг ее оси сим-
метрии [11]. Справа представлена схема нагруже-
ния образца в случае лазерного нагрева (2). Диа-
метр рабочих площадок наковален – 400 мкм. Об-
разец помещался в отверстие в гаскетке диаметром
130 мкм в окружении NaCl, который является тепло-

Рис. 1. (Цветной онлайн) Схема эксперимента. Слева –
сдвиг под давлением (1); справа – схема нагружения об-
разца в случае лазерного нагрева (2) (детали в тексте)

изолирующим слоем между нагреваемым образцом
и наковальней.

Спектры регистрировали с помощью микроско-
па КРС Renishaw inVia (Renishaw plc, New Mills,
Wotton-under-Edge, Gloucestershire, United Kingdom)
и фурье-спектрометра КРС “RFS 100/s” (Bruker,
Germany), возбуждение 1064 нм (Nd:YAG). В слу-
чае Renishaw inVia спектры возбуждались непрерыв-
ным лазерным излучением на длинах волн 532 и
405 нм. Регистрация осуществлялась по конфокаль-
ной схеме, использовался объектив Olympus LMPlan
50х, входная щель прибора составляла 20 мкм. Спек-
тральное разрешение прибора 1 см−1. Лазерное из-
лучение фокусировалось в пятно на образце 1.5 мкм.
Мощность излучения при регистрации спектров об-
разцов под давлением в СКАН составляла 5 мВт, по-
сле извлечения образца – 1 мВт. Мощность излуче-
ния подбиралась таким образом, чтобы не было сме-
щения линии КРС в низкочастотную область, обу-
словленного нагревом, или трансформации образца
под воздействием лазерного излучения [13]. Подбор
мощности начинался со значения 0.1 мВт. В любом
случае максимальная плотность мощности, исполь-
зуемая для возбуждения спектров КРС, в ∼ 100 раз
ниже плотности, при которой в работе осуществлял-
ся нагрев образца до 1400 К.

Время накопления одного цикла составляло от 5
до 10 мин, каждый спектр усреднялся по 3–5 цик-
лам. Фон в приведенных в статье спектрах вычтен.
Спектры с каждого образца снимались в 9 точках,
равномерно распределенных по поверхности, в авто-
матическом режиме. На рисунках 2 и 3 приведены
типичные спектры. Среднеквадратичное отклонение
положения “дисперсной” линии по 9 точкам состав-
ляет 5 см−1.

В случае RFS 100 мощность, исключающая пе-
регрев, подбиралась таким же образом, как описано
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Спектры, снятые из одной
и той же области образца фуллерита под давлени-
ем 24ГПа после нагрева. Длины волн возбуждающего
излучения 405 и 532 нм. Для удобства представления
результатов интенсивность спектра, полученного при
возбуждении на 405 нм, увеличена в 50 раз. Средне-
квадратичное отклонение положений линий фуллерита
5 см−1

Рис. 3. (Цветной онлайн) Спектры КРС образцов фул-
лерита (1) и (2). Длины волн возбуждающего излуче-
ния 405, 532 и 1064 нм. Огибающая всех возможных
положений “дисперсной” линии [1] выделена пункти-
ром. Резонансные спектры помечены стрелками. Сред-
неквадратичное отклонение положений линий – 5 см−1

выше. Мощность излучения на образце составляла
200 и 100 мВт для образцов (1) и (2) соответственно.
За счет того, что лазерное излучение было сфокуси-
ровано в пятно 500 мкм, плотность мощности была
ниже, чем при измерении на Renishaw. Время накоп-
ления спектров с разрешением 5 cм−1 составляло 12
и 1 ч, соответственно. Разница во времени накопле-
ния обусловлена разной прозрачностью образцов.

Результаты экспериментов и обсуждение.

После нагрева интенсивность спектра КРС образца
фуллерита увеличилась в 50 раз при возбуждении на
длине волны 532 нм и существенно не изменилась при
возбуждении на 405 нм. Оценка изменения интенсив-
ности спектров произведена относительно интенсив-
ности спектра КРС напряженной вершины алмазной
наковальни, который, в частности, зависит от вели-
чины напряжений в наковальне и от конфокальности
микроскопа [14]. Последние два параметра после на-
грева не изменились.

На рисунке 2 приведены спектры, снятые из од-
ной и той же области образца под давлением 24 ГПа
после нагрева. Для удобства представления интен-
сивность спектра, полученного при возбуждении на
405 нм, увеличена в 50 раз. При этом интенсивность
полосы кластеров фуллерита при возбуждении на
405 нм в 50 раз меньше интенсивности спектра КРС
напряженной вершины алмазной наковальни, а в
случае возбуждения на 532 нм эти интенсивности
близки.

Спектр КРС напряженной вершины алмазной на-
ковальни состоит из синглетной моды алмаза, сме-
щение которой (1387± 1 см−1 при давлении 24 ГПа)
пропорционально нормальному напряжению на пло-
щадке наковальни (давление в образце) и дуплетной
моды, которая на спектре рис. 2 сливается со спек-
тром КРС слабо напряженной части алмазной нако-
вальни [14]. Полуширина линии ненапряженной на-
ковальни меньше 3 см−1.

Наблюдаемое увеличение интенсивности спек-
тров КРС, скорее всего, связано с тем, что в резуль-
тате нагрева меняется длина волны возбуждающе-
го излучения, при которой наблюдается резонансный
эффект [10], с 1064 нм [1] на 532 нм.

Для детального сравнения резонансных спектров
был получен образец фуллерита при давлении 20–
25 ГПа методом инициализации фазового перехода
сдвигом при комнатной температуре. Как отмеча-
лось ранее, после снятия давления образец прозра-
чен в красной области – ближнем ИК диапазоне. При
инициализации фазового перехода сдвигом при ком-
натной температуре резонанс наблюдается при воз-
буждении на длине волны 1064 нм, как мы отмечали
ранее [1]. В случае нагрева резонансный эффект на
длине волны 1064 нм не наблюдается (рис. 3).

В спектре КРС образца (2) после нагрева прева-
лирует пик на 1388 см−1, плечо около ∼ 1300 см−1 и
пик около ∼ 1200 см−1 (возбуждение 1064 нм). Пи-
ки 1200 и 1300 см−1 присутствуют также и в резо-
нансных спектрах (рис. 3). Они не относятся к воз-
можным положениям “дисперсных” мод от 1485 см−1
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до 1640 см−1 [1], которые также активны в резонанс-
ных спектрах. В случае резонансного спектра образ-
ца (1) при возбуждении на 1064 нм наблюдается ли-
ния 1600 см−1, которая отсутствует в образце (2) по-
сле нагрева.

В работе [1] приведена зависимость положения
“дисперсного” пика от длины волны возбуждающе-
го излучения. На зависимости отсутствовало поло-
жение линии при возбуждении на 1064 нм, поскольку
при резонансе активны все “дисперсные” моды. По-
скольку в нашем эксперименте для образца (2) после
нагрева резонанс при возбуждении на 1064 нм отсут-
ствует, мы дополнили эту зависимость недостающим
значением 1388 см−1 (рис. 4). Примечательно, что это
значение легло на линейную зависимость “дисперс-
ной” моды от длины волны возбуждающего излуче-
ния в экспериментально исследованном диапазоне от
257 до 1064 нм.

Рис. 4. (Цветной онлайн) Зависимость положения “дис-
персного” пика от длины волны возбуждающего излу-
чения

В нашей работе резонансное усиление спектра об-
разца КРС после нагрева наблюдается при возбуж-
дении на длине волны 532 нм как под давлением
(рис. 2), так и после разгрузки (рис. 3). В последнем
случае спектр смещен на ∼ 70 см−1 в низкочастотную
область относительно приведенной в работе [1] огиба-
ющей всех возможных положений “дисперсной” ли-
нии для образца, полученного при комнатной темпе-
ратуре. На рисунке 3 эта огибающая выделена пунк-
тиром. Такое смещение может свидетельствовать об
уменьшении силовых констант и модуля объемного
сжатия в образце (2) после нагрева.

Модуль объемного сжатия образца фуллерита по-
сле нагрева может быть оценен методом пьезоспек-

троскопии по зависимости линии КРС от давления
[1, 11, 15]:

B0 = γiω0

(

∂ωi

∂P

)−1

, (1)

Здесь γi – параметр Грюнайзена для квазигармо-
нической моды частоты ωi (ω0 соответствует час-
тоте при нулевом давлении, B0 – модуль объемно-
го сжатия). В общем случае γ1 ≈ 1 для ковалент-
но связанных полупроводников IV группы [15]. Мо-
дуль объемного сжатия по оценке из выражения (1)
B0 = 560ГПа, что ниже B0 = 644ГПа для образ-
ца, полученного при комнатной температуре [11]. Во
всех рассмотренных случаях длина волны возбужда-
ющего излучения была 405 нм.

Смещение резонансного спектра при возбужде-
нии на 532 нм на ∼ 70 см−1 в низкочастотную область
относительно огибающей всех возможных положе-
ний “дисперсной” линии для образца, полученного
при комнатной температуре, коррелирует с умень-
шением модуля объемного сжатия образца (2) после
нагрева до 560 ГПа (644 ГПа при комнатной темпера-
туре [11]). Действительно, силовые константы мож-
но оценить по модам КРС из соотношения ω2 ∼ k/m

(динамика решетки), где k – силовая константа, m –
приведенная масса, а B0 ∼ k и смещение резонансно-
го спектра на 70 см−1 в низкочастотную часть спек-
тра должно соответствовать уменьшению силовых
констант/модуля на ∼ 10 % (в эксперименте 15 %).

Таким образом, нагрев образца фуллерита под
давлением 20–25 ГПа приводит к смещению резо-
нансного КРС в коротковолновую область, что со-
провождается уменьшением силовых констант и мо-
дуля объемного сжатия. Вдали от резонансного КРС
при более коротковолновом возбуждении в процес-
сах КРС участвуют углеродные нанокластеры, обра-
зованных sp3 связями с большим модулем объемно-
го сжатия, чем объясняется зависимость положения
“дисперсного” пика от длины волны возбуждающего
излучения.
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Представлены результаты исследований по наблюдению резонансной радиационно-
столкновительной передачи колебательной энергии между молекулами при их селективном лазерном
ИК многофотонном возбуждении в двухкомпонентной среде. Эксперименты проводились с молекулами
BCl3 природного изотопического состава в смеси с оптически активным сенсибилизатором и акцептором
радикалов – молекулами CH3F. Оба типа молекул резонансно поглощали излучение лазера. Наблю-
далась резонансная радиационно-столкновительная передача энергии от молекул CH3F к молекулам
10BCl3. Показано, что указанный процесс приводит к большому увеличению выхода диссоциации мо-
лекул 10BCl3 и 11BCl3 по сравнению с выходом диссоциации с нейтральными акцепторами радикалов.
Зависимости выходов диссоциации молекул BCl3 от частоты возбуждающего лазерного излучения
показывают структуру, которая хорошо коррелирует со структурой спектра ИК поглощения молекул
CH3F. Описан метод и приведены результаты экспериментов. Обсуждаются условия, при которых
реализуется эффективная резонансная радиационно-столкновительная передача колебательной энергии
между молекулами при лазерном ИК многофотонном возбуждении.

DOI: 10.31857/S0370274X24100204, EDN: YUPXUU

1. Введение. Процессы передачи энергии между
частицами играют важную роль при проведении на-
правленных фотофизических и фотохимических ре-
акций [1–5]. В селективной лазерной ИК фотохимии
и фотофизике, включая молекулярное лазерное раз-
деление изотопов, особенно велика роль резонансных
радиационно-столкновительных процессов передачи
колебательной энергии между молекулами, когда пе-
редача энергии происходит одновременно с процес-
сом возбуждения молекул лазером [4–8]. Резонанс-
ная передача энергии при этом реализуется за счет
того, что молекулы обоих типов одновременно воз-
буждаются одним и тем же лазером на одной и той
же частоте. Такие процессы имеют место при селек-
тивном лазерном ИК многофотонном возбуждении и
диссоциации молекул с оптически активными сенси-
билизаторами – молекулами, которые, как и иссле-
дуемые (целевые) молекулы, резонансно поглощают
возбуждающее лазерное излучение [9, 10]. Процессы
передачи энергии могут приводить к существенному
увеличению скорости индуцированных лазером хи-
мических реакций, а также к изменению состава об-
разующихся продуктов и парциального соотношения

1)e-mail: g.makarov@isan.troitsk.ru

между ними [2–10]. С другой стороны, они могут так-
же препятствовать проведению направленных реак-
ций и получению желаемых продуктов [2–6, 11, 12].

Передача колебательной энергии от молекул-
сенсибилизаторов к исследуемым молекулам во мно-
гих случаях используется из-за отсутствия подходя-
щих и мощных лазеров для их возбуждения. Так,
на первоначальном этапе исследований по ИК мно-
гофотонному возбуждению и диссоциации молекул
UF6 не было мощных лазеров 16-мкм диапазона для
возбуждения UF6. Поэтому исследования по ИК дис-
социации UF6 проводились с использованием сенси-
билизатора SF6 [13–17]. Молекулы SF6 использова-
лись также для возбуждения и диссоциации целого
ряда других молекул (XeOF4 [17], SF5Cl и CF3I [18],
CF3Cl и (CF3)3CH [19]).

В качестве сенсибилизатора (донора колебатель-
ной энергии) используются молекулы, характери-
зующиеся большой колебательной теплоемкостью и
имеющие интенсивные полосы поглощения в обла-
сти частот генерации мощных ИК лазеров. Кроме
того, желательно, чтобы молекулы-сенсибилизаторы
имели более высокую энергию диссоциации, чем ис-
следуемые молекулы. Молекулы SF6 имеют силь-
ную полосу ИК поглощения в области 10.6-мкм по-
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лосы генерации CO2-лазера (колебание ν3, частота
≈ 948 см−1 [20]). Для возбуждения и диссоциации мо-
лекул UF6 в качестве сенсибилизаторов использова-
лись также и другие молекулы (CF4, CF3Cl, CF2Cl2)
[14]. Роль сенсибилизаторов состояла в том, чтобы за
счет передачи поглощенной ими из лазерного поля
энергии возбудить исследуемые молекулы и индуци-
ровать их диссоциацию. Молекулы сенсибилизатора
могут и сами сильно возбуждаться лазерным излуче-
нием и подвергаться диссоциации. Однако при уме-
ренных плотностях энергии накачки можно реализо-
вать условия, когда исследуемые молекулы подвер-
гаются диссоциации, а молекулы сенсибилизатора –
нет [13–17].

В указанных выше работах [13–18] исследуемые
молекулы не поглощали лазерное излучение. Они
возбуждались за счет передачи энергии от сенсиби-
лизаторов. Недавно были проведены исследования
по изотопно-селективному лазерному ИК многофо-
тонному возбуждению молекул с использованием оп-
тически активных сенсибилизаторов – молекул, ко-
торые сильно поглощают лазерное излучение на тех
же частотах, на которых резонансно возбуждаются
исследуемые молекулы [9, 10]. Выполнены также экс-
перименты по вовлечению молекул, не поглощающих
лазерное излучение, в резонанс с лазерным полем за
счет использования оптически активных сенсибили-
заторов [21, 22].

В условиях, когда исследуемые молекулы и моле-
кулы сенсибилизатора одновременно поглощают из-
лучение лазера, происходит эффективный резонанс-
ный столкновительный обмен энергией между моле-
кулами в присутствии лазерного поля, что приво-
дит к сильному возбуждению обоих типов молекул
[6–10]. Именно в таких условиях в работах [9, 10] бы-
ла изучена изотопно-селективная диссоциация моле-
кул 11BCl3 в естественной смеси изотопологов с сен-
сибилизатором и акцептором радикалов SF6. Пока-
зано, что использование сенсибилизатора приводит
к существенному увеличению эффективности дис-
социации молекул 11BCl3. Отсутствие структуры в
полосе ИК поглощения колебания ν3 SF6 не поз-
волило в работах [9, 10] наглядно продемонстриро-
вать резонансный характер процесса передачи энер-
гии от молекул сенсибилизатора к исследуемым мо-
лекулам. В данной работе представлены результа-
ты, которые четко показывают резонансный харак-
тер процесса передачи энергии от молекул CH3F к
молекулам 10BCl3. Тем самым установлено, что мо-
лекулы CH3F являются активным сенсибилизатором
и акцептором радикалов для эффективной диссоциа-
ции молекул 10BCl3. Полученные результаты важны

в плане реализации лазерного разделения изотопов
бора на практике.

2. Установка и метод. Экспериментальная
установка (рис. 1) включала в себя перестраивае-
мый по частоте импульсный СО2-лазер, формирую-
щую оптику, газовую кювету из нержавеющей стали
для облучения исследуемых молекул длиной 112 мм,
объемом 24.2 см3, с окнами из KBr, калориметриче-
ский (ТПИ-2-5) и пироэлектрические (SensorPhysics
Model 510) приемники излучения для измерения па-
дающей и прошедшей через кювету энергии. Им-
пульс излучения СО2-лазера состоял из переднего
пика длительностью около 80 нс по полувысоте и
хвостовой части длительностью ≈ 750 нс, в которой
содержалась примерно третья часть энергии лазер-
ного импульса. Лазерное излучение фокусировалось

Рис. 1. (Цветной онлайн) Схема экспериментальной
установки. 1 – зеркало; 2 – ослабители лазерного из-
лучения; 3 – короткофокусная линза; 4 – делительная
пластинка; 5 – приемник излучения; 6 – кювета с облу-
чаемым газом; 7 – поглотитель излучения

в облучаемую кювету линзой из NaCl с фокусным
расстоянием f = 14 см. Размер лазерного пятна в
фокальной области линзы был ≈ 0.01 см2. Энергия
излучения лазера в импульсе составляла ≈ 0.4 Дж.
Плотность энергии возбуждающего излучения в фо-
кальной области линзы достигала ≈ 40 Дж/см2. Час-
тота излучения лазера перестраивалась в диапа-
зоне от 973.3 до 986.6 см−1 (линии генерации ла-
зера 10R(16)–10R(38)). Для привязки частоты ли-
ний излучения СО2-лазера использовался оптико-
акустический приемник с реперным газом NH3.

Лазерная ИК многофотонная диссоциация моле-
кул BCl3 протекает [2, 3] по схеме:

BCl3 + nhν → BCl2 + Cl, (1)

где nhν обозначает количество поглощенных лазер-
ных ИК фотонов.
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При облучении молекул на указанных выше ча-
стотах генерации лазера продукты диссоциации обо-
гащались изотопом 10В, а остаточный после облуче-
ния газ BCl3 обогащался изотопом 11В. Выходы дис-
социации, которые представляют собой доли распав-
шихся в облучаемом объеме молекул за один лазер-
ный импульс, определялись по изменениям интенсив-
ности полос в ИК спектрах поглощения для каждой
из изотопных компонент BCl3. Спектры поглоще-
ния измерялись с помощью ИК фурье-спектрометра
ФТ-801. Выходы диссоциации β10 и β11 вычисля-
лись по парциальному давлению каждой компонен-
ты iBCl3 (i = 10, 11) до (pi,0) и после (pi) облучения
лазерными импульсами с использованием соотноше-
ния

βi = Γ−1[1− (pi/pi,0)
1/N ], (2)

где Γ ≈ 0.02 – отношение облучаемого объема (Virr ≈
≈ 0.48 см3) к объему кюветы (Vcell = 24.2 см3),
N – число импульсов облучения. Селективность
α(10B/11B) определялась как отношение выходов
диссоциации молекул 10BCl3 и 11BCl3:

α(10B/11B) = β10/β11. (3)

Молекулы 11BCl3 и 10BCl3 имеют интенсивные
полосы поглощения с центрами соответственно око-
ло 954.2 см−1 и 993.7 см−1, которые соответствуют
асимметричным колебаниям моды ν3 связи B–Cl [23].
Изотопический сдвиг между указанными полосами
поглощения составляет ∆νis ≈ 39.5 см−1 [23]. Поло-
са поглощения колебания ν3 молекул CH3F (часто-
та Q-ветви 1048.61 см−1 [24]) примерно на 54.9 см−1

смещена в высокочастотную сторону от центра по-
лосы поглощения молекул 10BCl3 (993.7 см−1 [23])
(см. рис. 2a–с).

Однако ряд колебательно-вращательных линий
P -ветви полосы ИК поглощения молекул CH3F сов-
падают с полосой поглощения молекул 10BCl3. При
лазерном ИК многофотонном возбуждении CH3F
спектр поглощения возбужденных молекул смеща-
ется из-за ангармонизма колебаний в красную сто-
рону, что приводит их к лучшему резонансу с лазер-
ным полем [2, 3, 21, 22, 25]. Это дает возможность при
изотопно-селективной диссоциации молекул 10BCl3
использовать молекулы CH3F одновременно в каче-
стве сенсибилизатора и акцептора радикалов.

Следует отметить, что молекулы CH3F, как и
молекулы BCl3, имеют довольно большую энер-
гию диссоциации (BCl3 – ≈ 110 ккал/моль, CH3F –
≈ 112 ккал/моль по каналу образования CH3 + F и
≈ 110.2 ккал/моль по каналу образования CH2F+ H
[26]). Поэтому при сравнительно высоких плотностях

Рис. 2. (Цветной онлайн) (a) – Полосы ИК поглощения
колебаний ν3 молекул 11BCl3 и 10BCl3. Давление BCl3
в кювете – 0.35 торр, длина кюветы – 11.2 см. (b) – По-
лоса ИК поглощения колебания ν3 молекул CH3F. Дав-
ление CH3F в кювете – 5 торр. (с) – Полосы ИК погло-
щения колебаний ν3 молекул 11BCl3,

10BCl3 и CH3F.
Давление BCl3 в кювете – 0.35 торр, CH3F – 5 торр

энергии возбуждения могла иметь место диссоциа-
ция и молекул CH3F. Однако молекулы CH3F ха-
рактеризуются значительно большей, чем молекулы
BCl3, величиной ангармонизма колебаний возбужда-
емой лазером моды ν3 (∆νanh ≈ 3.3 см−1 для BCl3
[27] и ∆νanh ≈ 15.8 см−1 для CH3F [28]), что затруд-
няет процесс их многофотонного возбуждения [2, 3].
При используемых нами плотностях энергии возбуж-
дения (Φ ≤ 40Дж/см2) эффективная диссоциация
молекул CH3F (без BCl3) не происходила.
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3. Результаты и их обсуждение. На рисун-
ке 2a–c приведены спектры линейного ИК поглоще-
ния молекул BCl3 (a), CH3F (b) и смеси молекул
BCl3 с CH3F (c) в области частот, на которых мо-
лекулы возбуждались лазером, полученные со спек-
тральным разрешением 0.5 см−1 с помощью спектро-
метра ФТ-801. При таком разрешении тонкая струк-
тура отдельных линий поглощения молекул CH3F
не разрешалась. В нижней части рис. 2а показаны
участки P - и R-ветвей 10.6-мкм полосы генерации
СО2-лазера. Частотные отстройки между некоторы-
ми используемыми в экспериментах линиями гене-
рации лазера и линиями поглощения молекул CH3F
составляют ≤ 0.1 см−1 [29]. Наименьшие частотные
отстройки реализуются для линий лазера 10R(16),
10R(24), 10R(30) и 10R(36) [29]. При возбуждении
смеси молекул BCl3 + CH3F можно ожидать прояв-
ления структуры в спектральной зависимости выхо-
да диссоциации молекул BCl3, хотя многофотонное
поглощение молекул в сильном ИК поле лазера мо-
жет сильно повлиять на спектральную зависимость
выхода диссоциации [2, 3]. В экспериментах при воз-
буждении молекул BCl3 + CH3F именно на этих ли-
ниях генерации лазера нами наблюдались максиму-
мы в выходах диссоциации молекул BCl3.

Рисунок 3 демонстрирует методику измерений.
На нем показаны спектры ИК поглощения смеси мо-
лекул BCl3 + CH3F (при давлении 0.35 + 5.0 торр) до
облучения (1) и после облучения (2) лазером на час-
тоте 983.25 см−1 (на линии 10R(32) лазера). Энер-
гия возбуждающего лазерного излучения составля-
ла около 0.3 Дж. Видно, что в результате облучения
происходит диссоциация молекул BCl3, причем как
10BCl3, так и 11BCl3. При этом большого расхода га-
за CH3F не наблюдается. Следует особо отметить,
что в результате облучения BCl3 в смеси с CH3F об-
разуется продукт BCl2F. Полоса поглощения коле-
бания ν4 молекул 11BCl2F (частота 993.7 см−1 [23])
практически совпадает с полосой поглощения коле-
бания ν3 молекул 10BCl3 (накладывается на нее) [23].
В результате полученные нами данные по расходу
10BCl3 значительно занижены. Это не давало также
возможности определять селективность диссоциации
α(10B/11B) молекул BCl3 по расходу газа.

Основное внимание в экспериментах было уде-
лено измерению выхода диссоциации молекул BCl3
по расходу 11BCl3. На полосу поглощения молекул
11BCl3 никакие полосы поглощения продуктов не на-
кладывались. При этом полагалось, что селектив-
ность диссоциации молекул BCl3 в проводимых нами
экспериментах сопоставима с селективностью их дис-
социации с другими акцепторами радикалов [9, 10],

Рис. 3. (Цветной онлайн) Полосы ИК поглощения ко-
лебаний ν3 молекул 11BCl3,

10BCl3 и CH3F до облу-
чения (1) и после облучения (2) лазером. Исходное
давление BCl3 в кювете – 0.35 торр, CH3F – 5 торр.
Плотность энергии возбуждающего лазерного излуче-
ния ≤ 40Дж/см2. Число импульсов облучения N= 900

и она составляет α(10B/11B) ≈ 2.5−3.5 (см. рабо-
ты [30, 31]). Кроме того, на полосу поглощения мо-
лекул 10BCl3 накладывались линии поглощения мо-
лекул CH3F (см. рис. 2с и 3), что также ограничи-
вало уменьшение интенсивности полосы поглощения
10BCl3 за счет облучения. Поэтому в представлен-
ных нами на рис. 4 и 5 данных выходы диссоциа-
ции молекул 10BCl3 определены неточно, они зани-
жены. Данные по выходу диссоциации 10BCl3 при-
ведены нами лишь для качественного сравнения с
данными по измерению выхода диссоциации молекул
11BCl3. Для точного определение выхода, а также
селективности диссоциации 10BCl3 c использовани-
ем сенсибилизатора CH3F требуется проводить масс-
спектрометрический анализ остаточного после облу-
чения газа BCl3.

На рисунке 4 приведены зависимости выходов
диссоциации молекул 11BCl3 и 10BCl3 от частоты
возбуждающего излучения СО2-лазера.

Молекулы возбуждались на линиях 10R(16)–
10R(38). Энергия лазерного импульса – 0.3 Дж.
Облучалась смесь 0.35 торр BCl3 + 5 торр CH3F.
Установлено, что структура в зависимостях выходов
диссоциации молекул 10BCl3 и 11BCl3 от часто-
ты возбуждающего излучения довольно хорошо
коррелирует со структурой спектра линейного ИК
поглощения колебания ν3 молекул CH3F, состо-
ящей из отдельных колебательно-вращательных
линий поглощения (рис. 2b). Максимальные выходы
диссоциации 10BCl3 и 11BCl3 наблюдаются при
возбуждении молекул именно на тех линиях гене-
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Зависимости выходов диссо-
циации β10 (1) и β11 (2) от частоты возбуждающего ла-
зерного излучения. Область перестройки линий лазе-
ра: 10R(16)–10R(38). Давление газа в кювете: 0.35 торр
BCl3 +5торр CH3F. В верхней части рисунка показано
частотное положение линий генерации CO2-лазера, на
которых возбуждались молекулы

рации лазера (R(24), R(30) и R(36)), для которых
реализуются минимальные частотные отстройки от
линий поглощения молекул CH3F [29]. Полученные
результаты ясно показывают резонансный характер
процесса передачи энергии от молекул CH3F к
молекулам BCl3.

На рисунке 5 показаны зависимости выходов дис-
социации молекул 10BCl3 и 11BCl3 от давления сен-
сибилизатора и акцептора радикалов CH3F. Заме-
тим сразу, что без CH3F выход диссоциации молекул
10BCl3 больше таковой 11BCl3. Селективность дис-
социации 10BCl3 составляла α(10B/11B) ≈ 3.5 (см.
рис. 5). С использованием CH3F, как отмечено выше,
измерять селективность мы не могли, поскольку на
полосу поглощения молекул 10BCl3 накладывались
полосы поглощения продукта 11BCl2F и сенсибили-
затора. Как видно на рис. 5, в исследуемом диапазоне
выходы диссоциации молекул BCl3 монотонно рас-
тут с увеличением давления CH3F и увеличиваются
почти на 2 порядка (в 60–80 раз) при увеличении дав-
ления CH3F примерно от 1.0 до 15 торр. Этот резуль-
тат существенно отличается от результатов, получен-
ных ранее в случае ИК диссоциации молекул BCl3 с
другими акцепторами радикалов, таких как O2, H2

NO, HBr, H2S и другие [30–33], которые не погло-
щают возбуждающее молекулы BCl3 лазерное излу-
чение. В случае использования оптически нейтраль-
ных акцепторов радикалов выход диссоциации моле-
кул BCl3 с ростом давления акцепторного газа уве-
личивался всего в 2–3 раза, а оптимальная величина
выхода диссоциации BCl3 достигалась при давлени-

ях буферных газов 5–10 торр [30–33]. При дальней-
шем увеличении давления буферного газа наблюда-
лась дезактивация возбужденных молекул и умень-
шение их выхода диссоциации. Показано также, что
в плане получения сравнительно высоких значений
селективности и выхода диссоциации молекул BCl3
хорошим акцептором радикалов является кислород
[32, 33]. Полученные нами зависимости выходов дис-
социации молекул BCl3 от частоты возбуждающего

Рис. 5. (Цветной онлайн) Зависимости выходов диссо-
циации β10 (1) и β11 (2) от давления сенсибилизатора
и акцептора радикалов CH3F. Давление газа BCl3 в
кювете – 0.35 торр, плотность энергии возбуждающего
лазерного излучения ≤ 40 Дж/см2

излучения и от давления сенсибилизатора и акцеп-
тора радикалов CH3F четко показывают, что имен-
но за счет передачи колебательной энергии от мо-
лекул CH3F исследуемым молекулам 10BCl3 проис-
ходит существенное увеличение выхода диссоциации
BCl3. Эффективная передача колебательной энер-
гии от молекул CH3F к молекулам 10BCl3 происхо-
дит ввиду резонансного характера процесса переда-
чи энергии [1, 14, 25, 34]. В результате последующе-
го довольно быстрого столкновительного процесса
колебательно-колебательного V ↔ V обмена энергий
между молекулами 10BCl3 и 11BCl3 (константа ско-
рости pτV-V ≈ 0.5мкс · торр [24]) происходит возбуж-
дение также и не поглощающих лазерное излучение
молекул 11BCl3. Константа скорости колебательно-
поступательной релаксации молекул BCl3 в соб-
ственном газе составляет pτV-T ≈ 5.8мкс · торр, а
в CH3F – pτV-T ≈ 15.3мкс · торр [24]. Посколь-
ку полная длительность возбуждающего лазерного
импульса составляла ≈ 0.75 мкс, в проведенных на-
ми экспериментах реализовывался преимуществен-
но радиационно-столкновительный режим возбуж-
дения молекул.
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Газообразные продукты, которые образовыва-
лись в результате лазерной ИК многофотонной
диссоциации молекул BCl3 в смеси с CH3F и после-
дующих химических реакций, идентифицировались
по их спектрам ИК поглощения в спектральной
области примерно от 750 см−1 до 3600 см−1. Уста-
новлено, что основными конечными продуктами
являются 10BCl2F и 11BCl2F, 10BClF2 и 11BClF2, а
также HCl.

4. Заключение. Изучена резонансная переда-
ча колебательной энергии при изотопно-селективной
лазерной ИК многофотонной диссоциации молекул
BCl3 в смеси с оптически активным сенсибилизато-
ром и акцептором радикалов – молекулами CH3F.
Молекулы CH3F имеют структурированную полосу
ИК поглощения, перекрывающуюся с полосой по-
глощения молекул 10BCl3, что позволяет наблюдать
процесс резонансной радиационно-столкновительной
передачи колебательной энергии от молекул CH3F к
молекулам 10BCl3.

Показано, что зависимости выходов диссоциации
молекул BCl3 от частоты возбуждающего лазерного
излучения имеют структуру, которая хорошо корре-
лирует со структурой спектра ИК поглощения ко-
лебания ν3 молекул CH3F. Установлено, что указан-
ный процесс приводит к значительному (более, чем в
5–10 раз) увеличению выхода диссоциации молекул
10BCl3 по сравнению с выходом диссоциации при об-
лучении с нейтральными акцепторами радикалов.

Полученные результаты четко показывают резо-
нансный характер индуцированных мощным ИК ла-
зером процессов передачи энергии от молекул сенси-
билизатора CH3F к исследуемым молекулам 10BCl3 и
представляют большой интерес в плане применения
лазерных методов для разделения изотопов бора на
практике.
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Определение параметров системы и полного состояния потока на основе ограниченных измерений
скорости может быть чрезмерно трудоемким при использовании классических алгоритмов ассимиля-
ции данных. В этой работе мы применяем алгоритмы машинного обучения для решения этой пробле-
мы. В качестве примера мы рассматриваем умеренно турбулентное течение жидкости, возбуждаемое
стационарной силой и описываемое двумерным уравнением Навье–Стокса с линейным трением о дно.
Основываясь на плотных во времени, разреженных в пространстве и, вероятно, зашумленных данных о
скорости, мы с высоким пространственным разрешением реконструируем поле скорости, восстанавлива-
ем давление и внешнюю силу с точностью до гармонической функции и ее градиента, соответственно, а
также определяем неизвестные вязкость жидкости и коэффициент трения о дно. Валидация метода про-
изводится путем анализа среднеквадратичных ошибок реконструкций и их энергетических спектров. Мы
исследуем зависимость этих метрик от степени разреженности и зашумленности исходных измерений
скорости. Наш подход основан на обучении физически-информированных нейронных сетей путем ми-
нимизации функции потерь, которая штрафует за отклонение от предоставленных данных и нарушение
физических уравнений. Предлагаемый алгоритм извлекает дополнительную информацию из измерений
скорости, потенциально расширяя возможности методов PIV/PTV.

DOI: 10.31857/S0370274X24100215, EDN: XOTOTD

1. Введение. Экспериментальные исследования
течений жидкости предполагают измерение их
характеристик. Собранные данные могут обладать
низким пространственно-временным разрешением
или быть искажены измерительным шумом. Иногда
величина, представляющая интерес, не может быть
измерена напрямую, и ее приходится реконстру-
ировать на основе других измерений (например,
давление можно определить по известному полю
скорости [1]). Различные методы ассимиляции
данных, основанные на сопряженных и ансамбле-
вых вариациях, решают эти задачи, объединяя
экспериментальные данные с численным моделиро-
ванием [2, 3]. Основная идея состоит в том, чтобы
найти состояние потока, которое удовлетворяет
уравнению Навье–Стокса и минимизирует отклоне-
ние от наблюдений. Фундаментальный недостаток
такого подхода заключается в вычислительной
сложности, необходимой для проведения множества
численных симуляций с различными начальными

1)e-mail: parfenius@gmail.com

условиями и неизвестными параметрами системы,
которые подбираются в процессе оптимизации. Как
только они найдены, связанная с ними эволюция
течения дает доступ к полному состоянию системы
и с намного большим разрешением, чем исходные
данные.

Недавно был предложен альтернативный под-
ход, в котором численный солвер заменяется на
физически-информированную нейронную сеть (англ.
PINN (Physics-Informed Neural Network)) [4]. Рекон-
струкция течения также рассматривается как зада-
ча минимизации. Нейронная сеть получает на вход
координаты и момент времени, а на выходе возвра-
щает величины, характеризующие состояние тече-
ния. Функция потерь штрафует за отклонение от
имеющихся данных и нарушение основных уравне-
ний. Подчеркнем, что теперь основные уравнения не
соблюдаются строго, вместо этого соответствующий
дисбаланс используется в качестве штрафа в зада-
че оптимизации. Главными преимуществами такого
подхода являются относительная простота реализа-
ции и лучшая применимость для плохо определен-
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ных задач. В частности, PINN могут использовать-
ся в областях с неизвестными граничными услови-
ями [5], тогда как численное моделирование в этом
случае невозможно.

Детальное сравнение обоих методов было про-
ведено в работе [6], где было показано, что PINN,
как правило, менее точны для разреженных данных.
Однако в будущем ситуация может измениться, по-
скольку PINN – это относительно новая технология,
которая в настоящее время активно совершенству-
ется. Примеры применения этого метода ко все бо-
лее сложным конфигурациям течений можно найти
в недавних обзорах [7–9].

В этой работе мы применяем PINN к кон-
кретному примеру двумерной турбулентности,
мотивированному экспериментальными исследо-
ваниями [10–13]. Мы полагаем, что проводимые
измерения позволяют определить скорость жидко-
сти в некоторых точках пространства и времени. Эти
данные, например, могут быть получены с помощью
методов PIV/PTV (англ. Particle Image/Tracking
Velocimetry), которые отслеживают положения
частиц, помещенных в поток жидкости, в последо-
вательные моменты времени для определения поля
скорости. Собранные данные предполагаются плот-
ными во времени, но могут быть разреженными в
пространстве и содержать ошибки измерений. Плот-
ность во времени означает, что методы PIV/PTV
позволяют измерять мгновенную скорость потока с
разумной точностью. Разреженность в пространстве
подразумевает, что мы хотим разрешать масшта-
бы, которые малы по сравнению с характерным
расстоянием между точками измерений. Методы
ассимиляции данных, которые мы обсуждаем,
связывают последовательные моменты времени,
воспроизводя динамику, определяемую уравнени-
ем Навье–Стокса. Это позволяет комбинировать
информацию о поле скорости из разных моментов
времени, повышая точность и пространственное
разрешение возможных реконструкций.

Наша цель – улучшить экспериментальные дан-
ные за счет повышения их пространственного раз-
решения и определения характеристик потока и па-
раметров системы, которые не были измерены на-
прямую. В частности, мы хотим реконструировать
пространственно плотные поля скорости и давления,
определить внешнюю силу, а также неизвестную вяз-
кость жидкости и коэффициент трения о дно, осно-
вываясь только на измерениях скорости. Знание этих
дополнительных величин позволит нам лучше опи-
сать и охарактеризовать свойства рассматриваемой
системы. Настоящее исследование дополняет недав-

ние работы [14–17], анализируя другую конфигура-
цию потока.

Проведенный анализ показывает, что разрежен-
ных (150 векторов на изображение), но точных изме-
рений скорости достаточно для реконструкции плот-
ного (65536 векторов на изображение) поля скорости
с относительной среднеквадратичной ошибкой около
0.2% и столь же плотных полей давления и внешней
силы с точностью в несколько раз хуже для типич-
ных экспериментальных условий. Вязкость жидко-
сти и трение о дно восстанавливаются с относитель-
ной ошибкой в несколько процентов. Разработанный
метод устойчив к небольшому шуму (≤ 1%) в исход-
ных данных для скорости и даже способен исправ-
лять ошибки измерений, основываясь на том факте,
что восстановленные величины должны удовлетво-
рять уравнению Навье–Стокса и условиям несжи-
маемости. По мере увеличения уровня шума в ис-
ходных данных точность восстановления снижается.
Мы также анализируем изменение точности рекон-
струкций в зависимости от плотности измерений ско-
рости. Анализ энергетических спектров показывает,
что малые масштабы восстанавливаются хуже всего,
особенно при зашумленных измерениях.

2. Основные уравнения. Мы рассматриваем
двумерное течение несжимаемой ∇ · v = 0 жидкости,
описываемое уравнением Навье–Стокса:

∂tv + (v · ∇)v = −∇p− αv + ν∇2v + f , (1)

где v – двумерное поле скорости, p – давление, α –
трение о дно и ν – кинематическая вязкость. Внеш-
няя сила f предполагается стационарной во времени.
Нас интересует умеренно турбулентный режим, для
которого нелинейное слагаемое в уравнении Навье–
Стокса играет существенную роль. Наблюдение за
течением происходит в некоторой области с откры-
тыми границами, и для его изучения мы измеряем
поле скорости. У нас нет никакой информации о по-
ле давления и внешней силе, за исключением того,
что последняя постоянна во времени.

Важно понимать, что в такой постановке задачи
давление и внешняя сила не могут быть четко раз-
делены. Действительно, проводя разложение Гельм-
гольца, внешнюю силу можно представить как сум-
му градиентного и соленоидального полей. Гради-
ентный вклад может быть включен в определение
давления, и тогда, без потери общности, внешнюю
силу в уравнении (1) можно считать соленоидаль-
ной, т.е. ∇ · f = 0. Однако, даже принимая во вни-
мание это условие, разделение давления и внешней
силы все равно не является однозначным. Эти ве-
личины определены с точностью до преобразований
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p(r, t) → p(r, t) + h(r) + c(t), f(r) → f(r) + ∇h(r),
где h(r) – гармоническая функция ∇2h(r) = 0 в зоне
наблюдений, а c(t) – произвольная функция, не зави-
сящая от пространственных координат. Однозначное
определение h(r) и c(t) невозможно без знания гра-
ничных условий для давления и внешней силы на
краях наблюдаемой области. Отметим, что h(r) не
зависит от времени, поскольку предполагается, что
внешняя сила статична.

Вышеизложенное следует иметь в виду при опре-
делении точности работы алгоритма. В дальнейшем,
чтобы характеризовать ошибки восстановления поля
давления и внешней силы, мы будем сравнивать зна-
чения их лапласиана ∇2p и ротора φ = ∂xfy − ∂yfx,
соответственно. Знание динамики поля скорости поз-
воляет нам однозначно определить эти величины.

3. Генерация данных. Данные для этого
исследования получены численным интегри-
рованием уравнения (1) при помощи пакета
GeophysicalFlows.jl [18], который ранее успешно
применялся для моделирования двумерной тур-
булентности [19–21]. Код может быть исполнен
на графических процессорах, что обеспечивает
высокую производительность. Ошибки совмещения
гармоник устраняются при помощи правила двух
третей. Моделирование проводится в дважды пе-
риодической области размером 2π × 2π. Измерения
скорости осуществляются в области наблюдений,
которая меньше и имеет размер L × L, где L = π,
см. рис. 1a. Поскольку граничные условия на краях
зоны наблюдений неизвестны, применение методов
ассимиляции данных, основанных на сопряженных
и ансамблевых вариациях, затруднено.

Рис. 1. (Цветной онлайн) (a) – Поле завихренности и
(b) – энергетический спектр в статистически стацио-
нарном состоянии. Затененная область соответствует
зоне наблюдений

Параметры системы ν = 0.01 и α = 0.1 выбраны в
согласии с экспериментом [11]. Внешняя сила имеет
вид Колмогорова:

fx = f0 sin(kfy), fy = 0, (2)

где f0 = 10 и kf = 5. Начальное условие может быть
произвольным, поскольку после переходного процес-

са течение достигает статистически-стационарного
состояния. В этом режиме мы сохраняем данные с
шагом ∆t = 0.02 на протяжении T = 4, что со-
ответствует нескольким оборотам флуктуаций тече-
ния. Такая частота записи данных моделирует за-
пись видео с частотой 50 кадров в секунду в лабо-
раторном эксперименте. Пространственное разреше-
ние прямого численного моделирования (англ. DNS
(Direct Numerical Simulation)) составляет 5122 точек
для всей расчетной области и 2562 для зоны наблю-
дений.

Рисунок 1a показывает поле завихренности ω =

= ∂xvy − ∂yvx в статистически-стационарном состо-
янии. Течение хаотично и не содержит явного от-
печатка внешней силы. Поскольку в задаче присут-
ствуют два механизма диссипации (вязкость и тре-
ние о дно), то состояние системы можно описать дву-
мя безразмерными параметрами [22]: числом Рей-
нольдса Re = UL/ν ≈ 1.3× 103 и Rh = U/(αL) ≈ 13,
где мы воспользовались среднеквадратичной скоро-
стью потока U ≈ 4.1 и размером области наблюдений
L = π. Энергетический спектр показан на рис. 1b. Он
демонстрирует, что течение в основном определяется
модами с волновыми векторами k . kf .

Для имитации измерений скорости мы случай-
ным образом выбираем Ndata точек {rdn, tdn}Ndata

n=1 в
пространственно-временной (256×256×200) области
наблюдений. Мы рассматриваем случай, когда сред-
нее расстояние между точками измерений для одного
момента времени сравнимо с масштабом внешней си-
лы или превышает его. Оказывается, что настолько
разреженных данных достаточно для реконструкции
полей и определения параметров системы с хорошей
точностью. В экспериментах, на которые мы опира-
емся, пространственное разрешение измерений ско-
рости обычно гораздо выше. В такой ситуации име-
ет смысл проредить измеренное поле скоростей, вы-
бирая случайным образом небольшое число точек,
что значительно ускоряет реконструкцию. Основная
цель в данном случае – определить параметры систе-
мы и величины, которые не могут быть измерены на-
прямую. Если экспериментальные данные изначаль-
но разрежены в пространстве, то расположение то-
чек измерений в близкие моменты времени может
иметь некоторую пространственную корреляцию, ко-
торую мы не учитываем в нашей модели измерений.
Влияние таких корреляций на точность реконструк-
ции требует дальнейшего исследования и выходит за
рамки данной работы.

Измеренная скорость vd(rdn, t
d
n) может отличать-

ся от DNS данных v(rdn, t
d
n) из-за экспериментальных

ошибок. Мы моделируем этот шум как
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vd =

(

1 + η1 0

0 1 + η2

)

v, (3)

где ηi ∼ N (0, ε2) – независимые нормально распре-
деленные случайные величины, а стандартное откло-
нение ε контролирует интенсивность шума. Идеаль-
ные данные соответствуют ε = 0. Заметим, что та-
кой простой подход учитывает только ошибки в опре-
делении амплитуды скорости и игнорирует ошибки,
связанные с определением положения вектора скоро-
сти в пространстве.

В большинстве примеров ниже мы используем
Ndata = 3×104, если явно не указано другое значение.
В среднем это соответствует 150 точкам измерений
на снимок в сравнении с 65536 точками при полном
разрешении. Собранные данные vd(rdn, t

d
n) использу-

ются для последующей реконструкции течения и па-
раметров системы с помощью PINN.

4. Физически-информированная нейронная

сеть. В этом разделе мы подробно описываем ме-
тод PINN, применяемый в исследовании. Мы одно-
временно обучаем две независимые нейронные сети,
см. рис. 2a. Первая нейронная сеть аппроксимирует
поля скорости и давления в некоторой точке про-
странства и времени. У этой сети есть три входных и
три выходных нейрона, (v̂x, v̂y, p̂) = Fθ1

(x, y, t). Вто-
рая нейронная сеть предназначена для предсказания
внешней силы и имеет по два нейрона на входе и вы-
ходе, (f̂x, f̂y) = Gθ2

(x, y). Векторами θ1 и θ2 обозна-
чены обучаемые параметры сетей. Кроме того, мы
будем предполагать, что трение о дно и кинемати-
ческая вязкость жидкости нам неизвестны. Так как
эти величины положительны, удобно представить их
в виде α̂ = eλ1 и ν̂ = eλ2 . Скалярные параметры λ1 и
λ2 будут корректироваться во время обучения PINN
вместе с θ1 и θ2.

Рис. 2. (Цветной онлайн) (a) – Схемы нейронных сетей
и (b) – используемая ResNet архитектура

Нейронные сети должны быть достаточно слож-
ными, чтобы воспроизводить закономерности, харак-
терные для рассматриваемого турбулентного тече-
ния. Теорема универсальной аппроксимации гаран-

тирует, что это возможно [23, 24]. В оригинальной ра-
боте [4] авторы использовали полносвязную архитек-
туру нейронной сети, однако здесь мы реализовали
архитектуру типа ResNet [25] для обеих нейронных
сетей, поскольку мы обнаружили, что она работает
лучше в соответствии с результатами, представлен-
ными ранее [26]. Использованная нами архитектура
представлена на рис. 2b. Параметры Nl и Nn обозна-
чают количество скрытых слоев и нейронов в каж-
дом скрытом слое соответственно. Выход Yk слоя с
номером k определяется выражением

Y2j+1 = σ
(

Ŵ2j+1Y2j + b2j+1 +Y2j−1

)

, j ≥ 0,

Y2j = σ
(

Ŵ2jY2j−1 + b2j

)

, j ≥ 1, (4)

YNl+1 = ŴNl+1YNl
+ bNl+1,

где Y−1 ≡ 0 для удобства обозначений, Y0 соот-
ветствует входному слою, YNl+1 обозначает выход-
ной слой, Ŵ и b – это веса и смещения (обучае-
мые параметры сетей, которые образуют вектор θ),
а σ – это нелинейная активационная функция, при-
меняемая поэлементно. В качестве активационной
функции мы используем гиперболический тангенс,
поскольку такой выбор обеспечивает разумный ком-
промисс между временем обучения и результирую-
щей точностью [15].

В общем случае увеличение размера нейронной
сети может уменьшить ошибку предсказаний, если
ей предоставляется достаточно данных для обуче-
ния. Здесь мы фиксируем Nl = 7, Nn = 250 для
Fθ1(r, t) и Nl = 5, Nn = 30 для Gθ2(r). Отметим, что
Gθ2

(r) значительно проще, чем Fθ1
(r, t), поскольку

она не зависит от времени и внешняя сила обычно
не имеет сложной пространственной структуры.

Обучение нейронных сетей предполагает миними-
зацию функции потерь, состоящей из двух слагае-
мых. Первое слагаемое описывает отклонение между
прогнозируемой и измеренной скоростью:

Ldata =
1

NdataU2

Ndata
∑

n=1

|v̂(rdn, tdn)− vd(rdn, t
d
n)|2, (5)

где U2 =
∑

n v
2
d(r

d
n, t

d
n)/Ndata – это основанная на из-

мерениях оценка среднеквадратичной скорости по-
тока. Второе слагаемое в функции потерь учиты-
вает отклонение предсказаний от уравнения Навье–
Стокса и условий несжимаемости:

Leq =
1

Neq

Neq
∑

n=1

[

e21(r
e
n, t

e
n) + e22(r

e
n, t

e
n) + e23(r

e
n)
]

, (6)

где {ren, ten}
Neq

n=1 – это точки коллокации, в которых
анализируются отклонения и
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Сравнение данных DNS и предсказаний PINN для модели, обученной на незашумленных
измерениях скорости. Количество точек данных и точек коллокации составляет Ndata = 3 × 104 и Neq = 9 × 104

соответственно

e1 =
(

∂tv̂ + (v̂ · ∇)v̂ +∇p̂+ eλ1 v̂ − eλ2∇2v̂ − f̂
)

L/U2,

e2 = (∂xv̂x + ∂y v̂y)L/U,

e3 =
(

∂xf̂x + ∂y f̂y

)

L2/U2.

Вычисление правых частей подразумевает диффе-
ренцирование выходов нейронных сетей по входным
параметрам с использованием автоматического диф-
ференцирования [27]. Отметим, что число и рас-
положение точек коллокации не ограничены изме-
рениями и могут быть выбраны произвольно. Мы
фиксируем Neq = 9 × 104, причем часть этих то-
чек совпадает с точками измерений {rdn, tdn}Ndata

n=1 , а
остальные генерируются случайным образом. Также
отметим, что вместо выполнения условий несжима-
емости, нейронные сети могут предсказывать функ-
ции тока [4, 28]. Однако в этом случае вычисление
слагаемых в уравнении Навье–Стокса предполага-
ет вычисление производных более высокого порядка,
что значительно замедляет процесс обучения.

Полная функция потерь определяется выраже-
нием

L = Ldata + βLeq , (7)

где β – это коэффициент, уравновешивающий оба
слагаемых. Его значение можно адаптивно изменять
в процессе обучения [29, 30], но мы используем более

простую стратегию, в которой этот параметр фикси-
рован. Эмпирически мы обнаружили, что β = 0.02

хорошо подходит для задач рассматриваемого типа.

Минимизация функции потерь (7) выполняет-
ся градиентным оптимизатором, который находит
оптимальные параметры сети {θ1, θ2} и парамет-
ры уравнений {λ1, λ2}. Сначала мы обучаем модель
на протяжении 105 эпох с помощью оптимизатора
Adam [31] со скоростью обучения µ = 10−3. Эпоха
означает один полный проход по набору данных. В
целях сокращения времени обучения мы реализова-
ли метод смешанной точности [32]. Затем мы при-
меняем оптимизатор L-BFGS-B [33], пока отличие
функции потерь между итерациями не достигнет ма-
шинной точности. Обучение производится на графи-
ческом процессоре NVIDIA A100. Код написан с ис-
пользованием PyTorch [34] и находится в открытом
доступе [35].

5. Результаты. Для количественной оценки
качества обученных моделей мы используем от-
носительные среднеквадратичные ошибки (англ.
RRMSE (Relative Root-Mean-Square Errors)), ко-
торые подразумевают усреднение по области

наблюдений || . . . ||2 =
√

1
L2

∫

d2r| . . . |2 и по времени

〈. . . 〉T = 1
T

∫ T

0
dt . . .
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Зависимость относительных среднеквадратичных ошибок реконструкций PINN от количе-
ства Ndata данных, использованных для обучения. Пунктирные линии добавлены для сравнения и указаны их на-
клоны. Закрашенные области соответствуют стандартным отклонениям, которые были оценены путем обучения пяти
независимых моделей PINN для каждого значения Ndata

δQ =

〈

||Q̂ −Q||2
||Q||2

〉

T

, (8)

где Q̂ обозначает интересующую нас физическую ве-
личину, предсказанную PINN, а Q – ее точное значе-
ние из DNS. Мы анализируем, насколько хорошо ре-
конструируются скорость, давление, внешняя сила,
коэффициент трения о дно и вязкость жидкости. Од-
нако, как обсуждалось ранее в разделе 2, давление и
внешняя сила не могут быть однозначно определены
по измерениям поля скорости. Поэтому, чтобы опре-
делить точность реконструкции этих полей, мы ана-
лизируем ошибки в определении лапласиана давле-
ния ∇2p и ротора внешней силы φ = ∂xfy−∂yfx. Кро-
ме того, чтобы протестировать статистические свой-
ства предсказанного поля скорости, мы сравниваем
энергетические спектры эталонного и реконструиро-
ванного течений.

Влияние плотности исходных данных. Сначала
мы обучили модели PINN на данных без шума. Мы
зафиксировали числоNeq = 9×104 точек для провер-
ки уравнений и варьировали число Ndata точек изме-
рений в диапазоне от 3×102 до 9×104 для исследова-
ния зависимости точности предсказаний от плотно-
сти входных данных. Оказалось, что реконструкции,
основанные на входных данных с Ndata ≥ 104, имеют
высокую точность. На рис. 3 мы сравниваем данные
DNS с предсказаниями нейронных сетей в зоне на-
блюдений в некоторый момент времени для модели
PINN, обученной на Ndata = 3× 104 измерениях ско-
рости. Результаты оказываются очень близкими, а
различия в основном локализованы на малых мас-
штабах.

На рисунке 4 представлены RRMSE для поля ско-
рости, лапласиана давления, ротора внешней силы,
трения о дно и вязкости жидкости. По мере увеличе-
ния Ndata ошибки сначала быстро уменьшаются по
степенному закону (Ndata ≤ 104), а затем зависимо-
сти плавно выходят на насыщение (Ndata ≥ 104). По-
добное поведение наблюдалось ранее для более про-
стой задачи реконструкции двумерных затухающих

вихрей Тейлора [15]. Ошибка реконструкции поля
скорости составляет менее 0.5% для Ndata ≥ 104, в
то время как для других величин ошибки примерно
на порядок больше. Такое поведение объясняется от-
сутствием измерений для этих величин, поэтому мо-
дель восстанавливает их исключительно из анализа
физических уравнений.

На рисунке 5 мы сравниваем энергетические
спектры течения с его реконструкцией PINN для
анализа статистических свойств поля скорости.
Поскольку область наблюдений не является перио-
дической, при построении спектров мы использовали
оконную функцию Ханна. По этой причине спектр
DNS несколько отличается от представленного ранее
на рис. 2b. Энергетические спектры поля скорости
хорошо воспроизводятся для Ndata ≥ 103. Заметные
отличия наблюдаются только для более разрежен-
ных данных, и они в основном локализованы на
малых масштабах с k ≫ kf .

Рис. 5. (Цветной онлайн) Энергетические спектры для
данных DNS и моделей PINN, обученных с различным
количеством Ndata точек измерений

Влияние измерительного шума. Теперь мы фик-
сируем Ndata = 3× 104 и повторяем обучение, но мо-
дели получают на вход зашумленные измерения ско-
рости. В таблице 1 приведены зависимости средних
значений и стандартных отклонений ошибок пред-
сказаний от уровня шума, полученные усреднением
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Таблица 1. Зависимость средних значений и стандартных отклонений ошибок предсказаний PINN от уровня шума ε

ε δv,% δ∇2p,% δφ,% δα,% δν ,% δp−〈p〉T
,%

0 0.22± 0.01 4.0± 0.2 1.6± 0.3 3.9± 0.5 1.5± 0.1 0.58 ± 0.03

0.005 0.28± 0.01 4.7± 0.1 1.7± 0.4 3.1± 0.9 1.2± 0.2 0.86 ± 0.03

0.01 0.50± 0.03 10.1± 1.8 2.0± 0.4 2.2± 1.8 0.7± 0.5 1.7± 0.1

0.02 2.39± 0.06 157 ± 9 5.4± 0.8 41.4± 4.4 12.3± 0.9 7.7± 0.3

0.05 5.84± 0.28 478 ± 43 13.0± 2.7 188 ± 26 56.1± 2.0 17.3± 1.0

по десяти моделям PINN в каждом случае. Разра-
ботанный алгоритм оказывается устойчивым к ма-
лому шуму (ε ≤ 0.01) во входных данных. Более
того, ошибки для восстановленной скорости в этом
случае меньше, чем уровень шума. Таким образом,
алгоритм PINN способен корректировать небольшие
ошибки измерений, основываясь на том, что поле
скорости должно удовлетворять уравнению Навье–
Стокса и условию несжимаемости.

Рис. 6. (Цветной онлайн) Энергетические спектры для
данных DNS и моделей PINN, обученных с различным
уровнем шума в исходных данных

По мере увеличения интенсивности шума (ε ≥
≥ 0.02) эффективность обученных моделей посте-
пенно снижается. Поскольку для турбулентного по-
тока диссипативные слагаемые вносят относительно
небольшой вклад в уравнение Навье–Стокса, модель
быстро теряет способность предсказывать коэффи-
циент трения о дно α и вязкость жидкости ν. В то же
время точность определения поля скорости и внеш-
ней силы остается сопоставимой с уровнем шума.

Ошибки в предсказании лапласиана давления до-
стигают огромных значений, но в первую очередь это
связано с особенностями введенной метрики, а са-
мо давление реконструируется достаточно хорошо.
Наличие шума в исходных данных приводит к мел-
комасштабным ошибкам, которые усиливаются при
вычислении пространственных производных второ-
го порядка. Аналогичные рассуждения применимы
и к ошибкам предсказания ротора внешней силы,

но в меньшей степени, поскольку в данном случае
вычисляются только производные первого порядка.
На рисунке 6 представлено сравнение энергетиче-
ских спектров для эталонного и реконструирован-
ного течений, что подтверждает наличие мелкомас-
штабных ошибок в предсказанных полях скорости.

Рис. 7. (Цветной онлайн) Сравнение модифицирован-
ного давления p−〈p〉T для данных DNS и модели PINN,
обученной на входных данных с уровнем шума ε = 0.05

Для оценки точности реконструкции поля давле-
ния более прямым образом, мы вводим в рассмотре-
ние модифицированное давление p−〈p〉T . Вычитание
среднего по времени значения позволяет устранить
неоднозначность в определении давления, связанную
с произвольной гармонической функцией h(r), см.
подробности в разделе 2. Модифицированное давле-
ние определяется с точностью до произвольной кон-
станты, поэтому при сравнении этих полей мы так-
же вычитаем из них средние по пространству зна-
чения. Полученные результаты показаны на рис. 7,
где мы сравниваем модифицированные давления в
некоторый момент времени для данных DNS и мо-
дели PINN, обученной на поле скорости с уровнем
шума ε = 0.05. Несмотря на заметные различия, мо-
дифицированные давления в целом похожи друг на
друга. Соответствующие RRMSE для всех уровней
шума приведены в последнем столбце табл. 1, и они
значительно меньше, чем ошибки в реконструкции
лапласиана давления.

Заключение. Мы показали, что алгоритм PINN
может объединять плотные во времени, простран-
ственно разреженные и, возможно, зашумленные из-
мерения скорости с точной физической моделью яв-
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ления для извлечения дополнительной информации
из обычных экспериментальных данных. Разрабо-
танная методика может быть применена поверх экс-
периментальных измерений методами PIV/PTV, по-
тенциально расширяя их возможности. В частно-
сти, мы исследовали двумерное турбулентное тече-
ние жидкости, вызываемое внешней силой, и проде-
монстрировали, что предложенный подход позволя-
ет восстанавливать пространственно плотные поля
скорости и давления, определять внешнюю силу, а
также неизвестные вязкость жидкости и коэффици-
ент трения о дно. Способность восстанавливать пол-
ное состояние системы по ограниченным измерени-
ям также может найти применение в задачах сжатия
экспериментальных данных.

Предложенная методика основана на обучении
физически-информированных нейронных сетей пу-
тем минимизации функции потерь, которая штра-
фует за отклонения от предоставленных данных и
нарушения физических уравнений. Несмотря на на-
ше стремление выбрать оптимальную архитектуру
нейронных сетей и конфигурацию гиперпараметров,
тщательное изучение этого вопроса выходит за рам-
ки данной работы. Мы ожидаем, что внедрение бо-
лее продвинутых архитектур [36–39] может привести
к дальнейшему улучшению метода.

Реконструированные течения сравнивались с эта-
лонным путем анализа относительных среднеквадра-
тичных ошибок и энергетических спектров. В целом,
результаты показывают хорошую точность для при-
ложений сверхразрешения и определения неизвест-
ных параметров системы, а также демонстрируют
умеренную устойчивость к шуму во входных данных.
При низком уровне шума алгоритм может исправ-
лять ошибки в измерениях скорости на основе фи-
зических уравнений. Разработанная методика может
быть полезна для анализа течений в случае, когда
физическая модель явления хорошо построена.

Хотя в нашем исследовании использовались плот-
ные во времени измерения скорости, следует отме-
тить, что метод PINN может быть расширен и при-
менен к редким во времени измерениям. В этом слу-
чае интервал между последовательными изображе-
ниями пассивных частиц достаточно велик, и методы
PIV/PTV оказываются неэффективными для опре-
деления мгновенной скорости течения. Однако фи-
зическую модель явления можно дополнить уравне-
нием, описывающим перенос пассивных частиц, и за-
тем мы можем обучать PINN по экспериментальным
изображениям их пространственного распределения.
Примеры применения такой стратегии можно найти
в работе [40], и вместо пассивных частиц можно так-

же следить за полем температуры [41, 42]. Для тур-
булентных систем расстояние между последователь-
ными изображениями частиц не может превышать
ляпуновское время, но насколько близко можно по-
дойти к этому пределу – вопрос открытый.

Наконец, несмотря на то, что представленные ре-
зультаты выглядят многообещающими, в данном ис-
следовании не был рассмотрен ряд вопросов, важных
для практических приложений:

• В большинстве случаев физическая модель
описывает систему лишь приближенно. Напри-
мер, для течений в тонких слоях жидкости
уравнение (1) нарушается для мелкомасштаб-
ных мод, размер которых сравним с толщиной
слоя. Насколько чувствителен алгоритм PINN
к недостаткам физической модели?

• Рассматриваемый поток был пространственно
однородным. Будет ли алгоритм работать так-
же хорошо для существенно неоднородных си-
стем? Какие изменения для этого потребуются?

• Процедура, использованная для моделирова-
ния измерений скорости, не учитывает всех
особенностей экспериментальных измерений
PIV/PTV. Было бы полезно исследовать
возможности алгоритма, используя экспери-
ментальные данные, собранные в различных
условиях. Первые шаги в этом направлении
уже сделаны в работах [15–17].

• Как увеличение степени нелинейности пото-
ка повлияет на качество предсказаний? Ка-
кой объем данных потребуется для достиже-
ния желаемой точности реконструкции? Мож-
но ли подойти к проблеме теоретически и най-
ти фундаментальные ограничения на требуе-
мую пространственно-временную плотность ис-
ходных данных?

Мы надеемся, что будущие исследования позволят
решить эти проблемы и что найденные решения бу-
дут способствовать дальнейшему развитию PINN.
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Изучено сверхпроводящее состояние в гетероструктурах, содержащих слои сверхпроводника (S) и
ферромагнетика (F), расщепленного на домены с учетом дальнодействующего электрон-электронного
взаимодействия в ферромагнитном слое. Вычислены критическая температура и пространственное рас-
пределение параметра порядка для различных гетероструктур. Рассчитаны различные варианты спино-
вых клапанов, в том числе клапан, основанный на уединенной возвратной сверхпроводимости в асиммет-
ричных F/S/F системах. В зависимости критической температуры S/F/S системы от толщины ферро-
магнитного слоя наблюдается смещение минимума из-за наличия доменной структуры. Получено состоя-
ние с чередующимися знаками фазы сверхпроводящего параметра порядка в одном из сверхпроводящих
слоев на фоне доменных стенок. В F/S/F системах чередование знака фазы также возможно на краю
одного из ферромагнитных слоев за счет чередования направления намагниченности. Обсуждается воз-
можность использования чувствительности фазы параметра порядка к магнитным неоднородностям для
создания управляемого джозефсоновского 0-π контакта.

DOI: 10.31857/S0370274X24100226, EDN: ORJBRK

1. Введение. Контакт сверхпроводника (S) с
ферромагнитным металлом (F) привлекает внима-
ние исследователей из-за возможности сосущество-
вания ферромагнитного и сверхпроводящего упо-
рядочения в пределах одного образца [1–4]. Боль-
шой интерес представляют разнообразные джозеф-
соновские контакты [4–8] и спиновые клапаны [9–15],
сформированные из тонких слоев сверхпроводника
(S) и ферромагнетика. В недавних исследованиях
[5, 16–24] прослеживается большой интерес к систе-
мам, в которых сверхпроводимость сосуществует с
неоднородными магнитными текстурами. Одним из
наиболее распространенных типов неоднородностей
в слоистых системах является структура доменов.
В природных системах характерный размер магнит-
ных неоднородностей велик по сравнению с сверх-
проводящей длиной когерентности ξs. В искусствен-
ных системах можно достичь гораздо более мелких
магнитных неоднородностей [25], в частности, до-
менов [26, 27], и влияние таких магнитных неодно-
родностей на критическую температуру становится
значительным [2, 28–31]. В уединенном сверхпровод-
нике дальнодействующее притяжение коллективизи-
рованных электронов является основным механиз-

1)e-mail: tumanvadim@yandex.ru

мом, приводящим к возникновению сверхпроводя-
щего состояния ниже критической температуры Tc.
Аналогичное притяжение в ферромагнитном метал-
ле, даже если присутствует, как правило, не при-
водит к возникновению сверхпроводимости, так как
сосуществует с ферромагнитным взаимодействием.
Образованию куперовских пар с противоположны-
ми спинами будет препятствовать более сильное фер-
ромагнитное взаимодействие, выстраивающие спины
электронов сонаправлено. В гетероструктурах сверх-
проводник/ферромагнетик притяжение электронов
в ферромагнетике проявляет себя и может приво-
дить к повышению критической температуры. В
работах [32–34], стимулированных экспериментами
на сверхрешетках La/Gd [35, 36], показано, что в
специально приготовленных гетероструктурах этот
эффект может быть очень значительным. Влияние
положительной константы связи в ферромагнетике
может проявится, если ферромагнитное взаимодей-
ствие будет сильно подавлено. Одним из механизмов
такого подавления может быть разворот направле-
ния намагниченности на масштабах сверхпроводя-
щей длины когерентности. В таких системах тео-
ретические расчеты прогнозируют возможность на-
блюдения уединенной возвратной сверхпроводимо-
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сти — появление сверхпроводимости при увеличении
толщины одного из прилегающих к сверхпроводнику
ферромагнитных слоев [34].

Механизм влияния магнитных неоднородностей
на сверхпроводимость и, в частности, на критиче-
скую температуру изучен во многих работах [2, 28–
31]. При этом количественное описание такого вли-
яния затруднено технической сложностью этой за-
дачи и остается актуальным. Предложенный недав-
но численный подход [37, 38] значительно упрощает
эту задачу. В рамках этого подхода в настоящей ра-
боте рассмотрены различные конфигурации намаг-
ниченности (включая доменную структуру) в S/F/S
и F/S/F системах в рамках теории эффекта близо-
сти в грязном пределе. Проведена оценка влияния
электрон-электронного взаимодействия в ферромаг-
нитных слоях на критическую температуру и пара-
метр порядка вблизи критической температуры для
таких систем.

2. Модель. Мы рассматриваем слои сверхпро-
водника и ферромагнетика в грязном пределе: длина
когерентности в сверхпроводнике и ферромагнетике
ξs(f) значительно больше соответствующих длин сво-
бодного пробега ls(f) [1, 2]. Такое соотношение па-
раметров характерно для широкого круга экспери-
ментальных систем, и это приближение хорошо за-
рекомендовало себя при описании эксперимента да-
же вне области применимости [1, 39]. В этом слу-
чае мы можем использовать уравнения Узаделя [1, 2]
для описания сверхпроводимости в слоистой систе-
ме. Поле, создаваемое самим ферромагнитным сло-
ем, также играет важную роль в определенных слу-
чаях [18, 19, 23]. В настоящей работе мы будем пре-
небрегать таким полем, поскольку для тонких фер-
ромагнитных пленок оно относительно невелико, и
в этом случае, по мнению большинства исследова-
телей (см., например, работу [40] или обзоры [1–4]),
критическая температура для хорошего контакта с
металлом зависит главным образом от степени про-
никновения куперовских пар в металлический фер-
ромагнетик. При температуре, близкой к критиче-
ской, уравнения Узаделя для ферромагнитного слоя
с произвольной намагниченностью можно записать
в виде [3, 5]:

Df

2
∇̂2F̂f (r, ω)− |ω|F̂f (r, ω)−

− i

2
sgnω

{

(I, σ̂) , F̂f (r, ω)
}

= −1̂∆(r), (1)

где ω – частоты Мацубары, I – вектор эффектив-
ного обменного поля, F̂f (r, ω) – матричная функции
Узаделя в F слое [3, 5], описывающая поведение син-

глетных и триплетных куперовских пар, Df – коэф-
фициент диффузии в ферромагнитном слое, σ̂ – век-
тор, состоящий из матриц Паули, фигурные скобки
обозначают антикоммутатор. Здесь и далее для про-
стоты предполагается, что kB = µB = ~ = 1, где
kB – постоянная Больцмана, µB – магнетон Бора.
∆(r) – сверхпроводящий параметр порядка. Здесь
учтено, что константа электрон-электронного взаи-
модействия может быть отлична от нуля в ферро-
магнитном слое. В сверхпроводящем слое уравнения
Узаделя имеют вид:

Ds

2
∇̂2F̂s(r, ω)− |ω|F̂s(r, ω) = −1̂∆(r), (2)

где F̂s(r, ω) и Ds – матричная функция Узаделя и
коэффициент диффузии в сверхпроводящем слое со-
ответственно. В этой статье мы рассмотрим случай
без сверхпроводящего тока через систему. Гранич-
ные условия на внешних границах соответствуют от-
сутствию потока куперовских пар:

∂F̂s(f)(r, ω)

∂x
= 0. (3)

Для простоты мы здесь и далее ограничимся рас-
смотрением границ, расположенных перпендикуляр-
но оси x (см. рис. 1). На внутренних границах S/F
работают граничные условия Куприянова–Лукичева
[1, 41]:







4Ds

σsvs

∂F̂s(r,ω)
∂x =

4Df

σfvf

∂F̂f1(r,ω)
∂x

4Df

σfvf

∂F̂f1(r,ω)
∂x = F̂s(r, ω)− F̂f1(r, ω),

(4)

где σs(f) – параметры прозрачности со стороны
сверхпроводника (ферромагнитного металла). Эти
параметры связаны между собой соотношением
nsf = (Nfvf )/(Nsvs), где Ns(f) – плотность элек-
тронных состояний на уровне Ферми, vs(f) – скорость
Ферми. Это соотношение следует из условия деталь-
ного баланса Nsσsvs = Nfσfvf [42]. Краевая задача
дополнена уравнением самосогласования [1, 2]:

∆(r)ln
T

Tcs(k)
= πT

ωD(k)
∑

ω>0

Sp

(

F̂(k)(r, ω)−
∆(r)

ω

)

, (5)

где Tcs – критическая температура объемного сверх-
проводника, wD – дебаевская частота, индекс k ну-
мерует слои. Для ферромагнитных слоев мы также
будем иногда использовать параметр Tcs. В ферро-
магнетике он теряет первоначальный смысл. Пара-
метр Tcs связан с константой электрон-электронного
взаимодействия (см. далее выражение (8)) и означа-
ет критическую температуру сверхпроводящего пе-

Письма в ЖЭТФ том 120 вып. 7 – 8 2024



638 В. А. Туманов, Ю. Н. Прошин

Рис. 1. (Цветной онлайн) Схематическое изображение
F/S/F (a) и S/F/S (b) систем, в которых один из ферро-
магнитных слоев разделен на полосовые домены стен-
ками Блоха (a) или Нееля (b)

рехода для металла в рамках теории БКШ, если изъ-
ять из уравнений слагаемое, отвечающее за обменное
взаимодействие.

3. Численный метод. Для решения описанной
задачи мы будем использовать итерационную про-
цедуру, в которой критическая температура и про-
филь параметра порядка уточняются на каждом ша-
ге. Процедура подробно описана в наших предыду-
щих работах [37, 38]. Приведем здесь только клю-
чевые идеи алгоритма. Стартуя с затравочных тем-
пературы и пространственного распределения пара-
метра порядка, мы численно решаем описанную кра-
евую задачу. Чтобы рассчитать параметр порядка в
каждом слое с номером k на следующем шаге, мы
используем итерационную формулу, основанную на
уравнении самосогласования:

∆(n+1)(r) = λ(k)πT(n)

ωD(k)
∑

ω>0

SpF̂(k)(n)(r, ω). (6)

Сумма в правой части (6) немного модифициро-
вана на верхней границе, чтобы достичь непрерыв-
ности по температуре:

ωD
∑

ω>0

f(ω) ⇒
ωm
∑

ω>0

f(ω) +
ωD − ωm

2πT
f(ωm+1), (7)

где m такое, что ωm ≤ ωD < ωm+1. Безразмерная

константа связи λ(k) связана с Tcs(k) следующим об-
разом:

λ(k) =

(

2πT cs(k)

ωD(k)
∑

ω>0

1

ω

)−1

. (8)

Заметим, что (6) не является уравнением самосо-
гласования и совпадает с ним только после успеш-
ного нахождения самосогласованного решения. Да-
лее мы вычисляем среднее значение модуля пара-
метра порядка по всей системе и определяем вели-
чину a=< |∆| >/< |∆0| >, которую мы используем
в дальнейшем. Здесь < |∆0| > обозначает среднее от
параметра порядка на предыдущей итерации. Темпе-
ратура на каждой итерации также меняется:

T(n+1) = T(n)a
p(Tcs/T(n)), (9)

где параметр p > 0 динамически настраивается для
достижения более быстрой и стабильной сходимости.
В этой формуле используется наибольшее значение
Tcs в системе. Когда параметры порядка на соседних
итерациях совпадают с заданной точностью, крае-
вая задача считается решенной. В противном слу-
чае параметр порядка нормируется на величину a

и мы снова переходим к решению краевой задачи.
Температуру, полученную в ходе работы алгоритма,
можно считать критической температурой. Строго
говоря, критической температурой была бы наивыс-
шая температура, при которой обеспечивается само-
согласованное решение. Однако в большинстве слу-
чаев алгоритм находит единственное решение с за-
данной точностью. Для бислоя S/F с однородными
ферромагнитными слоями, результаты, полученные
с использованием нашего подхода, согласуются с ре-
зультатами, полученными с помощью метода фунда-
ментального решения, описанного в работе [43].

4. F/S/F системы. Рассмотрим для начала
F/S/F системы, содержащие однородные слои фер-
ромагнетика (рис. 2). Для вычисления зависимостей
на этой фазовой диаграмме и всех, приведенных
ниже, использованы следующие общие параметры.
Для ферромагнетика ωD(F)= 460 K, 2Iτf = 0.5, где
τf – время свободного пробега. Свойства сверхпро-
водника близки к свойствам ванадия в одной из
серий образцов в эксперименте [39]: ωD(S)= 390 K,
Tcs = 5.4 K, ξs = 125 Å, длина когерентности чистого
сверхпроводника ξs0 = 443 Å. Параметры всех внут-
ренних границ одинаковы: σs = 10, nsf = 5. Здесь и
далее предполагается, что в ферромагнитном ме-
талле отсутствует магнитно-мертвый слой (magnetic

dead layer), что характерно для сильных магнетиков
с резкими границами. Так, например, в эксперимен-
те [39] слои железа толщиной 1.5–2 Å понизили кри-
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тическую температуру системы Fe/V/Fe почти в 2
раза. Характерная длина затухания ξI =

√

Df/2I

и длина когерентности ξf =
√

Df/2πTcs для ферро-
магнитного металла указаны в подписях к рис. 2–8.
Полученные зависимости согласуются с результата-
ми, полученными методом постоянного в пределах
слоя параметра порядка в работах [44–46]: специаль-
ным подбором толщин можно добиться уединенной
возвратной сверхпроводимости. Наличие дальнодей-
ствующего притяжения электронов в ферромагнит-
ном слое расширяет диапазон параметров, при ко-
торых прогнозируется такое поведение критической
температуры (см. штриховые кривые на рис. 2). В
текущей работе мы рассмотрели случай достаточно
сильного ферромагнетика, и наличие λf играет мень-
шую роль по сравнению с мягким ферромагнетиком,
рассмотренным в [44, 45].

Рис. 2. (Цветной онлайн) Критическая температура
структуры F1/S(105 Å)/F2 в зависимости от толщи-
ны df2 слоя F2. Синие кривые соответствуют кон-
станте связи в ферромагнетике λf = 0.204, черные со-
ответствуют случаю λf =0. Сплошные кривые соот-
ветствуют толщине df1 слоя F1, равной 10 Å, штрих-
пунктирные – df1 =12 Å, штриховые – df1 = 15 Å, пунк-
тирные – df1 = 20 Å. Параметры слоев: I = 1000 K,
ξI = 8.2 Å, ξf = 63 Å

Рассмотрим далее F/S/F системы, в которых
один или оба ферромагнитных слоя расщеплены на
периодическую систему полосовых доменов с пери-
одом ld. Доменная граница описывается следующей
зависимостью полярного угла от координаты [47]:

θ = 2 arctan exp

(

y − y0
ldw

)

, (10)

где y0 — положение доменной стенки, величину ldw
принято называть толщиной доменной стенки. Если
азимутальный угол ϕ = π

2 – это доменная граница
Нееля, при ϕ = 0 – доменная граница Блоха (см.
рис. 1). Предполагается, что при наличии двух неод-
нородных ферромагнетиков тип стенок и параметры
доменной структуры одинаковы. В таком случае, ес-

ли пренебречь магнитным полем, тип стенки не вли-
яет на критическую температуру.

На рисунке 3 представлен пример распределения
параметра порядка для системы F/S/F c двумя рас-
щепленными на домены слоями. В данном случае на-
правления намагниченностей в F слоях, разделенных
сверхпроводником, инвертированы друг относитель-
но друга. Как можно видеть на рис. 5 такая магнит-
ная текстура отвечает наибольшей Tc. В данном при-
мере выбран больший по сравнению с ξs размер доме-
на и влияние доменной структуры не сглажено слиш-
ком сильно в плоскости границы [37]. На рисунке 3
можно видеть, что вблизи стенок плотность куперов-
ских пар наибольшая. Это обусловлено ослаблени-
ем распаривающего действия ферромагнитных слоев
за счет влияния магнитных неоднородностей. Меха-
низм этого влияния достаточно сложен, так на маг-
нитных неоднородностях формируется значительная
плотность триплетных куперовских пар.

Рис. 3. (Цветной онлайн) Распределение сверх-
проводящего параметра порядка в системе
F1(3.5 Å)/S(105 Å)/F2(20 Å). Намагниченность по-
лидоменных слоев, разделенных сверхпроводником,
инвертирована. Параметры слоев и доменной струк-
туры: I = 500K, ξI = 16.3 Å, ξf =89 Å, λf =0.211,
ld = 5000 Å, ldw/ld = 0.015. На рисунке 3, 4, 6 и 8
стрелки показывают положение доменных стенок и
размеры слоев показаны в масштабе только по оси x

На рисунке 4 представлено распределение пара-
метра порядка для F/S/F системы, в которой один
из слоев однороден, а второй – расщеплен на домены.
На рисунке 4 (и далее на рис. 6) намагниченность в
центре домена параллельна или антипараллельна на-
магниченности второго ферромагнитного слоя. Слой
F1 выбран очень тонким, но на рис. 4 можно видеть,
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что его намагниченность очень сильно влияет на па-
раметр порядка. При таком подборе толщин влияние
антиколлинеарной намагниченности схоже с влияни-
ем доменных стенок. Модуль параметра порядка по-
чти постоянен в области антиколлинеарной намаг-
ниченности и достигает максимума на краю стенок.
Для F/S/F системы такого типа в нашей предыду-
щей работе [37] проводилось сравнение теории с экс-
периментом [27], в котором, по нашим оценкам, на-
блюдается сильное влияние мелких доменов на кри-
тическую температуру.

Рис. 4. (Цветной онлайн) Распределение сверх-
проводящего параметра порядка в системе
F1(2 Å)/S(125 Å)/F2(25 Å). Слой F2 расщеплен на
домены. Параметры слоев и доменной структуры:
I = 500 K, ξI =16.3 Å, ξf =89 Å, λf = 0.211, ld =3000 Å,
ldw/ld = 0.015

На рисунке 5 представлена зависимость критиче-
ской температуры от периода доменной структуры
для различных F/S/F структур. Для параллельной
однородной намагниченности Tc = 0 для выбранных
на рис. 5 толщин слоев. Кроме этого, подобно случаю
штриховых кривых на рис. 2, при λf = 0 критическая
температура также равна 0 для однородных антипа-
раллельных слоев. При ld порядка ξs влияние маг-
нитных однородностей на критическую температуру
доминирует, но при увеличении ld взаимная ориента-
ция разделенных сверхпроводником слоев оказыва-
ется более важной. Величина λf значительно влияет
на критическую температуру даже в случае, когда
воздействие обменного поля сильно подавлено мел-
кими доменами.

На рисунке 6 представлена та же система, что и
на рис. 4, но однородный ферромагнитный слой F1

толще и влияние антипараллельной ориентации на-
чинает доминировать. На вставке рис. 6 можно ви-
деть еще одну интересную особенность: на внешней
границе неоднородного ферромагнитного слоя фаза

Рис. 5. (Цветной онлайн) Критическая температу-
ра структуры F1(8.5 Å)/S(105 Å)/F2(40 Å) в зависимо-
сти от периода доменной структуры ld. Синие кри-
вые соответствуют константе связи в ферромагнети-
ке λf = 0.204, черные – соответствуют случаю λf = 0.
Сплошной линией показан случай, когда оба слоя рас-
щеплены на идентичные домены, штриховая – домены,
разделенные сверхпроводником, ориентированы анти-
параллельно. Пунктирной линией показана критиче-
ская температура для монодоменной антипараллель-
ной ориентации намагниченностей. Параметры слоев:
I =200 K, ξI =20.4 Å, ξf = 70 Å, ldw/ld =0.025

параметра порядка меняется на π при параллельной
ориентации намагниченностей тела домена и одно-
родного слоя F1. Распределение сверхпроводящего
параметра порядка такого типа образуют так назы-
ваемые структуры доменов сверхпроводящей фазы
[48]. Такая особенность качественно объясняется под-
кручиванием фазы парной амплитуды в ферромаг-
нитном слое. В областях с антипараллельной ориен-
тацией подкручивание слегка подавлено за счет вли-
яния слоя F1. В области локализации доменных сте-
нок можно видеть небольшие максимумы парамет-
ра порядка, так как магнитные неоднородности так-
же замедляют изменение фазы парной амплитуды в
слое F2.

5. S/F/S системы. Рассмотрим далее S/F/S
системы с ферромагнитным слоем, расщепленным
на домены. На рисунке 7 представлена зависимость
критической температуры сверхпроводящего перехо-
да S/F/S системы в зависимости от толщины ферро-
магнитного слоя для различных значений λf , харак-
теризующих интенсивность электрон-электронных
корреляций в ферромагнетике, и периодов домен-
ной структуры. Магнитные неоднородности повыша-
ют критическую температуру и изменяют глубину
и положение минимума на представленной зависи-
мости. Дальнодействующее притяжение электронов
в ферромагнетике достаточно равномерно повыша-
ет критическую температуру при любых толщинах
барьерного слоя.

Чередующаяся фаза параметра порядка возмож-
на при наличии неоднородного ферромагнитного
слоя. На рисунке 8 показана S/F/S система, ферро-
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Рис. 6. (Цветной онлайн) Распределение сверх-
проводящего параметра порядка в системе
F1(6 Å)/S(105 Å)/F2(37 Å). Слой F2 разделен на
домены. На вставке показано распределение фазы
параметра порядка в плоскости xy в этой системе.
Параметры слоев: I = 500 K, ξI = 16.3 Å, ξf = 89 Å,
λf =0.211, ld =5000 Å, ldw/ld = 0.015

Рис. 7. (Цветной онлайн) Критическая температура
структуры S1(110 Å)/F/S2(100 Å) в зависимости от
толщины монодоменного и полидоменного слоя df . Си-
ние кривые соответствуют константе связи в ферро-
магнетике λf = 0.225, черные соответствуют случаю
λf =0. Сплошные кривые соответствуют периоду до-
менной структуры ld =200 Å, штриховые – ld =500 Å,
пунктирные – монодоменному F слою. Стрелки ука-
зывают позиции 0-π переходов. Параметры слоев:
I = 200 K, ξI = 20.4 Å, ξf =70 Å, ldw/ld =0.025

магнитный слой в которой расщеплен на периодиче-
скую систему полосовых доменов. Толщина ферро-
магнитного слоя подобрана таким образом, что раз-
ность фаз параметра порядка меняется в плоскости
границы. Разность фаз оказывается равной 0 в обла-
сти локализации доменных стенок и равна π в центре
домена. Максимальный модуль параметра порядка
на свободной границе слоя S2 по нашим оценкам не
превышает 10 % от среднего модуля параметра по-
рядка в слое S1 (около 5 % на рис. 8). Учитывая ре-
зультаты, показанные на рис. 7, механизм такого по-

Рис. 8. (Цветной онлайн) Распределение сверх-
проводящего параметра порядка в системе
S1(140 Å)/F(57 Å)/S2(100 Å). На вставке показано рас-
пределение фазы параметра порядка в плоскости xy в
этой системе. Параметры слоев: I = 200 K, ξI =20.4 Å,
ξf =70 Å, λf =0.179, ld =5000 Å, ldw/ld = 0.015

ведения можно понять: положение первого миниму-
ма Tc(df ) (при его наличии) приблизительно соответ-
ствует смене знака действительной части диагональ-
ных компонент матричной функции Узаделя внутри
ферромагнитного слоя. Магнитные неоднородности
влияют на интенсивность распаривания куперовских
пар в ферромагнетике, и значение толщины df , со-
ответствующей 0–π переходу, растет. Для доменов,
размер которых порядка длины когерентности, пара-
метр порядка сильно сглажен в плоскости границы
[37], что препятствует наблюдению доменов сверх-
проводящей фазы. Нижняя оценка размера магнит-
ного домена, при котором возможно наблюдение че-
редования фазы, примерно 5ξs. С другой стороны,
когда толщина стенки превышает ξs на порядок, ее
влияние становится слишком слабым и эффект так-
же пропадает. Таким образом, для S/F/S и F/S/F
систем грубая нижняя оценка размера домена сверх-
проводящей фазы порядка ξs, а максимальный раз-
мер 0-доменов в S/F/S системах превышает ξs при-
мерно на порядок. Точно подобрав толщину ферро-
магнитного слоя, можно использовать такую систе-
му в качестве управляемого джозефсоновского 0–π
контакта [49], добавив небольшие сверхпроводящие
контакты, отделенные от системы немагнитным ба-
рьером. Контакты могут быть размещены как на S
слоях, разделенных ферромагнетиком, так и на более
тонком слое S2. Манипулируя положением доменной
стенки, можно добиться разности фаз между контак-
тами либо 0, либо π. Динамика доменных стенок и
методы манипуляции их положением под воздействи-
ем внешнего поля или тока подробно изучены теоре-
тически [50, 51] и экспериментально [52]. В работе
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[48] был предложен специальный дизайн джозефсо-
новской структуры, позволяющий надежно наблю-
дать домены сверхпроводящей фазы. В этой рабо-
те рассматривалась S-F/N-sIS система, где роль до-
менной стенки играла область нормального металла,
а роль тела домена выполняла однородная ферро-
магнитная область. В ней также были подробно рас-
смотрены способы управления состояниями системы
и перспективы ее применения в элементах памяти.
Похожим образом может использоваться и F/S/F
система, рассмотренная в предыдущем разделе (см.
рис. 6), если разместить маленький сверхпроводящий
контакт на поверхности полидоменного ферромаг-
нитного слоя F2. В данном случае управление раз-
ностью фаз может осуществляться либо смещением
доменной структуры, либо разворотом намагничен-
ности монодоменного слоя F1.

6. Заключение. В работе теоретически изучено
влияние периодической доменной структуры на кри-
тическую температуру F/S/F и S/F/S систем. Рас-
смотрено совместное воздействие взаимной ориен-
тации намагниченности и ее градиента. Исследован
случай ненулевой константы электрон-электронного
взаимодействия в F-слоях таких систем. Изучено
возникновение уединенной возвратной сверхпрово-
димости в асимметричных F/S/F системах с одно-
родной и неоднородной намагниченностью. Получен-
ные результаты применимы также к периодическим
сверхрешеткам с чередующимися S и F слоями. Най-
дены интересные особенности распределения сверх-
проводящего параметра порядка по образцу. Отме-
тим смену знака фазы параметра порядка в F/S/F
и S/F/S системах, а также связанное с этим эффек-
том смещение минимума в зависимости Tc(df ) для
полидоменного ферромагнитного слоя. В частности,
предложенная геометрия S/F/S системы представ-
ляет собой набор π контактов в плоскости границы
и чередующихся 0 и π контактов перпендикулярно
границе. Рассмотренные F/S/F и S/F/S системы мо-
гут быть использованы в качестве управляемых 0–π
джозефсоновских контактов.
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В статье мы применили глубокую нейронную сеть для изучения вопроса переносимости знания меж-
ду моделями статистической механики. Был проведен следующий компьютерный эксперимент. Сверточ-
ная нейронная сеть была обучена для решения задачи бинарной классификации моментальных снимков
расположения спинов модели Изинга на двумерной решетке. При тестировании на вход нейронной сети
подавались моментальные снимки расположения спинов модели Изинга на решетке с диагональными
ферромагнитными и антиферромагнитными связями. По выходам тестируемой сети были получены
оценки вероятности принадлежности образцов к парамагнитной фазе. Анализ этих вероятностей поз-
волил оценить критическую температуру и критический показатель корреляционной длины. Выясни-
лось, что при слабой анизотропии нейронная сеть удовлетворительно предсказывает точку перехода
и значение показателя корреляционной длины. Сильная анизотропия приводит к заметному отклоне-
нию предсказанных величин от точно известных. Качественно сильная анизотропия связана с наличием
осцилляций корреляционной функции выше температуры возникновения беспорядка по Cтефенсону и
дальнейшим приближением к точке полностью фрустрированного случая.

DOI: 10.31857/S0370274X24100239, EDN: VVMLUH

1. Введение. Машинное обучение начинает фор-
мировать в последнее десятилетие дополнительный
подход в физических науках в дополнение к тради-
ционным подходам – эксперименту, теории и ком-
пьютерному моделированию [1]. Представляется це-
лесообразным исследование этого нового подхода с
точки зрения применимости к тем или иным про-
блемам и явлениям. Также необходима разработка
методики оценки интересующих величин с необхо-
димой точностью. В одной из первых работ по при-
менению машинного обучения к исследованию фа-
зовых переходов второго рода была предложена ме-
тодика обучения с учителем [2] и получены удовле-
творительные оценки критической температуры мо-
дельных систем. Этот подход был дополнен система-
тическим методом оценки критического показателя
корреляционной длины [3]. Подход основан на бинар-
ной классификации с применением глубокой нейрон-
ной сети.

Мы поднимаем вопрос об универсальносьти при-
менения обученной сети. Обучение нейронной сети
достаточно затратный процесс как по формирова-
нию набора данных для обучения, так и по затра-

1)e-mail: lev@landau.ac.ru

там компьютерного времени и компьютерных мощ-
ностей. Преимущество нейронные сети имеют при
использовании уже обученной сети, которая приме-
няется, например, для высокоскоростной фильтра-
ции данных с Большого адронного коллайдера [4].
Целесообразно изучить универсальность применения
нейронной сети для извлечения информации о фазо-
вом переходе второго рода. Один из первых шагов в
этом направлении – это исследование применимости
нейронной сети, обученной на стандартной модели
статистической механики, двумерной модели Изин-
га, для исследований других моделей. Для простоты
постановки тестирование проводилось на модели из
того же класса универсальности, но с диагональной
анизотропией, которая, как известно, нетривиально
влияет на исследуемые свойства [5, 6].

Глубокая нейронная сеть (deep neural network,
DNN) [7] – это многослойная сеть, первый слой ко-
торой представляет собой матрицу L×L. Слои мо-
гут быть полносвязными или сверточными, каждая
связь между слоями имеет вес [1], который в процессе
обучения изменяется. Особенностью DNN является
механизм обратного распространения ошибки, кото-
рый позволяет эффективно обучать сеть [8] за счет
изменения весов. В настоящей работе мы использу-
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ем сверточную нейронную сеть (convolutional neural
network, CNN). Читатель может найти детали в [3].

При обучении на вход нейронной сети подается
распределение спинов на решетке L×L и указыва-
ется принадлежность каждого моментального сним-
ка к ферромагнитной или парамагнитной фазе от-
носительно известной температуры фазового пере-
хода. При тестировании обученная сеть получает
на вход моментальный снимок спинов решетки L×L
при известной температуре T . На выходе одного ней-
рона сеть выдает pi∈[0, 1] как оценку принадлежно-
сти тестируемого образца парамагнитной фазе. Дру-
гой нейрон выдает принадлежность ферромагнитной
фазе fi≡1−pi. Поэтому в дальнейшем мы будем ана-
лизировать только принадлежность парамагнитной
фазе. Повторив тестирование N раз при заданных
температуре образцов T и размере решетки L, мы
получаем оценку P (T ;L) вероятности того, чтоN об-
разцов, полученных при моделировании при темпе-
ратуре T , принадлежат парамагнитной фазе. Расчет
этой функции производится по формуле (4). Из на-
бора функций P (T ;L) будет определяться темпера-
тура фазового перехода с помощью конечномерного
анализа, как было предложено в работе [2]. Кроме
того, мы исследуем вторые моменты распределения
вероятностей принадлежности парамагнитной фазе
D(T ;L), формула (5). Исследование ширины и по-
луширины гауссовой функции, приближающей рас-
пределение D(T ;L), позволяет оценить критический
показатель корреляционной длины [3].

2. Исследуемые модели. Гамильтониан обоб-
щенной модели Изинга имеет вид (рис. 1):

H=−
L
∑

x,y=1

σx,y [Jhσx+1,y+Jvσx,y+1+Jdσx+1,y+1] . (1)

Температура фазового перехода этой модели из-
вестна из аналитического решения [9]:

sinh
2Jv
kBTc

sinh
2Jh
kBTc

+ sinh
2Jh
kBTc

sinh
2Jd
kBTc

+

+ sinh
2Jd
kBTc

sinh
2Jv
kBTc

= 1,

Jv + Jh > 0, Jh + Jd > 0, Jd + Jv > 0. (2)

Обучение будем проводить на изотропной моде-
ли при значении параметров Jd =0, Jh = Jv =1. Те-
стирование будем проводить для случая диагональ-
ной анизотропии с набором параметров Jh =Jv =J ,
Jd 6=0. При этом константа Jd может быть как по-
ложительной, так и отрицательной, ограниченной
неравенством Jd+J > 0.

Рис. 1. Часть решетки с узлом σx,y и его окружением в
обобщенной модели Изинга

При заданном наборе значений температуры ал-
горитмом Метрополиса генерируется выборка из N
некоррелированных конфигураций спинов. Время
термализации составляет 20×L2.15 по оценке [10],
и конфигурации сохраняются (моментальный сни-

мок!) раз в 2×L2.15 шагов Монте-Карло, измеряемых
в числе L2 локальных переворотов спинов решетки
L×L.

3. Обучение нейронной сети. Мы использова-
ли сверточную архитектуру нейронной сети (CNN)
с одним сверточным, двумя полносвязными слоями
и ReLU-активацией между ними [3]. Сеть обучалась
на некоррелированных снимках, полученных при
моделировании изотропной модели Изинга, Jd=0,
Jh= Jv =1, с линейными размерами решеток L=20,
30, 60, 80, 100, 120. При каждом размере L мы вы-
бирали 100 значений температуры с шагом 0.006 из
диапазона температур:

T∈[Tc−0.3, Tc+0.3], (3)

где критическая температура определялась по соот-
ношению (2). Число моментальных снимков при обу-
чении при каждой температуре T и каждом размере
L было выбрано M =2048.

Сеть обучалась для каждого линейного размера
решетки L одну эпоху во избежание переобучения
сети. При количестве эпох больше 20 переобучение
ведет к практически однозначной классификации на
ферромагнитную и парамагнитную фазы с достаточ-
но точной оценкой температуры перехода, но при
этом полностью теряется информация о свойствах
корреляционной длины [11].

4. Тестирование. Тестирование проводилось по
N =512 моментальным снимкам, полученным при
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моделировании для заданных констант связи, при
каждом значении T и L, при этом значения L те же,
что и при обучении. Значения температуры при те-
стировании выбирались также из диапазона (3) от-
носительно критической температуры, рассчитанной
по формуле (2). Такой выбор естественным обра-
зом включает интересующий интервал температур в
окрестности фазового перехода тестируемой модели.

Как отмечалось во введении, каждый из N тести-
руемых образцов получает оценку pi принадлежно-
сти парамагнитной фазе. Для каждого значения тем-
пературы и для каждого линейного размера решетки
мы рассчитываем оценку вероятности принадлежно-
сти образца парамагнитной фазе

P (T ;L)=
1

N

N
∑

i=1

pi(T ;L) (4)

и соответствующие стандартные отклонения

D(T ;L)=

√

√

√

√

1

N

N
∑

i=1

(pi(T ;L))2−
(

1

N

N
∑

i=1

pi(T ;L)

)2

.

(5)
5. Оценка критической температуры. В ра-

боте [2] был предложен метод оценки критиче-
ской температуры на основе анализа P (T ;L) на
основании гипотезы о соответствии псевдокритиче-
ской температуры T ∗

c значению оценки вероятности
P (T ∗

c ;L)= 0.5. На рисунке 2 приведен результат вы-
числения набора функций P (T ;L) с антиферромаг-
нитным взаимодействием по диагонали Jd< 0 при
значении параметра анизотропии Jd/J =−0.5. Со-
ответствующие функции D(T ;L) представлены на
рис. 3.

Мы использовали следующие усредненные оцен-
ки вероятностей P (T ;L) для получения оценки кри-
тической температуры:

1. Температура, при которой прогноз сети наибо-
лее близок к 0.5:

T ∗
c (L)=min

T
|P (T ;L)−0.5|. (6)

2. Температура, соответствующая точке пересече-
ния прямой, соединяющей два ближайших к 0.5

прогноза сети, с y=0.5:

Tmin = min
T

|P (T ;L)− 0.5|, P (T ;L) < 0.5,

Tmax = min
T

|P (T ;L)− 0.5|, P (T ;L) > 0.5,

Pmin = P (Tmin;L); Pmax = P (Tmax;L),

T ◦
c (L)=

Tmin(Pmax − 0.5) + Tmax(0.5− Pmin)

Pmax − Pmin
(7)

Рис. 2. (Цветной онлайн) Оценка принадлежности па-
рамагнитной фазе P (T ;L) (4) модели Изинга с диаго-
нальной анизотропией при значении параметра анизо-
тропии Jd/J =−0.5

Рис. 3. (Цветной онлайн) Функция стандартных
отклонений принадлежности парамагнитной фазе
D(T ;L) модели Изинга с диагональной анизотропией,
Jd/J =−0.5

3. Температура на основе функции D(T ;L): рас-
пределение D(T ;L) при каждом L приближа-
ется гауссовой функцией со средним µ и стан-
дартным отклонением σ. Значение µ(L) рас-
сматриваем как оценку критической темпера-
туры.

Для каждого набора мы рассчитали асимптоти-
ческое значение оценки критической температуры,
используя известное выражение для конечномернo-
го сдвига псевдокритической температуры [12, 13].
Например, для оценки по варианту 1, это можно за-
писать как

T ∗
c =T

∗
c (L) + a/L. (8)
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Отклонение полученной линейной аппоксимации
точек T ∗

c (L) относительно точной критической тем-
пературы представлено на рис. 4 черными квадра-
тами вместе со статистической ошибкой. Аналогич-
но рассчитываются оценки критической температу-
ры для остальных двух случаев. Заметим, что все
три способа оценки критической температуры дают
статистически эквивалентные результаты. Отклоне-
ние оценки критической температуры от точно из-
вестного значения обсуждается в разделе 7 статьи.

Рис. 4. (Цветной онлайн) Относительная ошибка оцен-
ки критической температуры T−

c в пределе бесконеч-
ного размера решетки как функция параметра анизо-
тропии Jd/J . Символы соответствуют трем способам
оценки псевдокритической температуры, указанным в
тексте: черные квадраты – T ∗

c ; зеленые круги – T ◦
c ; си-

ние звезды – µ. Jd/J

6. Оценка критического показателя корре-

ляционной длины. Корреляционная длина ξ в мо-
дели Изинга (1) в области фазового перехода растет
по степенному закону ξ∝τ−1/ν при уменьшении при-
веденной температуры τ =(T−Tc)/Tc. Критический
показатель ν равен единице [14].

При фиксированном L каждую функцию D(T ;L)

мы приближаем гауссианом, отбрасывая статистиче-
ски незначимые значения на краях температурного
диапазона, и анализируем полученные значения µ(L)
так, как было указано в пункте 3 предыдущего раз-
дела для оценки критической температуры, а также
ширину σ(L). Здесь мы используем гипотезу [3], о
том, что ширина σ(L) масштабируется так же, как
и некоторые термодинамические функции [12, 13], с
показателем корреляционной длины ν:

σ(L)∝ b

L1/ν
. (9)

Эта гипотеза была подтверждена в статье [3] для
моделей в двух классах универсальности, в которой

были получены достоверные оценки показателя кор-
реляционной длины для двумерной модели Изинга
на квадратной решетке и модели Бакстера–Ву, фор-
мулируемой на треугольной решетке.

Результаты оценки критического показателя кор-
реляционной длины изображены на рис. 5, построен-
ном по данным в табл. 1.

Рис. 5. (Цветной онлайн) Оценка обратного значения
критического показателя корреляционной длины: чер-
ные квадраты – оценка по полной ширине, красные
треугольники по правой части, зеленые звезды – по ле-
вой части

Таблица 1. Оценки обратного значения критического показа-
теля корреляционной длины ν, полученные из анализа шири-
ны σ(L) функции D(T ;L) – второй столбец, правой полушири-
ны σr(L) этой функции – третий столбец и левой полуширины
σl(L) этой функции – четвертый столбец

Jd/J
1
ν

( 1
ν
)r ( 1

ν
)l

−0.7 0.52(15) 0.46(22) 0.81(13)

−0.6 0.68(9) 0.73(13) 0.83(10)

−0.5 0.88(10) 0.80(16) 0.95(9)

−0.4 1.02(5) 1.00(6) 1.05(7)

−0.3 1.06(2) 0.99(5) 1.16(2)

−0.2 1.07(4) 1.05(3) 1.08(5)

−0.1 1.11(2) 1.07(5) 1.06(6)

0.0 1.09(2) 1.05(4) 1.15(3)

0.1 1.11(5) 1.11(4) 1.05(3)

0.2 1.11(5) 1.00(6) 1.08(6)

0.3 1.10(5) 1.08(3) 1.03(9)

0.4 1.08(3) 1.03(3) 0.99(8)

0.5 1.11(5) 1.07(6) 1.06(3)

0.6 1.07(5) 1.01(5) 1.08(6)

0.7 1.06(5) 1.00(3) 1.04(8)

0.8 1.09(3) 1.06(8) 1.04(6)

0.9 1.09(4) 1.05(3) 0.94(7)

1.0 1.08(7) 1.05(6) 1.04(7)
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7. Обсуждение результатов. Мы использова-
ли сверточную нейронную сеть для решения задачи
бинарной классификации изотропной модели Изин-
га. По анализу предсказаний нейронной сети мы
определили температуру фазового перехода Tc и по-
казателя корреляционной длины ν с хорошим сов-
падением [2, 3] с точным аналитическим результа-
том [14].

Обученную сеть мы использовали для тестиро-
вания модели Изинга с диагональной анизотропией

с ферромагнитными и антиферромагнитными связя-
ми. В области умеренных значений показателя ани-
зотропии обученная на изотропной модели сеть пред-
сказывает температуру фазового перехода и значе-
ние показателя корреляционной длины в пределах
статистической погрешности, что можно видеть из
табл. 1 и рис. 4 и 5 при значениях параметра ани-
зотропии Jd/J от ферромагнитной анизотропии при
Jd/J =1 до антиферромагнитной анизотропии при
Jd/J =−0.4.

При значениях параметра анизотропии
Jd/J <−0.4 наблюдается систематическое отклоне-
ние как температуры перехода, так и показателя
корреляционной длины от точных значений. Это
отклонение можно объяснить особенностью фазовой
диаграммы модели, исследованной Стефенсоном [15]
и наличием в тестируемом температурном интервале
моментальных снимков распределения спинов, по-
падающих выше температуры, которая в статье [15]
была названа disorder temperature TD, выше кото-
рой имеется область с осциллирующими парными
корреляциями спинов. Осцилляции обусловлены
конкурирующим диагональным антиферромагнит-
ным взаимодействием. Поскольку такие осцилляции
полностью отсутствовали при обучении нейрон-
ной сети, то результаты тестирования приводят к
отклонению оценок критической температуры и
показателя корреляционной длины.

Заметим, что диагональная анизотропия нетри-
виальным образом влияет также на наблюдаемые
термодинамические величины. Например, бы-
ло предсказано аналитически [16] и обнаружено
численно [17], что величина кумулянта Биндера, по-
строенная из отношения квадрата второго момента
намагниченности к четвертому моменту намагни-
ченности, изменяется в зависимости от параметра
диагональной анизотропии. Ранее считалось, что его
значение в точке фазового перехода определяется
исключительно классом универсальности модели.
Вариация кумулянта Биндера при положительных
значениях параметра анизотропии невелика и со-
ставляет менее процента, как показано на рис. 4

из статьи [18]. При этом можно увидеть резкое
спадение при значении параметра анизотропии
−0.4, аналогично нашим данным по перекрестному
обучению/тестированию.

Таким образом, мы установили качественно гра-
ницы применимости перекрестного обучения при те-
стировании нейронной сетью модели с диагональ-
ной анизотропией и антиферромагнитным взаимо-
действием. Эти границы связаны с особенностями
фазовой диаграммы анизотропной модели [15] и бли-
зостью к точке перехода системы в полностью фруст-
рированное состояние при Jd/J =−1, вблизи кото-
рого существуют долгоживущие топологические воз-
буждения, изученные в работах [19, 20].
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Estimations of the Lyapunov exponents provide in-
sights in most fundamental properties of dynamical
systems [1–3]. We consider the problem of analytical
estimation of the Lyapunov exponents and Lyapunov
timescales of the motion in multiplets of interacting non-
linear resonances.

To describe the interaction of resonances in multi-
plets, we take two fundamental models of the perturbed
nonlinear resonance (the guiding one in the multiplet):
the first one is the perturbed pendulum model (intro-
duced in [1] as a “universal” one), and the second one
is the perturbed Andoyer model (introduced in [4] to
describe resonances in orbital dynamics).

We elaborate a unified framework, based on the sep-
aratrix map theory, which incorporates both an earlier
approach [5–7] for the first fundamental model and a
new one for the second fundamental model. We assume
that the resonances in the multiplet have comparable
strengths. This choice is inspired by the fact that, in
realistic applications, the perturbations are usually not
at all weak (otherwise the chaotic component of phase
space can be simply unimportant); see examples in [5, 8].

Within the given framework, we perform new ac-
curate estimates for the Lyapunov timescales of the in-
ner and outer subsystems of the Solar planetary system,
and discuss their conformity with earlier analytical and
numerical-experimental estimates.

In particular, we show that the low-dimensional
model of [9] provides adequate estimates of the Lya-
punov time for the inner Solar system, which conforms

1)e-mail: i.shevchenko@spbu.ru

with the known massive numerical-experimental esti-
mates in full problem settings.

For the outer Solar system, the presented theory,
as applied within the model elaborated in [10] for the
3J-5S-U7 three-body mean-motion resonance, also pro-
vides adequate analytical values of the Lyapunov time,
in agreement with known numerical-experimental esti-
mates.
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