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It is shown that the temperatures which characterise the Unruh effect, the Gibbons–Hawking radiation
from the de Sitter cosmological horizon and the Hawking radiation from the black hole horizon acquire the ex-
tra factor 2 compared with their traditional values. The reason for that is the coherence of different processes.
The combination of the coherent processes also allows us to make the connection between the Schwinger pair
production and the Unruh effect.

DOI: 10.31857/S0370274X24110014, EDN: PBFIOH

There were many discussions concerning the problem
with a factor 2 in the temperature of Hawking radiation,
see, e.g., [1, 2]. The doubling of the Gibbons–Hawking
temperature was also discussed for the de Sitter expan-
sion [3]. Since the Schwinger pair creation bears some
features of the thermal radiation, one may also expect
the factor 2 problem.

The Schwinger pair creation [4, 5] of particles with
mass M and charges ±q in electric field E per unit vol-
ume per unit time is given by:

ΓSchw(M) =
dW Schw

dt
=

q2E2

(2π)3
exp

(

−πM
2

qE

)

. (1)

Since a = qE/M corresponds to the acceleration of a
charged particle, there were attempts to connect the
Schwinger mechanism with the Unruh effect [6], see [7–
10] and references therein.

If one tries to make the direct analogy between these
processes, this is already problematic. The original state
is the vacuum in the constant electric field. Being the
vacuum it does not provide any physical acceleration.
Acceleration in electric field appears only in the presence
of a charged particle. That is why one can try to find the
situation, when the two effects are physically connected.
The connection may arise if we split the pair creation in
several steps. In the first step the pair of particles with
masses M are created by Schwinger mechanism. Then
the created particles with positive and negative charges
are accelerated by electric fields and they play the role
of two Unruh–deWitt detectors. If due to the acceler-

1)e-mail: volovikgrigory@gmail.com

ation the mass of each detector is increased by m, the
total process is equivalent to the pure Schwinger effect
of creation of particles with masses M +m:

ΓSchw(M +m) = ΓSchw(M) ΓUnruh
+ (m)ΓUnruh

− (m). (2)

Each of the two Unruh processes is governed by the
temperature T̃U, which is twice the Unruh temperature:

ΓUnruh
± (m) = exp

(

− m

T̃U

)

, T̃U =
a

π
= 2TU. (3)

The coherence of processes (or co-tunneling) plays
an important role in temperature doubling. A similar
temperature doubling occurs in the de Sitter Universe.
According to [3] the comoving observer perceives the de
Sitter environment as the thermal bath with temper-
ature T = H/π. It is twice larger than the Gibbons–
Hawking temperature [11] of the cosmological horizon,
TGH = H/2π. The temperature T = H/π determines in
particular the process of ionization of an atom in the de
Sitter environment. Here the atom plays the role of the
local Unruh–deWitt detector, which is excited in the de
Sitter environment. The temperature T = H/π deter-
mines the thermodynamics of the de Sitter state [3] and
the local entropy density of this state sdS = (3π/4G)T .
The entropy density is linear in temperature, which
demonstrates that de Sitter thermal state experiences
the analog of the Sommerfeld law in Fermi liquids.

The difference between the local T and TGH = H/2π

of Gibbons–Hawking process also comes from the analog
of co-tunneling. In the Gibbons–Hawking process, two
particles are coherently created: one particle is created
inside the horizon, while its partner is simultaneously

Письма в ЖЭТФ том 120 вып. 9 – 10 2024 659
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created outside the horizon. Since de Sitter Universe be-
haves as the thermal bath with temperature T = H/π,
then the rate of the coherent creation of two particles,
each with energy E, is w ∝ exp(− 2E

T ). However, the
observer who uses the Unruh–DeWitt detector can de-
tect only the particle created inside the horizon. For this
observer the creation rate w ∝ exp(− 2E

T ) is perceived
as exp(− E

T/2 ) = exp(− E
TGH

), and thus the Hawking ra-
diation looks as the thermal process with the Gibbons–
Hawking temperature, while the real temperature of the
de Sitter environment is twice larger.

The doubling of the Unruh and de Sitter tempera-
tures may also have connection with the ’t Hooft pro-
posal of the doubling of the temperature of the Hawking
radiation from the black hole [12, 13]. In this scenario
the coherence is supported by the partner (the clone)
of the black hole – the mirror image of the black hole
space-time. Instead of the clone, the coherence can be
provided by the simultaneous creation of two particles
in the tunneling process [14, 15]: the particle outside the
black hole horizon and its partner – the hole created in-
side the horizon. Due to coherence of these two processes
the physical temperature is twice the Hawking tempera-
ture. However, the external observer has no information
about the physics inside the horizon and perceives the
radiation as thermal with the Hawking temperature.

The double Hawking temperature may arise also
from the Brown–York approach [16]. According to [17]
the only way to reconcile the Brown–York black hole
energy E = 2M with the relation dE = TdS is by in-
troducing the Brown–York temperature TBY = 2TH.

In conclusion, due to coherence of different processes,
all three effects (Unruh effect, Gibbons–Hawking radi-
ation from the cosmological horizon and Hawking ra-
diation from the black hole horizon) acquire the extra
factor 2 compared with their traditional values.

In the case of de Sitter, the double Gibbons–
Hawking temperature T = 2TGH = H/π coincides with
the thermodynamic temperature of the de Sitter state,
which in particular responsible for the ionization rate
of an atom in the de Sitter environment. This temper-
ature also determines the local entropy sdS of the de
Sitter, which being integrated over the Hubble volume
VH reproduces the entropy of the cosmological horizon,
sdSVH = A/4G, where A is the horizon area.

In the case of the Unruh effect, the double Unruh
temperature is supported by the analog of the Unruh
effect in the accelerated superfluid liquid such as 3He-B.
In the Unruh process, two Bogoliubov fermions (quasi-
particle and quasihole, each with energy E), are created
simultaneously. Since the two fermions are created in
unison, such coherent process looks as thermal but with

the factor 2 in the exponent, e−2E/T . This is the reason
why the temperature T corresponding to this coherent
process is twice the Unruh temperature, T = 2TU, where
TU = ~a/2π and a is the acceleration of the liquid.

In case of the black hole Hawking radiation, the dou-
ble Hawking temperature emerges also due to the com-
bination of the coherent processes. Such coherence is
similar to that in the scenario suggested by ’t Hooft,
where the black hole interior is considered as a quantum
clone of the exterior region, which leads to the doubling
of the Hawking temperature.

The coherence of the processes is also used for the
consideration of the back reaction of the black hole to
the Hawking radiation and the detector recoil to the
Unruh effect [7, 8, 15, 18, 19].
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Формула Марбургера для эллиптически поляризованных световых

пучков в нелинейной нелокальной среде

Н. Ю. Кузнецов, К. С. Григорьев, В. А. Макаров1)

Физический факультет, МГУ имени М.В. Ломоносова, 119991 Москва, Россия

Поступила в редакцию 10 сентября 2024 г.
После переработки 10 сентября 2024 г.

Принята к публикации 19 сентября 2024 г.

Численно исследована возможность применения формулы Марбургера для нахождения связи между
мощностью пучка и расстоянием, на котором происходит нелинейный коллапс пучка с начальным гаус-
совым профилем интенсивности и однородной эллиптической поляризацией. Показано, что адекватного
описания этой зависимости удается достичь путем подстройки параметров, входящих в эту формулу,
в зависимости от степени эллиптичности эллипса поляризации падающего излучения и от механизма
нелинейного оптического отклика

DOI: 10.31857/S0370274X24110027, EDN: PHVEFA

1. Введение. Немногим более шестидесяти лет
назад была предсказана [1] самофокусировка све-
тового пучка, являющаяся причиной возникнове-
ния множества нелинейных оптических эффектов,
связанных с лавинообразным увеличением энергии
электромагнитного поля в малой области, окружаю-
щей определенную точку пространства. Описанные в
обзорах [2–9] успехи в исследовании самофокусиров-
ки линейно или циркулярно поляризованных пучков
с различным плавным распределением интенсивно-
сти, а впоследствии и импульсов с длительностью,
большей или меньшей времени релаксации нелиней-
ности среды, и создание мощных фемтосекундных
лазерных систем обеспечили стремительное изучение
филаментации лазерных импульсов в различных сре-
дах и анализ ее возможных применений (см. обзоры
[8–15]).

Самофокусировка света – пороговый эффект, воз-
никающий, если мощность светового пучка P превы-
шает критическое значение Pc. Последнее не только
зависит от поперечного пространственного распреде-
ления интенсивности и поляризации света на границе
среды, но и по-разному (с точностью до числового
коэффициента) определяется авторами в зависимо-
сти от различных способов аналитического решения
уравнений распространения или от методов, исполь-
зуемых при их численном решении. В последнем слу-
чае порог самофокусировки определяется из усло-
вия одновременного достижения бесконечного сжа-
тия пучка и неограниченного возрастания его интен-
сивности и становится возможным связать введен-

1)e-mail: vamakarov@phys.msu.ru

ное в [16] расстояние zc от границы среды, на кото-
ром это происходит, с P/Pc. Впервые такая формула,
полученная в приближении неизменности линейной
поляризации света в процессе распространения, бы-
ла получена в [17]

zc
zR

=
A

(

(
√

P/Pc −B)2 − C
)1/2

. (1)

Здесь zR – длина Рэлея для пучка, распространяю-
щегося в линейной среде, и A = 0.366, B = 0.825, C =

= 0.03. Увеличение точности расчетов позднее при-
вело к немного другим значениям входящих в (1)
констант: A = 0.367, B = 0.852 и C = 0.0219. Равен-
ство (1) с этими значениями A, B и C получило на-
звание формулы Марбургера [18]. Ее значение труд-
но переоценить, так как она позволяет быстро оце-
нить возможность возникновения самофокусировки,
нежелательной во многих практических приложени-
ях. Усиление строгости в описании распростране-
ния света, связанное с учетом его поляризационно-
го самовоздействия (Мейкер–Терхьюновское враще-
ние, нелинейная оптическая активность), продоль-
ной “диффузии” комплексной амплитуды электриче-
ского поля и, наконец, малой продольной составля-
ющей поляризации электрического поля E(x, y, z, t),
возникающей благодаря уравнению divD = 0 в си-
стеме уравнений Максвелла, ограничивают мини-
мальный радиус пучка и ограничивают интенсив-
ность в фокусе. Это приводит к необходимости кор-
ректировки формулы (1).

Как правило, самофокусировка и филаментация
света исследуются в приближении неизменности ли-
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нейной или циркулярной поляризации света в про-
цессе распространения. В этом же приближении по-
лучена формула Марбургера и ее немногочисленные
модификации [19, 20]. Критические мощности, опре-
деляющие режимы самофокусировки эллиптически
поляризованного света в изотропной среде с про-
странственной дисперсией кубической нелинейности,
в которой при распространении света распределе-
ние его интенсивности теряет задаваемую на входе
в среду гауссову форму, а поляризация становит-
ся неоднородной в плоскости поперечного сечения,
в безаберрационном приближении определены в [21].
В среде, где компоненты тензора кубической нели-
нейности имеют разные знаки, в поперечном распре-
делении распространяющегося пучка возможно по-
явление кольцеобразных областей с чередующимся
правым или левым вращением вектора напряженно-
сти электрического поля [22]. В случае аномальной
частотной дисперсии импульсное излучение распада-
ется на фрагменты с противоположными направле-
ниями вращения вектора напряженности электриче-
ского поля [23]. В [24, 25] показано, что при самофо-
кусировке изначально эллиптически поляризованно-
го гауссова пучка в изотропной среде с различны-
ми механизмами кубической нелинейности возника-
ют замкнутые линии сингулярности круговой поля-
ризации (С-линии). Они появляются как в допоро-
говых, так и в сверхпороговых режимах самовоздей-
ствия света и имеют в общем случае вид трехмерных
кривых, форма которых близка к окружностям, ле-
жащим в плоскости поперечного сечения пучка, цен-
тры которых находятся на его оси. При самофоку-
сировке света в изотропной фазе жидких кристал-
лов в предпереходной области температур резко воз-
растает нелокальность нелинейного оптического от-
клика на внешнее световое поле. В этом случае об-
разуется сложная система C-линий с правой и ле-
вой циркулярной поляризацией в его сечениях, близ-
ких к локальным экстремумам пиковых интенсивно-
стей, соответствующих циркулярно поляризованных
компонент электрического поля. Некоторые аспекты
коллапса оптического пучка с определенным неодно-
родным распределением поляризации обсуждались в
[19, 26].

В настоящей работе исследуется возможность ис-
пользования соотношения близкого к формуле (1)
в случае самофокусировки световых пучков гауссо-
ва профиля в изотропной гиротропной среде (класс
симметрии ∞∞), демонстрирующей пространствен-
ную дисперсию кубической нелинейности.

2. Постановка задачи. Пусть неоднородно по-
ляризованный монохроматический световой пучок с

частотой ω распространяется вдоль оси z цилиндри-
ческой системы координат (r, z) в изотропной ги-
ротропной непоглощающей среде, обладающей про-
странственной дисперсией кубической нелинейности.
Вектор напряженности его электрического поля E

может быть выражен через медленно меняющуюся
комплексную амплитуду E(r, z):

E(r, z, t) = Re [E(r, z) exp(i(kz − ωt))] . (2)

Здесь r = (x, y), k = nω/c – волновое число, n –
линейный действительный показатель преломления
среды, c – скорость света в вакууме. Возникающая
при этом нелинейная поляризация среды PNL =

= PNL
loc +PNL

nloc, где

PNL
loc,i(ω) = χ

(3)
ijlm(ω;−ω, ω, ω)E∗jElEm, (3)

PNL
nloc,i(ω) = γ

(3)
ijlmk(ω;−ω, ω, ω)E∗jEl∂kEm +

+ γ
(3)
ijlmk(ω;ω, ω,−ω)EjEl∂kE

∗
m. (4)

В (3) и (4) индексы i, j, k, l и m принимают значе-
ния x, y и z. Ненулевые компоненты симметрично-
го по перестановке последних двух индексов тензо-
ра локальной кубической восприимчивости χ̂(3) за-
даются двумя константами χ1,2 [2, 27, 28]: χ(3)

ijlm =

= χ1(δilδjm + δimδjl) + χ2δijδlm. Здесь δij – символ
Кронекера. Тензоры нелокальной кубической вос-
приимчивости γ̂(3)(ω;−ω, ω, ω) и γ̂(3)(ω;ω, ω,−ω) ха-
рактеризуют пространственную дисперсию нелиней-
ной среды. В отсутствие поглощения второй из них
тождественно равен нулю [29], а первый симметри-
чен по перестановке индексов i и j [29]. Использо-
вание далее метода медленно меняющихся амплитуд
[3] для описания распространения пучка позволяет
упростить формулу (4)

PNL
nloc,i = ikγ

(3)
ijlmzE

∗
jElEm, (5)

и делает тензор γ
(3)
ijlmz в (5) дополнительно симмет-

ричным по перестановке индексов l и m. Все ненуле-
вые компоненты такого тензора определяются един-
ственной константой γ1 [27, 28, 30]:

γ
(3)
ijlmz(ω;−ω, ω, ω) = γ1(eizlδjm + eizmδjl+

+ejzlδim + ejzmδil), (6)

где eijk – символ Леви–Чивиты. В этом случае вол-
новое уравнение сводится к системе двух связанных
уравнений параболического типа для медленно меня-
ющихся амплитуд E± = (Ex ± iEy)/

√
2 циркулярно
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поляризованных компонент напряженности электри-
ческого поля:

∂E±
∂z

− i

2k

(

∂2E±
∂r2

+
1

r

∂E±
∂r

)

= ±iκ0E±+

+
4ikχ1

n2

[

(1 ± δ)|E±|2 + (1 + β)|E∓|2
]

E±. (7)

Здесь δ = 2kγ1/χ1, β = χ2/χ1, κ0 = 2πk2γ0/n
2,

n – линейный показатель преломления, γ0 – кон-
станта, задающая все ненулевые компоненты тензо-
ра линейной гирации. От связанного с ней слагае-
мого в правой части (7) легко избавиться подста-
новкой E± = F± exp(±iκ0z). Решение получившейся
системы уравнений для F±, совпадающей с (7) при
κ0 = 0, позволяет найти нормированную интенсив-
ность I = |E+|2 + |E−|2 = |F+|2 + |F−|2, зависимость
которой от пространственных координат представ-
ляет интерес при исследовании самофокусировки ла-
зерного излучения. Константа κ0 также не влияет на
изменение степени эллиптичности эллипса поляриза-
ции M = (|E+|2 − |E−|2)/I, связанной с параметром
R = (1 −

√
1−M2)/M при M 6= 0; и равным нулю

при M = 0. Модуль R равен отношению длин малой
и большой полуосей эллипса поляризации, а его знак
совпадает со знаком M . Линейно поляризованному
излучению соответствует M = R = 0, а циркулярно
поляризованному – M = R = ±1 (в зависимости от
направления вращения вектора напряженности элек-
трического поля). Использование этого параметра
полезно, поскольку изменение zc от M , описанное да-
лее, практически полностью сосредоточено в узких
областях 0.9 < |M | < 1, в то время как зависимости
zc от R значительно равномернее. Константа κ0 дает
только пропорциональный z вклад в угол поворота Φ

главной оси эллипса поляризации в процессе распро-
странения: Φ = Arg(E+E

∗
−)/2 = κ0z +Arg(F+F−).

Пусть на границу среды z = 0 падает осесиммет-
ричный эллиптически поляризованный лазерный пу-
чок с гауссовым профилем амплитуды:

E±(x, y, 0) = E0

√

(1 ±M0)/2 exp
(

−r2/w2
)

, (8)

где E0 – напряженность электрического поля в его
центре, а M0 = M(r, z = 0). Для численного реше-
ния (7) с начальными условиями (8) использовалась
схема ETD-CN [31] с конечно-разностной аппрок-
симацией производных по координате r. Координа-
та распространения нормировалась на длину Рэлея
zR = kw2/2, а F± на E0. В итоге падающее излучение
полностью задается двумя безразмерными парамет-
рами: P = 2πχ1E

2
0k

2w2
0/n

2 и M0, а среда – парамет-
рами δ и β. Нашей задачей являлся подбор при раз-
ных фиксированных значениях M0, δ и β таких тро-

ек независимых параметров A(M0, δ, β), B(M0, δ, β)

и Pc(M0, δ, β), при которых формула (1) наилучшим
образом аппроксимирует зависимость ζc = zc/zR
от P , полученную при численном решении уравне-
ний (7).

3. Методика определения параметров фор-

мулы Марбургера. Прежде всего заметим, что B
и C в формуле (1) не являются независимыми ве-
личинами. При стремлении P к Pc расстояние zc,
на котором происходит коллапс пучка, должно стре-
миться к бесконечности, а это возможно только если
C = (1 − B)2. В наших расчетах для каждой ком-
бинации параметров падающего излучения и нели-
нейной среды значение ζc определялось как коор-
дината слоя численной схемы, на котором величи-
на |E+|2 + |E−|2 превышала E2

0 более, чем в 1000

раз. Аппроксимация зависимости ζc(P ) производи-
лась по N = 30 значениям начальной безразмер-
ной мощности Pi (i = 1, 2, . . . , N), специальным об-
разом выбранных в диапазоне от P0 до 5P0, где
P0(β,M) =

[

0.5 + β(1 −M2)/4
]−1

— максимально
возможное значение пороговой мощности самофоку-
сировки гауссова пучка в негиротропной среде с кер-
ровской нелинейностью [25]. Оптимальные значения
A, B и Pc определялись в результате минимизации
суммы

σ2 =
1

N

N
∑

i=1

|ζ ′

ci − ζ
′′

ci|2, (9)

где ζ
′

ci – значение координаты коллапса пучка с на-
чальной мощностью Pi, полученное при помощи чис-
ленного моделирования его распространения, а ζ

′′

ci –
соответствующее значение мощности, получаемое с
помощью формулы (1). Для этого нами использо-
вался метод дифференциальной эволюции [32], в ко-
тором в качестве начальных значений для парамет-
ров A и B выбирались величины, выполняющие эту
роль в формуле Марбургера для линейно поляризо-
ванного излучения, т.е. A = 0.367 и B = 0.852, а
для начальной безразмерной мощности Pc использо-
валось значение 0.9P0. Такой выбор обусловлен тем,
что минимальное значение Pi, используемое в чис-
ленных расчетах, было P0. Поэтому его использо-
вание для получения зависимости (1) невозможно,
так как при такой мощности искомая зависимость
ζc(P ) имеет сингулярность. Подчеркнем, что резуль-
таты поиска A, B и Pc практически не зависели от
их начальных значений, если только они случайно
не совпадали с теми, при которых искомая функция
ζc(P ) демонстрирует сингулярность.

Зависимость ζc(P ), задаваемая формулой (1),
асимптотически резко возрастает вблизи P = Pc и
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плавно убывает при P → ∞. Поэтому используемые
для численного моделирования Pi (i = 1, 2, . . . , N)
выбирались так, чтобы значения

√

ln(Pi/P0) были
равномерно распределены в диапазоне от 0 до

√
ln 5.

Это обеспечивало большую плотность точек в обла-
сти низких мощностей падающего излучения, необ-
ходимую для надлежащей аппроксимации зависимо-
сти ζc(P ). Пример полученной таким методом зави-
симости ζc(P ) в случае самофокусировки лазерно-
го пучка со степенью эллиптичности M0 = 0.8 (от-
ношение осей R = 0.5) в среде, демонстрирующей
ориентационный механизм нелинейного оптического
отклика (β = 6) изображен на рис. 1. Полученная
в результате численного решения уравнений распро-
странения зависимость ζc(P ) и аналогичная кривая,
построенная с помощью формулы (1) с найденными
в результате аппроксимации значениями A = 0.293,
B = 0.744 и Pc = 0.857, идеально совпадают. Сред-
неквадратичная ошибка σ ≈ 0.0047.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Полученные в результате чис-
ленного решения уравнений распространения зависи-
мость ζc(P ) (красные маркеры) и аналогичная кривая,
построенная с помощью формулы (1) с найденными
в результате аппроксимации A = 0.293, B = 0.744 и
Pc = 0.857 (синяя линия) при M0 = 0.8 (R = 0.5), δ = 0

и β = 6

4. Самофокусировка в среде без простран-

ственной дисперсии. В негиротропной среде
(κ0 = 0 и δ = 0) уравнения (7) для амплитуд E±
становятся одинаковыми, а зависимости A(M0),
B(M0) и Pc(M0) являются четными функциями M0.

Для электрострикционного механизма нелиней-
ности (β = 0) зависимость параметров A, B и Pc от
степени эллиптичности падающего излучения пол-
ностью отсутствует. В этом случае при любых M0

используемый алгоритм давал практически одинако-
вые значения A(M0) = 0.355 и B(M0) = 0.801, отли-
чающиеся от входящих в формулу Марбургера соот-
ветственно на 3.5 и 6%. При этом величина Pc = 1.89,
что на 5.3% ниже P0(M0) = 2. Среднеквадратичная

ошибка всех данных аппроксимаций составляла ме-
нее σ = 0.006.

В случае электронного механизма нелинейности
(β = 1) появляются незначительные зависимости A

и B от M0, изображенные на рис. 2a соответствен-
но красными и синими маркерами. Для наглядно-
сти здесь и далее показаны не только зависимо-
сти A и B от M0 (верхняя горизонтальная ось), но
и A и B от R (нижняя горизонтальная ось). Из-
за нелинейной связи M0 и R возникает неравно-
мерное масштабирование вдоль одной из осей. Для
строго линейной (M0 = 0) и строго циркулярной
(M0 = ±1) поляризаций A(M0) = 0.355 и B(M0) =

= 0.801. Эти значения отличаются от A(0) = 0.367

и B(0) = 0.825 соответственно на 3.5 и 6%. Мак-
симальное значение A (B), равное 0.359 (0.803), до-
стигается при M0 ≈ 0.62 (M0 ≈ 0.98), а мини-
мальное значение, равное 0.344 (0.748), – при M0 ≈
≈ 0.88 (M0 ≈ 0.55). Амплитуды изменения A(M0)

и B(M0) соответственно равны 0.02A(0) и 0.07B(0),
что соизмеримо с величиной их отличия от значе-
ний A и B в формуле Марбургера. Критическая
мощность самофокусировки монотонно возрастает с
увеличением степени эллиптичности (синие маркеры
на рис. 2c) и составляет при разных M0 от 94.1%

до 94.7% от P0(β = 1,M0) =
[

0.5 + (1−M2
0 )/4

]−1

(красные маркеры на рис. 2c). Максимальная сред-

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимости параметров
A(M0) и B(M0) (соответственно красные и синие мар-
керы на рис. (a) и (b)) и критической мощности само-
фокусировки и P0 = [0.5 + β(1 − M2)/4]−1 (соответ-
ственно синие и красные маркеры на рис. (c) и (d)) от
отношения длин осей эллипса поляризации падающего
излучения при β = 1 ((a) и (c)) и β = 6 ((b) и (d))
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неквадратичная ошибка данных аппроксимаций со-
ставляла σ = 0.006.

При ориентационном механизме нелинейности
(β = 6) численное значение A(M0) при M0 = 0, рав-
ное = 0.354, отличается от A, входящего в формулу
Марбургера, на 3.5%. С ростом степени эллиптич-
ности функция A(M0) постепенно возрастает, дости-
гая максимального значения 0.387 при M0 ≈ 0.38,
после чего убывает вплоть до 0.247 при M0 ≈ 0.91

и далее возвращается к значению 0.354 при стро-
го циркулярной поляризации падающего излучения
(красные маркеры на рис. 2b). Параметр B(M0) из-
меняется практически точно в “противофазе” (синие
маркеры на рис. 2b). Начиная от B = 0.801 при ли-
нейной поляризации, отличающегося от входящего в
формулу Марбургера значения B на 6%, функция
B(M0) убывает до минимального значения 0.658, до-
стигаемого при M0 ≈ 0.62, а затем возрастает и при
M0 ≈ 0.94 достигает максимального значения, равно-
го 0.880, а затем вновь убывает и достигает миниму-
ма 0.801 при строго циркулярной поляризации. При
β = 6 амплитуды изменения A(M0) и B(M0) доста-
точно большие. Они составляют соответственно 39 и
27% от A(0) и B(0). Критическая мощность самофо-
кусировки монотонно возрастает с ростом M0 (синие
маркеры на рис. 2d), меняясь в пределах от 88% до

95% от P0(β = 6,M0) =
[

0.5 + 3(1−M2
0 )/2

]−1
(крас-

ные маркеры на рис. 2d). Максимальная среднеквад-
ратичная ошибка данных аппроксимаций составила
σ = 0.01.

5. Самофокусировка в среде с простран-

ственной дисперсией. В случае изотропной гиро-
тропной среды с нелокальностью нелинейного опти-
ческого отклика (β = 6, δ 6= 0) зависимости A(M0),
B(M0) и Pc(M0), построенные при разных δ, пере-
стают быть четными функциями M0. Проведенные
численные расчеты показали, что рост δ практиче-
ски не сказывается на характере зависимости A(M0)

и не смещает график этой функции, но увеличива-
ет разность между абсолютными максимальным и
минимальным значениями функции B(M0), а также
сдвигает точки достижения ее локальных экстрему-
мов в сторону положительных значенийM0 (рис. 3a).
При этом с ростом δ усиливается небольшая несим-
метричность графиков A(M0) и B(M0) относительно
оси M0 = 0. Увеличение разности между максималь-
ным и минимальным значениями функций A(M0) и
B(M0) с ростом δ в случае положительных и от-
рицательных M0 иллюстрирует табл. 1. В ней при-
ведены абсолютные минимумы и максимумы функ-
ций A(M0) и B(M0) на отрезках −1 ≤ M0 ≤ 0 и
0 ≤M0 ≤ 1.

Рис. 3. (Цветной онлайн) (a) – Зависимости A(M0) (ли-
нии в теплых оттенках) и B(M0) (линии в холодных от-
тенках) от отношения длин осей эллипса поляризации
падающего излучения при δ = 0.02 (тонкие сплошные
оранжевые и голубые линии), δ = 0.1 (редкий красный
и синий пунктир) и δ = 0.3 (частый темно-красный
и темно-синий пунктир). (b): Зависимости Pc(M0) при
δ = 0.02 (сплошная голубая линия), 0.1 (синий редкий
пунктир), 0.3 (темно-синий частый пунктир). Тонкая
красная линия – P0(M0) = [0.5 + 3(1 −M2)/2]−1

Таблица 1. Диапазоны изменения параметров A(M0)
и B(M0) обобщенной формулы Марбургера для правой
(M0 > 0) и левой (M0 < 0) эллиптических поляризаций излу-
чения, падающего на изотропную гиротропную среду с ориен-
тационной нелинейностью керровского типа

δ A B

M ≤ 0 M ≥ 0 M ≤ 0 M ≥ 0

0 0.247÷ 0.387 0.658 ÷ 0.880

0.02 0.246 ÷ 0.372 0.250 ÷ 0.389 0.650÷ 0.885 0.650÷ 0.879

0.1 0.243 ÷ 0.392 0.259 ÷ 0.404 0.627÷ 0.903 0.648÷ 0.909

0.3 0.225 ÷ 0.372 0.272 ÷ 0.373 0.582÷ 0.966 0.655÷ 1.000

Рост δ приводит также к значительному увели-
чению Pc для падающего на среду эллиптически по-
ляризованного пучка с M0 ≈ −1 (рис. 3b), которое
настолько велико, что превышает P0(β = 6,M0) =

=
[

0.5 + 3(1−M2
0 )/2

]−1
, использованное для перво-

начальной оценки при нахождении A(M0), B(M0) и
Pc(M0). При δ = 0.3 наибольший рост пороговой
мощности составляет 42.5% при M = −1. Увеличе-
ние δ также существенно снижает Pc при M0 ≈ 1.
При δ = 0.3 наибольшее уменьшение пороговой мощ-
ности составляет 39.1% при M = 1. Для δ ≈ 0.01

аналогичные изменения при M0 ≈ −1 и M0 ≈ 1 со-
ставляют менее 2%.

6. Заключение. Основным и немного неожи-
данным результатом работы является утверждение
о том, что превышение мощности P однородно эл-
липтически поляризованного лазерного пучка гаус-
сова профиля над критическим значением Pc и рас-
стояние zc, на котором достигается одновременное
его бесконечное сжатие и неограниченное возраста-
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ние его интенсивности, оказываются связанными со-
отношением, форма которого совпадает со знамени-
той формулой Марбургера, изначально полученной
в приближении неизменности линейной поляризации
излучения, распространяющегося в среде с кубиче-
ской нелинейностью. В то же время параметры A,
B и C = (1 − B)2 этого соотношения отличаются от
аналогичных величин в формуле Марбургера и зави-
сят от степени эллиптичности эллипса поляризации
M0 падающего излучения, от параметра β, опреде-
ляющего механизм нелинейного оптического откли-
ка (электрострикционный, электронный или ориен-
тационный) и от параметра, характеризующего про-
странственную дисперсию кубической нелинейности.
Их зависимость от M0 всегда немонотонна и уве-
личение A в ней при изменении M0 сопровождает-
ся одновременным уменьшением B и наоборот. Их
отличие от аналогичных величин в формуле Мар-
бургера тем сильнее, чем больше величина β. При
этом для большинства практически важных ситуа-
ций упомянутое отличие составляет несколько про-
центов. Можно осторожно утверждать, что вид свя-
зи между P/Pc и zc скорее всего обусловлен началь-
ным гауссовым поперечным пространственным рас-
пределением интенсивности на границе среды, а не
состоянием его поляризации в случае, если она изна-
чально одинакова в точках его поперечного сечения.
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Предложен механизм нелинейного взаимодействия геодезической акустической моды (ГАМ) и низ-
кочастотного зонального течения (ЗТ), объясняющий наблюдаемое в экспериментах на токамаках по-
явление сателлитов ГАМ. Взаимодействие собственных мод существенно различных частот приводит к
модуляции амплитуды колебаний ГАМ на частоте колебаний ЗТ, что проявляется в спектре колебаний
в виде двух боковых гармоник вблизи частоты ГАМ. Частоты указанных гармоник отвечают сумме и
разности частот ГАМ и ЗТ. Триггером эффекта служит стационарное тороидальное вращение плазмы.

DOI: 10.31857/S0370274X24110039, EDN: IICDOQ

Геодезические акустические моды (ГАМ) отно-
сятся к числу наиболее активно исследуемых яв-
лений современной физики плазмы [1]. ГАМ реги-
стрируются практически на всех ведущих токамаках
в виде полоидально и тороидально симметричных
(m = 0, n = 0) колебаний электрического потенциала
плазмы на частоте ∼ 20 кГц, сопровождаемых полои-
дально асимметричными (m = 1) колебаниями плот-
ности плазмы. При этом движение плазмы происхо-
дит вдоль магнитных поверхностей токамака, что от-
носит ГАМ к высокочастотной ветви зональных те-
чений2). Тем не менее считается, что такие колебания
играют существенную роль в физике турбулентного
переноса [2]. В плазме зачастую присутствуют и от-
носительно низкочастотные зональные течения, ко-
торые представляют собой довольно универсальный
физический процесс, наблюдаемый, в том числе, в
атмосферах планет солнечной системы [3].

Наиболее универсальным методом диагностики
ГАМ является зондирование плазмы пучком тяжe-
лых ионов [4–8]. Этой диагностикой ГАМ регистри-
руется как согласованные колебания электрического
потенциала и концентрации электронов, наряду с ко-
торыми могут обнаруживаться также и магнитные
флуктуации плазмы [9]. В ряде экспериментов для

1)e-mail: Sorokina_EA@nrcki.ru
2)Здесь и ниже под зональными течениями понимаем коле-

бательное движение плазмы вдоль магнитных поверхностей
(компоненты смещения и макроскопической скорости плазмы
в нормальном к поверхностям направлении отсутствуют), от-
деляя его от стационарного (в том числе дифференциального)
вращения.

регистрации ГАМ используются и другие средства,
такие как корреляционная и допплеровская рефлек-
тометрия, обратное рассеяние, ленгмюровские зон-
ды [10–14]. Магнитная компонента ГАМ может быть
обнаружена посредством использования магнитных
зондов [15].

Отметим, что хотя ГАМ как магнитогидродина-
мическое (МГД) колебание затрагивает возмущения
целого набора физических величин, его отличитель-
ной чертой является доминирующее колебание элек-
трического потенциала. Поэтому в настоящей работе
мы, следуя теории классических ГАМ, ограничива-
емся электростатическим приближением.

Систематические исследования с использовани-
ем диагностики пучком тяжeлых ионов на токама-
ке Т-10 [12, 16–18] позволили установить, что в ря-
де разрядов в спектре колебаний потенциала плазмы
вблизи теоретически рассчитанной частоты ГАМ на-
блюдаются два амплитудных пика, разделeнные ин-
тервалом ∼ 5 кГц; для более высокочастотного пика
авторы использовали термин сателлит.

Базовая теория сплошного спектра ГАМ [19] не
объясняет данный эффект, предсказывая наличие
лишь одной моды с частотой ωGAM = ωs

√

2 + 1/q2,
где ωs – частота звука, q – коэффициент запаса
устойчивости.

Стационарное вращение плазмы оказывает суще-
ственное влияние на еe параметры. Даже чисто то-
роидальное вращение приводит к тому, что в равно-
весии давление плазмы не является функцией маг-
нитной поверхности p 6= p(Ψ), т. е. плазма оказыва-
ется стратифицирована по полоидальному углу. В
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этом случае возмущение скорости в полоидальном
направлении приводит к появлению колебаний ко-
нечной частоты [20, 21] – так называемому низко-
частотному зональному течению (ниже, для кратко-
сти, ЗТ). В результате в спектре колебаний вращаю-
щейся плазмы присутствуют две собственные моды:
высокочастотная (ВЧ) ГАМ и низкочастотное (НЧ)
ЗТ. Частота ЗТ связана со скоростью стационарно-
го вращения плазмы и обращается в нуль при его
отсутствии.

К формированию ЗТ могут приводить и иные эф-
фекты, в том числе дрейфовые [22], анизотропия дав-
ления плазмы [23, 24] и др.

На существование ЗТ имеются прямые указания
в экспериментах [25], хотя их экстремально низкая
частота существенно затрудняет возможность досто-
верной идентификации моды по сравнению с той же
ГАМ. На токамаке Т-10 систематические исследо-
вания ЗТ не проводились, однако опубликованные
спектрограммы колебаний электрического потенци-
ала плазмы в ряде разрядов [26] отчeтливо демон-
стрируют наличие амплитудного пика колебаний в
районе ∼ 2 кГц, который естественно ассоциировать с
ЗТ. Присутствие ЗТ в плазме Т-10 также обнаружи-
вают средства корреляционной рефлектометрии [12].

В настоящей работе показано, что наблюдаемая
экспериментально “двугорбость” спектра ГАМ (на-
личие сателлита) является естественным следствием
нелинейного взаимодействия собственных мод потен-
циальных колебаний плазмы, ГАМ и ЗТ. Для такого
взаимодействия существенными факторами оказы-
ваются кривизна магнитного поля и наличие стаци-
онарного тороидального вращения плазмы. Первый
приводит к зацеплению колебаний электрического
потенциала и давления плазмы, формируя ГАМ, а
второй обеспечивает ненулевую частоту ЗТ.

Рассматриваемые колебания традиционно описы-
ваются стандартной системой МГД-уравнений (ис-
пользуется система единиц СГС, c – скорость света):

ρ
∂v

∂t
+ ρ(v · ∇)v = −∇p+ 1

c
[j × B], (1)

∂ρ

∂t
+ div(ρv) = 0, (2)

∂p

∂t
+ γpdivv + v · ∇p = 0, (3)

div j = 0, (4)

[v × B] = c∇φ. (5)

Уравнение (1) есть уравнение движения плазмы,
уравнения (2), (3) – уравнения непрерывности и
адиабаты с показателем γ, (4) – условие квазиней-
тральности. Последнее уравнение (5) отражает элек-

тростатический характер рассматриваемых возму-
щений. Используются стандартные обозначения: ρ –
плотность плазмы, p – давление, φ – потенциал элек-
трического поля, v – скорость, j – плотность тока,
B – магнитное поле, возмущениями которого прене-
брегается.

Любую величину f(r, t) = {p, ρ, φ,v, j} в уравне-
ниях (1)–(5) представим в виде комбинации еe ста-
ционарной (равновесной) части и возмущeнной ча-
сти, зависящей от времени: f(r, t) = f0(r) + f ′(r, t).
Интересующие нас возмущения в дальнейшем будем
представлять в виде суперпозиции колебаний ГАМ и
ЗТ:

f ′ = f ′GAM + f ′ZF. (6)

Независящая от времени часть уравнений (1)–
(5) описывает равновесие плазмы. В дальнейшем,
следуя классическому подходу В. Д. Шафранова [27],
будем использовать смешанное представление маг-
нитного поля B = F (Ψ)∇ϕ + [∇Ψ × ∇ϕ], где Ψ –
метка магнитной поверхности, F – функция полои-
дального тока. Поле скоростей тороидально враща-
ющейся плазмы представляем в стандартном виде
v0 = R2Ω(Ψ)∇ϕ, где Ω – угловая частота враще-
ния. Полоидальная неоднородность давления плаз-
мы, вызванная вращением, описывается уравнением
[28–31]:

(

∂p0
∂R

)

Ψ

− ρ0Ω
2R = 0. (7)

Здесь и далее используются цилиндрическая система
координат {R, ϕ, z} (ϕ – тороидальный угол), свя-
занная с геометрическим центром тора, и полярные
координаты {r, θ} (θ – полоидальный угол) в сечении
ϕ = const, связанные с магнитной осью.

Ориентируясь, главным образом, на измерения,
проведeнные на установке Т-10, рассмотрим магнит-
ную конфигурацию с круглыми концентрическими
магнитными поверхностями

Ψ = Ψ(r) =
Bar

2

2q(r)
,

где Ba – поле на магнитной оси токамака, считая
параметр r/R0 (R0 – большой радиус токамака) ма-
лым.

Решение уравнения (7) удобно искать в виде

p0 = ρα0Π(Ψ),

где Π(Ψ) – некая функция магнитной поверхности,
а α – параметр, определяющий тип динамического
равновесия плазмы [31, 32]. Значение α = γ соот-
ветствует равновесию с изоэнтропными магнитными
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поверхностями, при α→ ∞ функцией магнитной по-
верхности является плотность, а при α = 1 – темпе-
ратура плазмы.

Тогда из уравнения (7) следуют выражения,
описывающие зависимость давления и плотности
плазмы от полоидального угла, которые в первом по-
рядке разложения по r/R0 имеют вид:

p0 = p̄0(r)

(

1 +
r

R0
γM2 cos θ

)

,

ρ0 = ρ̄0(r)

(

1 +
r

R0

γ

α
M2 cos θ

)

. (8)

Здесь p̄0 и ρ̄0 – средние на магнитной поверхности
величины давления и массовой плотности плазмы,
соответственно; ωs =

√

γp̄0/ρ̄0/R0 – рассчитанная по
ним частота звука, M = Ω/ωs – тороидальное число
Маха.

Неоднородность магнитного поля в том же при-
ближении даeтся выражением

B = Ba

(

1− r

R0
cos θ

)

. (9)

Нестационарная часть уравнений (1)–(5)
описывает динамику ГАМ и ЗТ. Из уравнения
(5) следует, что потенциал электрического поля
постоянен на магнитной поверхности токамака,
φ′ = φ′(Ψ), а возмущение скорости имеет вид

v′ =
B

B2
(Bv′‖ − cFA) + cR2A∇ϕ, (10)

где A(Ψ) ≡ dφ′/dΨ обозначает величину, пропорцио-
нальную амплитуде колебаний электрического поля,
v′‖ – возмущение продольной скорости плазмы.

Уравнения, описывающие динамику плотности,
давления и продольной скорости ГАМ и ЗТ, после
подстановки выражения для возмущeнной скорости
(10) в уравнения (2), (3) и в продольную проекцию
уравнения движения (1) имеют вид:

∂ρ′

∂t
+
ρ0
B

B · ∇v′‖ − cFAB · ∇ ρ0
B2

=
cFA

B2
B · ∇ρ′, (11)

∂p′

∂t
+
γp0
B

B · ∇v′‖ − cFA×

×
(

γp0B · ∇ 1

B2
+

1

B2
B · ∇p0

)

=
cFA

B2
B · ∇p′, (12)

∂v′‖
∂t

+
B · ∇p′
Bρ0

− cΩA

B
B · ∇R2 =

cFA

B2
B · ∇v′‖. (13)

Левые части уравнений (11)–(13) содержат линей-
ные по амплитуде возмущений слагаемые, a правые

части – квадратичную нелинейность, рассмотрением
которой мы ограничиваемся в настоящей работе.

Для анализа уравнения квазинейтральности
представим возмущeнную плотность тока в виде
суммы поперечной и продольной к магнитному полю
компонент: j′ = j′⊥ + Bj′‖/B. Тогда уравнение (4)
принимает вид:

div j′⊥ + B · ∇
j′‖
B

= 0. (14)

Для произвольной функции координат и време-
ни f(r, t) введeм операцию усреднения по магнитной
поверхности,

< f >=

∮

Jfdθdϕ
∮

Jdθdϕ
,

где J = ([∇Ψ × ∇ϕ] · ∇θ)−1 – якобиан перехода от
координат {R, ϕ, z} к координатам {Ψ, ϕ, θ}.

Тогда с использованием известных тождеств:
<B · ∇f> = 0 и <div a> = d<a·∇Ψ>/dΨ (a – произ-
вольный вектор) – уравнение (14) приводит к усло-
вию d(

∮

J(j′ · ∇Ψ)dθ)/dΨ = 0.

Для описания локализованных мод сплошного
спектра потребуем равенство нулю самого интегра-
ла, стоящего под производной d/dΨ. Выражая по-
перечную компоненту плотности тока из [B × ∇Ψ]-
проекции уравнения (1), имеем

∮

[

p′B · ∇ 1

B2
+
cρ0|∇Ψ|2
FB2

∂A

∂t
+

+
Ω

B2
(B · ∇R2)

(

Ωρ′

2
+
ρ0v
′
‖

R

)]

dθ = 0. (15)

Уравнения (11)–(13) и (15) составляют замкнутую
систему для описания ГАМ и ЗТ.

В дальнейшем удобно исключить возмущения v′‖
и ρ′ и свести систему уравнений (11)–(13), (15) к
двум связанным уравнениям, описывающим зацеп-
ление возмущений давления и электрического поля:

∂2p′

∂t2
− ω2

sR
2

B2
B · ∇(B · ∇p′) + γp0cΩA

B2
B · ∇(B · ∇R2)−

−cF ∂A
∂t

(

γp0B · ∇ 1

B2
+

1

B2
B · ∇p0

)

=

=
cF

B2

(

2AB · ∇∂p′

∂t
+
∂A

∂t
B · ∇p′

)

− c2R2A2×

×
(

γp0B · ∇(B · ∇ 1

B2
) +

1

B2
B · ∇(B · ∇p0)

)

, (16)
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∮

[

∂2A

∂t2
+

Ω2R2

2|∇Ψ|2A(B · ∇R2)×

×
(

B · ∇ρ0
ρ0

− B · ∇p0
γp0

+
2B · ∇R2

R2

)

+
1

cρ0|∇Ψ|2×

×
(

FB2 ∂p
′

∂t
B · ∇ 1

B2
+ (B · ∇R2)×

×
(

FΩ2

2R2ω2
s

∂p′

∂t
− ΩB · ∇p′

))

−

−ΩF

γp0

(B · ∇R2)

|∇Ψ|2
(

A
∂p′

∂t
−

− cFA2

B2

(

B · ∇p0 + γp0B
2B · ∇ 1

B2

))

]

dθ = 0. (17)

В линейном приближении совместное решение
уравнений (16), (17) определяет частоты двух неза-
висимых ветвей колебаний, амплитуды которых в
рамках данного приближения, разумеется, не опре-
делены.

Поскольку частота ЗТ существенно ниже частоты
ГАМ, будем полагать, что наличие ЗТ в силу нели-
нейности приведeт к медленному изменению ампли-
туды ГАМ. Таким образом, будем искать решение
уравнений (16), (17) в виде

p′ = P (t) exp(−iωt), A = Ā(t) exp(−iωt),

где ω – частота моды, P и Ā – амплитуды колеба-
ний давления и электрического поля соответственно,
причeм

∂P

∂t
≪ ωP,

∂Ā

∂t
≪ ωĀ. (18)

Тогда исходные уравнения разбиваются на “быст-
рые” и “медленные” части; при этом “быстрые” урав-
нения определяют частоты собственных мод, а “мед-
ленные” – изменение амплитуд мод под влиянием
нелинейных слагаемых.

“Быстрые” уравнения совпадают с уравнениями
линейной теории. Условие их совместности приводит
к известному дисперсионному уравнению

ω4−ω2
sω

2

(

2 +
1

q2
+ 4M2 +

γM4

2α

)

+ω4
s

γ − α

α

M4

2q2
= 0,

(19)
впервые полученному в аналогичном виде в работе
[32] и впоследствии верифицированному при анали-
зе глобальных мод ГАМ и ЗТ в [33, 34].

Дисперсионное уравнение (19) имеет два корня,
бо́льший из которых соответствует ГАМ, а мень-
ший – ЗТ:

ω2
GAM

ZF
=
ω2
s

2

{

2 +
1

q2
+ 4M2 +

γM4

2α
±

±

√

(

2 +
1

q2
+ 4M2 +

γM4

2α

)2

− γ − α

α

2M4

q2

}

. (20)

В линейном приближении ГАМ устойчива. Нали-
чие стационарного тороидального вращения плазмы
приводит к модификации частоты ГАМ; при M = 0

выражение (20) переходит в стандартный закон дис-
персии ωGAM = ωs

√

2 + 1/q2.
ЗТ устойчиво и обладает конечной частотой, если

α < γ, и апериодически неустойчиво в обратном слу-
чае [35]. При M → 0 частота ЗТ стремится к нулю
∼M2:

ωZF ≈ ωsM
2

q
√

2 + 1/q2

√

γ − α

2α
. (21)

В вырожденном случае изоэнтропных магнитных по-
верхностей (α = γ) частота ЗТ равна нулю, как и в
стационарной плазме.

Далее исследуем влияние нелинейных эффектов
на временну́ю динамику амплитуды ГАМ, описыва-
емую “медленными” частями уравнений (16), (17).
Разделим возмущения электрического поля и давле-
ния плазмы на возмущения типа ГАМ и ЗТ согласно
(6); при этом в нелинейных слагаемых учтeм взаимо-
действие ГАМ–ЗТ, но пренебрежeм самовоздействи-
ем моды, т.e. слагаемыми ∼ Ā2

GAM. Итоговое уравне-
ние для ĀGAM имеет вид

∂ĀGAM

∂t
= iνĀGAMAZF, (22)

где ωGAM, ωZF – собственные частоты (20), a

ν =
cM

q2
ω3
s(1 +M2/2)

2ω2
GAM − ω2

s(1 +M2/2)2
×

×
[

4ωGAM + ωZF

ω2
GAM − ω2

s/q
2
+

3ωGAM + 2ωZF

ω2
ZF − ω2

s/q
2

]

– коэффициент нелинейного взаимодействия ГАМ
и ЗТ. Условие слабой нелинейности (18) имеет вид
η = |νAZF/ωGAM| ≪ 1.

Правая часть уравнения (22) пропорциональна
произведению амплитуд колебаний электрического
поля ГАМ и ЗТ, а также частоте стационарного вра-
щения плазмы. Таким образом, в отсутствие стаци-
онарного вращения моды не взаимодействуют, и ам-
плитуда ГАМ постоянна.

Рассмотрим случай устойчивого ЗТ конечной
частоты, реализующийся при γ > α. Будем решать
уравнение (22) итерационно, используя в его пра-
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вой части амплитуды линейных мод, не зависящие
от времени: ĀGAM = A0

GAM = const и

AZF(t) = A0
ZF cos(ωZFt), A0

ZF = const. (23)

Постоянство амплитуды ЗТ оправдано сильным вза-
имодействием зональных течений с дрейфовой тур-
булентностью в реальных условиях эксперимента
[36], что делает их огромным энергетическим резер-
вуаром.

Итоговое выражение, описывающее колебания
электрического поля ГАМ переменной амплитуды,
имеет вид:

AGAM(t) = A0
GAM(1 + k cos(ωZFt)) cos(ωGAMt), (24)

где

k =
cqA0

ZF

ωsM

√

2α

γ − α

(2 + 1/q2)(3 − 2/q2)

(3 + 2/q2)
.

Для большей наглядности мы приводим упрощeнное
выражение для коэффициента k, справедливое для
дозвуковых скоростей вращения плазмы, M < 1. Ко-
эффициент k связан с постоянной взаимодействия ν
и параметром нелинейности η соотношениями: k =

= −νA0
ZF/ωZF, η = |kωZF/ωGAM|.

Последнее слагаемое в (24) можно переписать в
виде 0.5 (cos(ωGAM − ωZF)t+ cos(ωGAM + ωZF)t). Та-
ким образом, амплитудно-модулированное колебание
ГАМ представляет собой сумму трех колебаний с
частотами ωGAM, ωGAM + ωZF и ωGAM − ωZF. На
языке радиотехники колебание на частоте ωGAM яв-
ляется несущим. Две остальные частоты называют-
ся боковыми частотами, или спутниками (сателлита-
ми). Амплитуда каждого спутника равна kA0

GAM/2.
Коэффициент k определяет глубину модуляции. Он
пропорционален амплитуде ЗТ, а именно, отношению
возмущения тороидальной скорости E × B-дрейфа
к скорости звука и обратно пропорционален торои-
дальному числу Маха. Даже при слабой нелинейно-
сти, характеризуемой параметром η, k может быть
заметной величиной, особенно при небольших (до-
звуковых) скоростях тороидального вращения. По-
скольку частота ЗТ пропорциональна квадрату чис-
ла Маха, при стремлении стационарной скорости
вращения к нулю эффект модуляции будет пропа-
дать, несмотря на усиление коэффициента, характе-
ризующего глубину модуляции. Так же сателлиты
ГАМ естественным образом пропадают при стрем-
лении к нулю амплитуды ЗТ.

Для сравнения с экспериментом удобно перепи-
сать параметр k, определяющий глубину модуляции,
через отношение электрических полей, связанных с

ЗТ, E′ZF, и со стационарным вращением плазмы, E0.
Для определeнности далее рассмотрим равновесие, в
котором магнитные поверхности являются изотерма-
ми, т. е. α = 1, γ = 5/3, считая при этом 1/q2 ≪ 1.
Тогда k ≈ 2

√
3qE′ZF/E0.

На рисунке 1 приведены экспериментально из-
меренные спектры колебаний электрического потен-
циала в плазме Т-103) в омической стадии разря-
да (рис. 1a) и в стадии разряда с комбинирован-
ным (центральным и нецентральным) ЭЦР-нагревом
плазмы (рис. 1b) [26]. В омической стадии выделя-
ются два пика вблизи частоты ГАМ (f ≈ 19 кГц и
f ≈ 23 кГц). На рисунке 1a также отчeтливо виден
дополнительный максимум в районе 2 кГц, который,
по нашей гипотезе, соответствует ЗТ. Режим с мощ-
ным дополнительный нагревом характеризуется на-
личием одного пика на частоте f ≈ 24 кГц (рис. 1b).
Конечная ширина спектров обусловлена ограничен-
ным по времени измерением цуга сигнала ГАМ – см.
[39, 40].

Простое сопоставление рис. 1a и b демонстрирует
очевидную корреляцию наличия сателлита с присут-
ствием ЗТ.

Наблюдаемая картина описывается предложен-
ной моделью. На рисунке 2 представлен рассчитан-
ный спектр мощности сигнала колебаний электриче-
ского поля плазмы A(t) = AGAM + AZF, где AGAM

определяется уравнением (24), а AZF – уравнением
(23). Частоты мод определены данными эксперимен-
тов: на рис. 2a fGAM = 21 кГц, fZF = 2 кГц; на рис. 2b
fGAM = 24 кГц, fZF ≈ 0. Частота дискретизации
в обоих расчeтах – 200 кГц. Для сопоставления с
экспериментом анализируется сигнал конечной дли-
ны в 1.5мс с наложением окна Кайзера с парамет-
ром 22.8. Точками на рис. 2 показан спектр мощно-
сти, полученный путeм Фурье-преобразования “иде-
ального” гармонического сигнала бесконечной длины
без умножения на функцию окна. Амплитуда зональ-
ного течения выбрана равной A0

ZF = 0.8A0
GAM; q = 2.

Будем полагать, что в омическом режиме ве-
личина электрического поля, связанного со стаци-
онарным вращением плазмы, превышает поле ЗТ,
E′ZF/E0 = −0.55, что соответствует k = −3.8 (η =

= 0.36). Спектр мощности соответствующего сигна-
ла, представленный на рис. 2а, помимо низкочастот-
ного максимума, связанного с ЗТ, демонстрирует на-
личие двух пиков на частотах fGAM − fZF = 19 кГц

3)Большой радиус токамака Т-10 – R0 = 1.5м, малый ра-
диус – a = 0.3м; представлены результаты измерений в цен-
тральной части плазменного шнура r/a ∼ 0.3−0.4 (см. [37, 38]
о возможности диагностики центральной области плазмы в
токамаке Т-10 пучком тяжелых ионов)
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Рис. 1. Спектр мощности колебаний потенциала плазмы на токамаке Т-10 в омической стадии разряда (a) и в стадии
разряда с комбинированным ЭЦР-нагревом (b). Рисунки воспроизведены с разрешения автора [26]

Рис. 2. (Цветной онлайн) Спектр мощности колебаний сигнала A(t) = AGAM + AZF, рассчитанный с помощью урав-
нений (23) и (24) при: (a) – E′

ZF/E0 = −0.55, fGAM = 21 кГц, fZF = 2 кГц; (b) – E′

ZF/E0 = 1.65, fGAM = 24 кГц,
fZF = 0.2 кГц. Сплошная линия отвечает спектру мощности сигнала конечной длины (моделирование эксперимента),
точки – спектру мощности “идеального” сигнала

и fGAM + fZF = 23 кГц. Помимо этого, в модельном
спектре также присутствует несущая частота ГАМ
fGAM = 21 кГц, однако за счeт перекрытия сигна-
лов конечной ширины и близких частот пик ГАМ не
наблюдается. Описанная картина идентична экспе-
риментальной – ср. рис. 1a и 2a.

По мере нагрева плазмы в токамаке Т-10 проис-
ходит существенное снижение величины стационар-
ного электрического поля в плазме и даже измене-
ние его направления [26, 41]. Поэтому для второго
расчeта будем полагать E′ZF/E0 = 1.65, что соот-
ветствует трeхкратному снижению скорости стаци-
онарного вращения плазмы по сравнению с омиче-
ской фазой. Соответствующие результаты расчeта c
k = 11.4 (η = 0.1) представлены на рис. 2b. Ввиду ма-
лости M частота ЗТ близка к нулю, fZF = 0.2 кГц.
В результате частоты ГАМ и сателлитов не разре-
шаются – вблизи частоты ГАМ наблюдается единый
пик – ср. с рис. 1b.

Резюмируем, что предложенный механизм нели-
нейного взаимодействия ВЧ (ГАМ) и НЧ (ЗТ) мод
зональных течений в плазме токамака, приводя-
щий к амплитудной модуляции ГАМ на частоте ЗТ,
объясняет наличие двух пиков в спектре колеба-
ний электрического потенциала плазмы, наблюдае-
мое посредством измерений пучком тяжeлых ионов.
Частотный сдвиг между пиками ГАМ равен удвоен-
ной частоте ЗТ. При этом как сила межмодового вза-
имодействия, так и частота ЗТ определяются скоро-
стью стационарного вращения плазмы.

Наблюдаемая картина спектра существенно за-
висит не только от глубины модуляции и частоты
взаимодействующих мод, но и от разрешения сигна-
ла. При увеличении разрешения, помимо наблюде-
ния сателлитов, следует ожидать появление в спек-
тре центрального пика на несущей частоте ГАМ.
Кроме того, влияние на спектр колебаний способны
оказывать фазовые соотношения между ГАМ, ЗТ и

Письма в ЖЭТФ том 120 вып. 9 – 10 2024



Трансформация геодезической акустической моды. . . 673

направлением стационарного вращения плазмы. Так,
учeт синусных гармоник в (24) приводит к различию
амплитуд пиков сателлитов (см. рис. 1a).

Таким образом, можно заключить, что экспери-
менты по наблюдению ГАМ в токамаках демонстри-
руют классический механизм нелинейного взаимо-
действия ВЧ и НЧ мод. Аналогичные явления из-
вестны в различных областях физики и свойствен-
ны, например, плазменным разрядам [42], механиче-
ским колебаниям консольных балок и пластин [43–
45], оптомеханическим системам [46] и др.

Отметим, что хотя сам результат рождения са-
теллитов при взаимодействии собственных мод суще-
ственно различных частот хорошо известен в теории
нелинейных колебаний [47], особенностью ГАМ яв-
ляется отсутствие дисперсии, поэтому стандартные
рассуждения в терминах параметрических резонан-
сов к ней неприменимы. Сателлиты ГАМ не являют-
ся собственными модами, поэтому возможность по-
следовательной генерации высших гармоник, харак-
терной для процесса параметрического возбуждения
[48], требует отдельного рассмотрения.

Автор благодарит В. И. Ильгисониса за идею рас-
смотрения взаимодействия НЧ и ВЧ собственных
мод зональных течений в качестве причины наблю-
дения сателлитов ГАМ.
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Для двумерной жидкости Юкавы впервые рассматриваются различные свойства кристаллических
кластеров (т.е. кластеров, состоящих из частиц с 6-ю ближайшими соседями). Свойства таких клас-
теров рассматриваются в широком диапазоне температур, начиная с расплава. С ростом температуры
наблюдается медленное падение концентрации кристаллических частиц (которые заметно превалируют
в расплаве) и рост концентрации дефектов, что приводит к образованию в рассматриваемой двумерной
жидкости крупных кластеров, состоящих из дефектов и к деградации крупных кристаллических клас-
теров. При этом в узком температурном диапазоне резко меняется их характерный размер и форма.
Проводится сравнительный анализ кристаллических кластеров с кластерами, состоящих из топологиче-
ских дефектов, получены их распределения по размерам и другие структурные характеристики.

DOI: 10.31857/S0370274X24110049, EDN: LAEGVB

Поведение двумерных систем – одна из важней-
ших проблем физики конденсированного состояния.
Двумерные и квазидвумерные системы интенсивно
исследуются начиная с пионерских теоретических
работ [1–6], за которые Костерлицу и Таулессу бы-
ла вручена Нобелевская премия по физике за 2016 г.
В подавляющем большинстве таких работ основное
внимание уделяется механизму и свойствам фазового
перехода “кристалл–жидкость” в разных двумерных
системах и физике образования и свойствам проме-
жуточной (между кристаллом и жидкостью) гекса-
тической фазы (например, [7–14]).

Свойства же двумерной жидкости, особенно жид-
кости вдали от кривой плавления изучены намного
хуже [15]. Известно [16, 17], что в расплавах двумер-
ных плотно упакованных систем (таких как, напри-
мер, кулоновские системы, модельные системы Юка-
вы, мягкие и твердые сферы и др.) содержится око-
ло 80 % кристаллических частиц (т.е. частиц с 6-ю
ближайшими соседями), доля которых медленно (ло-
гарифмически) падает с ростом температуры. Это
является фундаментальным отличием таких систем
от трехмерных систем с плотной упаковкой (в рас-
плавах которых доля кристаллических атомов ни-
чтожно мала). Это обстоятельство в значительной
степени определяет физические свойства двумерных
жидкостей [18].

1)e-mail: klumov@ihed.ras.ru

В настоящей работе изучаются свойства кристал-
лических кластеров и кластеров, состоящих из де-
фектов в двумерной плотно упакованной жидкости.
Отметим, что двумерные системы с плотной упаков-
кой имеют в твердотельном состоянии треугольную
(гексагональную) решетку. Здесь, в качестве при-
мера, используется модельная система с отталкива-
тельным потенциалом Юкавы (Дебая–Хюккеля); та-
кие системы часто используется для описания дву-
мерной и трехмерной коллоидной и комплексной
(пылевой) плазмы (например, [19–21]). Парное вза-
имодействие частиц в системе Юкавы описывается
потенциалом:

U(r) = (Q/r) exp(−r/λ), (1)

где Q – заряд частицы (заряд и масса всех микроча-
стиц считаются одинаковыми), а λ – длина экраниро-
вания. Известно, что фазовое состояние такой систе-
мы описывается двумя параметрами – параметром
неидеальности Γ = Q2×exp(−κ)/(TD) и параметром
экранировки κ = D/λ, где D – среднее межчастич-
ное расстояние в системе, а T – температура частиц.
В настоящей работе основным инструментом получе-
ния жидкостных конфигураций атомов является ме-
тод классической молекулярной динамики, реализо-
ванный для канонического ансамбля (NVT) с термо-
статом Нозе–Хувера (Nose–Hoover) и периодически-
ми граничными условиями [22]. Типичное число мик-
рочастиц в исследуемой двумерной жидкости поряд-
ка Np ∼ 105, что заметно выше современных экспе-
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риментальных возможностей, но дает необходимую
статистику для описания дефектов и кристалличе-
ских частиц в системе и кластеров, из них состоящих.

При нулевой температуре двумерная система
Юкавы при всех значениях параметра экранировки
κ представляет из себя кристалл с треугольной (гек-
сагональной решеткой) и 6-ю ближайшими соседя-
ми у каждого атома, которые расположены в вер-
шинах правильного шестиугольника. При конечной
температуре в такой системе появляются топологи-
ческие дефекты, в которых число ближайших со-
седей отличается от шести. Ближайшие соседи для
двумерных систем легко определяются с помощью
метода Вороного [23], при котором двумерное про-
странство, занятое частицами, разбивается на мно-
гогранники, а каждой частице системы соответству-
ет выпуклый многоугольник, число сторон которо-
го равно числу ближайших соседей nnb. Все части-
цы с числом nnb 6= 6 считаются дефектными, а с
nnb = 6 – кристаллическими. Концентрации таких
частиц являются важной характеристикой фазово-
го состояния двумерной системы [24, 25]. При моде-
лировании происходило плавление двумерного кри-
сталла, и полученный равновесный расплав (для его
получения использовалось примерно 107 временных
шагов) использовался в качестве начальной конфи-
гурации жидкости [16], которая нагревалась затем до
температур T ≃ 10Tm, где Tm – температура плавле-
ния системы. Для количественного описания систе-
мы удобно использовать приведенную температуру
T ∗ ≡ T/Tm, которая при моделировании менялась
от 1 до 10. Недавно [17] было показано, что распре-
деление дефектов по размерам и их концентрация в
двумерной жидкости Юкавы не зависят от парамет-
ра экранировки κ, а определяются только значением
приведенной температуры T ∗ (т.е. указанные харак-
теристики являются универсальными при заданной
T ∗). Это позволяет, исследуя кластеризацию дефек-
тов и кристаллитов, ограничиться при моделирова-
нии одним значением κ. Здесь все представленные
результаты моделирования относятся к случаю, ко-
гда параметр экранировки κ = 1.

На рисунке 1 показаны зависимости от приведен-
ной температуры T ∗ таких важных характеристик
двумерной жидкости, как полная концентрация nd

дефектных частиц (т.е частиц с nnb 6= 6), концентра-
ция дефектов, входящих в дислокации (в пары 5–7,
которые состоят из двух частиц с 5-ю и 7-ю ближай-
шими соседями), и концентрация ncr кристалличе-
ских частиц (так называемых 6-fold atoms с nnb = 6).
Видно, что с ростом температуры концентрация де-
фектных частиц медленно (логарифмически) и мо-

Рис. 1. (Цветной онлайн) Двумерная жидкость Юка-
вы на разных расстояниях от линии плавления (в
единицах приведенной температуры T ∗ = T/Tm, где
Tm – температура плавления). Представлены относи-
тельные концентрации nd всех дефектных частиц (т.е.
частиц с числом ближайших соседей nnb 6= 6) (синяя
кривая), дефектных частиц, входящих в дислокации
(в пары из дефектов 5–7) (красная кривая), кристал-
литов – частиц с 6-ю ближайшими соседями (Nnb = 6)
(зеленая кривая) и “хороших” кристаллитов – частиц, у
которых nnb = 6 и у центральной частицы и у всех 6-ти
ближайших соседей (оливковая кривая, обсуждается в
тексте). С ростом температуры концентрация дефект-
ных частиц медленно (логарифмически) растет, а кон-
центрация кристаллитов соответственно падает. Вид-
но, что до T ∗ ∼ 6 в системе доминируют кристалли-
ты (а среди дефектных частиц − частицы, входящие в
дислокации 5–7; можно также показать, что при T ∗ ≥ 2

появляются также точечные дефекты с nnb = 4, 8, но
их доля относительно мала). Представленные кривые
универсальны в рассмотренном диапазоне температур
T ∗ и не зависят от параметра экранировки κ

нотонно растет – при изменении T ∗ от 1 до 10, кон-
центрация nd меняется относительно мало от при-
мерно 0.2 до 0.5, что является следствием размер-
ности системы. Концентрация же кристаллических
частиц ncr монотонно спадает с ростом T ∗, выходя
на степенной спад при T ∗ > 2 и сравниваясь с nd

при T ∗ ≃ 6 (а с концентрацией дефектных частиц в
дислокациях при T ∗ ≃ 7). При T ∗ < 2 ключевыми
дефектными частицами в такой жидкости являют-
ся частицы, входящие в дислокации, при более вы-
соких температурах за счет диссоциации кластеров
из дефектов появляются точечные дефекты (можно
показать, что доминируют дефекты с nnb = 4 и 8).

Дополнительно к кристаллическим части-
цам здесь вводится важное понятие – “хороший”
кристаллит, которым называется частица с 6-ю
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Двумерная жидкость Юкавы при разных приведенных температурах T ∗ = T/Tm, где Tm –
температура плавления. Показано пространственное распределение кластеров из дефектов (верхняя панель, (a)–(d))
и кристаллитов (нижняя панель, (e)–(h)) при T ∗ = 1 ((a), (e)), T ∗ = 3 ((b), (f)), T ∗ = 4 ((c), (g)) и T ∗ = 5 ((d),
(h)) соответственно. Цвет каждого кластера определяется числом N входящих в него частиц и меняется от синего к
красному при увеличении N . В расплаве (T ∗ = 1) кластеры из дефектов относительно небольшие (здесь показаны
только кластеры с N > 10), а кристаллический кластер один и включает практически все кристаллические части-
цы системы. С ростом температуры наблюдается аггломерация дефектов (в основном дислокаций) в более крупные
кластеры с образованием при T ∗ ≃ 5 одного крупного кластера. Кристаллические кластеры проявляют обратную
тенденцию: крупный кластер деградирует и разрушается с образованием более мелких кластеров. Отметим, что при
T ∗ ≃ 5 ((d), (h)) концентрации дефектных и кристаллических частиц примерно одинаковы при качественно разном
виде соответствующих кластеров

ближайшими соседями, у которой дополнительно
все 6 соседних частиц также являются кристалли-
ческими (т.е. с nnb = 6). Концентрация ng

cr таких
частиц показана на рис. 1 (оливковая кривая),
хорошо видно, что ng

cr спадает с ростом T ∗ гораз-
до сильнее, чем концентрация кристаллических
частиц ncr. Отметим, что в расплаве (жидкости
вблизи линии плавления) большая часть (около
75 %) кристаллических частиц входит в состав
“хороших” кристаллитов, поведение кластеров из
таких кристаллитов будет обсуждаться ниже, а
сначала обсудим свойства кластеров, состоящих из
дефектных частиц и из кристаллических.

В двумерном расплаве системы Юкавы дефект-
ных частиц примерно 20 %, среди них доминируют
дислокации [17, 24], доля аггломератов (т.е. круп-
ных кластеров) невелика, но с ростом температуры
дислокации объединяются и образуют более крупные
кластеры из дефектов. Алгоритм поиска всех час-
тиц, входящих в рассматриваемый кластер, являет-
ся довольно сложным [24] и здесь приводятся толь-
ко результаты его применения. Отметим, указанный

метод успешно использовался при описании твер-
дотельных кластеров, образующихся при охлажде-
нии ряда многокомпонентных трехмерных распла-
вов [26, 27]. Многообразие крупных кластеров обо-
их рассматриваемых видов иллюстрирует рис. 2, на
котором показано, как в двумерной жидкости Юка-
вы при разных температурах выглядят кластеры, со-
стоящие как из дефектных частиц (верхняя панель),
так и из кристаллических (нижняя панель). Час-
тицы, принадлежащие одному и тому же кластеру,
выделены отдельным цветом, который определяется
числом частиц N , входящих в кластер, и меняется
от синего цвета к красному при увеличении разме-
ра кластера (числа N). Видно, что в расплаве (при
T ∗ ≃ 1) кластеры из дефектов относительно неболь-
шие (на рис. 2a показаны только кластеры с N > 10),
а кристаллический кластер один и включает практи-
чески все кристаллические частицы системы. С рос-
том температуры наблюдается объединение дефек-
тов (которыми при рассматриваемых температурах
системы в основном являются дислокации) в более
крупные кластеры с образованием одного крупно-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Двумерная жидкость Юкавы.
Кумулятивные характеристики кластеров, состоящих
из кристаллических частиц в зависимости от приведен-
ной температуры T ∗. Показано изменение с температу-
рой параметра N1/2, который определяется из условия,
что в кластераx с N > N1/2 содержится половина всех
частиц (дефектных или кристаллических, в зависимо-
сти от рассматриваемых кластеров). Цвет частиц опре-
деляется долей кластеров, состоящих из числа частиц
больше N , и меняется от синего к красному в диапазоне
( 1
2
÷ 1). В случае расплава в одном крупном класте-

ре содержатся почти все кристаллические частицы. С
ростом температуры такой кластер разрушается и де-
градирует, так что в системе возникают кластеры раз-
ных размеров, что видно из наблюдаемого кроссовера
в поведении кумулянта N1/2 в диапазоне температур
T ∗ ≃ 4 ÷ 6, в котором величина N1/2 резко падает. На
вставке представлены те же зависимости, но для клас-
теров из дефектов. Так же, как и в случае кристалли-
ческих кластеров, наблюдается резкое изменение пара-
метра N1/2 в том же температурном интервале (4 ÷ 6)

го кластера при T ∗ ≃ 5. Кристаллические кластеры
проявляют обратную тенденцию: крупный кластер
деградирует и разрушается на более мелкие с ростом
температуры. Отметим, что при T ∗ ≃ 5 (рис. 2d, h)
концентрации дефектов и кристаллических частиц
примерно одинаковы, при качественно совершенно
разном виде соответствующих кластеров. Дополни-
тельно, фрактальная структура кластеров обоих ти-
пов также хорошо видна на данном рисунке и отра-
жает перколяционный характер их формирования.

Для количественного описания данных класте-
ров удобно использовать кумулятивные распределе-
ния C(>N), которые определяют долю частиц, вхо-
дящих в кластеры, содержащие больше N атомов
и интегральные характеристики такого распределе-
ния, например, величину N1/2, которая определяется
из условия C(< N1/2) =

1
2 , т.е в кластераx сN > N1/2

содержится половина всех частиц (дефектных или

Рис. 4. (Цветной онлайн) Двумерная жидкость Юка-
вы. Представлены кумулянты C(>N) для ряда зна-
чений N в зависимости от приведенной температуры
T ∗ для кластеров, состоящих из кристаллических час-
тиц. Кумулянт C(>N) определяет долю всех класте-
ров в системе, число частиц в которых превышает N .
Показаны распределения для N < 10 (синяя кривая),
N > 30 (бирюзовая кривая), N > 102 (зеленая кривая)
и N > 103 (красная кривая). На вставке показаны те
же распределения, но для кластеров из дефектов

кристаллических, в зависимости от рассматриваемо-
го кластера). Такие кумулятивные характеристики
более наглядны, чем, например, спектр кластеров по
размерам (особенно в случаях вырождения, когда по-
чти все частицы входят в один кластер). На рисун-
ке 3 показаны зависимости кумулянта N1/2 в зави-
симости от приведенной температуры T ∗ для обо-
их видов кластеров. Обе зависимости демонстриру-
ют важный результат − резкое изменение (кроссо-
вер) разнообразия кластеров в исследуемой двумер-
ной жидкости при температурах T ∗ ≃ 4 ÷ 6. Крас-
ным цветом на данном рисунке показаны темпера-
турный интервал, в котором в системе существует
только один крупный кластер (для кластеров обоих
видов), а синим – область разнообразия, где присут-
ствуют кластеры самых разных размеров. Кумуля-
тивные распределения C(>N) для разных значений
N показаны на рис. 4. для кластеров обоих видов
(на вставке показаны зависимости C(>N), но для
кластеров, состоящих из дефектов). Хорошо видно,
что с ростом температуры концентрация небольших
кластеров растет среди кристаллитов и падает среди
кластеров из дефектов, крупные же кластеры появ-
ляются и исчезают в одном температурном интерва-
ле, указанном выше.

В заключение рассмотрим свойства кластеров,
состоящих из “хороших” кристаллических частиц,
концентрация которых показана на рис. 1 (оливко-
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Рис. 5. (Цветной онлайн) Двумерная жидкость Юкавы. Пространственное распределение кластеров, состоящих из
“хороших” кристаллитов (концентрация которых представлена на рис. 1) при разных значениях приведенной темпера-
туры системы T ∗. Цвет кластера определяется числом частиц N , входящих в кластер и меняется от синего к красному
при увеличении N . Рисунки соответствует значениям T ∗ ≃ 1 (расплав) (a), T ∗ ≃ 1.5 (b), T ∗ ≃ 2 (c) и T ∗ ≃ 3 (d),
соответственно. В расплаве число частиц, входящих в “хорошие” кристаллиты, близко (около 75%) к полному числу
кристаллических частиц, но уже при относительно небольшом повышении температуры, такие кластеры (в отличие
от кристаллических) разрушаются и исчезают из системы, что выделяет двумерную жидкость Юкавы вблизи линии
плавления в отдельный класс, с точки зрения свойств кристаллитов в ней

вая кривая). Такие кристаллиты также могут объ-
единяться в кластеры, пространственное распреде-
ление которых при разных температурах показано
на рис. 5. На рисунке 5a показаны такие кластеры в
расплаве двумерной системы Юкавы (при T ∗ ≃ 1).
Здесь, как и выше, цвет кластера определяется чис-
лом частиц, входящих в кластер и меняется от си-
него к красному при его увеличении. Практически
все “хорошие” кристаллиты объединены в расплаве
в один большой кластер, который выделен красным
цветом. Он содержит примерно половину всех кри-
сталлических частиц системы. Можно показать, что
все “хорошие” кристаллиты (центральная частица и
ее 6 ближайших соседей) имеют форму, близкую к
гексагональной, так что двумерный расплав системы
Юкавы содержит в своем составе большие кластеры
из сильноупорядоченных атомов. Однако при повы-
шении температуры число “хороших” кристаллитов в
системе быстро падает (гораздо быстрее, чем число
кристаллических частиц) и характерные размер та-
ких кластеров также заметно уменьшается, что ил-
люстрируют рис. 5b, c и d, на которых они показаны
при температурах T ∗ ≃ 1.5, T ∗ ≃ 2 и T ∗ ≃ 3 соответ-
ственно. Таким образом двумерная жидкость вблизи
линии плавления сильно отличается с от жидкости в
остальной части фазовой диаграммы (находящейся
при более высоких температурах).

В настоящей работе, на примере двумерной си-
стемы Юкавы, впервые рассмотрены свойства клас-
теров (как кристаллических, так и кластеров, состоя-
щих из дефектов), образующихся в двумерной плот-
но упакованной жидкости в широком диапазоне тем-
ператур системы. Исследованы распределения ука-

занных кластеров по размерам и изучены структур-
ные свойства кластеров обоих видов. В диапазоне
приведенных температур T ∗ ≃ (4÷ 6) обнаружен пе-
реход (кроссовер), в котором резко меняются свой-
ства кластеров. Наконец, для описания кристалли-
ческих кластеров предложено использовать концеп-
цию “хороших кристаллитов”, что позволяет выде-
лить двумерную жидкость вблизи линии плавления
в отдельный класс, с точки зрения свойств кристал-
литов в ней.
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Изучен магнонный спектр в тонкой гетероструктуре ферромагнетик–сверхпроводник в присутствии
сверхпроводящего вихря. Для этого используется гамильтониан типа Боголюбова–де Жена, описыва-
ющий магноны в присутствии внешнего магнитного поля и неоднородного профиля намагниченности,
создаваемого этим вихрем. Показано, что на вихре образуются связанные состояния магнонов подобно
тому, как заряженный центр создает связанные состояния электронов из-за экранированного кулонов-
ского взаимодействия в двумерном электронном газе. Число этих локализованных состояний определя-
ется только материальными параметрами ферромагнитной пленки. Также решена задача рассеяния для
плоской падающей спиновой волны и вычислены полное и транспортное сечения рассеяния. Показано,
что профиль намагниченности, создаваемый вихрем в пленке кирального ферромагнетика приводит к
асимметричному рассеянию магнонов. Обсуждены особенности квантовой задачи рассеяния, соответ-
ствующие орбитальному обращению в классическом пределе.

DOI: 10.31857/S0370274X24110057, EDN: AGNCGO

Исследование взаимного влияния магнетизма
и сверхпроводимости привлекает интерес иссле-
дователей на протяжении практически полуве-
ка [1]. Последние десятилетия фокус исследований
сместился в сторону физических явлений в ге-
тероструктурах сверхпроводник–ферромагнетик
(SF) [2–9]. В таких структурах обе подсисте-
мы могут содержать топологические объекты:
вихри в сверхпроводящей и скирмионы в фер-
ромагнитной пленках [10]. Связанные пары из
скирмиона и абрикосовского вихря могут об-
разовываться под действием спин-орбитального
взаимодействия и эффекта близости [11, 12] или
под действием полей рассеяния [13–19]. Недавно
такое устойчивое сосуществование скирмиона и
вихря было экспериментально реализованно в гете-
роструктурах [Ir1Fe0.5Co0.5Pt1]10/MgO/Nb [20, 21] и
[CoFeB/Ir/Ta]7/Nb [22]. Дополнительной мотивацией
таких исследований служит тот факт, что скирми-
оны [23–28] и пары скирмион–вихрь [29, 30] могут
содержать майорановские моды, которые пред-
ложено использовать в качестве платформы для
масштабируемых квантовых вычислений [31, 32].

1)e-mail: burmi@itp.ac.ru

Продолжительное время спиновые волны воспри-
нимались как интересный и полезный инструмент
изучения магнетизма [33]. Недавно существенный
прогресс был достигнут в использовании спиновых
волн как носителей информации на наномасштабах,
что привело к образованию новой области исследо-
ваний – магноники [34–36]. Контроль и манипуляции
спиновыми волнами осуществляются внешними (гра-
диент намагниченности [37]) или внутренними (до-
менные стенки [38–41], скирмионы [42–44]) неодно-
родностями в профилях намагниченности.

Общеизвестно [45, 46], что флуктуации сверхпро-
водящего параметра порядка влияют на спиновые
волны в ферромагнитном сверхпроводнике [45, 46].
Аналогичный эффект возникает в случае простран-
ственно разделенных сверхпроводимости и магнетиз-
ма. Магнонный спектр в SF гетероструктурах ис-
пытывает влияние сверхпроводящей пленки через
несколько механизмов: (i) изменение полей рассея-
ния (или благодаря эффекту Мейснера) [47–54], (ii)
существование вихревой решетки в сверхпроводни-
ке [55, 56] и (iii) из-за механизма спинового враща-
тельного момента [57].

В настоящей работе, мотивированной недавними
экспериментальными исследованиями [47, 48, 53, 55],
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рассматривается тонкая SF гетероструктура и изу-
чается магнонный спектр в ферромагнитной пленке
в присутствии одиночного сверхпроводящего вихря.
В отличие от работ [54, 56], в работе принимается
во внимание, что однородный профиль намагничен-
ности в ферромагнитной пленке изменяется [18] под
действием пирловского вихря в сверхпроводнике [58].
Следуя работе [43], выводится и решается гамиль-
тониан Боголюбова–де Жена (БдЖ), описывающий
магноны в присутствии неоднородного профиля на-
магниченности и внешнего магнитного поля, созда-
ваемого сверхпроводящим вихрем. Обнаруживается,
что пирловский вихрь приводит к образованию свя-
занных состояний, подобных связанным состояниям
электронов на заряженном центре вследствие экра-
нированного кулоновского взаимодействия в двумер-
ном электронном газе [59]. Число связанных состо-
яний (≈ 10 для параметров эксперимента [20]) пол-
ностью определяется материальными параметрами
ферромагнитной пленки.

Также в работе решается квантовая задача рас-
сеяния для плоской падающей спиновой волны на
возмущении магнитного порядка в магнитном поле,
создаваемом вихрем. Вычисляется полное и транс-
портное сечения рассеяния. Обнаруживается, что со-
здаваемая вихрем неоднородность профиля намаг-
ниченности приводит к асимметричности рассеяния
в случае кирального ферромагнетика. Демонстриру-
ется, что квантовая задача рассеяния имеет особен-
ности, связанные с орбитальным движением в клас-
сическом пределе.

Модель. Рассмотрим гетероструктуру, состоя-
щую из ферромагнитной (сверху) и сверхпроводящей
(снизу) пленок. Чтобы пренебречь эффектом близо-
сти, предполагается наличие тонкого слоя изолято-
ра между пленками (толщиной много меньше лондо-
новской глубины проникновения λL). Основываясь
на экспериментах, толщина сверхпроводящей пленки
считается малой, dS≪λL. В сверхпроводящей плен-
ке предполагается наличие пирловского вихря, при
этом ферромагнитная пленка считается тоньше пир-
ловской длины, λ = λ2L/dS , dF ≪ λ. Свободная энер-
гия ферромагнитной пленки в этом случае выража-
ется через единичный вектор направления намагни-
ченности m(r) и дается следующим выражением

F [m] = dF

∫

d2r
{

A(∇m)2 +K(1−m2
z) +

+D[mz∇ ·m− (m · ∇)mz ]−Msm ·BV|z=+0

}

. (1)

Здесь константы A > 0 и K > 0 соответству-
ют обменному взаимодействию и перпендикуляр-

ной анизотропии2) соответственно. Кроме того, в
свободную энергию (1) добавлено взаимодействие
Дзялошинского–Мории (DMI), величина которого
определяется константой D. Ось z направлена пер-
пендикулярно плоскости пленок. Ms соответствует
намагниченности насыщения. Последний член в вы-
ражении (1) описывает эффект Зеемана в магнитном
поле, создаваемом пирловским вихрем, расположе-
ным в начале координат (квант магнитного потока
φ0 = hc/2e) [58, 61, 62],

BV = φ0sgn(z)∇
∫

d2q

(2π)2
e−q|z|+iqr

q(1 + 2qλ)
. (2)

Заметим, что свободная энергия (1) обращается в
нуль для ферромагнитного состояния mz = 1 в от-
сутствие пирловского вихря BV = 0.

В пределе тонких пленок удобно представлять
магнитное поле в ферромагнитной пленке в виде
BV |z=+0 = −(φ0/4πlwλ)[br(r)er+bz(r)ez ], где br(r) и
bz(r) – безразмерные функции расстояния r до цен-
тра вихря, er, eϕ, и ez – ортонормированные ко-
ординатные вектора в полярной системе координат
и lw=

√

A/K – толщина доменной стенки. Функции
br,z(r) выражаются через функции Бесселя второго
рода (Yα) и функции Струве (Hα)

br = −πlw
4λ

[

Y1

( r

2λ

)

+H−1
( r

2λ

)]

,

bz =
lw
r

{

1 +
πr

4λ

[

Y0

( r

2λ

)

−H0

( r

2λ

)]}

.

(3)

Эти функции имеют следующие асимптотики: br ≃
≃ bz ≃ lw/r для r ≪ λ, и bz ≃ 2λbr/r ≃ 4λ2lw/r

3 для
r ≫ λ. Далее, вместо точных выражений (3) исполь-
зуются приближенные формулы [63], которые кор-
ректно воспроизводят не только асимптотики, но и
промежуточные участки функций:

bz ≃ lw
r[1 + r/(2λ)]2

, br ≃ lw
r[1 + r/(2λ)]

. (4)

Магнитное состояние, возмущенное пир-

ловским вихрем. В связи с отсутствием азиму-
тальной компоненты магнитного поля вихря, реше-
ние для направления намагниченности ферромагне-
тика ищется в виде m = er sin θ(r) + ez cos θ(r). В
результате минимизации F [m] в ур. (1) относитель-

2)Для тонкой ферромагнитной пленки можно учесть вклад
поля размагничивания в константе эффективной перпендику-
лярной анизотропии, K=K0−2πM2

s [14, 16, 60].
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но угла намагниченности θ(r), получается уравнение
Эйлера–Лагранжа [18],

l2w
r
∂r
[

r∂rθ(r)
]

− (l2w + r2)

2r2
sin 2θ(r) + 2ǫ

sin2 θ(r)

r/lw
+

+ γ[bz(r) sin θ(r) − br(r) cos θ(r)] = 0, (5)

которое дополняется граничными условиями θ(0) =

= θ(∞) = 0. Сила DMI определяется безразмер-
ным параметром ǫ = D/2

√
AK. Влияние пирловско-

го вихря проявляется в безразмерном параметре
γ = (lw/λ)(Msφ0/8πA). С учетом того, что γ ∼ 0.1

в экспериментах [20], в дальнейшем рассматривает-
ся случай γ ≪ 1.

В режиме γ ≪ 1, возмущение однородного маг-
нитного состояния, соответствующего θ = 0, слабо:
θ = θγ ≪ 1. Тогда можно линеаризовать ур. (5) и
получить:

θγ(r) =
πγλlw
4λ2 + l2w

[

I1

( r

lw

)

− L−1
( r

lw

)

+
4λ

πlw
K1

( r

lw

)

+

+ Y1

( r

2λ

)

+H−1
( r

2λ

)]

, (6)

где Iα и Kα обозначают модифицированные функ-
ции Бесселя первого и второго родов соответственно,
а Lα – модифицированную функцию Струве. Точное
решение (6) упрощается как

θγ(r) = −γ











[r/(2lw)] ln(lw/r), r ≪ lw,

lw/r, lw ≪ r ≪ λ,

2λlw/r
2, r ≫ λ.

(7)

Магноны. Магноны соответствуют малым от-
клонениям δm = m − mγ намагниченности m от
стационарного состояния mγ , определяемого θγ . Для
описания δm, применяется подход из работы [43].
Вводится локальный ортогональный базис e1 = eϕ,
e2 = [mγ×eϕ], и e3 = mγ , а вектор намагниченности
в произвольной точке плоскости r параметризуется
как

m = e3
√

1− 2|ψ|2 + e+ψ + e−ψ
∗, (8)

где e± = (e1±ie2)/
√
2, а ψ(r) – комплексная функ-

ция. Подстановка параметризации (8) в выражение
для свободной энергии (1) и разложение до второ-
го порядка по ψ дает энергию спиновых волн. После
восстановления динамической части задачи получа-
ется следующий лагранжиан в безразмерном мни-
мом времени [43]:

L(2) =
dFK

2
(Ψ†σz∂tΨ+Ψ†ĤΨ), (9)

который определяет динамику магнонов. Здесь были
введены спинор Ψ = (ψ, ψ∗)T , стандартные матри-
цы Паули σx,y,z и эффективный гамильтониан типа
БдЖ:

Ĥ = 1 +
l2w
r2

− l2w∆+ 2iσz l
2
w

r2
∂ϕ + V̂ , (10)

где V̂ = V0+σ
xVx + 2iσzVz∂ϕ является 2× 2 матрич-

ным потенциалом, с компонентами, зависящими от
br,z, θγ и r:

V0 = − γ(bz cos θγ + br sin θγ)−
3

2

l2w + r2

r2
sin2 θγ

− l2w
2
(∂rθγ)

2 − ǫ
[3 sin(2θγ)

2r/lw
+ lw∂rθγ

]

,

Vx =
l2w+r

2

2r2
sin2 θγ−

l2w
2
(∂rθγ)

2+ǫ
[ sin(2θγ)

2r/lw
−lw∂rθγ

]

,

Vz = − 2
l2w
r2

sin2(θγ/2)− ǫ
lw
r
sin θγ . (11)

Гамильтониан (10) обладает симметрией частица-
дырка: Ĥ = σxKĤσxK, где K обозначает ком-
плексное сопряжение. В таком случае удобно искать
решение динамического уравнения, соответствую-
щего лагранжиану (9) в следующей форме: Ψ =

= e−tEΨ̃+etEσxKΨ̃, где Ψ̃ удовлетворяет уравнению
типа БдЖ:

ĤΨ̃=EσzΨ̃. (12)

Если Ψ̃E – решение ур. (12) с энергией E, то состоя-
ние Ψ̃−E = σxKΨ̃E также является решением этого
уравнения с энергией −E.

В отсутствие пирловского вихря, br,z = 0, од-
нородное ферромагнитное состояние соответствует
θ = 0. Тогда гамильтониан (10) сводится к

Ĥ0 = 1 + l2w

[

− ∂2r − 1

r
∂r +

1

r2
(−i∂ϕ − σz)2

]

. (13)

Поскольку Ĥ0 представляет из себя оператор Лапла-
са со сдвигом углового момента, нетрудно найти со-
ответствующие собственные функции и энергии

Ek,± = ±(1 + k2l2w), Ψ̃k,m,± = Ψ̃±Jm±
(kr)eimϕ,

Ψ̃+ = (1, 0)T , Ψ̃− = (0, 1)T , m± = m∓ 1, (14)

здесь Jα обозначает функции Бесселя первого рода.
В пределе γ ≪ 1, достаточно разложить потен-

циал V̂ до первого порядка по θγ , оставляя только
члены, пропорциональные γ. Таким образом полу-
чается:

V0 ≃ −γbz − ǫ
[3lwθγ

r
+ lw∂rθγ

]

,

Vx ≃ ǫ
[ lwθγ

r
− lw∂rθγ

]

, Vz ≃ −ǫ lwθγ
r

. (15)
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Интересно, что при r ≫ lw в потенциале V̂ глав-
ным оказывается член, пропорциональный bz: V̂ ≃
≃ −γbz. А именно, используя ур. (4) и (7), обнаружи-
вается, что при lw ≪ r ≪ λ члены, пропорциональ-
ные θγ малы по параметру lw/r ≪ 1, в то время как
при r ≫ λ эти члены малы по параметру lw/λ ≪ 1.
Лишь при r ∼ lw необходимо их учитывать как со-
поставимые с ведущим приближением γbz. Поэтому
исследование начинается с приближенного гамиль-
тониана,

Ĥ ≃ 1 +
l2w
r2

− l2w∆+ 2iσz
l2w
r2
∂ϕ − γbz, (16)

а затем результаты обобщаются на гамильтони-
ан (10) с V̂ из ур. (15), вычислением необходимых
поправок от членов, пропорциональных θγ .

Гамильтонианы такого типа, как в ур. (16) с точ-
ным (3) или приближенным (4) выражением для bz
активно изучались в контексте связанных состоя-
ний электронов на заряженных центрах c экрани-
рованным кулоновским взаимодействием в двумер-
ном электронном газе [59, 63–67]. Далее используется
приближенное выражение (4) для bz.

Локализованные магнонные состояния. Эф-
фективный экранированный кулоновский потенци-
ал, V̂ ≃ −γbz, локализует магнонные состояния. При
r ≪ λ гамильтониан (16) соответствует задаче о дву-
мерном атоме водорода, V̂ ≃ −γlw/r, для частицы с
массой 1/(2l2w) и зарядом

√
γlw. Энергии и волновые

функции даются [68]

Ψ̃n,m,±=Ψ̃±e
imϕ− 2r

naγ

(

r

naγ

)|m±|
L2|m±|
nr

(

4r

naγ

)

,

En,m,±=±
(

1−γ
2

n2

)

, n=2nr+2|m±|+1, nr=0, 1, . . .

(17)

Здесь La
n(x) обозначает полиномы Сонина–Лаггера,

aγ = 2lw/γ – эффективный боровский радиус, а Ψ̃±
и m± определены в ур. (14).

В первом приближении энергии связанных состо-
яний гамильтониана (16) не зависят от DMI. Чтобы
определить зависимость от параметра DMI ǫ, необ-
ходимо принять в рассчет члены, пропорциональные
θγ в ур. (15). Соответствующие поправки оказывают-
ся малыми, поскольку состояния (17) локализованы
на маштабах порядка эффективного боровского ра-
диуса aγ≫lw. Следовательно, возможно применить
теорию возмущений, для нахождения поправки

δE
(DMI)
n,m,± ≃ ∓4γ3ǫ

n3
sgn(2m± − 1). (18)

Интересно, что вклад от DMI-члена не полностью
снимает вырождение спектра по отношению к угло-
вому моменту m.

Важно, что эффективный боровский радиус aγ
меньше пирловской длины λ для эксперименталь-
ных условий. Отношение между этими длинами
определяется только материальными параметрами
ферромагнитной пленки, ζ ≡ 2λ/aγ = γλ/lw =

= Msφ0/(8πA). Так, например, ζ ≈ 8.3 для SF ге-
тероструктуры из работы [20]. Таким образом, далее
предполагается ζ ≫ 1 и, следовательно, aγ ≪ λ.

Характерный пространственный масштаб водо-
родоподобных состояний (17) пропорционален n2aγ .
Для n, бóльших

√
ζ, волновые функции водородо-

подобных состояний выходят за пределы λ, где не
применима асимптотика 1/r для V̂ . Для наблюде-
ния влияния на собственные энергии спадания bz по
закону 1/r3 на больших масштабах r ≫ λ следует
использовать квазиклассическое приближение. Для
двумерной задачи (16), правило квантования Бора–
Зоммерфельда с поправкой Лангера записывается
как

Re

∞
∫

0

dr

πlw

√

4γlwλ2

r (r+2λ)2
− m2

±
r2/l2w

−|1∓En,m,±| = nr+
1

2
.

(19)
Это позволяет рассчитать поправку к энерги-

ям (17) водородоподобных состояний при n2 ≪ ζ,
которая снимает вырождение спектра относительно
углового момента

δE
(WKB)
n,m,± = ±(γ2/ζ)[1 + 3(4m2

± − 3n2)/(16ζ)]. (20)

Поправки (18) и (20) одного порядка при ǫγζ2 ∼ n5.
Для собственных состояний, близких к непрерыв-

ному спектру, 1−En,m,± ≪ γ2/ζ, и имеющих не ма-
лый угловой момент, 1 ≪ m2

± ∼ ζ, энергии равны

En,m,±≃±
[

1−γ
2

4ζ

(2m2
±/ζ)

5/2

3−4m2
±/ζ

(

1−n+2|m±|
2
√
2ζ

)]

. (21)

Заметим, что радиальное квантовое число удовле-
творяет неравенству 0 6 nr 6

√
2ζ − 2|m±|. Квази-

классический спектр (21) предполагает существова-
ние конечного числа связаных состояний. Их коли-
чество оценивается стандартно и равно ζ [64]. Фи-
зически конечность количества состояний можно по-
нимать следующим образом. Для неэкранированного
кулоновского потенциала 1/r число состояний беско-
нечно, и они сгущаются при приближении к непре-
рывному спектру. Для потенциала λ2/r3 число состо-
яний также бесконечно, но их число неограниченно
растет по мере удаления от непрерывного спектра.
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В результате конкуренции между 1/r и λ2/r3 при
r ∼ λ, выживает лишь конечное число состояний ∼ ζ.

Рассеяние плоских спиновых волн. Теперь
обсуждается задача рассеяния спиновых волн. Будем
предполагать, что на вихрь налетает плоская спино-
вая волна с энергией Ek,± = ±(1 + k2l2w). В пределе
1/λ и ǫ к нулю, задача сводится к задаче рассеяния
на двумерном кулоновском потенциале, как видно из
упрощенного гамильтониана (16) при bz ≃ lw/r. В
таком случае точно известно дифференциальное се-
чение рассеяния [69]:

dσ(ϕ)

dϕ
=
γ tanh[γπ/(2klw)]

4k2lw sin2(ϕ/2)
. (22)

Следует обратить внимание, что хотя транспортное
сечение рассеяния конечно, полное сечение рассея-
ния расходится из-за сингулярности при ϕ = 0 в вы-
ражении (22). Поэтому принципиально необходимо
учесть, то, что bz спадает как 1/r3 при r ≫ λ. То-
гда дифференциальное сечение рассеяния регуляри-
зуется при малых углах |ϕ| . 1/(kλ). В борновском
приближении легко найти

dσ
(B)
± (ϕ)

dϕ
≃ 2πζ2/k

(1+2qϕλ)2

(

1+
2ǫqϕlw
1+q2ϕl

2
w

)

. (23)

Здесь qϕ = 2k| sin(ϕ/2)| изменение импульса магнона
при рассеянии. В дополнение к гамильтониану (16), в
ур. (23) учтены DMI-члены из ур. (15), которые счи-
таются малыми, ǫ≪ 1. Заметим, что в рассматривае-
мом случае большого ζ борновское приближение (23)
применимо только для относительно быстрых магно-
нов, kλ≫ ζ ≫ 1 или, иначе говоря, klw ≫ γ.

Интегрируя ур. (23) по ϕ получается, что при
klw & 1 ≫ γ полное и транспортное сечения рас-
сеяния равны следующим выражениям

σ(B) ≃ 2πζ2/(k2λ){1 + ǫ[ln(λ/lw)− 1](lw/λ)},
σ
(B)
tr ≃ π2ζ2/(2k3λ2)[1 − 2ǫ ln(4klw)/(πklw)].

(24)

Отметим, что выражение для σ(B)
tr фактически не за-

висит от λ, и потому без учета DMI может быть по-
лучено непосредственно из ур. (22).

Для нахождения сечения рассеяния в других
областях параметра kλ следует применить квази-
классическое приближение для рассчета фаз рассе-
яния δm. Вводя параметры g = ζ/[2(kλ)2] и αm =

= |m±|/(2kλ), фазы рассеяния записываются как [68]

δm
2λk

=

∞
∫

x0

(
√

1+
g

x(1+x)2
−α

2
m

x2
−1

)

dx−x0+
παm

2
.

(25)

Здесь x0 > 0 обозначает наибольшую точку останов-
ки, а также пренебрежено DMI. Заметим, что ур. (13)
предполагает зависимость δm от m± = m ∓ 1, неже-
ли от m. Впрочем, физическим смыслом обладает
m, а не ψ, см. ур. (8). Переход от ψ к m дает до-
полнительный множитель exp(±iϕ), который приво-
дит к эффективной замене m± на m. Заметим, что
δm – четная функция m±, так что амплитуда рассе-
яния f(ϕ) =

√

2/(πk)
∑

m exp(imϕ+ iδm) sin δm име-
ет четное по ϕ абсолютное значение. Квазикласси-
ческое приближение для фаз рассеяния применимо
при 1/ζ ≪ kλ≪ ζ.

Поведение интеграла в ур. (25) интересным обра-
зом зависит от g. Точка поворота x0 остается един-
ственной при g<gc = 4(316+119

√
7)/27 ≈ 93.5. В ре-

зультате фаза рассеяния остается гладкой функцией
αm. Для g > gc и α в интервале (αg, α

′
g) появляют-

ся две дополнительные точки поворота, см. вставку
на рис. 1. В результате скачок δm как функции αm

происходит при αg > αc =
√

(37+14
√
7)/3 ≈ 4.97.

При g ≫ 1 возможна оценка αg ≃
√
3[(g/2)1/3 −

− 2/3]. Скачок в δm связан с внезапным возникно-
вением бóльшего корня x0 подкоренного выражения
в ур. (25).

При g ≫ 1 фазы рассеяния в квазиклассическом
приближении могут быть вычислены как

δm
2kλ

=

{

I0(g)−
παm

2
−I1(g)α2

m+O(α4
m), αm ≪ αg,

g/(2α2
m), αm ≫ αg,

(26)
где I0,1(g) оцениваются как I0 ≃ πg1/2−2.59g1/3+2/3

и I1 ≃ 1.40g−1/3− 1.15g−2/3. Точная асимптотика за-
висимости фазы рассеяния δm от углового момента
при различных значениях g ≫ 1 показана на главной
части рис. 1.

Полное и транспортное сечения рассеяния мо-
гут быть найдены через стандартные выражения:
σ = (4/k)

∑

m sin2 δm и σtr = (2/k)
∑

m sin2(δm −
− δm+1). При g ≫ 1 сумма набирается в области
m ∼ (ζkλ)ν≫1, где ν = 1/2 и 1/3 для полного
и транспортного сечений рассеяния соответственно.
Тогда, используя асимптотическое выражение (26)
для αm ≫ αg, в области

√
ζ ≫ kλ ≫ 1/ζ получают-

ся следующие оценки для полного и транспортного
сечений рассеяния:

σ(WKB) ≃ 4λ

√

2πζ

kλ
, σ

(WKB)
tr ∼ λ

[ ζ

(kλ)2

]1/3

. (27)

Следует отметить, что оба сечения рассеяния имеют
вклады, осциллирующие с kλ, что детально показа-
но на рис. 2 и 3. Тем не менее осциллирующая часть
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Зависимость δm/(2kλ) от па-
раметра αm для g < gc и g > gc, изображенная сплош-
ной и штриховой линиями для точного интегрирова-
ния в ур. (25) и пунктирными точечными линиями для
асимптотик из ур. (26). Вставка: зависимость точки
остановки x0 от αm для тех же величин g

σ(WKB) параметрически меньше монотонной части,
определяемой ур. (27). С другой стороны, осцилли-

рующая часть σ(WKB)
tr оказывается одного порядка с

его монотонной частью, ур. (27), в существенном ин-
тервале параметров.

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость нормирован-
ных полного (σ/λ, круглые символы) и транспортного
(σtr/λ, квадратные символы) сечений рассеяния от kλ

при ζ = 10. Прямые линии задаются ур. (24) и ур. (27)
в борновском и квазиклассическом приближениях со-
ответственно. Кривая соответствует σtr/λ полученно-
му из ур. (22) результату для двумерного кулоновского
потенциала

В области применимости квазиклассики
√
ζ ≪

≪ kλ ≪ ζ (g ≪ 1) имеются следующие асимпто-
тические выражения для фаз рассеяния

δm
2λk

=
g

2

{

ln[4/(g + 2eαm)], αm ≪ 1,

1/α2
m, αm ≫ 1.

(28)

Заметим, что для αm ≫ 1 зависимость δm от αm в
ур. (28) совпадает с борновским приближением. Тем
не менее в обсуждаемой области параметра kλ фа-
зы рассеяния δm могут быть не малы. Полное сече-
ние рассеяния дается тем же выражением, что и в
ур. (27), в то время как транспортное сечение рассе-

яния оценивается как σ
(WKB)
tr ∼ ζ/(k2λ).

Полное и транспортное сечения рассеяния спада-
ют по мере увеличения k для kλ &

√
ζ. На таких

импульсах доминирует рассеяние вперед, поскольку
σtr/σ ≪ 1 при kλ≫

√
ζ. Рисунок 2 иллюстрирует за-

висимость нормированного сечения рассеяния от kλ,
найденную численно (круглые и квадратные симво-
лы) решением ур. (12) с определенным угловым мо-
ментомm и аналитически (сплошные линии) различ-
ными асимптотиками из ур. (24), (27), и (22).

Рис. 3. (Цветной онлайн) Левая панель – зависимость
〈ϕ2〉 и 〈ϕ〉/ǫγ от нормированного импульса kλ/

√
ζ для

ζ = 10 (верхние кривые) и ζ = 30 (нижние кривые).
Правая панель – диаграмма направленности dσ/dϕ =

= |f(ϕ)|2 с весом ϕ2, построенная в полярных коор-
динатах для ζ = 30, kλ = 0.6, ǫγ = 0 (штрихованная
линия) и ǫγ = 0.1 (сплошная линия)

В вышеописанных рассчетах пренебрежено пара-
метром DMI ǫ. Теперь примем во внимание опущен-
ные малые члены из ур. (15) для оценки среднего
угла рассеяния магнонов 〈ϕ〉 =

∫ π

−π ϕdσ(ϕ)/σ, что
характеризует асимметричность рассеяния. Глав-
ный асимметричный вклад в амплитуду рассеяния
f(ϕ) приходит из Vz и дает дополнительный член
ǫγm±/[2(kλx)2(1 + x)] в подкоренном выражении в
ур. (25). Когда ǫγ ≪ 1, средний угол рассеяния 〈ϕ〉
в главном приближении пропорционален ǫγ, тогда
〈ϕ〉/ǫγ зависит только от kλ и ζ.
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На левой панели на рис. 3 иллюстрируется зави-
симость нормированного усредненного угла рассея-
ния 〈ϕ〉/ǫγ (штрихованные линии) и среднего квад-
рата угла рассеяния 〈ϕ2〉 (сплошные линии) от нор-
мированного импульса kλ/

√
ζ для ζ = 10 (верхние

кривые) и ζ = 30 (нижние кривые). Видно, что
кривые демонстрируют осцилляции для небольших
kλ .

√
ζ, причем амплитуда осцилляций сравнима с

величиной самих средних. Эти осцилляции обуслов-
лены подавлением вклада рассеяния вперед при вы-
числении 〈ϕ〉 и 〈ϕ2〉, за счет чего асимметричность
рассеяния становится более выраженной, как видно
на правой части рис. 3. Таким образом, неоднород-
ность профиля намагниченности, создаваемся пир-
ловским вихрем при наличии DMI создает слабую
асимметрию рассеяния.

Обсуждение. Разрывность фазы рассеяния для
g > gc при αm = αg, могла бы предполагать наличие
направлений, в которых не распространяется рассе-
янная волна в квазиклассическом приближении. Од-
нако это оказывается не так. Тем не менее точка
разрыва αg имеет прозрачный физический смысл.
Как известно [70], физический угол рассеяния χ как
функция прицельного параметра ρ = |m|/k≃2αmλ

может быть получен из выражения ±χ = 2πn−ϑ, где
ϑ = 2dδm/dm ≃ (kλ)−1dδm/dαm, и n является целым.
Ненулевое n предполагает феномен орбитального об-
ращения. Для g < gc зависимость χ и ϑ от ρ пока-
зана на рис. 4. Для малого прицельного параметра
ρ/(2λ) . 4, классическая траектория оборачивается
некоторое (конечное) количество раз вокруг центра
рассеяния. Однако при g > gc число оборотов клас-
сической траектории стремится к бесконечности по
мере приближения прицельного параметра к 2αgλ.
Другими словами, при данном прицельном парамет-
ре должно происходить падение классической час-
тицы на центр рассеяния. Заметим, что 2αgλ всегда
превосходит 2αcλ ≈ 10λ.

Рис. 4. (Цветной онлайн) Угол ϑ и физическое направ-
ление рассеяния χ как функции прицельного парамет-
ра ρ/(2λ) для g = 50 < gc (слева) и для g = 250 > gc
(справа)

Заметим, что для пирловского анти-вихря, чье
магнитное поле направлено в обратную сторону, по-
тенциал (11) в гамильтониане (10) меняет знак. Это
приводит к исчезновению связанных состояний. За-
дача рассеяния также становится менее интересной.
В частности пропадает эффект орбитального обра-
щения.

Заключение. В работе рассмотрена тонкая SF
гетероструктура и изучен спектр магнонов в ферро-
магнитной пленке в присутствии в сверхпроводнике
пирловского вихря. Вихрь создает внешнее магнит-
ное поле и возмущение профиля намагниченности.
В результате образуется набор связанных состояний
магнонов, подобных связанным состояниям электро-
нов на заряженном центре с экранированным куло-
новским взаимодействием в двумерном электронном
газе. Число этих состояний полностью определяется
только материальными параметрами ферромагнит-
ной пленки.

Решена задача рассеяния для плоской спиновой
волны, падающей на пирловский вихрь. Найдены
полное и транспортное сечения рассеяния. Обсуж-
дены особенности квантовой задачи рассеяния, со-
ответствующие эффекту орбитального обращения в
классическом пределе. Обнаружено, что взаимодей-
ствие Дзялошинского–Мории и искаженный вихрем
профиль намагниченности приводят к асимметрии
рассеяния магнонов.

Работа может быть развита в нескольких на-
правлениях. Во-первых, интересно было бы рассмот-
реть рассеяние цилиндрической спиновой волны. Во-
вторых, изучения заслуживают локализованные со-
стояния магнонов на связанных парах пирловского
вихря и неелевского скирмиона.
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В слое хирального жидкого кристалла с отрицательной диэлектрической анизотропией и толщиной
d, соответствующей второй зоне Гранжана (3p0/4 < d < 5p0/4, где p0 – естественный шаг спирали),
под действием планарного электрического поля происходит ориентационный переход из основного со-
стояния, закрученного на угол 2π в топологически эквивалентное раскрученное состояние (0-состояние).
Хотя 0-состояние является метастабильным и долгоживущим, оно может быть быстро переведено обрат-
но в 2π-состояние импульсом электрического поля сравнительно малой амплитуды. Если прямой переход
в 0-состояние обусловлен взаимодействием электрического поля с отрицательной диэлектрической ани-
зотропией, то быстрый обратный переход связывается нами с флексоэлектрическим взаимодействием.

DOI: 10.31857/S0370274X24110063, EDN: AWGCDT

1. Хиральные жидкие кристаллы (ХЖК) на про-
тяжении многих десятилетий привлекают исследова-
телей своими уникальными свойствами, обусловлен-
ными способностью к спонтанному образованию спи-
ральных надмолекулярных структур. В монодомен-
ном состоянии, когда ось спирали ХЖК ориентиро-
вана в одном направлении, такие структуры являют-
ся одномерными фотонными кристаллами. Благода-
ря спиральному пространственному распределению
директора, когда главные оси тензора диэлектриче-
ской проницаемости поворачиваются по мере движе-
ния вдоль оси спирали, для света, распространяю-
щегося вдоль этой оси, существует запрещенная зона
энергий. Внутри нее фотоны с круговой поляризаци-
ей, совпадающей со знаком закрутки спирали, не мо-
гут распространяться. Наличие зоны запрещенных
энергий, а также особенности распространения света
на ее краях, обуславливают незатухающий исследо-
вательский интерес к этим фотонным системам [1–5].

Фотоника – не единственная область применения
ХЖК. Еще в прошлом десятилетии возникла идея
использования ХЖК для информационных дисплеев
типа “электронной бумаги”, в которых для отображе-
ния информации практически не расходуется энер-
гия. Герицма (Gerritsma) и др. [6], исследуя двух-
частотные ХЖК материалы, наблюдали возникно-
вение долгоживущих оптически различимых доме-
нов после воздействия на слой ХЖК электрическим

1)e-mail: ageivandov@yandex.ru

полем различной частоты. Эти домены были интер-
претированы как топологически эквивалентные ме-
тастабильные состояния, отличающиеся целым чис-
лом витков спирали на толщине слоя. Топологиче-
ская эквивалентность означает, что ориентационные
переходы между состояниями, отличающимися на
целое число витков, возможны в результате непре-
рывной деформации распределения директора в объ-
еме слоя. В теоретической работе [7] ван Дорн (van
Doorn) указал на возможность электрически индуци-
рованных ориентационных переходов между двумя
топологически эквивалентными состояниями, харак-
теризуемыми соответственно четвертью витка пра-
вой спирали (+π/2) и тремя четвертями витка ле-
вой спирали (−3π/2). Позднее, Берреман (Berreman)
и Хеффнер (Heffner) [8], c учетом результатов Ге-
рицмы и ван Дорна, предложили и продемонстри-
ровали новый режим бистабильного переключения
между топологически-эквивалентным закрученным
на угол 2π-состоянием и раскрученным состоянием,
но для одночастотного ХЖК. Позже были изучены
и другие реализации аналогичного эффекта как для
одночастотных, так и для двухчастотных ХЖК [9,
10]. Например, в [10] было изучено обратимое пе-
реключение между различными топологически эк-
вивалентными состояниями: 0 ↔ 2π; −π ↔ +π;
−π/2 ↔ +3π/2 и др. Однако общим требованием,
необходимым для осуществления вышеупомянутых
переходов, являлось использование либо двухчастот-
ных ХЖК, либо ХЖК с положительной диэлектри-
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ческой анизотропией, управляемых электрическим
полем, направленным вдоль нормали к слою. Важно
и то, что в основе физического механизма переклю-
чения лежало взаимодействие обратных гидродина-
мических потоков с директором ХЖК, что резко
ограничивало практическое использование эффекта.

В настоящей работе мы сообщаем об электри-
ческом переключении между оптически различимы-
ми топологически эквивалентными состояниями в
новой геометрии воздействия электрического поля
на ХЖК с отрицательной диэлектрической анизо-
тропией.

2. Мы исследовали клиновидный тип ХЖК ячей-
ки, когда толщина слоя плавно изменяется в диа-
пазоне от 1 до 3 мкм, рис. 1. Диапазон толщин вы-
бран так, чтобы при естественном шаге спирали
p0 = 2.3мкм, характерном для приготовленного на-
ми ХЖК, наблюдать как первую, так и вторую зо-
ны Гранжана (рис. 1b), где распределение директо-
ра определяется закруткой директора на толщине
слоя на угол π и 2π соответственно, рис. 1а. Под-
черкнем, что в этой работе нумерация зон Гранжа-
на начинается с нуля. Нулевая зона характеризует-
ся однородным планарным распределением директо-
ра и возникает при толщинах слоя меньше четвер-
ти естественного шага спирали. В качестве ХЖК
использовался нематический жидкий кристалл ла-
бораторной разработки (13N) c отрицательной ди-
электрической анизотропией (∆ε = −4.15), в кото-
рый было добавлено 0.7 вес. % оптически активно-
го соединения 1,4:3,6-Dianhydro-D-sorbitol-2,5-bis(4-
hexyloxybenzoate). Данная концентрация добавки
обеспечивала упомянутое выше значение естествен-
ного шага спирали. Разность главных показателей
преломления (оптическая анизотропия) для данного
ХЖК cоставляет ∆n = 0.09.

Для создания планарного электрического поля
на поверхность одной из подложек была нанесена
система встречно-штыревых электродов из хрома.
Ширина электродов составляла 5 мкм, а промежу-
ток между соседними электродными полосками был
равен 10 мкм. На поверхность подложки с электро-
дами, а также на свободную от электродов поверх-
ность второй подложки наносились ориентирующие
полиимидные пленки, которые механически натира-
лись вдоль электродных полосок, создавая в данном
направлении ось легкой ориентации. В собранной
ХЖК ячейке направления натирания на подложках
были направлены взаимно противоположно.

Оптические и текстурные исследования про-
водили с использованием установки на основе
поляризационного микроскопа Olympus CX31P,

Рис. 1. (Цветной онлайн) Схематическое изображение
клиновидной ХЖК-ячейки и распределение директо-
ра в первой (π-состояние) и второй (2π-состояние) зо-
нах Гранжана (а); фото текстуры в клиновидной ХЖК
ячейке, помещенной между скрещенными поляриза-
тором (P ) и анализатором (A), иллюстрирующее две
разные оптические текстуры в первой и второй зонах
Гранжана (b). Ось пропускания поляризатора (P ) ори-
ентирована вдоль электродных полосок (на фото – тон-
кие темные линии в вертикальном направлении)

оснащенного камерой Olympus OMD EM-1. Про-
граммное обеспечение PhysLab локальной разработ-
ки (С.П.П.), на базе персонального компьютера с
16-разрядным аналого-цифровым преобразователем
(АЦП) и 14-разрядным цифро-аналоговым преобра-
зователем (ЦАП) преобразователем, использовалось
для генерации управляющих пакетов электрического
напряжения различной формы и амплитуды. Управ-
ляющее напряжение от виртуального генератора
PhysLab с выхода ЦАП усиливалось широкополос-
ным усилителем и подавалось на электроды ХЖК
ячейки. Для регистрации электрооптического откли-
ка вместо фотокамеры устанавливался кремниевый
фотодиод, сигнал от которого регистрировался
виртуальным осциллографом PhysLab.
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Текстуры ХЖК в поляризационном микроскопе после индуцированного электрическим по-
лем топологически эквивалентного перехода из закрученного 2π-состояния в раскрученное 0-состояние во второй зоне
Гранжана. Фотографии отличаются ориентацией электродных полосок (черные полоски на обоих фото) по отношению
к осям скрещенных поляризатора (P ) и анализатора (A). Стрелки указывают на области (домены) различных состоя-
ний. Индуцированное полем 0-состояние наиболее темное на изображении слева (а) и наиболее яркое на изображении
справа (b)

3. На рисунке 2 показаны изображения текстур
в поляризационном микроскопе после воздействия
импульсного пакета электрического напряжения ам-
плитудой U0 = 70В на частоте 200 Гц. Как видно, во
второй зоне Гранжана, где исходное основное состо-
яние характеризуется закруткой директора на угол
2π (2π-состояние), после воздействия поля возникает
новое оптическое состояние. Это состояние являет-
ся оптически наиболее темным (непрозрачным) для
образца между скрещенными поляризатором (P ) и
анализатором (A), если ось пропускания поляриза-
тора (P ) ориентирована вдоль электродных полосок,
рис. 2а. Однако, при повороте образца так, что элек-
тродные полоски, задающие направление легкой оси
ориентации, составляют угол 45◦ с осями поляри-
затора и анализатора, новое состояние оказывается
оптически светлым (прозрачным). Такое оптическое
поведение характерно для однородного планарного
распределения директора (0-состояние). Таким об-
разом, воздействие планарного электрического поля
приводит к ориентационному переходу из основного
2π-состояния, характерного для второй зоны Гран-
жана, в раскрученное 0-состояние.

Стоит отметить, что после воздействия электри-
ческого поля основное 2π-состояние все еще присут-
ствует в виде небольших доменов, занимающих ма-
лую часть площади во второй зоне, рис. 2. Однако,
так как это основное 2π-состояние имеет наимень-
шую свободную энергию, то с течением времени эти
домены увеличиваются в размере, поглощая доме-
ны метастабильного 0-состояния. Характерное вре-
мя релаксации 0-состояния для толщины слоя около
2 мкм составляет около секунды, но при увеличении
толщины до 6–7 мкм (данные планируется опублико-

вать в отдельной работе) увеличивается до несколь-
ких минут.

На рисунке 3 показан электрооптический отклик
в процессе прямого (2π → 0) и обратного (0 → 2π)

переходов. Прямой переход возникает после воздей-
ствия пакета электрического напряжения U0 ампли-
тудой 80 В на частоте 200 Гц. На временном интер-
вале 100–300 мс действия U0 электрооптический от-
клик имеет колебательный характер, несмотря на
прямоугольную форму напряжения U0. Фурье ана-
лиз этого отклика показывает, что в нем наряду с
квадратичным вкладом на второй гармонике прило-
женного электрического поля содержится и линей-
ный вклад на основной частоте. Таким образом, вза-
имодействие электрического поля с ЖК содержит не
только квадратичную по полю составляющую, свя-
занную с диэлектрической анизотропией, но и ли-
нейный вклад, который мы относим к флексоэлек-
трическому эффекту. После выключения напряже-
ния U0 (t = 300мс) ХЖК переходит в раскручен-
ное 0-состояние с высоким оптическим пропускани-
ем (см. также рис. 2, справа). Как уже отмечалось,
0-состояние, являясь метастабильным, очень медлен-
но, около одной секунды, релаксирует в основное 2π-
состояние (кривая 2 на рис. 3). Однако, если на ин-
тервале существования 0-состояния приложить ко-
роткий импульсный пакет U2π из одного периода
низкочастотного электрического напряжения срав-
нительно низкой амплитуды (30 В), то 0-состояние
очень быстро переключается в основное 2π-состояние
(кривая 1 при t > 400мс).

Для прояснения физического механизма наблю-
даемых переходов мы также провели исследования с
использованием численных методов, основанных на
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Электрооптический отклик
(1) при переходе из 2π-состояния в 0-состояние после
воздействия электрического напряжения U1 и обрат-
ном переходе в 2π-состояние после воздействия им-
пульса U2π . Кривая 2 – экстраполированная релакса-
ция метастабильного 0-состояния при отсутствии им-
пульса напряжения U2π

решении уравнений континуальной теории ЖК сов-
местно с уравнениями Максвелла. Детальное изло-
жение этих результатов вместе с дополнительными
экспериментами планируется в отдельной публика-
ции. Здесь же мы отметим лишь наиболее важные
результаты этого моделирования.

Численным моделированием нам удалось вос-
произвести электрооптический отклик, показанный
на рис. 3 и установить, что переключение из 0-
состояния в 2π-состояние возможно только в случае
учета флексоэлектрического взаимодействия. Необ-
ходимая разность флексоэлектрических коэффици-
ентов (e3-e1) лежит в диапазоне 20–30 пКл/м. Как
прямой, так и обратный переход реализуется в ре-
зультате непрерывной деформации директора через
промежуточное состояние с локальной гомеотропной
ориентацией директора в объеме слоя, что соответ-
ствует топологической эквивалентности двух состо-
яний. Таким образом, переходы возникают без обра-
зования или участия дефектов в слое ХЖК. Резуль-
таты также показали, что флексоэлектрический эф-
фект препятствует переходу в 0-состояние, что ска-
зывается на увеличенном пороговом напряжении U1.
При используемой в эксперименте геометрии элек-
тродов, 0-состояние образуется только в межэлек-

тродной области, в то время как в надэлектродной
области, невидимой в эксперименте из-за непрозрач-
ности хромовых электродов, сохраняются домены
основного 2π-состояния, которые заметно ускоряют
процесс свободной релаксации 0-состояния.

4. Таким образом, результаты наших исследова-
ний указывают на принципиально новый механизм
наблюдаемого обратимого ориентационного перехо-
да, где не требуется возбуждения обратных гид-
родинамических потоков. В заключение хотелось
бы отметить, что обнаруженный эффект важен не
только в отношении применений ХЖК в обла-
сти управляемых электрическим полем фотонных
устройств и экономичных информационных диспле-
ев типа “электронной бумаги”, но и является ярким
примером, иллюстрирующим значимость двух раз-
ных по своей природе типов электрического взаи-
модействия – квадратичного, обусловленного отри-
цательной диэлектрической анизотропией, и линей-
ного (полярного), связанного с флексоэлектрической
поляризацией.
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В работе представлены результаты исследований гетероструктур с квантовыми точками
InAs/InGaAs, выращенными методом молекулярно-пучковой эпитаксии на поверхности метаморфных
буферных слоев InGaAs с линейным профилем изменения состава на подложках GaAs (001). Приведе-
ны результаты исследований выращенных гетероструктур методами рентгеновской дифрактометрии,
просвечивающей электронной микроскопии и атомно-силовой микроскопии при формировании допол-
нительного слоя КТ на поверхности структур. Подтверждена тенденция к формированию квантовых
объектов, вытянутых вдоль выделенного направления [1-10] (так называемых квантовых “штрихов”),
обусловленная асимметричной поверхностной миграцией In в различных кристаллографических направ-
лениях. Установлено, что поверхностная плотность квантовых точек и квантовых “штрихов” составляет
(2−4) × 1010 см−2. При этом в спектрах низкотемпературной (T =10 К) микро-фотолюминесценции в
широком диапазоне длин волн (1.30–1.55 мкм) наблюдаются узкие линии, связанные с излучением из
отдельных квантовых точек. На основе измерений методами атомно-силовой микроскопии и просвечи-
вающей электронной микроскопии проведена оценка размеров и формы квантовых точек и продемон-
стрировано хорошее соответствие с параметрами, ранее опубликованными в литературе.

DOI: 10.31857/S0370274X24110072, EDN: WAINYL

1. Введение. Использование полупроводнико-
вых квантовых точек (КТ) является одним из наи-
более перспективных подходов к созданию источни-
ков неклассического света – однофотонных излучате-
лей, которые востребованы для применения в систе-
мах оптических квантовых вычислений и квантовых
коммуникаций [1]. Наилучшие результаты на сего-
дняшний день как по чистоте однофотонного излу-
чения, так и по яркости (эффективности) однофо-
тонного излучателя продемонстрированы на струк-
турах с КТ InAs/GaAs, выращенных на подложках
GaAs [2, 3]. Типичная длина волны излучения в этой
системе материалов составляет ∼ 0.9 – 1.1 мкм, тогда
как для передачи квантовой информации на боль-
шие расстояния необходимы эффективные источ-
ники одиночных фотонов, излучающие в телеком-
муникационном C-диапазоне длин волн (λ= 1530–
1565 нм), т. е. в пределах спектрального диапазона
современных систем волоконно-оптической связи.

В настоящее время развиваются два основных
подхода, позволяющие увеличить длину волны из-

1)e-mail: sorokin@beam.ioffe.ru

лучения из КТ InAs и продвинуться в диапазон
длин волн ∼ 1550 нм. Первый из них связан с пе-
реходом от подложки GaAs к подложке InP. При
этом в рамках этого подхода также можно выде-
лить два различных направления: формирование
КТ InAs в матрице InP [4–7] и формирование КТ
InAs в матрице InAlGaAs [8–11]. Второй подход свя-
зан с выращиванием метаморфного буферного слоя
(ММБС) InxGa1−xAs/GaAs и последующим форми-
рованием КТ InAs в матрице InGaAs [12–17]. Пре-
имущества данного подхода связаны с возможно-
стью (i) контролируемо управлять величиной дефор-
мации и упругих напряжений при формировании
КТ посредством изменения периода решетки мат-
рицы, тем самым обеспечивая дополнительную сво-
боду в вариации режимов роста КТ и (ii) исполь-
зовать в конструкции гетероструктур эффективные
распределенные брэгговские отражатели (РБО) типа
Al0.9Ga0.1As/GaAs, а также стоп-слои/“жертвенные”
слои на основе твердых растворов AlGaAs, необходи-
мые для последующей пост-ростовой обработки пла-
стин.
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В данной работе мы представляем результаты ис-
следований гетероструктур с КТ InAs/InGaAs, выра-
щенными методом молекулярно-пучковой эпитаксии
(МПЭ) на поверхности ММБС InxGa1−xAs/GaAs с
линейным профилем изменения состава на подлож-
ках GaAs (001). Несмотря на то, что ММБС с корне-
вым профилем изменения состава по In более устой-
чивы к напряжениям, возникающим при выращива-
нии последующих слоев гетероструктуры [18], выбор
был сделан в пользу линейного профиля из-за про-
стоты его расчета и реализации с использованием
стандартных термоконтроллеров [19]. Кроме того, в
этом случае облегчается контроль остаточной упру-
гой деформации на поверхности ММБС [20].

2. Эксперимент.

Структуры с ММБС InxGa1−xAs и КТ были
выращены методом МПЭ на подложках GaAs (001)
при использовании установки производства компа-
нии SemiTEq. В качестве источников молекуляр-
ных пучков применялись два источника Ga, источ-
ники In, Al и клапанный источник As. Выращива-
ние ММБС InxGa1−xAs с линейным профилем из-
менения состава по In (от x= 0.05 до x ∼ 0.43)
осуществлялось путем добавления переменного по-
тока In к фиксированному потоку Ga, соответству-
ющего скорости роста GaAs ∼ 0.4 МС/с. Средняя
скорость изменения состава по индию в ММБС со-
ставляет ∼ 35 % In/мкм, что предполагает толщину
ММБС ∼ 1.05 мкм. Оптимальные режимы МПЭ ро-
ста ММБС InxGa1−xAs/GaAs были ранее определе-
ны в работе [19]: температура подложки TS = 380–
400◦C, соотношение потоков As/(In + Ga)∼ (1.5–2).
После выращивания ММБС InxGa1−xAs/GaAs с за-
данным максимальным содержанием In температуру
подложки повышали в потоке молекул As4 до требуе-
мой для осаждения слоя КТ. Слой КТ InAs выращи-
вался не непосредственно на ММБС InxGa1−xAs, как
в работах [14–16], а на поверхности тонкого проме-
жуточного (interlayer) слоя GaAs толщиной ∼ 3 МС,
вставленного между слоем ММБС и слоем КТ. Верх-
ний прикрывающий КТ слой InyGa1−yAs (y= 0.26–
0.28) толщиной ∼ 200 нм, также называемый далее
“инверсным”, выращивался при низкой температуре
TS ∼ 420◦C, чтобы снизить возможную взаимодиф-
фузию материала КТ и матрицы в процессе заращи-
вания КТ. Дополнительно на поверхности инверсно-
го слоя выращивался слой незарощенных КТ с целью
контроля поверхностной плотности, формы и разме-
ров КТ InAs/InGaAs. При этом режимы формирова-
ния поверхностного слоя КТ в целом соответствова-
ли режимам роста зарощенных КТ. Схема исследуе-
мых структур приведена на рис. 1.

Рис. 1. Схематическое изображение конструкции иссле-
дуемых структур с КТ InAs/InGaAs

Для исследования выращенных метаморфных
гетероструктур с InxGa1−xAs ММБС и КТ при-
менялся ряд характеризационных методик: метод
рентгеновской дифрактометрии (РД), просвечива-
ющей электронной микроскопии (ПЭМ) в геомет-
рии поперечного сечения, метод спектроскопии фо-
толюминесценции (ФЛ) и микро-ФЛ, а также ме-
тод атомно-силовой микроскопии (АСМ). Рентгено-
дифракционные исследования полученных образцов
производились в трехкристальной схеме на много-
функциональном рентгеновском дифрактометре D8
Discover (Bruker-AXS, Германия) в режиме ω−2θ ска-
нирования в области отражения (004)GaAs. Иссле-
дования структурных свойств методом ПЭМ в гео-
метрии поперечного сечения выполнялись на мик-
роскопе Jeol JEM-2100F (ускоряющее напряжение
200 кВ, разрешение пикселя 0.19 нм). Образцы под-
готавливали с использованием стандартной методи-
ки – механической полировки с последующим утоне-
нием путем травления ионами Ar+ (4 кэВ). Спектры
ФЛ измерялись при T = 77K при накачке непре-
рывным полупроводниковым лазером с длиной вол-
ны λ= 660 нм. Измерение спектров микро-ФЛ про-
водилось при температуре (5–6)K с использовани-
ем гелиевого криостата ST-500-Attocube (Janis). Об-
разец возбуждался лазерными импульсами длитель-
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ностью 5 пс и частотой следования 80 МГц, гене-
рируемых перестраиваемым по длине волны титан-
сапфировым лазером с синхронизацией мод Tsunami
(Spectra Physics). Для фокусировки лазера на об-
разце и сбора излучения ФЛ из КТ использовался
50-кратный объектив (Mitutoyo plan apochromat) с
числовой апертурой NA= 0.42. Лазерное излучение
было сфокусировано в пятно с минимальным раз-
мером 3 мкм. Спектр излучения КТ анализировался
с помощью решеточного спектрометра (SpectraPro)
с охлаждаемой ПЗС-матрицей PyLoN IR (Princeton
Instruments).

Выбор режима формирования слоя КТ InAs
(TS = 470◦C, скорость осаждения ∼ 0.02 МС/с, со-
отношение потоков As/In ∼ 200–300) осуществляли,
ориентируясь на данные измерений тестовых струк-
тур методами АСМ и спектроскопии ФЛ. При этом
основным критерием являлось наличие интенсивных
узких линий ФЛ из отдельных КТ в диапазоне 1.50–
1.55 мкм в спектрах микро-ФЛ структур.

3. Результаты и обсуждения. Дифракцион-
ные кривые, измеренные вблизи рефлекса GaAs (004)
двух различных структур с InxGa1−xAs ММБС и
КТ (обозначенных как # A и # B), приведены на
рис. 2, при этом для удобства восприятия кривые

Рис. 2. (Цветной онлайн) Дифракционные кривые
вблизи симметричного отражения GaAs (004) для двух
структур с ММБС InxGa1−xAs, отличающихся пара-
метрами формирования КТ

разнесены по оси ординат. Номинально, конструк-
ция и режим формирования ММБС, а также толщи-
на и состав инверсного слоя для этих двух структур
были выбраны одинаковыми. Из рисунка 2 следует,
что дифракционные кривые практически совпадают
друг с другом, что, с одной стороны, отражает вы-
сокую воспроизводимость процесса МПЭ, а с дру-
гой стороны, указывает на идентичность деформа-
ций и упругих напряжений на поверхности ММБС

перед формированием слоя КТ. Узкий пик вблизи
θ ≈ 33.03◦ соответствует отражению (004)GaAs, в
то время как широкий П- образный пик происходит
от ММБС InxGa1−xAs (x= 0.05–0.43). Интенсивный
пик при θ ≈ 32.2◦ на дифракционной кривой соответ-
ствует слою In0.28Ga0.72As толщиной ∼ 0.2 мкм, вы-
ращенному поверх ММБС и слоя КТ. Большая ши-
рина этого пика на половине высоты связана с его
малой толщиной.

На рисунке 3а приведено изображение структу-
ры # A, полученное методом ПЭМ в геометрии по-
перечного сечения. На изображении четко различа-
ются все основные слои, образующие структуру: под-
ложка (буферный слой) GaAs, ММБС InxGa1−xAs
с линейным профилем изменения состава толщиной
∼ 1.04 мкм, слой КТ InAs/InGaAs, выращенный на
поверхности ММБС, и инверсный слой In0.28Ga0.72As
толщиной ∼ 200 нм. Измеренные по данным ПЭМ
толщины слоев хорошо согласуются с заданными
значениями.

На ПЭМ изображении также отчетливо просле-
живается многоэтажный характер сетки дислокаций
несоответствия (ДН), формирование которой может
быть качественно объяснено в рамках простой мо-
дели баланса сил [21]. При этом в верхней части
ММБС вблизи слоя КТ образуется область с оста-
точной деформацией, характеризуемая малым коли-
чеством дефектов. Образование этой области ранее
было объяснено Терсоффом в рамках равновесной
модели распределения дислокаций [20]. На изобра-
жении ПЭМ на рис. 3а также видно, что ДН ча-
стично проникают в буферный слой GaAs, в том
числе сегмент ДН образуется на интерфейсе “бу-
ферный слой GaAs/подложка GaAs”. В верхней ча-
сти структуры как в области ММБС, примыкаю-
щей к слою КТ, так и в инверсном слое InGaAs на-
блюдается низкая (менее 107/см2) плотность прорас-
тающих дислокаций. Нижний предел их обнаруже-
ния определяется чувствительностью метода ПЭМ.
Также стоит отметить отсутствие дислокаций или
дефектов упаковки, зарождающихся на интерфейсе
ММБС InxGa1−xAs/слой КТ.

На рисунке 3b приведено увеличенное ПЭМ изоб-
ражение структуры # A вблизи слоя КТ, также по-
лученное в геометрии поперечного сечения. Для дан-
ной структуры номинальная толщина осажденного
InAs составила ∼ 2.4 МС. На изображении отчетли-
во различаются особенности, которые можно связать
с формированием КТ InAs/InGaAs. При этом для
представленных на рис. 3b КТ наблюдается большой
разброс как по латеральным размерам (15–30 нм),
так и по высоте (до 4–5 нм).
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Рис. 3. ПЭМ изображения в геометрии поперечного сечения структуры # A, содержащей 1мкм – InxGa1−xAs ММБС
с линейным профилем изменения состава, слой КТ InAs/InGaAs, выращенный на поверхности ММБС, и инверсный
слой In0.28Ga0.72As толщиной ∼ 200 нм. (a) – Общий вид; (b) – область вблизи слоя КТ InAs/InGaAs

Как было отмечено выше, в представленных
структурах слой InAs КТ формировался на поверх-
ности тонкого промежуточного слоя GaAs толщиной
∼ 3 МС. Идея осаждения подслоя GaAs перед фор-
мированием слоя КТ не является абсолютно новой
или оригинальной. Например, в работе [22] сверх-
тонкий (до ∼ 2 МС) слой GaAs, внедренный меж-
ду буферным слоем InGaAsP и слоем КТ InAs,
применялся для контролируемого управления дли-
ной волны излучения из КТ InAs/InGaAsP, выра-
щиваемых методом МОГФЭ. Было показано, что
введение этого промежуточного слоя эффективно
подавляет обмен As/P и уменьшает высоту КТ
InAs/InGaAsP, а также оказывает влияние на ки-
нетику формирования КТ и, соответственно, при-
водит к изменению их формы от КТ до кванто-
вых штрихов. J. S. Kim и соавторы также использо-
вали тонкий слой GaAs с целью вариации условий
формирования КТ InAs в матрице InAl(Ga)As, со-
гласованной по периоду решетки с подложкой InP
[23]. Таким образом, добавление тонкого промежу-
точного слоя GaAs толщиной несколько монослоев
в конструкцию гетероструктуры позволяет управ-
лять длиной волны излучения, а также модифици-
ровать кинетику формирования КТ InAs/InGaAs.
Выращивание тонкого слоя GaAs перед слоем КТ
частично компенсирует накопленные упругие на-
пряжения в верхней части ММБС и снижает де-
формации, так как период решетки GaAs мень-
ше, чем у равновесного слоя InGaAs, согласован-

ного с ММБС, а также способствует формирова-
нию КТ на более упорядоченной поверхности, что
подтверждается появлением четко выраженной ре-
конструкции поверхности после осаждения 3 МС
GaAs непосредственно перед началом осаждения
слоя InAs КТ.

Данные ПЭМ хорошо коррелируют с данными
АСМ, полученными при исследовании КТ InAs, вы-
ращенных на поверхности структуры при тех же
режимах МПЭ, что и зарощенные КТ на ММБС
(рис. 4). Отчетливо прослеживается тенденция к вы-
тягиванию КТ вдоль выделенного направления [1-10]
с образованием так называемых квантовых штри-
хов (quantum dashes) [24], что связано с асиммет-
ричной поверхностной миграцией In вдоль различ-
ных кристаллографических направлений [25]. При-
близительная оценка поверхностной плотности КТ
∼ (2–4)× 1010 см−2. При этом наблюдается неравно-
мерное распределение КТ по поверхности образца, и
даже на масштабе (2× 2)мкм2 видны области, в ко-
торых плотность КТ уменьшается более чем на по-
рядок величины.

На рисунке 4a такие области выделены черными
квадратами. Также прослеживается тенденция к ак-
кумуляции КТ на выпуклых особенностях рельефа
(на вершинах “холмов”). Из профилей изменения по
высоте можно оценить средние латеральные разме-
ры и высоту КТ: L= 20–30 нм, H ∼ 3 нм, при этом
также наблюдается большой разброс КТ по разме-
рам – L = 10−45 нм, H = 2−6 нм.
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Рис. 4. (Цветной онлайн) (a) – АСМ изображение поверхности (2× 2мкм2) структуры # A и (b), (c) – профили измене-
ния высоты поверхности, измеренные вдоль направлений, показанных белыми линиями, в области вблизи “крупных”
КТ c латеральными размерами L=40–45 нм и высотой H ∼ 6 нм

В качестве примера профили изменения по высо-
те вблизи “больших” КТ c латеральными размерами
L = 40−45 нм и высотой H = 5.5−6 нм приведены на
рис. 4b, c. При этом размеры и форма “крупных” КТ
хорошо согласуются с опубликованными ранее [15].
Плотность таких “объектов”, которые, по всей види-
мости, ответственны за излучение в диапазоне 1.50–
1.55 мкм [16], существенно меньше общей плотности
КТ и составляет ∼ (1–4)× 108 см−2.

На рисунке 5 приведены АСМ изображения по-
верхности (2× 2 мкм2) двух структур, отличающих-
ся друг от друга только наличием промежуточного
слоя GaAs толщиной 3 МС, вставленного между сло-
ем ММБС и КТ. Номинальная толщина слоя InAs со-
ставила ∼ 2.4 МС (время осаждения 120 с при скоро-
сти роста ∼ 0.02 МС/с). Из сравнения изображений
следует, что тенденция к формированию протяжен-
ных квантовых штрихов более отчетливо проявляет-
ся при отсутствии промежуточного слоя GaAs. По-

лученный результат подтверждает, что добавление
промежуточного слоя GaAs оказывает существенное
влияние на кинетику формирования КТ.

На рисунке 6 представлены спектры ФЛ и микро-
ФЛ для структуры # A. Спектры ФЛ были измере-
ны в шести различных точках образца в направле-
нии от центра к краю пластины при T =77 K. Цвет
спектров на рис. 6a соответствует цвету точек на вы-
колотой полоске из 1/4 пластины диаметром 76.2 мм,
показанной в правой части рис. 6a. Длина волны мак-
симума ФЛ при T =77 K составляет λ= 1480 нм, од-
нако широкий пик ФЛ также захватывает и диапа-
зон 1530–1565 нм. На коротковолновом краю спек-
тра наблюдается небольшой пик с максимумом око-
ло 1340 нм, который может быть вызван или ФЛ в
смачивающем слое, или излучением из “мелких” КТ.
В спектре микро-ФЛ, измеренном в одной из точек
вблизи центра пластины, наблюдаются узкие линии,
связанные с излучением из отдельных КТ с дли-
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Рис. 5. (Цветной онлайн) АСМ изображения поверхности (2× 2мкм2) двух структур, отличающихся друг от друга
наличием промежуточного слоя GaAs толщиной 3МС, вставленного между слоем ММБС и КТ InAs. Номинальная
толщина осажденного слоя InAs – 2.4 МС. (а) – Без промежуточного слоя GaAs; (b) – с промежуточным слоем GaAs
толщиной 3 МС

Рис. 6. (Цветной онлайн) (a) – Спектр ФЛ (T =77 K) гетероструктуры # A. (b) – Спектр микро-ФЛ (T = 5K) гете-
роструктуры # A. Вставка к рисунку демонстрирует одиночную линию ФЛ из КТ с длиной волны ∼ 1550 нм. (с) –
Нормированные спектры ФЛ (T = 77K) для трех структур с различной номинальной толщиной слоя InAs КТ. Темпе-
ратура осаждения КТ – TS =470◦C

ной волны от ∼ 1350 до 1550 нм. Стоит отметить,
что плотность “больших” КТ, отвечающих излуче-
нию в C-диапазоне, мала, и это хорошо согласуется
с малым количеством линий излучения в диапазоне
1530–1550 нм (рис. 6b). Более того, на поверхности
пластины можно найти области с интенсивными оди-
ночными линиями излучения из КТ с длиной волны
∼ 1550 нм. Пример такой одиночной линии ФЛ при-
веден на вставке к рис. 6b.

Влияние номинальной толщины слоя InAs на
сдвиг максимума ФЛ при неизменных параметрах
ММБС и верхнего прикрывающего слоя приведено
на рис. 6c для трех структур с различной номиналь-
ной толщиной слоя InAs – от 2.0 до 2.4 МС. Темпе-
ратура осаждения КТ – TS = 470 ◦C. Спектры ФЛ
всех структур были измерены в точках вблизи цен-

тра пластины. Видно, что увеличение номинальной
толщины слоя InAs КТ от 2.0 до 2.4 МС приводит
к длинноволновому сдвигу максимума ФЛ от ∼ 1400
до ∼ 1490 нм.

4. Заключение. В работе представлены иссле-
дования гетероструктур с КТ InAs/InGaAs, выра-
щенными методом МПЭ на поверхности метаморф-
ных буферных слоев InxGa1−xAs/GaAs (001) с ли-
нейным профилем изменения состава. Изображени-
ями ПЭМ в геометрии поперечного сечения подтвер-
ждена низкая плотность ПД в слоях, выращенных
на поверхности ММБС InxGa1−xAs. Показано, что
введение в конструкцию структуры тонкого проме-
жуточного слоя GaAs толщиной ∼ 3 МС, вставлен-
ного между слоем ММБС и слоем КТ, оказывает
существенное влияние на кинетику формирования
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КТ. Установлено, что поверхностная плотность КТ и
квантовых “штрихов” составляет ∼ (2–4)× 1010 см−2.
Из анализа профилей изменения по высоте изобра-
жений АСМ установлено, что плотность “больших”
КТ c латеральными размерами L= 40–45 нм и вы-
сотой H = 5.5–6 нм, которые, по всей видимости, от-
ветственны за излучение в диапазоне 1.50–1.55 мкм,
существенно меньше общей плотности КТ и состав-
ляет ∼ (1–4)× 108 см−2. Продемонстрировано нали-
чие узких линий, связанных с излучением из отдель-
ных КТ, в спектрах низкотемпературной (T = 10 К)
микро-ФЛ.
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Для электронов, распространяющихся по краевым состояниям двухмерного (2D) топологического
изолятора, мы изучаем рассеяние на краевых дефектах, неизбежно присутствующих в реалистичных
образцах 2D топологического изолятора, в присутствии внешнего однородного магнитного поля. Маг-
нитное поле нарушает симметрию обращения времени, разрушая топологическую защиту фермион-
ных состояний. Независимо от формы краевой деформации и величины магнитного поля, рассеяние
всегда является надбарьерным. В такой ситуации удобно воспользоваться квазиклассическим методом
Покровского–Халатникова. Для широких классов аналитических профилей деформации это позволяет
теоретически расчитать не только основной экспоненциальный вклад в амплитуду рассеяния, но и пред-
экспоненциальный множитель.

DOI: 10.31857/S0370274X24110086, EDN: VLXZPB

1. Введение. Топологические изоляторы (ТИ) –
это новые состояния квантовой материи, которые не
могут быть адиабатически преобразованы в обычные
изоляторы и полупроводники. Они характеризуют-
ся полной диэлектрической щелью в объеме и бес-
щелевыми состояниями, защищенными симметрией
обращения времени (TR-симметрей), на краю или
поверхности. Возможные применения ТИ включают
маломощную электронику [1] и устойчивые к ошиб-
кам квантовые вычисления [2, 3]. Значительный ин-
терес научного сообщества к свойствам ТИ обуслов-
лен тем, что удается экспериментально наблюдать
транспорт в краевых состояниях (в квантовых ямах
HgTe) [4] и в поверхностных состояниях [5] (в кри-
сталлах Bi2Se3 [6]). В большинстве случаев образцы
2D и 3D ТИ представляют собой разные соединения
(исключением является HgTe [7]). Другие реализа-
ции одномерных топологически защищенных состо-
яний включают состояния на краях между поверхно-
стями трехмерного ТИ [8] и состояния, возникающие
в ступенчатых краях [9, 10].

Главная особенность краевых состояний в 2D ТИ
заключается в том, что из-за зацепления спина и

1)См. дополнительный материал к данной статье на сайте
нашего журнала www.jetpletters.ac.ru

2)e-mail: yaroslav.rodionov@gmail.com

импульса, рассеяние (всегда являющееся рассеянием
назад для краевых мод 2D ТИ) с неизбежностью со-
провождается переворотом спина квазичастицы. По-
этому в отсутствие магнитных примесей упругое рас-
сеяние краевых состояний строго запрещено. Тако-
во замечательное проявление TR-симметрии для та-
ких систем [11]. Важной особенностью всех ТИ яв-
ляется их сильное спин-орбитальное взаимодействие
(СОВ), [12, 13]. Следует отметить, что в работе [14]
уже исследовалось влияние инверсионной асиммет-
рии интерфейса на краевые состояния в таких систе-
мах в поперечном магнитном поле. Однако в ней со-
вершенно не учтены СОВ и влияние краевых дефор-
маций. В этой статье мы предлагаем модельный кра-
евой гамильтониан, описывающий влияние СОВ на
краевые дефекты. В нашем подходе краевой дефект
описывается профилем угла деформации (см. рис. 1).
Упругое рассеяние становится возможным при нали-
чии однородного магнитного поля, ортогонального
кромке.

В нашей работе мы построим теорию рассея-
ния в такой системе для широких классов профи-
лей деформации края. Особое внимание уделяется
аналитической структуре решений соответствующе-
го уравнения Дирака. Нами будут изучены два взаи-
модополняющих случая: квазиклассический режим,
соответствующий гладкой деформации края, а так-
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же режим теории возмущений по малому внешнему
магнитному полю. В тех ситуациях, когда параметры
задачи допускают применение обоих этих подходов,
мы убедимся в совпадении полученных ответов.

Наше исследование призвано пролить некоторый
свет на то, как TR-симметрия влияет на аналити-
ческие свойства амплитуды рассеяния. В отсутствие
магнитного поля удается найти точное решение для
любого профиля деформационного потенциала. Для
гладких профилей деформации используется метод
Покровского–Халатникова (П-Х) [15], позволяющий
получить аналитическое выражение для амплитуды
отражения с предэкспоненциальной точностью.

2. Модель. Мы предполагаем следующую фор-
му гамильтониана для электронов в двумерном ТИ:

Ĥ = H0 +Hso;

H0 = vF0p̂xσ̂y, Hso = ασ × p · ν,
(1)

где H0 – эффективный гамильтониан краевых со-
стояний, движущихся вдоль оси x (y = 0) [16] и
σ = (σx, σy , σz) – матрицы Паули, действующие в ба-
зисе спина 1/2.H0 следует из особой зонной структу-
ры, не зависящей от спин-орбитального взаимодей-
ствия, а vF0 представляет собой затравочную ско-
рость Ферми.

Спин-орбитальный гамильтониан Hso написан
стандартным образом для двумерного электронно-
го газа [17]; p – импульс электронов, ν – единичный
вектор, перпендикулярный поверхности (или грани-
це раздела в гетероструктуре), α – параметр Раш-
бы, зависящий от материала и внешнего электриче-
ское поля (затворного напряжения) [12, 13]. Послед-
нее вызывает расщепление энергетических зон из-за
спина электрона (расщепление Рашбы), что хорошо
видно в зонной структуре ТИ-материалов [18, 13].

Здесь важно отметить, как правильно следует
выбрать направление вектора нормали ν в уравне-
нии (1). В принципе, правильное направление мож-
но определить из исходного гамильтониана ТИ, ко-
торый мы здесь не приводим. Однако мы опираем-
ся на результаты статьи [18], где показано, что ско-
рость Ферми ТИ растет с уменьшением коэффици-
ента Рашбы α. Как мы увидим ниже, правильное на-
правление ν соответствует указанному на рис. 1.

Теперь рассмотрим деформацию края, представ-
ленную на рис. 1. Профиль изгиба образца в плоско-
сти yz определяется функцией φ(x). Это, в свою оче-
редь, приводит к модификации спин-орбитального
взаимодействия

Hso = −αp̂xσ̂y + Û(x);

Û(x) =
α

2
[p̂xφ(x) + φ(x)p̂x]σz

(2)

Рис. 1. (Цветной онлайн) Схематическая иллюстрация
геометрического дефекта края в образце 2D ТИ

для гладких и неглубоких деформаций (φ(x) ≪ 1).
Здесь мы ввели антикоммутатор для сохранения эр-
митовости исходного гамильтониана СОВ (1). Анти-
коммутатор необходим в силу того, что вектор нор-
мали ν теперь стал функцией координаты x. Первый
член в (2), −αp̂xσ̂y, как видно из исходного гамиль-
тониана (1), просто перенормирует скорость Ферми.
Последний член в (2) предполагается рассматри-
вать как потенциальный профиль упругого рассея-
ния задачи. В дальнейшем было бы удобно включить
в функцию профиля параметр α: ϕ = αφ.

Потенциальный профиль Û в (2) сам по себе не
приводит к рассеянию краевых состояний, посколь-
ку не нарушает TR-симметрию. Однако, как мы уви-
дим, в присутствии магнитного поля это не так. При-
ложим магнитное поле в направлении оси z (перпен-
дикулярно плоскости образца топологического изо-
лятора). Выберем следующую калибровку вектор-
потенциала: A = (Hy, 0, 0). Координата y в нашем
случае остается постоянной y = const, которую смело
можно положить равной нулю (альтернативно, для
постоянной y векторный потенциал можно убрать из
уравнения Дирака с помощью тривиального калиб-
ровочного преобразования). Таким образом, един-
ственным изменением эффективного гамильтониана
является добавление взаимодействия спина с магнит-
ным полем (зеемановское слагаемое):

Ĥ1D(x) = vF p̂xσy + µσz + Û(x), (3)

где vF = vF0−α – перенормированная скорость Фер-
ми, а µ = µBgH, g – g-фактор для краевых элек-
тронов [19]. Мы прикладываем поперечное магнит-
ное поле, ввиду того, что магнитное поле в плос-
кости не влияет на краевые состояния, поскольку
соответствующий член в гамильтониане можно ис-
ключить калибровочным преобразованием операто-
ров электронного поля [20].
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Следовательно, нам необходимо решить задачу
рассеяния для следующего уравнения Дирака:

[

vF p̂xσy + µσz + Û(x)
]

ψ(x) = εψ(x). (4)

Легко видеть, что даже в отсутствие деформацион-
ного потенциала Û(x) зеемановский член µσz откры-
вает щель в спектре краевого состояния ширины µ.
Поэтому состояния рассеяния всегда имеют энергию
больше µ и условие:

ε > µ (5)

предполагается всегда выполненным.
3. Методы. Уравнение Дирака (4) представляет

собой систему двух дифференциальных уравнений
первого порядка на дублет ψ = (ψ1, ψ2). Самым про-
стым и (неожиданно) удобным подходом к ее анали-
зу оказалось приведение системы (4) к дифференци-
альному уравнению 2-го порядка относительно един-
ственной функции ψ1:

2~2
(

ϕ2+1
)

αψ′′1+2i~
[

~
2
(

ϕ2+1
)

ϕ′′+ϕα (2µ−3i~ϕ′)
]

ψ′1

+

[

1

2
αβ(α − 2i~ϕ′) + 4ε~2ϕϕ′′

]

ψ1 = 0, (6)

ψ2 =
2~
(

ϕ2 + 1
)

ψ′1 − iψ1ϕβ(x)

α(x)
, (7)

где α(x) = 2(µ+ ε)− i~ϕ′, β(x) = 2(µ− ε) + i~ϕ′.
Вывод (6) прост, промежуточные формулы для

удобства читателя мы приводим в разделе А (см. до-
полнительные материалы). В дальнейшем мы будем
называть это уравнение уравнением Дирака. Диф-
ференциальное уравнение (6) не может быть реше-
но точно. Мы проанализируем его в двух различных
подходах:

(i) квазиклассический метод, отвечающий плав-
ной деформации ϕ(x) ребра;

(ii) теория возмущений по напряженности маг-
нитного поля (зеемановской энергии) µ. Затем мы
покажем, как эти два подхода прекрасно сшивают-
ся.

3.1. Квазиклассическое приближение. Исследова-
ние уравнения 4 в квазиклассической парадигме тре-
бует указания малого параметра задачи. Физически,
квазиклассический подход предполагает гладкость
потенциальной системы.

В нашем случае роль потенциала играет профиль
краевой деформации ϕ(x). Соответствующий мас-
штаб изменения потенциала обозначим a. Следова-
тельно, гладкость потенциала означает, что деброй-
левская длина волны ~vF /ε намного меньше a:

λ

a
≡ ~vF

εa
≪ 1 (semiclassical approximation). (8)

Как мы увидим в дальнейшем анализе, структура
квазиклассического рассеяния в задаче такова, что
ввиду условия (5) квазиклассический импульс ни-
когда не обращается в нуль на вещественной оси,
что делает рассеяние всегда надбарьерным событи-
ем. Наиболее адекватным подходом к решению за-
дачи о надбарьерном отражениии является метод П-
Х [15]. Далее для удобства мы будем использовать
естественные единицы ~ = vF = 1, восстанавливая
их там, где это необходимо.

3.2. Метод П-Х. Идею метода можно сформули-
ровать следующей последовательностью шагов (см.
также изящную работу М. Берри [21]):

(i) Выполнить аналитическое продолжение
квазиклассического решения в комплексную плос-
кость по так называемой антистоксовой линии
Im
∫ z

z0
k(z) dz = 0, где k(z) – квазиклассический

импульс, а z0 – точка поворота в комплексной
плоскости.

(ii) Построить точное решение уравнения Шре-
дингера в окрестности точки поворота z0 (где им-
пульс k(z) можно разложить в ряд Тейлора, сильно
упростив, таким образом, исходное уравнение).

(iii) Найти асимптотику точного решения на ан-
тистоксовых линиях, идущих вправо и влево от точ-
ки поворота.

(iv) Предполагая, что существует непустое пере-
сечение области применимости асимптотик точного
решения и квазиклассического решения (заштрихо-
ванная область на рис. 2), сшить их на антистоксо-
вых линиях. (Задачу можно решить в квазикласси-
ческом подходе тогда и только тогда, когда такое пе-
ресечение существует).

(v) Построить аналитическое продолжение реше-
ния с антистоксовой линии, идущей в −∞, на веще-
ственную ось ψ(z) → ψ(x).

Далее мы шаг за шагом будем реализовывать на-
меченную программу, объясняя все нюансы.

3.3. Квазиклассическое решение. Введем экспо-
ненциальную замену ψ → eiS/~ для волновой функ-
ции и используем стандартный квазиклассический
аппарат, адаптированный к стационарному уравне-
нию Дирака:

ψ =

(

ψ1

ψ2

)

, ψ1,2 = exp

(

iS0

~
+ iS1,2 + ...

)

. (9)

В нулевом порядке по ~ (или отбрасывая все чле-
ны с производными от ϕ в уравнении (6)) получаем
следующее выражение для S0 (см. дополнительные
материалы, раздел А):
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Рис. 2. К методу П-Х. Окрестность точки поворота z0
со стандартным разрезом, идущим вверх. Серая об-
ласть обозначает область применимости квазикласси-
ческого приближения (достигающую бесконечности в
комплексной плоскости). Меньший круг радиуса a обо-
значает область применимости точного решения вбли-
зи точки поворота. Две сплошные кривые, исходящие
из точки поворота до ±∞, являются антистоксовыми
линиями. Пунктирная линия – линия Стокса. Заштри-
хованная область – это область сосуществования квази-
классического и точного решения, в которых их можно
сшить

S0(x) =

x
∫

q±(x
′) dx′, (10)

q± =
−µϕ± p

ϕ2 + 1
, p =

√

ε2(ϕ2 + 1)− µ2, (11)

где q± интерпретируется как квазиклассический им-
пульс. Регулярная ветвь p выбирается таким обра-
зом, чтобы p →

x→+∞

√

ε2 − µ2. Затем, сохранив уже

члены порядка ~ (S1,2 в замене (9)) и подставив ее
в (6), мы получим предэкспоненциальные квазиклас-
сические члены для волновой функции ψ:

ψ1,±(x) = ξ1,±(x)e
i
~

∫
q± dx ξ1,± =

√

±q±
[

1± ϕε

p

]

ψ2,±(x) = −iψ1,±
εϕ∓ p

ε+ µ
. (12)

Опять же, внешние квадратные корни, входящие в
определение ξ1,±, считаются положительными при
x → +∞. Чтобы выяснить, какое из решений соот-
ветствует правым (левым) движущимся носителям,
нам понадобится квазиклассические токи:

j± ≡ ψ†±σyψ± =
2q±
p

(ε− µ). (13)

При x → ±∞ профильная функция ϕ(x) → 0. По-
этому

j± =
x→∞

±2(ε− µ). (14)

3.4. Исследование точек поворота. Теперь нам
нужно найти те точки, в которых квазиклассичность
решения нарушается. Обычно это точки ветвления
квазиклассического момента q± (11). Эти точки на
самом деле являются возможными особыми точка-
ми исходного дифференциального уравнения [22].

Точки ветвления p. Они одновременно являются
и точками ветвления q±:

ϕ(z±) ≡ ϕ± = ±i
√

1− µ2

ε2
(15)

ϕ(z) = ϕ± + (z − z±)/a+ ... (16)

и квазиклассические испульсы, соответствующие
различным линейным независимым решениям,
совпадают. Мы предполагаем, что точки ветвления
имеют простейшую структуру, т.е. являются корня-
ми первого порядка p2(z). Соответствующая точка
ветвления всегда находится вне действительной оси
ввиду условия ε > µ (см. выражение (8)).

Разлагая потенциал ϕ(z) в окрестности точек z±,
(уравнение (16)), мы сразу приходим к квазикласси-
ческому условию (8) (после простой, но громоздкой
алгебры, см. раздел A.2 в дополнительных материа-
лах) в виде ε~2v2F /[(ε

2 − µ2)3/2|a||z − z±|] ≪ 1, кото-
рое нарушается в точках z → z±. Поэтому точки z±
должны быть включены в реализацию метода П-Х.

Здесь мы замечаем, что параметр a в разложе-
нии (16) в принципе является комплексным. Однако
его модуль |a| соответствует характерному масштабу
потенциала ϕ(x).

Нули q±. Эти точки, если они существуют,
являются наиболее естественными кандидатами, в
окрестности которых квазиклассический подход не
работает. Очевидно, им соответствуют сингулярно-
сти профильной функции ϕ(z). Мы предполагаем
самый простой, но наиболее распространенный тип
особенности – простой полюс:

ϕ(z) =
ia

z − zp
+ ... (17)

Здесь, как и раньше, |a| соответствует характерной
длине потенциала. Мнимая единица i введена для
удобства. Точно так же, как было получено усло-
вие для точки ветвления p, мы получаем и квази-
классическое условие в окрестности точки поворо-
та zp, q±(zp) = 0: ~vFa ve/[(ε

2 − µ2)|z − zp|2] ≪ 1.
Как и ожидалось, это условие также нарушается при
z → z0. Поэтому zp также следует включить в про-
цедуру П-Х.

Об аналитической структуре ϕ(z). Здесь сле-
дует вспомнить следующий факт из комплексного
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анализа. Если профиль деформации ϕ(z) не являет-
ся постоянной функцией, то функция обязана иметь
особенности в расширенной комплексной плоскости.
Поэтому функция ϕ(z) распадается на два общих
класса: функция, имеющая особенности в конечных
точках комплексной плоскости (типичным примером
могут служить лоренцевы потенциалы), и функция,
не имеющая особенностей в конечных точках ком-
плексной плоскости (например, потенциалы гауссова
типа). В последнем случае уместно следующее за-
мечание. Поскольку ϕ(x) → 0, x → ±∞, послед-
ний класс соответствует ситуации, когда ϕ(z) имеет
существенную особенность в точке z → ∞. Типич-
ным примером может быть ϕ(z) = Pn(z/a)e

−z2/a2

,
где Pn(z/a) – многочлен порядка из n. Наш анализ
задачи, таким образом, разделен на два случая:

(i) Случай потенциала, регулярного в любой ко-
нечной точке.

(ii) Случай потенциала, имеющего особенности в
конечных точках, когда тип особенностей ограничен
простыми полюсами.

3.5. Регулярный потенциал. Этот случай соот-
ветствует классической трактовке П-Х, адаптиро-
ванной к более сложному уравнению Дирака.

Преобразование уравнения Шредингера. Чтобы
проследить аналогию между уравнением Дирака
(уравнение (6)) и уравнением Шредингера, мы изба-
вимся от первой производной в (6) с помощью стан-
дартной замены [22]. Уравнение преобразуется сле-
дующим образом:

ψ′′(x) + η(x)ψ′(x) + κ(x)ψ(x) = 0 ⇒
θ′′(x) + π2(x)θ(x) = 0 (Schrödinger equation) (18)

θ(x) = e
1
2

∫
x η(t)dtψ(x), (19)

π2(x) = κ(x) − 1

2
η′(x)− 1

4
η2(x). (20)

Выражение для π2(x) довольно громоздкое. Однако
поучительно записать η(x) и π2(x), отбрасывая все
производные потенциального поля ϕ(x) (нулевое ква-
зиклассическое приближение), а также квазикласси-
ческое решение. Таким образом, связь с исходными
квазиклассическими отношениями (10), (11) стано-
вится прозрачной:

η(x) =
2i

~

µϕ(x)

ϕ2(x) + 1
, π2(x) =

ε2(ϕ2 + 1)− µ2

(ϕ2 + 1)2
(21)

θ±(x) =
1

√

π(x)
exp

(

±i
∫ x

x0

π(t)dt

)

. (22)

В последнем уравнении точку x0 нужно выбрать
на действительной оси. Таким образом, обе функ-
ции θ± имеют одинаковый модуль. В остальном x0

совершенно произволен и выбирается из соображе-
ний удобства. Читатель, желающий отследить дета-
ли, может обратиться к разделу A.3 дополнитель-
ных материалов, где мы показываем, как (21)–(22)
точно воспроизводят полные квазиклассические вы-
ражения (10)–(12), следующие из уравнения Дирака.

Точное решение вблизи точки поворота p. Изло-
жение теперь повторяет замечательную работу [15].
Тем не менее мы хотели бы представить здесь неко-
торые подробности, чтобы читатель понял внутрен-
нюю механику метода и мог следить за следующими
разделами, которые более сложны.

Настало время реализовать шаг (ii) метода П-Х.
Для определенности (и для того, чтобы сделать обо-
значения более краткими) нам нужно сделать вы-
бор, в пользу точки, дающей доминирующий вклад
в коэффициент отражения. Как обычно (и это бу-
дет видно ниже), это точка, расположенная бли-
же всего к действительной оси. Предположим, что
это точка z+. В ситуации с модельными потенци-
алами несколько точек ветвления могут быть рав-
ноудалены от вещественной оси (например, ϕ(z) =

= [cosh(z/a)]−1). В этой ситуации все точки вносят
одинаковый вклад в амплитуду отражения. Хотя эти
случаи привлекательны с эстетической точки зрения
и приводят к красивым ответам, содержащим кван-
товые осцилляции, они нереалистичны и не будут
здесь обсуждаться.

С помощью (16) раскладываем квазиклассиче-
ский импульс вблизи точки ветвления:

π2(ζ) =
1

~2

2iζ

a

ǫ5
√

ε2 − µ2

µ4
+ ..., ζ = z − z+, (23)

так что уравнение (18) сокращается вблизи точки
ветвления z+ к классическому уравнению Эйри:

θ′′(s) + sθ(s) = 0, s = γ1/3ζ, γ =
2iε5

a~2µ4

√

ε2 − µ2.

(24)

Подробности и некоторые тонкости вывода (24) см.
в разделе A.4 дополнительных материалов. Асимп-
тотика функции Эйри при больших значениях аргу-
мента хорошо известна и должна быть сопоставле-
на с квазиклассическим разложением. Соответству-
ющий анализ представлен в разделе B дополнитель-
ных материалов. Квазиклассические волновые функ-
ции (22) в окрестности z± на антистоксовой линии
n = 0 (идущей вправо и соответствующей уходящей
волне) принимают следующий вид:

θapp± (s) =
1

s1/4γ1/6
exp

(

±2i

3
s3/2

)

, s≫ 1. (25)
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Точное решение уравнения Эйри (24), имеющего
асимптотику (25), имеет следующее интегральное
представление:

θ(s) =
e−iπ/4√
πγ1/6

∫

C

est+t3/3 dt, (26)

где контур C представлен на рис. 3a. Чтобы сделать
наше изложение самодостаточным, мы выводим ин-
тегральное представление (26) в разделе B дополни-
тельных материалов. Контур расположен таким об-
разом, что в асимптотику вносит вклад только седло
t1 = i

√
s. Константа перед интегралом (26) выбрана

Рис. 3. (Цветной онлайн) (а) – Размещение контура C,
определяющего решение уравнения 26 для arg s = 0.
Асимптотические серые области – это области, в ко-
торых контур должен начинаться и оканчиваться (для
сходимости интеграла). t1, t2 – седла подынтегральной
функции. Контур проведен вдоль глобальной точной
кривой наискорейшего спуска, проходящей через сед-
ло t1, оранжевая линия – второй путь наискорейшего
спуска, проходящий через седло t2. (b) – Траектории
наискорейшего спуска и седла для arg s = −2π/3 (ле-
вая антистоксовая линия на рис. S1)

таким образом, чтобы асимптотика (26) при s → ∞
в точности совпадала с квазиклассическим выраже-
нием (25) для θapp+ (s). При переходе от правой ан-
тистоксовой линии к другой (идущей влево под уг-
лом −2π/3) асимптотика решения (26) преобразуется
как:

θ<(s) =
1

γ1/6

(

exp
[

2i
3 s

3/2
]

s1/4
− i

exp
[

− 2i
3 s

3/2
]

s1/4

)

(27)

из-за того, что контур интегрирования деформиро-
ван согласно рис. 3b и оба седла подынтегрального
выражения в (26) дают вклад в интеграл.

Сшивка точного и квазиклассического решения.

Нам нужно убедиться, что область применимости
квазиклассического разложения и точного решения
имеют ненулевое пересечение. Справедливость ква-
зиклассического разложения (25) равна s≫ 1 ⇒

|z − z+| ≫ (a~2/ε2)1/3. (28)

С другой стороны, условие справедливости тейло-
ровского разложения потенциала: |z−z+| ≪ a. Усло-
вием сосуществования двух последних условий яв-
ляется малость параметра εa/~, который и являет-
ся главным параметром квазиклассического разло-
жения задачи (уравнение (8)).

Мы видим, что решение слева от барьера расщеп-
ляется на две волны и идеально совпадает с квази-
классическими выражениями (25) в той же области.
Таким образом, мы заменяем обе волны в (27) по-
луклассическими волнами (22):

θ<(z) = θ+(z)
∣

∣

∣

z+
− iθ−(z)

∣

∣

∣

z+
. (29)

В последнем уравнении мы вернулись от s обратно к
z. Предполагается, что в интеграле, определяющем
показатель степени в функциях θ± в (22), мы изме-
ненили нижний предел интегрирования с x0 на z+.

Наконец, сделаем аналитическое продолжение
волновой функции (29) на вещественной оси z → x.
Структура уравнения становится особенно прозрач-
ной с помощью соотношения:

θ±(x)
∣

∣

∣

z+
= e
±i

∫
x0
z+

π(z) dz
θ±(x), (30)

где углы θ± определены в уравнении (22). Таким об-
разом, мы получаем коэффициент отражения:

R = e
− 4

~vF
Im

∫ z+
x0

√
ε2(ϕ2+1)−µ2

ϕ2+1
dz
, (31)

где для наглядности мы восстановили скорость Фер-
ми vF . Коэффициент отражения (31) – первый ос-
новной результат нашей статьи. Он имеет типичный
квазиклассический вид. Показатель экспоненциаль-
ной функции можно оценить как #εa/~ ≫ 1, что де-
лает коэффициент отражения экспоненциально ма-
лым.

Несмотря на свою простоту, результат (31) имеет
некоторую особенность. А именно, далеко не очевид-
но, как осуществить переход от произвольного µ < ε

к µ→ 0 (исчезающему внешнему магнитному полю)
в формуле (31). Дело в том, что при обращении в
нуль µ TR-симметрия задачи восстанавливается, и
коэффициент отражения должен обращаться точно
в нуль. Модификация результата (31), отражающая
эту фундаментальную симметрию рассматриваемой
задачи, являет собой наиболее нетривиальную часть
нашего анализа. Она приводится в разделе после изу-
чения борновского приближения.

3.6. Потенциал с полюсом.

Точное решение в окрестности точки поворо-

та. Квазиклассическая картина антистоксовых ли-
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ний представлена в разделе C.2 дополнительных ма-
териалов. Подробности аналитического продолже-
ния квазиклассических волновых функций (12) в
окрестности простого полюса zp вдоль антистоксо-
вых линий (см. уравнение (S.40)) приведены в разде-
ле D дополнительных материалов. Получаем следу-
ющую асимптотику:

ψ1+,≷(ζ) =
ε+ µ

ε

√

ε− µ

2

(

ζ

a

)
3
2

e
−
ε+ µ

2a
ζ2+ 3πi

4

ψ1−,≷(ζ) =
√

2(ε− µ)

(

ζ

a

)
1
2

e

ε− µ

2a
ζ2+

iπ

4 ,

(32)

где, как и ранее, символ > (<) соответствует квази-
классическому решению на правой (левой) антисток-
совой линии в окрестности точки поворота zp. Соот-
ношения (32) записаны в квазиклассическом пределе
ζ ≫

√

|a|/ε.
Теперь нам нужно получить точное решение

уравнения Дирака (6) в окрестности точки поворота
zp. Однако разложение уравнения (4) в окрестности
zp довольно громоздко, и мы отсылаем читателя к
разделу C.1 дополнительных материалов. К счастью,
грамотная замена ψ1(ζ) = exp(ζ2/2a[ε − µ])

√
ζψ(ζ)

приводит к исчезновению (!) слагаемого без произ-
водной в (4), что приводит к гораздо более простому
дифференциальному уравнению:

aψ′′
[

2ζ2(µ+ε)−a
]

+ψ′
[

4ζ3ε(µ+ε)−2aζ(2µ+ 3ε)
]

=0,

(33)

тривиально интегрируему в квадратурах:

ψ1(ζ) =

√

ζ

a

(

c1 − c2

√
πµ

2ε3/2
√
a
erf
[√

εa
ζ

a

]

)

e
ε−µ
2a ζ2

+ c2
ε+ µ

ε

(

ζ

a

)3/2

e−
ε+µ
2a ζ2

, (34)

где erf – функция ошибок, erf(z) = 2√
π

∫ z

0
e−t

2

dt. Те-
перь у нас есть все необходимое для сопоставления
точного решения (34) с квазиклассическими волно-
выми функциями (32).

Сшивка квазиклассического и точного решений.

Для получения коэффициента отражения потребу-
ем, чтобы на правой антистоксовой линии присут-
ствовала только прошедшая квазиклассическая вол-
на, т.е. асимптотика решения (34) совпадала с функ-
цией ψ1+,> в (32). Это немедленно дает условие
(асимптотику функции erf см. в разделе C.3) допол-
нительных материалов):

c1 =

√
πµ

2ε3/2
√
a
c2, c2 =

√

ε− µ

2
e3πi/4. (35)

Выражение для c2 следует из требования точного
совпадения с ψ1+,> в (32). Таким образом, мы имеем
решение на левой антистоксовой линии:

ψ1(ζ)
∣

∣

∣

left
= ψ1+,<(ζ) +

i
√
πµ

2ε3/2
√
a
ψ1−,<(ζ). (36)

Заменяя квазиклассические выражения ψ1±,< на об-
щие выражения (12), мы можем осуществить ана-
литическое продолжение с антистоксовой линии к
вещественной оси x. Заметив, что ξ1,+ = ξ1,− при
x → −∞ в (12), мы получаем (в полной аналогии с
предыдущим выводом) коэффициент отражения

R=
π~vF
|a|

µ2

4ε3
e
− 4

~vF
Im

∫
zp
x0

√
ε2−µ2+ε2ϕ2(z)

1+ϕ2(z)
dz
, (37)

где x0, как и раньше, – произвольная точка веще-
ственной оси. Здесь мы восстановили ~ и скорость
Ферми. Результат (37) дополняет результат (31),
полученный для регулярной функции деформации
ϕ(z). Мы видим, что эти два соотношения имеют
одну и ту же квазиклассическую экспоненту, как и
следовало ожидать от квазиклассического анализа.
Разница между разными классами потенциалов вы-
ражена в предэкспоненциальном множителе. И здесь
проявляется первая интересная особенность задачи.

Сравнивая коэффициенты отражения (31) и
(37), мы видим, что в отличие от первого, второй
явно соблюдает TR-симметрию ТИ. А именно, ко-
эффициент отражения обращается в нуль в случае
исчезновения магнитного поля µ → 0, когда восста-
навливается TR-симметрия квазичастичных возбуж-
дений ТИ.

4. Борновское приближение. Целью данной
части статьи является разрешение парадокса, опи-
санного в предыдущем разделе. А именно, речь идет
о неисчезающем при нулевом значении магнитного
поля коэффициенте отражения. Для начала попро-
буем проанализировать задачу рассеяния в пределе
слабого магнитного поля µ≪ ε, ограничившись пер-
вым борновским приближением по силе поля.

TR-симметрия задачи дает нам приятный сюр-
приз. Удивительно, но нам удалось найти точное ре-
шение уравнения Дирака (4) в отсутствие магнитно-
го поля µ = 0 при любом потенциале деформации.
Естественно, в силу TR-симметрии точное решение
является безотражательным. Теперь мы увидим, как
даже малейшее магнитное поле влияет на аналити-
ческую структуру решения и приводит к ненулевому
отражению в задаче.

Точное решение. Перепишем исходный гамильто-
ниан в отсутствие магнитного поля:

H = vFσy p̂+
σz
2
(ϕp̂+ p̂ϕ). (38)
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Оказывается, можно придумать унитарное преобра-
зование

ψ(x) = exp[iθ(x)σx]ψ̃(x), tan 2θ(x) = ϕ−1(x), (39)

переводящее гамильтониан (38) в гораздо более про-
стую форму (см. раздел E.1 дополнительных мате-
риалов):

H̃ =
1

2
(vp̂+ p̂v)σz , (40)

где v(x) = vF
√

ϕ2(x) + 1. Гамильтониан (40) имеет
следующие точные собственные функции (см. вывод
в E.2 дополнительных материалов):

ψε
→
(x) =

eiετ(x)
√

v(x)

(

1

0

)

, ψε
←
(x) =

e−iετ(x)
√

v(x)

(

0

1

)

, (41)

τ(x) =

x
∫

0

dx′

v(x′)
≡

x
∫

0

dx′
√

ϕ2(x′) + 1
. (42)

И ясно видно, что точное решение, отвечающее дви-
жущейся направо волне (41), остается таковым на
всей вещественной оси, и мы имеем безотражатель-
ную ситуацию, ожидаемую из TR-симметрии систе-
мы.

Теория возмущений по µ. Для построения тео-
рии возмущений нам понадобится функция Грина
для преобразованного гамильтониана (40) (см. раз-
дел E.3 дополнительных материалов):

G(ǫ;x, x′) = − i

2
(1 + sign[τ(x) − τ(x′)]σz)

eiǫ|τ(x)−τ(x
′)|

√

v(x)v(x′)
,

(43)

где sign (x) – функция знака. Затем мы рассматри-
ваем возмущение, создаваемое магнитным полем; в
исходном базисе это V = µσz . При унитарном преоб-
разовании Û получаем:

Ṽ (x) =
µ

ϕ2(x) + 1
[ϕ(x)σz − σy] . (44)

Тогда отраженная волна определяется теорией воз-
мущений следующим образом:

ψref(x) = −
∞
∫

−∞

G(ǫ;x, x′)Ṽ (x′)ψε
→
(x′) dx′. (45)

Подставляя преобразованный потенциал рассея-
ния (44) и функцию Грина (43) в (45), мы получаем
(после некоторой простой алгебры) отраженную вол-
ну в первом порядке теории возмущений:

ψref = rψε
←
(x), r = µ

∞
∫

−∞

e2iετ(x
′)

1 + ϕ2(x′)
dx′, (46)

где r – итоговая амплитуда отражения в борновском
приближении. Внимательный читатель сразу заме-
тит, что интеграл, определяющий r, расходится. Как
показано в разделе E.2 дополнительных материалов,
этот интеграл следует понимать как взятый по на-
клонным направлениям −∞ → ∞eiπ−δ и ∞ → ∞eiδ,
где δ – сколь угодно малый положительный угол.

5. Сопоставление борновского и квазиклас-

сического приближений. Раздел 4 был посвя-
щен выводу амплитуды отражения в первом борнов-
ском приближении. Однако выражение для ампли-
туды борновского отражения (46) должно оставать-
ся справедливым даже в квазиклассическом пределе,
если выполняется квазиклассическое условие плав-
ности (8).

Как легко видеть, условие (8) подразумевает рас-
чет борновской амплитуды (46) методом наискорей-
шего спуска. Поэтому мы ожидаем, что отражение,
даваемое интегрированием методом наискорейшего
спуска борновского выражения, и квазиклассические
ответы должны совпадать. Следуя общей структуре
нашего квазиклассического изложения, нам необхо-
димо рассмотреть два существенно различных слу-
чая: случай потенциала регулярного профиля ϕ(z)
(раздел 3.5) и потенциала с полюсом (раздел 3.6).

5.1. Регулярный потенциал.

Квазиклассический предел борновского прибли-

жения. Как и в разделе 3.5, функция ϕ(z) счита-
ется целой функцией в комплексной плоскости. Сле-
довательно, функция τ(z) (уравнение (42)) не имеет
особенностей, кроме точек ветвления типа квадрат-
ного корня, где функция ϕ2+1 имеет корни (которые
предполагаются первого порядка в общей ситуации).

Метод наискорейшего спуска предполагает де-
формацию контура в интеграле (46) вдоль путей
наискорейшего спуска вещественной части показа-
тельной функции: Re iτ(z). Поэтому нам необходимо
знать расположение стационарных кривых функции
τ(z), т.е. линий уровня Re[τ(z)]. Подробный анализ
немного кропотлив, но открывает удивительную кар-
тину (раздел F.1 дополнительных материалов). Ока-
зывается, полученный контур наискорейшего спуска
дважды (!) обходит каждую из точек ветвления τ(z)
по бесконечно малым окружностям. Контур наиско-
рейшего спуска в итоге располагается на бесконеч-
ном количестве римановых листов τ(z). В резуль-
тате главный вклад в интеграл дает сумма вычетов
подынтегрального выражения в (46), умноженная на
4πi (двойной обход).

r −→
εa→∞

4πiµ
∑

all branch points

res
zn

e2iετ(z)

ϕ2(z) + 1

≈ 2πaµe2iετ(z0), (47)
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где a – есть ни что иное, как характерная длина по-
тенциала, и определяется из разложения Тейлора

ϕ(z) = i+ (z − z0)/a. (48)

Все подробности размещения контура приведены в
разделе F.2 дополнительных материалов. В резуль-
тате коэффициент отражения в борновском прибли-
жении в квазиклассическом пределе имеет следую-
щий простой вид:

R ≡ |r|2 =
4π2µ2|a|2
v2F ~

2
e
− 4ε

~vF
Im

z0∫

0

dz√
ϕ2(z)+1 . (49)

Борновское приближение из квазиклассического

анализа. Сравнивая формулу для коэффициента от-
ражения, представленную анализом П-Х (31), и от-
вет (49), заданный квазиклассическим пределом тео-
рии возмущений, сразу видим, что квазиклассиче-
ский результат (31) не может соответствовать пер-
турбативному выражению (49). Это хорошо видно
уже из того факта, что, в отличие от (49), выражение
(31) имеет ненулевой предел в точке µ → 0.

Проблема в том, что квазиклассический анализ,
предпринятый в разделе 3.5, перестает работать, ко-
гда µ → 0. Дело в том, что при µ ≪ ε полюс квази-
классического импульса (11) при ϕ = ±i приближа-
ется к точкам ветвления p: ϕ± (см. уравнение (15)).

Это означает, что точное решение вблизи точки
поворота (26) не может быть продолжено в асимпто-
тическую область (28), поскольку разложение Тей-
лора функции ϕ(z) вблизи точки поворота перестает
быть справедливым из-за наличия полюса z0 : ϕ = i.
Необходимую оценку легко сделать. При µ ≪ ε рас-
стояние z0 − z± ≪ a, а |z0 − z±| ∼ µ2/ε2a. Таким об-
разом, асимптотическое разложение (26) становится
недействительным, если расстояние s ∼ 1 в (26) (эк-
вивалентно, |z−z±| ∼ a1/3/ ve−2/3 становится одного
порядка с |z0 − z±|. Это влечет за собой:

µ

ε
∼ 1

(aε)1/3
. (50)

Следовательно, при µ . ε2/3/a1/3 обычный метод
П-Х не работает. Возможная модификация метода на
случай сливающихся точки ветвления и полюса, так-
же изложена (для уравнения Шредингера) в [15]. Во-
первых, мы обращаем внимание читателя на струк-
туру пертурбативного результата (49). Она показы-
вает, что основной вклад в амплитуду рассеяния дает
квазиклассическое действие S =

∫ z0
x0
π(x) dx (см. вы-

ражение для π в уравнении (8) при µ = 0), указывая
на то, что надбарьерное рассеяние происходит в точ-
ке ветвления ϕ = i (т.е. z0). На самом деле, как мы

увидим, линии анти-Стокса по-прежнему выходят из
точек ветвления z±, но сильно искажаются наличием
полюса z0.

Антистоксовые линии в точке ветвления p в

пределе µ≪ ε. Реализуем шаг (ii) метода П-Х. Как и
прежде, выбираем точку z+. Однако на этот раз сле-
дует использовать разложение Лорана квазикласси-
ческого импульса (21) вблизи полюса z0, а не разло-
жение Тейлора вблизи точки ветвления z+. Подста-
вив расширение (48), получим:

π(ζ) =
aε

2iζ

√

2iζ

a
− µ2

ε2
+ ...→ e−iπ/4ε

√

a

2ζ
. (51)

Последний переход в (51) осуществляется в предпо-
ложении |ζ/a| ≫ (µ2/ε2). Тогда квазиклассическое
действие и квазиклассическое условие будут выгля-
деть так:

ζ
∫

0

π(t) dt = e−iπ/4ε
√

2aζ, |ζ| ≫ 1

|a|ε2 , (52)

и условие для направлений антистоксовых линий те-
перь выглядит так:

Re i

ζ
∫

0

π(t) dt = 0 ⇒ arg(aζ) =
π

2
+ 2πn, n ∈ Z.

(53)

Уравнение (53) вместе с (S.17) дает весьма свое-
образную картину антистоксовых кривых. В непо-
средственной близости от точки ветвления z+ (где
справедливо разложение Тейлора квазиклассическо-
го импульса (23)) антистоксовые линии образуют
триплет линий, исходящих под углами 2π/3 по от-
ношению к друг другу. С другой стороны, уравне-
ние (53) говорит нам, что они сливаются в дублет,
проходя по берегам разреза, определяющего одно-
значную ветвь функции π(ζ). Наконец, мы ожидаем,
что антистоксовые линии образуют дублет, состоя-
щий из двух горизонтальных линий, когда они до-
статочно далеки от z0, z±. Эти общие соображения
проиллюстрированы на рис. 4a для случая, когда па-
раметр разложения a в (16) и в (48) положен для
определенности действительным.

В дальнейшем и в самом деле удобно считать, что
параметр a в разложении (48) вещественный. Для
общей ситуации ненулевого arg a единственной раз-
ницей будет наклон всех графиков на необходимый
угол.

Описанная общая картина формы антистоксовых
кривых выглядит довольно необычно (и в какой-то
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степени в нее даже трудно поверить). Для иллюстра-
ции ее правильности, мы приведем рисунок точных
антистоксовых линий (в виде линии уровня рельефа
Rei

∫ z

z+
π(t) dt на рис. 4b, c) для конкретной потенци-

альной функции ϕ(z) = z exp(−z2/2).

Рис. 4. (Цетной онлайн) (a) – Структура антистоксо-
вых линий из общих соображений. (b), (c) – Антисток-
совые линии изображаются как линии уровня функ-
ции iIm

∫ ζ

0
π(t)dt для потенциального профиля ϕ(z) =

= ze−z2/2 и для µ/ε = 0.15

Квазиклассические решения (12) теперь легко по-
лучить, взяв начальную точку z = z0−aiµ2/(2ε2) (см.
раздел G дополнительных материалов).

ψ+,≷ =
√
ε
(µ

ε

)iaµ
(

a

2y

)

iaµ
2 + 1

2

eiε
√
2ay mpiπ4±

πµa
2 ,

(54)

ψ+,< =
√
ε
(µ

ε

)iaµ
(

a

2y

)

iaµ
2 + 1

2

e−iε
√
2ay+ 3iπ

4 −
πµa
2 .

(55)

Здесь обозначение индекса ± соответствует (12).
Точное решение вблизи точки ветвления p at

µ ≪ ε. Разлагая уравнение Дирака (6) вблизи z0,
получаем:

2iζψ′′1 + (3i− 2aµ)ψ′1 + ε2aψ1 = 0. (56)

Здесь предполагается, что параметр µa удовлетворя-
ет условию 0 ≤ µa . 1. Уравнение (56) представляет
собой уравнение типа Бесселя. В принципе, его ана-
литические свойства и структуру асимптотики мож-

но взять из справочника. Однако для изучения ана-
литического продолжения решения в нашем случае,
чрезвычайно поучительно и удобно представить точ-
ное решение уравнения (56) методом Лапласа (см.
дополнительные материалы)

ψ1(ζ)=−iε
√

εa

2π

(µ

ε

)iaµ

e
πaµ
2

∫

C

eζεs+
εai
2s siaµ−

1
2 ds. (57)

Здесь константа перед интегралом выбрана таким
образом, чтобы асимптотика ψ(iy) в (57) на правой
антистоксовой линии соответствовала соответствую-
щему квазиклассическому решению (54).

Контур, дающий правильную асимптотику на
правой антистоксовой линии ζ = iy, представлен на
рис. 5a. Размещение контура продиктовано возмож-
ностью провести линию наискорейшего спуска пока-
зательной функции в (57):

f(s, ζ) = ζs+
ai

2s
(58)

через седло s1 =
√

a/2y (ζ = iy) функции f(s, ζ). Та-
ким образом, точное решение (57) дает правильную
основную экспоненту (см. квазиклассическое выра-
жение (54)).

После поворота комплексного числа ζ справа на-
лево по часовой стрелке, контур C, задающий точ-
ное решение (57), должен повернуть на тот же угол
против часовой стрелки, чтобы гарантировать схо-
димость интеграла (см. рис. 5b). При этом началь-
ное направление контура (s = 0) должно быть по-
прежнему вниз (опять же, для сходимости интегра-
ла). В результате контур C закручивается в спи-
раль (см. рис. 5c) после того, как ζ достигает левой
антистоксовой линии. Чтобы процедура вычисления
асимптотики была безупречной, контур интегриро-
вания C должен быть проведен по глобальным путям
наискорейшего спуска f(s, ζ). Соответствующая де-
формация представлена на рис. 6a, b. Как мы видим,
правое седло s1 дает двойной вклад, а контур инте-
грирования C проходит через него на разных рима-
новых листах подынтегрального выражения. Таким
образом, вклад этого седла умножается на коэффи-
циент 1+ e2πi(iaµ−1/2) ≡ e−πµa2 sinhπµ. В результате
(простые подробности см. в разделе Н дополнитель-
ных материалов), асимптотика (57) на левой анти-
стоксовой линии может быть выражена через квази-
классические функции (54), (55) (в той же строке)
следующим образом.

ψ(iy)
∣

∣

∣

left
= ψ+,<(iy)− 2i sinhπµaψ−,<(iy). (59)
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Рис. 5. (Цветной онлайн) (a) – Справа: антистоксовые
линии вблизи точки z+. Точка ζ на правой антисток-
совой линии такова, что волновая функция в этой точ-
ке представляет собой исходящую волну и должна со-
ответствовать (54). Пунктирные линии – примерные
направления антистоксовых линий. Слева: начальное
размещение контура C для решения (57). s1 и s2 – сед-
ловые точки функции f(s, ζ) в (58). Пунктирные ли-
нии – линии наискорейшего спуска f(s, ζ). (b) – Спра-
ва: аргумент ζ находится на левой антистоксовой пря-
мой (повернут на 2π). Слева: контур C деформирован
в спираль

Уравнение (59) дает возможность сопоставить точ-
ное решение (57) в окрестности точки ветвления с
квазиклассическими решениями во всей комплекс-
ной верхней полуплоскости, включая действитель-
ную ось.

Сшивка точного и квазиклассического решения.

Продолжая шаг (v) метода П-Х, получаем при
x→ −∞:

ψ(x) = ξ1+e
i
∫

x
z+

q+dz − 2i sinhπµaξ1−e
i
∫

x
z+

q−dz
. (60)

Наконец, восстановив постоянную Планка и скорость
Ферми, для коэффициента отражения получим:

R=4

∣

∣

∣

∣

sinh2
πµa

~vF

∣

∣

∣

∣

e
− 4

~vF
Im

∫ z+
x0

√
ε2(ϕ2+1)−µ2

ϕ2+1
dz
. (61)

Коэффициент отражения (61) представляет собой
обобщение результата (31) на случай µa ∼ 1. Резуль-
тат (61) точно сшивается с результатом борновского
приближения (49) в пределе µa→ 0. Уравнение (61)
также разрешает парадокс не обращающегося в нуль
коэффициента отражения (31) при µ→ 0.

Рис. 6. (Цветной онлайн) (a) – Контур наискорейшего
спуска, задающий асимптотику точного решения (57)
на левой антистоксовой линии. Голубой цвет означа-
ет размещение контура на другом римановом листе
многозначной функции siaµ−1/2 из подынтегрального
выражения (57). (b) – Верх: размещение контура на
рельефе функции Ref(s, ζ). Низ: размещение контура
на римановой поверхности функции siaµ−1/2. Красный
лист соответствует обычной ветке siaµ−1/2 ≡ exp((iaµ−
− 1/2) ln |s|) для s > 0 в то время как зеленый лист со-
ответствует ветви siaµ−1/2 ≡ exp([iaµ−1/2][ln |s|+2πi])

для s > 0

Результат (61) содержит поразительную особен-
ность. Параметр a, определенный в уравнении (16),
входящий в функцию sinh в предэкспоненциаль-
ном множителе (61), вообще говоря, может быть
комплексным. Это означает, что гиперболическая
функция может иметь гармонический вклад ти-
па sin: | sinhπµa|2 = sinh2[πµRe a] cos2[πµIm a] +

+ cosh2[πµRe a] sin2[πµIm a], а коэффициент отраже-
ния (61) может содержать квантовые осцилляции
в зависимости от внешнего магнитного поля неза-
висимо от энергии падающей частицы. Осцилляции
возможны ввиду того, что формула (61) справед-
лива для 0 ≤ µa . 1, как мы указываем после
уравнения (56). Тогда мы ожидаем появления вы-
раженных квантовых осцилляций ландауэровского
кондактанса краевых состояний ввиду независимо-
сти предэкспоненциального множителя от энергии
квазичастицы.

Для существования упомянутых колебаний
профиль деформации должен быть слегка асим-
метричным (таким образом, мнимая часть пара-
метра a существенно превышает действительную).
Как показывает элементарное изучение функции
sinh, ее немонотонное поведение проявляется при
Im a/Re a ' 2.64. Период колебаний определяется
условием: ∆µ ∼ ~vF /(π|a|). Амплитуда колебаний
порядка самого коэффициента отражения ∆R ∼ R.

Коэффициент отражения (61) для модельного
асимметричного потенциала представлен на рис. 7.
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Рис. 7. (Цветной онлайн) Колебания коэффициента от-
ражения (61), рассчитанные для модельного потенциа-

ла ϕ(z) = (z − 8)e−z2 в зависимости от параметра маг-
нитного поля πµa0, где параметр a0 ≡ |a|µ=0 (см. (16))

5.2. Потенциал с полюсом. Теперь мы реализуем
ту же программу для гораздо более простого слу-
чая потенциала с полюсом. Амплитуда отражения,
полученная в (46), должна быть должна быть сопо-
ставлена с амплитудой, полученной из квазикласси-
ческого приближения (37) в пределе εa/(~vF) ≫ 1.
Как и раньше, это соответствует взятию интеграла,
входящего в (46) методом перевала:

∞
∫

−∞

e2iετ(x
′)

1 + ϕ2(x′)
dx′ ≈ eiπ/4

√

π

εa

e2iετ(zp)

2ε
, (62)

где zp: ϕ(zp) = ∞ – седловая точка функции τ(z)

(которая также является точкой поворота для ква-
зиклассического импульса). Таким образом, мы по-
лучаем коэффициент отражения:

R =
πµ2

4|a|ε3 e
−4ε Im

∫ z0
0

dx√
1+ϕ2(x) . (63)

Этот результат совпадает с квазиклассическим ко-
эффициентом отражения (37) в пределе µ ≪ ε. Это
совпадение дает дополнительное убедительное дока-
зательство корректности квазиклассического резуль-
тата (37).

Коэффициенты отражения (31) и (37), получен-
ные в квазиклассическом приближении для двух ши-
роких классов деформаций общего типа, дополнен-
ные уточненным результатом (61), завершают наше
исследование задачи рассеяния. Они являются ос-
новными результатами данной работы.

6. Обсуждение. Итак, мы аналитически иссле-
довали рассеяние квазичастиц на краевых дефектах
двумерного ТИ в однородном магнитном поле. Мы
использовали два взаимодополняющих подхода: ме-
тод П-Х и теорию возмущений в магнитном поле. Мы
получили коэффициенты отражения для двух наи-

более важных классов деформационных потенциа-
лов и убедились, что они совпадают в общей обла-
сти применимости обоих методов. Исследование вы-
явило нетривиальную взаимосвязь TR-симметрии и
аналитических свойств амплитуды отражения.

Наши результаты позволяют провести прямую
экспериментальную проверку. Результаты теории
возмущений, очевидно, справедливы для достаточ-
но малого внешнего магнитного поля. Квазикласси-
ческий параметр λ/a = ~vF /(εa) легко оценить из
обычных экспериментальных данных. Для двумер-
ного ТИ, полученного в квантовой яме HgTe с за-
твором, параметр расщепления Рашбы α ∼ 10 эВÅ,
[23], скорость Ферми vF ≈ 2 эВÅ, [24]. Мы видим,
что параметр Рашбы α примерно того же поряд-
ка, что и скорость Ферми α ∼ vR. Таким образом,
для типичного эксперимента размер краевого дефек-
та 1мкм намного превышает длину волны квазича-
стицы λ ∼ 100 Å, [25], что и оправдывает использова-
ние квазиклассического приближения. Далее нам хо-
телось бы оценить магнитное поле, при котором мо-
гут наблюдаться квантовые осцилляции, предсказан-
ные выражением для коэффициента отражения (61).
g-фактор для винтовых краевых состояний в попе-
речном магнитном поле был измерен в [26]: g ≈ 50.
Следовательно, если снова принять типичный мас-
штаб деформации ∼ 1мкм, необходимое магнитное
поле составит H ∼ vF~/(gµBa) ∼ 0.07Тл.
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Флуоресцентная спектроскопия одиночных молекул имеет фундаментальную значимость для об-
наружения малого количества вещества и изучения молекулярных динамических процессов. Однако
применения данного метода в медицине требуют новых решений по миниатюризации сенсорной плат-
формы. Наиболее перспективным направлением в данной области представляется создание фотонных
интегральных схем с высокой эффективностью детектирования молекул в объеме порядка кубического
микрометра. В данной работе мы представляем концепцию по созданию диэлектрической металинзы на
волноводе, обладающей высокой эффективностью фокусирования/сбора излучения из водного раствора.
Промоделирована структура металинзы с числовой апертурой выше 1.1, работающей в видимом диа-
пазоне, в окрестности максимума флуоресценции биологической метки Alexa Fluor 647. После расчета
эффективности детектирования молекул, проведены расчеты автокорреляционных функций диффузии
Alexa Fluor 647, характеризующие возможность измерения яркости, количества и динамики одиночных
молекул в фокальном объеме металинзы. Данная концепция закладывает основу для разработки буду-
щих сенсоров одиночных молекул в качестве средств биомедицины и скрининга окружающей среды.

DOI: 10.31857/S0370274X24110098, EDN: TLUMDA

Флуоресцентная спектроскопия одиночных моле-
кул представляет собой уникальный метод для изу-
чения процессов биофизики и применения в биомеди-
цине [1–4]. Сенсоры одиночных молекул имеют пре-
имущества в качестве платформы для детектирова-
ния вещества при низких концентрациях [5, 6], секве-
нирования цепочек ДНК и пептидов [7, 8], изуче-
ния конформации и взаимодействия молекул [9–11]
с возможностью измерения распределения и популя-
ций, скрытые от ансамблевых измерений. Данная ме-
тодология повышает эффективность биологических
анализов благодаря специфичности к биомаркерам
заболеваний [12]. Однако инструменты для проведе-
ния спектроскопии одиночных молекул включают в
себя громоздкие и дорогостоящие оптические микро-
скопы и объективы. При этом многие практические
приложения этих методов требуют миниатюрных и
портативных платформ [13, 14]. Для решения этой
задачи в последние десятилетия были предложены
системы на основе смартфонов, портативных микро-
скопов и безлинзовых систем [15–18]. Хотя данные
системы позволяют уменьшить размер детектирую-
щей оптической платформы, фотонная интегральная

1)e-mail: alexbarulin73@gmail.com

схема является наиболее перспективной технологи-
ей для значимой миниатюризации оптической систе-
мы [19]. Металинзы являются подклассом метапо-
верхностей [20, 21] и представляют собой миниатюр-
ные оптические элементы. Данные структуры спо-
собны работать в ближнем поле путем конвертации
затухающих волн в распространяющиеся [22], либо
в дальнем поле путем пространственного контроля
фазы света, взаимодействующего с металинзой [23].
Дальнепольные металинзы составляются из нанораз-
мерных структур, мета-атомов, которые избиратель-
но задают фазу в плоскости металинзы. Металин-
зы на чипе недавно показали свою эффективность
в задачах вывода и фокусировки инфракрасного из-
лучения, распространяющегося в планарных волно-
водах высокого коэффициента преломления [24–27].
Данная система имеет существенный потенциал ми-
ниатюризации платформы для сбора флуоресцен-
ции, не требующей объемных и дорогостоящих высо-
коапертурных объективов. Тем не менее концепция
возможности применения таких структур для сбо-
ра излучения диффундирующих одиночных моле-
кул в видимом диапазоне ранее не была показана. В
данной работе представлена модель системы фотон-
ной интегральной схемы, способной собирать флу-
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Оптимизация металинзы на чипе для фокусирования видимого излучения. (а) – Вид структу-
ры металинзы из кремниевых наноцилиндров на волноводе из нитрида кремния. (b) – Левая крайняя панель показы-
вает пересечение моды мета-атома и используемой в моделировании моды волновода (чёрные точки); красной линией
показан пример сильного взаимодействия и расхождения собственных мод системы мета-атом–волновод; правая верх-
няя панель демонстрирует зависимость силы связи мод индивидуального мета-атома от его размеров; правая нижняя
панель показывает эффективность выведения света из волновода в зависимости от отношения фактора заполнения

оресценцию одиночных молекул. В качестве приме-
ра аналита мы рассматриваем широко используемую
флуоресцентную метку для проведения биологиче-
ских анализов в растворах Alexa Fluor 647 (A647),
так как ее оптические и химические свойства хоро-
шо экспериментально изучены и описаны в литера-
туре [17, 28], а сама молекула часто используется в
качестве эталона в экспериментах и демонстрирует
актуальность предложенной модели для сверхком-
пактных биосенсоров [29, 30]. Путем численных мо-
делирований составлены диэлектрические металин-
зы в виде массива мета-атомов, представляющих со-
бой наноцилиндры из аморфного кремния (a-Si) на
волноводе из нитрида кремния (Si3N4). Путем ва-
рьирования положения мета-атомов на оси направ-
ления распространения света в волноводе металинза
может сфокусировать волноводное излучение моды
TE0 в водный раствор с угловой апертурой порядка
1.1 на длине волны 670 нм, соответствующей мак-
симуму флуоресценции A647. Изменение положения
мета-атомов позволяет корректировать фазу выво-
димого излучения, в то время как диаметр цилин-
дров позволяет увеличивать силу взаимодействия по
мере распространения света в волноводе. Путем мо-
делирований FDTD рассчитывается эффективность
детектирования молекул (MDE). Рабочее расстояние
металинзы составляет 14λ, что позволяет избежать
влияния ближнего поля мета-атомов и волновода на
фотодинамику излучателей. После оценки собира-
ющей способности металинзы мы приводим расчет
автокорреляционной кривой флуоресцентного сигна-
ла диффундирующих одиночных молекул, проходя-
щих через фокальный объем. Флуктуации собира-
емого излучения используются в качестве входных

данных для определения количества, яркости и вре-
мени диффузии одиночных молекул с помощью флу-
оресцентной корреляционной спектроскопии (ФКС).
По моделированиям ФКС методом Монте-Карло мы
показываем зависимость времени диффузии и ярко-
сти флуоресценции одиночных молекул A647 от чис-
ловой апертуры (NA) металинзы.

На рисунке 1а представлена схема металинзы на
волноводе для фотоники в видимом диапазоне. Из-
лучение TE0 собирается путем ближнепольной связи
мета-атомов и волновода в окрестности λ = 670 нм.
Толщина волноводного канала равна 100 нм, где ин-
тенсивность излучения моды на поверхности волно-
вода достигает порядка 50%. Волновод помещен на
слой из кристаллического оксида кремния. Цилин-
дрические мета-атомы a–Si нанесены на волновод
с образованием прямого контакта. Далее металин-
за покрыта слоем диоксида кремния (SOG, толщи-
на 2 мкм) для предотвращения прямого взаимодей-
ствия затухающих волн волновода с флуоресцентны-
ми молекулами. Таким образом, объем детектирова-
ния формируется лишь фокальным объемом мета-
линзы в дальнем поле. Метод конечных разностей во
временной области (FDTD) использовался для опти-
мизации дизайна металинзы. На первом этапе была
рассчитана константа распространения света (β) в
волноводе с помощью нанесения периодического мас-
сива цилиндров a–Si по следующей формуле[24]:

β = k sin θ +
2π

Λ
, (1)

где k – волновое число в среде SiO2, θ – угол прелом-
ления выведенного излучения из волновода в даль-
нее поле, Λ – расстояние между цилиндрами. Для
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выведения излучения вдоль оси нормали волновода,
параметр Λ = 365 нм создает оптимальные условия
для излучения под минимальным углом к нормали
плоскости волновода. Параметр β волновода рассчи-
тывается после определения угла θ методом FDTD
и составляет 1.52k0 для данного волновода. Накоп-
ление фазы в волноводе Si3N4 при распростране-
нии света задано +βx, где x – координата прохож-
дения вдоль металинзы. Для того, чтобы фокусиро-
вать свет в свободном пространстве, были подобраны
положения мета-атомов одного размера (постоянный
сдвиг фазы при пропускании), которые помещены в
точках пересечения фазы, накопленной в волноводе,
и фазой собирающей линзы:

ϕlens(x, y) = nk0

(

F −
√

F 2 + x2 + y2
)

, (2)

где F – фокусное расстояние линзы. Фокусное рас-
стояние было подобрано согласно угловой апертуре
металинзы на чипе: NA = n · sin

(

arctan D
2F

)

, где D –
диаметр металинзы. Ширина одномодового волно-
водного канала была установлена с учетом не превы-
шения частоты отсечки для сбора излучения флуо-
ресценции.

Положение частоты отсечки одномодового волно-
вода соответствует ширине асимметричного волно-
вода Si3N4 и составляет 1.2 мкм. Далее, в модельной
структуре устанавливается область свободной струи
с целью размещения высокоапертурной металинзы
(диаметр 30 мкм). По мере распространения света в
области свободной струи образуется неравномерный
волновой фронт по оси y при взаимодействии с мета-
линзой. Таким образом, накопленная фаза металин-
зы задается как:

ϕ(x, y) = βx+ ϕma(x, y) + ϕinput(y), (3)

где ϕma(x, y) – изменение фазы, внесенное мета-
атомом заданной геометрии, ϕinput(y) – фазовый про-
филь излучения после прохождения области свобод-
ной струи.

Уравнение (3) означает, что каждый мета-атом
вносит изменение фазы независимо от остальных.
Такое приближение предполагает, что взаимодей-
ствие мета-атома с модой волновода влияет на по-
следнюю достаточно слабо, чтобы этим взаимодей-
ствием можно было пренебречь при учете фазы сле-
дующих мета- атомов. Физический механизм вза-
имодействия мета-атома с волноводом основан на
локальном возмущении диэлектрической функции
волновода посредством ближнепольного взаимодей-
ствия экспоненциально затухающей вне волново-
да его TE0 моды с модой мета-атома, близкой к

c0/670[нм], и рассеяния моды в волноводе на этом
возмущении. Таким образом, волновод и мета-атомы
образуют связанную оптическую систему, и вклады
мета-атомов и волновода в общую фазу можно раз-
делить как в уравнении (3) только в том случае,
если мода волновода связана с излучающими мода-
ми мета-атомов слабо. Тогда влияние мета-атомов на
моду волновода (и друг на друга посредством волно-
вода) будет несущественным, что позволяет записать
общее изменение фазы в форме (3). Чтобы оценить
корректность применения такого подхода и понять,
насколько взаимодействие моды мета-атома с модой
волновода меняет последнюю, следует сравнить си-
стему связанных мод с системой независимых волно-
вода и мета-атома. Это можно сделать, построив тео-
рию связанных мод (CMT) для системы волновод–
мета-атом [31–33], эффективный гамильтониан кото-
рой в окрестности интересующей нас частоты соот-
ветствует:

H =

(

ω0 + vgβ κ

κ∗ ω0 − iγ

)

, (4)

где ω0 – действительная часть собственной частоты
мета-атома и обратно пропорциональна его резонанс-
ной длине волны λ0, γ – ее мнимая часть, vg – груп-
повая скорость, а κ – коэффициент связи мод волно-
вода и мета-атома. Собственные частоты такого га-
мильтониана даются следующим выражением:

Ω± = ω0 +
1

2
(vgβ − iγ)±

√

1

4
(vgβ − iγ)2 + |κ|2. (5)

Система, описываемая эффективным гамильтониа-
ном (4), может находиться в двух принципиальных
режимах взаимодействия [34]: режим сильной свя-
зи (при γ ≪ |κ|, расхождение собственных частот
мод) и режим слабой связи (при γ ≫ |κ|, пересече-
ние собственных частот мод). Таким образом, для
того, чтобы уравнение изменения фаз (3) корректно
описывало фазу металинзы, система волновод–мета-
атом должны находиться в режиме слабой связи.

На интересующих нас длинах волн мета-атом,
представляющий собой наноразмерный диэлектри-
ческий цилиндр, можно представить низкодоброт-
ным Ми-резонатором, что позволяет использовать
инструментарий CMT для квазинормальных мод для
вычисления константы связи мод [35]:

κ ∝
∫

Σ

dΣ ŝ ·
(

E∗wg ×Hma +Ema ×H∗wg

)

. (6)

Здесь Ewg,Hwg – электрическое и магнитное поля
моды волновода, Ema, Hma – поля моды мета-атома,
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Оптимизация металинзы на чипе для фокусирования видимого излучения. (a) – Карты (i)
фазы, накопленной в мета-атомах при прохождении волны вдоль оси z, и (ii) пропускания в зависимости от высоты и
диаметра мета-атомов при фиксированном размере элементарной ячейки (365 нм). (iii) Карты накопления фазы при
изменении размера элементарной ячейки по оси y и фиксированной высоте 500 нм (отмечена белой линией на (i) и
(ii)). (b) – Целевая фаза излучения (красная кривая) и фаза, накопленная в структуре металинзы (серая кривая).
Черные точки обозначают положения пересечений, где установлены мета-атомы

интегрирование производится по поверхности Σ пор-
та рассеяния (Ми-мода свободного пространства, ко-
торая связывается с рассеивателем) c нормалью ŝ.
Поскольку вне волновода поле его моды экспонен-
циально затухает, интегрирование (6) проводится по
нижней границе цилиндра, соприкасающегося с вол-
новодом (по подошве).

В любой задаче о квазинормальных модах воз-
никает вопрос о выборе нормировки. Для данной
системы мы остановились на процедуре нормиров-
ки, предложенной Сауваном и др. [36, 37], так как
она, с одной стороны, эквивалентна другим приня-
тым нормировкам [37], а с другой, позволяет прове-
сти достаточно простой численный расчет, который
потребует только лишь увеличения толщины иде-
ально подобранного слоя (PML) на границе области
вычислений и модификации декартовых координат
в этом слое. После соответствующей нормировки и
вычисления интеграла (6) мы получим коэффици-
ент связи мод в единицах угловой частоты. Резуль-
таты вычислений κ представлены на рис. 1b. На ле-
вой крайней панели рис. 1b черным показано пере-
сечение собственных частот системы и отсутствие
гибридизации моды рассматриваемой моды TE0 с
ближайшей по частоте модой мета-атома при ради-
усе 50 нм. Коэффициент связи κ такой системы ра-
вен 2π × 28.6ГГц, мнимая часть собственной часто-
ты мета-атома γ – 2π × 58.79ТГц, что соответствует
разнице в три порядка. Красным цветом на рис. 1b
приведены собственные частоты системы волновод–

мета-атом с расхождением и сильной связью. Были
использованы следующие параметры: радиус мета-
атома 250 нм, толщина волновода 43 нм, материал
волновода – кремний.

На правой верхней панели рис. 1b продемонстри-
рованы результаты вычислений коэффициента свя-
зи для разных диаметров мета-атома. Для всех рас-
смотренных диаметров видно, что коэффициент свя-
зи отнесенный к затуханию моды мета-атома меня-
ется в пределах ошибки численного интегрирования.
Причина независимости коэффициента связи от ра-
диуса мета-атома (и, следовательно, от площади пор-
та связи мод) в том, что для рассмотренных радиу-
сов, несмотря на абсолютное увеличение потока энер-
гии моды волновода через порт, плотность энергии
внутри мета-атома уменьшается, что оставляет ин-
теграл перекрытия неизменным.

Таким образом, для всех интересующих нас длин
волн и размеров мета-атамов мы можем гарантиро-
вать слабую связь мод волновода и рассеятеля, и,
следовательно, корректность приближений, сделан-
ных при выводе уравнения (3).

Для дополнительного контроля амплитуды, рас-
считан коэффициент силы связи излучения вверх
(доля излучения, направленная в водный раствор)
от диаметра цилиндра и коэффициента заполнения
элементарной ячейки металинзы (нижняя правая па-
нель рис. 1b). Коэффициент силы связи излучения
вверх составляет менее 2 % для диаметра 100 нм.
Кроме того, из этого расчета видно, что несмотря
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на то, что связь мод волновода и мета-атома для
всех рассмотренных диаметров остается слабой, при
достаточно большом факторе заполнения (отноше-
ние площади подошвы мета-атома к площади эле-
ментарной ячейки), моды соседних мета-атомов на-
чинают взаимодействовать друг с другом и с мо-
дой волновода, что приводит к сложному поведе-
нию эффективности выведения излучения из волно-
вода. Это обстоятельство также следует учитывать
при выборе радиуса мета-атома для сохранения кор-
ректности уравнения изменения фаз (3). Взаимодей-
ствие волновода со структурой становится достаточ-
но сильным при диаметрах выше (100 нм) и меняет
накопление фазы внутри волновода. Дизайн и раз-
меры структур данной платформы выбран с уче-
том возможностей современных методов нанофабри-
кации [38]. Рисунок 2a описывает влияния диамет-
ра и высоты мета-атомов на фазу и пропускание из-
лучения. Путем помещения мета-атомов в положе-
ния, удовлетворяющих условию: ϕ(x, y) ≈ ϕlens(x, y),
генерируется структура металинзы (рис. 2b). Ввиду
внесения фазового сдвига мета-атомами, их положе-
ние сдвигается для поддержания фазового профиля
излучения в свободное пространство. Используя диа-
метры d = 100 нм, принцип построения металинзы
остается функциональным, при этом увеличивается
эффективность фокусирования металинзы.

Рисунок 3a, b показывают нормированную функ-
цию рассеяния точки металинзы (PSF) на длине вол-
ны 670 и 680 нм и диаметром металинзы 30 мкм,
соответствующее числовой апертуре 1.1. Фокаль-
ное расстояние составляет 9.5 мкм, и с учетом пре-
ломления света на границе фаз воды и защитного
слоя SOG точно соответствует величине целевого F
(рис. 3c). Численные моделирования FDTD подтвер-
ждают формирование фокального объема в дальнем
поле. Число Штреля металинзы достигает значений
0.84, что удовлетворяет требованиям фокусирова-
ния на уровне дифракционного предела [38, 39]. Эф-
фективность фокусирования, соответствующая доли
мощности света в фокусе относительно инжектиру-
емого излучения в волновод, варьируется в диапа-
зоне 13 ± 0.5% на длинах волн от 660 до 680 нм.
Учитывая высокую угловую апертуру, данная вели-
чина соответствует или превышает достигнутые зна-
чения для кремниевых металинз на волноводах на
телекоммуникационных длинах волн [24]. Для под-
держания малого эффективного объема детектиро-
вания, мы проводим моделирования функции рас-
сеяния точки в узком диапазоне длин волн около
максимума флуоресценции A647. В рамках данной
модели, рассматривается равномерное возбуждение

источником света с направлением излучения вдоль
оси y, перпендикулярной оптической оси металинзы
(рис. 1а).

В силу симметричности матрицы рассеяния си-
стемы металинза–волновод–окружение, такая систе-
ма взаимна, а динамика ее обратима [40, 41]. В силу
этого обстоятельства, задача об эффективности вы-
ведения и фокусировки излучения металинзой в за-
данной области эквивалентна задаче о нахождении
эффективности сбора и направления излучения ис-
точника в волновод, распределенного в той же обла-
сти фокуса. Таким образом, MDE может быть пред-
ставлена в виде:

MDE(x, y, z) = Pmax

∫

F (λ) · PSF(x, y, z)dλ
∫

F (λ)dλ
, (7)

где F (λ) – интенсивность спектра флуоресценции
молекулы, Pmax – максимальная вероятность детек-
тирования фотонов. Pmax получена из FDTD моде-
лирований изотропного точечного источника, поме-
щенного в центр фокального объема. Учитывая, что
вращение направления дипольного момента моле-
кул осуществляется на несколько порядков быстрее
времени диффузии через фемтолитровый объем де-
тектирования, изотропный источник является опти-
мальным приближением. Таким образом, МDE для
детектирования молекул A647 составляет 0.062 %
(рис. 3c). Несмотря на невысокое значение, эффек-
тивность детектирования стационарных микроско-
пов с высокоапертурными преломляющими объек-
тивами составляет единицы процентов [42, 43]. Для
расчета яркости одиночных молекул и применимости
данной платформы для флуоресцентной корреляци-
онной спектроскопии, проводится расчет излучения
молекул A647. Частота излучения фотонов одной мо-
лекулой (NF ) при возбуждении непрерывным источ-
ником задается как [44]:

NF = MDE · kfl · S1, (8)

где kfl – константа скорости флуоресценции, S1 –
заселенность возбужденного состояния, заданная
как S1 = kabs/(kabs+ksat), где kabs – константа скоро-
сти накачки молекул, константа скорости насыщения
возбужденного состояния ksat. Используя доступные
наборы данных по измерению насыщения заселен-
ности возбужденного состояния A647 [17], можно
вычислить S1 при условии, что ksat = 458МГц.
Уравнение (8) применимо при условии пренебрежи-
мо малой константе скорости фото-обесцвечивания,
поэтому в рамках моделирования установленная
kabs не изменяется в окрестности фокального объема
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Фокусирование в свободное пространство. (а) – Функция рассеяния точки металинзы
(NA= 1.1) в главной оптической плоскости (верхние изображения) и в фокальной плоскости (нижние изображения)
металинзы на длинах волн 660 нм (i), 670 нм (ii) и 680 нм (iii). Рабочее расстояние металинзы составляет 9.5 мкм. (b) –
Разрезы нормированной функции рассеяния точки вдоль оптической оси (сверху) и в поперечной фокальной плоскости
(снизу). Функции рассеяния точки на нижней панели нормированы на площадь разреза диска Эйри для идеальной
линзы с такой же NA. Затененная область указывает диапазон чисел Штреля, соответствующих дифракционному
пределу. (c) – Карта эффективности детектирования молекул A647 в главной оптической оси. MDE рассчитывается с
учетом сбора флуоресценции в диапазоне 660–680 нм. Масштаб: 2 мкм

и удовлетворяет условию kabs ≪ ksat, при котором
фото-обесцвечивание пренебрежимо мало для диф-
фундирующих молекул [45]. Учитывая значение
квантового выхода (QY = 0.33) для A647 в водном
растворе, NF в линейном режиме может дости-
гать 8.32 кГц. NF , MDE и коэффициент диффузии
A647 используются в качестве входных параметров
моделирования флуоресцентной корреляцион-
ной спектроскопии в программном обеспечении
SimFCS2), основанном на методе Монте-Карло. Дан-
ный метод позволяет характеризовать динамические
флуктуации флуоресценции одиночных молекул в
водных растворах различной концентрации, причем
точность метода напрямую связана с эффективно-
стью детектирования одиночных молекул [46]. В
процессе моделирования регистрируются фотоны
с частотой, соответствующей яркости молекул в
диапазоне времен накопления 10 c. Молекулы сто-
хастически перемещаются из одной элементарной
ячейки в другую размером 50 нм, аналогично изо-
тропному броуновскому движению. При попадании
в эффективный объем детектирования молекулы
начинают излучать свет с частотой до NF . Затем
вычисляется автокорреляционная кривая сигнала
G(τ) при временах задержки τ от 2 мкс до 2 мс по
определению:

G(τ) =
〈δI(t)δI(t + τ)〉

〈I〉2 , (9)

где I – интенсивность флуоресценции, а скобки 〈·〉
обозначают усреднение значения по времени отсле-

2)http://www.lfd.uci.edu/globals/.

живания. Несмотря на ограниченный сигнал, ав-
токорреляционная функция не имеет значительных
шумов при временных сдвигах выше 10 мкс. Учиты-
вая литературные данные для использования про-
пускающих металинз или наноантенн из аморфного
кремния в рассматриваемом диапазоне длин волн и
kabs, фоновые шумы от фотолюминесценции аморф-
ного кремния не превышают 100 фотонов в секун-
ду [17, 47], что много меньше рассчитанной яркости
молекулы A647. Также стоит отметить, что флук-
туации локального показателя преломления являют-
ся важным аспектом для рассмотрения в реальном
эксперименте, учитывая их существенное влияние на
время жизни и частоту излучения одиночных моле-
кул [48–50]. Тем не менее, многие красители, вклю-
чая Alexa Fluor [51], лишь незначительно меняют
длину волны и интенсивность флуоресценции в диа-
пазоне показателей преломления от 1.33 до 1.42 при
комнатной температуре.

Рисунок 4а показывает автокорреляционные кри-
вые флуоресценции молекул A647 собранного излу-
чения металинзами с различными числовыми апер-
турами. Данные интерполируются согласно стан-
дартной трехмерной диффузионной модели:

GD(τ) =
1

N

1

1 + τ/τD

(

1 +
τω2

xy

τDω2
z

)−1/2

, (10)

где N – число молекул, τD – время диффузии моле-
кул, ωxy и ωz – полуширины фокального объема по
уровню интенсивности 1/e2 в поперечной и продоль-
ной плоскости оптической оси. Стоит заметить, что
использование высокоапертурной металинзы являет-
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Моделирование автокорреляционных функций интенсивности флуоресценции на основе ме-
талинзы на чипе. (a) – Автокорреляционные функции диффундирующих молекул Alexa Fluor 647 через фокус мета-
линзы на волноводе с NA = 1.1; NA = 0.82; NA = 0.62. Время накопления флуоресценции составляет 10 с. (b) – Время
диффузии и число молекул для металинз с соответствующими числовыми апертурами. (с) – Влияние дополнитель-
ных потерь MDE, пропорциональных коэффициенту γ, для металинзы с NA = 1.1. Кривые представляют диапазоны
минимумов и максимумов корреляций при проведении 6 моделирований Монте-Карло для каждого γ

ся важным параметром для эффективного детекти-
рования флуоресценции одиночных молекул. MDE
уменьшается в 1.9 и 5.6 раз при применении металинз
с числовыми апертурами 0.82 и 0.62 соответствен-
но. Помимо увеличения времени диффузии и эффек-
тивного объема детектирования, наблюдается рост
шумов автокорреляционной кривой при понижении
угловой апертуры (рис. 4b). Металинза с NA = 1.1

может локализовать излучение одиночных молекул
с концентрацией до 1.8 нМ. Соотношение сигнала к
шуму автокорреляционной функции пропорциональ-
но NF , поэтому применение данного метода возмож-
но только при значительной эффективности детек-
тирования в диапазоне длин волн флуоресценции. В
данной работе рассматривается система сбора флу-
оресценции в канал одномодового волновода, однако
на пути детектирования молекул в реальном экспе-
рименте могут возникнуть дополнительные потери
при регистрации сигнала счетчиками фотонов и по-
нижении kabs. Применяя коэффициент потерь γ, по-
нижающий MDE, были промоделированы автокор-
реляционные функции для металинзы с NA = 1.1.
Несмотря на увеличения величины шумов автокор-
реляционной функции, металинза позволяет полу-
чать автокорреляционные кривые при дополнитель-
ном коэффициенте потерь до γ = 8 (рис. 4c).

Таким образом, продемонстрирована модель пор-
тативной металинзы для детектирования одиночных
флуоресцентных молекул A647 на чипе в видимом
диапазоне. Обнаружено, что металинза на чипе с

угловой апертурой 1.1 способна собирать излуче-
ние одиночных молекул A647 на уровне нескольких
кГц, что является достаточным условием для про-
ведения флуоресцентной корреляционной спектро-
скопии. Упрощенный дизайн металинзы соответству-
ет приемлемой сложности для нанофабрикации, что
заложит основу для экспериментального использо-
вания устройства в будущем. Чувствительность си-
стемы к времени диффузии может позволить от-
личить биомаркеры со значительно отличающими-
ся гидродинамическими радиусами, такие как бел-
ки, экзосомы, микровезикулы [52, 53]. Данная струк-
тура металинзы подходит для сбора флуоресцен-
ции A647, однако при оптимальном подборе экс-
периментальных параметров структуры предложен-
ная концепция применима и к другим излучате-
лям в видимом диапазоне. Потенциальное усложне-
ние структур мета-атомов и компенсация дисперсии
групповой скорости внутри волновода может позво-
лить создать ахроматические металинзы для прове-
дения эпи-флуоресцентной спектроскопии на чипе,
что представляет собой перспективную переносную
сенсорную платформу для биомедицины и скринин-
га окружающей среды.

Финансирование работы. Численные модели-
рования по оптимизации структуры металинзы вы-
полнены при поддержке Министерства науки и выс-
шего образования Российской Федерации (Согла-
шение # 075-15-2024-622). Моделирования флуорес-
центной корреляционной спектроскопии выполне-
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ны при поддержке Министерства науки и высше-
го образования Российской федерации (соглашение
# 075-15-2014-200). Анализ собственных мод мета-
атома проведен при поддержке Министерства нау-
ки и высшего Образования Российской Федерации
(FSMG-2024-0014). Cилы связи мод и исследование
взаимности системы проведены при поддержке меж-
университетского проекта КЛЕВЕР.
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Рентгеноструктурный анализ является одним из основных методов определения строения кристал-
лических структур с использованием как непрерывного рентгеновского излучения, так и ультракоротких
импульсов. Обычно ультракороткие импульсы применяются для наблюдения динамических процессов в
атомных и молекулярных системах. В данной работе показано, что у ультракоротких импульсов может
быть еще одно важное применение – это определение межплоскостного расстояния в слоях алмаза с
NV-центрами, расстояние между которыми может составлять всего несколько ангстрем. Полученные
результаты имеют хорошую перспективу расширения на более сложные структуры и как итог разви-
тия – это новый метод 3D томографии с ангстремным разрешением.

DOI: 10.31857/S0370274X24110106, EDN: UENTHE

1. Введение. Рентгеноструктурный анализ ве-
щества — это один из важнейших методов изуче-
ния структуры и свойств вещества, в основе которого
лежит использование рентгеновской дифракции [1–
6]. Большинство кристаллических структур и мно-
гие молекулы были открыты именно этим методом.
Использование ультракоротких импульсов (УКИ) в
рентгеновском диапазоне частот в настоящее вре-
мя приобретает большую актуальность [1–3] в мето-
дах рентгеноструктурного анализа. Обычно теорию
рентгеновской дифракции на различных периодиче-
ских и сложных структурах представляют как рассе-
яние плоских волн бесконечной длительности во вре-
мени [7, 8]. При использовании УКИ в теории рент-
геновской дифракции длительность импульса может
давать существенный вклад [9–21], что необходимо
учитывать в рентгеноструктурном анализе вещества.
В первую очередь, такому развитию физики сверхко-
ротких импульсов способствовало появление новых
установок, генерирующих такие импульсы [9, 20–25].
Одной из основных особенностей УКИ в рентгено-
структурном анализе является их использование для
визуализации сверхбыстрых процессов, там, где ха-
рактерное время такого процесса во много раз боль-
ше длительности УКИ [3, 21, 24]. Также недавно
в работах [15, 16, 26–28] была выявлена одна из ин-
тересных особенностей взаимодействия УКИ с раз-
личными структурами, которая ранее не учитыва-
лась в рентгеноструктурном анализе. Эта особен-

1)e-mail: makarovd0608@yandex.ru

ность определяется областью когерентного рассея-
ния, сосредоточенной внутри пространственной об-
ласти импульса протяженностью cτ , где τ – это дли-
тельность УКИ. Это означает, что все атомы веще-
ства, которые попадают в пространственную область
Lτ ∼ cτ , взаимодействуют с этим импульсом таким
образом, что не имеет значения, является ли им-
пульс сверхкоротким или непрерывным, т.е. дифрак-
ция при рассеянии УКИ может происходить на всех
атомах, находящихся внутри Lτ . В противном слу-
чае дифракция при рассеянии УКИ от всех атомов,
не попавших внутрь области Lτ , не происходит. Из
этого следует, что, варьируя параметр длительности
импульса τ , можно изменять дифракционные пики
на одинаковых периодических структурах. Таким об-
разом, варьируя параметр τ , можно обнаружить из-
менение дифракционных пиков и, оценив характер
их изменения, определить изменение периодичности
структуры. Наиболее простой пример, где такие из-
менения могут появиться – это две плоские структу-
ры, разделенные между собой расстоянием L. Одним
из практически важных случаев такой структуры яв-
ляются алмазные пластины с NV-центрами, распо-
ложенные на близком расстоянии (всего в несколько
атомов) друг от друга. Добавим, что выбор алмаз-
ных пластин с NV-центрами в данной работе обу-
словлен их возможным производством и перспекти-
вой использования в различных областях микроэлек-
троники и квантовых технологий [29–31]. При более
глубокой разработке этой идеи можно создать ме-
тод 3D-томографии со сверхвысоким пространствен-
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ным разрешением. В данной работе мы разрабатыва-
ем метод определения межплоскостного расстояния
в алмазных пластинах с NV-центрами с ангстремным
пространственным разрешением. Как известно, в на-
стоящее время существуют методы 3D-томографии
с нанометровым разрешением (десятки и сотни на-
нометров) [32–35] и предлагаемый метод может не
только дополнить существующие методы, но и про-
ложить новый путь к более высокому пространствен-
ному разрешению.

2. Рассеяние на алмазных пластинах с NV-

центрами. Рассеяние УКИ на многоатомной систе-
ме, состоящей из различных атомов и их простран-
ственного расположения, рассматривалось в работах
[15, 26–28]. В этих работах было показано, что при
использовании приближения внезапных возмущений
[26] можно получить выражения для расчета спек-
тров рассеяния с учетом длительности падающего
УКИ [15] и разработанная теория может быть ис-
пользована в рентгеноструктурном анализе [27, 28].
Обычно считается, что приближение внезапных воз-
мущений хорошо работает, когда длительность им-
пульса τ во много раз меньше характерных времен
самой системы τa, т.е. при τ ≪ τa, но в случае рент-
геновских УКИ это приближение работает и для бо-
лее длительных импульсов, где τ ∼ τa, и даже при
τ ≫ τa, хотя для этого необходимо, чтобы несущая
частота УКИ ω0 была ω0 ≫ 1/τa, см. [26]. Далее
везде будет использоваться атомная система единиц:
~ = 1, |e| = 1,me = 1, где ~ – приведенная постоянная
Планка, e – заряд электрона, me – масса электрона.

Поскольку мы рассматриваем рентгеновские
УКИ, то для расчетов необходимо использовать
пространственно-неоднородный импульс, т.е. напря-
женность электромагнитного поля в общем виде
E(r, t) = E0h(t− n0r/c), где E0 – амплитуда поля, а
h(t−n0r/c) – произвольная функция, определяющая
форму УКИ, c – скорость света (в а.е. c ≈ 137). В
этом случае спектр рассеяния (рассеянная энергия
в телесный угол) будет выражаться в виде

dε

dΩk

=
τ [E0n]

2 ∫∞
−∞ |f̃(x)|2dx

(2π)2c3

[

s
∑

i=1

Ne,iNA,i(1− |Fi|2)+

+
s
∑

i,j=1

γi,jNe,iNe,jFiF
∗
j

]

,

γi,j =
∑

Ai,A′ j

e
−ip0∆R

Ai,A
′
j

∫∞
−∞ |f̃(x)|2e−ixpτ∆R

Ai,A
′
jdx

∫∞
−∞ |f̃(x)|2dx

,

(1)

где ∆RAi,A′ j = RAi − RA′j , а RAi – радиус-вектор,
определяющий положение центра атома типа i и чис-

ло атомов Ai этого типа, s – это число различных
типов атомов в рассматриваемой системе, Ne,i – чис-
ло электронов в атомах типа i, NA,i – число атомов
типа i, pτ = 1

cτ (n − n0) и p0 = ω0

c (n − n0) име-
ет смысл импульса отдачи на несущей частоте ω0

при рассеянии УКИ, Fi = 1
Ne,i

∫

ρe,i(r)e
−ip0rd3r –

формфактор атома типа i с электронной плотно-
стью ρe,i(r). Если форму УКИ представить в виде
h = e−i(ω0t−k0r)f((t−n0r/c)/τ), где функция f опре-
деляет профиль УКИ (огибающая), тогда получаем
f̃((ω − ω0)τ) =

∫∞
−∞ e

−i(ω−ω0)τηf(η)dη – преобразова-
ние Фурье функции f(η).

Рассмотрим две алмазные пластины с NV-
центрами, разделенные между собой расстоянием L,
см. рис. 1. Для того, чтобы провести необходимые

Рис. 1. (Цветной онлайн) Представлены две алмазные
пластины с NV-центрами, расположенные друг от дру-
га на расстоянии L = 5 Å. Каждая из пластин состоит
из 7 × 7 элементарных ячеек, в каждую из которых
встроен один NV-центр. Фиолетовые шары – атомы
азота, желтые шары – вакансии. УКИ падает на эту
систему под некоторым углом к поверхности одной из
пластин

расчеты, будем использовать модель независимых
атомов. В этой модели все атомы состоят из от-
дельных нейтральных и невзаимодействующих друг
с другом атомов. Несмотря на такое приближение
эта модель достаточно точно описывает рассеяние
на электронах, где центры электронной плотности
расположены в ядрах атомов. Действительно, цен-
тры электронной плотности с учетом образования
связей располагаются там же, где и центры ядер
в этой модели. Это означает, что если проводить
расчеты с учетом межатомных связей или без них
(в модели независимых атомов), то информация,
содержащаяся в спектрах о центрах электронной
плотности, будет одинаковая. В результате можно
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воспользоваться известной моделью распределе-
ния электронной плотности в атомах [36], где
ρe,i(r) =

Ne,i

4πr

∑3
k=1 Ak,iα

2
k,ie
−αk,ir, где Ak,i, αk,i –

постоянные коэффициенты (для всех типов атомов
с номером i), определенные в [36]. Результатом

является простое выражение для Fi =
∑3

k=1

Ak,iα
2
k,i

p2
0+α2

k,i

.

Для расчетов выбираем УКИ в виде гауссовой
формы f((t − n0r/c)/τ) = e−((t−n0r/c)/τ)

2

. Следует
заметить, что выражение (1) можно использовать
для любых форм УКИ и выбирать произвольно
в зависимости от рассматриваемой задачи. Здесь
будет выбрана гауссова форма УКИ, поскольку
она хорошо известна и широко используется в
теоретическом анализе [37]. Также для расчетов
будем считать, что импульсы многоцикловые, т.е.
число колебаний, входящих в УКИ, велико, т.е.
ω0τ ≫ 1. Следует добавить, что в случае ω0τ ≫ 1

интеграл по полю
∫∞
−∞ E(r, t)dt → 0 стремится к

нулю. Таким образом, в случае многоциклового
импульса получаем f̃((ω − ω0)τ) =

√
πe−(τ(ω−ω0))

2/4,
затем с помощью уравнений (1) получаем спектр в
виде

dε

dΩk

= τ
[E0n]

2

2c3
√
2π

[

2
∑

i=1

Ne,iNA,i(1− |Fi|2)+

+

2
∑

i,j=1

γi,j(p0,pτ )Ne,iNe,jFiF
∗
j

]

,

γi,j(p0,pτ ) =
∑

Ai,A′j

e−ip0∆RAi,Aje−
1
2 (pτ∆RAi,Aj)

2

. (2)

Суммирование в выражении (2) идет по двум типам
атомов – это углерод C и азот N, входящий в со-
став NV-центра. Можно увидеть из выражения (2),
что параметр длительности УКИ τ входит в пара-
метр γi,j(p0,pτ ) и если τ → ∞, и учитывать только
когерентный член в рассеянии, то можно получить
известное выражение для рассеяния длинных (мо-
нохроматических) рентгеновских лучей, которое ис-
пользуется в рентгеноструктурном анализе [1, 4, 16].
Также видно, что, варьируя параметр τ , можно ме-
нять дифракционную картину, и особенно это будет
заметно там, где есть неоднородности в кристалличе-
ской решетке. Действительно, если рассмотреть слу-
чай, когда кристалл идеальный, то длительность им-
пульса τ не будет существенно менять дифракцион-
ную картину, так как рассеяние от атомов, находя-
щихся внутри области ∼ cτ , при варьировании па-
раметра τ будет давать одну и ту же дифракцион-
ную картину, но с различиями в амплитуде. Если
рассматривать случай, когда в структуре кристалла
появляется нерегулярность, то в этом случае в про-

странственной области УКИ cτ при варьировании τ
дифракция может идти от атомов регулярной и нере-
гулярной области, что даст новую дифракционную
картину. Простейший практически полезный пример
появления нерегулярности в кристалле – это его раз-
рыв. Например, рассмотрим случай, когда имеются
две одинаковые алмазные пластины с NV-центрами
(см. рис. 1), расположенные близко друг к другу, так
что при их соединении получится один кристалл. Ес-
ли рассмотреть в этом случае импульс с простран-
ственной длительностью cτ ≫ L, то рассеяние на та-
ких кристаллах будет происходить так, как будто оно
исходит от одного кристалла, и нерегулярность будет
незаметна. Если же cτ ∼ L или cτ ≪ L, то спектры
рассеяния от электронов в атомах первого и второго
кристаллов уже не будут когерентно рассеянными,
т.е. не будут складываться. Такая ситуация приве-
дет к резкому уменьшению дифракционных пиков
и изменению дифракционной картины. В итоге, ва-
рьируя параметр τ , можно увидеть изменения ди-
фракционной картины, а значит, можно определить
размер области между кристаллами, который будет
примерно равен cτ .

Далее проведем расчеты спектров рассеяния на
алмазных пластинах с NV-центрами, представлен-
ными на рис. 1, используя выражение (2). По резуль-
татам расчетов представим методику определения
толщины L между 2 алмазными пластинами с NV-
центрами. Выберем падающий импульс (в направле-
нии n0), направленный на одну из сторон алмазной
пластины, как на рис. 1. Расстояние между пластина-
ми будем считать равным 5 Å, а энергию падающего
фотона на несущей частоте ~ω0 = 19 кэВ. Добавим,
что выбор энергии в 19 кэВ был случаен и главное,
чтобы энергия фотонов была в рентгеновском диа-
пазоне частот и выполнялось условие многоциклово-
го импульса. Поскольку нас интересуют дифракци-
онные максимумы в зависимости от τ , то проведем
расчеты для различных значений τ и построим 2D
контурный график для этих значений. Следует доба-
вить, что наиболее удобная характеристика для рас-
четов – это не спектр рассеяния, а Nτ = [ 1τ

dε
dΩk

]norm,
где [. . . ]norm — это нормировка на единицу, т.е. делит-
ся на максимальное значение 1

τ
dε
dΩk

. Действительно,
в случае монохроматического падающего излучения
dε
dΩk

∼ τ и выражение 1
τ

dε
dΩk

будет постоянной, что
удобно для анализа. Нормировка на единицу нуж-
на для простоты, поскольку для анализа не нужны
абсолютные значения 1

τ
dε
dΩk

, а нужно увидеть толь-
ко изменение дифракционной картины, по которой
можно будет судить о межплоскостном расстоянии.
Результаты расчетов представлены на рис. 2.
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Представлены 2D контурные
карты величины Nτ в сферической системе координат,
где φ и θ — это азимутальный и полярный углы соот-
ветственно. Расчеты приведены на рисунках: (a) – при
cτ = ∞; (b) – при cτ = 10 Å; (c) – при cτ = 5 Å; (d) –
при cτ = 3.5 Å; (e) – при cτ = 2 Å, (f) при cτ = 1 Å

Можно увидеть, что отличия в дифракционных
картинах начинают появляться при cτ ≈ 5 Å, что
соответствует выбранному нами межплоскостному
расстоянию. Несмотря на это, четко определить гра-
ницу, анализируя рис. 2, тяжело. В первую очередь
это связано с тем, что каждый из дифракционных
пиков (белые пятна на рис. 2) в зависимости от τ ме-
няется не одинаково, но в целом при cτ ≈ 5 Å наблю-
дается общее изменение дифракционных пиков. Из
этого анализа следует, что необходимо найти неко-
торую усредненную величину Nτ при заданном τ ,
причем усреднение должно учитывать все дифрак-
ционные пики. Такой усредненной величиной, име-
ющей физический смысл, может быть полная рас-
сеянная энергия, т.е. необходимо проинтегрировать
по всему телесному углу спектр рассеяния. Таким
образом, введем еще одну величину N τ = [ε/τ ]norm

(ε =
∫

dε
dΩk

dΩk), где [. . . ]norm – это нормировка в ви-

де Nτ = (ε/τ) / (ε/τ)τ→∞. Действительно, в случае
монохроматического (τ → ∞) падающего излучения
ε ∼ τ и выражение ε/τ будет постоянной, что удоб-
но для анализа. Нормировка на единицу при τ → ∞
также нужна для простоты, поскольку для анализа
не нужны абсолютные значения ε/τ , а нужно уви-
деть только изменение энергии рассеяния, по кото-
рой можно будет судить о межплоскостном расстоя-
нии.

Проведем аналогичные расчеты и выберем пада-
ющий импульс n0 не только перпендикулярно плос-
кости кристалла, но и еще в 3-х направлениях, а
именно в системе отсчета, показанной на рис. 1, – это
углы θ0 = 0; θ0 = π/6; θ0 = π/4; θ0 = π/3 при φ0 = 0

(θ0 и φ0 – полярный и азимутальный угол в сфериче-
ской системе координат). Результаты расчетов пред-

Рис. 3. (Цветной онлайн) На рисунке показано измене-
ние Nτ в зависимости от длительности импульса cτ для
4-х углов падения на плоскость алмаза

ставлены на рис. 3. Можно увидеть из рис. 3, что при
cτ ≈ 10 (что соответствует примерно 5 Å) появляет-
ся изменение в величине N τ . Следует добавить, что
изменение в N τ при cτ ≈ 10 появляется не только
при прямом угле падения импульса, но и при всех
других. Это вполне объяснимо, поскольку область
cτ , где может происходить когерентное рассеяние, не
имеет выделенного направления, хотя дифракцион-
ная картина и зависит от углов падения на объект
исследования.

При анализе двух представленных методов опре-
деления межплоскостного расстояния нет четкой
границы, где можно было бы считать cτ = L, здесь
всегда получается cτ ≈ L. Это вполне ясно и обу-
словлено тем, что мы выбрали форму УКИ как гаус-
совский импульс, форма которого не имеет четких
границ. Это означает, что область когерентного рас-
сеяния cτ не является четкой, а примерной. С другой
стороны, выбрав УКИ другой формы, где такая гра-
ница будет достаточно четкой, например, как у тета-
функции Хевисайда, можно получить более точные
критерии межплоскостного расстояния, т.е. когда
cτ = L. Выбор различных форм реальных импуль-
сов УКИ таким образом, чтобы cτ стремился имен-
но к L, может стать интересным теоретическим на-
правлением для изучения данной проблемы. Несмот-
ря на это, можно использовать и импульсы, имею-
щие гладкую огибающую, но в этом случае необ-
ходимо определить, что является межплоскостным
расстоянием при графическом анализе. В представ-
ленном случае cτ можно считать равным L, когда

L =
∫∞
0

|Nτ−Nτ,reg|
|[Nτ−Nτ,reg ]max|

d(cτ), где Nτ,reg – та же функ-

ция, что и ранее, но для регулярной структуры, т.е.
структуры без разрывов. Такой выбор L вполне есте-

ственный, поскольку
∫∞
0

|Nτ−Nτ,reg|
|[Nτ−Nτ,reg]max|

d(cτ) опреде-

ляет площадь под графиком, отвечающей за изме-
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нение рассеянной энергии за счет нерегулярности
кристаллической структуры (при регулярной – из-
менения не будет). Добавим, что в этом выражении
N τ→0,reg = N τ→0 и N τ→∞,reg = N τ→∞ (см. выра-
жение (2)). Нами были проведены такие расчеты и,
действительно, L была близка к 5 Å с точностью до
5%.

3. Заключение. В заключении можно сказать,
что здесь была развита методика определения меж-
плоскостного расстояния с ангстремной точностью
в пластинах алмаза с NV-центрами. Очевидно, что
данная теория будет применима не только для алма-
зов с NV-центрами, но и для любых других веществ,
обладающих кристаллической структурой. Разрабо-
танная методика позволяет с хорошей точностью на-
ходить расстояния между пластинами по спектрам
рассеяния УКИ, варьируя параметр длительности
импульса τ . Данная методика может послужить ос-
новой для дальнейшего исследования проблемы 3D-
томографии с ангстремной точностью в кристалли-
ческих структурах.
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Рассматриваются модели стратегий совместного случайного блуждания трех участников на беско-
нечной плоскости. Они лишены связи, внешних ориентиров и какой-либо информации о взаимном поло-
жении, но могут использовать ресурс распределенной между ними трехчастичной квантовой спиновой
спутанности в рамках предварительно согласованного протокола. Хотя в среднем всегда происходит вза-
имное удаление участников блуждания, выбором деталей протокола можно увеличить или уменьшить
его темп.

DOI: 10.31857/S0370274X24110115, EDN: SEKAPW

Введение. Квантовые подходы к задачам обра-
ботки информации составляют основное содержание
так называемой “второй квантовой революции”. В
приложении к проблемам, решаемым при заданных
ресурсах (например, за ограниченное время) с неко-
торой неединичной вероятностью, квантовые страте-
гии способны зачастую существенно увеличить шан-
сы на успех. Во многих случаях необходимым ин-
гредиентом в квантовых стратегиях оказывается за-
путанность [1] – специфические квантовые корреля-
ции между частями единой системы. Изучение ро-
ли запутанности в сценариях решения задач кол-
лективом участников составляет предмет так назы-
ваемых нелокальных квантовых игр [2, 3], основ-
ным условием которых является невозможность об-
мена информацией между участниками после начала
игры.

В ряде случаев разнесенность пространственных
областей, где проводятся измерения, принципиаль-
но важна. Например, при реализации некоторой
коллективной стратегии, когда каждому участнику
необходимо осуществлять выбор своего действия из
ряда возможных в отсутствие связи с партнерами. В
этой ситуации исходы специально подобранных из-
мерений над фрагментами единой системы, которы-
ми заранее обзавелись участники, могут оказаться
ценными инструкциями при осуществлении выборов,
что повысит вероятность достижения цели страте-
гии [4]. Более сильные квантовые корреляции при-

1)e-mail: 8342tomilin@mail.ru

водят к большей согласованности действий и, соот-
ветственно, большей вероятности успеха. В [5, 6] рас-
смотрена задача взаимного поиска двух участников,
находящихся на противоположных полюсах сферы.
Каждый из них выбирает путь к противоположному
полюсу по одной из трех заранее определенных боль-
ших окружностей. Выбор окружностей осуществля-
ется каждым участником независимо и случайно, од-
нако направление обхода выбирается в зависимости
от исхода измерения поляризации одного фотона из
максимально запутанной пары. При этом угол из-
мерения поляризации зависит от предшествовавше-
го выбора пути. Показано, что это приводит к по-
вышению вероятности встречи с 7/9 в классическом
случае до 5/6. Похожая задача, но в плоской гео-
метрии, рассмотрена в [7]. Два участника осуществ-
ляют совместное дискретное случайное блуждание
на плоскости, выбирая направление каждого смеще-
ния случайным образом из 16 возможных направ-
лений. При этом распределение вероятности выбо-
ра не полностью случайно, а зависит от расстояния
до фиксированной точки на плоскости. От результа-
та квантового измерения зависит лишь то, останется
ли участник в покое или сделает движение в выбран-
ном направлении. Преимущество квантовой страте-
гии показано и в этом случае, однако лишь в рамках
численного эксперимента.

В работе [8] был рассмотрен квантовый вы-
игрыш в стратегиях уменьшения или увеличения
темпов взаимного удаления при случайном блуж-
дании двух партнеров, А и В, на бесконечной
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плоскости. Интуитивно ясно, что, если они имеют
цель увеличить/уменьшить шансы случайного сбли-
жения/удаления, т.е. осуществляют взаимный по-
иск/антипоиск, данные стратегии могут оказаться
полезными. По предположению партнеры лишены
возможности общения и лишены общих ориентиров
в пространстве, однако имеют ресурс корреляций в
виде запаса пронумерованных пар частиц со спином
1/2, причем каждый партнер обладает только одной
частицей из каждой пары. Отсутствие любых общих
ориентиров делает естественным требование равно-
правия всех направлений в плоскости блуждания,
что, в свою очередь, налагает дополнительное требо-
вание на состояния пар частиц – они должны быть
инвариантны относительно любых поворотов в про-
странстве. Естественным выбором в такой ситуации
является синглетное состояние |Ψ0〉. A и B руковод-
ствуются исходами измерений над своими частицами
при выборе направлений шагов случайного блужда-
ния. А именно, выбрав произвольные направления
nA и nB , партнеры измеряют удвоенные проекции
спинов имеющихся у них частиц вдоль выбранных
направлений. Получив исходы σA и σB (равные 1

или −1), А и В смещаются в пространстве на σAnAl

и σBnBl соответственно, где l – стандартная длина
шага. Дальнейшие шаги партнеров осуществляются
по тому же самому алгоритму, т.е. с проведением из-
мерений над частицами из следующей по порядку
запутанной пары. В [8] показано, что средний квад-
рат расстояния между А и В после очередного шага
при блуждании по плоскости

〈r′2〉+ = r2 + l2. (1)

Здесь r – расстояние между партнерами до осуществ-
ления шага; усреднение осуществлено по случайным
направлениям nA и nB и по распределению вероят-
ности исходов σA и σB. Правая часть оказывается
меньше, чем в ситуации с отсутствием всяких корре-
ляций между исходами (т.е. если состояния пар час-
тиц максимально смешанные):

〈r′2〉0 = r2 + 2l2. (2)

В среднем А и В удаляются друг от друга более мед-
ленно при использовании спиновых корреляций син-
глетного состояния. Как показано в [8], модифика-
ция квантовой стратегии позволяет в случае необ-
ходимости ускорить взаимное удаление партнеров (в
сравнении с (2)). Для этого партнер В (для опреде-
ленности) должен смещаться на −σBnBl. Вместо (1)
имеем

〈r′2〉− = r2 + 3l2. (3)

Эффект использования корреляций спинов синглет-
ного состояния, являющегося максимально запутан-
ным [1], при сравнении (1) и (3) с (2) очевиден.

Представляет интерес сравнение полученных ре-
зультатов со случаем, когда в распоряжении парт-
неров находится ресурс классических корреляций.
Под этим термином здесь и далее в статье мы под-
разумеваем корреляции спинов частиц в незапутан-
ном состоянии пары как антипод квантовых корре-
ляций, демонстрируемых запутанными состояниями.
Для случая пар частиц со спином 1/2 наиболее об-
щим классом состояний, инвариантных относитель-
но вращений, являются состояния Вернера [9]:

ˆ̺W (p) =
1− p

4
1̂A ⊗ 1̂B + p|Ψ0〉〈Ψ0|. (4)

Синглетному состоянию отвечает случай p = 1 – хре-
стоматийный пример максимально запутанного со-
стояния. При p ≤ 1/3 это состояние не является запу-
танным, т.е. представимо как взвешенные комбина-
ции факторизованных и в общем случае смешанных
состояний частиц [1]. Граничное значение p = 1/3

определяет незапутанное состояние Вернера, макси-
мально близкое к синглетному и, следовательно, да-
ваемые им корреляции самые сильные среди класси-
ческих. В этом состоянии вместо (1) и (3) мы полу-
чаем 〈r′2〉+ = r2 + 5l2/3 и 〈r′2〉− = r2 + 7l2/3.

Соотношения (1) и (3) получены в рамках про-
стейшего подхода к описанию случайного блуждания
двух участников “игр” взаимного поиска и антипоис-
ка. Цель настоящей работы – рассмотрение соответ-
ствующих стратегий для трех партнеров. Появление
еще одного участника существенно меняет и услож-
няет рассмотрение, делая его более интересным. Бу-
дут найдены соотношения, аналогичные (1)–(3) и
открывающие перспективы дальнейших обобщений
при расширении коллектива участников “игры”.

Модели стратегий. В ситуации с двумя участ-
никами они обзаводились ресурсом в виде упорядо-
ченных массивов разделенных синглетных пар час-
тиц со спином 1/2. Для случая трех участников, А,
В и С, необходимы синглетные тройки частиц со спи-
ном 1:

|Ψ0〉 =
1√
6

[

| − 1〉A ⊗ |0〉B ⊗ |1〉C +

+ |0〉A ⊗ |1〉B ⊗ | − 1〉C + |1〉A ⊗ | − 1〉B ⊗ |0〉C− (5)

−|1〉A ⊗ |0〉B ⊗ | − 1〉C − |0〉A ⊗ | − 1〉B ⊗ |1〉C −

− | − 1〉A ⊗ |1〉B ⊗ |0〉C
]

.
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Здесь |σ〉 (σ = 0,±1) – состояния частиц с проекцией
спина σ вдоль любого, но единого для всех трех час-
тиц направления. Нижние индексы у кет-символов
показывают, у какого партнера находится соответ-
ствующая частица. При измерении всеми партнера-
ми проекций спинов их частиц вдоль свободно вы-
бранных направлений nA, nB и nC статистика полу-
чаемых исходов дается распределением вероятностей

p(σA, σB , σC |nA,nB,nC) =

= 〈Ψ0|P̂σA
(nA)⊗ P̂σB

(nB)⊗ P̂σC
(nC)|Ψ0〉, (6)

где

P̂σ(n) = 1− σ2 +
1

2
σ(n · Ŝ) +

(

3

2
σ2 − 1

)

(n · Ŝ)2 (7)

– проектор на собственное состояние оператора n · Ŝ
(Ŝ – спин частицы) с собственным значением σ. При
выводе (7) использована универсальная связь про-
изведения трех операторных проекций единичного
квантового углового момента на оси ортонормиро-
ванного репера с комбинацией слагаемых, линейных
и квадратичных по проекциям. Соответствующее со-
отношение приведено в Приложении, как и явная
громоздкая форма вероятности (6).

Суммирование по исходам одного из измерений
(для определенности по исходам σC) приводит к пар-
ным распределениям вида

p(σA, σB|nA,nB) =
1

6
− 1

12

(

σ2
A + σ2

B

)

+
1

8
σ2
Aσ

2
B −

− 1

12
σAσB(nA · nB)−

− 1

6

(

3

2
σ2
A − 1

)(

3

2
σ2
B − 1

)

(nA · nB)
2. (8)

Еще одно суммирование приводит к тривиальным
однородным распределениям исходов измерений,
рассматриваемых по отдельности:

p(σA|nA) = p(σB|nB) = p(σC |nC) =
1

3
. (9)

Однородность распределений обусловлена инвари-
антностью состояния (5) относительно любых про-
странственных поворотов.

Знание парных распределений (8) достаточно для
получения соотношений типа (1)–(3). Их комбинация
позволяет связать среднее значение суммы квадра-
тов расстояний между всеми партнерами (естествен-
ное обобщение случая с двумя партнерами)

|rA − rB |2 + |rB − rC |2 + |rC − rA|2 (10)

после очередного совместного шага с ее исходным
значением. Заметим, однако, что при переходе от
полного распределения (6) к парным распределени-
ям (8) была утрачена некоторая информация о трех-
частичной спутанности. Чтобы не терять эту ин-
формацию, желательно найти способ характеризо-
вать взаимное движение всех трех участников “иг-
ры”, отражающий трехчастичные корреляции. Для
этой цели годится площадь треугольника, образо-
ванного точками расположения участников А, В и
С. Этот выбор подходит и для случая движения иг-
роков в трехмерном пространстве. Формула Герона
Александрийского

16S2 = (2b2c2 − a4) + (2c2a2 − b4) + (2a2b2 − c4) (11)

связывает квадрат площади треугольника с длинами
его сторон a

.
= |rB − rC |, b .= |rC − rA| и c

.
= |rA− rB|.

Все три участника осуществляют измерения про-
екций спинов их частиц (находящихся в состоянии
(5)) вдоль произвольно выбранных направлений nA,
nB и nC на плоскости. Получив исходы σA, σB, σC ,
участники смещаются. Новый треугольник имеет
стороны a′

.
= |rB + lσBnB − rC − lσCnC |, b′ .= |rC +

+lσCnC−rA−lσAnA| и c′ .= |rA+lσAnA−rB−lσBnB|.
Площадь нового треугольника оказывается функци-
ей направлений смещений и исходов измерений:

S′ = S(σAnA, σBnB, σCnC). (12)

Усреднение квадрата площади производится по рас-
пределению (6) с учетом полной случайности выбора
направлений участниками “игры”:

〈S′2〉 =

∑

σA=0,±1

∑

σB=0,±1

∑

σC=0,±1

∫∫∫

S2(σAnA, σBnB, σCnC)×

× p(σA, σB , σC |nA,nB,nC)
d2nA

2π

d2nB

2π

d2nC

2π
. (13)

Следует отметить, что первые слагаемые в круглых
скобках правой части (11) требуют при своем усред-
нении знания полного распределения (6). В получае-
мом результате усреднения отражено трехчастичное
спутывание.

Вычисление интеграла (13) дает

16〈S′2〉 − 16S2 =
15

9
l2(a2 + b2 + c2) +

153

12
l4. (14)

Вид числовых коэффициентов в правой части вы-
бран для удобства сравнения с результатами других
стратегий. В случае полного отсутствия корреляций

Письма в ЖЭТФ том 120 вып. 9 – 10 2024



Квантовые корреляции в коллективных стратегиях взаимного поиска/антипоиска. . . 731

под интегралом (13) вместо p(σA, σB , σC |nA,nB,nC)

стоит p(σA|nA)p(σB |nB)p(σC |nC) = 1/27, что дает

16〈S′2〉 − 16S2 =
12

9
l2(a2 + b2 + c2) +

32

12
l4. (15)

Сравнение (14) с этим нейтральным реперным ва-
риантом обнаруживает увеличение темпа взаимного
удаления участников “игры” за счет ресурса распре-
деленной спутанности.

Существует стратегия уменьшения темпа рассре-
доточения и, как следствие, повышения вероятности
случайного сближения партнеров. Ориентируясь на
известный более простой случай двух участников,
естественно ожидать, что для этого необходима заме-
на σ на −σ при выборе направления смещения одним
из участников. В то же время должна сохраниться
симметрия участия в стратегии всех трех партнеров.
Эти требования можно совместить, если по услови-
ям стратегии А осуществляет замену σA на −σA на
каждом шаге с номером 1(mod 3), В меняет σB на
−σB на каждом шаге с номером 2(mod 3) и С, со-
ответственно, меняет σC на −σC на каждом шаге
с номером 0(mod 3). Случайно выбранный для рас-
смотрения шаг с равной вероятностью принадлежит
к одному из трех возможных типов. Следовательно,
в (13) должна быть осуществлена замена

S2(σAnA, σBnB , σCnC) →

→ 1

3
S2(−σAnA, σBnB, σCnC) +

+
1

3
S2(σAnA,−σBnB, σCnC) +

+
1

3
S2(σAnA, σBnB,−σCnC). (16)

В результате получаем

16〈S′2〉 − 16S2 =
11

9
l2(a2 + b2 + c2) +

25

12
l4. (17)

Взаимное удаление участников оказывается в сред-
нем замедленным в сравнении с реперным вариантом
(15).

Обсуждение. Мы показали, что, как и в слу-
чае двух участников, существуют стратегии увели-
чения и уменьшения среднего темпа взаимного уда-
ления трех партнеров при их случайном блужда-
нии2). В контексте этого обобщения можно выска-
зать ряд соображений и наметить возможные на-
правления дальнейших исследований.

2)Как и в работе [8], возможен “геометродинамический”
взгляд на данные явления. Если рассматривать реперный ва-
риант случайного блуждания как своего рода броуновское
движение партнеров под действием эффективных случайных
сил, то стратегии с использованием корреляций следует ас-

Как обобщение квадрата расстояния между дву-
мя партнерами, мы использовали площадь треуголь-
ника, образованного положениями трех партнеров.
Для случая стратегии с четырьмя участниками, раз-
ворачивающейся в пространстве, очевидным обоб-
щением оказывается объем трехмерного симплекса.
Дальнейшее увеличение числа участников побужда-
ет обращение к объемам выпуклых многогранников –
проекциям на 2-х или 3-х мерные пространства сим-
плексов высших размерностей. Однако практическая
реализация такого обобщения может оказаться весь-
ма непростой ввиду более сложных многочастичных
распределений вероятностей исходов измерений, ана-
логичных (6).

При числе партнеров более трех встает вопрос
правильного выбора формы распределяемого ресур-
са корреляций – вида синглетных состояний. Мы ис-
пользовали синглетные пары частиц со спином 1/2
и синглетные тройки со спином 1, ориентируясь на
выбор наименьшей возможной величины спина. При
этом состояния автоматически оказались полностью
антисимметричными по перестановкам частиц, что
обеспечивает естественное требование равных усло-
вий для всех участников “игры”. Если число участ-
ников N , аналогичными свойствами обладают син-
глетные состояния, построенные из N частиц спина
(N − 1)/2. В иных случаях в коллективе участников
могут возникать кластеры, для входящих в которые
условия игры отличаются от средних3).

Площади треугольника S как параметру, харак-
теризующему близость частиц, было отдано предпо-
чтение перед простой суммой квадратов длин его
сторон a2 + b2 + c2. Мотивом послужила чувстви-
тельность S к трехчастичным корреляциям, в то вре-
мя как изменение a2 + b2 + c2 можно анализировать
в рамках парных маргинальных распределений ти-
па (8). Пользуясь принципом максимума энтропии,

социировать с появлением дополнительных эффективных сил
отталкивания (в (14)) и притяжения (в (17)). В [8] показа-
но, что эти силы можно описать в рамках эффективных гео-
метрий, заменяющих геометрию обычной плоскости, т.е. как
“гравитацию”(для притяжения) и “антигравитацию” (для от-
талкивания).

3)Например, оба синглетных состояния четырех частиц со
спином 1/2 антисимметричны по перестановке частиц, входя-
щих в две выделенные пары. При этом состояния не являются
ни симметричными, ни антисимметричными по перестановке
частиц из разных пар. В то же время для четырех частиц
со спином 3/2 существует полностью антисимметричное син-
глетное состояние. В случае четырех частиц со спином 1 одно
из трех синглетных состояний также будет обладать одинако-
вой симметрией относительно любых перестановок частиц –
однако оно будет полностью симметричным, а не полностью
антисимметричным [10].
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потенциально возможно на основе этих парных рас-
пределений построить эффективное распределение
peff(σA, σB, σC |nA,nB,nC) для трех исходов. Это поз-
волило бы, заменив при всех усреднениях истинное
распределение p(σA, σB, σC |nA,nB,nC) полученным
эффективным распределением, в явном виде выде-
лить эффект трехчастичной спутанности в (14) и
(17). Таким образом, получилось бы сформулировать
оригинальный операционный подход к анализу мно-
гочастичной запутанности, альтернативный тради-
ционному подходу, основанному на анализе частич-
ных матриц плотности [1, 4]. Это позволило бы так-
же, аналогично случаю с двумя партнерами, найти
границы эффективности стратегий, использующих
корреляции только классического типа.

Приложение

При вычислениях в данной работе использует-
ся обобщение известного выражения, связывающе-
го произведения пар операторов проекций спина 1/2

(пропорциональных матрицам Паули) с комбинацией
членов первой и нулевой степени по таким операто-
рам, на случай операторных проекций спина 1:

ŜiŜjŜk =
1

2
(δijŜk + Ŝiδjk) +

ı

4
εijk′ (Ŝk′ Ŝk + ŜkŜk′) +

+
ı

4
εij′k(Ŝj′ Ŝj + ŜjŜj′) +

ı

4
εi′jk(Ŝi′ Ŝi + ŜiŜi′).

Выражение для распределения вероятностей (6)
исходов измерений проекций спинов частиц:

p(σA, σB, σC |nA,nB ,nC) =

(1 − σ2
A)(1 − σ2

B)(1 − σ2
C) +

+

(

3

2
σ2
A − 1

)(

3

2
σ2
B − 1

)(

3

2
σ2
C − 1

)

×

× 〈(nA · ŜA)
2(nB · ŜB)

2(nC · ŜC)
2〉+

[(

3

2
σ2
A − 1

)

(1− σ2
B)(1 − σ2

C)〈(nA · ŜA)
2〉+

+
1

4

(

3

2
σ2
A − 1

)

σBσC〈(nA · ŜA)
2(nB · ŜB)(nC · ŜC)〉+

1

4
(1− σ2

A)σBσC〈(nB · f̂SB)(nC · ŜC)〉+

+(1−σ2
A)

(

3

2
σ2
B−1

)(

3

2
σ2
C−1

)

〈(nB ·ŜB)
2(nC ·ŜC)

2〉
]

+

+

[

A→ B → C → A

]

+

[

A→ C → B → A

]

.

Две последние пары квадратных скобок символизи-
руют комбинации слагаемых, получаемых из явно

выписанных в первой паре квадратных скобок, от-
меченной заменой индексов. Здесь использована бо-
лее короткая форма записи усредняемых оператор-
ных выражений, например, 〈(nB · ŜB)

2(nC · ŜC)
2〉 ≡

≡ 〈Ψ0|1̂⊗ (nB · Ŝ)2 ⊗ (nC · Ŝ)2|Ψ0〉.
Ниже приведены результаты вычисления всех

возможных типов усредняемых операторов

〈(nA · ŜA)〉 = 〈(nB · ŜB)〉 = 〈(nC · ŜC)〉 = 0

〈(nA · ŜA)(nB · ŜB)(nC · ŜC)〉 = 0

〈(nA · ŜA)
2〉 = 〈(nB · ŜB)

2〉 = 〈(nC · ŜC)
2〉 = 2

3

〈(nA · ŜA)(nB · ŜB)〉 = −1

3
(nA · nB)

〈(nA · ŜA)(nB · ŜB)(nC · ŜC)
2〉 =

= −1

3
(nA · nB) +

1

3
(nC · nA)(nB · nC)

〈(nA · ŜA)
2(nB · ŜB)

2〉 = 1

2
− 1

6
(nA · nB)

2

〈(nA · ŜA)
2(nB · ŜB)

2(nC · ŜC)
2〉 = 1

2
− 1

6
×

×
[

(nA ·nB)
2 +(nB ·nC)

2+(nC ·nA)
2+(nAnBnC)

2

]

.

Здесь (nAnBnC)
.
= nA · (nB × nC) – тройное произ-

ведение. Оно начинает играть роль при блуждании
в трехмерном пространстве.
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В работе демонстрируются преимущества метода стохастического уравнения обновления для описа-
ния статистики времени ожидания первого наблюдения периода времени фиксированной длины, в те-
чение которого обновляемый процесс стохастических прыжков между двумя состояниями не покидает
заданного состояния. Рассматриваются как марковские, так и произвольные распределения интервалов
времени между прыжками. Сравнение аналитических предсказаний со случаем декоррелированного во
времени процесса показывает, что корреляции могут как уменьшать, так и увеличивать соответству-
ющее среднее время ожидания. Кроме того, сопоставляя экспоненциальные, субэкспоненциальные и
модели с тяжелыми хвостами, характеризующиеся равными вероятностями наблюдения интересующего
нас события, мы показываем, что более быстрое убывание плотности вероятности интервалов времени
между прыжками подразумевает меньшее среднее время ожидания. Интересно, что независимо от де-
талей конкретной модели для рассматриваемых здесь прыжковых процессов как с дискретным, так и
непрерывных временем, случайное время ожидания демонстрирует универсальность, становясь экспо-
ненциально распределенным в пределе большой длительности ожидаемого события.

DOI: 10.31857/S0370274X24110124, EDN: RCRVEV

Введение. В стандартной формулировке задачи
первого прохождения [1] событие прохождения свя-
зано с моментом первого входа процесса в определен-
ное состояние или первого касания им границы неко-
торого множества состояний и, таким образом, ха-
рактеризуется нулевой длительностью. Скажем, для
процесса Бернулли событие первого прохождения со-
ответствует появлению первого успеха (или неуда-
чи) в серии испытаний, а плотность вероятности вре-
мени ожидания такого события описывается геомет-
рическим распределением [2]. В качестве еще одно-
го классического примера приведем одномерное бро-
уновское движение, где событие первого прохожде-
ния связано с попаданием частицы в поглощающую
точку, а результирующая статистика описывается
распределением Леви–Смирнова [3, 4].

В более сложных модификациях обсуждаемой за-
дачи рассматривается время ожидания некоторого
“неточечного” события прохождения. Под последним
понимается первое прохождение случайного процес-

1)e-mail: sergb27@yandex.ru

са через заданную последовательность состояний за
интервал времени фиксированной продолжительно-
сти. К примеру, автор работы [5] применил теорию
мартингалов для вычисления среднего времени ожи-
дания первого появления слова ABRACADABRA в
случайной последовательности букв, генерируемой в
мысленном эксперименте с печатающей обезьяной.
Совсем недавно в работе [6] при помощи более про-
зрачного обратного метода Колмогорова была рас-
смотрена статистика времени ожидания некоторых
простых серий исходов фиксированной длины в экс-
перименте с подбрасыванием симметричной монеты.
В качестве схожего примера, но с непрерывным вре-
менем, можно вспомнить исследование статистики
времени ожидания первого интервала заданной дли-
ны в пуассоновском потоке, что имеет значение для
моделирования времени, требуемого пешеходам для
пересечения транспортного потока, и для модели-
рования продолжительности мертвой эпохи в рабо-
те счетчиков Гейгера, см., например, классический
учебник [7] и [8].
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Вышеупомянутые сценарии являются наиболее
простыми с точки зрения аналитических вычис-
лений, поскольку и испытания Бернулли, и поток
Пуассона, представляют собой декоррелированные
во времени процессы. Существует также ряд ра-
бот, посвященных времени ожидания первого наблю-
дения паттерна определенной продолжительности в
моделях с временными корреляциями, простейшими
примерами которых являются цепи Маркова первого
порядка и системы с восстановлением. В частности,
статистика времени ожидания некоторых достаточно
простых цепочек исходов в последовательности, ге-
нерируемой цепью Маркова первого порядка с двумя
состояниями, была рассмотрена в [9] путем построе-
ния аналогии с азартными играми. Более обще, рабо-
та [10] предлагает решение задачи определения ста-
тистического распределения времени ожидания лю-
бой наперед заданной цепочки исходов в дискретных
коррелированных во времени данных, генерируемых
цепями Маркова первого порядка и процессами вос-
становления (также известными как полумарковские
процессы) с произвольным числом состояний. Ос-
новной областью применения этих результатов явля-
ется анализ распределения определенных паттернов
в длинных последовательностях ДНК [11]. Важным
является также вклад работы [12], где исследовалась
статистика времени ожидания достаточно длитель-
ного периода непрерывного пребывания в заданном
состоянии чередующегося (т.е. обладающего двумя
состояниями) процесса восстановления, представля-
ющего популярную модель в анализе надежности.

Подводя итог, можно сказать, что различные вер-
сии задачи описания статистики времени ожидания
события ненулевой длительности рассматривались
разными методами в чисто математической литера-
туре, в прикладной теории вероятностей и в физиче-
ских журналах.

Целью данной статьи является демонстрация
наиболее прямого и интуитивно понятного (по край-
ней мере для исследователей, работающих в обла-
сти статистической физики) аналитического метода
определения статистики времени ожидания в моде-
лях прыжковых процессов со статистически неза-
висимыми интервалами между прыжками. Чтобы
сделать изложение ключевых идей и вычислитель-
ных аспектов максимально простым, мы выбрали мо-
дель с всего двумя состояниями и рассматриваем са-
мое простое возможное событие в качестве порого-
вого – постоянное пребывание процесса в заданном
состоянии в течение интервала времени фиксирован-
ной длины. Статистические характеристики времени
ожидания в такой постановке задачи могут быть по-

лучены путем усреднения специфического представ-
ления случайной реализации этой величины – под-
ход, который может быть назван методом стохасти-
ческого уравнения обновления. Помимо методологи-
ческих вопросов, особое внимание в данной работе
уделяется пределу событий большой длительности,
в котором, как будет показано ниже, возникает уни-
версальное статистическое поведение. Другим важ-
ным аспектом предлагаемого анализа является срав-
нение результатов для различных типов распределе-
ний интервалов времени между прыжками. В заклю-
чительной части работы мы обсуждаем потенциаль-
ные приложения полученных результатов в областях
исследований, где подобные вопросы, насколько нам
известно, пока не рассматривались.

Марковская динамика. Рассмотрим цепь Мар-
кова с двумя состояниями, характеризующуюся ве-
роятностями перехода p и q за один шаг дискретного
времени, как показано на рис. 1a. Траектория такого
прыжкового процесса может быть закодирована би-
нарной динамической переменной xt. Более конкрет-
но, мы будем говорить, что xt = 1, где t = 0, 1, 2, . . . ,
если процесс находится в состоянии 1 на шаге t, и
xt = 0, если процесс в состоянии 2. Через k обозна-
чим время, требуемое чтобы впервые встретить N

единиц подряд в ряду значений переменной xt. Сред-
нее значение случайной величины k для произволь-
ного начального состояния было вычислено в работе
[9], в то время как полная статистика k может быть,
в принципе, извлечена из более общих результатов,
содержащихся в [10].

В этом разделе мы показываем, как получить ста-
тистику k на основе метода стохастического уравне-
ния обновления. Кратко опишем суть данного мето-
да. Вводя индикаторные функции, аргументы кото-
рых задают условия на начальное состояние и на
момент первого перехода между парой состояний,
мы можем разделить множество возможных наблю-
дений на взаимно исключающие сценарии, которые,
будучи вместе взятыми, учитывают все возможные
траектории процесса. Такое представление приво-
дит к набору так называемых уравнений обновле-
ния на случайное время ожидания, а также на слу-
чайные переменные, входящие в декомпозицию это-
го времени по альтернативным историям динамики
процесса. Благодаря марковскому свойству процес-
са, эти уравнения рекурсивны в том смысле, что они
выражают некоторые случайные переменные через
их статистически независимые копии. Строго гово-
ря, число неизвестных при этом превосходит число
уравнений, однако используя статистическую неза-
висимость можно получить замкнутые выражения
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Рис. 1. (a) – Марковский процесс с двумя состояния-
ми в дискретном времени с вероятностями перехода за
отдельный шаг p и q. Состояния 1 и 2 соответствуют
значениям x = 1 и x = 0 динамической переменной xt.
(b) – Представление случайного времени k ожидания
первого появления серии из N единиц подряд в после-
довательности значений, принимаемых переменной xt.
Предположим, что в нулевой момент времени процесс
находился в состоянии 0 (нижняя часть рис. (b)). По-
скольку желаемая серия начинается с 1, процесс сперва
должен оказаться в состоянии 1, что требует некото-
рого случайного числа шагов, которое на рисунке и в
тексте обозначено как n2. Далее, число шагов, спустя
которое процесс затем покинет состояние 1, обозначено
через m1. Если m1 > N−1, то интересующая нас серия
из N единиц подряд появится в течении этих m1 шагов,
т.е. спустя n1 +N−1 шагов спустя начала наблюдения.
В противном случае, если m1 ≤ N − 1, процесс поки-
дает состояние 1 слишком рано, так что необходимо
будет подождать еще k′′

2 шагов, пока желаемая после-
довательность наконец не встретится. Благодаря мар-
ковскому свойству и статистической однородности, ве-
личины k2 и k′′

2 независимы и одинаково распределены.
Аналогичное представление может быть построено, ес-
ли процесс стартует из состояния 2 (верхняя часть ри-
сунка (b)). Вышеописанные соображения формализо-
ваны в ур. (1), (2) и (3)

для усредненных характеристик случайного време-
ни ожидания. Следуя этой логике ниже мы вычис-
ляем характеристическую функцию, определенную
как среднее 〈eisk〉, и математическое ожидание 〈k〉.

Итак, очевидно, k может быть представлено как

k = k1I(x0 = 1) + k2I(x0 = 0), (1)

где I(. . . ) – это индикаторная функция, которая рав-
на единице, если выполнено условие, заданное ее ар-
гументом, и нулю в противоположном случае, в то
время как k1 и k2 обозначают случайное время ожи-
дания в эксперименте, где процесс исходно находился
в состояниях 1 и 2 соответственно. Благодаря мар-
ковскому свойству процесса xt, условные времена
ожидания k1 и k2 удовлетворяют следующей системе
сцепленных уравнений обновления

k1 = n1+(N−1)I(m1 > N−1)+(m1+k
′
2)I(m1 ≤ N−1),

(2)

k2 = n2+(N−1)I(m1 > N−1)+(m1+k
′′
2 )I(m1 ≤ N−1),

(3)
где k′2 и k′′2 обозначают статистически независимые
копии k2; n1 ≥ 1 - это момент времени, когда впер-
вые наблюдается 1 при условии x0 = 1; m1 ≥ 1 – это
момент времени, когда впервые наблюдается 0, если
x0 = 1; n2 ≥ 1 – это момент времени, когда впер-
вые наблюдается 1 при условии x0 = 0, см. рис. 1b и
подпись к нему.

Характеристическая функция. Полная статисти-
ка случайной переменной T может быть извлечена
из характеристической функции, которая определе-
на как 〈eisT 〉. Уравнение (1) позволяет нам записать
eisk = eisk1I(x0 = 1) + eisk2I(x0 = 0), и, следова-
тельно,

〈eisk〉 = 〈eisk1I(x0 = 1)〉+ 〈eisk2I(x0 = 0)〉 =
= 〈eisk1 〉Pr[x0 = 1] + 〈eisk2 〉Pr[x0 = 0] =

=
q

p+ q
〈eisk1 〉+ p

p+ q
〈eisk2〉. (4)

Мы предполагаем статистически-стационарное
начальное условие, так что Pr[x0=1]= q

p+q и
Pr[x0=0] = p

p+q .
Далее, из ур. (2) и (3) находим

eisk1 = eis(n1+N−1)I(m1 > N − 1) +

+ eis(n1+m1+k′
2)I(m1 ≤ N − 1), (5)

и

eisk2 = eis(n2+N−1)I(m1 > N − 1) +

+ eis(n2+m1+k′′
2 )I(m1 ≤ N − 1). (6)

Используя статистическую независимость перемен-
ных n1, m1 и k2 в ур. (5), мы получаем

〈eisk1 〉 = eis(N−1)〈eisn1〉〈I(m1 > N − 1)〉+
+ 〈eisn1 〉〈eisk′

2 〉〈eism1I(m1 ≤ N − 1)〉. (7)

Схожим образом, статистическая независимость пе-
ременных n2, m1 и k2 в ур. (6) позволяет нам запи-
сать

〈eisk2〉 = 〈eis(N−1)〉〈eisn2 〉〈I(m1 > N − 1)〉+
+ 〈eisn2〉〈eisk′′

2 〉〈eism1I(m1 ≤ N − 1)〉. (8)

Очевидно, 〈eisk2 〉 = 〈eisk′
2〉 = 〈eisk′′

2 〉. Тогда, решая
систему сцепленных ур. (7) и (8) для 〈eisk1 〉 и 〈eisk2 〉,
имеем

〈eisk1 〉 = eis(N−1)〈eisn1 〉〈I(m1 > N − 1)〉
1− 〈eisn2〉〈eism1I(m1 ≤ N − 1)〉 , (9)
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〈eisk2 〉 = eis(N−1)〈eisn2〉〈I(m1 > N − 1)〉
1− 〈eisn2 〉〈eism1I(m1 ≤ N − 1)〉 . (10)

Подстановка ур. (9) и (10) в ур. (4) дает

〈eisk〉 = (q〈eisn1 〉+ p〈eisn2〉)eis(N−1)〈I(m1 > N − 1)〉
(p+ q)(1 − 〈eisn2〉〈eism1I(m1 ≤ N − 1)〉) .

(11)
Средние значения в правой части ур. (11) мо-

гут быть вычислены при помощи следующих веро-
ятностных распределений

p1(m1) = p(1− p)m1−1, (12)

и
p2(n2) = q(1− q)n2−1. (13)

Тогда

〈eism1〉 =
∞
∑

m1=1

eism1p1(m1) =
peis

1− (1 − p)eis
, (14)

〈I(m1 > N − 1)〉 =
∞
∑

m1=N

p1(m1) = (1− p)N−1, (15)

〈eism1I(m1 ≤ N − 1)〉 =
N−1
∑

m1=1

eism1p1(m1) =

=
p
(

(1 − p)NeiNs − (1− p)eis
)

(p− 1) (1 + (p− 1)eis)
, (16)

и

〈eisn2〉 = qeis

1− (1− q)eis
. (17)

Для выполнения усреднения по статистике случай-
ной величины n1, заметим что

n1 = 1 · I(b = 1) + (1 + n2) · I(b = 0), (18)

где b – это переменная Бернулли, которая равна еди-
нице с вероятностью 1− p, и нулю с вероятностью p.
Из ур. (18) следует, что

eisn1 = I(x = 1)eis + I(x = 0)eis(1+n2), (19)

и, поэтому,

〈eisn1 〉 = (1− p)eis + peis〈eisn2〉 =

=
eis(1− p+ (p+ q − 1)eis)

1− (1 − q)eis
, (20)

где мы использовали ур. (17).

Подстановка выражений (14), (15), (16), (17) и
(20) в ур. (11) дает окончательный ответ для харак-
теристической функции времени ожидания k

〈eisk〉 = q(1 − p)NeiNs(1− (1 − p− q)eis)(1− (1 − p)eis)

(p+ q) [(1 − p)(1− (1− q)eis)(1 − (1− p)eis)− qpeis((1− p)eis − (1− p)NeiNs)]
. (21)

Среднее время ожидания. Точное распределение
p(k), являющееся обратным преобразованием Фурье
от 〈eisk〉, не может быть получено аналитически. Тем
не менее ур. (21) может быть использовано для вы-
числения среднего значения 〈k〉, поскольку стати-
стические моменты k определяются коэффициента-
ми разложения характеристической функции 〈eisk〉 в
ряд по степеням s.

Из разложения до линейных членов 〈eisk〉 = 1 +

is〈k〉+O(s2), мы находим следующее достаточно про-
стое выражение

〈k〉 = p+ q

pq
(1 − p)−N+1 − 1

p+ q
− 1− p

p
, (22)

которое в пределе больших N принимает вид

〈k〉∞ =
p+ q

pq
(1− p)−N+1. (23)

Исследуем, как общий ответ, заданный ур. (22),
упрощается при q = 1 − p. В этом случае исходы

x0, x1, x2, ... становятся статистически независимы-
ми, так что процесс xt сводится к простому процессу
Бернулли. Из ур. (22) получаем

〈k〉Bern =
1

p(1− p)N
− 1

p
. (24)

Отметим, что после подстановки p = q = 1/2, ко-
торая соответствует эксперименту с подбрасывани-
ем симметричной монеты, ур. (24) воспроизводит ре-
зультат

〈k〉f.c. = 2N+1 − 2, (25)

ранее известный из работы [6].
Уравнение (22) показывает, что корреляции мо-

гут как увеличивать, так и уменьшать среднее время
ожидания в сравнении со случаем отсутствия корре-
ляций. Действительно, давайте сравним эксперимент
по подкидыванию честной монеты и марковский про-
цесс с двумя состояниями, характеризующиеся оди-
наковой вероятностью получения N единиц подряд
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в N ≫ 1 последовательных исходах. Приравнивая
соответствующие вероятности в этих двух моделях,
1
2N и q

p+q (1 − p)N−1, и, учитывая ур. (23), мы полу-

чаем условие 〈k〉∞ = 2N

p . Вместе с ур. (25) это дает

〈k〉∞
〈k〉f.c.∞

≈ 1

2p
, (26)

так что 〈k〉∞/〈k〉f.c.∞ < 1, где p > 1/2, и 〈k〉∞/〈k〉f.c.∞ >

> 1 при p < 1/2. Интересно заметить, что, как сле-
дует из (26) марковские корреляции первого порядка
не могут уменьшить среднее время ожидания более
чем в два раза.

Предел больших N . Используя 〈k〉 как оценку
для характерной ширины функции распределения
p(k), мы можем заключить, что для описания “тела”
этой функции достаточно знать ее характеристиче-
скую функцию в области s . 〈k〉−1. Примечательно,
ур. (22) показывает, что для достаточно больших N
имеет место разделение маштабов времени 〈k〉 ≫ N .
Следовательно, для указанных выше релевантных
значений s мы можем упростить ур. (21), расклады-
вая экспоненты в его правой части. Это приводит к
следующему приближению для характеристической
функции

〈eisk〉 ≈ pq(1− p)N

pq(1− p)N − i(1− p)(p+ q)s
, (27)

откуда сразу же следует экспоненциальная пре-
дельная форма распределения вероятностей
p(k) ≈ 1

〈k〉∞ exp(− k
〈k〉∞ ) со средним значением

〈k〉∞ = p+q
pq (1 − p)−N+1 (см. ур. (23)), представля-

ющим асимптотику общего выражения (22) при
N ≫ 1.

Немарковская динамика. Перейдем теперь к слу-
чаю бинарного случайного процесса с немарковски-
ми корреляциями. А именно, рассмотрим стохастиче-
ские прыжки между двумя состояниями, см. рис. 2a,
согласно следующим простым правилам. Если про-
цесс перешел в состояние 1, то он остается там слу-
чайное время t1, имеющее плотность распределения
общего вида ρ1(t1). Схожим образом, время пребыва-
ния t2 процесса в состоянии 2 также представляет со-
бой случайную переменную с произвольной плотно-
стью распределения ρ2(t2). Случайные длительности
интервалов времени между прыжками являются ста-
тистически независимыми. Прыжковые процессы с
такими свойствами известны в литературе как полу-
марковские процессы или марковские процессы об-
новления.

Пусть x(t) – это бинарная функция, для которой
значение x(t) = 1 означает, что процесс находится

Рис. 2. Прыжковый процесс с двумя состояниями в
непрерывном времени с произвольными плотностями
вероятности ρ1(t1) и ρ2(t2) интервалов t1 и t2 между
прыжками

в состоянии 1 в момент времени t, в то время как
значение x(t) = 0 соответствует состоянию 2. Мы на-
чинаем наблюдать за этим процессом в случайный
момент времени и хотим описать статистику време-
ни ожидания T первого промежутка времени длины
τ , в течение которого процесс не покидает состоя-
ния 1. Для упрощения анализа, в этом разделе будет
предполагаться, что τ – это дискретная переменная.
Отметим, что если исходно имеется дискретная мо-
дель, то переход к непрерывному пределу оправдан,
если все релевантные масштабы времени велики в
сравнении с дискретным шагом, т.е. 〈t1〉, 〈t2〉, τ ≫ 1.

Случайное время ожидания T может быть пред-
ставлено следующим образом

T = T1I(x(0) = 1) + T2I(x(0) = 0), (28)

где T1 и T2 обозначают случайные времена ожида-
ния при условии, что в момент, когда мы начинаем
наблюдать за процессом, он был в состоянии 1 и 2 со-
ответственно. Эти случайные величины, в свою оче-
редь, удовлетворяют следующей системе уравнений

T1 = τI(tr1 ≥ τ) + (tr1 + t)I(tr1 < τ), (29)

T2 = tr2 + τI(t1 ≥ τ) + (t1 + t)I(t1 < τ), (30)

t = t2 + τI(t′1 ≥ τ) + (t′1 + t′)I(t′1 < τ). (31)

Здесь tr1 (tr2) обозначает остаточное время пребыва-
ния, т.е. время, оставшееся до ухода процесса из со-
стояния 1 (2), если он был в этом состоянии в случай-
ный момент, когда мы начали его наблюдать; t – это
оставшееся время ожидания в ситуации, если про-
цесс покидает состояние 1 до того, как произошло
интересующее нас событие первого прохождения; t′1
и t′ – это статистически-независимые копии t1 и t со-
ответственно. Посредством введения индикаторных
функций и переменной t мы учитываем в ур. (29),

Письма в ЖЭТФ том 120 вып. 9 – 10 2024



738 С. А. Белан

(30) и (31) все возможные варианты динамики про-
цесса, см. также рис. 2b.

Среднее время ожидания. Выполняя усреднение
по статистике прыжков в ур. (28), мы получаем

〈T 〉 = 〈T1〉Pr[x(0) = 1] + 〈T2〉Pr[x(0) = 0] =

=
〈t1〉〈T1〉+ 〈t2〉〈T2〉

〈t1〉+ 〈t2〉
, (32)

где учтено, что в статистически-стационарном ре-
жиме вероятность найти процесс в состоянии 1 (2)
дается отношением 〈t1〉

〈t1〉+〈t2〉 ( 〈t2〉
〈t1〉+〈t2〉 ), где 〈t1〉 =

=
∫∞
0 dt1ρ1(t1)t1 и 〈t2〉 =

∫∞
0 dt2ρ2(t2)t2 [13].

Далее, используя статистическую независимость
случайных величин t1, tr1, t

′
1, t и t′, входящих в

ур. (29), (30) и (31), мы находим замкнутую систему
уравнений для 〈T1〉, 〈T2〉 и 〈t〉. Решая эту систему,
получаем

〈T1〉 = τ + 〈tr1I(tr1 < τ)〉 +

+ [〈t2〉+ 〈t1I(t1 < τ)〉] 〈I(t
r
1 < τ)〉

〈I(t1 ≥ τ)〉 , (33)

и

〈T2〉 = 〈tr2〉+ τ + 〈t1I(t1 < τ)〉+

+ [〈t2〉+ 〈t1I(t1 < τ)〉] 〈I(t1 < τ)〉
〈I(t1 ≥ τ)〉 . (34)

Подстановка ур. (33) и (34) в ур. (32) дает

〈T 〉 = τ +
〈t1〉

〈t1〉+ 〈t2〉
× (35)

×
[

〈tr1I(tr1 < τ)〉 + (〈t2〉+ 〈t1I(t1 < τ)〉) 〈I(t
r
1 < τ)〉

〈I(t1 ≥ τ)〉

]

+

+
〈t2〉

〈t1〉+ 〈t2〉

[

〈tr2〉+
〈t1I(t1 < τ)〉
〈I(t1 ≥ τ)〉 + 〈t2〉

〈I(t1 < τ)〉
〈I(t1 ≥ τ)〉

]

.

Для средних значений в правой части вышестоя-
щего уравнения, включающих в себя случайный ин-
тервал t1, мы легко находим

〈I(t1 < τ)〉 =
∫ τ

0

ρ1(t1)dt1, (36)

〈I(t1 ≥ τ)〉 =
∫ ∞

τ

ρ1(t1)dt1, (37)

и

〈t1I(t1 < τ)〉 =
∫ τ

0

t1ρ1(t1)dt1. (38)

Касательно усреднения по tr1 and tr2, заметим, что
функции плотности вероятности этих случайных ве-
личин имеют вид p1(tr1) =

1
〈t1〉

∫∞
tr1
dt1ρ1(t1) и p2(tr2) =

= 1
〈t2〉

∫∞
tr2
dt2ρ2(t2) соответственно (см. [1]). Следова-

тельно

〈I(tr1 < τ)〉 =
∫ τ

0
dtr1
∫∞
tr1
dt1ρ1(t1)

∫∞
0
dt1ρ1(t1)t1

, (39)

〈tr1I(tr1 < τ)〉 =
∫ τ

0
dtr1t

r
1

∫∞
tr1
dt1ρ1(t1)

∫∞
0 dt1ρ1(t1)t1

, (40)

и

〈tr2〉 =
∫∞
0
dtr2t

r
2

∫∞
tr2
dt2ρ2(t2)

∫∞
0
dt2ρ2(t2)t2

. (41)

Это означает, в частности, что 〈tr2〉 = 〈t2〉/(2〈t〉)
в противоположность наивной оценке 〈t1〉/2 [14].
Несколько неожиданное поведение статистики остав-
шегося до очередного прыжка времени лежит в осно-
ве хорошо известного парадокса инспекции в теории
обновляемых процессов [15].

Выражение (35) совместно с ур. (36)–(41) дает
точный общий ответ для среднего времени ожида-
ния 〈T 〉. Важно отметить, этот результат отличается
от представленного для аналогичной модели с дву-
мя состояниями в работе [12]. Это обьясняется тем,
что наш анализ предполагает случайность выбора
начального момента наблюдения (см. ур. (32)), в то
время как автор работы [12] выполнил свои вычисле-
ния в предположении, что наблюдение за процессом
начинается в момент его очередного входа в состоя-
ние 1.

Как видно из приведенных выше вычислений, в
принятой нами формулировке задачи среднее 〈T 〉
конечно, если существуют статистические моменты
〈t1〉, 〈t2〉 и 〈t22〉. Заметьте, однако, что хотя среднее
время ожидания расходится для распределений с до-
статочно тяжелыми хвостами, метод стохастическо-
го уравнения обновления тем не менее может быть
применен для определения сходящихся статистиче-
ских характеристик, например характеристической
функции и производящей моменты функции.

Предел больших τ . Сфокусируемся на случае экс-
тремального события, когда процесс тратит в состо-
янии 1 время τ , которое велико в сравнении со сред-
ним интервалом времени 〈t1〉 между прыжками и
средним временем 〈tr1〉 = 〈t21〉/(2〈t1〉), оставшимся до
очередного прыжка (предполагаем, что соответству-
ющее среднее конечно). Тогда ведущие вклады в 〈T1〉
и 〈T2〉 связаны с последними членами в правых ча-
стях ур. (33) и (34). То есть 〈T1〉 ≈ 〈T2〉 ≈ 〈t1〉+〈t2〉

〈I(t1≥τ)〉 , и,
следовательно, среднее время ожидания оценивается
как

〈T 〉∞ ≈
∫∞
0
dt1ρ1(t1)t1 +

∫∞
0
dt2ρ2(t2)t2

∫∞
τ dt1ρ1(t1)

, (42)

где мы учли ур. (32).
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Информативно сравнить среднее время, предска-
зываемое ур. (42) для экспоненциального, субэкспо-
ненциального и распределения с тяжелыми хвоста-
ми. В экспоненциальном случае, ρ1(t1) = λ1e

−λ1t1 и
ρ2(t2) = λ2e

−λ2t2 , мы находим из ур. (42)

〈T 〉exp∞ ≈ λ1 + λ2
λ1λ2

eλ1τ . (43)

Как простой пример субэкспоненциальной стати-
стики мы выбираем полу-гауссово распределение

ρ1(t1) =
√

2
πσ2

1
exp(− t21

2σ2
1
) и ρ2(t2) =

√

2
πσ2

2
exp(− t22

2σ2
2
),

получая

〈T 〉norm
∞ ≈ (1 +

σ2
σ1

)τe
τ2

2σ2
1 . (44)

Наконец, используя распределение Парето, ρ1(t1) =

=
α1t

α1
01

t
α1+1
1

I(t1 ≥ t01) и ρ2(t2) =
α2t

α2
02

t
α2+1
2

I(t2 ≥ t02) с

α1, α2 > 3, как основополагающий пример распре-
деления с тяжелыми хвостами, мы находим

〈T 〉pow.law
∞ ≈ (

α1

α1 − 1
t01 +

α2

α2 − 1
t02)

τα1
tα−101

. (45)

Вероятность π наблюдения непрерывного пребыва-
ния процесса в состоянии 1 в течении интервала вре-
мени τ , начиная с какого-то случайно выбранного
момента, равна

π =
〈t1〉

〈t1〉+ 〈t2〉
Pr[tr1 ≥ τ ] = (46)

=
1

〈t1〉+ 〈t2〉

∫ ∞

τ

dtr1

∫ ∞

tr1

dt1ρ1(t1). (47)

Тогда получаем

πexp =
λ2

λ1 + λ2
exp(−λ1τ),

πnorm. =
σ3
1

(σ1 + σ2)τ2
exp(− τ2

2σ2
1

)

и

πpow.law =
α1t

α1
01 τ

2−α1 + α2t
α2
02 τ

2−α2

(α2 − 1)α1t01 + (α1 − 1)α2t02

для экспоненциального, полу-гауссова и степенного
распределений соответственно. В целях сравнения
рассмотрим статистически симметричную ситуацию,
с одинаково распределенными интервалами t1 и t2 и
выберем параметры распределений (т.е. величины λ,
σ, t0 и α) таким образом, что πexp = πnorm. = πpow.law.
Легко тогда проверить, используя ур. (43)–(45), что в
пределе больших τ имеет место следующее упорядо-
чение: 〈T 〉norm

∞ < 〈T 〉exp∞ < 〈T 〉pow.law
∞ . Таким образом,

более быстрое затухание плотности распределения

влечет за собой меньшее значение среднего време-
ни ожидания периода экстремально затянувшегося
пребывания процесса в заданном состоянии.

Помимо среднего значения 〈T 〉∞, определенно-
го ур. (42), выведем также предельную форму рас-
пределения вероятностей. Поскольку в рассматрива-
емом пределе как T1, так и T2 определены преимуще-
ственно слагаемым t в ур. (29) и (30), то для времени
ожидания T мы можем приближенно записать

T ≈ t2 + τI(t′1 ≥ τ) + (t′1 + T ′)I(t′1 < τ), (48)

и, следовательно,

eisT ≈ eis(t2+τ)I(t′1 ≥ τ) + eis(t2+t′1+T ′)I(t′1 < τ). (49)

Статистическая независимость переменных t2, t′1 и
T ′ в ур. (49) позволяет прийти к следующему за-
мкнутому результату для производящей моменты
функции

〈eisT 〉 ≈ eisτ 〈eist2 〉〈I(t1 ≥ τ)〉
1− 〈eist2〉〈eist1I(t1 < τ)〉 . (50)

“Тело” характеристической функции соответствует
области s < 〈T 〉−1. Благодаря разделению машта-
бов времени 〈T 〉∞ ≫ τ, 〈t1〉, 〈t2〉, которое следует из
ур. (42) (см. также ур. (43), (44) и (45)), мы можем
упростить ур. (51), используя малость безразмерных
параметров sτ, st1, st2 ≪ 1 для типичных значений
случайных переменных t1 и t2 и релевантных значе-
ний переменной Лапласа s. Оставляя члены нулево-
го порядка в числителе и первого порядка малости в
знаменателе, получаем

〈eisT 〉 ≈ 〈I(t1 ≥ τ)〉
〈I(t1 ≥ τ)〉 − i(〈t1〉+ 〈t2〉)s

. (51)

Наконец, выполняя обратное преобразование Фурье
от 〈eisT 〉 в рамках аппроксимации (51) и учитывая
ур. (37), мы находим экспоненциальное распределе-
ние P (T ) ≈ 1

〈T 〉∞ exp(− T
〈T 〉∞ ) времени ожидания T

в пределе больших значений τ , с соответствующим
средним значением 〈T 〉∞, которое дается ур. (42).

Заключение. В заключении, мы хотели бы обсу-
дить некоторые потенциальные применения резуль-
татов, полученных в ходе многолетних теоретиче-
ских исследований статистики времени ожидания
определенных паттернов в стохастической динамике.

Прежде всего, марковская цепь с двумя состо-
яниями представляет собой полезный инструмент
теоретического моделирования паттернов выпадения
осадков [16–24]. Если, скажем, состояние 1 соответ-
ствует сухому дню в некоторой местности (отсут-
ствие осадков), а состояние 2 – дождливому дню
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(ненулевое количество выпавших осадков), то собы-
тие прохождения в контексте принятой нами здесь
модели будет представлять собой засушливый пе-
риод определенной длительности. Таким образом,
представленный анализ вместе с предшествующими
исследованиями аналогичной тематики (в особенно-
сти ссылкой [9], рассматривающей случай произволь-
ного распределения начального состояния процес-
са) может дать предсказания касательно статисти-
ки времени ожидания периодов персистентных ме-
теорологических условий, включая сценарий экстре-
мально долгих засух, что представляет интерес для
оценки рисков в агропромышленном планировании.

Во-вторых, мы ожидаем, что рассмотренный
здесь прыжковый процесс с двумя состояниями
в непрерывном времени может воспроизводить
свойства статистически-стационарного турбулент-
ного сигнала в рамках телеграфного приближения
[25–28], представляющего собой разновидность
огрубленного описания данных. При таком опи-
сании, из сигнала исключают информацию об его
амплитуде, оставляя только информацию о знаке
флуктуирующей переменной. Проще говоря, мы
приписываем значение 1 телеграфной динамической
переменной, если интересуюшая нас компонента
поля скорости турбулентной жидкости в рассмат-
риваемой точке положительна в заданный момент
времени, и значение 0 – в противоположном случае.
Пересечение сигналом нуля тогда соответствует
переходу между парой огрубленных состояний
турбулентной скорости. Аналогично, можно ввести
телеграфное приближение для флуктуаций темпера-
туры в турбулентной конвекции и для флуктуаций
концентрации пассивного скаляра, переносимого
турбулентным течением [29]. Если известны плот-
ности распределения интервалов времени между
последовательными пересечениями нуля турбу-
лентным сигналом, то результаты представленного
анализа могут быть использованы для извлечения
теоретических предсказаний касательно статисти-
ки времени ожидания периодов персистентности
сигнала.

Следует иметь в виду, однако, что в обоих из
вышеуказанных приложений для достижения более
точного количественного соответствия между изме-
ряемой статистикой времени ожидания и ее теорети-
ческим описанием могут потребоваться более слож-
ные статистические модели. В частности, марков-
ские модели с не зависящими от времени вероятно-
стями переходов не подходят для моделирования ме-
теорологических наблюдений в местностях с выра-
женной сезонной зависимостью интенсивности осад-

ков (см. работу [30] и приведенные в ней ссылки).
Что же касается телеграфного приближения тур-
булентных сигналов, то требуется предварительный
анализ экспериментальных данных, чтобы прове-
рить, является ли достаточно точным, существенное
для использованной здесь модели предположение о
статистической независимости интервалов времени
между моментами смены знака компонентами флук-
туационной составляющей поля скорости.
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Для монохроматической слабонелинейной световой волны в керровской среде предложена система
уравнений, которая до третьего порядка по амплитуде электрического поля эквивалентна известному
уравнению rot rotE = k2

0[E+α|E|2E+β(E·E)E∗], но при этом новые уравнения гораздо более удобны для
численного счета. В рамках этой системы промоделированы оптические поля с мелкими структурами
всего в две-три длины волны. Обнаружено, что в некоторой области параметров возможен устойчи-
вый самосфокусированный световой пучок (двумерный векторный солитон), и для этого модификация
нелинейности совсем не обязательна. Рассчитаны “неупругие” столкновения двух таких тонких лучей,
имеющих противоположные круговые поляризации. Кроме того, для дефокусирующей нелинейности
приведены примеры взаимодействующих оптических вихрей, пространственного разделения круговых
поляризаций, а также неустойчивости Кельвина–Гельмгольца.

Введение. Как известно, монохроматическая
световая волна в прозрачной оптической среде с
керровской нелинейностью описывается векторным
нелинейным уравнением [1]

rot rotE = k20 [E+ α|E|2E+ β(E ·E)E∗], (1)

где E(x, y, z) – комплексная амплитуда главной гар-
моники электрического поля, k0 – волновое число, α
и β – коэффициенты нелинейности (причем в пре-
деле мгновенного нелинейного отклика имеет место
равенство β = α/2). С помощью этого уравнения в
принципе можно изучать очень широкий круг явле-
ний, имеющих место в распространяющейся волне
на малых масштабах, например, – внутреннюю про-
странственную динамику интенсивных узких свето-
вых пучков и их взаимодействие друг с другом с
учетом обеих поляризаций. Другое очевидное приме-
нение – исследование нелинейных эффектов вблизи
фокуса непараксиальной (т.е. собирающей свет под
довольно широким углом) линзы. Но, к сожалению,
уравнение (1) оказывается не вполне удобным, если
“назначить” какую-либо из декартовых координат в
качестве эволюционной переменной. Например, если
имеются в виду волны, распространяющиеся в сред-
нем вдоль оси z, то система не содержит эволюци-
онных производных ∂zEz либо ∂2zEz, зато продоль-
ная компонента поля подчиняется сложному уравне-
нию эллиптического типа по поперечным координа-
там. Эта трудность заставляет искать альтернатив-
ные подходы (см., например, [2–9] и ссылки там).

1)e-mail: ruban@itp.ac.ru

Наиболее популярным приближением является си-
стема связанных нелинейных уравнений Шрединге-
ра (НУШ), когда амплитуды A1,2(x, y, z) левой и пра-
вой круговых поляризаций в выражении

E ≈
[

(ex + iey)A1 + (ex − iey)A2

]

exp(ik0z)/
√
2 (2)

предполагаются медленными функциями. При пол-
ном пренебрежении продольной компонентой, полу-
чается пара НУШ [2]

−2ik0∂zA1,2 = ∆⊥A1,2 + αk20

[

|A1,2|2 + g|A2,1|2
]

A1,2,

(3)
где параметр перекрестной фазовой модуляции g =

= 1+ 2β/α. Эта система соответствует двум взаимо-
действующим квантовым жидкостям с плотностями
I1,2 = |A1,2|2, причем количество каждой из них со-
храняется вдоль z. Вообще, аналогия между светом
и бимодальной квантовой жидкостью простирается
довольно далеко (см., например, [3–5] и ссылки там).

В случае фокусирующей нелинейности (положи-
тельные α и β) из уравнений (3) следует хорошо из-
вестный результат о невозможности устойчивых дву-
мерных солитонов – волновой пакет либо расплыва-
ется за счет дифракции, либо коллапсирует за счет
нелинейности (см. [10, 11] и ссылки там). В качестве
механизмов, противодействующих коллапсу на мел-
ких масштабах (порядка длины волны λ0 = 2π/k0),
обычно рассматривают насыщение нелинейности ли-
бо даже смену ее знака при больших интенсивностях
поля (см., например, [12–15]). Но это означает выход
за рамки третьего порядка по амплитуде. Оставаясь
в третьем порядке, можно попытаться учесть непа-
раксиальные поправки, обусловленные неучтенными
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в (3) членами. Модифицированные НУШ оказыва-
ются довольно сложными и при этом не вполне на-
дежными, а их решение возможно только численны-
ми методами [6–8]. Поэтому при исследовании мелко-
масштабных структур есть смысл с самого начала со-
средоточиться на непертурбативных по поперечным
волновым числам моделях.

В данной работе предлагается достаточно про-
стой способ обойти трудности, связанные с век-
торной природой уравнения (1). Здесь представле-
на удобная для численного моделирования система
уравнений, которая только начиная с пятого порядка
по амплитуде поля отличается от исходного уравне-
ния (1). Компьютерные эксперименты в рамках этой
модели демонстрируют существование периодически
самофокусирующихся оптических пучков (см. при-
меры на рис. 1, 2). Надо сказать, что подобное пове-
дение уже наблюдалось ранее в некоторых числен-
ных работах, использующих менее аккуратные моде-
ли [7–9]. В пределе малой амплитуды радиальных ко-
лебаний это есть не что иное, как устойчивые двумер-
ные солитоны (тонкие однородные по z лучи света),
баланс которых достигается за счет нелинейной ди-
фракции. Будет также представлен ряд других инте-
ресных численных примеров, демонстрирующих воз-
можности нового подхода.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Примеры зависимостей мак-
симальной амплитуды поля при повторной самофоку-
сировке для нескольких различных начальных ширин
светового пучка (см. подробности в тексте).

Модель. Для начала вспомним тот известный
факт, что в линейном случае замена зависимых пере-
менных E = u+∇(∇ ·u)/k20 расцепляет компоненты
векторного уравнения rot rotE = k20E и приводит к
трем скалярным уравнениям Гельмгольца для ком-
понент вектора u, поскольку член ∇(∇ · u) благопо-
лучно сокращается. Идея теперь состоит в использо-
вании для нелинейного уравнения (1) похожей под-
становки

E = U1ex + U2ey +∇(∂xU1 + ∂yU2)/k
2
0 +∇φ, (4)

Рис. 2. (Цветной онлайн) Профили амплитуды поля:
(a) – при минимальной и максимальной фокусиров-
ке периодически самофокусирующегося пучка, соот-
ветствующего линии 3 из рис. 1; (b) – в двух сечени-
ях приблизительно сбалансированного пучка, соответ-
ствующего линии 2 из рис. 1 (в этом случае графики
для разных z практически сливаются в один)

где компоненты U1(x, y, z) и U2(x, y, z) поперечного
вектора U имеют первый порядок малости, а допол-
нительный скалярный потенциал φ(x, y, z) – величи-
на третьего порядка малости, обусловленная нели-
нейностью. Обозначим для краткости

F = U+∇⊥(∇⊥ ·U)/k20 + ez(∇⊥ · ∂zU)/k20 . (5)

Поле F в главном порядке совпадает с E, так что
трехмерная векторная структура электрического по-
ля в основном определяется всего двумя скалярными
функциями – компонентами U1(x, y, z) и U2(x, y, z) (в
том числе учитывается продольная компонента Ez –
последнее слагаемое в (5).

Важно, что при подстановке выражения (4) в
уравнение (1) в нелинейных слагаемых функцию φ

можно не учитывать, поскольку соответствующие
вклады имели бы пятый порядок и выше. В резуль-
тате для поперечного вектора U мы получаем урав-
нение

−(∂2z +∆⊥)U = k20 [U+∇⊥φ+α|F|2F⊥+β(F ·F)F∗⊥].
(6)
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В продольной компоненте уравнения (1) не остается
членов первого порядка малости:

−∂zφ = α|F|2Fz + β(F ·F)F ∗z . (7)

Уравнения (5)–(7) и есть наша модель. Нелинейно-
дифракционные эффекты в ней обусловлены присут-
ствием производных в выражении (5).

Численный метод. Поскольку каждое из урав-
нений (6) и (7) разрешено относительно соответ-
ствующей старшей производной по z, эта система
допускает довольно простое численное моделирова-
ние псевдоспектральным методом. Следует, одна-
ко, учесть необходимость регуляризации нелинейных
уравнений на поперечных волновых векторах k⊥,
превышающих k0 по абсолютной величине, посколь-
ку на больших |k⊥| закон дисперсии k2z = (k20−|k⊥|2)
не соответствует распространяющимся волнам. В на-
шем случае была использована регуляризация зако-
на дисперсии

(k20 − |k⊥|2) → k20 − |k⊥|2[1 + |k⊥|8/k80]−1/4. (8)

Кроме того, после каждого шага интегрирования си-
стемы по координате z методом Рунге–Кутта 4-го
порядка, все спектральные компоненты вблизи k0
и дальше отфильтровывались специально подобран-
ной функцией f(|k⊥|), уменьшающейся от единицы
при |k⊥| ≈ 0.9k0 до нуля при некотором K ≈ 1.5k0.
В результате такой процедуры поперечные спектры
оставались достаточно быстро (примерно экспонен-
циально) спадающими, и при |k⊥| в районе k0 ока-
зывались на 3–4 десятичных порядка меньше основ-
ных спектральных компонент. Естественно также,
что нелинейное “расползание” по спектру было тем
медленнее, чем меньше уровень нелинейности (при
таком выборе масштаба поля, который соответствует
значению коэффициента |α| = 1, нелинейность ста-
новится сильной при |E| ∼ 1; в наших вычислени-
ях максимальные значения иногда доходили до зна-
чений 0.5–0.6, что соответствует все еще умеренной
нелинейности; насколько приемлема такая интенсив-
ность для реальной физической среды и не запустят-
ся ли при этом неучтенные моделью (1) процессы –
это другой вопрос [16]).

Вычислительная область представляла собой
квадрат 2π × 2π с периодическими граничными
условиями, и было взято безразмерное значение
k0 = 40. Шаг дискретизации по поперечным коорди-
натам был равен h⊥ = 2π/320, т.е. на длину волны
λ0 приходилось 8 точек числовой решетки. Шаг
по продольной координате в разных сериях экспе-
риментов был hz = 0.01λ0 либо hz = 0.0004. Для

фокусирующей среды нелинейные коэффициенты
были положены α = 1, β = 0.5, а в дефокусирующем
случае α = −1, β = −0.5.

Рис. 3. (Цветной онлайн) Пример касательного столк-
новения двух тонких световых пучков с противополож-
ными круговыми поляризациями. Показана не вся вы-
числительная область, а только ее центральная часть

Двумерные солитоны. Большой интерес пред-
ставляет вопрос о возможном балансе между ди-
фракцией и нелинейностью на малых масштабах, ко-
гда включаются непараксиальные эффекты и НУШ
уже не применимы. Чтобы промоделировать пове-
дение таких узких световых пучков, начальная кон-
фигурация бралась в виде поляризованной по кругу
волны

U(x, y, 0) = (ex + iey)S(x, y, w), (9)

причем профиль S(x, y, w) примерно равен сумме
двух гауссианов при достаточно больших значениях
параметра w ∼ 10:

S(x, y, w) = 0.10 exp(−40[R(x) +R(y)]) +

+ 0.06 exp(−w[R(x) +R(y)]), (10)

где R(ξ) = (1 − cos(ξ))[1 + (1 − cos(ξ))/6] ≈ ξ2/2. В
этом выражении параметры подбирались грубо, по-
сле всего нескольких пробных симуляций, поэтому
не следует воспринимать его слишком серьезно.

Письма в ЖЭТФ том 120 вып. 9 – 10 2024



748 В. П. Рубан

Рис. 4. (Цветной онлайн) Примеры зависимостей мак-
симальной амплитуды поля от координаты z при вза-
имодействии двух пучков с противоположными круго-
выми поляризациями: (a) – для касательного столкно-
вения, показанного на рис. 3; (b) – для исходно парал-
лельных пучков

Здесь надо сказать, что наша модель, как и
должно быть, может содержать в своих решени-
ях как прямую волну [∼ exp(ik0z)], так и встреч-
ную [∼ exp(−ik0z)]. Чтобы сделать встречную волну
пренебрежимо слабой, начальная производная была
∂zU(x, y, 0) = 1.01ik0U(x, y, 0). Начальный потенци-
ал φ(x, y, 0) полагался равным нулю.

На рисунке 1 показано, как зависела от z макси-
мальная амплитуда электрического поля при значе-
ниях w = 7.9, 8.0, 8.2, 8.25, 8.3 (номера линий соот-
ветственно от 1 до 5). Видно, что поведение кривых
напоминает сильно ангармонические одномерные ко-
лебания некоторой фиктивной частицы в несиммет-
ричном потенциале, за исключением последнего апе-
риодического случая. Это соответствует многократ-
ной повторной самофокусировке светового пучка.
Пример профилей амплитуды поля в минимуме и в
максимуме представлен на рис. 2a. Заметим также,
что при w = 8.0 радиальные колебания настолько
малы, что можно говорить о сбалансированном, од-
нородном по z двумерном солитоне, что подтвержда-
ет рис. 2b.

Вполне вероятно, что существует близкая к на-
шей модели гамильтонова система, в которой подоб-

ные векторные солитоны являются устойчивыми экс-
тремалями. Поиск такой консервативной системы –
задача на будущее.

И раз уж мы получили такие, по-видимому,
устойчивые (по крайней мере – длительно существу-
ющие) световые лучи, интересно промоделировать
их взаимодействие при разных начальных положе-
ниях и направлениях по отношению к оси z. Пример
касательного столкновения двух пучков, имеющих
противоположные круговые поляризации, представ-
лен на рис. 3 (цветовая палитра там взята “в негати-
ве”, чтобы хорошо визуализировались области малой
амплитуды поля). В этом случае начальный профиль
был

U(x, y, 0) = (ex + iey)S(x− 1.0, y − 0.4, 8.0)e−ix −
− (iex + ey)S(x+ 1.0, y + 0.4, 8.0)eix. (11)

Два солитона при взаимодействии частично обменя-
лись своими поляризациями, в результате чего от
места столкновения разошлись два слегка различ-
ных пучка с уже примерно линейными поляризаци-
ями, причем оба в сильно-колебательном режиме и
под некоторым углом рассеяния, зависящим от ско-
рости сближения и прицельного параметра. Отме-
ченное небольшое различие рассеянных пучков обу-
словлено отсутствием симметрии в начальном усло-
вии и свидетельствует об эффектах, выходящих за
рамки НУШ. Небольшая часть энергии при столк-
новении излучилась в виде “свободной” волны малой
амплитуды. Зависимость максимальной амплитуды
поля для этого численного эксперимента показана
на рис. 4a. На панели (b) того же рисунка показана
максимальная амплитуда для случая исходно парал-
лельных близких пучков, когда начальное состояние
задавалось функцией

U(x, y, 0) = (ex + iey)S(x− 0.4, y − 0.4, 8.0)−
− (iex + ey)S(x+ 0.4, y + 0.4, 8.0). (12)

Необходимо сказать, что неупругость столкновений
особенно наглядно проявляется именно при парал-
лельных начальных пучках, потому что после вза-
имодействия они расходятся в пространстве под
вполне конечными углами.

Похожий в качественном отношении частичный
обмен поляризациями при столкновении уединенных
структур наблюдался в недавней работе [17] для
трехмерных “световых пуль”.

Во всех вышеприведенных примерах начальная
интенсивность уже была достаточно высока, а по-
перечный масштаб достаточно мал, так что мно-
гократного усиления волны не происходило. Разу-
меется, наш метод способен моделировать также и
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сильную относительную фокусировку, когда интен-
сивность волны увеличивается на несколько поряд-
ков. Для этого необходимо только использовать бо-
лее мелкое пространственное разрешение и большие
значения k0. Пример сильной нелинейной фокуси-
ровки света после “плохой” линзы показан на рис. 5
для k0 = 60. В данном численном эксперименте аб-
солютное значение электрического поля увеличилось
более чем в 10 раз, т.е. интенсивность – на два поряд-
ка. Надо сказать, что системы с еще более сильной
относительной фокусировкой можно моделировать в
два этапа. Начальное распространение света, проис-
ходящее в линейном режиме, можно вычислить ме-
тодами теории линейной дифракции. А уже перед
началом нелинейного режима следует использовать
полученное линейное решение в качестве начального
состояния для сильно нелинейных вычислений.

Рис. 5. (Цветной онлайн) Нелинейная фокусировка по-
ляризованной по кругу волны после несовершенной
линзы, у которой центральная часть почти не откло-
няет лучи. Показано распределение амплитуды поля в
продольной плоскости y = 0. Сфокусированная струк-
тура имеет форму тонкой иглы

Структуры в дефокусирующей среде. При-
ведем кратко, не вдаваясь в подробности, несколько
численных примеров и для дефокусирующего слу-
чая. При такой нелинейности интерес представляют
мелкомасштабые структуры на более-менее однород-
ном фоне интенсивности. Самые известные из них –
оптические вихри (см., например, [18–24] и ссылки
там). Поскольку в длинно-масштабном приближе-
нии (связанные НУШ) базисными являются круго-
вые поляризации, в наших численных экспериментах
с вихрями именно циркулярно поляризованная вол-
на была фоном. Пример двух пар вихрь–антивихрь
показан на рис. 6. Видно, что ширина сердцевин вих-
рей составляет всего пару длин волн при амплитуде
фона около 0.3.

Другой интересный объект в дефокусирующей
среде – доменная стенка между двумя противопо-
ложными круговыми поляризациями [25–31]. Для су-

Рис. 6. (Цветной онлайн) Пример взаимодействующих
оптических вихрей в поляризованной по кругу волне
при дефокусирующей нелинейности

Рис. 7. (Цветной онлайн) Пример оптического пузыря
в дефокусирующей среде. При увеличении z имеют ме-
сто квадрупольные колебания формы доменной стенки

ществования такой структуры в рамках связанных
НУШ требуется условие β/α > 0, которое у нас вы-
полнено. На рисунке 7 приведен пример оптического
пузыря, границей которого является доменная стен-
ка. Поскольку начальное состояние не было равно-
весным, пузырь испытывает колебания за счет эф-
фективного “поверхностного натяжения” [32].

Если пространственно разделенные круговые по-
ляризации находятся в касательном движении од-
на относительно другой вдоль доменной стенки,
то становится возможной неустойчивость Кельвина-
Гельмгольца в ее “квантовом” варианте [33–36]. По-
следовательные стадии такой неустойчивости, при
начальном состоянии в виде слегка искаженных
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Рис. 8. (Цветной онлайн) Пример развития оптической
неустойчивости Кельвина–Гельмгольца

Рис. 9. (Цветной онлайн) Пример развития неустойчи-
вости линейно поляризованной волны в дефокусирую-
щей среде. По мере увеличения координаты z проис-
ходит разделение волны на области с правой и левой
круговыми поляризациями

“скользящих” полос левой и правой поляризации,
видны на рис. 8.

И в последнем примере на рис. 9 показан процесс
развития неустойчивости линейно поляризованной
волны. В начальном состоянии имелась простран-
ственно неразделенная суперпозиция лево- и право-
поляризованных волн, причем в каждой компонен-
те присутствовало по паре вихрей – “для затравки”.
С увеличением z сердцевина каждого вихря начина-
ет заполняться противоположной поляризацией, по-
являются специфические волны модуляции, а затем
формируется квазислучайная картина доменов, на-
поминающая географическую карту.

Заключение. Предложенная в этой работе мо-
дель продемонстрировала свою состоятельность в ка-
честве полезного рабочего инструмента для изуче-
ния строго монохроматических нелинейных волн. В
целом ряде интересных задач можно будет добиться
существенного продвижения с помощью этого мето-
да. Следует также попытаться найти явно консерва-
тивные динамические системы, близкие к нашей мо-
дели, чтобы лучше понимать вопросы устойчивости
мелкомасштабных структур.

Проблема пространственно-временного развития
полученных стационарных картин при малых немо-
нохроматических возмущениях требует отдельного
исследования. Например, пока не ясно, как далеко
может распространяться самосфокусированный тон-
кий пучок под воздействием хроматической диспер-
сии. Особое внимание в этой связи должны вызывать
также квазицилиндрические структуры с доменны-
ми стенками, поскольку в случае аномальной дис-
персии групповой скорости они стремятся разбить-
ся на трехмерные “капли” [37]. Но можно надеяться,
что, поскольку характерные продольные масштабы
(порядка сотен и тысяч длин волн) в наших числен-
ных опытах оказались не слишком велики по срав-
нению с доступной длиной когерентности падающе-
го лазерного света, то при достаточно большой длине
когерентности стационарная картина просто не успе-
ет сильно испортиться на таких дистанциях.
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В рамках квантовой модели Раби теоретически показано, что двухуровневый атом генерирует или
поглощает фотоны в условиях ультрасильной связи его с электромагнитным полем. Генерация фотонов
возможна, если поле первоначально находится в вакуумном состоянии. Возможным, при определенных
начальных состояниях системы атом + поле, также является поглощение фотонов в моде поля в ре-
жиме ультрасильной связи атома и поля. Если атом в начальный момент времени находится в нижнем
(невозбужденном) состоянии, а поле – в вакуумном состоянии, генерация фотонов присутствует в резо-
нансных условиях ωa ≈ ωf , ωa – частота перехода атома, а ωf — частота поля, или ξ ≡ ωa/ωf ≈ 1, в
режиме ультра сильной связи. При отрицательной отстройке ξ ≪ 1, ωa ≪ ωf для динамики среднего
числа фотонов 〈n̂〉t поля характерны осцилляции Раби с 0 ≤ 〈n̂〉t ≤ nmax ≫ 1 в случае ультрасильной
связи для значений константы связи атома с полем g̃ ≡ |g|/ωf ∼ 1, при этом населенность возбужден-
ного состояния атома составляет Pe(t) ≈ 0.5. В условиях большой положительной отстройки: ξ ≫ 1

генерация фотонов отсутствует: 〈n̂〉 ≈ 0, а атом остается в исходном состоянии Pe(t) ≈ 0. Статистика
фотонов в режиме генерации близка к хаотической: дисперсия фотонов значительно превышает уровень
когерентного состояния поля (т.е. является суперпуассоновской). Поглощение фотонов поля без возбуж-
дения атома присутствует в режиме ультра сильной связи в случае когерентного начального состояния
поля (〈n̂(t = 0〉 > 0) для определенных положительных значений отстройки. При этом поле становится
субпуассоновским.

DOI: 10.31857/S0370274X24110144, EDN: KIJQOK

1. Введение. Основным фундаментальным фи-
зическим процессом, исследуемым в области кван-
товой оптики, является динамика взаимодействия
атома/молекулы с квантовомеханическим электро-
магнитным (ЭМ) полем. При исследованиях таких
процессов важными изучаемыми (рассчитываемыми
или измеряемыми) физическими величинами явля-
ются средние квантовомеханическое значение чис-
ла фотонов поля и дисперсия (флуктуации) этой
величины, а также средние квантовомеханические
значения населенностей квантовых состояний атома
(уровней энергии) и их флуктуации (дисперсии), и
средние значения и флуктуации разностей населен-
ностей рассматриваемых состояний атома или моле-
кулы. Другими фундаментальными величинами, ха-
рактеризующими систему атомов и ЭМ полей, явля-
ются средние значения амплитуды поля и их кван-
товые флуктуации.

Эволюция (изменение во времени) квантовоме-
ханического вектора состояния системы атом + по-
ле |Ψ(t)〉 может быть найдена для любого началь-

1)e-mail: kozlovskiyav@lebedev.ru

ного состояния системы Ψ(t = 0)〉 путем решения
уравнения Шредингера в модели Раби (МР). МР
в дипольном приближении для двухуровневого ато-
ма [1–4] учитывает как реальные переходы атома
с излучением или поглощения фотонов поля, так и
виртуальные процессы, означающие излучение фото-
на, сопровождающееся возбуждением атома, а так-
же поглощение фотона, сопровождаемое переходом
атома в нижнее энергетическое состояние. Широ-
ко используемой приближенной теорией, основан-
ной на квантовой МР, является модель Джейнса–
Каммингса (МДК), в рамках которой в гамильто-
ниане взаимодействия атома с полем пренебрегается
членами ответственными за виртуальные процессы.
МДК (приближение вращающейся волны (RWA)) по-
ложена в основу квантовой теории лазера. Как пока-
зали расчеты [5–23], применимость МДК ограничи-
вается случаем малости величины константы взаи-
модействия атома с полем по сравнению с частотой
ЭМ поля. Предсказания МДК и МР для средних и
дисперсий числа фотонов и населенностей атомных
уровней совпадают между собой лишь в случае, ко-
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гда абсолютная величина константы взаимодействия
|g| < 10−2ωf , где ωf – частота поля.

В настоящее время в ряде экспериментальных
работ [1–4] показана возможность создания “искус-
ственного двухуровневого атома”, обладающего ве-
личиной константы взаимодействия атома с полем
g̃ ≡ |g|/ωf ∼ 1, т.е. значений, характерных для
ультрасильной связи (УСС) атома с полем. В та-
ких условиях, как показано в теоретических работах
[5–24], МДК для динамики среднего числа фотонов и
населенностей состояний атома перестает быть спра-
ведливой.

В данной работе нами проведены исследования
эволюции средних квантовомеханических величин
для оператора числа фотонов поля в условиях УСС
и проведено сравнение эволюции средних величин
и квантовых флуктуаций этого оператора для раз-
личных начальных квантовых состояний ЭМ поля и
двухуровневого атома для МР и МДК.

Рассмотрен случай микроскопических полей с ма-
лым числом фотонов, т.е. полей, используемых в на-
стоящее время в экспериментах, связанных с кванто-
вой информацией и квантовым компьютером.

Условие сильной связи поля в резонаторе с ато-
мом рассматривается как соотношение между кон-
стантой связи атома с полем |g| и константами ско-
ростей диссипации поля в резонаторе: γr – скорость
потерь резонатора, Γs – скорость спонтанного излу-
чения (релаксации) атома и γph – скорость фазовой
релаксации (декогерентизации) атома [16]. Такое со-
отношение представляет собой: |g| ∼ ωf ≫ γr, Γs,
γph [16].

В данной работе предполагается, что такое со-
отношение выполняется, и процессы диссипации си-
стемы атом + поле в расчетах не рассматриваются,
поскольку члены диссипации (релаксации) системы
пренебрежимо малы по сравнению с членами, ответ-
ственными за взаимодействие атома с полем в усло-
виях УСС g̃ ≡ |g|/ωf ∼ 1.

2. МР и МДК дипольного взаимодействия

двухуровневого атома с ЭМ. Рассмотрим опера-
торы рождения (уничтожения) â+ (â) ЭП, удовле-
творяющие следующим коммутационным соотноше-
ниям: [â, â+] = 1 и оператор числа фотонов, который
определяется с помощью таких операторов согласно
n̂ = â+â.

В случае дипольного взаимодействия атома с по-
лем гамильтониан такой системы в квантовой теории
может быть записаны в виде (гамильтониан МР для
двухуровневого атома, взаимодействующего с одно-
модовым ЭМ полем):

ĤR = ~ωf â
+â+

σ̂z

2
~ωa + ~V̂R, (1)

где оператор дипольного взаимодействия атома с по-
лем есть

V̂R = (gâ+ + g∗â)(σ̂+ + σ̂−) =

= gâσ̂+ + â+σ̂−g
∗ + gâ+σ̂+ + â+σ̂−g

∗, (2)

для следующих операторов атомной подсистемы

σ̂z = |e〉〈e| − |g〉〈g|, σ̂+ = |e〉〈g|, σ̂− = |g〉〈e|, (3)

и константы дипольного взаимодействия поля с ато-
мом

g =

√

ωf

2~ε0V
d, (4)

где d ≡ 〈g|d̂|e〉 = |deg|eiϕd – матричный элемент ди-
польного перехода атома, в общем случае являющим-
ся комплексным числом. V в формуле (4) – объем
квантования ЭМ, ωf – частота ЭМ поля.

В представлении взаимодействия гамильтониан
взаимодействия атома с полем приобретает вид

V̂R,I = |g|(âσ̂+e−i∆−t + â+σ̂−e
i∆−t +

+ â+σ̂+e
i∆+t + âσ̂−e

−i∆+t), (5)

а уравнение Шредингера для вектора состояния си-
стемы атом + поле может быть записано в представ-
лении взаимодействия следующим образом

i
d

dt
|Ψ(t)〉 = V̂I |Ψ(t)〉. (6)

Будем решать уравнение движения (6), исполь-
зуя следующее разложение вектора состояния систе-
мы по полному базису фоковских состояний поля |n〉
и возбужденному и нижнему энергетическим состоя-
ниям двухуровневого атома |e〉 и |g〉, соответственно.

|Ψ(t)〉 =
∞
∑

n=0

[Ce,n(t)|e, n〉+ Cg,n(t)|g, n〉], Cg,0(t) = 0.

(7)
Уравнения для амплитуд вероятности, входящих

в (7), как следует из уравнения (6), имеют в этом
случае вид

dCe,n(t)

dt
= −i|g|[

√
n+ 1ei∆−t−iϕdCg,n+1(t) +

+
√
nei∆+t+iϕdCg,n−1(t)], (8)

dCg,n(t)

dt
= −i|g|[

√
n+ 1e−∆−t+iϕdCe,n+1(t) +

+
√
ne−i∆+t−iϕdCe,n−1(t)], (9)

где обозначено ∆ ≡ ωa−ωf , ∆+ ≡ ωf+ωa, g = |g|eiϕd .
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Введем далее следующие безразмерные парамет-
ры: ∆̃− ≡ ωa−ωf

|g| , ∆̃+ ≡ ωa+ωf

|g| . А также

Ωn ≡
√

∆̃2
− + 4(n+ 1),

Ωn−1 ≡
√

∆̃2
− + 4n, tg ≡ |g|t.

(10)

Предположим далее, что частота ЭМ поля в общем
случае не совпадает с частотой перехода атома, и
константа g взаимодействия поля с атомом является
комплексным числом, а в гамильтониане взаимодей-
ствия атома с полем (5) два последних слагаемых, от-
ветственных за виртуальные переходы, равны нулю
(приближение вращающейся волны). Тогда уравне-
ние Шредингера для атома в поле может быть реше-
но аналитически. Точное аналитическое решение си-
стемы уравнений в приближении вращающейся вол-
ны МДК (коэффициенты разложения по фоковским
состояниям Ce,n(t) и Cg,n(t)) для гамильтониана ДК

ĤJC = ~ωf â
+â+

σ̂z

2
~ωa + ~(gâσ̂+ + h.c.) (11)

могут быть записаны в виде

Ce,n(tg) = Ce,n(0)An(tg)− Cg,n+1(0)Bn(tg), (12a)

Cg,n(tg) = Cg,n(0)An−1(tg) + Ce,n−1(0)B
∗
n−1(tg),

(12b)
где обозначено

An(tg) ≡
[

cos(Ωntg/2)−
i∆̃−
Ωn

sin(Ωntg/2)

]

ei∆̃−tg/2,

(13а)

Bn(tg) ≡ 2i

√
n+ 1

Ωn
sin(Ωntg/2)e

iϕdei ˜∆−tg/2. (13b)

3. Динамика квантовомеханических сред-

них и флуктуаций операторов числа фотонов

поля. Среднее квантовомеханическое значение опе-
ратора числа фотонов поля для любого квантово-
го состояния поля |Ψ(t)〉, выражающиеся через ко-
эффициенты разложения по фоковским состояниям
Ce,n(t) и Cg,n(t), имеет вид

〈n̂(t)〉 = 〈Ψ(t)|â+â|Ψ(t)]〉 =

=

∞
∑

n=0

n[C∗e,n(t)Ce,n(t) + C∗g,n(t)Cg,n(t)]. (14)

Для среднего квадрата оператора числа фотонов,
необходимых для расчета дисперсий (флуктуаций)
этой величины, для произвольных состояний поля и
атома Ψ(t)〉 находим

〈Ψ(t)|n̂2|Ψ(t)〉 =

=

∞
∑

n=0

n2[C∗e,n(t)ce,n(t) + C∗g,n(t)Cg,n(t)].

И, следовательно, дисперсия числа фотонов есть

〈(∆n̂)2(t)〉 = 〈Ψ(t)|n̂2|Ψ(t)〉 − 〈Ψ(t)|n̂|Ψ(t)〉2 =

=

∞
∑

n=0

n2[|Ce,n(t)|2 + |Cg,n(t)|2]−

−
{ ∞
∑

n=0

n[|Ce,n(t)|2 + |Cg,n(t)|2]
}2

. (15)

Использование соотношений (15) позволяет найти
выражения для дисперсий (флуктуаций) оператора
числа фотонов 〈(∆n̂)2(t)〉 ≡ 〈(â+â − 〈â+â〉)2(t)〉 пу-
тем численного решения системы связанных диффе-
ренциальных уравнений (8)–(10) в рамках МР для
гамильтониана Раби.

Оператор числа возбуждений системы двухуров-
невый атом + одномодовое поле

N̂e = n̂+ |e〉〈e| (16)

не зависит от времени взаимодействия атома с полем
в случае МДК, поскольку [ĤJC, N̂e] = 0, и зависит от
времени в случае МР, так как [ĤR, N̂e] 6= 0, в то же
время “комбинированный оператор четности” систе-
мы следующего вида [11–13, 17]:

Π̂ ≡ −σ̂Zeiπn̂ (17)

не меняется во времени при взаимодействии атома
с полем [11, 12, 13, 17] в рамках квантовой МР. Для
коммутатора оператора числа возбуждений системы
и гамильтониана Раби находим

[N̂e, ĤR] = ~(ga+σ+ − h.c.), (18)

из формулы (18) следует, что данный коммутатор
близок к нулю лишь для малых значений g̃ ≡
≡ |g|/ωfωf ≈ 0. Из соответствующего уравнения Гей-
зенберга для среднего от оператора числа возбужде-
ний поля и атома N̂e(t):

∂

∂t
〈N̂e〉 =

1

i~
〈[N̂e, ĤR]〉 = 4 Im(g〈a+σ+〉), (19)

следует, что число возбуждений и энергия системы
сохраняются во времени в случае, если операторы
поля и атома не коррелируют между собой:

〈a+σ+〉 ≈ 0. (20)
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Также условием сохранения числа возбуждений и
энергии системы в квантовой МР является условие

g〈a+σ+〉 ∈ Re, ∀ t, (21)

т.е. в случае, когда данная величина является дей-
ствительным числом в любой момент времени.

4. Вакуумное начальное состояние поля.

Рассмотрим случай, когда исходное поле при t = 0

находится в вакуумном состоянии |n0 = 0〉. При этом,
в общем случае, начальные значения коэффициентов
разложения вектора состояния системы, отличными
от нуля, являются Cs,n0(0) 6= 0, s = e, g, а все осталь-
ные Cs,n0(0) = 0, n 6= n0.

В этом случае решение модели ДК (12), (13), ис-
пользующей приближение RWA, приобретает следу-
ющий вид:

Ce,n0(tg) = Ce,n(0)An0(tg), (22a)

Ce,n0−1(tg) = −Cg,n(0)Bn0−1(tg), (22b)

Cg,n0(tg) = Cg,n0(0)A
∗
n0−1(tg), (22c)

Cg,n0+1(t) = Cg,n0(0)B
∗
n0
(tg). (22d)

Остальные Ce,n(tg) = Cg,n(tg) = 0 для n 6= n0, n0 − 1

или n 6= n0, n0+1 соответственно. Для безразмерного
времени в (16) использовано обозначение: tg ≡ |g|t.

Если начальное состояние атома |e〉, то ненулевы-
ми коэффициентами разложения вектора состояния
системы являются:

Ce,n0(tg) = Ce,n(0)An0(tg), (23a)

Cg,n0+1(tg) = Ce,n0(0)B
∗
n0
(tg). (23b)

Если же начальное состояние атома |g〉, то ненуле-
выми являются зависимости от времени

Ce,n0−1(tg) = −Cg,n(0)Bn0−1(tg), (24a)

Cg,n0(tg) = Cg,n0(0)A
∗
n0−1(tg). (24b)

Таким образом, в случае начального вакуумно-
го состояния поля и атома в нижнем состоянии
МДК предсказывает сохранение неизменным состо-
яния системы для любого момента времени.

На рисунках 1a, b показаны зависимости от
времени среднего квантовомеханического среднего
〈n̂(t)〉n,MR (рис. 1а) и дисперсии 〈(∆n̂)2(t)〉n,MR

(рис. 1b) в условиях УСС для начального состояния

Рис. 1. (a) – Зависимость от времени среднего значения
оператора числа фотонов поля, следующая из модели
Раби для системы атом + поле в начальном вакуум-
ном состоянии поля (|0〉) и невозбужденном состоянии
атома |g〉, для значения безразмерной константы свя-
зи g/ωf = 1.5, ωA = ωf . (b) – Зависимость от време-
ни дисперсии оператора числа фотонов, следующая из
модели Раби для системы атом + поле в начальном
вакуумном состоянии поля (|0〉) и невозбужденном со-
стоянии атома |g〉, для значения безразмерной констан-
ты связи g/ωf = 1.5 и тех же значений остальных па-
раметров. Пунктирной линией показана аналогичная
зависимость, полученная в рамках МДЖ. (c) – Зави-
симость от времени вероятности нахождения атома в
возбужденном состоянии поля |e〉: Pe(t), следующая из
МР для системы атом + поле в начальном вакуумном
состоянии поля |0〉 и нижнем состоянии атома |g〉 для
значения безразмерной константы связи g/ωf = 1.5 и
тех же значений остальных параметров

|g〉 атома и начального состояния поля |0〉. На
рисунках 1а, b видно, что результаты двух моделей
противоречат друг другу. Модель ДК предска-
зывает, что среднее и дисперсия оператора числа
фотонов поля не изменяются во времени при взаимо-
действии атома с полем, тогда как МР указывает в
условиях УСС на сложную зависимость от времени
этих величин. Среднее значение числа фотонов в
резонаторе на первом этапе эволюции в МР растет
почти линейно, а для больших значений времени
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начинает осциллировать во времени, тогда как МДК
для данных начальных условий предсказывает ваку-
умное состояние поля для любого момента времени.
Из (рис. 1b) для флуктуаций (дисперсии) числа
фотонов квантовая МР предсказывает суперпуас-
соновскую статистику числа фотонов с дисперсией,
значительно превышающей среднее число фотонов,
характерной для когерентного состояния поля.

Результаты расчета не зависят от значения фа-
зы матричного элемента перехода ϕd для начального
состояния атома в верхнем или нижнем энергетиче-
ском состоянии.

На рисунке 1c в показана зависимость средних
значений оператора населенности верхнего возбуж-
денного состояния атома Pe(t) для тех же условий.
Как видно на рис. 1c, вероятность возбуждения ато-
ма в верхнее энергетическое состояние Pe(t) отлична
от 0 для МР и обладает сложной зависимостью этой
величины от времени в режиме УСС. Эти зависимо-
сти качественно отличаются друг от друга для двух
моделей. МДК не предсказывает изменение началь-
ной населенности возбужденного состояния атома во
времени, тогда как в рамках квантовой МР вероят-
ность возбуждения атома осциллирует вблизи значе-
ния 0.5.

Среднее значение “комбинированного оператора
четности” (17) при этих условиях близко к единице:
〈Π〉 ≈ 1 для всех значений времени.

5. Когерентное начальное состояние поля.

Рассмотрим в качестве начального квантового состо-
яния одномодового ЭМ поля когерентное состояние

|α〉 = e−nα/2
∞
∑

n=0

αn

√
n!
, α =

√
nαe

iϕα , nα ≡ |α|2.

Как видно на рис. 2а, изменение во времени среднего
значения 〈n̂(t)〉α,NRWA, рассчитанного в рамках кван-
товой МР (NRWA) для начального когерентного со-
стояния поля |α = 1〉 и невозбужденного состояния
атома |g〉 в условиях УСС обладает сложной нере-
гулярной зависимостью от времени и не имеет ха-
рактера стандартных регулярных осцилляций Раби.
На рисунке 2а динамика среднего значения операто-
ра числа фотонов поля сравнивается с аналогичной
зависимостью 〈n̂(t)〉α,RWA полученной с использова-
нием приближения Джейнса–Каммингса (приближе-
ние RWA). На рисунке 2a видно, что в рассматривае-
мом нами случае УСС теория Раби дает качественно
отличную зависимость от времени средних операто-
ра фазы поля, на всем интервале времени |g|t. На
рисунке 2а видно, что среднее число фотонов значи-
тельно меньше для МР по сравнению с МДК для

Рис. 2. (a) – Зависимость от времени среднего значе-
ния оператора числа фотонов поля 〈n̂〉, следующая из
МР для системы атом + поле в начальном когерент-
ном состоянии поля (|α = 1〉) и невозбужденном состо-
янии атома |g〉, для значения безразмерной константы
связи g/ωf = 1.0, ωA = 10ωf . Значение фазового угла
матричного элемента перехода ϕd = 0. Пунктирной ли-
нией показана аналогичная зависимость, полученная в
рамках МДК. (b) – Зависимость от времени дисперсии
оператора числа фотонов, следующая из МР для си-
стемы атом + поле в начальном вакуумном состоянии
поля (|0〉) и невозбужденном состоянии атома |g〉, для
значения безразмерной константы связи g/ωf = 1.5.
Значение фазового угла матричного элемента перехода
ϕd = 0 и тех же значений остальных параметров. Пунк-
тирной линией показана аналогичная зависимость, по-
лученная в рамках МДК. (в) – Зависимость от времени
вероятности нахождения атома в возбужденном состо-
янии поля |e〉: Pe(t), следующая из МР для системы
атом + поле в начальном квакуумном состоянии поля
|0〉 и нижнем состоянии атома |g〉 для значения безраз-
мерной константы связи g/ωf = 1

больших значений безразмерного времени. Для рас-
смотренного случая начального состояния атома в
нижнем энергетическом состоянии такое поглощение
фотонов в резонаторе может сопровождаться воз-
буждением атома в верхнее энергетическое состоя-
ние и, вследствие этого, полная энергия и среднее
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число возбуждений системы сохраняются во време-
ни. Однако, как видно на рис. 2c, вероятность на-
хождения атома в верхнем энергетическом состоянии
для любого момента времени остается пренебрежимо
малой. Вследствие этого можно говорить, что в усло-
виях УСС квантовомеханическая МР предсказывает
поглощение фотонов в резонаторе даже в отсутствии
учета потерь резонатора и в отсутствие сопутствую-
щего поглощению фотонов возбуждения атома.

На рисунке 2b показаны зависимости дисперсий
〈(∆n̂)2(t)〉n,NRWA и 〈(∆n̂)2(t)〉n,RWA, полученные в
рамках МР и МДК соответственно, для тех же зна-
чений параметров. Расчеты показывают, что так же,
как и в случае средних значений операторов числа
фотонов поля, в условиях УСС результаты двух мо-
делей качественно различны. Использование прибли-
жения RWA, имеющее место в теории ДК, для слу-
чая УСС атома с полем оказывается не несправед-
ливо. В отличие от случая вакуумного начального
состояния поля дисперсия (флуктуации), числа фо-
тонов в зависимости от времени оказывается значи-
тельно меньше начального ее значения, соответству-
ющего когерентному состоянию (дробовой шум), и
статистика фотонов становится в рамках МР значи-
тельно более неклассической (субпуассоновской) по
сравнению с МДК при тех же начальных условиях и
УСС.

Как показывают расчеты, в этих условиях сред-
нее значение “комбинированного оператора четно-
сти” (17) при этих условиях много меньше единицы:
〈Π̂〉t ≪ 1 для всех значений времени.

В случае когерентного начального состояния по-
ля при nα ≫ 1 и нижнем состоянии атома при-
сутствует ярко выраженное явление осцилляций Ра-
би как для средних значений, так и для диспер-
сий операторов числа фотонов поля. Явление кол-
лапса и возрождения осцилляций Раби [25–29], при-
сутствующее в МДК для рассмотренных начальных
условий и УСС, в рамках квантовой МР полностью
отсутствует.

Для малого числа фотонов когерентного состоя-
ния поля nα ∼ 1 при УСС характер эволюции сред-
них значений и дисперсий оператора числа фотонов
поля качественно зависит от фазового угла когерент-
ного начального состояния поля ϕα для любого на-
чального состояния атома, регулярные осцилляции
Раби и эффект коллапса и возрождения при этом
отсутствуют.

6. Заключение. В данной работе нами проведе-
но исследование эволюции во времени средних кван-
товомеханических значений (наблюдаемых) и дис-
персий (квантовых флуктуаций) оператора числа

фотонов ЭМ поля при взаимодействии поля с ато-
мом. Рассмотрен и проанализирован случай ультра-
сильной связи атома и поля (УСС). Для расчетов ис-
пользована квантовомеханическая МР. Рассмотрен
случай квантовых микрополей со средним числом
фотонов ∼ 1. Проведено сравнение характера эво-
люции указанных величин, следующий из теории
Раби и приближенной теории Джейнса–Каммингса
(МДК), использующей приближение вращающейся
волны (RWA) в условиях УСС.

Анализ проведен для различных начальных кван-
товых состояний поля и двухуровневого атома.

Процесс “генерации фотонов из вакуума” уже от-
мечался в нескольких теоретических работах. Так,
в работе [9] обсуждалась “генерации фотонов из ва-
куума” в случае УСС при наличии фазовой диссипа-
ции атома. В работе [10] рассматривалась “генерации
фотонов из вакуума” в случае временной модуляции
параметра связи атома с полем, названная авторами
“динамическим эффектом Казимира” для УСС.

В работах [11, 12] расчеты авторов показали на-
личие “генерации фотонов из вакуума” в условиях
УСС при отсутствии каких-либо процессов диссипа-
ции для системы атом–одномодовое поле.

Детальное точное теоретическое исследование ди-
намики среднего числа фотонов проведено нами в
данной работе. Показана возможность как генера-
ции, так и поглощения фотонов в замкнутой системе
атом–поле в зависимости от отстройки частоты пере-
хода атома от частоты моды поля для УСС. Наряду
с “генерацией фотонов из вакуума” в рамках кван-
товой МР при определенных условиях имеет место
также “поглощение фотонов вакуумом”.

Если ЭМ поле в начальный момент времени нахо-
дится в фоковском состоянии, результаты МР прин-
ципиально отличаются от результатов расчета эво-
люции средних и/или дисперсий оператора числа
фотонов поля в условиях УСС. Нами показано, что в
случае начального состояния атома в нижнем энерге-
тическом состоянии дисперсии оператора числа фо-
тонов в рамках МДК остаются неизменными во вре-
мени, тогда как МР предсказывает сложную зави-
симость от времени среднего и дисперсии операто-
ра числа фотонов поля в резонаторе. Таким обра-
зом, показана неприменимость МДК (приближения
вращающейся волны, RWA) для расчета эволюции
операторов фазы в условия УСС для вакуумного на-
чального состояния поля.

Если начальное состояние ЭМ поля является ко-
герентным |α〉 с малым числом фотонов nα ∼ 11
то приближение RWA (МДК) оказывается неприме-
нимым для расчета динамики средних и дисперсий
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операторов числа фотонов поля в условиях УСС для
любого начального состояния атома, взаимодейству-
ющего с полем.

В данной работе показано, что эволюция рассмат-
риваемых величин качественно зависит от фазового
угла начального когерентного состояния микроско-
пического поля ϕα для любых начальных состояний
атома.

Показано, что в случае начального когерентного
состояния поля с числом фотонов nα ≫ 1 и произ-
вольном начальном состоянии атома, для эволюции
во времени средних значений и дисперсии оператора
числа фотонов поля не характерно явление коллапса
и возрождения осцилляций Раби этих величин.

Проведенные исследования позволяют сделать
вывод о том, что квантовомеханическая МР в общем
случае является некорректной, поскольку ее резуль-
таты приводят к нарушению принципа сохранения
энергии. Как следует из соотношения (18), в общем
случае, оператор числа возбуждений система атом +
поле не коммутирует с гамильтонианом МР системы
для любых значений параметров. В рамках прибли-
женной модели системы, получаемой из квантовой
МР путем удаления из рассмотрения виртуальных
процессов (приближение RWA), энергия системы в
процессе взаимодействия атома с полем точно сохра-
няется, так как в этом случае оператор числа воз-
буждений и гамильтониан системы точно коммути-
руют для любого момента времени и любых значений
остальных параметров. Расчеты показали, что для
среднего значения фотонов поля различие между ре-
зультатами квантовой МР и приближенными резуль-
татами в рамках RWA (квантовая модель ДК) пре-
небрежимо малы (но не равны 0) в случае выполне-
ния соотношения g̃ ≡ |g|/ωf < 0.01. В этих условиях
среднее значение правой части выражения (18) для
коммутатора (произведение коррелятора операторов
атома и поля на параметр связи, см. (19)) становится
пренебрежимо малой величиной.
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T. Hümmer, E. Solano, A. Marx, and R. Gross, Nature

Phys. 6, 772 (2010).
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Динамический беспорядок в металл-галоидных перовскитах обусловлен тепловыми структурными
флуктуациями связанных октаэдров, приводящими к появлению широкого центрального пика в низко-
частотной области спектра электронного комбинационного рассеяния света. В работе экспериментально
демонстрируется температурная зависимость ширины центрального пика для металл-галоидного перов-
скита CsPbBr3. Результаты данного исследования могут быть использованы для разработки бесконтакт-
ного температурного сенсора.

DOI: 10.31857/S0370274X24110154, EDN: APTIZA

Введение. В твердых телах структурный бес-
порядок возникает при наличии дефектов кристал-
лической решетки, нарушающих ее трансляционную
симметрию. Высокая концентрация дефектов спо-
собна значительно понизить тепло- и электропровод-
ность полупроводника, превращая его в аморфное
тело [1, 2]. Однако в ряде случаев внедрение дефек-
тов в структуру материалов приводит к улучшению
их оптических и электронных свойств [3, 4]. Это сви-
детельствует о важности развития методов управле-
ния дефектами в твердых телах.

К числу наиболее перспективных классов метал-
лов и полупроводников можно отнести двойные си-
стемы кристалл–жидкость [5, 6], в которых наблю-
дается дальний порядок и локальный беспорядок.
Такие системы обладают электронными свойства-
ми, характерными для твердых тел, и тепловыми
свойствами, характерными для жидкостей [6]. Наи-
более распространенными представителями двой-
ных систем являются металл-галоидные перовски-
ты APbX3 (где A – одновалентный катион, Pb –
двухвалентный катион свинца, Х – одновалентный
анион галогена), кристаллическая решетка которых
представляет собой трехмерную сеть связанных ок-
таэдров [PbX6]4−, встроенных в катионную решетку.
Как было показано ранее, в таких системах наблюда-
ется динамический беспорядок, при котором взаим-
ная ориентация октаэдров флуктуирует между раз-
личными конфигурациями за времена порядка 100–
1000 фс [6, 7]. Тепловые колебания октаэдров при-
водят к локальным флуктуациям поляризации, мо-

1)e-mail: Sergey.Kharintsev@kpfu.ru

дулирующим оптический отклик перовскитов. Кро-
ме того, явление динамического беспорядка приво-
дит к появлению континуума дефектных уровней в
запрещенной зоне (мост Урбаха [8]). При этом по-
ложения дефектных уровней испытывают сильные
флуктуации в диапазоне от нескольких милиэлек-
тронвольт до электронвольт [9, 10]. Это явление де-
лает изучение тепловых и оптических свойств пе-
ровскитов нетривиальной задачей [7, 9, 11]. С другой
стороны, двойные системы кристалл–жидкость фор-
мируют перспективную платформу в материаловеде-
нии для создания новых фотонных и оптоэлектрон-
ных устройств [12]. Одним из таких устройств яв-
ляется бесконтактный температурный сенсор, осно-
ванный на электронном комбинационном рассеянии
света (КР).

Спектроскопия КР является важным методом
определения температуры твердых тел, в котором
используется зависимость интенсивности, сдвига
и/или ширины спектральных линий от темпера-
туры [13, 14]. Однако в системах с динамическим
беспорядком использование стандартных подходов
термометрии КР оказывается невозможным. Это
происходит из-за значительного уширения линий
КР, приводящего к росту неопределенности темпера-
туры. Кроме того, появление широкого центрального
пика в спектре низкочастотного КР оказывает влия-
ние на сечение антистоксовой и стоксовой компонент.
Поэтому использование стандартных спектроско-
пических методов для определения температуры
разупорядоченных материалов может приводить
к значительным погрешностям, сопоставимым с
измеряемой температурой.
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В настоящей работе предлагается эксперимен-
тальный метод определения температуры, основан-
ный на электронном КР. Линейная зависимость ши-
рины центрального пика от температуры позволяет
создать аналитический инструмент для определения
температуры разупорядоченных твердых тел.

Обсуждение результатов. Спектроскопия КР
может быть использована не только для химическо-
го, но и для структурного анализа твердых тел [8, 12].
В последнем случае рассеяние падающего фотона
может изменить импульс электрона, что делает оп-
тические переходы непрямыми (рис. 1). С физиче-

Рис. 1. (Цветной онлайн) Механизм электронного КР

ской точки зрения, это становится возможным бла-
годаря генерации оптического ближнего поля при
рассеянии падающего фотона на оптических неод-
нородностях, в роли которых могут выступать де-
фекты кристаллической решетки либо границы кри-
сталлических доменов [8, 12, 15]. Поскольку размеры
кристаллических доменов, возникающих в резуль-
тате структурных флуктуаций в перовскитах, чув-
ствительны к температуре [7], электронное КР мо-
жет быть использовано в качестве температурно-
го сенсора. Анализ температурной динамики кри-
сталлической решетки CsPbBr3 проводился с помо-
щью низкочастотной спектроскопии КР. Регистра-
ция спектров КР осуществлялась на длине вол-
ны возбуждения 632.8 нм (He-Ne лазер) при интен-
сивности накачки 0.4 MВт/см2 и времени экспози-
ции 10 с. Для исследования низкочастотной обла-

сти использовался брэгг-фильтр, блокирующий диа-
пазон от −10 см−1 до 10 см−1. Спектральное раз-
решение составляло 1 см−1. На рисунке 2а показан
низкочастотный спектр КР микрокристалла неор-
ганического галоидного перовскита CsPbBr3, заре-
гистрированный при температуре 30 ◦C. Изображе-
ние микрокристалла CsPbBr3, полученное с помо-
щью конфокального оптического микроскопа, при-
ведено на вставке к рис. 2а. В данном спектре на-
блюдаются характеристические моды CsPbBr3, име-
ющие частоты 310 см−1, 127 см−1, 75 см−1, 38 см−1

и 25 см−1. Согласно DFT-расчетам, моды 127 см−1,
75 см−1, 38 см−1 и 25 см−1 соответствуют деформаци-
онным колебаниям октаэдрических каркасов, тогда
как мода 310 см−1 соответствует валентным колеба-
ниям связи Pb–Br [7, 16]. Дополнительно в спектре на
рис. 2а наблюдается широкий центральный пик, име-
ющий максимум в окрестности 0 см−1. Для анализа
данного спектра проведено его разложение на ком-
поненты с помощью регуляризованного метода наи-
меньших квадратов. При разложении интенсивность
КР задавалась в следующем виде [7, 17]:

I(ω) =
c0Γ0

ω2 + Γ2
0

+
∑

i

ciΓi

(ω − ωi)2 − Γ2
i

, (1)

где первый член соответствует широкому централь-
ному пику, а второй член описывает линии КР
CsPbBr3. Результат разложения показывает, что
широкий центральный пик вносит доминирующий
вклад в сигнал КР CsPbBr3. Согласно теории КР,
отношение интенсивностей антистоксовой и стоксо-
вой компонент спектра ρ связано с энергетическим
распределением фононов уравнением вида [13, 18]:

ρ =
Ias
Is

=
(ωL + ω)4

(ωL − ω)4
n(ω, T )

n(ω, T ) + 1
, (2)

где Ias (Is) соответствует интенсивности антистоксо-
вой (стоксовой) компонент спектра, ωL – частота ла-
зерного излучения, ω – фононная частота, n(ω, T ) –
функция распределения Бозе–Эйнштейна. Для ана-
лиза зависимости ρ(T ) спектры КР регистрирова-
лись в диапазоне температур от 30 ◦C до 160 ◦С с
шагом в 2 ◦С. Согласно полученным данным, вели-
чина ρ не может быть использована для корректно-
го определения температуры. Отношение антисток-
совой и стоксовой компонент спектра остается посто-
янным до температуры T = 130 ◦С, при которой на-
блюдается его небольшое увеличение (рис. 2b). Нали-
чие небольшого скачка при T = 130 ◦С объясняется
фазовым переходом, поскольку в исследуемом тем-
пературном диапазоне CsPbBr3 испытывает два по-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) (а) – Спектр КР CsPbBr3 при температуре 30 ◦C, а также его численное разложение на
составляющие согласно формуле (1). На вставке к рисунку показано изображение исследуемого микрокристалла,
полученное с помощью конфокального оптического микроскопа; (b) – температурная зависимость отношения анти-
стоксовой и стоксовой компонент спектра для мод 25 см−1, 38 см−1 и 75 см−1

следовательных фазовых превращения: из ортором-
бической фазы в тетрагональную при температуре
88 ◦С и из тетрагональной фазы в кубическую при
температуре 130 ◦С [16]. Разложение каждого из 65
зарегистрированных спектров в соответствии с соот-
ношением (1) показало, что присутствие центрально-
го пика искажает соотношение сечений антистоксо-
вой и стоксовой компонент спектра.

Природа широкого центрального пика в низкоча-
стотном спектре КР перовскитов является предме-
том многочисленных дискуссий [6, 7, 17, 19–21]. Экс-
периментальные и теоретические исследования пока-
зывают, что центральный пик наблюдается в спектре
КР перовскитов независимо от природы A-катиона и
стехиометрии образца [20]. Для описания централь-
ного пика предложена модель локальных полярных
флуктуаций [7], приводящих к структурным корре-
ляциям с длиной корреляции lc, много меньшей дли-
ны световой волны λ (lc ≪ λ). Модель полярных
флуктуаций, известная также как модель релакса-
ции Дебая, основана на формализме короткодейству-
ющего диполь-дипольного взаимодействия, модули-
рующего локальное кристаллическое поле [17, 22, 23].
Данный формализм объясняет происхождение широ-
кого крыла Рэлея в сильно-ассоциированных жид-
костях [24] и часто применяется к перовскитам, по-
скольку в отношении некоторых своих свойств они
ведут себя как жидкости [6]. Однако детальное изу-
чение спектров инфракрасного (ИК) поглощения и
КР перовскитов показывает, что центральный пик
наблюдается только в спектрах рассеяния, но не по-
глощения [20]. В отличие от линий ИК поглощения,

линии КР образуют широкие полосы, распростра-
няющиеся на сотни обратных сантиметров [19–21].
С одной стороны, ширину низкочастотной полосы
КР можно объяснить усилением ее интенсивности
благодаря фактору Бозе–Эйнштейна [20]. С другой
стороны, перовскиты, представляющие собой трех-
мерную сеть связанных октаэдров, являются двой-
ными системами кристалл-жидкость [19]. Тепловые
структурные флуктуации в перовскитах приводят к
дальнему порядку и локальному беспорядку. В двой-
ных системах длина корреляции возрастает (lc ≤ λ)

благодаря дальнодействующему диполь-дипольному
взаимодействию [19, 25]. Это приводит к образова-
нию пространственных флуктуаций (или простран-
ственной дисперсии электронной поляризуемости),
на которых происходит неупругое рассеяния света.
Именно по этой причине центральный пик можно
интерпретировать как электронное КР [8, 12, 19]. Од-
ним из важных следствий такого представления яв-
ляется прямая зависимость ширины центрального
пика низкочастотного электронного КР от темпера-
туры.

На рисунке 3 показана зависимость ширины цен-
трального пика Γ0 от температуры при нагреве (а)
и охлаждении (b) микрокристалла CsPbBr3 в диа-
пазоне 30–160 ◦С. Вертикальными пунктирными ли-
ниями на графиках (рис. 3a, b) обозначены темпера-
туры фазовых переходов и области существования
трех кристаллических фаз (орторомбическая Pnma
(γ-фаза) при 30 ◦С≤ T ≤ 88 ◦С, тетрагональная
P4/mbm (β-фаза) при 88 ◦С ≤ T ≤ 130 ◦С, кубиче-
ская Pm3̄m (α-фаза) при 130 ◦С ≤ T ≤ 160 ◦С) [7].
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В общем случае, в разупорядоченных материалах Γ0

может быть связана с температурой соотношением
[23, 24]:

Γ0(T ) ∼
kBT

4πη(lc)3
, (3)

где kB – постоянная Больцмана, η – параметр, опи-
сывающий амплитуду структурных флуктуаций,
который может быть оценен по температурной
зависимости коэффициента теплового расширения
(∼ 10−6(◦C−1) для CsPbBr3) [26, 27]. Как показано
на рис. 3a, при нагреве в области γ-фазы зависи-

Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимость ширины цен-
трального пика от температуры при нагреве (а) и охла-
ждении (b) в диапазоне 30–160 ◦C

мость Γ0(T ) ведет себя линейно, испытывая скачок
при T = 88 ◦C, соответствующей фазовому переходу
γ → β. Аналогичный скачок наблюдается при
фазовом переходе β → α, однако в пределах каждой
кристаллической фазы зависимость Γ0(T ) может
быть аппроксимирована линейной функцией Γ0(T ),
согласно соотношению (3). Смена угла наклона в
точке фазового перехода может быть объяснена
активной перестройкой кристаллической решетки
CsPbBr3, сопровождающейся скачкообразным из-
менением корреляционной длины lc [28]. Данный
результат подтверждает, что ширина центрального
пика в перовскитах может быть использована в
качестве индикатора температуры. Однако при
охлаждении Γ0(T ) демонстрирует ряд особенностей,
как показано на рис. 3b. Так, в β-фазе наблюдается
аномальный рост ширины центрального пика при
уменьшении температуры. Это вносит неоднознач-
ность в процедуру определения температуры и
подчеркивает доминирующую роль структурного
беспорядка в перовскитах. Ранее было показано, что
понижение симметрии кристаллической решетки
перовскитов при переходе из α-фазы в β-фазу
сопровождается двойникованием, при котором в
кристалле образуется множество доменов одной
преобладающей ориентации [29, 30]. Изучение темпе-
ратурной динамики двойникования показывает, что

нагрев и охлаждение по-разному влияют на размер
и ориентацию кристаллических доменов, а значит
и на длину корреляции связанных октаэдров [29].
Поэтому рост ширины центрального пика в β-фазе
может быть объяснен возникновением спонтанных
напряжений, уменьшающих длину корреляции. При
дальнейшем охлаждении в области γ-фазы ширина
центрального пика вновь уменьшается согласно
формуле (3). Смена поведения зависимости Γ0(T )

при температуре ∼ 60 ◦C может быть связана с фа-
зовым переходом между двумя орторомбическими
модификациями (CmCm → Pnma) [31]. Важно
отметить, что температурная зависимость ширины
центрального пика может послужить дополни-
тельным методом определения фазовых переходов
в перовскитах, поскольку вопрос о присутствии
CmCm фазы в CsPbBr3 до сих пор остается
открытым.

Исследование температурной зависимости шири-
ны центрального пика показывает, что определение
температуры усложняется при наличии фазовых пе-
реходов. Тем не менее в пределах одной кристалли-
ческой фазы зависимость Γ0(T ) является линейной,
и при нагреве и охлаждении ведет себя обратимо (α-
фаза на рис. 3a, b), что позволяет однозначно опре-
делять температуру. Детальное изучение зависимо-
сти Γ0(T ) в пределах каждой из кристаллических
фаз приводит к необходимости определения функ-
ции lc(T ). Данное исследование представляет отдель-
ный интерес, поскольку может объяснить аномаль-
ный рост фотолюминесценции перовскитов в области
фазовых переходов [3, 29].

Заключение. Разупорядоченные материалы,
представляющие собой двойные системы кристалл–
жидкость, могут быть использованы для будущих
фотонных и оптоэлектронных приложений [12]. Вза-
имодействие света со структурными корреляциями
в двойных системах генерирует оптическое ближнее
поле, которое приводит к электронному КР. В
данной работе с помощью низкочастотной спектро-
скопии КР исследована динамика кристаллической
решетки неорганических галоидных перовскитов
CsPbBr3. Показано, что ширина центрального пи-
ка, возникающего в результате электронного КР,
пропорциональна температуре материала. Резуль-
таты, полученные в данном исследовании, могут
быть использованы для создания температурных
датчиков нового поколения, позволяющих уда-
ленно измерять температуру разупорядоченных и
наноструктурированных твердых тел.
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На примере изоэлектронных малоизученных соединений Fe0.92Re0.08Ga3 и Fe0.92Mn0.08Ga3 мы ис-
следовали электрон-дефицитное замещение в перспективном термоэлектрике FeGa3 методом ядерного
квадрупольного резонанса. Легирование соединений данного структурного типа помогает изучать зави-
симость термоэлектрических характеристик от электронной структуры и в конечном счете позволяет
повысить термоэлектрическую эффективность, столь важную для практических применений. В обоих
соединениях наблюдаются явные признаки формирования дополнительной акцепторной зоны внутри
основной энергетической щели, определяемой замещающими атомами рения и марганца. При этом как
спектры ядерного квадрупольного резонанса, так и ядерная спин-решеточная релаксация и ее темпе-
ратурная эволюция существенно различаются для исследуемых соединений. Мы связываем это с раз-
ной статистикой распределения замещающих атомов (преимущественное формирование гомогантелей в
рений-замещенном соединении и гетерогантелей – в марганец-замещенном), обусловленной их внешними
электронными оболочками.

DOI: 10.31857/S0370274X24110163, EDN: DJZBGU

Введение. Интерметаллические соединения
структурного типа IrIn3, несмотря на свою малочис-
ленность, являются прекрасным примером струк-
турного семейства, представляющего безусловный
фундаментальный интерес, а также демонстриру-
ющего потенциально высокие термоэлектрические
свойства [1–3]. Кристаллическая структура данного
семейства довольно простая (рис. 1). Тетрагональное
кристаллическое строение может быть представ-
лено в виде 3D каркаса, образованного атомами
p-элемента, которые формируют пустоты. В этих
пустотах находятся гантели из переходных метал-
лов. Расстояние металл-металл в таких гантелях
довольно короткое, хотя и немного больше длины
связи металл-металл в чистых d-металлах. При этом
термоэлектрические свойства интерметаллидов типа
IrIn3 обычно связывают с узкими зонами с острыми
пиками плотности состояний вблизи уровня Ферми,
образованными специфической p−d-гибридизацией
[4, 5]. В связи с этим большое значение приобретает
описание электронной структуры представителей
данного класса соединений и ее зависимость от
различных типов замещения.

1)e-mail: tkachevav@lebedev.ru

Рис. 1. (Цветной онлайн) Кристаллическая структура
IrIn3: (a) – полиэдрическое представление; (b) – локаль-
ное окружение позиции In1; (c) – локальное окружение
позиции In2

Твердые растворы Fe1−xMxGa3 (M = Mn и Re) со-
держат одинаковое число электронов, но их отли-
чие заключается в существенном различии разме-
ров замещающих атомов и свойств их d-орбиталей –
3d-металла марганца и 5d-металла рения. В дан-
ной работе мы исследуем ранее не изученную ло-
кальную электронную структуру двух представите-
лей этих семейств Fe0.92Re0.08Ga3 и Fe0.92Mn0.08Ga3
с помощью метода ядерного квадрупольного резо-
нанса (ЯКР) на ядрах галлия. Полученные экспе-
риментальные данные позволяют судить о наличии
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дополнительной акцепторной зоны внутри основной
энергетической щели и о распределении замещаю-
щих атомов, влияющем также и на макроскопиче-
ские свойства соединений.

Электронная структура соединений IrIn3.

Электронное строение семейства IrIn3 прекрасно
описывается правилом 18−n [3, 6], где n = 1 соответ-
ствует одной связи между атомами переходного ме-
талла. Действительно, все соединения структурного
семейства IrIn3 обычно делят на две группы – 17-
электронные полупроводники (FeGa3, RuGa3, RuIn3,
OsGa3, ReGa2Ge) и 18-электронные металлы (CoGa3,
CoIn3, RhGa3, RhIn3, IrGa3, IrIn3) [1]; однако есть
пример 16-электронного соединения ReGa3, которое
может быть получено только путем синтеза при вы-
соком давлении [7]. Полупроводниковые представи-
тели семейства стали основой для изучения термо-
электрических свойств чистых соединений и твердых
растворов на их основе. Соединение FeGa3 особенно
широко изучено, проведенные замещения в позициях
железа и галлия позволили существенно улучшить
термоэлектрические характеристики исходной мат-
рицы, тем не менее максимальное значение безраз-
мерной термоэлектрической добротности ZT варьи-
руется в диапазоне 0.1–0.2 [1]. Наилучшие значения
ZT для соединений этого структурного типа полу-
чены для твердого раствора RuIn3−yZny, где было
достигнуто ZT = 0.8 при T = 620К [8].

Однако есть примеры нарушения правила 18− n

представителями семейства IrIn3. Действительно,
ожидается, что при замене железа или галлия в
FeGa3 на элементы с большим или меньшим чис-
лом валентных электронов произойдет немедленный
переход в металлическое состояние. Фактически это
было верно только при n-легировании в позиции гал-
лия, например, при замене на германий или оло-
во [9, 10]. Во всех остальных случаях теоретические
предсказания оказались несостоятельными. Так, при
замене железа на кобальт или никель происходит
концентрационный переход полупроводник–металл:
при малых степенях замещения сохраняется полу-
проводниковый характер проводимости, и лишь при
относительно высоких уровнях замещения реализу-
ется металлическое состояние [11–13]. Например, для
твердого раствора Fe1−xCoxGa3 граница перехода
лежит в диапазоне 0.025 < x < 0.075 [14]. Гораздо
более интересная ситуация наблюдается в случае за-
мещений с уменьшением числа валентных электро-
нов. Так, при замене железа на марганец или рений
перехода в металлическую фазу вовсе не произошло:
даже при максимально возможных степенях замеще-
ния (10–12 мол. %) соединения демонстрируют полу-

проводниковые свойства [15, 16]. Полупроводниковое
состояние также сохраняется и при замене галлия
на цинк в FeGa3 [15]. Очевидно, что при замещени-
ях происходит тонкая настройка как локальной кри-
сталлической, так и электронной структуры твердых
растворов. Исследование Fe1−xRexGa3 методом спек-
троскопии ЯКР на ядрах галлия демонстрирует кла-
стеризацию рения в гантели переходного металла,
окруженной атомами галлия [16]. Более того, изуче-
ние даже незамещенного FeGa3 указывает на слож-
ную природу его локальной структуры и намекает на
то, почему подход жесткой зоны не применим к это-
му семейству. Было показано, что образуются состо-
яния в энергетической щели, которые могут быть вы-
званы наличием дефектов – оборванных связей или
дополнительных атомов [17]. Последнее было экспе-
риментально обнаружено путем тщательного изуче-
ния кристаллической структуры FeGa3 [18].

Методика. Синтез проводили по стандартной
двухстадийной ампульной методике, которую мы ра-
нее успешно использовали при изучении твердого
раствора Fe1−xRexGa3. Металлы Fe (порошок, Acros
Organics, 99.9 %), Re (порошок, Alfa Aesar, 99.99 %),
Mn (гранулы, Alfa Aesar, 99.95 %) и Ga (гранулы,
Sigma Aldrich, 99.999 %) были использованы в каче-
стве исходных веществ. Обе стадии синтеза прово-
дили при температуре 750 ◦C с промежуточным пе-
ретиранием образцов и прессованием их в таблетки.
Детальная методика синтеза подробно обсуждена в
нашей предыдущей работе [16]. После второго от-
жига образцы номинального состава Fe0.92M0.08Ga3
(M = Mn, Re) были тщательно перетерты, а их фазо-
вая чистота была подтверждена рентгенофазовым и
локальным рентгеноспектральным анализами.

Порошковый рентгенодифракционный анализ
проводили на дифрактометре Huber G670 Guinier
Camera (излучение Cu Kα1, Ge монохроматор,
λ = 1.5406 Å). Данные были собраны путем четы-
рехкратного сканирования со временем экспозиции
2400 с при комнатной температуре. Элементный
анализ проводили на образцах, спрессованных в
цилиндрические таблетки с плоскопараллельными
основаниями, используя сканирующий электрон-
ный микроскоп JSM JEOL 6490-LV, оснащенный
системой энергодисперсионного рентгеновского
анализа (EDX) INCA x-Sight. Ускоряющее напряже-
ние составляло 30 кВ. Погрешность измерений для
каждого элемента составляла около 0.5 ат. %. Коли-
чественный состав определялся по 10–15 точкам, а
затем усреднялся.

Измерения ЯКР 69,71Ga проводились стандарт-
ной техникой спинового эха Хана с радиочастотны-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Профили порошковых рентгеновских дифрактограмм образцов Fe0.92M0.08Ga3 (M=Mn и
Re). Вертикальные линии соответствуют теоретическим положениям рефлексов для FeGa3 и Ge. Элементный герма-
ний использовали в качестве внутреннего стандарта при расчете параметров элементарной ячейки

ми импульсами π/2 и π на полностью цифровом
фазо-когерентном импульсном спектрометре. Им-
пульсы генерировались платой прямого цифрово-
го синтеза (DDS), а цифровое квадратурное детек-
тирование производилось непосредственно на несу-
щей частоте. Спектры регистрировались как сум-
ма Фурье-преобразований второй половины спиново-
го эха [19–21]. Ядерная спин-решеточная релаксация
измерялась методом восстановления намагниченно-
сти после насыщения (saturation recovery): насыще-
ние ядерной спиновой системы достигалось последо-
вательностью импульсов π/2, за которыми через вре-
мя τ следовал обычный эксперимент спинового эха
π/2−π, так что варьированием τ получалась кривая
восстановления I(τ).

Результаты и обсуждение.

Характеризация. На рисунке 2 показаны рент-
геновские дифрактограммы для двух образцов,
Fe0.92M0.08Ga3 (M = Mn, Re), подтверждающие, что
оба продукта являются однофазными. Эксперимен-
тальные рефлексы немного смещены относительно
теоретических положений для чистого FeGa3,
что указывает на замену железа металлами 7
группы (Mn и Re), приводящее к увеличению
объема элементарной ячейки. Расчеты парамет-
ров элементарной ячейки привели к следующим
значениям: a = 6.2655(4) Å, c = 6.5734(8) Å для
Fe0.92Mn0.08Ga3 и a = 6.2766(5) Å, c = 6.5816(10) Å
для Fe0.92Re0.08Ga3. Полученные значения хорошо
согласуются с параметрами элементарной ячейки
для указанных твердых растворов, опубликованны-
ми в литературе [15, 16].

Экспериментально определенный состав иде-
ально соответствует номинальному соотноше-

нию металлов: Fe:Mn:Ga = 23.1:1.9:75.0 ат. % (для
Fe0.92Mn0.08Ga3) и Fe:Re:Ga = 23.0:2.2:74.8 (для
Fe0.92Re0.08Ga3). Кроме того, элементное карти-
рование поверхности таблеток образцов показало
однородное распределение всех элементов по образцу
(рис. 3).

Спектроскопия ЯКР. Измерения спектров ЯКР
галлия проводились на изотопе 69Ga ввиду его
большего естественного содержания (60.4 % против
39.6 % для 71Ga) и большего квадрупольного мо-
мента (0.171 барн против 0.107 барн) [22]. Послед-
нее обстоятельство позволяет проводить измерения
на больших частотах, соответствующих более высо-
кой спектральной чувствительности метода. Измере-
ния спектра Fe0.92Re0.08Ga3 при азотной температу-
ре уже ранее проводилось нами в работе [16]. Поло-
жение основных линий Ga1 и Ga2 оказалось близко
к таковому для исходного соединения FeGa3 [23, 24].
Однако, помимо обычного для замещенных составов
уширения линий ЯКР, также наблюдались дополни-
тельные слабые линии на 41.1 МГц (Ga2′) и 47.6 МГц
(Ga1′), которые были интерпретированы как сиг-
нал от двух позиций галлия рядом с гомогантелями
Re–Re [16]. Такой вывод был сделан на основе рас-
четов градиента электрического поля (ГЭП) неста-
бильного соединения ReGa3, также косвенным под-
тверждением можно считать позднее наблюдавшие-
ся высокочастотные линии галлия в изоструктурном
ReGa2Ge [25].

В качестве дополнительного подтверждения
преимущественного формирования гомогантелей
в Fe0.92Re0.08Ga3 можно рассматривать соотноше-
ние интенсивностей линий. Грубая аппроксимация
дублета Ga1 + Ga2′ двумя гауссовыми линиями
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Рис. 3. Элементное картирование поверхности таблеток образцов с номинальным составом Fe0.92M0.08Ga3

(M= Mn и Re)

(пунктирная красная линия на рис. 4) дает соотно-
шение их интенсивностей 0.183(6), которое можно
интерпретировать как отношение числа соответству-
ющих атомов галлия. С учетом мультиплетности
позиций галлия NGa2 :NGa1 = 2 : 1 число атомов,
дающих сигнал на Ga2′, составляет 0.092(3) от Ga2,
т.е. довольно близко к уровню замещения железа на
рений. Это хорошо согласуется с предположением о
связи линии Ga2′ с галлием в позиции Ga2, имею-
щим одну гантель Re–Re в ближайшем окружении
с равноудаленными от галлия атомами рения (см.
рис. 1c). В случае формирования гетерогантелей
таких субпозиций Ga2′ было бы в два раза больше.
При другом соотнесении линии Ga2′ ее интенсив-
ность также значительно отличалась бы: позиция
Ga2, окруженная хотя бы одной гантелей с заме-
щением (неважно какой), имела бы интенсивность
выше в ≈ 2 раза (и более в случае гетерогантелей),
а атомов галлия, координированных сразу двумя
замещенными гантелями, на порядок меньше.

В данной работе впервые был измерен спектр
ЯКР марганец-замещенного образца состава
Fe0.92Mn0.08Ga3, что позволяет сравнить спек-
тры обоих замещенных составов между собой, а
также с исходным FeGa3 (рис. 4). Несмотря на рав-
ную степень электрон-дефицитного замещения, по
числу как атомов, так и электронов на формульную
единицу, основные линии ЯКР Ga1, 2 замещен-
ных составов заметно отличаются. В частности,
Fe0.92Mn0.08Ga3 демонстрирует гораздо меньшее, в
два–три раза, уширение линий, чем Fe0.92Re0.08Ga3,
а положения их максимумов ближе к исходному
FeGa3, чем к рений-замещенному образцу. При этом
если различие в положениях линий еще можно
списать на вышеупомянутую небольшую разницу
параметров решетки и, следовательно, межатомных

Рис. 4. (Цветной онлайн) Спектры ЯКР 69Ga
FeGa3 [24] (черный), Fe0.92Re0.08Ga3 [16] (зеленый),
Fe0.92Mn0.08Ga3 (настоящая работа, оранжевый),
полученные при 77 К, а также аппроксимация линии
Ga1 Fe0.92Re0.08Ga3 суммой гауссов (пунктирная крас-
ная линия). Линии Ga1 и Ga2 (левая и центральная
панели) нормированы на единицу, высокочастотная
линия (правая панель) нормирована на интенсивность
Ga1

расстояний и абсолютных значений решеточного
вклада в ГЭП, то различие в ширине линии нельзя
связать с кристаллографическими данными, по-
лученными из рентгеновской дифракции. Поэтому
можно говорить о более высокой степени однородно-
сти электронной структуры в марганец-замещенном
соединении по сравнению с рений-замещенным, что
приводит к меньшей дисперсии электронного вклада
в ГЭП.

Еще более выраженное различие наблюдается
для дополнительных особенностей спектра, отли-
чающих замещенные соединения от чистого FeGa3.
В то время как спектр Fe0.92Re0.08Ga3 содержит
относительно интенсивный пик на 41.1 МГц, линия
Ga1 Fe0.92Mn0.08Ga3 демонстрирует лишь слабо
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выраженный низкочастотный сателлит в районе
41.6 МГц. Таким образом, дополнительная линия
в замещенном марганцем соединении и слабее, и
ближе к линии Ga1, чем в случае замещения рением.
Высокочастотная линия в окрестности 47.6 МГц и
вовсе наблюдается только в Fe0.92Re0.08Ga3, в то
время как в Fe0.92Mn0.08Ga3 отсутствует какой-
либо сигнал во всем диапазоне частот от 43 до
48.4 МГц. Вместе с описанным выше различием
в основных линиях, это указывает на существен-
но менее искаженное (относительно FeGa3) ло-
кальное распределение электронной плотности в
марганец-замещенном соединении по сравнению с
рений-замещенным.

Это может быть связано напрямую с различным
характером формирования пар М-М для рассматри-
ваемых типов замещения. Статистическое распреде-
ление гомо- и гетерогантелей Fe–Fe, Fe–M и M–M
невозможно определить методом рентгеновской ди-
фракции, чувствительной к дальнему порядку, одна-
ко будет оказывать влияние на локальную электрон-
ную структуру и, соответственно, на сигнал ЯКР
галлия в ближайших координационных сферах. В
связи с этим можно предположить, что в отли-
чие от рения, марганец преимущественно формиру-
ет гетерогантели Fe–Mn, которые содержат всего на
один электрон меньше гомогантели Fe–Fe в исходной
структуре FeGa3, и потому гораздо слабее искажа-
ют ГЭП на ближайших позициях галлия. Такое раз-
личие в распределении замещающих атомов может
быть связано как с разницей их атомных радиусов
(1.61 Å и 1.88 Å соответственно для Mn и Re [26]),
так и с разной диффузностью 3d-орбиталей марган-
ца и 5d-орбиталей рения: марганец, будучи более по-
хожим по этим параметрам на железо, легче смеши-
вается с ним в гетерогантели.

Ядерная спин-решеточная релаксация. С целью
исследования спиновой динамики исследуемых со-
единений мы провели измерения скорости ядер-
ной спин-решеточной релаксации на основных ли-
ниях ЯКР галлия Ga1,2 в Fe0.92Re0.08Ga3 и Ga1 в
Fe0.92Mn0.08Ga3 в широком диапазоне температур 3–
300 К. Все релаксационные кривые хорошо описыва-
лись стандартным выражением для растянутой экс-
поненты I(τ) = I0 + (Imax − I0) ∗ (1− exp[−(τ/T1)

β ]),
где I0 – интенсивность остаточного эха, наблюдае-
мого из-за неполного насыщения, Imax – максималь-
ная интенсивность эха после полного восстановления
продольной ядерной намагниченности, β < 1 – ко-
эффициент растяжения. Умеренное растяжение ре-
лаксационной кривой часто встречается в системах
с внутренним беспорядком, в данном случае вызван-

ным замещением, и согласуется с заметным ушире-
нием спектральных линий (рис. 4).

На рисунке 5 представлены полученные значе-
ния скоростей ядерной спин-решеточной релакса-
ции 1/T1 как функция температуры. Для всех трех
температурных зависимостей характерен выражен-
ный максимум в районе 70–100 К. Такой вид кривой
1/T1(T ) качественно напоминает зависимость для ис-
ходного FeGa3, где широкий максимум скорости ре-
лаксации в районе 5–7 К связывался с внутрищеле-
выми электронными состояниями [17]. Вероятно, в
исследуемых составах максимум скорости релакса-
ции также связан с зонами внутри основной полу-
проводниковой щели. В отличие от таких незаме-
щенных соединений, как FeGa3 [17] и RuGa3 [24],
в данном случае мы можем точно говорить именно
об акцепторных уровнях, так как оба типа замеще-
ния электрон-дефицитные, а их положение и емкость
детерминируется уровнем замещения на рений или
марганец. Существенный рост, примерно на порядок,
характерных температур максимума релаксации по
сравнению с FeGa3 может быть связан с увеличени-
ем изоляции внутрищелевого уровня и с увеличением
характерной температуры его насыщения. Он также
согласуется с кратным повышением верхней границы
режима прыжкового транспорта с переменной длин-
ной прыжка при допировании марганцем по данным
измерения сопротивления [15]. Стоит отметить, что
такой путь создания внутрищелевых состояний при-
водит к существенно большей (на ∼ 2 порядка) абсо-
лютной высоте пика скорости релаксации, так что в
замещенном марганцем соединении в максимуме она
даже достигает значений Fe0.5Co0.5Ga3 (рис. 5), де-
монстрирующем самую высокую скорость релакса-
ции в ряду Fe1−xCoxGa3 за счет магнитных флукту-
аций и электронов проводимости [17]. Релаксация на
различных позициях Ga1 и Ga2 не носит качествен-
ных различий, хотя в случае Ga2 максимум более
выраженный.

При аппроксимации кривых восстановления мы
не фиксировали коэффициент растяжения β, так
что нам удалось отследить температурные зависи-
мости этого показателя для разных линий для об-
разцов Fe0.92Re0.08Ga3 и Fe0.92Mn0.08Ga3 (рис. 6). Все
три зависимости демонстрируют рост коэффициен-
та растяжения выше 200 К, указывающий на повы-
шение степени однородности системы с ростом тем-
пературы. Вероятно, этот процесс связан с ростом
тепловых осцилляций атомов и усреднением локаль-
ных скоростей релаксации. Более нетривиальная
картина наблюдается при низких температурах: в
Fe0.92Mn0.08Ga3 β остается в пределах 0.5–0.6 вплоть
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Рис. 5. (Цветной онлайн) Скорость ядерной спин-решеточной релаксации 1/T1 на ядрах 69Ga в зависимости от темпера-
туры в Fe0.92Re0.08Ga3 на позициях Ga1 (черные незакрашенные квадраты) и Ga2 (красные незакрашенные ромбы) и в
Fe0.92Mn0.08Ga3 на Ga1 (синие незакрашенные круги) вместе с симуляцией согласно выражению (1) (темно-желтая ши-
рокая кривая); также для сравнения приведены ранее опубликованные значения для FeGa3 (пурпурные закрашенные
треугольники) и Fe0.5Co0.5Ga3 (оранжевые закрашенные звезды) [17]. На вставке: зависимость скоростей релаксации
в Fe0.92Re0.08Ga3 от обратной температуры 1/T

до 5 К, в то время как обе линии Fe0.92Re0.08Ga3
демонстрируют уверенный рост коэффициента рас-
тяжения ниже 30 К. С одной стороны, сам по се-
бе низкотемпературный рост коэффициента растя-
жения релаксационной кривой является более ред-
ким явлением, чем высокотемпературный, с другой –
интересны причины различия поведения столь близ-
ких, на первый взгляд, составов.

Такой сложный характер температурных зависи-
мостей скорости релаксации и коэффициента растя-
жения мотивировал нас провести исследование ре-
лаксационных процессов также и на втором изото-
пе галлия 71Ga. Существенно различающиеся в раз-
ные стороны квадрупольные моменты и гиромаг-
нитные отношения двух изотопов галлия могут по-
мочь оценить характер преимущественного вклада
в релаксационные процессы в исследуемых соеди-
нениях. На рисунке 7 приведены температурные за-
висимости отношения скоростей релаксации на обо-
их изотопах R = (1/69T1)/(1/

71T1) для исследуе-
мых линий. Налицо резкое различие между рений-
и марганец-замещенными составами. В частности,
в Fe0.92Mn0.08Ga3 отношение скоростей релаксации
во всем диапазоне температур лежит в окрестно-
сти квадрата отношения гиромагнитных отношений
RM = (69γ/71γ)2 = 0.620, что указывает на преобла-
дающее значение магнитных спин-флуктуационных

Рис. 6. (Цветной онлайн) Температурные зависимости
коэффициента растяжения β для в Fe0.92Re0.08Ga3 на
позициях Ga1 (верхняя панель) и Ga2 (средняя панель)
и в Fe0.92Mn0.08Ga3 на Ga1 (нижняя панель)

процессов релаксации. Обе линии Fe0.92Re0.08Ga3, хо-
тя и демонстрируют также преимущественно спин-
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флуктуационный характер релаксации при прибли-
жении к комнатной температуре и ниже ∼ 60 К, ис-
пытывают существенное отклонение R от RM в об-
ласти промежуточных температур, что указывает
на рост вклада флуктуаций электронной плотности
в механизмы релаксации в окрестности максимума
скорости релаксации (рис. 5). При этом максимум R

для Ga2 более интенсивный и даже практически до-
стигает в районе 100 К значения RE = (69Q/71Q)2 =

= 2.554, соответствующего чисто квадрупольным ме-
ханизмам релаксации.

Рис. 7. (Цветной онлайн) Температурные зависимости
отношения скоростей релаксации на изотопах галлия
для в Fe0.92Re0.08Ga3 на позициях Ga1 (черные неза-
крашенные квадраты) и Ga2 (красные незакрашенные
ромбы) и в Fe0.92Mn0.08Ga3 на Ga1 (синие незакрашен-
ные круги)

С целью проверки предположения о преобладаю-
щей роли внутрищелевых состояний в ядерной спин-
решеточной релаксации мы сравнили зависимость
1/T1(T ) для Ga1 в Fe0.92Mn0.08Ga3 с теоретической
(широкая темно-желтая кривая на рис. 5), постро-
енной в модели прямоугольных зон, ранее успеш-
но примененной к FeSb2 [27] и FeGa3 [17]. В этой
модели мы учитываем собственно активацию носи-
телей заряда во внутрищелевую акцепторную зону
(1/T1)in-gap и обычный процесс активации через ос-
новную щель (1/T1)main-gap, ответственный за высо-
котемпературное поведение:

1

T1
=

(

1

T1

)

in-gap

+

(

1

T1

)

main-gap

=

= T {ρ2i [f(δ)−f(δ+ω)]+ρ2m[f(∆)−f(∆+W )]}, (1)

где f(ε) = [exp(ε/T ) + 1]−1 – функция распределе-
ния Ферми, W – ширина основной зоны, 2δ – ос-
новная щель, ω – ширина акцепторного уровня, 2δ –
расстояние между ним и валентной зоной (рис. 8).

Плотность состояний основных зон ρm полагаем
температурно-независимой, в то время как для ак-
цепторного уровня предполагается насыщение по за-
кону ρi = ρ0 exp(−T/T0) с характерной температурой
насыщения T0. На рисунке 8 отмечены три основных
температурных режима:

LT – низкие температуры, вероятность любых ак-
тивационных процессов стремится к нулю;

IT – промежуточные температуры, происходит
заброс носителей заряда на акцепторный уровень,
обусловленный электрон-дефицитным замещением,
при этом уровень насыщается по мере роста темпе-
ратуры;

HT – высокие температуры, акцепторный уро-
вень насыщен, и переброс носителей происходит
только через основную щель 2∆.

Рис. 8. (Цветной онлайн) Схема энергетических зон
Fe1−xMxGa3 (M=Mn и Re), см. текст

Описанная модель дает резкое падение скорости
релаксации с понижением температуры ниже ∼ 40 К
близко к активационному закону, что заметно рас-
ходится с наблюдаемой зависимостью 1/T1(T ) для
Fe0.92Mn0.08Ga3. Вероятно, при самых низких тем-
пературах начинают преобладать иные механизмы
релаксации (режим LT на рис. 8), поэтому мы симу-
лировали данные начиная только с ∼ 40 К (широкая
темно-желтая кривая на рис. 5). Поскольку основная
щель и зоны определяют поведение системы толь-
ко при достаточно высоких температурах, то симу-
ляция в исследованном диапазоне температур слабо
чувствительна к их параметрам, поэтому мы зафик-
сировали щель на уровне 2∆ = 2000К, примерно со-
ответствующем оценке из транспортных измерений
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Таблица 1. Параметры внутрищелевых зон интерметаллидов со структурой FeGa3, полученные из симуляции моделью прямо-
угольных зон

Параметр FeGa3 [17] Fe0.92Mn0.08Ga3

Расстояние между внутрищелевым уровнем и основной зоной 2δ 13 К 280 К

Характерная температура насыщения T0 11.5 К 105 К

для близких уровней замещения на марганец [15].
Варьированием остальных параметров зонной струк-
туры удалось описать экспериментальные данные с
хорошей точностью (рис. 5). При этом наилучшее со-
гласие достигается при значениях 2δ и T0 заметно
выше, примерно на порядок, таковых для исходного
FeGa3 (табл. 1). Такое различие объясняется суще-
ственно более высокой температурой соответствую-
щего максимума 1/T1(T ) в Fe0.92Mn0.08Ga3, посколь-
ку расстояние между зонами 2δ определяет нарас-
тание скорости релаксации с ростом температуры, а
T0 – напротив, спад с повышением температуры.

Низкотемпературное поведение скорости спин-
решеточной релаксации в Fe0.92Mn0.08Ga3, видимо,
определяется слабым магнетизмом, привносимым
марганцем. Измерения восприимчивости в [15] по-
казали, что замещающие железо атомы марганца
в системе Fe1−xMnxGa3 с низким x имеют магнит-
ный момент, близкий к теоретическому для спинов
S = 1/2, 1.73µB. Авторы этого исследования так-
же наблюдали низкотемпературные магнитные кор-
реляции, в том числе в близких к нашему соста-
вах. Такой магнетизм согласуется с предположением
о преимущественном формировании гетерогантелей
Fe–Mn, в которых неспаренный электрон марганца
оказывается изолированным.

В противоположность марганцевому замещению,
в Fe0.92Re0.08Ga3 скорость спин-решеточной релак-
сации испытывает резкое падение ниже максимума.
Качественно скорость падения 1/T1(T ) в этом диа-
пазоне температур похожа на симуляцию релакса-
ции за счет активационных процессов согласно (1)
(рис. 5). Действительно, представив эту зависимость
в полулогарифмических координатах log(1/T1) vs
1/T (вставка рис. 5), мы видим для обеих пози-
ций галлия практически линейные участки, соот-
ветствующие активационной зависимости. Наблюда-
емая разница с Fe0.92Mn0.08Ga3 может быть связана
с вышеупомянутым преимущественным формирова-
нием гомогантелей Re–Re: если ионы рения также
имеют спин S = 1/2, то, расположенные вместе, они
формируют спиновый синглет S = 0, не оказываю-
щий уже такого заметного влияния на галлий.

Заключение. В данной работе мы синтезирова-
ли и исследовали два электрон-дефицитных соста-

ва на основе FeGa3: с замещением железа на рений
(Fe0.92Re0.08Ga3) и на марганец (Fe0.92Mn0.08Ga3).
Оба соединения имеют равные степени замещения
8 % и равное количество валентных электронов на
формульную единицу – по 16.92. Несмотря на ожи-
даемое сходство, исследование локальной электрон-
ной структуры методом ЯКР выявило существен-
ные различия как в статическом распределении элек-
тронной плотности, так и в ее динамических свой-
ствах. Это связано, по-видимому, с различным ха-
рактером распределения замещающих атомов: в то
время как рений формирует преимущественно гомо-
гантели Re–Re, марганец в основном встраивается
в гетерогантели Fe–Mn. Тем не менее оба исследу-
емых соединения объединяет наличие довольно ем-
кого акцепторного уровня внутри основной щели. В
отличие от исходного FeGa3, где внутрищелевые со-
стояния были связаны с дефектами, в замещенных
составах такой уровень строго обусловлен количе-
ством и типом замещающих атомов. Таким образом,
в представленном исследовании мы описали изме-
нение электронной структуры в перспективной тер-
моэлектрической системе на основе FeGa3 под дей-
ствием электрон-дефицитного замещения и показа-
ли, что это изменение также сильно зависит от ти-
па замещающих атомов. Полученные результаты мо-
гут быть полезны для определения направления по-
иска и оптимизации термоэлектрических материалов
на основе интерметаллидов, поскольку их эффектив-
ность тесно связана с электронной структурой. При
этом некоторые неразрешенные вопросы относитель-
но природы флуктуационных процессов (конкретные
механизмы низкотемпературной релаксации, квад-
рупольный вклад в районе максимума и низкотемпе-
ратурное снижение дисперсии релаксационных про-
цессов в рений-замещенном соединении) в представ-
ленных электрон-дефицитных системах остаются от-
крытыми и требуют дальнейшего изучения.
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В работе представлены результаты исследований колебательного спектра кристалла PbNi1/3Nb2/3O3

(PNN) с помощью рамановского рассеяния света в интервале температур от 100 до 650 K, включа-
ющем в себя область “размытого фазового перехода” c максимумом диэлектрической проницаемости
при Tm = 150 K на частоте 10 кГц. Поляризованные спектры рассеяния света в PNN подобны спек-
трам, наблюдавшимися в ряде исследованных релаксорных сегнетоэлектриков со структурой перовскита
AB′B′′O3. Анализ температурной эволюции фононных мод позволил выделить особые точки в динамике
кристаллической решетки PNN – при T1 = 280 K и Tm = 150 K. Показано, что аномалии в температурной
поведении оптических фононов в окрестности T1 могут быть связаны с динамикой полярных нанооб-
ластей, характер которой меняется от динамической, к статической. В исследованном температурном
интервале для кристаллов PNN предложена последовательность фазовых превращений.

DOI: 10.31857/S0370274X24110179, EDN: GTFPGA

Релаксорные сегнетоэлектрики из семейства пе-
ровскитов с общей формулой AB′B′′O3 являются
предметом активных исследований на протяжении
последних десятилетий. Эти соединения являются
очень интересным примером частично разупорядо-
ченных кристаллов, в которых в B-подрешетку пе-
ровскита ABO3 вводят два разновалентных иона.
Это приводит к принципиальному изменению дина-
мики решетки: появляется широкая, размытая по
температуре частотно-зависимая аномалия диэлек-
трического отклика, не связанная в общем случае со
структурным фазовым переходом. Повышение час-
тоты приводит к смещению максимума диэлектри-
ческой проницаемости (Tm) в область высоких тем-
ператур. При T < Tm возникает состояние релак-
сорного сегнетоэлектричества (релаксоров) [1]. Ме-
ханизмы возникновения этого состояния на протя-
жении многих лет широко обсуждаются научной об-
щественностью [1–4], но до сих пор единая точка зре-
ния не сложилась. Консенсус во мнениях исследова-
телей сложился в понимании ключевой роли поляр-
ных нанообластей в появлении релаксорного состоя-
ния [2–4].

Характерной особенностью сложнокомпонентных
перовскитов с общей формулой A′xA

′′
1−xB

′
yB
′′
1−yO3, к

1)J.-H. Ko.
2)e-mail: sergey.lushnikov@mail.ioffe.ru

которым относятся и релаксоры, является поляри-
зованный спектр рамановского рассеяния света, на-
блюдаемый практически во всех соединениях из это-
го семейства, хотя такие рамановские спектры запре-
щены правилами отбора для кристаллов со струк-
турой перовскита (пр. группа Pm3̄m). Более того,
наблюдаемые в кубических релаксорах спектры ра-
мановского рассеяния подобны [5, 6]. В литературе
обсуждались разные причины нарушений правил от-
бора в сложнокомпонентных перовскитах [6–8]. Наи-
более вероятный механизм появления рамановского
рассеяния в релаксорах, по-видимому, связан с ло-
кальными искажениями структуры перовскита из-
за неэквивалентности кислородных октаэдров, об-
разующихся при росте кристаллов при статистиче-
ском распределении B′ и B′′ ионов [4]. Исследова-
ния динамики решетки релаксоров с помощью ра-
мановской спектроскопии были направлены в основ-
ном на поиск мягких мод, ответственных за анома-
лию диэлектрического отклика (см. [2, 4] и ссылки
в них). Результаты этих исследований показали до-
статочно сложную картину температурной эволюции
низкочастотной области колебательного спектра ре-
лаксоров [4], появление в спектрах рассеяния света
квазиупругой компоненты, температурное поведение
которой определяется динамикой полярных нанооб-
ластей [2, 9–11].
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В последнее десятилетие было показано, что ди-
намика фазовых превращений релаксорных сегне-
тоэлектриков меняется в соединениях с магнитны-
ми ионами в B-подрешетке. Возникают дополни-
тельно к релаксорному состоянию антиферромаг-
нитные и спин-стекольные, как для кристаллов
PbFe1/2Nb1/2O3 (PFN), так и PbFe1/2Ta1/2O3 (PFT)
[12]. А в некоторых случаях – реализуется зарядо-
вое фазовое расслоение, обнаруженное в кристал-
лах PbCo1/3Nb2/3O3 (PCN) [13] и предполагающе-
еся для PbNi1/3Nb2/3O3 (PNN) [14]. Первые иссле-
дования динамики кристаллической решетки в PCN
с помощью рамановской и бриллюэновской спектро-
скопии показали нерелаксорное поведение фононной
и релаксационной подсистем, что связывалось авто-
рами [15] с зарядовым фазовым расслоением.

Релаксорный сегнетоэлектрик PbNi1/3Nb2/3O3

(PNN) был синтезирован одновременно с модель-
ным и к настоящему времени хорошо изученным
кристаллом PbMg1/3Nb2/3O3 (PMN) в 1958 г. [16].
Но динамика решетки кристалла PNN изучена
существенно хуже. Симметрия кристаллов PNN
при комнатной температуре кубическая Pm3̄m с
a = 4.03 Å [14]. Высказывались предположения о
существовании низкотемпературного фазового пере-
хода в ромбоэдрическую фазу [17], но исследования
поведения теплоемкости не обнаружили неустойчи-
вости кристаллической решетки PNN в диапазоне
температур от 2 до 400 K [18]. Исследования ди-
электрических свойств кристаллов PNN показали
существование “размытых”, частотно-зависимых
аномалий диэлектрического отклика в окрестности
Tm, подобных тем, что наблюдаются в модельном
релаксоре PMN [19]. Максимум диэлектрической
проницаемости при увеличении пробной частоты
смещается в сторону высоких температур. Анализ
температурного поведения проводимости на по-
стоянном токе показал его термоактивационный
характер, с энергиями активации Ea = 770мэВ при
T > 310K и Ea = 23мэВ при T < 310K. Результаты
исследований частотной зависимости проводимо-
сти дают основание предполагать существование
полярных областей с локальной проводимостью в
области низких температур, связанных с зарядовым
фазовым расслоением [14]. Это состояние может
быть обусловлено конечной вероятностью туннели-
рования eg электронов между ионами Ni2+ и Ni3+,
находящихся в полярных областях [13]. В работе
[14] показано, что при увеличении температуры, в
окрестности 350 K, характер проводимости в PNN
плавно меняется от локальной (при T < 350K) к
объемной. Исследования температурного поведения

объемного коэффициента теплового расширения
в PNN позволили определить температуру Берн-
са (Td = 390 ± 40K), ниже которой возникает
среднеквадратичная поляризация, определяемая по-
лярными нанообластями [20]. Изучение магнитных
свойств PNN продемонстрировало парамагнитный
характер поведения магнитной восприимчивости
вплоть до 5 K [21]. Первые работы по рамановской
спектроскопии кристаллов PNN показали суще-
ствование поляризованного рамановского спектра
[22, 23], но детальные исследования температурного
поведения длинноволновых оптических фононов
не проводились. Это мотивировало нас провести
детальные исследования динамики кристаллической
решетки в кристалле PNN в окрестности аномалии
диэлектрического отклика с помощью рамановского
рассеяния света и сопоставить эти результаты с
опубликованными данными по поведению длинно-
волновых оптических фононов в PMN.

Монокристаллы PNN, с кубической огранкой,
желто-зеленого цвета, были выращены методом
спонтанной кристаллизации. Состав кристаллов
PNN был подтвержден рентгенофлуоресцентным
методом. После предварительной ориентации c
помощью рентгеноструктурного анализа из кри-
сталлов были вырезаны пластины 1 × 2 × 3мм.
Плоскость (100) в образце была отполирована до
оптического качества. Образцы кристалла PMN в
виде пластин 1 × 2 × 3мм были приготовлены из
були, выращенной методом Чохральского, состав
и ориентация образца были проверены с помощью
рентгеноструктурного анализа.

Эксперименты по рамановскому рассеянию све-
та в кристаллах PNN проводились с помощью спек-
трометра LabRam HR Evolution (Horiba, Japan), cо
встроенным оптическим микроскопом и супер-нотч
фильтром для подавления рэлеевского рассеяния на
несмещенной частоте. Источником света в этих из-
мерениях служил твердотельный лазер (Torus 532,
Laser Quantum) с λ = 532 нм. Мощность падающе-
го света на образце была не выше 42 мВт. Поляриза-
ции падающего и рассеянного света в 180◦ геометрии
рассеяния были направлены вдоль [001], qph‖[100]
как для PNN, так и для PMN. В экспериментах
анализировались спектры с поляризацией X(ZZ)X–
(VV), и X(ZY)X–(VH). Разрешение прибора состав-
ляло 0.5 см−1. Квазиупругое рассеяние света (QELS),
наблюдаемое на нулевой частоте, хорошо описывает-
ся дебаевским релаксатором [24]. Результаты анали-
за температурного поведения квазиупругого рассея-
ния света в PNN будут опубликованы отдельно. Во
всех температурных экспериментах (от 90 до 650 K)
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Рамановские спектры PNN в VV-поляризации (a) и VH-поляризации (b) при различных
температурах. Для сопоставления представлены экспериментальные спектры рассеяния в кристалле PMN (a), (b).
Сплошными линиями представлены результаты подгонки спектров с помощью выражений (1) и (2) (см. текст). На
вставке приведен в увеличенном масштабе результат подгонки низкочастотной области спектра рассеяния

образец помещался в оптическую камеру для нагре-
вания и охлаждения (Linkam 600), фиксирующуюся
на предметном столике микроскопа, точность стаби-
лизации температуры составляла ±1 ◦С. При анали-
зе экспериментальных спектров рассеяния света ис-
пользовалась сумма функции Лоренца для фононов
и функции для дебаевского релаксатора, которым
описывалось квазиупругое рассеяние света:

I0(v) = IB +
2AQELS

π

ΓQELS

4v2 + Γ2
QELS

+

+
∑

i

2Ai

π

Γi

4(v − vi)2 + Γ2
i

, (1)

где Ai – интенсивность, vi – положение, Γi – пол-
ная ширина на полувысоте линии в спектре, IB –
фоновая интенсивность соответственно. При подгон-
ке экспериментальных рамановских спектров PNN
проводилась коррекция интенсивности линий (I) на
фактор Бозе–Эйнштейна, для чего использовалась
выражение (2):

I(v) = I0(v)[n(v) + 1], где n(v) = (ehv/kT − 1)−1, (2)

здесь h – постоянная Планка, k – постоянная Больц-
мана, T – температура образца. Обработка спектров

проходила с помощью метода наименьших квадратов
в среде пакета MatLab.

В ходе измерений были получены хорошо по-
ляризованные рамановские спектры PNN и PMN
(рис. 1a, b). Как хорошо видно из рис. 1, спектры ра-
мановского рассеяния в PNN подобны тем спектрам,
которые наблюдаются в PMN. Это дает нам основа-
ние предположить, что механизмы появления рама-
новского рассеяния первого порядка в PMN и PNN
одни и те же. В настоящей работе мы будем ана-
лизировать температурные зависимости частоты и
ширины на полувысоте основных мод в раманов-
ских спектрах PNN, сопоставляя их с поведением
аналогичных мод в кристалле PMN [25]. Таким об-
разом, мы рассматриваем поведение двух низкоча-
стотных колебаний в VH поляризации с частотами
B (v3 = 37 см−1) и A (v4 = 55 см−1) и двух хорошо
определенных мод в VV поляризации с частотами C
(v1 = 39 см−1) и D (v2 = 782 см−1) (рис. 1). Значение
частот мод указано для комнатной температуры.

Температурная эволюция спектров рассеяния
света в кристаллах PNN показана на рис. 1. Там
же представлены и примеры подгонки эксперимен-
тальных спектров с помощью выражений (1) и (2).
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На рисунке 1 хорошо видно, что в области высоких
температур спектры упрощаются, исчезают допол-
нительные структуры. В релаксорном состоянии
(при T < Tm) интенсивность основных мод падает, а
сами спектры становятся существенно сложнее.

Температурное поведение частоты и ширины на
половине высоты FWHM (далее просто – ширины)
для C (v1 = 39 см−1) и D (v2 = 782 см−1) мод в VV-
поляризации в PNN представлены на рис. 2 и 3 соот-
ветственно. Из рисунка 2 хорошо видно, что часто-
та моды C v1(T ) плавно уменьшается (“смягчается”)
при понижении температуры от 45 см−1 при 650 K до
39 см−1 при 265 K, т.е. изменяется на 13 % в интерва-
ле 390 градусов.

Рис. 2. (Цветной онлайн) Температурная зависимость
частоты и ширины на полувысоте (FWHM) моды C
(v1 = 39 см−1) в рамановских спектрах PNN с VV по-
ляризацией

В окрестности T1 = 280K в зависимости v1(T ) на-
блюдается минимум, после которого величина v1(T )
начинает увеличиваться, достигая при 100 K значе-
ний 44.5 см−1, т.е. возвращается практически к ис-
ходным (высокотемпературным) значениям. Шири-
на C моды увеличивается почти в 2 раза (с 30 до
50 см−1) при понижении температуры от 650 K до
280 К (рис. 2). В окрестности минимума частоты за-
метна аномалия в поведении FWHM в виде мак-
симума при T1. При понижении температуры ниже
Tm = 150K ширина моды C снова начинает рас-
ти, демонстрируя в окрестности Tm хорошо опре-
деленный минимум. Подобное температурное пове-
дение моды С наблюдалось и в рамановском рассе-
янии кристалла PMN [25]. В работе [25] минимум
частоты этой моды связывался с особой температу-
рой T ∗ в динамике фононной подсистемы кристал-
ла PMN, которая соответствовала изменениям в ди-
намике ближнего порядка (динамике полярных на-
нодоменов). По-видимому, наблюдаемые аномалии в

Рис. 3. (Цветной онлайн) Температурная зависимость
частоты и ширины на полувысоте (FWHM) моды D

(v2 = 781 см−1) в рамановских спектрах PNN с VV по-
ляризацией. Сплошная линия – результат аппроксима-
ции экспериментальных данных выражением (3) (см.
текст). На вставке показана температурная зависи-
мость отклонения экспериментальных данных от рас-
четной зависимости частоты согласно выражению (3)

области T1 в PNN также связаны с изменениями в
динамике полярных нанообластей, возникающих в
окрестности температуры Бернса (Td).

Частота высокочастотной D моды (v2) в PNN
(рис. 3) линейно растет с понижением температуры
от ∼ 777 см−1 при 650 K до ∼ 782 см−1 в окрестности
300 K. Ниже 300 K частота слабо меняется с темпера-
турой, демонстрируя широкий максимум в зависимо-
сти v2(T ) в области T1. Ширина D моды нелинейно
уменьшается с понижением температуры (рис. 3). Та-
кое поведение высокочастотной D моды от темпера-
туры в рамановских спектрах PNN хорошо коррели-
рует с температурным поведением соответствующей
моды в рамановских спектрах PMN [25].

Практически линейное уменьшение частоты с
увеличением температуры, как правило, связано с
ангармонизмом кристаллической решетки [26] и опи-
сывается в первом приближении выражением (3):

v = v0 + b

(

1 +
2

exp
(

~v0
2kT

)

− 1

)

, (3)

в котором 2 член определяются 3-х фононным про-
цессом. При этом v0 и b – это константы модели,
h – постоянная Планка, k – постоянная Больцмана
и T – температура. Выражение (3) использовалось
нами как первое приближение для описания поведе-
ния линейного уменьшения частоты модыD при уве-
личении температуры. Аппроксимация температур-
ной зависимости частоты v2 с помощью выражения
(3) показала, что температурная зависимость v2(T )
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хорошо описывается 3-х фононным процессом при
T > 300K. Это хорошо видно на рис. 3, где сплош-
ной линией мы представили результаты аппрокси-
мации выражением (3), в котором (v0 = 788 см−1,
b = −0.8 см−1). Учет четырех-фононного процесса
так же, как и возможный вариант ангармоническо-
го распада фонона на фононы различных энергий
при аппроксимации зависимости v2(T ) не улучшил
результатов. Очень интересно, что при T < 300K на-
чинается отклонение наблюдаемой эксперименталь-
ной зависимости v2(T ) от рассчитанного согласно (3)
поведения моды (вставка на рис. 3). Это отклоне-
ние нелинейно растет при понижении температуры.
Такое аномальное поведение частот жестких опти-
ческих мод (отклонение от рассчитанных в рамках
ангармонизма) при изменении температуры обычно
связывается со структурными фазовыми перехода-
ми в кристаллах [27, 28]. При этом температурная
зависимость отклонения, выделенная описываемым
выше образом, ведет себя подобно параметру поряд-
ка, как, например, это наблюдалось в кристаллах
BiMn3Cr4O12 [29]. В нашем случае для кристаллов
PNN температурная зависимость отклонения не мо-
жет быть связана со структурным фазовым перехо-
дом. По-видимому, наблюдаемая на вставке к рис. 3
температурная зависимость отклонения определяет-
ся изменениями в динамике полярных нанообластей,
связанных с фононной подсистемой.

В рамановском спектре PNN с VH-поляризацией
хорошо видна низкочастотная широкая линия, состо-
ящая из двух мод, которые легко разделяются при
обработке спектров на две моды B (v3 = 37 см−1) и A
(v4 = 55 см−1) (см. вставку на рис. 1b). ЧастотаB мо-
ды линейно уменьшается от значений 40.5 см−1 при
650 K до 35.5 см−1 в окрестности 100 K, т.е. на 13 %
(рис. 4). Такое же поведение частоты наблюдается и

Рис. 4. Температурные зависимости частоты и шири-
ны на полувысоте (FWHM) моды B (v3 = 37 см−1) в
рамановских спектрах PNN с VH поляризацией

Рис. 5. Температурные зависимости частоты (а) и ши-
рины на полувысоте (FWHM) (b) моды A (v4 =

= 55 см−1) в рамановских спектрах PNN с VH поля-
ризацией

для аналогичной моды (с частотой ∼ 40 см−1) в PMN
[25], хотя ее изменения существенно меньше. Ширина
этой моды нелинейно растет с уменьшением темпера-
туры. Таким образом, в температурной зависимости
B моды не наблюдается никаких аномалий ни в од-
ной из особых точек в динамике фазовых превраще-
ний PNN (Td, T1, Tm). Мода A с частотой v4 (рис. 5a)
имеет более сложную температурную зависимость. В
интервале температур 300 K< T < 650K ее частота
медленно уменьшается при понижении температуры,
меняясь с 56.5 до 55 см−1, образуя широкий минимум
в окрестности ∼ 300 K. При дальнейшем снижении
температуры зависимость v4(T ) начинает нелинейно
расти, увеличивается до ∼ 61.5 см−1 при 100 K (рост
частоты примерно на 10 %). Подобный характер из-
менений частоты соответствующей моды (∼ 50 см−1)
при VH-поляризации наблюдается и в PMN, где в ее
температурной зависимости наблюдается минимум
в окрестности температуры T ∗ [25]. Хотя диапазон
этих изменений в PMN существенно меньше, чем в
PNN.

Ширина моды A нелинейно увеличивается при
понижении температуры, не демонстрируя никаких
аномалий в окрестности температуры Бернса или
других особых точках “фазовой диаграммы” кри-
сталла PNN, подобно соответствующей моде в кри-
сталле PMN [25]. Анализируя полученные в насто-
ящих экспериментах результаты, можно отметить,
что мы не можем на основе настоящих данных свя-
зать возможное возникновение фазового расслоения
в кристалле PNN с поведением длинноволновых оп-
тических фононов. Скорее, наблюдаемая картина
аномалий частоты и ширины основных фононных
мод в кристалле PNN подобна той, что наблюдается
в релаксорном сегнетоэлектрике PMN. Мы наблю-
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даем “смягчение” частот всех основных низкочастот-
ных мод, сопровождающиеся ростом их ширины на
полувысоте. Минимум частоты в окрестности 280 K в
температурных зависимостях сменяется ростом при
понижении температуры. Высокочастотная мода де-
монстрирует нормальное поведение “жесткой моды”,
с аномальным вкладом динамики ближнего порядка
при температурах ниже 300 K. Формирование поляр-
ных нанообластей в окрестности температуры Берн-
са, проявляющееся в аномальном поведении акусти-
ческих фононов в релаксорных сегнетоэлектриках
[30, 31] и аномалиях в поведении низкочастотных оп-
тических фононов в рамановском рассеянии в PMN
[2, 25] в настоящих исследованиях не обнаружено.

Суммируя результаты настоящих исследований
поведения длинноволновых оптических фононов в
кристалле PNN, можно отметить следующее:

1. В температурных зависимостях частоты как
низкочастотных, так и высокочастотной мод A, C
и D в PNN мы наблюдаем аномалии в окрестности
T1 = 280K, подобные тем, что наблюдаются в тем-
пературном поведении соответствующих мод в рама-
новском рассеянии в кристалле PMN. В окрестности
этой же температуры мы видим аномалию в поведе-
нии ширины низкочастотной C моды. Можно пред-
положить, что в окрестности T1 происходит обра-
зование статических полярных нанообластей, анало-
гично тому процессу, который наблюдается в окрест-
ности температуры T ∗ = 400K в кристалле PMN.

2. Анализ температурного поведения раманов-
ских спектров позволил предложить следующую по-
следовательность фазовых превращений в кристалле
PNN (отсутствующую в литературе): в окрестности
Td = 400K возникают динамические полярные на-
нообласти, при понижении температуры существу-
ет выделенная температура T1 = 280K (подобная
T ∗ в PMN [25]), в окрестности которой образуют-
ся статические нанообласти. Дальнейшее понижение
температуры (при T < Tm) приводит к возникнове-
нию релаксорного сегнетоэлектрического состояния.
Предложенная последовательность фазовых превра-
щений в кристаллах PNN требует дальнейших иссле-
дований и уточнений.
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Исследовано влияние изменения величины спинового тока на магнитную восприимчивость маг-
нонного нановолновода, представляющего собой гетероструктуру “ферромагнетик–нормальный ме-
талл”. Основываясь на теоретической модели Ландау–Лифшица–Гильберта с токовым членом в форме
Слончевского–Берже, описывающей динамику намагниченности с учетом переноса спинового момента,
получены выражения для действительной и мнимой частей магнитной восприимчивости в геометрии
поверхностных спиновых волн в затухающем режиме. Полученная модель хорошо аппроксимирует экс-
периментальные данные, демонстрирующие рост амплитуды спиновых волн, распространяющихся в ге-
тероструктуре YIG/Pt. Показано, что усиление спинового тока приводит к росту резонансной частоты
спиновых волн и величин компонент тензора магнитной восприимчивости в резонансе. Результаты рабо-
ты могут быть использованы для создания волноводов спиновых волн, в которых возможно управление
потерями, и высокочувствительных сенсоров магнитных полей.

DOI: 10.31857/S0370274X24110187, EDN: GWXIGS

В настоящее время активно развиваются техно-
логии, для которых требуются новые методы об-
работки и передачи информации на наномасшта-
бах. Продолжающаяся миниатюризация электрон-
ных компонентов традиционных полупроводниковых
устройств подводит существующие технологии к сво-
им физическим и технологическим пределам, в част-
ности, в вопросах энергоэффективности и теплоот-
дачи. Это создает спрос на поиск альтернативных
технологий, которые могли бы позволить улучшать
характеристики информационных систем, таких как
скорость передачи информации, размеры и энерго-
потребление.

Одним из предлагаемых подходов является созда-
ние магнонных устройств, которые используют спи-
новые волны для обработки и передачи информа-
ции [1, 2]. Спиновые волны, или волны намагничен-
ности, обладают рядом преимуществ по сравнению
с электромагнитными, на основе которых функцио-
нируют элементы традиционной электроники, в том
числе в наномасштабных устройствах. В отличие от
электрических токов, распространение которых свя-
зано с тепловыми потерями, спиновые волны могут
распространяться без переноса заряда, тем самым
значительно снижая потребление энергии [3]. Кроме
того, на одной и той же частоте спиновые волны име-

1)e-mail: ostemnaya@gmail.com

ют на 2–3 порядка более короткие длины волн, чем
электромагнитные, что имеет значительную роль в
вопросах миниатюризации [4, 5]. Таким образом, сов-
мещение магнонных устройств с полупроводниковой
электроникой может стать значительным шагом в ее
развитии.

Важной задачей в этой области является разра-
ботка методов контроля затухания распространяю-
щихся спиновых волн [6–8]. Управление собствен-
ным затуханием в магнонных структурах необходи-
мо для того, чтобы спиновые волны могли распро-
страняться на большие расстояния без потери мощ-
ности. В ряде исследований [9–11] продемонстриро-
вано, что усиление распространяющихся спиновых
волн за счет переноса спинового момента является
эффективным способом управления собственным за-
туханием. Интерес исследователей в основном сосре-
доточен на усилении амплитуды спиновых волн, в то
время как вопрос влияния спинового тока на магнит-
ную восприимчивость χ̂ остается неисследованным.
Известно, что χ̂ определяет главные характеристики
магнитных материалов. Так, общая форма выраже-
ния для дисперсионной характеристики ферромаг-
нетика ωr (k) содержит члены, зависящие от ком-
понент χ̂ и меняющие наклон характеристики, что
приводит к изменению распределения энергии в ма-
териале вдоль разных направлений, что в свою оче-
редь влияет на распространение и усиление спино-
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вых волн. Магнитная восприимчивость определяет
величину отклика ферромагнетика на внешнее маг-
нитное поле, так что в материалах с более высокой
χ̂ влияние внешнего воздействия на спиновые волны
увеличивается.

В данной работе изучается влияние усиления
спинового тока в гетероструктуре “ферромагнетик–
нормальный металл” (ФМ-НМ) на резонансные час-
тоты и величины компонент тензора магнитной вос-
приимчивости в резонансе. Усиление спинового то-
ка достигается за счет переноса спинового момента,
возникающего благодаря спиновому эффекту Хол-
ла при пропускании электрического тока через тон-
кий слой НМ с большим спин-орбитальным взаи-
модействием (рис. 1). Проведено сравнение феноме-
нологической теоретической модели для динамики
намагниченности, описываемой уравнением Ландау–
Лифшица–Гильберта, с экспериментом [9], в котором
продемонстрирован экспоненциальный рост ампли-
туды спиновых волн в гетероструктуре, состоящей из
слоя доппированного висмутом железо-иттриевого
граната (BiYIG) толщиной L1 = 20 нм и слоя плати-
ны (Pt) толщиной L2 = 6 нм. В отличие от экспери-
мента, проведенного для докритической и закрити-
ческой областей с ориентацией внешнего магнитно-
го поля вне плоскости образца (H0 ⊥ k, θ = 30◦), мы
рассматриваем только докритическую область суще-
ствования спиновых волн (ниже порога возбуждения
автоколебаний) в случае, когда в структуре распро-
страняются поверхностные магнитостатические вол-
ны (H0 ⊥ k, θ = 0◦). В [9] направление постоянно-
го внешнего магнитного поля θ = 30◦ обеспечива-
ло значительное уменьшение эллиптичности траек-
тории движения вектора намагниченности и нели-
нейного сдвига частоты, однако в рассматриваемой
в данной работе докритической области эти эффек-
ты не проявляются, поэтому выбор угла θ◦ здесь
непринципиален.

Динамика намагниченности M с учетом затуха-
ния и эффекта переноса спинового момента из слоя
НМ в ФМ может быть описана уравнением Ландау–
Лифшица–Гильберта–Слончевского [4]:

dM

dt
= −γ0 (M×Heff) +

α

Ms

(

M× dM

dt

)

+

+
σI

Ms
M×M× p, (1)

где γ0 = |γ|µ0, |γ| – гиромагнитное отношение, Heff –
эффективное магнитное поле, α – константа зату-
хания, зависящая от константы затухания Гильбер-
та и спиновой накачки, σ = Cγ/L1, Ms – намагни-
ченность насыщения, L1 – толщина ферромагнетика,

Рис. 1. (Цветной онлайн) Исследуемая гетерострукту-
ра “ферромагнетик–нормальный металл”. В ферромаг-
нитном слое распространяются поверхностные спино-
вые волны, возбуждаемые микроволновой антенной. За
счет постоянноего электрического тока, протекающе-
го через металлический слой, возникает спиновый ток,
направленный перпендикулярно границе раздела сло-
ев гетероструктуры и создающий дополнительный кру-
тящий момент, приводящий к уменьшению затухания
спиновых волн

где происходит спиновый транспорт, C – феномено-
логическая константа, характеризующая эффектив-
ность переноса спинового момента из НМ в ФМ [10].
Эффективое поле состоит из внешнего постоянного
магнитного поля H0, динамического поля антенны
ha = ha(k, ω), дипольного hd = hd(k, ω) и обменно-
го hex = hex(k, ω) полей. В случае малых отклонений
колебаний намагниченности m = m (k, ω) от положе-
ния равновесия M0, т.e. |m| ≪ |M0|, уравнение (1)
может быть линеаризовано и представлено в виде

iωm = −γ0 (M0 × [hd + hex]) +M0 × ha +

+m×H0 +
iωα

M0
(M0 ×m) +

+
σI

Ms
(M0 · p)m. (2)

Для планарных магнитных структур усредненное
внутреннее дипольное магнитное поле записывается
в виде [12]

hd = −







P sin2(θ) P cos(θ) sin(θ) 0

P cos(θ) sin(θ) P cos2(θ) 0

0 0 1− P






m,

(3)

где θ – угол между векторами стационарной намаг-
ниченности и волнового числа и

P =
1− e−kL1

kL1
. (4)
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Поле неоднородного обмена для плоских волн мо-
жет быть выражено в виде

hex = −αexk
2m, (5)

где αex – константа неоднородного обмена. В геомет-
рии поверхностных спиновых волн в случае, когда
вектор внешнего магнитного поля направлен вдоль
оси y, уравнение (1) может быть упрощено и пред-
ставлено в виде [12]
[

ω1 + iωα iω − ωI

ωI − iω ω2 + iωα

][

mx

mz

]

= ωM

[

hx

hz

]

, (6)

частота спинового тока ωI определяется как

ωI =
σI

Ms
(M0 · p) . (7)

Так как
[

mx

mz

]

= χ̂

[

hx

hz

]

, (8)

получаем выражение для тензора магнитной воспри-
имчивости χ̂ из системы (6):

χ̂ = ωM

[

ω1 + iωα iω − ωI

ωI − iω ω2 + iωα

]−1

=

= ωM
1

det

[

ω2 + iωα ωI − iω

iω − ωI ω1 + iωα

]

. (9)

Здесь det = ωr
2 −

(

1 + α2
)

ω2 + iωΓeff; Γeff =

= α (ω1 + ω2) − 2ωI; ω1 = ω0 + ωM

(

λexk
2 + 1− P

)

;
ω2 = ω0 + ωM

(

λexk
2 + P

)

. Дисперсионная характе-
ристика ωr(k) определяется выражением

ωr =
√

ω1ω2 + ωI
2. (10)

Таким образом, выражения для компонент тен-
зора магнитной восприимчивости с учетом усиления
спинового тока имеют следующий вид:

χxx = χ′xx − iχ′′xx =
ωM (ω2 + iωα)

ωr
2 − ω2 + iωΓeff

, (11)

χzz = χ′zz − iχ′′zz =
ωM (ω1 + iωα)

ωr
2 − ω2 + iωΓeff

, (12)

χxz = χ′xz − iχ′′xz =
ωM (iω − ωI)

ωr
2 − ω2 + iωΓeff

. (13)

На рисунке 2 сплошными линиями показаны про-
странственные зависимости амплитуды спиновых

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимости интенсивности
спиновых волн от расстояния при разных величинах
постоянного электрического тока I . Точки – экспери-
ментальные данные [9], линии – результат численного
моделирования

волн при двух значениях постоянного электрическо-
го тока I = 0мА и I = 0.6мА, построенные численно;
точки взяты из эксперимента [9]. Видно, что при про-
пускании электрического тока через слой нормаль-
ного металла наблюдается рост амплитуды спино-
вых волн вследствие возникновения спинового эф-
фекта Холла. Таким образом, пространственное за-
тухание спиновых волн уменьшается при росте по-
стоянного тока. Для численных оценок использова-
лись следующие параметры: α = 0.21, Ms = 1.5мТл,
vg = 135м/c, λex = 7.3 · 10−10 м, Ith = 1 · 10−3 A,
γ ≈ 2π · 28ГГц/Тл, µ0 = 1.256 · 10−6 Гн/м.

Спиновый эффект Холла также влияет на дис-
персионную характеристику спиновых волн ωr (k),
как показано на рис. 3. Видно, что выражение
(10) хорошо аппроксимирует экспериментальные
данные [9] для случая, когда вектор внешнего маг-
нитного поля лежит в плоскости образца. Влияние
спинового тока приводит не только к компенсации
потерь, но и к смещению вверх дисперсионной
характеристики, при этом ее характер не меняется.
Таким образом, уменьшение эффективного затуха-
ния делает возможным возбуждение спиновых волн
с более высокими частотами волн на одной и той
же длине волны. Изменение электрического тока от
I = 0мА до Ith = 1мА (ток возникновения автоко-
лебаний) приводит к росту частоты возбуждаемых
спиновых волн приблизительно на 2 %.

Рассмотрим влияние усиления спинового тока
на магнитную восприимчивость гетероструктуры χ̂.
Рост величины электрического тока I, проходящего
через НМ, приводит к увеличению ωI согласно выра-
жению (7). Так как ω1ω2 ≫ ω2

I , из выражений (10)–
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Дисперсионные характери-
стики спиновых волн, построенные в случае, когда
на структуру действует электрический ток величиной
I = 0 мА и Ith = 1 мА. Точки – экспериментальные дан-
ные [9], кривые – результат численного моделирования

(13) следует, что спиновый ток, возбуждаемый в ФМ
благодаря спиновому эффекту Холла, приводит к ро-
сту |χzz |, как показано на рис. 4; компоненты |χxx| и
|χxz| претерпевают такие же изменения. Магнитная
восприимчивость, которая определяется отношением
намагниченности M к величине внешнего магнитно-
го поля H0, чувствительна к коллективной спиновой
динамике, поэтому рост амплитуды спиновых волн
приводит к увеличению компонент χ̂ в резонансе.

Рис. 4. (Цветной онлайн) Зависимость модуля магнит-
ной восприимчивости χzz от частоты ω при разных ве-
личинах постоянного тока I

Таким образом, в работе исследовано влияние
усиления спинового тока на магнитную восприимчи-
вость гетероструктуры ФМ–НМ в случае распро-

странения поверхностных спиновых волн. Показа-
но, что представленная математическая модель хоро-
шо аппроксимирует экспериментальные данные [9],
полученные в докритическом режиме. Результаты
численного моделирования демонстрируют усиление
амплитуды и частоты спиновых волн и рост маг-
нитной восприимчивости при пропускании через ме-
таллический слой постоянного электрического тока.
Представленные результаты могут быть использо-
ваны при создании высокочувствительных сенсоров
магнитных полей и магнонных волноводов с возмож-
ностью управления затуханием.
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С целью установления влияния магнитных межчастичных взаимодействий на процессы суперпара-
магнитной блокировки, исследована и проанализирована зависимость температуры суперпарамагнитной
блокировки от внешнего магнитного поля TB(H) для порошковой системы наночастиц феррита нике-
ля. Особенностями данной системы являются: (1) малый размер частиц (средний размер ∼ 4–5 нм); (2)
выраженная структура “ядро/оболочка” частиц, в которой магнитный момент частицы сформирован
ферримагнитно упорядоченным “ядром”, а спины поверхностного слоя, толщиной около 1 нм, не участ-
вуют в формировании этого магнитного момента. Для описания экспериментальной зависимости TB(H),
полученной методом статической магнитометрии, привлечена модель случайной анизотропии, рассмат-
ривающая влияние магнитных межчастичных взаимодействий на величину TB во внешнем поле. Прове-
денный анализ показал наличие сильных магнитных взаимодействий в исследованной системе, которые
проявляются в резком уменьшении TB в области слабых полей, и позволил получить количественные
оценки интенсивности и энергии магнитных межчастичных взаимодействий, а также определить кон-
станту магнитной анизотропии индивидуальных частиц (без влияния магнитных межчастичных взаи-
модействий). В качестве возможного источника магнитных межчастичных взаимодействий обсуждается
роль подсистемы поверхностных спинов, которые, по данным мнимой части магнитной восприимчиво-
сти, проявляют признаки коллективного поведения.

DOI: 10.31857/S0370274X24110193, EDN: LHBWPW

1. Введение. Магнитные наночастицы уже на-
ходят применение во многих областях, к которым
относятся микроэлектроника, биомедицина, хими-
ческая промышленность [1–3], и т.д. Расширяется
и спектр возможных способов применения магнит-
ных наночастиц. В качестве примера можно приве-
сти проиллюстрированную в работах [4–8] возмож-
ность реализации гипертермии при резонансном по-
глощении магнитными наночастицами СВЧ излуче-
ния, что является альтернативой широко известно-
му способу гипертермии посредством переменного
магнитного поля, основанной на петле гистерезиса.
Однако, несмотря на существенный прогресс, как в
получении наноматериалов с заданными морфоло-
гией и свойствами наночастиц, так и в понимании
причин появления “новых свойств” у наноразмерных

1)e-mail: dabalaev@iph.krasn.ru

частиц благодаря их развитой поверхности и конеч-
ному размеру, ряд вопросов фундаментального ха-
рактера остается нерешенным. Одним из этих вопро-
сов является анализ влияния магнитных межчастич-
ных взаимодействий (ММВ) на магнитное поведение
ансамбля магнитных наночастиц, чему и посвящена
данная работа.

Самой простой иллюстрацией “вредного” влияния
ММВ является неизбежное слипание магнитных на-
ночастиц в агломераты. Естественно, что разрабаты-
ваются пути преодоления этого влияния, заключа-
ющиеся в создании дополнительного покрытия по-
верхности наночастиц [9–11]. Для понимания физи-
ческих механизмов воздействия на систему наноча-
стиц, например, переменного магнитного поля, либо
СВЧ излучения, необходимо знать такие параметры,
как магнитный момент частицы µP (или ее намагни-
ченность насыщения MS) и эффективную констан-
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ту магнитной анизотропии Keff, которая зависит от
размера частиц из-за вклада поверхностной магнит-
ной анизотропии [12–16]. Эти параметры определяют
из квазистатических либо динамических магнитных
измерений. Распространенным методом получения
информации о величине Keff является определение
температуры суперпарамагнитной (СПМ) блокиров-
ки TB, которая разграничивает на шкале температур
области заблокированного (T < TB) состояния и раз-
блокированного (T < TB), т.е. СПМ состояния маг-
нитного момента частицы. Переход в СПМ состояние
проявляется как максимум температурной зависимо-
сти намагниченности M(T ) при некоторой темпера-
туре TB, при условиях предварительного охлажде-
ния образца в нулевом внешнем поле. Выражение
для TB записывается как

TB = Keff · V/ln(τm/τ0) · k (1)

где τm – характеристическое время эксперименталь-
ной методики (для статических магнитных измере-
ний τm ∼ 10−100 с, для динамической магнитной
восприимчивости τm обратно пропорционально час-
тоте переменного поля), τ0 – характерное время ре-
лаксации частицы, V – объем частицы.

Выполнение зависимости (1) для различных зна-
чений τm при разумных величинах τ0 (находящихся
в пределах 10−9−10−13 с) является эксперименталь-
ным свидетельством отсутствия ММВ в системе маг-
нитных наночастиц, и, напротив, чем больше числен-
ное значение τ0 выходит за рамки указанного диа-
пазона (как правило, становится малым), тем силь-
нее вклад влияния ММВ [17]. Кроме того, наличие
ММВ в системе наночастиц частиц приводит к на-
блюдаемому росту температуры СПМ блокировки,
по сравнению с величиной TB для системы, в кото-
рой ММВ слабые, а частицы имеют близкие размеры
[18–24]. Следовательно, “истинное” значение темпе-
ратуры СПМ блокировки для конкретной экспери-
ментальной методики, зависимое только от парамет-
ров частиц, в рамках выражения (1) можно получить
только на материале, в котором ММВ отсутствуют.
С другой стороны, если предположить, что полная
энергия магнитного момента частицы аддитивно со-
держит энергию ММВ – UIPI, то выражение (1) мож-
но переписать, как

TB = (Keff · V + UIPI)/ln(τm/τ0) · k (2)

Выражение (2) переходит в известный закон Вогеля–
Фулчера

TB − T0 = Keff · V/ln(τm/τ0) · k (3)

при T0 = UIPI/ln(τm/τ0) · k. В первом приближе-
нии, наблюдаемый рост температуры СПМ блоки-
ровки за счет ММВ может быть учтен в рамках вы-
ражения (3), если определена величина T0. Однако
и такой подход позволяет только качественно опи-
сывать экспериментальные данные, поскольку коли-
чественная интерпретация получаемой величины T0
неоднозначна.

Таким образом, для систем магнитных наноча-
стиц с сильными ММВ, на основании измерения
температур СПМ блокировки, достаточно не про-
сто корректно определить такой параметр, как кон-
станта эффективной магнитной анизотропии Keff, а
также получить энергетическую оценку интенсивно-
сти ММВ. Наибольшие по интенсивности ММВ, ло-
гично, ожидаются в порошковых системах, в кото-
рых частицы находятся в непосредственном контак-
те, и здесь также необходимо понимать сам меха-
низм ММВ, который может определяться как только
диполь-дипольным взаимодействием магнитных мо-
ментов частиц [25, 26], так и обменными взаимодей-
ствиями между поверхностными атомами соседству-
ющих частиц [26].

Есть и другой подход (альтернативный использо-
ванию выражений (1), (3)) к получению информа-
ции о величине Keff и энергетической характеристи-
ке ММВ в ансамблях магнитных наночастиц [27, 28].
Он заключается в анализе зависимости температуры
СПМ блокировки от внешнего поля H . Суть модели
[27, 28] заключается в том, что из-за наличия ММВ
магнитные моменты частиц в некотором объеме ве-
дут себя скоррелировано. Тогда в выражении (1),
вместо объема индивидуальной частицы, будет фигу-
рировать некий “эффективный” объем кластера, со-
держащего некоторое количество частиц. С ростом
внешнего поля зеемановская энергия µP ·H начина-
ет преобладать над энергией ММВ, и “эффективный”
размер кластера уменьшается, а в достаточно боль-
шом внешнем поле размер кластера приближается к
размеру индивидуальной частицы. В результате ана-
лиза экспериментальной зависимости TB(H) в рам-
ках описываемой модели, появляется возможность
определить интенсивность ММВ в ансамбле наноча-
стиц, а также оценить величину константы магнит-
ной анизотропии, присущей индивидуальной части-
це. Модель [27, 28] применялась для анализа экспе-
риментально наблюдаемых зависимостей TB(H) для
пленочных систем наночастиц кобальта [27] и маг-
нетита [28], систем наночастиц магнетита с различ-
ной степенью диспергирования в немагнитной среде
[25] и порошковых систем наночастиц ферригидри-
та [9, 29]. В работе [30] эта модель была расширена
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для описания температурных зависимостей коэрци-
тивной силы.

Объект исследования данной работы – порош-
ковая система наночастиц феррита никеля ультра-
малых размеров (∼ 4 нм), в которой присутствуют
ММВ. Такой выбор связан со следующим интригу-
ющим фактом: значение температуры СПМ блоки-
ровки частицы размера ∼ 4 нм для статической маг-
нитометрии, оцененное по выражению (1), составля-
ет порядка 1 К2), в то время как для систем час-
тиц NiFe2O4 подобных размеров экспериментально
наблюдаемые значения TB значительно (в десятки
раз) больше [31–33]. И здесь важно выяснить, какой
вклад в увеличение TB дает рост константы Keff, а
какой вклад связан с влиянием ММВ. Для достиже-
ния этой цели получена зависимость TB от величины
внешнего поля H , которая анализируется в рамках
модели [27, 28].

2. Эксперимент. Порошковая система наноча-
стиц NiFe2O4 была получена методом химическо-
го осаждения, без дополнительной термообработки
[4]. Наблюдаемые на рентгеновской дифрактограм-
ме пики (вставка рис. 1a) соответствуют структу-
ре NiFe2O4. Размер области когерентного рассеяния,
оцененный из данных рентгеновской дифракции с
использованием формулы Дебая–Шеррера, составил
≈ 3.5 нм [34] Согласно результатам просвечивающей
электронной микроскопии (ПЭМ), рис. 1a, средний
размер частиц <d> составляет ≈ 4 нм, а максималь-
ный размер не превышает ≈ 6 нм [4], см. рис. 1b.

Температурные зависимости квазистатической
намагниченности M(T ) в различных внешних полях
(от 100 Э до 10 кЭ) измерены на вибрационном маг-
нетометре [35]. Использовались режимы охлаждения
в нулевом внешнем поле (zero field cooling – ZFC) и
охлаждения во внешнем поле (FC). Приведенная в
подразделе 3.1 температурная зависимость мнимой
части ac-магнитной восприимчивости χ′′(T ) измере-
на на установке PPMS-9 при частоте переменного
поля 10000 Гц амплитудой 2 Э.

3. Результаты и обсуждение.

3.1. Краткое описание модели магнитного со-

стояния частиц разных размеров. Приведем и про-
иллюстрируем (рис. 1) вкратце основные результа-
ты и выводы, полученные при изучении магнитных
свойств исследуемой системы наночастиц [34]. В низ-
ких температурах наблюдается гистерезис кривой
намагничивания (рис. 1c). Кривые намагничивания

2)эта оценка получена при значении константы магнитной
анизотропии для объемного NiFe2O4, т. е. частиц субмикрон-
ных размеров (≈ 1.1 · 105 эрг/см3).

M(H) в СПМ области температур были описаны как
суперпозиция функции Ланжевена с учетом распре-
деления по магнитным моментам частиц µP и линей-
ным по полю вкладом. Пример зависимости M(H)

при T = 100К и вышеуказанных парциальных со-
ставляющих подгонки показан на рис. 1c. Из анализа
зависимостей M(H) в диапазоне 100−300K получе-
но, что величина <µP> составляет ≈ 300µB ( µB –
магнетон Бора), а линейный по полю вклад соответ-
ствует парамагнитному состоянию (наклон пропор-
ционален 1/T ) части атомных магнитных моментов.
При этом величина намагниченности насыщения MS

(полученная из значения нормировки функции Лан-
жевена после подгонки зависимостей M(H)) состав-
ляет всего 6.8 эме/г, что значительно меньше значе-
ния MS объемного NiFe2O4 (MSbulk ≈ 50 эме/г [31]).
Такое сильное уменьшение MS относительно объем-
ных аналогов присуще всем магнитным оксидным
частицам ультрамалых размеров [31–33, 36–40], что
логично связывается с наличием структурно разупо-
рядоченного внешнего слоя частицы, в котором от-
сутствует и магнитное упорядочение.

Наличие в частицах исследованного образца об-
ластей со структурным беспорядком было иденти-
фицировано и из анализа мессбауэровских спек-
тров, параметры которых отражают локальное окру-
жение атомов железа [34]; при этом часть обла-
стей характеризуется параметрами, характерными
для структуры шпинели. Для определения толщины
dmd магнитно-разупорядоченного (часто использует-
ся термин “магнитомертвый”) внешнего слоя частиц
можно использовать следующее выражение MS =

= MSbulk · (1−2 · dmd/d)
3, из которого толщина та-

кого слоя составляет dmd ≈ 1.0 нм. При таком значе-
нии dmd частицы размером 2 нм и менее будут пол-
ностью структурно разупорядоченными, и магнит-
ный порядок в них будет отсутствовать. А для час-
тиц несколько больших размеров имеет смысл гово-
рить о структурно и магнитно упорядоченном “яд-
ре” частиц, только если это “ядро” будет иметь объ-
ем нескольких элементарных ячеек NiFe2O4, т.е. для
частиц размером d ≥ 4 нм. Такая модель магнитного
состояния частиц различных размеров проиллюстри-
рована в поле рис. 1d.

На рисунке 1d приведена температурная зависи-
мость мнимой части ac магнитной восприимчивости
χ′′(T ). Эта зависимость содержит несколько особен-
ностей, очевидно, связанных с наличием по крайней
мере трех магнитных подсистем. Отчетливый пик
в окрестности температуры около 40 K соответству-
ет процессам СПМ блокировки магнитных моментов
частиц (сформированных “ядрами” частиц). Низко-
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Типичная микрофотография ПЭМ (a), гистограмма распределения по размерам (b), кривые
намагничивания M(H) для температур T = 4.2 и 100 K (c), мнимой части ac магнитной восприимчивости χ′′(T ) –
(d) исследованной системы наночастиц NiFe2O4. На (c) также приведены парциальные составляющие подгонки СПМ
составляющей (сплошная линия) и линейного по полю вклада (штриховая линия). В поле рисунка (d) схематично
показана модель магнитной структуры частиц размером порядка ∼ 2dmd (dmd ≈ 1.0 нм) и частиц размером d ≥≈ 4 нм
(маленькие стрелки – спины, большая стрелка – магнитный момент частицы µP )

температурный пик зависимости χ′′(T ) интерпрети-
руется как переход в состояние типа спинового стек-
ла атомных магнитных моментов малых (d ∼ 2dmd,
d ≤ 4 нм) частиц. Такая интерпретация пиков зави-
симости χ′′(T ) (так же как и зависимостей χ′(T ))
подтверждается сдвигом положений ее максимумов
в область высоких температур с ростом частоты пе-
ременного поля [34]. И, наконец, достаточно важной,
при дальнейшем анализе механизма ММВ в иссле-
дованной системе наночастиц, чертой зависимости
χ′′(T ) является характерное “плечо” в области темпе-
ратур ∼ 10−40K, см. рис. 1d. Теоретическое описание
подобной особенности формы зависимости χ′′(T ) для
других систем наночастиц [24, 41] позволило интер-
претировать ее как переход подсистемы поверхност-
ных спинов частиц в коллективное состояние типа
спинового стекла. Было показано, что именно под-
система поверхностных спинов является источником
ММВ в исследованных системах [24, 41]. Для наше-

го случая достаточно очевидно, что здесь речь идет
о поверхностных спинах частиц размером d ≥≈ 4 нм
(рис. 1d) [34].

Таким образом, несмотря на наличие большой до-
ли структурного и магнитного беспорядка, исследо-
ванный образец проявляет выраженный переход из
СПМ состояния в заблокированное состояние маг-
нитных моментов частиц при температуре около
40 K; также в исследованной системе присутствуют
ММВ, и анализ влияния внешнего поля на темпера-
туру СПМ блокировки, уже в случае квазистатиче-
ских магнитных измерений, проведенный ниже, бу-
дет уместен.

3.2. Анализ зависимости температуры СПМ

блокировки от внешнего поля. На рисунке 2 приве-
дены зависимости M(T ) исследованного образца в
различных внешних полях и различной термомаг-
нитной предыстории (условия ZFC и FC). Нали-
чие двух максимумов зависимостей M(T ) в условиях
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ZFC во внешних полях до ∼ 1 кЭ согласуется с дан-
ными рис. 1d. “Исчезновение” низкотемпературного
максимума в бо́льших полях связано с преобладани-
ем вклада, соответствующего СПМ блокировке маг-
нитных моментов частиц, в общую намагниченность
образца.

Обращает на себя внимание эволюция формы вы-
сокотемпературной кривой в области максимума за-
висимости M(T )ZFC. В малом внешнем поле (100 Э)
область максимума достаточно узка (рис. 2b). За-
тем, в полях 500−2000Э в области окрестности мак-
симума имеет место платообразный вид зависимо-
сти M(T ), а в бóльших внешних полях можно на-
блюдать сужение области этого максимума, который
опять становится ярко выраженным. Следует отме-
тить, что платообразный вид зависимости M(T )ZFC
в окрестности ее максимума в промежуточных по-
лях (порядка 1 кЭ) наблюдался для системы наноча-
стиц ферригидрита, в которой есть сильные взаимо-
действия между магнитными моментами частиц [9].
Температуру, соответствующую максимуму зависи-
мости M(T )ZFC, будем далее отождествлять с тем-
пературой СПМ блокировки TB. Величина TB моно-
тонно понижается с ростом внешнего поля (коорди-
ната TB указана на рис. 2).

Зависимости TB от H приведена на рис. 3a. Сна-
чала проанализируем зависимости TB(H) в рамках
классического рассмотрения процессов СПМ блоки-
ровки, без учета влияния ММВ. Из выражения (1),
взяв τm = 102 с и τ = 10−11 с, можно получить, что
для частицы сферической формы диаметром 4.5 нм3)

значение TB ≈ 40K в малом внешнем поле соответ-
ствует значению Keff ≈ 3.5 · 106 эрг/см3. Такая ве-
личина константы магнитной анизотропии нетипич-
но велика для никелевого феррита, даже с учетом
вклада поверхностной магнитной анизотропии.

Зависимость TB от внешнего поля, в случае невза-
имодействующих частиц, определяется следующим
выражением [27, 28]:

TB(H) =
KeffV

kB ln(τ/τ0)

[

1− MSH

2Keff

]3/2

. (4)

Для построения этой зависимости используем полу-
ченное значение MS ≈ 6.8 эме/г LH , а также физи-
ческую плотность NiFe2O4, равную 5.3 г/см3. Зави-
симость TB(H), рассчитанная по выражению (4) при
τm = 100 с, τ = 10−11 с, d = 4.5 нм, V = (π/6) · d3,
Keff ≈ 3.5 · 106 эрг/см3 показана на рис. 3a (штри-

3)Здесь и далее в качестве среднего размера частиц логично
взять величину 4.5 нм, которая получается, если не учитывать
частицы размером менее ∼ 4-х нм, см. раздел 3.1.

Рис. 2. (Цветной онлайн) Температурные зависимости
намагниченности M(T ) в различных внешних магнит-
ных полях и различной термомагнитной предыстории
(ZFC, FC режимы отмечены на рисунке). Указаны тем-
пературы TB, соответствующие СПМ блокировке маг-
нитных моментов частиц

ховая линия). Видно, что эта зависимость не может
описать наблюдаемое в эксперименте сильное умень-
шение температуры СПМ блокировки с ростом поля.

Модель [27, 28], названная авторами моделью
случайной анизотропии (далее – СА), рассматривает
кластер частиц, в котором магнитные моменты час-
тиц ведут себя скоррелировано из-за влияния ММВ.
Тогда в выражении (4), вместо объема одной части-
цы, будет фигурировать “эффективный” объем клас-
тера, содержащий некоторое количество частиц. С
увеличением внешнего поля размер LH этого клас-
тера должен уменьшаться, см. Введение, и в доста-
точно большом внешнем поле размер кластера LH

станет близким к среднему размеру частиц, а тем-
пература СПМ блокировки станет близкой к тако-
вой для системы невзаимодействующих частиц. Ав-
торы [27, 28] предложили следующую функциональ-
ную зависимость LH(H):

LH(H) = d+

√

2Aeff

MSH + C
(5)

В этом выражении Aeff имеет тот же смысл, что
обменная константа для нанокристаллических спла-
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вов, и эта величина пропорциональна интенсивности
ММВ. Параметр C также характеризует межчастич-
ные взаимодействия, и он обратно пропорционален
их силе [27, 28]. Для рассматриваемого кластера час-
тиц константа магнитной анизотропии зависит от ко-
личества частиц в кластере NC : KH = Keff/N

1/2
C ;

здесь Keff является характеристикой отдельной час-
тицы (без влияния ММВ). После подстановки LH и
KH в выражение (4), можно прийти к следующему
выражению для температуры СПМ блокировки:

TB (H) =
πKeff

[

d3 + x(L3
H − d3)

]

6kB ln
(

τm
τ0

)

√

1 +
x(L3

H−d3)

d3

×

×



1−
MSH

√

1 +
x(L3

H
−d3)

d3

2Keff





3
2

. (6)

В этом выражении x – объемная концентрация маг-
нитных частиц, которая для нашего случая бралась
равной единице (x = 1).

В выражении (6) значение Keff влияет в основном
на величину температуры СПМ блокировки в доста-
точно больших полях. Параметры Aeff и C опреде-
ляют размер кластера LH(H), выражение (5), и про-
цедура подгонки сводится к нахождению функцио-
нальной зависимости LH(H), при которой адекват-
но описывается экспериментальные данные TB(H).
Большое значение Aeff соответствует росту размера
кластера LH , а меньшее значение C приводит к уве-
личению LH в области низких полей.

Мы получили хорошее согласие эксперименталь-
ной зависимости TB(H) и расчетной зависимости по
выражению (6) при следующих параметрах: Aeff ≈
≈ (140±20) ·10−10 эрг/см, C ≈ (4.4±0.4) ·104 эрг/см3

(в указанных областях значений большее значение
Aeff соответствует меньшей величине C), Keff ≈
≈ (7.9 ± 0.1) · 105 эрг/см3 и “не варьируемых” зна-
чениях MS ≈ 6.8 эме/г, τm = 100 с, τ = 10−11 с и
d = 4.5 нм. Расчетная зависимость TB(H) приведе-
на на рис. 3a (сплошная кривая). Значения Aeff и C
имеют тот же порядок величин, какие были получе-
ны при анализе других систем в рамках модели СА
[9, 25, 27–29].

Также можно рассмотреть соотношение между
размером кластера LH с ростом поля и средним раз-
мером частиц. На рисунке 3b приведена зависимость
TB(H) (сплошная кривая) и показаны горизонталь-
ные прямые, соответствующие среднему <d> и мак-
симальному dmax размерам частиц. Если в нулевом
внешнем поле кластер содержит NC ≈ (LH/<d>)

3

около 20 частиц среднего размера, то в полях 8–10 кЭ

Рис. 3. (Цветной онлайн) (a) – Экспериментальная (по
данным рис. 2) зависимость TB(H) (символы) и расчет-
ные зависимости (линии) по указанным в легенде вы-
ражениям (4) (без учета ММВ) и (6) (с учетом ММВ),
см. п.3.2. (b) – Зависимость размера кластера LH от
внешнего поля (выражение (5)), полученная в резуль-
тате подгонки зависимостей TB(H) (a) в сравнении со
средним <d> и максимальным dmax размерами частиц

размер этого кластера включает всего 3–4 частицы,
либо близок к частице максимального размера.

Полученное значение константы магнитной ани-
зотропии Keff ≈ 7.9 · 105 эрг/см3 (для d ≈ 4.5 нм) на-
ходится в хорошем согласии с данными работы [32], в
которой исследовались наночастицы NiFe2O4, внед-
ренные в матрицу SiO2 (что обеспечивало малое вли-
яние ММВ). Для объемного NiFe2O4 константа маг-
нитной анизотропииKV составляет ≈ 1.1·105 эрг/см3

[32]. Используя известное выражение, позволяющее
разделить объемную и поверхностную KS констан-
ты магнитной анизотропии [12, 13]

Keff = KV + 6KS/d, (7)

получаем KS ≈ 5.1 · 10−2 эрг/см2. Эта величи-
на типична для наночастиц оксидных материалов
[14, 16, 29, 32, 42].

Можно рассчитать по выражению (4) зависи-
мость температуры СПМ блокировки от внешне-
го поля, которая может наблюдаться для невзаи-
модействующих частиц феррита никеля размером

Письма в ЖЭТФ том 120 вып. 9 – 10 2024



Магнитные межчастичные взаимодействия и полевая зависимость температуры. . . 791

d = 4.5нм. Эта зависимость приведена на рис. 3a и
обозначена как T ∗B(H); она построена при получен-
ном выше значении Keff ≈ 7.9 · 105 эрг/см3. Видно,
что в поле около 10 кЭ зависимости T ∗B(H) и TB(H),
полученные по выражениям (4) и (6) соответственно,
становятся близкими, в соответствии с концепцией
модели СА [27, 28].

В малом внешнем поле разница между значени-
ями TB и T ∗B составляет около 30 K, и, фактически,
это – характеристика энергии ММВ для ансамбля на-
ночастиц, т.е. значение T0 в законе Вогеля–Фулчера
(3). Оценим энергию магнитных диполь-дипольных
взаимодействий Edip для двух частиц NiFe2O4 со
средним магнитным моментом µP ≈ 300µB и рассто-
янием между центрами частиц dP−P . При dP−P ≈
≈ <d> ≈ 4.5 нм стандартное выражение

Edip = kTdip ≈ µp1 · µp2/d
3
p−p (8)

дает Edip всего ≈ 0.6К. При учете N ближайших
соседей (N = 12) получим Edip ≈ 7K. Это зна-
чение в четыре раза меньше полученной выше ве-
личины T0. Следовательно, не только магнитные
диполь-дипольные взаимодействия являются причи-
ной сильного влияния ММВ в исследованной порош-
ковой системе наночастиц NiFe2O4.

Можно предположить следующий сценарий про-
исхождения достаточно сильных магнитных взаимо-
действий. Магнитный момент частицы влияет (“под-
магничивает”) как на свои поверхностные спины, так
и поверхностные спины соседней частицы. При этом
не исключены также и частичные обменные (или су-
перобменные), либо косвенные взаимодействия меж-
ду поверхностными атомами соседних частиц. В этом
случае можно говорить о подсистеме поверхност-
ных спинов (эти спины не дают вклад в магнитный
момент частицы, см. подраздел 3.1), как “мостике”,
обеспечивающем магнитные взаимодействия магнит-
ных моментов µP частиц, сформированных ферри-
магнитным ядром. Схожий вывод сделан в недавних
работах по исследованию ММВ в порошковых си-
стемах ферригидрита [9, 23, 29, 41, 43], кроме того,
такой сценарий обсуждался в обзоре [17]. Обнару-
женная особенность на температурной зависимости
мнимой части магнитной восприимчивости (“плечо”
в области температур 10–40 K, см. рис. 1d), интер-
претированная как переход подсистемы поверхност-
ных спинов в коллективное состояние типа спинового
стекла, также косвенно свидетельствует о реализа-
ции ММВ через “поверхностные спины частиц”.

4. Выводы. Проведенный анализ магнитопо-
левой зависимости температуры СПМ блокировки
TB(H) порошковой системы наночастиц NiFe2O4 с

выраженной структурой “ядро/оболочка” в рамках
модели СА [27, 28] подтвердил сильное влияние
ММВ на процессы СПМ блокировки магнитных мо-
ментов частиц. Параметры, характеризующие ин-
тенсивность ММВ и определяющие размер кластера
частиц, в котором магнитные моменты частиц ведут
себя коррелировано, имеют разумные значения. До-
полнительным подтверждением адекватности прове-
денного анализа является то, что в достаточно боль-
шом внешнем поле (∼ 10 кЭ) размер кластера ста-
новится близким размеру частиц. Также в рамках
используемого подхода получено непротиворечивое
значение константы магнитной анизотропии инди-
видуальной частицы размером d ≈ 4.5 нм (Keff ≈
≈ (7.9± 0.1) · 105 эрг/см3), что позволило определить
вклад поверхностной магнитной анизотропии в энер-
гию магнитной анизотропии частиц таких малых
размеров и оценить значение константы поверхност-
ной магнитной анизотропии (KS ≈ 5.1·10−2 эрг/см2).
Наблюдаемое увеличение температуры СПМ блоки-
ровки в исследуемой системе, относительно значения
температуры блокировки T ∗B для частиц без влияния
ММВ, составило около 30 градусов (при значении
TB ≈ 40K). Эта величина, характеризующая влия-
ние ММВ, значительно превышает величину оценки
энергии магнитных диполь-дипольных взаимодей-
ствий в исследуемой системе. Возможным источни-
ком сильных магнитных взаимодействий могут быть
слабые, но значимые обменные (или сверхобменные),
либо косвенные взаимодействия между поверхност-
ными спинами соседних частиц. Это согласуется с
поведением температурной зависимости мнимой ча-
сти магнитной восприимчивости исследованного об-
разца, которая демонстрирует особенность, свиде-
тельствующую о проявлении коллективного поведе-
ния подсистемы поверхностных спинов.

Авторы благодарят С. В. Комогорцева за плодо-
творные дискуссии.
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A. Larrañaga, S.M. Bhagat, AIP Adv. 3, 052135 (2013).

39. D. Zákutná, D. Nižňanský, L. C. Barnsley, E. Babcock,
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На основе калориметрических измерений определена избыточная энтропия ∆S по отношению к ма-
теринскому кристаллическому состоянию для 30 металлических стекол. Показано, что значение этой ве-
личины в состоянии переохлажденной жидкости ∆Ssql является универсальной характеристикой стекла,
которая не зависит от его термообработки. Для тех же металлических стекол рассчитаны 6 параметров
оценки стеклообразующей способности переохлажденных расплавов, часто используемых в литературе.
Показано, что все 6 параметров увеличиваются с ростом ∆Ssql и, таким образом, стеклообразующая
способность переохлажденных расплавов увеличивается с повышением их структурной неупорядочен-
ности. Рассмотрен возможный механизм реализации этой зависимости.

DOI: 10.31857/S0370274X24110201, EDN: NCWXCS

Введение. Одним из важнейших свойств рас-
плавов является их способность к переохлаждению
и формированию стекла. Это свойство в общем
смысле характеризуется стеклообразующей способ-
ностью (СОС) расплава, количественной мерой кото-
рой является критическая скорость охлаждения (ми-
нимальная скорость охлаждения расплава для фор-
мирования стекла). Предсказание и интерпретация
СОС расплавов является важнейшей задачей фи-
зики некристаллических материалов и ее решению
посвящено большое количество работ (см. обзоры
[1, 2]).

Стеклообразующая способность сильно зависит
от химического состава, так что даже малые добав-
ки различных элементов могут ее сильно изменять.
Поэтому для интерпретации СОС привлекаются раз-
личные представления, включающие анализ разни-
цы атомных диаметров компонентов сплава [3], эн-
тальпии и энтропии несоответствия [4], энтальпии
плавления [5], энтальпии смешения и электроотрица-
тельности [6], энтальпии смешения, энтропии несоот-
ветствия и конфигурационной энтропии [7] и др. [2].

Вышеупомянутые термодинамические парамет-
ры, используемые для оценки СОС [4–7], однако,
имеют одни и те же значения для кристаллического

1)e-mail: a.s.makarov.vrn@gmail.com
2)J. C.Qiao.

и некристаллического состояний. Между тем, пред-
ставляет интерес проанализировать возможную вза-
имосвязь СОС с термодинамическими параметра-
ми, зависящими от состояния стекла в различных
структурных состояниях и отражающими его струк-
турный порядок. Это обстоятельство составляло од-
ну из мотиваций введения безразмерного параметра
структурного порядка ξ, зависящего от избыточной
энтропии стекла ∆S по отношению к материнскому
кристаллу и энтропии плавления ∆Sm, определяе-
мого как ξ(T ) = 1 − ∆S(T )

∆Sm
[8]. Исследование ряда

металлических стекол (МС) показало, помимо про-
чего, что параметр ξ, рассчитываемый для состоя-
ния переохлажденной жидкости, значительно растет
с ростом критической скорости закалки расплава, и,
таким образом, СОС существенно растет с увеличе-
нием степени неупорядоченности структуры, контро-
лируемой энтропиями ∆S и ∆Sm [8].

Однако критическую скорость охлаждения, хо-
тя и являющуюся главным параметром для оцен-
ки СОС, довольно сложно определить эксперимен-
тально, и литературные данные о ней весьма огра-
ничены. С этой точки зрения удобнее использовать
другие параметры СОС, оперирующие набором ха-
рактеристических температур. Впервые такой пара-
метр был предложен Тернбаллом [9] на основе теории
гомогенного зарождения кристаллов в виде нера-
венства для приведенной температуры стеклования
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Trg = Tg/TL ≥ 2/3, где Tg и TL – температура стек-
лования и температура ликвидус, определяемые как
температуры начала и конца соответствующих эн-
дотермической и экзотермической реакций на тер-
мограммах дифференциальной сканирующей кало-
риметрии (ДСК) или дифференциального термиче-
ского анализа. В параметре Trg низкая TL и высокая
Tg указывают на более высокую тенденцию к обра-
зованию стекла, и, следовательно, большее значение
Trg указывает на более легкое образование стекла, в
особенности вблизи эвтектических составов. Несмот-
ря на качественный характер этой оценки, параметр
Trg используется и в настоящее время [1].

Поскольку МС (как и многие другие стекла) кри-
сталлизуются при нагреве, для них вводится темпе-
ратура кристаллизации Tx, определяемая как начало
экзотермической реакции кристаллизации. Вполне
очевидно, что СОС связана с возможной степенью
переохлаждения расплава, которую можно оценить
величиной Tx − Tg, входящей в различные критерии
оценки СОС [1–3]. С другой стороны, можно ожи-
дать, что СОС будет обратно пропорциональна раз-
нице Ts − Tx (Ts – температура солидус). На основе
таких представлений Хруби ввел параметр для оцен-
ки СОС, определяемый как [10]

HR = (Tx − Tg)/(Ts − Tx), (1)

который широко применяется для оценки СОС неме-
таллических расплавов [11]. Для оценки СОС метал-
лических расплавов применяется параметр

∆Trg = (Tx − Tg)/(TL − Tg), (2)

характеризующий отношение устойчивости пере-
охлажденной жидкости и легкости стеклообразова-
ния [12]. С другой стороны, можно рассмотреть СОС
как суммарный эффект склонности к стеклообра-
зованию, выражаемой как Tg/TL и устойчивости
стекла, оцениваемой как Tx/TL. Это ведет к форму-
лировке критерия СОС в виде [13]

β = Tg/TL + Tx/Tg. (3)

Авторы [14] рассматривают СОС как обрат-
но пропорциональную TL, прямо пропорциональную
(Tx − Tg) и Tx, что в итоге приводит к критерию

γm = (2Tx − Tg)/TL. (4)

Очевидно, что переохлажденная жидкость не
кристаллизуется в интервале между Tg и Tx, но в
интервале между Tx и TL стекло склонно к кристал-
лизации. Поэтому разницу (Tx − Tg) следует макси-
мизировать, а величину (TL −Tx) – минимизировать

в некоем идеальном выражении для СОС. Совмест-
ный эффект этих двух конкурирующих факторов от-
ражается критерием [15]

Gp = Tg(Tx − Tg)/(TL − Tx)
2, (5)

который наилучшим образом, в сравнении с други-
ми критериями СОС, отражает стеклоочбразующую
способность почти двух сотен МС. Наконец, в резуль-
тате модернизации формулы (4) был получен еще
один критерий СОС, который показал наиболее вы-
сокую степень корреляции с критическим диаметра
отливки стекла [16]

ωm = (2Tx − Tg)/(Tx + TL). (6)

Помимо вышеуказанных критериев, в литерату-
ре упоминается также целый ряд других характе-
ристик СОС, оперирующих температурами Tg, Tx,
TL, Ts в разных комбинациях [1, 17]. Известны так-
же оценки стеклообразующей способности металли-
ческих систем на основе машинного обучения с ис-
пользованием вышеупомянутых параметров [17–19].

Цель настоящей работы состоит в проверке гипо-
тезы о том, связана ли СОС металлических систем
с избыточной энтропией стекол ∆S в состоянии пе-
реохлажденной жидкости и, другими словами, опре-
деляется ли СОС степенью неупорядоченности пере-
охлажденного расплава. Для достижения этой цели с
помощью калориметрических измерений были опре-
делены величины ∆S для 30 стекол, СОС которых
оценивалась по формулам (1)–(6).

Методика экспериментов. Составы исследуе-
мых МС представлены в табл. 1. Образцы приготов-
лялись в основном в объемном виде пластин тол-
щиной 2 мм методом всасывания расплава в медную
изложницу. Некоторые стекла с низкой СОС изго-
товлялись в виде лент толщиной 20–40 мкм методом
спиннингования расплава (помечены как rib в табл. 1
и на рис. 3, 4). Некристалличность образцов контро-
лировалась рентгенографически.

Измерения ДСК проводились на приборе Hitachi
DSC 7020 в атмосфере азота особой чистоты (99.999)
с использованием образцов массой около 50 мг. Мето-
дика измерений состояла в следующем. Сначала ис-
ходный образец нагревался до температуры полной
кристаллизации, охлаждался до комнатной темпера-
туры и затем переставлялся в эталонную ячейку. В
измерительную ячейку далее помещался новый ис-
ходный образец и производился нагрев до темпера-
туры полной кристаллизации. Третий исходный об-
разец в измерительной ячейке нагревался до интер-
вала переохлажденной жидкости (т.е. до температу-
ры Tg ≤ T ≤ Tx) с последующим охлаждением до
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Таблица 1. Составы исследуемых МС (ат. %), их температуры (в Кельвинах) стеклования Tg, начала кристаллизации Tx,
солидус Ts, ликвидус TL и энтропия смешения ∆Smix/R. Стекло 30 является эквиатомным

# Хим. состав (ат. %) Tg Tx Ts TL
∆Smix

R

1 Zr48Cu48Al4 683 743 – 1191 0.83

2 Cu50Zr45Al5 rib 714 769 1000 1200 0.86

3 Zr46Cu46Al8 694 752 990 1163 0.92

4 Cu49Hf42Al9 778 863 1180 1249 0.93

5 La55Ni10Al35 513 568 755 890 0.93

6 Cu50Zr40Al10 680 747 1048 1179 0.94

7 Zr47Cu45Al7Fe1 696 769 1025 1223 0.95

8 Zr56Co28Al16 743 792 – 1258 0.97

9 Zr46Cu45Al7Ti2 674 727 995 1233 0.98

10 La55Al25Co20 472 515 684 771 0.99

11 Zr55Co25Al20 740 800 1166 1489 0.99

12 Zr65Al10Ni10Cu15 552 734 1023 1124 1.03

13 Pd40Ni40P20 564 650 880 1000 1.05

14 Zr46(Cu4/5Ag1/5)46Al8 710 776 1091 1228 1.15

15 Zr48Cu34Ag8Al8Pd2 675 737 – 1140 1.20

16 Pd43.2Cu28Ni8.8P20 562 640 795 835 1.25

17 Zr57Nb5Al10Cu15.4Ni12.6 665 720 1031 1115 1.25

18 Pt42.5Cu27Ni9.5P21 510 576 799 863 1.26

19 Pd40Cu30Ni10P20 560 635 775 848 1.28

20 Zr52.5Ti5Cu17.9Ni14.6Al10 635 689 1072 1120 1.31

21 Zr31.6Hf13.4Al8.7Ag8.4Cu37.8 rib 723 750 1084 1144 1.42

22 Ti32.8Zr30.2Cu9Ni6.3Be22.7 601 653 914 945 1.45

23 Zr31Ti27Be26Cu10Ni6 610 682 880 1023 1.46

24 Pt20Pd20Cu20Ni20P20 rib 562 619 810 860 1.61

25 Ti20Zr20Hf20Be20Cu20 632 715 935 1194 1.61

26 Ti20Zr20Hf20Be20Ni20 657 709 969 1108 1.61

27 Zr35Hf13Al11Ag8Ni8Cu25 rib 710 775 1060 1112 1.63

28 Zr30Hf25Al20Co10Ni10Cu5 rib 775 805 1270 1337 1.64

29 Zr35Hf17.5Ti5.5Al12.5Co7Ni12Cu10 695 733 1160 1206 1.77

30 TiZrHfCuNiBe 667 710 1010 1100 1.79

комнатной температуры. Повторный нагрев этого об-
разца дает тепловой поток в релаксированном состо-
янии. Полученные данные анализировались в помо-
щью дифференциального теплового потока, рассчи-
тываемого как ∆W =Wgl−Wcr, где Wgl и Wcr – теп-
ловые потоки от стекла и кристалла, соответственно.

С использованием полученных данных вычисля-
лась избыточная энтропия стекла (в исходном или
релаксированном состоянии) по отношению к мате-
ринскому кристаллу согласно ее определению, пред-
ложенному в [20, 21],

∆S(T ) =
1

Ṫ

∫ Tcr

T

∆W (T )

T
dT, (7)

где Tcr – температура полной кристаллизации. Как
видно, при T = Tcr величина ∆S = 0, так что
формула (7) дает температурную зависимость избы-
точной энтропии стекла относительно материнского
кристалла. Ошибка определения избыточной энтро-

пии в состоянии переохлажденной жидкости не пре-
вышала 5 %.

Все измерения ДСК выполнялись при скорости
нагрева Ṫ = 3К/мин. Если температура ликвидус
данного МС не превышала 900 К (высокотемпера-
турный предел работы используемого калориметра),
то все характеристические температуры (Tg, Tx, Ts
и TL) определялись из термограмм ДСК. Если Ts
и/или TL были больше, то для их оценки использо-
вались литературные данные.

Результаты и обсуждение. Термограммы
ДСК исследуемых МС имеют в целом стандартный
вид, аналогичный показанному в предшествующей
работе [21]. На рисунке 1 представлен пример тем-
пературных зависимостей избыточной энтропии ∆S,
рассчитываемой по формуле (7) на основе экспери-
ментальной зависимости ∆W (T ). Как видно, ∆S для
МС Zr50Cu40Al10 в исходном состоянии уменьшается
при нагреве вплоть до температуры стеклования
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Рис. 1. (Цветной онлайн) (a) – Температурные зави-
симости избыточной энтропии ∆S МС Zr50Cu40Al10 в
исходном и релаксированном состояниях, рассчитан-
ные из калориметрических данных по формуле (7).
Стрелками указаны температуры стеклования Tg , на-
чала кристаллизации Tx и полной кристаллизации Tcr.
Показаны также значения избыточной энтропии при
комнатной температуре ∆Srt, при температуре стекло-
вания ∆STg и в состоянии переохлажденной жидкости
∆Ssql. (b) – Температурные зависимости избыточной
энергии Гиббса ∆Φ

Tg, после чего стекло переходит в состояние пе-
реохлажденной жидкости и избыточная энтропия
растет, достигая максимума непосредственно перед
началом кристаллизации при T = Tx. Максималь-
ное значение избыточной энтропии здесь и ниже
обозначено как ∆Ssql. Дальнейший нагрев приводит
к быстрому падению ∆S до нуля при температуре
полной кристаллизации Tcr. В релаксированном
состоянии (т.е. после нагрева в состояние переохла-
жденной жидкости) избыточная энтропия примерно
постоянна при нагреве до Tg, затем быстро растет и
ведет себя полностью аналогично случаю исходного
образца. Таким образом, рис. 1 демонстрирует, что
нагрев в состояние переохлажденной жидкости (т.е.
в интервал Tg ≤ T ≤ Tx) “стирает” память тепловой
предыстории.

Возникает вопрос о том, в какой степени это
утверждение справедливо в целом для исследован-
ных МС. Ответ на этот вопрос дает рис. 2, где по-

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость избыточной эн-
тропии в состоянии переохлажденной жидкости после
релаксации ∆Srel

rt от избыточной энтропии в состоя-
нии переохлажденной жидкости в исходном состоянии
∆Sini

sql. Точки соответствуют исследованным МС, пря-
мая линия дает линейную аппроксимацию

казана зависимость избыточной энтропии в состо-
янии переохлажденной жидкости после релаксации
∆Srel

rt от избыточной энтропии в состоянии переохла-
жденной жидкости для исходного состояния ∆Sini

sql, а
точки соответствуют всем исследованным МС. Как
видно, производная d∆Srel

sql/d∆S
ini
sql с учетом разбро-

са данных равна единице и, таким образом, избыточ-
ная энтропия в состоянии переохлажденной жидко-
сти не зависит от релаксации стекла. Другими сло-
вами, величина ∆Sini

sql = ∆Srel
sql ≡ ∆Ssql является уни-

версальным параметром, характеризующим степень
неупорядоченности структуры МС в состоянии пере-
охлажденной жидкости. При этом ∆Ssql сильно за-
висит от химического состава, изменяясь от 0.24R

до от 1.2R, где R – универсальная газовая постоян-
ная. Именно с избыточной энтропией ∆Ssql следует
связывать стеклообразующую способность расплава.

Представляет также интерес оценить роль избы-
точной энергии Гиббса ∆Φ стекла по отношению к
материнскому кристаллу. По определению энергии
Гиббса для изобарических условий имеем d∆Φ =

= −∆SdT [22], и тогда

∆Φ(T ) =

∫ Tcr

T

∆S(T )dT, (8)

где ∆S(T ) вычисляется по формуле (7). Результа-
ты расчета ∆Φ(T ) для исходного и релаксированно-
го состояний показаны на рис. 1b. Как видно, в обо-
их случаях ∆Φ почти линейно снижается с темпера-
турой, не имеет каких-либо особенностей вблизи Tg,
довольно мала в состоянии переохлажденной жидко-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимости параметров стеклообразующей способности ∆Trg (a), β (b), γm (c), Gp (d), ωm

(e) и HR (f), определяемых формулами (2), (3), (4), (5), (6) и (1), соответственно, от избыточной энтропии в состоянии
переохлажденной жидкости ∆Ssql. Точки соответствуют исследованным МС согласно табл. 1, прямые линии дают
линейные аппроксимации. Угловые коэффициенты аппроксимаций и коэффициенты корреляции Пирсона для ∆Trg

(a), β (b), γm (c), Gp (d), ωm (e) и HR (f) составляют 0.017 и 0.61, 0.015 и 0.60, 0.016 и 0.57, 0.049 и 0.46, 0.0074 и 0.62,
0.030 и 0.50 соответственно

сти и обращается в ноль при T = Tc. Значение ∆Φ

при комнатной температуре существенно снижается
в результате структурной релаксации. Аналогичная
ситуация имеет место и для всех других МС. Очевид-
но, что снижение ∆Φ с температурой отражает мо-
нотонное снижение работы по превращению стекла
в кристалл, но СОС величина ∆Φ не характеризует.

Возвращаясь к анализу роли избыточной энтро-
пии в стеклоообразовании, мы рассчитали парамет-
ры СОС по формулам (1)–(6) в зависимости от из-
быточной энтропии в состоянии переохлажденной
жидкости ∆Ssql. Соответствующие результаты для
исследованных МС показаны на рис. 3. Как видно,
несмотря на существенный разброс точек, все шесть

выбранных параметров СОС систематически растут
с ростом ∆Ssql, так что коэффициент корреляции
Пирсона колеблется в пределах 0.50 ≤ R ≤ 0.62. Наи-
больший коэффициент корреляции R = 0.62 соответ-
ствует параметру СОС ωm (рис. 3e), рассчитываемо-
му по формуле (6). С другой стороны, рис. 3 показы-
вает, что различные параметры СОС дают в целом
похожие зависимости от ∆Ssql. Отметим, что в рабо-
те [17], оценивавшей СОС по 17 различным парамет-
рам, наилучшим был назван параметр Gp (формула
(5)). Отметим также, что разброс точек на рис. 3 свя-
зан, вероятно, с тем, что, как отмечалось в работе [1],
ни один из рассматриваемых параметров не учиты-
вает СОС в полной мере.
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Подчеркнем, что целью настоящей работы яв-
ляется не определение наилучшего параметра для
оценки СОС, а выявление связи СОС с избыточ-
ной энтропией в состоянии переохлажденной жид-
кости, что и демонстрирует рис. 3. Рост СОС с уве-
личением ∆Ssql, имеющий место независимо от па-
раметра СОС, используемого для оценки этой свя-
зи, вполне однозначно свидетельствует о том, что
степень структурной неупорядоченности в интерва-
ле Tg < T < Tc, по крайней мере, в существенной
степени определяет стеклообразующую способность
переохлажденного расплава. Соответственно, вели-
чину СОС для разных МС можно оценивать по ве-
личине избыточной энтропии ∆Ssql, которая отно-
сительно просто вычисляется исходя из калоримет-
рических данных. Эти выводы являются новыми и
представляются весьма важными.

Важно проанализировать причины зависимости
СОС от избыточной энтропии. В 1952 году Франком
было предсказано, что атомные кластеры с икоса-
эдрической симметрией действуют как ингибиторы
кристаллизации, увеличивая тем самым СОС [23].
Эта идея впоследствии многократно подтверждалась
[24, 25]. С другой стороны, нами было ранее показа-
но, что избыточная энтропия МС обусловлена в ос-
новном дефектами типа межузельных гантелей, фор-
мирующимися при закалке расплава [21]. Эти дефек-
ты формируют различные кластеры, причем кластер
из семи дефектов близок по структуре к идеальному
икосаэдру [26]. Соответственно, доля атомных кон-
фигураций с ближним порядком икосаэдрического
типа будет расти с увеличением концентрации де-
фектов межузельного типа [26, 27].

Было также установлено, что критический раз-
мер отливок МС (являющийся мерой СОС) пропор-
ционален ширине первого пика структурного фак-
тора на половине его высоты [28], которая является
прямой мерой неупорядоченности стекла. При этом
ширина первого пика структурного фактора в со-
стоянии переохлажденной жидкости пропорциональ-
на концентрации дефектов межузельного типа [29].
Таким образом, чем выше концентрация дефектов
(больше доля областей с икосаэдрическим ближним
порядком) и, соответственно, больше избыточная эн-
тропия и выше структурная неупорядоченность в со-
стоянии переохлажденной жидкости, тем большей
СОС расплава можно ожидать.

Отметим также, что для интерпретации физиче-
ских свойств МС широко используется так называе-
мая энтропия смешения, определяемая как

∆Smix = −R
n
∑

i=1

cilnci, (9)

где ci – молярная доля i-го элемента в сплаве и
n – число элементов, составляющих сплав [30, 31].
В частности, энтропия смешения применяется и при
анализе СОС [18]. МС, характеризуемые величина-
ми ∆Smix/R ≥ 1.5 называют высокоэнтропийными
[32] и им посвящена большая литература [33]. В си-
лу этого представляет интерес определить, влияет ли
∆Smix на стеклообразующую способность.

Значения энтропии смешения в единицах универ-
сальной газовой постоянной для исследуемых сте-
кол, включая 7 высокоэнтропийных МС, приведены
в табл. 1. На рисунке 4 показана зависимость пара-
метра ωm (формула (6)) от ∆Smix/R. Как видно,
какой-либо значимой корреляции между этими ве-
личинами нет. Аналогичный результат имеет место
и для других вышеуказанных параметров СОС. Сле-
дует также отметить, что энтропия смешения умень-
шается с ростом избыточной энтропии по отношению
к материнскому кристаллу ∆S и “высокоэнтропий-
ные” МС являются на самом деле стеклами с низкой
избыточной энтропией, независимо от температуры
Trt, Tg или Tsql, для которой рассчитывается эта ве-
личина [34]. Именно низкая избыточная энтропия по
отношению к материнскому кристаллу ∆S определя-
ет низкую атомную подвижность [35], замедленную
диффузию [36, 37] и кинетику кристаллизации [38],
а также замедленную кинетику гомогенного течения
[37] высокоэнтропийных МС.

Рис. 4. (Цветной онлайн) Зависимость параметра стек-
лообразованиия ωm от энтропии смешения ∆Smix/R,
рассчитываемых по формулам (6) и (9) соответствен-
но. Штриховая линия дает линейную аппроксимацию

Заключение. С использованием калориметриче-
ских данных рассчитана температурная зависимость
избыточной энтропии ∆S по отношению к материн-
скому кристаллу для 30 МС. Показано, что значение
этой величины ∆S = ∆Ssql, рассчитываемое для со-
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стояния переохлажденной жидкости (т.е. для интер-
вала Tg < T < Tx), не зависит от термообработки
стекла и поэтому ∆Ssql является универсальным па-
раметром, характеризующим стекло в этом состоя-
нии.

Рассчитаны шесть параметров стеклообразую-
щей способности (СОС) расплава, определяемых
формулами (1)–(6). Показано, что все шесть пара-
метров увеличиваются с ростом ∆Ssql и, таким об-
разом, СОС металлических расплавов увеличивает-
ся с ростом их структурной неупорядоченности в со-
стоянии переохлажденной жидкости. Соответствен-
но, оценку СОС расплавов различных МС можно
проводить посредством относительно простого опре-
деления ∆Ssql.

Аргументируется утверждение о том, что физи-
ческой причиной зависимости СОС от избыточной
энтропии ∆Ssql является рост концентрации дефек-
тов типа межузельных гантелей с увеличением ∆Ssql

и соответствующее увеличение доли областей с ико-
саэдрическим ближним порядком вследствие класте-
ризации дефектов.

Исследование также показало отсутствие какой-
либо зависимости СОС от энтропии смешения, час-
то используемой для характеристики физических
свойств МС.
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В данной работе мы предлагаем возможное объяснение гигантского температурного пика амплиту-
ды осцилляций де Гааза–ван Альфена, наблюдаемого при очень низких температурах в изоляторной
системе SmB6. Наша теоретическая модель состоит из двух фермионов с частицеподобным спектрами,
но с разными массами, один намного тяжелее другого, которые гибридизуются друг с другом, образуя
энергетическую щель в точке вырождения спектров. В результате гибридизации на уровне Ферми воз-
никает тяжелофермионный гибрид. Наши результаты свидетельствуют о том, что именно этот тяжело-
фермионный гибрид может приводить к гигантскому температурному пику. Кроме того, мы предлагаем
сценарий, когда этот гибрид может иметь краевые состояния.

DOI: 10.31857/S0370274X24110215, EDN: NFQJOD

Недавние эксперименты, в которых наблюдались
квантовые осцилляции в Кондо-изоляторе SmB6

[1, 2], до сих пор ставят вопросы к теории. Этот
материал является изолятором из-за наличия ще-
ли на поверхности Ферми проводящих фермионов.
Тем не менее он демонстрирует колебания де Гааpа–
ван Альфена (дГвА), и эффект имеет отклонения
от стандартной зависимости амплитуды Лифшица–
Косевича [3, 4] от температуры.

С нашей точки зрения, существует ряд основных
экспериментальных фактов, взятых из [1, 2], кото-
рые должна учитывать теория. Прежде всего, на-
блюдаемая частота колебаний дГвА изолятора соот-
ветствует Фермиевской поверхности гипотетической
металлической фазы системы [1, 2], т.е. до того, как
она стала изолятором за счет образования энергети-
ческой щели. В экспериментах это было доказано пу-
тем сравнения частот материала LaB6, который име-
ет зонную структуру, аналогичную SmB6, но нико-
гда не становится изолятором. Предлагаемые теории
[5–9] действительно объясняют этот факт в различ-
ных моделях изоляторов. Изолятор в этих теориях
[5–9] образуется за счет гибридизации электронопо-
добных и дырочноподобных фермионов в точках их
вырождения и, как следствие, открывании энергети-
ческой щели в спектре электронов.

Во-вторых, еще одним основным нерешенным во-
просом является гигантский температурный пик, на-
блюдаемый при малых температурах [2] в темпе-

1)e-mail: zyuzin@itp.ac.ru

ратурной зависимости амплитуды колебаний дГвА
SmB6. Это резкое отклонение от стандартной фор-
мулы Лифшица–Косевича [3, 4] амплитуды, и до сих
пор не существует теории, объясняющей пик. В этой
статье мы даем возможное объяснение этого гигант-
ского температурного пика. Кроме того, из нашей
теории можно вывести некоторые следствия о приро-
де системы SmB6. Затем, чтобы проверить наше объ-
яснение пика, на основании нашей теории мы пред-
лагаем другие свойства, которые нужно искать в об-
разцах экспериментов [2].

Некоторые оригинальные аналитические детали
температурной зависимости колебаний дГвА в кор-
релированных изоляторах были получены автором
в [10]. Там изучалось возникновение гибридизации
дисперсионной зоны, соответствующей коллективи-
зированным d-электронам, с локализованной плос-
кой зоной f -электронов, приводящей к энергетиче-
ской щели электронов проводимости. Был рассмот-
рен случай, когда гибридизация рассматривается са-
мосогласованно, что соответствует подходу [11]. По
сути это обобщение модели Келдыша–Копаева экси-
тонного изолятора [12] при наличии магнитного по-
ля. В [10] подтвержденно, что возможны колебания
дГвА в соответствии с работами [5–9], и что вместо
стандартной формулы Лифшица–Косевича [3, 4] для
амплитуды существуют квантовые колебания ампли-
туды с обратной температурой, которые показывают
характерные локальные максимумы и минимумы. В
[10] удалось аналитически оценить температуру, при
которой появляется первый пик, а также его высо-
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ту. Однако этот результат, а также работы [5–9], не
объясняют какого-либо гигантского температурного
пика, подобного тому, что экспериментально наблю-
дался в [2] в выражении для амплитуды колебаний
дГвА.

Обобщим теоретическую модель [10] на случай,
когда f -электроны не локализованы, а имеют элек-
троноподобную дисперсию с большой массой. Га-
мильтониан в базисе ψ̄ =

[

φ̄d, φ̄f
]

, и то же самое
для ψ, определяется как

HB =

∫

k

ψ̄

[

ξk θ

θ̄ αξk

]

ψ, (1)

где α > 0 и α≪ 1 – это мера насколько f -электроны
тяжелые. Выражение ξk = k2

2m −µ выбрано для удоб-
ного описания пересечения спектров двух электро-
нов, где m – эффективная масса. Параметр θ соот-
ветствует гибридизации между d- и f -электронов, и
в принципе его следует рассматривать самосогласо-
ванно, как это сделано в [10]. Обратите внимание, что
µ – это не энергия Ферми, а скорее параметр квадра-
тичного разложения спектра. Энергия Ферми уста-
навливается в точке пересечения двух электронных
спектров, т.е. ǫF = 0. Мы могли бы выбрать и ǫF 6= 0.
Ожидается, что в небольшой близости от ǫF = 0 это
отклонение не изменит наш анализ, представленный
ниже. Однако значительное отклонение приведет к
пространственной зависимости решения среднего по-
ля для гибридизации. Мы хотим избежать этого слу-
чая в данной работе.

Дисперсия фермионов, полученная в предполо-
жении среднего поля для параметра гибридизации,
θ = const(t; r) и θ∗ = θ̄, равна

ǫk;± =
1 + α

2
ξk ±

√

(

1− α

2
ξk

)2

+ θ̄θ. (2)

Нуль энергетической зоны ǫk;− находится в точке

ξk =
√

θ̄θ
α , которая является поверхностью Фер-

ми тяжелофермионного d−f -гибрида. Нуля ферми-
онной зоны ǫk;+ не существует. На рисунке 1) пока-
зан ky = 0 срез спектра Eq. (2), на котором левый и
центральный графики соответствуют ситуации до и
после гибридизации.

Давайте теперь добавим магнитное поле и изу-
чим эффект дГвА. Как и в работе [10], мы рас-
смотрим только уравнение самосогласования пара-
метра гибридизации, так как оно уже будет со-
держать всю необходимую температурную зависи-
мость эффекта дГвА. Уравнение получается пу-
тем предварительного выполнения преобразования

Рис. 1. (Цветной онлайн) График ky = 0 среза спектра
модели тяжелых фермионов, заданного гамильтониа-
нами (1) и (10) для α = 1/200, 2m = 1, µ = 4 в соответ-
ствующих единицах. Химический потенциал положен
равным 0. Слева: до гибридизации. В центре: после ги-
бридизации в моделе (1) для θ̄θ = 1, 5. Справа: после
гибридизации в моделе (10) для θ̄θ = 1, 5/µ

Хаббарда–Стратоновича, которое разделяет взаимо-
действие Hint = U

∫

x
φ̄d(x)φd(x)φ̄f(x)φf (x) между

разными фермионами. В результате развязки в дей-
ствии появляются новые бозонные поля θ(x) и θ̄(x)

(см. уравнение (1)). Наконец, необходимо проварьи-
ровать действие по отношению к этому бозонному
полю, чтобы получить уравнение самосогласования
для анзаца типа среднего поля на параметр гибри-
дизации θ̄(x) = θ∗(x) = const(x). Мы рассматриваем
модельное отталкивающее взаимодействие U > 0, ко-
торое не зависит от координат (в общем случае оно
может быть функцией координат). В магнитном поле
B уравнение самосогласования на параметр гибриди-
зации θ имеет вид

θ = θνUωB

∑

n

Fǫn,+ −Fǫn,−
√

(1 − α)2(ωBn+ ωB

2 − µ)2 + 4θ̄θ
,

(3)

где Fx = tanh
(

x
2T

)

= 1−2nF(x), где nF(x) – функция
распределения Ферми–Дирака, а ǫn;± получены из
уравнения (2) путем замены ξk → ωB

(

n+ 1
2

)

−µ, где
n – индекс уровня Ландау и где ωB – циклотронная
частота ωB = eB

mc , а ν = m
2π . Мы снова рассмотрим

двумерный случай, но все результаты можно напря-
мую обобщить и на трехмерный случай. Мы исполь-
зуем формулу суммирования Пуассона для суммиро-
вания по уровням Ландау:

∑

n=0

g(n) =

∫ ∞

0

g(x)dx +
∑

p6=0

∫ ∞

0

ei2πpxg(x)dx, (4)

где g(n) – некоторая функция. Уравнение (3) затем
переписывается как 1 = νUωB

∑

p Rp. Первая гармо-
ника осцилляций дГвА определяется членами сум-
мы с p = ±1. Следуя строкам и обозначениям [10],
член суммы с p = 1 (член суммы с p = −1 являет-
ся комплексно-сопряженным члена с p = 1) читается
как

R+1 =
e
i2π µ

ωB

(1− α)ωB

∫ Λ
ωB

− µ
ωB

+ 1
2

ei2πx
Fǫx,+ −Fǫx,−√

x2 + b2
dx, (5)
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где важно сохранить нижний предел как есть. Обыч-
но нижний предел на этом этапе устремляется в ±∞.
Член с p = −1 получается комплексным сопряжени-
ем уравнения (5), т.е. R−1 = R∗+1. Функцию распре-
деления читается как

Fǫx,±
= tanh

[

βx±
√
x2 + b2

4T/(1− α)

]

, (6)

где β = 1+α
1−α и b = 2

√
θ̄θ

(1−α)ωB
. Теперь проанализируем

вычеты функции распределения и найдем их темпе-
ратурную зависимость. Вычеты функции распреде-
ления равны

xm;± =
i

β2 − 1

[

βTm ±
√

T 2
m − (β2 − 1) b2

]

, (7)

где Tm = 4πT
(1−α)ωB

(2m + 1) – безразмерная фермион-
ная мацубаровская частота. При β = 1, т.е. α = 0,
работает только вычет xm;− и мы восстанавливаем
случай, рассмотренный в [10]. Действительно,

lim
β→1

xm;− =
i

2Tm
(T 2

m + b2). (8)

Это также справедливо и для α > 0 и α ≪ 1 при
больших температурах, когда T 2

0 ≫
(

β2 − 1
)

b2 , и
мы ожидаем, что результаты [5, 10] справедливы и
при этих температурах. Частота колебаний осцилля-
ций дГвА при этих температурах есть F1 = µ, что
согласуется с предыдущими работами [5–9]. В преде-
ле T → 0 мы просто помещаем T = 0 под квадратный
корень в ур. (7),

xm;± = ∓
√

θ̄θ

|α|
1

ωB
− i0sign(2m+ 1), (9)

и в этом пределе осцилляции тяжелофермионно-
го d−f -гибрида становятся когерентными. Действи-
тельная часть вычета соответствует частоте ко-
лебаний с обратным магнитным полем. Результат
в этом пределе аналогичен стандартной формуле
Лифшица–Косевича [3, 4]. Следуя строкам [10] на
рис. 2 построен график зависимости амплитуды ос-
циллирующей части параметра гибридизации θ от
температуры. Такая же зависимость от температу-
ры, что и на рис. 2, будет и у осциллирующей части
намагниченности.

Теперь стало ясно, почему пределы в уравнении
(5) были зафиксированны в их оригинальном виде.

Когда µ >
√

θ̄θ
|α| , оба xm;± вносят вклад в интегри-

рование, и в этом случае было безопасно с самого
начала в уравнении (5) положить пределы в ±∞.

Рис. 2. (Цветной онлайн) Температурная зависимость
амплитуды осцилляций дГвА системы, описываемой
Гамильтонианом (1). Для иллюстрации мы выбрали
B = 35 Tл, 2θ0 = 35 K, α = 0.025

Эта ситуация соответствует случаю, когда обе под-
зоны ǫk;± заняты фермионами. Однако нас интере-

сует противоположный предел µ ≤
√

θ̄θ
|α| , т.е. пре-

дел тяжелого фермиона с α ≪ 1, когда занята толь-
ко подзона ǫk;−. Тогда из-за фиксированных преде-
лов в ур. (5) вклад в интегрирование вносят только
вычеты xm;−. Частота F2 осцилляций дГвА при та-
ких низких температурах будет соответствовать по-
верхности Ферми тяжелофермионного d−f -гибрида,

а именно F2 = µ+
√

θ̄θ
|α| .

Давайте теперь попробуем сравнить наш теоре-
тический анализ с экспериментом [2]. На рисунке 4
исследования [2] показан гигантский температурный
пик на температурной зависимости амплитуды ос-
цилляций дГвА в SmB6, наблюдаемый при очень
низких температурах. Пик сам по себе не так уж
и удивителен, поскольку даже регулярное выраже-
ние Лифшица–Косевича [3, 4] может дать такой пик
для фермионов с тяжелой массой. Что необычного
на рис. 4 в работе [2], так это ненулевая амплитуда
осцилляций при более высоких температурах. Стан-
дартная формула Лифшица–Косевича для фермио-
нов с большой массой предсказывает экспоненциаль-
ное подавление амплитуды на высоких температу-
рах. Заметим, что амплитуда осцилляций, показан-
ная на рис. 4 работы [2], построена как функция тем-
пераутры для частоты 330 Тл.

Наша теория утверждает, что гигантский темпе-
ратурный пик в температурной зависимости ампли-
туды осцилляций дГвА, наблюдаемый в [2] на низких
температурах, обусловлен тяжелым фермионом. Тот
факт, что система является изолятором, предполага-
ет, что все фермионы легкой массы имеют щель на
энергии Ферми и они осциллируют в эффекте дГвА с
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подавленной амплитудой, простирающейся на высо-
кие температуры (как это показано на рис. 2). Таким
образом, выбор теоретической модели ур. (1), обла-
дающей обеими температурными характеристиками,
что и в эксперименте [2] оправдано. Однако в нашей
теории высоко- и низкотемпературные области, по-
казанные на рис. 2, осциллируют с разными часто-
тами F1 = µ и F2 = µ + θ0√

α
соответственно, тогда

как в эксперименте [2] обе области осциллируют с
одинаковой частотой. В нашей модели они не могут
быть строго одинаковыми, и, чтобы объяснить [2],
мы полагаемся на совпадения. Мы предлагаем два
вероятных сценария. В первом мы утверждаем, что
имеется совпадение так, что вторая гармоника коле-
баний с F1 равна F2. Другими словами, 2F1 ≈ F2.
Это по-прежнему предел тяжелых фермионов, опре-
деляемый формулой µ ≤ θ0√

α
, когда заполнена толь-

ко энергетическая ветка ǫk;− и наши теоретические
предсказания верны. Напомним, что при µ > θ0√

α
обе

ветви спектра будут заняты и система будет метал-
лической. Кроме того, давайте посморим на рис. 2а в
[2] и отождествим самый большой пик, соответствую-
щий частоте F exp

3 = 330Тл, с F2, а пик F exp
2 = 170Тл

с F1. Следовательно, действительно 2F exp
2 ≈ F exp

3 .
Наше предложение может быть реалистичным, по-
скольку в работе [1] экспериментально наблюдалась
в SmB6 значительное усиление амплитуды второй и
третьей гармоник осцилляций дГвА (рис. 2b в работе
[1]) конкретной частоты.

В нашем втором сценарии мы предполагаем, что
существуют два фермионных кармана в зоне Брил-
люэна, обозначенные как 1 и 2, каждый из которых
описывается гамильтонианом ур. (1) и каждый ги-
бридизуется при низких температурах. Первый кар-
ман имеет параметры α1, µ1 и θ1, выбранные в режи-
ме тяжелого фермиона, а второй α2 = 0 (или α < 0),
µ2 и θ2, т.е. описываемые моделью, которая не име-
ет гибрида тяжелых фермионов и, следовательно,
не имеет гигантского пика. Тогда можно предполо-
жить, что каким-то образом произошло совпадение
µ1+

θ1√
α1

≈ µ2, при котором осцилляции при высоких
температурах на рис. 2 имеют частоту, равную µ2, а
гигантский пик возникает от осцилляций с частотой,
равной µ1+

θ1√
α1

. Первые три самые низкие частоты,

показанные на рис. 2a в работе [2], дают основания
полагать, что этот сценарий вполне может быть реа-
листичным. В частности, либо частота F exp

1 = 50Тл,
либо F exp

2 = 170Tл отвечает значению µ1, а частота
F exp
3 = 330Tл отвечает как µ1 +

θ1√
α1

, так и µ2.

Проверим теперь, существуют ли квантовые ос-
цилляции с обратной температурой, предложенные в

[10]. Посмотрим на рис. 4 в работе [2] и предположим,
что небольшой пик, возникающий при T ∗ ≈ 8K сов-
падает с предсказанным в [10] положением наиболь-
шего пика, определенного по формуле Tpeak = θ0

π .
Сделав это, мы можем извлечь значение параметра
гибридизации, равного 2θ0 = 2πT ∗ ≈ 48K, что согла-
суется с энергетической щелью равной 40K, опреде-
ленной из поведения активированной электропрово-
димости, наблюдавшегося экспериментально [2]. Бо-
лее того, используя это значение и используя усло-
вие 2F1 = F2, которое читается как µ = θ0√

α
, мы

можем оценить параметр тяжести f -фермионов α в

нашей модели, который получается α =
θ2
0

µ2 = 242

3302 ≈
≈ 0.005 = 1

200 . Наконец, мы можем оценить темпера-
туру Tg, при которой гигантский температурный пик
начинает расти, установив T 2

m=0−
(

β2 − 1
)

b2 = 0, что

читается как T =
√
α
π θ0, получаем Tg ≈ 0.5K. Это

число хорошо согласуется с рис. 4 в [2].

Область, в которой квантовые осцилляции как
функция от температуры были предсказаны автором
в [10], требует детального экспериментального ска-
нирования, чтобы подтвердить, что небольшие пики,
наблюдаемые на рис. 4 [2] при T ≈ 8K и T ≈ 5K –
это не просто отклонения в пределах погрешности,
а скорее уникальные физические особенности. Под-
черкнем, что осцилляции как функция температуры
гарантированы, если наблюдается гигантский низко-
температурный пик.

Мы утверждаем, что образцы SmB6 в экспери-
ментах [2] являются не изоляторами, а скорее систе-
мами с тяжелым фермионом на уровне Ферми. Хо-
тя гибридизация между электронами проводимости
d-электронами и локализованными f -электронами
происходит при температуре перехода и в систе-
ме, по-видимому, образуется энергетическая щель d-
электронов на энергии Ферми, возможная небольшая
электроноподобная дисперсия f -электронов приво-
дит к образованию тяжелого фермионного гибрида
d−f с большой поверхности Ферми. Этот гибрид ни-
когда не имеет щелей и, следовательно, является ме-
таллическим. Вполне вероятно, что наблюдаемое на-
сыщение электросопротивления в SmB6 при очень
низкой температуре обусловлено остаточным сопро-
тивлением этого тяжелофермионного d−f -гибрида.
Если это так, то это исключает предположение [13]
о том, что SmB6 является топологическим изоля-
тором. Поэтому, поскольку наша теория предпола-
гает существование d−f -гибрида тяжелых фермио-
нов на уровне Ферми, который становится видимым
в осцилляциях дГвА при очень низких температу-
рах, мы полагаем, что можно наблюдать и осцилля-
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ции Шубникова–де Гааза с частотой F2 = µ +
√

θ̄θ
|α|

на этих низких температурах, несмотря на большое
электрическое сопротивление.

Мы отмечаем, что существует теоретическое
предложение [14], в котором утверждается, что
SmB6 может быть изолятороподобным металлом.
В работе [14] был изучен гамильтониан, который
представляет собой ур. (1), но с α = 0 и энергией
Ферми, установленной на дне зоны проводимости
(небольшое легирование). Заметим, что модель,
изученная в настоящей работе, всегда является ме-
таллической с тяжелым фермионным d−f -гибридом
на энергии Ферми.

Покажем теперь, как система может быть метал-
лической, не топологическим изолятором, но тем не
менее иметь краевые состояния. Наш выбор теоре-
тической модели мотивирован оригинальными рабо-
тами по краевым состояниям в металлических си-
стемах [15–17] и топологических изоляторах [18, 19].
Например, из [17] мы знаем, что в двумерном элек-
тронном газе со спин-орбитальным взаимодействием
Рашбы будут краевые состояния. Чтобы сопоставить
систему из работы [17] с нашей системой, мы долж-
ны потребовать, чтобы параметр гибридизации был
нечетным по импульсу. Предположим, мы нашли та-
кое взаимодействие между d- и f -фермионами, ко-
торое стабилизирует гибридизационную щель с θk =

= −θ−k симметрией. Тогда наш минимальный мо-
дельный гамильтониан равен

HC =

∫

r

ψ̄(r)

[

ξ̂k θ(k̂x + ik̂y)

θ̄(k̂x − ik̂y) αξ̂k

]

ψ(r),

(10)

где θk = θ(k̂x + ik̂y), шляпки обозначают операторы,
а базис теперь содержит спин ψ̄k =

(

ψ̄d;↑, ψ̄f ;↓
)

(су-
ществует независимый и аналогичный гамильтониан
для базиса противоположных спинов). Заметим, что
при α = −1 модель соответствует модели тополо-
гических изоляторов Волкова–Панкратова [18, 19],
тогда как α = 1 соответствует двумерному элек-
тронному газу со спин-орбитальным взаимодействи-
ем Рашбы, краевые состояния которых изучались в
[17]. Спектр объемных фермионов равен

ǫk;± =
1 + α

2
ξk ±

√

(

1− α

2
ξk

)2

+ θ̄θk2, (11)

и мы показываем его на правом графике рис. 1. Ес-
ли химический потенциал положить равным нулю,
то обе зоны ǫk;± заняты. На правом графике рис. 1
небольшой карман (синий) соответствует полосе ǫk;+.
Спиноры

ψ±;k =
1√
2

[

± sin ζk√
1±cos ζk e

iχk

√
1± cos ζk

]

, (12)

где χk = arctan
(

ky

kx

)

, и который нечетен либо по kx,

или по ky, и cos(ζk) =
1−α
2 ξk

[

√

(

1−α
2 ξk

)2
+ θ̄θk2

]−1
.

Будем описывать границу системы стенкой с беско-
нечным потенциалом в точке x = 0 и предположим
наличие свободного пространства в области x > 0.
Граничные условия выглядят как ψ(x = 0, y) = 0.
Поэтому спиноры + и − перемешиваются, чтобы удо-
влетворить граничному условию, поскольку χkx;ky

=

= −χ−kx;ky
.

Мы определяем

ζ = 1− 2

1 +
√

1 + 2αµ
mθ̄θ

> 0, (13)

который появляется в качестве параметра в нашем
анализе. Можно показать, что при k2y < ζ2mµ кра-
евых состояний нет. Плоские волны обеих подзон
ǫk;± рассеиваются от границы. При k2y > ζ2mµ воз-
никают краевые состояния, возникающие из зоны
ǫk;+, которые затухают от границы как ψ+;ky

(r) ∝
e−

√
k2
y−ζ2mµxeikyy. Отметим, что краевые состояния

также будут присутствовать, если наша минималь-
ная модель ур. (10) будет обобщена на более чем две
подзоны при условии, что нечетность параметра ги-
бридизационного по импульсу сохраняется.

В заключение мы предложили теоретическую мо-
дель, представленную в ур. (1), чтобы сделать попыт-
ку объяснить гигантский температурный пик ампли-
туды осцилляций дГвА, экспериментально наблюда-
емый в материале SmB6 при очень низких темпе-
ратурах [2]. Главный вывод, полученный из нашей
модели, заключается в том, что система никогда не
является по-настоящему изолирующей, а скорее ме-
таллической с тяжелым фермионным гибридом d−f
при энергии Ферми, который может казаться изоли-
рующим из-за своей большой массы. На рисунке 2
мы действительно получаем гигантский температур-
ный пик, связанный с осцилляциями этого тяжелого
фермионного d−f -гибрида. Слабость модели заклю-
чается в том, что, как показано на рис. 2, высокотем-
пературный хвост и гигантский температурный пик
соответствуют колебаниям с двумя разными часто-
тами: F1 и F2 соответственно. В нашей модели их
невозможно сделать строго одинаковыми. Мы пред-
положили, что либо F2 ≈ 2F1, либо имеет место сов-
падение частот из разных ферми-карманов. В [1, 2]
есть экспериментальные данные, подтверждающие
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эти две гипотезы. Есть предположение, что являет-
ся материал SmB6 является топологическим изоля-
тором. Мы предложили сценарий, описываемый га-
мильтонианом ур. (10), когда тяжелый фермионный
d−f -гибрид, будучи металлическим, имеет краевые
состояния.
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Investigations of defects constitute an important
part of the studies of different materials, including liquid
crystals [1–9]. Focal conic domains are peculiar types of
defects observed in thin films or near surfaces in smec-
tic and cholesteric liquid crystals [1–3]. Investigations
of focal conic structures date back to the seminal works
of Friedel [10, 11]. Rosenblatt et al. [12] proposed the
structure from parabolic defects to explain experimental
observations of periodic defect pattern. In spite of nu-
merous investigations the nature of focal conic domains
and periodic patterns in cholesterics and their relation
to optical properties are not completely clear. One of
the reasons is that investigations of these structures are
often performed on unordered samples.

In a recent work [13] we found two-dimensional (2D)
periodic photonic structure which can be related to or-
dered focal conic domains in planar optical cells. They
spontaneously appeared near the cholesteric–isotropic
phase transition. In this paper the peculiarities of pho-
tonic properties and structures in mixtures composed by
various liquid crystal ingredients and chiral dopants are
studied. We pay special attention to the dependence of
the optical pattern on polarization of light and analyze
similarities of the structure in different materials.

The 2D photonic structures obtained and studied in
our work are structures with multilevel ordering where
the building blocks are not atoms or molecules but one-

1)e-mail: pauldol@issp.ac.ru

dimensional cholesteric photonic crystals. Their spatial
ordering gives rise to structures of higher level both
with respect to complexity and functional possibilities.
We investigated photonic properties of the periodic 2D
structure in optical cells using cholesteric with differ-
ent pitch value, materials composed by different ne-
matic hosts and chiral dopants. A regularly arranged
system of domains appeared on slow heating (typi-
cally at a rate about 0.1 ◦/min) near the transition to
the isotropic phase. The domains are stable near the
cholesteric–isotropic transition and metastable at low
temperature (far from the transition). Wonderful im-
ages revealing nontrivial structure and properties were
obtained in reflection and transmission. Figure 1 shows
photographs of a region of the 2D structure in mixture
of nematic liquid crystal E7 and chiral compound CB15
(∼ 40 % wt) in transmission with a single polarizer along
x axis (Fig. 1a), between parallel polarizer and analyzer
(Fig. 1b) and between crossed polarizer and analyzer
(Fig. 1c). The images of the same region in reflected light
are given in Fig. 1d, e.

The existence of complementary structures near the
two surfaces of the cell was demonstrated by circular po-
larized light. We found that polarization of light trans-
mitted through the sample substantially varies from re-
gion to region. We relate complex optical patterns ob-
served in transmission to selective reflection and rota-
tion of the plane of polarization of light. Our measure-
ments allow to describe polarization state of transmis-
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Fig. 1. (Color online) Periodic texture with square order-
ing viewed in transmission in linear polarized incident light
(a)–(c). The photographs were taken with a single polar-
izer parallel to x axis (a), between parallel polarizer and
analyzer (b) and with crossed polarizer and analyzer (c).
The polarization of light passing through regions 1, 2 and
3 is substantially different at the exit of the sample, as
indicated by the images with parallel and crossed polar-
izer and analyzer (b), (c). Frames (d) and (e) show images
of the structure in reflected light with one polarizer along
x axis and with crossed polarizer and analyzer. Rubbing
direction on the cell surfaces is close to horizontal

sion modes in the whole unit cell of the structure. The
domain structure is an interesting example of photonic
crystal with square ordering in the plane of the film. We
may state that the intrinsic properties of the periodic 2D
domain structure are determined by chirality in confined
geometry. Up to now there are only several publications
about optical and spectral properties of the 2D domain
structure. It is found that the structure is formed near
the cholesteric–isotropic phase transition and by mate-

rials with reflection in visible and near infrared spectral
ranges. We observed the periodic structure in a number
of compounds with the cholesteric phase. In mixtures
composed by different ingredients but with a close value
of the helical pitch the structure and its optical proper-
ties are similar. We can conclude that the observed pe-
culiarities have general character. Further investigations
will show which additional conditions are necessary for
the formation of the 2D domain structure.
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В управлении спинами сталкивающихся пучков, которое является ключевым аспектом для работы
коллайдеров поляризованных частиц NICA (ОИЯИ, Дубна, Россия) и EIC (BNL, Брукхейвен, США),
есть открытые вопросы. Единственно реалистичный для управления поляризацией дейтронов режим
спиновой прозрачности все еще не апробирован экспериментально. При существующей конфигурации
ускорительных колец в ОИЯИ пилотный эксперимент по спиновой прозрачности возможен с протонами
на синхротроне Нуклотрон на целом спиновом резонансе. Анализируется динамика поляризации про-
тонов при быстром пересечении целого резонанса с управляющими спиновыми навигаторами на основе
штатных корректирующих орбиту диполей. Разработана схема компенсации когерентного влияния на
спин ошибок установки и изготовления магнитных элементов структуры Нуклотрона, основанная на
измерении спинового поля несовершенства структуры по адиабатическому отклонению спинов в обла-
сти резонанса с учетом синхротронной модуляции энергии. Компенсация мощности целых резонансов
возможна вплоть до ограничений, связанных с орбитальными эмиттансами пучка. Результаты прове-
денного численного моделирования предлагаемого спинового компенсатора подтверждают возможность
экспериментальной верификации режима спиновой прозрачности в присутствии сильного искажения
замкнутой орбиты несовершенством структуры Нуклотрона.

DOI: 10.31857/S0370274X24110233, EDN: SLKPVJ

Введение. В Объединенном институте ядерных
исследований (ОИЯИ, г. Дубна) вводится в эксплу-
атацию ускорительный комплекс NICA (Nuclotron-
based Ion Collider fAсility). Если первая стадия ра-
боты NICA в режиме коллайдера релятивистских
ядер будет посвящена изучению в детекторе MPD
(Multi-Purpose Detector) [1, 2] ядерной материи в об-
ласти кирального фазового перехода, то во второй
стадии столкновений поляризованных частиц в де-
текторе SPD (Spin Physics Detector) [3–5] ключевой

1)e-mail: filatov.iun@mipt.ru

задачей становится управление поляризацией накоп-
ленных пучков. Задача управления спином остается
ключевой и в аспекте расширения программы спино-
вой физики в область фундаментальных симметрий
[6]: поиска ЭДМ протонов и дейтронов как возмож-
ного ключа к загадке барионной асимметрии Вселен-
ной [7–9], поиска аксионов [10–12] и аксионоподобных
частиц как вероятного кандидата на темную мате-
рию во Вселенной [6, 7, 13–17], проверки Стандарт-
ной Модели по несохранению четности при высоких
и промежуточных энергиях [18, 5].
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В настоящее время в лаборатории BNL (Брук-
хейвен, США) идет активная работа по созданию
электрон-ионного коллайдера EIC (Electron Ion
Collider) [19]. Ионное кольцо будет реализовано
на базе существующего кольца коллайдера RHIC
(Relativistic Heavy Ion Collider), который позволя-
ет проводить эксперименты с поляризованными
пучками протонов [20]. Для сохранения поляри-
зации в диапазоне энергий до 255 ГэВ в RHIC
используются две сибирские змейки, реализованные
на спиральных магнитах [21], расположенных в
противоположных промежутках коллайдера. Каж-
дая из змеек поворачивает спины на 180◦ вокруг
направлений, лежащих в плоскости коллайдера и
составляющих углы со скоростью +45◦ и −45◦, что
обеспечивает значение спиновой частоты равным по-
ловине для любой энергии. Устойчивая поляризация
направлена вдоль вертикали в арках коллайдера
и меняет знак после прохождения каждой змейки.
Продольная поляризация обеспечивается с помощью
двух спиновых ротаторов на спиральных магнитах,
расположенных с обоих сторон детектора: пер-
вый поворачивает поляризацию из вертикального
в продольное направление, а второй возвращает
поляризацию обратно в вертикальное направление.
Характерный интеграл поля для каждого ротатора
или каждой змейки составляет около 25 Тл ·м. Осо-
бую роль при проведении спиновых исследований в
EIC играют поляризованные дейтроны и ядра гелий-
3, так как они открывают возможность проведения
экспериментов с поляризованными нейтронами. Для
управления поляризацией ядрами гелий-3 можно
использовать схему управления с двумя спиральны-
ми змейками. Однако для дейтронов, из-за малого
значения гиромагнитного отношения, схема со змей-
ками не применима, так как для змеек потребуется
интеграл поперечного поля на два порядка больший,
чем для протонов. В работе [22] рассматривалась
возможность получения вертикальной поляриза-
ции дейтронов во всем диапазоне энергий RHIC,
за исключением дискретных значений энергий,
соответствующих целым спиновым резонансам, по-
ляризация в которых стабилизировалась с помощью
частичных сибирских змеек.

Новая концепция управления вектором поляриза-
цией пучков адронов – режим спиновой прозрачно-
сти (ST-режим) – позволяет реализовать в коллайде-
рах контроль направления поляризации любого сор-
та частиц, в том числе и дейтронов [23–25]. В этом
режиме полностью компенсируется действие струк-
турных элементов магнитной системы ускорителя на
спин при движении частицы по дизайн-орбите. В ST-

режиме управление поляризацией осуществляется с
помощью специальных спиновых ротаторов на ба-
зе слабых магнитных полей – спиновых навигато-
ров [26–28]. Требуемый интеграл магнитных полей
спиновых навигаторов как минимум на два поряд-
ка меньше, чем для спиновых ротаторов, использу-
ющихся в RHIC.

Впервые идея спиновой прозрачности была сфор-
мулирована в работе для управления поляризацией
протонов и дейтронов в кольцах формы “восемь” [23].
Далее идеи спиновой прозрачности были расшире-
ны и на традиционные коллайдеры формы “рейст-
рек”. Установка двух идентичных сибирских змеек в
противоположные промежутки традиционного кол-
лайдера обеспечивает ST-режим во всем диапазоне
энергий [29]. Для реализации столкновений поляри-
зованных пучков протонов и дейтронов в комплексе
NICA планируется использовать ST-режим с двумя
соленоидальными змейками [30].

ST-режим может быть реализован и без исполь-
зования сибирских змеек в традиционных коллайде-
рах на дискретных значениях энергий, соответству-
ющих целым спиновым резонансам [31]. Манипуля-
ция направлением поляризации дейтронов во время
проведения эксперимента в традиционных кольцах
в ST-режиме на целых резонансах является реали-
стичным сценарием как для существующего коллай-
дера RHIC (EIC), так и для строящегося коллайде-
ра NICA. Более того, использование соленоидальных
змеек позволит проводить исследования с поляризо-
ванными дейтронами в непрерывном диапазоне энер-
гий NICA.

Для проведения высокоточных экспериментов с
поляризованными пучками необходима разработка
системы многократных переворотов спинов (системы
спин-флипа) без существенной потери степени поля-
ризации, которая позволяет значительно уменьшить
систематические ошибки в поляризационных экспе-
риментах. В коллайдере RHIC система спин-флипа
основана на пересечении спинового резонанса, ин-
дуцированного высокочастотным (ВЧ) полем. Пере-
сечение резонанса осуществляется за большое чис-
ло оборотов путем адиабатического изменения час-
тоты ВЧ-поля. Эффективность спин-флипа прото-
нов в этом случае составила около 97 % в диапазоне
энергий до 255 ГэВ [32]. Особенностью такого метода
является то, что при каждом пересечении индуциро-
ванного ВЧ-резонанса происходит заметная деполя-
ризация пучка на уровне нескольких процентов, что
ограничивает максимальное число переворотов спи-
на за время проведения эксперимента. В коллайде-
ре NICA система спин-флипа будет реализована на
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базе спинового навигатора, который позволяет под-
держивать постоянной спиновую частоту в процес-
се адиабатической перестройки спинового движения,
что исключает резонансную деполяризацию во вре-
мя манипуляций с направлениями спинов [33].

Запланированный к использованию в комплек-
се NICA режим спиновой прозрачности требует экс-
периментальной верификации. При существующей
конфигурации колец комплекса NICA такая верифи-
кация может быть выполнена в действующем син-
хротроне Нуклотрон, в котором можно организовать
ST-режим на целом резонансе (ST-резонансе) для
пучка протонов [31].

Для Нуклотрона навигатор на базе двух слабых
соленоидов был представлен в работе [33]. Из-за де-
фицита свободного места в Нуклотроне был предло-
жен альтернативный спиновый навигатор на основе
штатных корректирующих диполей [34]. В отличие
от традиционных спиновых ротаторов, в которых ло-
кализуется отклонение замкнутой орбиты на участ-
ке вставки поперечных полей, в предложенном спи-
новом навигаторе отклонение замкнутой орбиты, ин-
дуцируемое штатным корректором, оставляют вдоль
всего кольца синхротрона. В результате спины час-
тиц, кроме прямого действия участка с радиальным
полем в корректоре, будут также испытывать допол-
нительное действие, вызванное возникающими ради-
альными полями в квадруполях при движении час-
тицы вдоль отклоненной замкнутой орбиты. Появля-
ется возможность организовать когерентное сложе-
ния действия радиальных полей в квадруполях, при-
водящее к интерференционному усилению действия
корректирующих диполей на спин.

Интерференционное усиление увеличивается с
ростом энергии. Поэтому для проведения пилотно-
го эксперимента с корректирующими диполями це-
лесообразно выбрать целый резонанс, соответствую-
щий максимальной границе диапазона импульсов, в
котором решена проблема сохранения поляризации
протонов. В структуре Нуклотрона, с числом супер-
периодов N = 8, при выборе вертикальной нормали-
зованной бетатронной частоты (в единицах частоты
обращения частицы) в диапазоне 7 < νy < 8 мак-
симальное значение целого резонанса равно γG = 7

(здесь G – аномальная часть гиромагнитного отно-
шения, γ – релятивистский фактор), при котором в
процессе ускорения протонов до импульса 3.54 ГэВ/с
внутренние резонансы пересекаться не будут [35].
В указанном диапазоне импульсов поляризация при
ускорении протонов может быть сохранена с помо-
щью штатных корректирующих диполей и слабого
продольного поля с интегралом ∼ 50мТл ·м [36].

В работе [37] была предложена система спин-
флипа протонов в Нуклотроне на резонансе γG = 7,
которая может быть экспериментально проверена.
Навигаторная частота (сила навигатора) задавалась
посредством контролируемого отклонения замкну-
той орбиты штатными корректирующими диполями,
не превышающего 10 мм. При этом полагалось, что
действие навигатора на спин значительно превышает
действие несовершенства структуры. Отклонение ор-
биты, индуцированное навигатором, было значитель-
но больше искажения замкнутой орбиты, вызванно-
го неточностью установки и исполнения магнитных
элементов Нуклотрона, которое не превышало 1 мм.

Из-за строительства и ввода в эксплуатацию кол-
лайдера NICA в настоящее время искажение замкну-
той орбиты составляет не несколько миллиметров,
как полагалось при проектировании спинового нави-
гатора в работе [37], а достигает значений в несколь-
ко сантиметров. В этой связи необходимо расширить
возможности системы управления поляризацией на
случай, когда искажение орбиты становится сравни-
мым с ее отклонением, вызываемым навигаторными
корректорами. Для этих целей представляется воз-
можным использовать идею компенсации когерент-
ного воздействия на спины несовершенства структу-
ры с помощью слабых магнитных полей, предложен-
ную в работе [34]. Последующее изложение посвяще-
но новым идеям в решении этой актуальной задачи.
В развитие идей предыдущих работ [37, 34], посвя-
щенных возможности проведения пилотного экспе-
римента по проверке ST-режима в Нуклотроне, да-
лее излагаются оригинальные результаты по контро-
лю поляризации разработанным на основе штатных
корректирующих диполей навигатором, действие ко-
торого на спины сравнимо с действием ST-резонанса.

Спиновая динамика в области ST-резо-

нанса. В реальной структуре динамика спина в об-
ласти ST-резонанса представляет собой вращение во-
круг итогового поля ωtot, являющегося суммой по-
лей навигатора и ST-резонанса [25, 34]:

ωtot = hnav + ω . (1)

Навигаторное поле hnav описывает динамику спи-
на при движении частицы вдоль замкнутой орбиты,
индуцированной поперечными магнитными полями
навигатора. Учет влияния на спин дополнительных
полей, вызванных несовершенством структуры и бе-
татронными колебаниями пучка, описывается полем
ST-резонанса:

ω = ωcoh + ωemit. (2)

Когерентная часть поля ST-резонанса ωcoh,
учитывающая когерентное действие на спин ошибок
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установки и изготовления магнитных элементов
структуры, описывает динамику спина при движе-
нии частицы вдоль искаженной этими ошибками
замкнутой орбиты. Некогерентная часть ωemit,
пропорциональная поперечным эмиттансам пуч-
ка, учитывает действие на спин дополнительных
магнитных полей, возникающих при движении
частиц по орбитам, отклоненным от замкнутой. В
Нуклотроне компоненты полей hnav = (hx, 0, hz) и
ωcoh = (ωx, 0, ωz) лежат в плоскости орбиты (xz),
а поле ωemit = (0, ωy, 0) направлено по вертикали.
Навигаторное поле задает нормализованную часто-
ту (в единицах частоты обращения частицы) и ось
навигатора:

νnav = |hnav|, n = hnav/|hnav|. (3)

Здесь и далее по тексту для частот спинового и орби-
тального движения термин “нормализованная” будет
опускаться. Величина поля ST-резонанса определяет
мощность резонанса ω. Навигатор будет определять
спиновую динамику, если

νnav ≫ ω. (4)

В этом случае спины частиц, направленные вдоль
поля навигатора, будут вращаться внутри конуса во-
круг его оси (см. рис. 1)

ntot =
ωtot

|ωtot|
≈ n+

ω⊥
νnav

, ω⊥ = ω − (ω · n)n . (5)

Малый угол раствора ψ конуса поляризации опре-
деляется поперечной к n-оси компонентой поля ST-
резонанса ω⊥:

ψ ≈ ω⊥/νnav. (6)

Рис. 1. (Цветной онлайн) Динамика спина в присут-
ствии навигатора и поля ST-резонанса

Спины частиц, направленные вдоль оси нави-
гатора n, будут совершать устойчивое периодиче-
ское движение. Напротив, движение спинов частиц,
направленных поперечно к оси навигатора, будет
неустойчивым, так как спины частиц будут разме-
шиваться из-за разброса спиновой частоты ωtot.

В Нуклотроне спиновая частота пропорциональ-
на энергии, что приводит к дополнительным огра-
ничениям на поля спиновых навигаторов из-за син-
хротронных колебаний, которые расщепляют ST-
резонанс на серию сателлитных резонансов [38]. Для
того, чтобы спиновый навигатор осуществлял адиа-
батический захват спинов в области ST-резонанса,
помимо условия (4), необходимо выполнить допол-
нительное условие [31, 33]

νnav ≫ max(νγ , σγ), (7)

где σγ = G∆γ – амплитуда синхротронной модуля-
ции спиновой частоты, νγ – частота синхротронных
колебаний. При этом направление спинового поля
незначительно отклоняется от оси навигатора.

Компенсация когерентной части поля ST-

резонанса в Нуклотроне. Коррекция мощностей
целых резонансов с целью их быстрого пересече-
ния при ускорении протонов успешно применялась
в 1970-х гг. в синхротронах ZGS и AGS [39, 40]. В
AGS коррекция осуществлялась с помощью 96 ВЧ-
дипольных корректоров, осциллирующих на часто-
тах, соответствующих резонансам γG = k с подхо-
дящими амплитудами и фазами, которые подбира-
лись в процессе многократных измерений степени по-
ляризации после ускорения пучка. Процесс коррек-
ции оказался трудоемким и впоследствии для мини-
мизации деполяризации при пересечении целых ре-
зонансов стала использоваться частичная сибирская
змейка, обеспечивавшая их адиабатическое пересече-
ние [41, 42].

С развитием метода спиновой прозрачности для
эффективного управления вектором поляризации с
помощью предельно малых квазистационарных по-
лей, помимо уменьшения мощностей целых резонан-
сов, возникла задача полной компенсации влияния
на спины несовершенств структуры. Полная компен-
сация такого влияния открывает уникальные воз-
можности по проведению прецизионных эксперимен-
тов с поляризованными пучками, таких как поиск
электрического дипольного момента [6–9] и поиск ак-
сионоподобных частиц [6, 7, 15, 16].

Идея компенсация мощности ST-резонанса с по-
мощью спиновых компенсаторов на основе слабых
стационарных магнитных полей была предложена в
работах [34, 43]. После измерения когерентной ча-
сти поля ST-резонанса спиновый компенсатор по сво-
ей сути является навигатором, который индуцирует
спиновое поле

hcomp = −ωcoh. (8)

После компенсации спиновое движение будет эк-
вивалентно динамике спинов в идеальной структуре
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синхротрона, в котором поле ST-резонанса связано
лишь с бетатронными и синхротронными колебания-
ми пучка. Спиновый компенсатор позволяет расши-
рить область, в которой навигатор будет определять
спиновую динамику для случая, когда

νnav ∼ ωcoh, νnav ≫ ωemit. (9)

Измерение компонент поля ST-резонанса мож-
но производить различными способами, анализируя
проекции вектора поляризации. Например, в рабо-
те [34] радиальную и продольную компоненты ωcoh

предлагалось определить, находясь непосредственно
в ST-резонансе, измеряя последовательно радиаль-
ные компоненты поляризации при стабилизации на-
вигатором в поляриметре продольных и радиальных
осей с противоположными знаками. В настоящее вре-
мя в ОИЯИ имеющиеся поляриметры позволяют из-
мерять в Нуклотроне только вертикальную поляри-
зацию пучка [44–46], поэтому рассмотрим процедуры
определения поля ST-резонанса по измерению верти-
кальной компоненты спинов.

При отстройке от ST-резонанса на величину ε

вертикальная компонента поляризации равна [38]

Py = P∞
ε+ ωemit

√

(ε+ ωemit)2 +Ω2
⊥
, ε = γG− k, (10)

где P∞ – поляризация вдали от ST-резонанса, а Ω⊥
задается полем навигатора и когерентной частью по-
ля ST-резонанса

Ω2
⊥ = |hnav + ωcoh|2. (11)

Измеряя зависимости вертикальной компоненты
поляризации Py(ε) в зависимости от отстройки от
резонанса при различных направлениях поля нави-
гатора, можно определить компоненты когерентной
части поля ST-резонанса. Экспериментально опреде-
ляя величины Ωx+, Ωx− и Ωz+, Ωz−, которые соответ-
ствуют Ω⊥ в формуле (11) при стабилизации навига-
тором радиального, hnav = ±νnav ex, и продольного,
hnav = ±νnav ez, направлений с противоположными
знаками, получим соответственно следующие компо-
ненты поля ST-резонанса:

ωx =
Ω2

x+ − Ω2
x−

4νnav
, ωz =

Ω2
z+ − Ω2

z−
4νnav

. (12)

При таком определении компонент поля ωcoh

важно, чтобы в процессе сканирования вертикаль-
ной компоненты поляризации выполнялось условие
адиабатического движения спинов. С учетом (7) та-
кой подход применим для области, где

ωcoh ≫ max(νγ , σγ), νnav ∼ ωcoh. (13)

При достаточно точном определении величин
Ωx+, Ωx− и Ωz+, Ωz− область применимости метода
можно расширить и на случай, когда условие адиа-
батического движения спинов обеспечивается нави-
гатором:

ωcoh ∼ max(νγ , σγ), νnav ≫ ωcoh. (14)

Для малых значений мощности когерентной ча-
сти ST-резонанса, когда

ωcoh ≪ max(νγ , σγ), (15)

определение поля ωcoh по адиабатическому откло-
нению поляризации становится нецелесообразным.
В этом случае для измерения ωcoh более эффек-
тивно использовать изменение вертикальной проек-
ции поляризации после быстрого пересечения об-
ласти ST-резонанса. При пересечении уединенно-
го ST-резонанса с постоянной скоростью ε′ компо-
ненты вертикальной поляризации до и после пере-
сечения связаны формулой Фруассара–Стора (FS-
пересечение) [47]

P after
y = P before

y

(

−1 + 2 exp

(

−πΩ
2
⊥

2 ε′

))

, (16)

где Ω⊥ из формулы (11) учитывает вклад поля на-
вигатора и поля ST-резонанса, а нормализованная
скорость пересечения резонанса определяется тем-
пом подъема поля в арочных диполях

ε′ = R
dε

dz
=
eGRρ

mc3

(

dB

dt

)

. (17)

Здесь 2πR – длина дизайн-орбиты, z – продольная
координата вдоль нее, а ρ – радиус орбиты в ароч-
ных диполях.

Формула (16) применима и с учетом синхротрон-
ных колебаний энергии в случае быстрого пересече-
ния резонанса при условии

Ω2
⊥ ≪ ε′, (18)

когда результат пересечения всех сателлитных резо-
нансов эквивалентен пересечению уединенного резо-
нанса без учета синхротронной модуляции энергии.

На практике удобно использовать быстрое FS-
пересечение ST-резонанса, варьируя темп подъема
поля, чтобы относительное изменение вертикальной
проекции поляризации после пересечения состави-
ло 10–30 %. Сначала, можно определить по форму-
ле (16) величину когерентной части ST-резонанса
с выключенным навигатором. Направление поля
ωcoh можно определить по скалярному произведе-
нию (ωcoh · hnav), измерив изменение поляризации
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после быстрого FS-пересечения с включенным нави-
гатором с заданным направлением.

В Нуклотроне, при скорости подъема поля око-
ло 1 Тл/с, с помощью быстрого FS-пересечения мож-
но измерить когерентную часть поля ST-резонанса
с мощностью ωcoh < 10−3. В оставшемся диапазоне
ωcoh > 10−3 измерение поля ωcoh лучше производить
по адиабатическому отклонению вертикальной поля-
ризации в области ST- резонанса.

Моделирование компенсации мощности ре-

зонанса γG = 7. Приведем результаты численного
моделирования спиновой динамики, выполненные с
помощью спин-трекинг кода Zgoubi [48], при компен-
сации мощности резонанса γG = 7, когда искаже-
ния орбиты, вызванные несовершенствами структу-
ры, значительно превышают отклонение замкнутой
орбиты, индуцируемое спиновым навигатором на ос-
нове корректирующих диполей.

Спиновый навигатор. Спиновый навигатор, ис-
пользующий дипольные корректоры Нуклотрона,
для резонанса γG = 7 был представлен в работе [37].
Корректоры в количестве Ndip штук задают итого-
вое навигаторное поле [34]:

hnav(z) =

Ndip
∑

i=1

hi(z) =

Ndip
∑

i=1

νi ni(z), (19)

где вклад в парциальные поля hi от каждого i-го
диполя с радиальным полем bx,i длиной L, распо-
ложенного в месте с координатой zi, определяется
периодической спиновой функцией отклика Fx для
режима спиновой прозрачности [49, 50]:

νi =
|Fx(zi)| bx,i L

2πBρ
, ni(z) =

3
∑

j=1

Fxj(zi)

|Fx(zi)|
sj(z). (20)

Здесь Bρ –магнитная жесткость, sj – единичные ор-
ты спиновой системы координат, которые в начале
координат совпадают с ортами ускорительной систе-
мы [51]. При движении частицы по дизайн-орбите
спиновые орты sj(z) воспроизводят динамику спи-
нов, изначально направленных вдоль радиального
ex, вертикального ey и продольного ez направлений.
Функция отклика, кроме прямого действия на спин
радиального поля корректора, учитывает также и
дополнительное действие полей, возникающих на от-
клоненной этим корректором замкнутой орбите.

На рисунке 2 приведены компоненты радиаль-
ной функции отклика Fx протонов для резонанса
γG = 7. Сплошная красная и пунктирная синяя ли-
нии соответствуют радиальной Fx1 и продольной Fx3

компонентам функции отклика. В Нуклотроне вер-

тикальная компонента функции отклика отсутству-
ет (Fx2 = 0) [34]. Также на рис. 2 показана структура
Нуклотрона: зелеными прямоугольниками обозначе-
ны арочные диполи. Места расположения корректо-
ров указаны треугольниками под структурой Нукло-
трона.

Рис. 2. (Цветной онлайн) Компоненты функции откли-
ка для протонов

Спиновый навигатор в статье [37] был реализо-
ван используя 1-й и 9-й корректоры, которые инду-
цировали соответственно радиальную и продольную
компоненты навигаторного поля. При νnav = 0.02 от-
клонение замкнутой орбиты этими корректорами не
превышало значения 10 мм.

В этой работе управление радиальной и продоль-
ной компонентами навигаторного поля осуществля-
ется группами корректоров (1-й, 12-й, 26-й) и (2-й,
9-й, 19-й, 23-й), обозначенные соответственно крас-
ными и синими треугольниками на рис. 3, что поз-
воляет примерно в два раза сократить отклонение
орбиты при νnav = 0.02 (см. рис. 3).

Рис. 3. (Цветной онлайн) Отклонение замкнутой орби-
ты при стабилизации радиальной и продольной поля-
ризации

В Нуклотроне для γG = 7 при ускоряющем на-
пряжении Vrf = 10 кВ и кратности ускорения q = 5

разброс спиновой частоты σγ ≈ 1.4 · 10−3, а частота
синхротронных колебаний νγ ≈ 4.3 · 10−4 и значения
νnav = 0.02 достаточно для обеспечения адиабати-
ческого захвата поляризации навигатором в присут-
ствии синхротронной модуляции энергии [37].

Несовершенства структуры. Для учета несовер-
шенства структуры Нуклотрона использовалась мо-
дель случайных сдвигов квадруполей в радиальном
и вертикальном направлениях, диаграмма которых
приведена на рис. 4 при нормальном распределе-
нии ошибок со средним квадратичным отклонением
σx,y = 1.5мм.
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Диаграмма ошибок установки
квадруполей

Ошибки установки квадруполей приводят к ис-
кажению замкнутой орбиты, показанному на рис. 5.
Среднеквадратичные отклонения σx,y квадруполей
выбирались таким образом, чтобы максимальное ис-
кажение замкнутой орбиты, составляющее пример-
но 40 мм, было порядка апертурных ограничений в
Нуклотроне, что примерно в 10 раз превышает от-
клонение замкнутой орбиты, вызываемое спиновым
навигатором.

Рис. 5. (Цветной онлайн) Искажения замкнутой орби-
ты в Нуклотроне из-за случайных сдвигов квадруполей

Компенсация мощности резонанса. В рассматри-
ваемой модели среднеквадратичное искажение зам-
кнутой орбиты составляет порядка 1 см, чему соот-
ветствует среднестатистическая мощность резонан-
са, равная ∼0.03 для γG = 7 [36]. В этом случае
эффективно измерять мощность резонанса по адиа-
батическому отклонению поляризации в области ST-
резонанса. На рисунке 6 приведен результат модели-
рования сканирования вертикальной компоненты по-
ляризации при адиабатическом изменении γG (энер-
гии протонов) при стабилизации навигатором часто-
ты νnav = 0.015 в продольном (красные кривые) и
радиальном (синие кривые) направлениях. Сплош-

ные кривые соответствуют осям навигатора вдоль
направлений ex и ez, а пунктирные – против. Вдали
от резонанса поляризация была направлена по вер-
тикали.

Рис. 6. (Цветной онлайн) Сканирование вертикальной
поляризации в области резонанса γG = 7 по энергии

“Экспериментально измеряя” величины

Ωx+ ≈ 0.0261, Ωx−≈ 0.0140,

Ωz+ ≈ 0.0277, Ωz−≈ 0.0093, (21)

получим компоненты поля ST-резонанса

ωx ≈ 0.0081, ωz ≈ 0.0114, (22)

которым соответствует “измеренная” когерентная
часть мощности резонанса ωcoh ≈ 0.014.

При моделировании спиновый компенсатор был
реализован на тех же корректорах, что и спиновый
навигатор (см. рис. 2). График изменения вертикаль-
ной компоненты спина после пересечения резонан-
са γG = 7 с темпом подъема поля 0.3 Тл/с с вклю-
ченным спиновым компенсатором приведен на рис. 7,
из которого следует, что мощность резонанса умень-
шилась примерно в 60 раз и скомпенсировалась до
уровня ωcoh ≈ 2.2 · 10−4. Следует подчеркнуть, что
такая значительная компенсация обусловлена доста-
точно “точным измерением” отклонения поляриза-
ции в процессе моделирования. На практике, эффек-
тивность компенсации будет определяться погрешно-
стью измерения отклонения спинов поляриметром.

Максимальное отклонение замкнутой орбиты, ин-
дуцируемое спиновым компенсатором, не превышает
5 мм (см. рис. 8), что на порядок меньше искажения
замкнутой орбиты вызываемого несовершенствами
структуры.

Стабилизация навигатором требуемого направле-
ния спина в Нуклотроне без компенсации и с ком-
пенсацией мощности резонанса γG = 7 показана на

Письма в ЖЭТФ том 120 вып. 9 – 10 2024



Компенсация влияния несовершенства структуры Нуклотрона/ОИЯИ. . . 817

Рис. 7. (Цветной онлайн) Пересечение резонанса γG =

= 7 после компенсации по адиабатическому отклоне-
нию спинов

Рис. 8. (Цветной онлайн) Отклонение замкнутой орби-
ты спиновым компенсатором

рис. 9. В качестве примера была выбрана стабилиза-
ция навигатором с частотой νnav = 0.02 радиально-
го направления поляризации. Без компенсации спин
значительно отклоняется от своего изначально ради-
ального направления – действие ошибок установки
квадруполей сравнимо с действием навигатора. По-
сле компенсации отклонение спина от радиального
направления не превышает 0.2 %.

Рис. 9. (Цветной онлайн) Стабилизация радиальной
компоненты спина навигатором: (a) – без компенсации
мощности резонанса, (b) – с компенсацией

Для проведения прецизионных экспериментов
можно провести дальнейшую компенсацию мощно-
сти резонанса. По быстрому FS-пересечению, при-
веденному на рис. 7, определяется лишь остаточная
мощность резонанса (абсолютная величина остаточ-
ного поля ST-резонанса δω). Направление остаточ-
ного поля ST-резонанса можно определить по из-
менению вертикальной поляризации после быстрого
FS-пересечения с навигатором, индуцирующим по-
ле вдоль продольного направления. Численный ана-

лиз показывает, что угол остаточного поля δω с на-
правлением скорости составляет примерно 309◦, а его
компоненты имеют следующие значения:

δωx ≈ 0.00014, δωz ≈ −0.00017. (23)

Для определения мощности резонанса после до-
полнительной компенсации на рис. 10 приведен гра-
фик изменения вертикальной компоненты спина по-
сле пересечения резонанса γG = 7 с темпом подъ-
ема поля 0.3 Тл/с. Спиновый компенсатор индуциру-
ет обратное суммарное поле с компонентами из (22) и
(23). В результате мощность резонанса еще уменьши-
лась примерно в 5 раз и скомпенсировалась до уров-
ня ωcoh ≈ 4.6 · 10−5.

Рис. 10. (Цветной онлайн) Пересечение резонанса γG =

= 7 после компенсации по быстрому FS-пересечению

После дополнительной компенсации поле ST-
резонанса, как и в случае идеальной структуры Нук-
лотрона, будет определяться лишь бетатронными ко-
лебаниями пучка – некогерентной частью мощности
резонанса, которая при нормализованных эмиттан-
сах ǫx,y = 4.5 · π мммрад примерно равна 10−4.

Выводы. Предложена система компенсации ко-
герентного влияния на поляризацию несовершенства
структуры Нуклотрона на базе штатных корректи-
рующих диполей, в основе которой лежит измере-
ние не только величины мощности целого резонан-
са, но и направления спинового поля несовершенства
структуры синхротрона. Такая компенсация позво-
лит провести первые эксперименты по проверке кон-
цепции спиновой прозрачности в Нуклотроне в усло-
виях, когда искажения замкнутой орбиты, вызван-
ной ошибками установки и изготовления его магнит-
ных элементов, сравнимы с отклонениями орбиты,
вызванными слабыми полями спинового навигатора,
который стабилизирует требуемое направление поля-
ризации протонов в детекторе.

Открывается возможность для проведения пре-
цизионных экспериментов. Компенсация мощности
целых спиновых резонансов может быть осуществ-
лена вплоть до предельного уровня, когда мощность
резонанса определяется лишь орбитальными эмит-
тансами пучка, что позволит существенно увеличить
время спиновой когерентности в режиме спиновой
прозрачности. В этой ситуации реальная структура
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Нуклотрона с ошибками установки и изготовления
его магнитных элементов становится эквивалентна
идеальной структуре, в которой отсутствуют указан-
ные ошибки.

Предложенная система компенсации несовершен-
ства структуры синхротрона актуальна в ST-режиме
на целых резонансах для управления поляризацией
протонов и дейтронов в коллайдере NICA [30], а так-
же для управления поляризацией дейтронов в кол-
лайдере EIC [19].
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В работе предложен метод фотоиндуцированной гипертермии патогенных грамотрицательных бакте-
рий P. aeruginosa с использованием микропорошка Gd2O3:Yb. Предлагаемый метод гипертермии основан
на возможности возбуждения лазерным излучением антистоксовой люминесценции на ионах иттербия
в микропорошке оксида гадолиния, что позволяет с одной стороны осуществлять нагрев порошка до
необходимой температуры, а с другой стороны проводить точный контроль температуры порошка ме-
тодами удаленной люминесцентной термометрии. В работе показано, что при длительном облучении
микропорошка Gd2O3:Yb наносекундным лазерным излучением на длине волны 1035 нм наблюдается
изменение формы спектров антистоксовой люминесценции, ассоциированное с нагревом микропорош-
ка в диапазоне от 27 до 63 ◦С. Применение предложенного метода фотоиндуцированной гипертермии
к смеси растворов микропорошка Gd2O3:Yb и бактерий P. aeruginosa продемонстрировало уменьшение
популяции бактерий на 90 %.

DOI: 10.31857/S0370274X24110247, EDN: SZNPIT

1. Введение. Методы гипертермии биообъектов
на базе наночастиц (НЧ) активно исследуются уже
в течение нескольких десятков лет. На сегодняшний
день гипертермия с использованием НЧ рассматри-
вается как один из перспективных подходов лечения
онкологических заболеваний [1–7]. Метод гипертер-
мии основан на повышении температуры биообъек-
тов, находящихся в контакте с НЧ. Умеренное повы-
шение температуры биообъектов до 41–46 ◦C, спро-
воцированное бесконтактным нагревом НЧ, может
изменить функциональность межклеточных белков,
что способно привести к деградации клеток и, в ко-
нечном итоге, к их апоптозу [2–4]. В области те-
рапии раковых опухолей данный режим гипертер-
мии требует длительного времени воздействия, по-
скольку для достижения нужного эффекта требует-
ся несколько часов и часто необходимо его сочета-
ние с дополнительными методами лечения [5, 6]. Те-
рапия методом гипертермии при температуре выше
46 ◦С может привести непосредственно к гибели кле-

1)См. дополнительный материал к данной статье на сайте
нашего журнала www.jetpletters.ac.ru

2)e-mail: shcherbinin.dmitrij@gmail.com

ток в течение всего нескольких минут. Кроме того,
высокотемпературный режим гипертермии приводит
к некрозу пораженных тканей, их коагуляции или
карбонизации [7].

Такие современные вызовы, как развитие рези-
стивности к антибиотикам, появление суперинфек-
ций и угроза новых пандемий привело к разработке
новых материалов для антибактериальной гипертер-
мии [8–10]. Так, в работе [11] было показано, что при-
менение НЧ оксида железа приводит к повышению
проницаемости биопленок P. aeruginosa (PA) к анти-
биотикам. В статье [12] авторы приводят результаты
по уничтожению бактерий S. aureus путем гипертер-
мии с использованием золотых НЧ.

За последние годы в подавляющей части науч-
ных работ, посвященных методам гипертермии, ис-
пользовались металлические и магнитные НЧ. Для
бесконтактного разогрева таких НЧ используются
внешние источники радиочастотного магнитного по-
ля (100 кГц–1 МГц) [1, 13–15]. При этом используе-
мые магнитные поля быстро затухают при распро-
странении вглубь биологических тканей, что не поз-
воляет проводить терапию на глубине более 5 см [1].
В связи с этим в ряде работ обсуждается возмож-
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ность использования лазерного излучения для бес-
контактного разогрева НЧ [16–18]. В работе [18] по-
казано, что при попадании в клеточную среду на-
блюдается резкое снижение эффективности нагрева
наночастиц с использованием магнитного поля. В то
же время эффективность нагрева НЧ с использова-
нием оптического излучения практически не изме-
нялась по сравнению с их коллоидными растворами.
Кроме того, показано, что фотоиндуцированная ги-
пертермия требует более низких концентраций НЧ
для проведения терапии [19], чем в случае использо-
вания магнитного поля.

Для реализации методов фотоиндуцированной
гипертермии необходимо, чтобы используемые НЧ
поглощали излучение в области прозрачности био-
логических тканей (750–1050 нм). В таком случае
возбуждающее излучение может распространяться
вглубь тканей, не вызывая повреждения здоровых
клеток. Так, например, нагрев при воздействии ла-
зерного излучения на длине волны 808 нм был про-
демонстрирован для НЧ Fe3O4 в оболочке SiO2 [20],
НЧ Si [16], а также магнитосомных НЧ [18]. В работе
[17] используются гибридные наноструктуры, состо-
ящие из золотых наностержней, покрытых оболоч-
кой SiO2 с внедренными люминесцентными метками.
Разогрев достигается также с использованием излу-
чения на длине волны 808 нм. При этом в работе ста-
вится вопрос о важности бесконтактного измерения
температуры НЧ для контроля хода терапии. В ука-
занной работе контроль температуры осуществлял-
ся по люминесцентному отклику внедренных меток.
При этом для возбуждения люминесценции исполь-
зовалось излучение на длине волны 488 нм. Такое
излучение не способно проникать вглубь биологиче-
ских тканей и, более того, будет приводить к повре-
ждению здоровых клеток, что существенно ограни-
чивает применимость таких материалов. Таким об-
разом, разработка новых НЧ, позволяющих произ-
водить дистанционный нагрев и измерение темпера-
туры с использованием оптического излучения на
длинах волн, соответствующих области прозрачно-
сти биологических тканей, является важным вопро-
сом для дальнейшего развития методов фотоиндуци-
рованной гипертермии.

В настоящей работе впервые исследуется возмож-
ность использования наноструктурированных мик-
ропорошков Gd2O3:Yb для реализации фотоинду-
цированной гипертермии. Химическая стабильность
и оптическая анизотропия [21], биосовместимость и
парамагнитные свойства [22, 23] делают НЧ оксида
гадолиния перспективным материалом для приме-
нения в области биомедицины. В свою очередь ио-

ны иттербия Yb3+ обладают полосами поглощения и
люминесценции в спектральной области 900–1100 нм
[24, 25], соответствующей области прозрачности био-
логических тканей. Таким образом, материалы на ба-
зе Gd2O3, легированные ионами Yb3+, представляют
собой особый интерес для разработки нового класса
НЧ для оптической гипертермии.

В работе представлен анализ структурных и оп-
тических свойств микропорошков Gd2O3:Yb, а так-
же исследована динамика изменения спектров анти-
стоксовой люминесценции и температуры микропо-
рошка при воздействии возбуждающего излучения
на длине волны 1035 нм в течение 200 с. Показано,
что в течение 200 с происходит нагрев микропорош-
ка до температуры 63 ◦C, сопровождаемый измене-
нием формы спектров антистоксовой люминесцен-
ции. В настоящей работе впервые проведены иссле-
дования антибактериальных свойств микропорошка
Gd2O3:Yb для реализации методов фотоиндуциро-
ванной гипертермии на примере культуры грамотри-
цательных патогенных бактерий PA, взятых из кол-
лекции НИЦЭМ им. Н. Ф. Гамалеи. Грамотрицатель-
ные бактерии PA являются частыми возбудителями
глазных инфекций и заболеваний носоглотки [26], в
связи с чем, их инактивация является важной зада-
чей исследований в современной медицине.

2. Материалы и методы. Наноструктуриро-
ванные микропорошки Gd2O3:Yb были синтезирова-
ны полимерно-солевым методом с использованием в
качестве прекурсоров нитрата гадолиния 6-водного,
нитрата иттербия 5-водного, поливинилпирролидона
(ПВП) и дистиллированной деионизованной воды. В
ходе работы было проведено три независимых син-
теза микропорошков Gd2O3, легированных ионами
иттербия Yb3+, и микропорошков без легирующих
добавок для сравнительных исследований (процеду-
ра и условия синтеза подробно описаны в Допол-
нительных материалах). Для визуализации иссле-
дуемых наноструктурированных микропорошков ис-
пользовался сканирующий электронный микроскоп
(Thermo Fisher Scientific, США). Оценка среднего
размера нанокристаллитов в составе микропорош-
ка и постоянной решетки исследуемых материалов
производилась на основе рентгеновских дифракто-
грамм, зарегистрированных при помощи рентгенов-
ского дифрактометра DRON-8 (Burevestnik, Санкт-
Петербург, Россия).

Измерение спектров люминесценции выполня-
лось с использованием портативного спектрометра
Vision2GO (R-aero, Санкт-Петербург, Россия), осна-
щенного оптоволоконным выводом и микрообъек-
тивом. Возбуждение стоксовой люминесценции осу-
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ществлялось с использованием полупроводникового
лазера с длиной волны 915 нм и выходной мощно-
стью до 20 Вт. Антистоксовая люминесценция воз-
буждалась на длине волны 1035 нм с выходной мощ-
ностью до 10 Вт. Регистрация температуры в начале
и в конце лазерного воздействия осуществлялась с
использованием тепловизионной камеры P2Pro (iRay
technology, Китай).

Гипертермия микроорганизмов осуществлялась
на примере культуры грамотрицательных бактерий
PA, взятых из коллекции НИЦЭМ им. Н. Ф. Гамалеи.
Изначальное количество колониеобразующих еди-
ниц в 1 мл (КОЕ/мл) составляло 2 × 106. Для ги-
пертермии использовалось излучение наносекундно-
го лазерного маркера HTFMark (Булат, Москва, Рос-
сия) с длиной волны 1064 нм, длительностью импуль-
са 120 нс, энергией в импульсе 0.4 мДж, частотой по-
вторения импульсов 20 кГц. На пластинку кремния
наносилась капля бактериальной культуры (3 мкл),
после чего образец без дополнительного высушива-
ния располагался на расстоянии 1/2 фокусного рас-
стояния F -theta (F = 120мм) объектива сканатор-
ной головки маркера. С целью полной обработки
капли бактериальной культуры лазерный луч пере-
мещался в области 5 × 5мм со скоростью 200 мм/с,
заполнением 0.1 линий/мм, и в данном режиме осу-
ществлялось облучение образца без локального вски-
пания воды в капле (при отсутствии микропорошка).
Таким образом, были получены следующие образ-
цы: бактерии без обработки (контроль); после экс-
понирования лазерным излучением; после смешива-
ния с раствором микропорошка в соотношении 1:1
(для определения токсичности частиц per se); после
смешивания с микропорошком и экспонирования ла-
зерным излучением (режим гипертермии). Каждый
образец помещался в отдельную пробирку со сте-
рильным физиологическим раствором и интенсивно
встряхивался на вортексе в течение 15 мин для смыва
бактериальных клеток, после чего определялось ко-
личество жизнеспособных микроорганизмов в смыве
методом серийных разведений.

3. Результаты и обсуждения. Формирующие-
ся в ходе синтеза порошки состоят из плоских мик-
роразмерных кластеров, образованных из отдель-
ных нанокристаллитов (полученные СЭМ изобра-
жения представлны в Дополнительных материалах,
рис. S1). Дифрактометрический анализ показал, что
средний размер нанокристаллов в синтезированных
порошках составляет 34.6–38 нм. Постоянная решет-
ки материала исследуемых микропорошков состав-
ляла 10.78–10.79 A. Аморфной фазы в исследуемых
образцах выявлено не было (полученные дифракто-

граммы и их анализ подробно представлен в Допол-
нительных материалах, рис. S2). Химический состав
определялся методом рентгенофлуоресцентной спек-
троскопии (ARL PERFORM’X, Thermo Scientific,
страна). Показано, что содержание ионов иттербия
в исследуемых микропорошках составляет 2 масс. %,
с отклонением в пределах погрешности.

Пример спектров стоксовой (при возбуждении
на длине волны 915 нм) и антистоксовой люминес-
ценции (при возбуждении на длине волны 1035 нм)
исследуемых образцов Gd2O3:Yb, представлены на
рис. 1. Красная линия соответствуют спектру сток-
совой люминесценции, синяя – антистоксовой.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Нормированные спектры
стоксовой (красная кривая) и антистоксовой (си-
няя кривая) люминесценции микропорошка Gd2O3:Yb.
Возбуждение стоксовой люминесценции производилось
с помощью лазерного излучения на длине волны
915 нм, возбуждение антистоксовой люминесценции – с
помощью лазерного излучения на длине волны 1035 нм

Из рисунка 1 видно, что спектры стоксовой лю-
минесценции характеризуются хорошо разрешенны-
ми полосами на 953, 977, 1005 и 1028 нм и спектраль-
ным плечом на 990 нм. Спектры антистоксовой лю-
минесценции характеризуются пиками на 928, 953,
971, 989 нм и спектральным плечом на 1003 нм. Та-
ким образом, можно заключить, что положение пи-
ков стоксовой и антистоксовой люминесценции хо-
рошо согласуется между собой, однако в зависимо-
сти от условий возбуждения изменяется соотноше-
ние интенсивности полос люминесценции, что тре-
бует дополнительного анализа. Спектральные свой-
ства ионов иттербия определяются двумя электрон-
ными уровнями с энергией перехода, соответству-
ющей ближней инфракрасной (БИК) области спек-
тра. Основной (2F7/2) и возбужденный (2F5/2) уров-
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ни энергии иона иттербия в кристаллической мат-
рице обычно расщеплены на четыре и три подуров-
ня, соответственно, за счет эффекта Штарка [27, 28].
Благодаря данной энергетической структуре, ионы
иттербия обладают набором полос поглощения и ис-
пускания излучения в спектральной области 900–
1100 нм [24, 25, 29].

При возбуждении антистоксовой люминесценции
излученные фотоны имеют большую энергию, чем
поглощенные. При этом недостаток энергии берет-
ся из фононной подсистемы кристаллической матри-
цы. В очень чистых легированных ионами иттербия
кристаллических матрицах (содержание не редкозе-
мельных примесей менее 1 ppm), возбуждение анти-
стоксовой люминесценции может приводить к опти-
ческому охлаждению матрицы [30]. В легированных
матрицах, содержащих дополнительные примеси, оп-
тическое охлаждение реализовать не получается, но
удается получить термостабилизированный режим
воздействия оптическим излучением накачки.

Возможность возбуждения антистоксовой люми-
несценции в исследуемых микропорошках открывает
возможность для бесконтактного контроля темпера-
туры, что является одним из условий эффективной
реализации фотоиндуцированной гипертермии. Ра-
нее было показано, что спектры антистоксовой лю-
минесценции ионов иттербия чувствительны к тем-
пературе матрицы [29, 31]. На рисунке 2 приведены
нормированные спектры антистоксовой люминесцен-
ции микропорошка Gd2O3:Yb при непрерывном воз-
буждении на протяжении 200 с. Из представленных
данных видно, что при увеличении времени экспози-
ции наблюдается рост вклада коротковолновой ча-
сти спектра антистоксовой люминесценции. Было по-
казано, что температура микропорошка составляла
27.1 ◦С перед облучением и 63.2 ◦С сразу после об-
лучения в течение 225 с. Таким образом, изменение
формы спектров люминесценции связано с увеличе-
нием температуры микропорошка, приводящем к пе-
рераспределению носителей заряда по штарковски
расщепленным подуровням [29, 31].

Для анализа температуры по спектрам антисток-
совой люминесценции удобно использовать зависи-
мость отношения интенсивностей коротковолново-
го и самого интенсивного пиков в спектре [31]. На
рисунке 3 представлена зависимость отношения ин-
тенсивности полос люминесценции на длинах волн
928 и 989 нм, которая близка к экспоненциальной.
Выход соотношения на плато говорит о термоста-
билизации исследуемых образцов вследствие урав-
новешивания эффективности нагрева и теплоотво-
да в системе. Из зависимостей, представленных на

Рис. 2. (Цветной онлайн) Спектры антистоксовой лю-
минесценции микропорошка Gd2O3:Yb при увеличении
времени экспозиции возбуждающего лазерного излуче-
ния на длине волны 1035 нм до 200 с

Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимость соотношения ин-
тенсивности люминесценции на длинах волн 928 и
989 нм микропорошка Gd2O3:Yb от времени экспози-
ции при возбуждении антистоксовой люминесценции с
помощью лазерного источника на длине волны 1035 нм
и мощности 10 Вт

рис. 3 можно сделать вывод, что наиболее интен-
сивный нагрев микропорошка происходит в течение
первых 100 с.

Таким образом, облучение микропорошка
Gd2O3:Yb в БИК области спектра приводит к его
нагреву до температуры 63 ◦С. Известно, что в
большинстве случаев белки денатурируют при 50–
60 ◦С [32], к тому же дополнительными причинами
гибели клеток могут стать разрушение мембран-
ных липидов и повреждение ДНК/РНК [33]. В
настоящей работе пилотные исследования антибак-
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Рис. 4. (Цветной онлайн) (а) – Результаты высевов бактерий PA (control – количество КОЕ/мл в необработанной
бактериальной культуре; PA+ laser – количество КОЕ/мл в бактериальной культуре после экспонирования лазерным
излучением БИК диапазона; PA+ Gd2O3:Yb – количество КОЕ/мл в бактериальной культуре после ее смешивания
с микропорошком; PA+ laser +Gd2O3:Yb – количество КОЕ/мл в бактериальной культуре после ее смешивания с
микропорошком и последующего экспонирования лазерным излучением БИК диапазона). (b) – Фото чашек Петри с
микробиологическими посевами без обработки (control) и (с) – после облучения наносекундным лазером с добавлением
микрочастиц Gd2O3:Yb (РА+ laser +Gd2O3:Yb). Каждая белая точка обозначает колонию бактерий

териальных свойств Gd2O3:Yb были проведены на
примере культуры грамотрицательных бактерий
PA. Для этого исследовались бактериологические
посевы контрольного образца PA, образца PA после
облучения в БИК области спектра, образца PA
при смешивании с микрочастицами Gd2O3:Yb, а
также образца PA, смешанного с микрочастица-
ми Gd2O3:Yb, после лазерной обработки (режим
гипертермии). Результаты бактериологического
посева представлены на рис. 4. Видно, что число
колониеобразующих единиц в миллилитре в необ-
работанном образце составляет 2 × 106 КОЕ/мл,
так же, как и в образцах после смешивания с
микропорошком, что свидетельствует об отсутствии
токсичности Gd2O3:Yb per se. Экспонирование
образца PA без микропорошка также не привело к
уменьшению количества КОЕ/мл. Тем не менее при
экспонировании бактерий, смешанных с раствором
микропорошка, значение КОЕ/мл снижается до
3 × 105. Снижение КОЕ/мл также наблюдается на
фотографиях чашек Петри, где изначальное коли-
чество колоний в необработанном образце (рис. 4b)
визуально больше числа колоний, выросших при
посеве образца после смешивания с микропорошком

и последующего экспонирования (рис. 4с). Таким
образом, в результате добавления микрочастиц и
их последующего лазерно-индуцированного нагрева
происходит снижение бактериальной обсеменен-
ности на 90 %, что является многообещающим
результатом, открывающим перспективу использо-
вания метода фотоиндуцированной гипертермии с
использованием микрочастиц Gd2O3:Yb.

4. Заключение. Полученные в рамках пред-
ставленных пилотных исследований результаты го-
ворят о высоком потенциале использования микро-
порошков оксида гадолиния, легированных ионами
иттербия, для проведения фотоиндуцированной ги-
пертермии биообъектов. Потенциал использования
обусловлен уникальными свойствами микропорош-
ка Gd2O3:Yb3+, который обладает химической стой-
костью в биологических средах, отсутствием ток-
сичности и полосами поглощения и люминесцен-
ции в спектральной области, соответствующей обла-
сти прозрачности биологических тканей. Кроме то-
го, наличие оптической анизотропии и парамагнит-
ных свойств легированного оксида гадолиния созда-
ет дополнительные степени свободы для использо-
вания этого материала с целью реализации гипер-
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термии биообъектов. Таким образом, исследование
физических свойств микропорошка Gd2O3:Yb3+ яв-
ляется актуальной научной задачей, решение кото-
рой позволяет определить условия реализации раз-
личных режимов гипертермии на всех стадиях про-
ведения терапии.

С этой целью в работе проведено всесторон-
нее исследование наноструктурированных микропо-
рошков, а также проанализированы их морфологи-
ческие, структурные и оптические свойства. Впер-
вые показана возможность возбуждения стоксовой
и антистоксовой люминесценции на ионах иттербия
в микропорошках оксида гадолиния в БИК обла-
сти спектра, соответствующего области прозрачно-
сти биоткани. Следует отметить, что именно воз-
буждение антистоксовой люминесценции позволя-
ет получить необходимую максимальную темпера-
туру микропорошка, соответствующую температу-
ре денатурации белков. В настоящей работе по-
казано, что при длительном (более 100 с) облу-
чении микропорошка Gd2O3:Yb наблюдается из-
менение формы спектров антистоксовой люминес-
ценции, ассоциированные с нагревом микропорош-
ка в диапазоне от 27 ◦С до 63 ◦С. Зависимость
спектров антистоксовой люминесценции от темпе-
ратуры микропорошка позволяет осуществлять точ-
ный контроль температуры микропорошка методами
удаленной люминесцентной термометрии, что важ-
но для регулирования режимов гипертермии. Вме-
сте с тем режим стоксового возбуждения люми-
несценции микропорошка Gd2O3:Yb позволяет по-
лучить более высокие температуры этого материа-
ла для реализации различных температурных ре-
жимов гипертермии. Реализация различных темпе-
ратурных режимов гипертермии будет зависеть от
длины волны и длительности экспозиции излучения
накачки.

В настоящей работе впервые демонстрируется
возможность реализации метода фотоиндуцирован-
ной гипертермии с использованием микропорошка
Gd2O3:Yb на примере культуры грамотрицательных
бактерий PA. Показано, что экспонирование смеси
микропорошка и бактерий наносекундным лазером
на длине волны 1064 нм вызывает уменьшение по-
пуляции бактерий на 90 %. Полученные результа-
ты подтверждают эффективность и перспективность
предложенного метода фотоиндуцированной гипер-
термии с использованием микропорошков оксида га-
долиния, легированных ионами иттербия.
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