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В тэвной области энергий управлять траекториями частиц с помощью электромагнитов для получе-

ния выведенных пучков на ускорителях становится сложно и очень затратно. Для этих целей больше под-

ходят высокоградиентные устройства на основе изогнутых кристаллов. Эти кристаллы могут работать

как сверхсильные линзы с фокусным расстоянием менее 1м, с эквивалентным магнитным полем 1000 Тл.

В данной работе реализована схема формирования расходящегося пучка с энергией 50 ГэВ двумя по-

следовательно расположенными фокусирующими кристаллами для создания аксиально-симметричного

пучка с малой расходимостью 30мкрад как в горизонтальной, так и вертикальной плоскостях. Одно из

перспективных применений такой схемы – создание пучков нейтрино высоких энергий.

DOI: 10.31857/S123456782309001X, EDN: bnljrv

Современные крупные ускорители уходят по
энергии в тэвную область, БАК (Большой адронный
коллайдер, LHC) уже оперирует на 7 ТэВ. Планиру-
ется БКК (Будущий кольцевой коллайдер, FCC) с
энергией до 50 ТэВ. В России также имеется проект
ускорителя в тэвной области энергии – Ускорительно
накопительный комплекс (УНК) на энергию 3 ТэВ.

В этой области энергий управлять траекториями
частиц с помощью электромагнитов для получения
выведенных пучков становится сложно и очень за-
тратно. Для этих целей больше подходят высокогра-
диентные устройства на основе изогнутых кристал-
лов [1]. Эти кристаллы могут работать как сверх-
сильные линзы с фокусным расстоянием менее 1 м, с
эквивалентным магнитным полем 1000 Тл. В данной
работе реализована схема формирования расходяще-
гося пучка с энергией 50 ГэВ двумя последовательно
расположенными фокусирующими кристаллами для
создания аксиально-симметричного пучка с малой
расходимостью θc = 30мкрад как в горизонтальной,
так и вертикальной плоскостях. (θc = (2Uc/pv)

1/2 –
критический угол каналирования, или угол Лин-
дхарда, где Uc ∼ 20 эВ – величина потенциального
барьера плоскостного канала (111) в кремнии, p, v –
импульс и скорость налетающей частицы, см. [1]).
Одно из перспективных применений такой схемы –
создание пучков нейтрино высоких энергий.

1)e-mail: chesnokov@ihep.ru

Изогнутые кристаллы используются на ускорите-
лях для вывода или коллимации протонных пучков
[2–9]. В [10–14] показано, что с помощью изогнутого
кристалла с фокусирующим торцом можно одновре-
менно отклонять и фокусировать пучки частиц высо-
ких энергий. Несколько экспериментов показали, что
эффективность отклонения пучка частиц фокусиру-
ющим кристаллом может достигать десятков процен-
тов [15, 16]. Недавно в работе ЦЕРН [17] показано,
что два последовательно расположенных кристал-
ла с прямоугольными торцами могут использоваться
для эффективного управления протонным пучком на
ускорителе. Кристаллы же с фокусирующей кромкой
могут формировать пучки вторичных частиц, выле-
тающих из мишеней со значительной угловой расхо-
димостью.

Для реализации схемы формирования расходя-
щегося пучка двумя последовательно расположенны-
ми фокусирующими кристаллами на У-70 было из-
готовлено 2 экземпляра кристаллических устройств
с фокусным расстоянием 1.7 и 2 м на основе пла-
стин трапециидальной формы со скошенным торцом
(рис. 1).

В этой оригинальной конструкции кристалличе-
ская пластина трапециидальной формы, вырезанная
из кремния вдоль кристаллографической плоскости
(111), имеет размеры: 2 мм по ширине X , 70 мм по
высоте Y , и длину вдоль пучка по координате Z от 20
до 40 мм, благодаря скошенному торцу. Металличе-
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Внешний вид фокусирующе-

го кристаллического устройства и схема фокусировки

пучка из параллельного в точку с помощью такого мо-

нокристалла, показанная на вставке рисунка

ский кристаллодержатель создает продольный изги-
бающий момент по координате Y . Благодаря анизо-
тропным свойствам кристаллической решетки (см.,
например, [1, с. 85]) возникает поперечный изгиб кри-
сталла с радиусом несколько метров, который и ис-
пользуется для фокусировки и последующего откло-
нения частиц. Особенности конструкции (большая
высота кристалла), как это видно из рис. 1, позво-
ляют снизить фоновые условия, так как вещество
металлического держателя не попадает в пучок, об-
лучается лишь сам кристалл, имеющий длину лишь
6 % от длины ядерного взаимодействия. По сравне-
нию с прежними образцами кристаллических линз,
эти отличаются еще и более прецизионными метода-
ми обработки поверхности.

Сначала на установке КРИСТАЛЛ, расположен-
ной на выведенном пучке У-70, эти кристаллы были
протестированы в моде фокусировки из параллель-
ного пучка в точку (см. рис. 2), где были измерены
фокусные расстояния и проверено качество фокуси-
ровки. Режим каналирования находился с помощью
сцинтилляционных телескопов, а огибающая пучка
в результате фокусировки определялась с помощью
слоев эмульсионной пленки, как это делалось ранее
в [12].

Заметим, что в экспериментах ЦЕРН [18–20] бы-
ло выяснено, что в режиме каналирования при высо-
ких энергиях многократное рассеяние частиц умень-
шается в 8 раз. Столь слабое кулоновское рассеяние
в режиме каналирования означает, что вертикально

Рис. 2. Огибающая пучка (размер пучка в зависимости

от расстояния, отсчитываемого от кристалла). Точки –

эксперимент. Кривая – расчет для реальных условий с

учетом рассеяния на воздухе и эмульсиях

и горизонтально фокусирующие кристаллы, распо-
ложенные последовательно, не будут мешать друг
другу. Это позволяет создавать системы формирова-
ния пучка из нескольких последовательно располо-
женных кристаллов, например, создавать аксиально
симметричные пучки пионов и каонов для генерации
нейтрино по новой схеме.

На канале 4а У-70 проведен эксперимент по про-
верке кристаллооптической системы, составленной
из этих кристаллов, а именно, двухкристаль-
ная схема, позволяющая получить аксиально-
симметричный пучок с малой угловой расходимо-
стью для генерации нейтрино (рис. 3).

Рис. 3. (Цветной онлайн) Двухкристальная оптическая

схема для формирования аксиально-симметричного

пучка

Существующая установка КРИСТАЛЛ для этих
тестов была дополнена вторым гониометром для
вертикально-отклоняющего кристалла (рис. 4).
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Конфигурация установки

КРИСТАЛЛ с активной мишенью и двумя фокуси-

рующими кристаллами: T – активная мишень; Si-h –

горизонтально фокусирующий кристалл в гониометре;

Si-v – вертикально фокусирующий кристалл в гонио-

метре; H – сцинтилляционный годоскоп. Лучи разных

цветов показывают отклонение пучка кристаллами, по-

яснения представлены на рис. 6а

Для создания точечного источника расходящего-
ся пучка протонов с энергией 50 ГэВ была установле-
на активная мишень Т в виде тонкой пластины (тол-
щиной 150 мкм) из тяжелого сцинтиллятора CsI. На
мишень попадала лишь малая доля пучка интенсив-
ностью 2 × 103 частиц/с. Пучок протонов в мише-
ни был распушен до необходимой величины угловой
расходимости σx = σy = 0.9мрад. Кристаллы вводи-
лись в режим каналирования поочередно, по схеме,
представленной на рис. 5, как это делалось в [15].

Рис. 5. (Цветной онлайн) Схема нахождения режима

каналирования в кристалле, расположенном в гонио-

метре

Эффект фокусировки и последующего отклоне-
ния расходящегося пучка фиксировался сцинтилля-
ционным годоскопом (с шагом 1.6 мм), включенным
на совпадения со сцинтиллятором тонкой мишени,
согласно методу, примененному в [15].

По аналогичной схеме был настроен на режим ка-
налирования вертикально-отклоняющий кристалл.
После этого кристаллы вводились в пучок одновре-
менно.

На рисунке 6 показаны первые результаты по эф-
фективности отклонения расходящегося с мишени

пучка после прохождения в режиме каналирования
через два кристалла.

Каждый из кристаллов фокусировал и отклонял
пучок с ожидаемой эффективностью около 10 %. От-
носительно невысокая эффективность двойного ка-
налирования (около 1.4 %) объясняется сравнитель-
но низкой энергией протонов 50 ГэВ, где длина дека-
налирования составляет ∼ 2 см. Эффективность кри-
сталлической системы резко возрастает для тэвных
энергий, где длина деканалирования свыше 50 см (со-
гласно измеренным величинам [21]).

Применение такой схемы с внутренней мишенью
и двумя кристаллами позволит реализовать на круп-
ных ускорителях новый метод формирования пучков
нейтрино, который отличается существенной просто-
той, по сравнению с применяемыми схемами сейчас,
которые требуют вывода протонного пучка, его вза-
имодействие с внешней мишенью и фокусировку пи-
онов и каонов, родителей нейтрино, специальными
сильноточными электромагнитными устройствами –
горнами [22]. Такая громоздкая схема позволяет по-
лучить пучок нейтрино только в одном заданном на-
правлении, в то время как кристаллы легко могут
быть установлены в произвольных точках ускорите-
ля, например, для зондирования Земли с помощью
высокоэнергетичных нейтрино. Количественная ин-
формация о спектрах и потоках нейтрино подробно
представлена ранее в работе [23].

В работе мы представили новые применения изо-
гнутых кристаллов в ускорительной науке, которые,
мы надеемся, могут стимулировать новые экспери-
менты по физике высоких энергий.

Работа выполнена при поддержке Российского
научного фонда (проект # 23-22-00001).
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В этой работе проведено изучение влияния вращения с постоянной угловой скоростью на уравнение

состояния глюодинамики методами решеточного моделирования. Для этого мы переходим в систему от-

счета, которая вращается вместе с исследуемой системой, где вращение сводится к появлению внешнего

гравитационного поля. При достаточно медленном вращении свободная энергия исследуемой системы

может быть разложена в ряд по угловой скорости. Методами решеточного моделирования мы вычисляем

связанный с моментом инерции квадратичный коэффициент этого разложения, определяем его зависи-

мость от температуры и размеров исследуемой системы. Наши результаты указывают, что момент инер-

ции глюодинамики отрицателен вплоть до температуры T ∗ ∼ 1.5Tc, а при температурах T > T ∗ момент

инерции становится положительным, где Tc – критическая температура фазового перехода конфайн-

мент/деконфайнмент. Мы считаем, что отрицательный момент инерции означает термодинамическую

нестабильность глюонной плазмы по отношению к вращению с постоянной угловой скоростью.

DOI: 10.31857/S1234567823090021, EDN: bobjib

Введение. Эксперименты по соударению тяже-
лых ионов позволяют исследовать влияние экстре-
мальных условий на свойства сильно взаимодейству-
ющей кварк-глюонной плазмы (КГП). К таким усло-
виям можно отнести высокую температуру, силь-
ные электромагнитные поля, значительную барион-
ную плотность и др. Среди экстремальных условий,
воздействию которых подвергается КГП, особый ин-
терес представляет быстрое вращение. Эксперимен-
тальные результаты для поляризации Λ, Λ̄ гиперонов
дают следующую оценку средней завихренности об-
разовавшейся КГП ω = (9 ± 1) · 1021 с−1 [1]. Такое
большое значение угловой скорости приводит к ре-
лятивистскому вращению, что может существенным
образом повлиять на свойства КГП.

Существует множество теоретических работ, це-
лью которых является изучение влияния реляти-

1)e-mail: vvbraguta@theor.jinr.ru; ilyakudrov@yandex.ru;
roenko@theor.jinr.ru; sychev.da@phystech.edu;
maxim.chernodub@univ-tours.fr

вистского вращения на свойства теории сильного
взаимодействия – КХД. Эти исследования выполне-
ны с использованием различных моделей, включая
модель Намбу–Йона–Лазино [2–9], модель адронно-
го резонансного газа [10], голографического подхода
к КХД [11–14] и других методов [15–17]. Несмотря
на интересные результаты, полученные в этих рабо-
тах, аналитические методы изучения КХД облада-
ют серьезными недостатками, связанными с тем, что
КХД – чрезвычайно сложная теория, аналитическое
изучение которой без дополнительных предположе-
ний в настоящее время невозможно. В свою очередь,
дополнительные предположения приводят к некон-
тролируемым систематическим ошибкам в результа-
тах. Поэтому сложно оценить, насколько достоверны
полученные предсказания.

Указанная выше проблема отсутствует, если ре-
зультаты получены в рамках решеточного модели-
рования КХД. Этот метод позволяет проводить изу-
чение свойств КХД, основываясь на первопринци-
пах квантовой теории поля, при этом контролируя
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ошибки таких вычислений. В этой статье будет ис-
пользован именно такой метод для изучения глюо-
динамики. Отметим, что первая работа по изучению
свойств вращающейся КХД была представлена в ста-
тье [18]. Позже, используя метод решеточного моде-
лирования, было исследовано влияние вращения на
термодинамические свойства глюодинамики [19–21]
и КХД [22, 23].

Наша работа посвящена изучению влияния вра-
щения на свойства КХД методом решеточного мо-
делирования. В частности, будет изучен вопрос, ка-
ким образом вращение влияет на уравнение состоя-
ния глюодинамики. Для этого мы вычислим первую
ненулевую поправку по угловой скорости к свобод-
ной энергии изучаемой системы. Стоит упомянуть,
что уравнение состояния глюодинамики и КХД, а
также влияние на него различных экстремальных
условий, интенсивно изучалось в рамках решеточ-
ного моделирования (см., например, [24–28]). Урав-
нение состояния вращающейся глюодинамики ранее
изучалось в работе [29]. В нашей работе будет прове-
дено аналогичное исследование, но с использованием
другого способа вычислений.

Решеточное моделирование вращающейся

глюодинамики. В этом разделе мы кратко опишем,
как проводится изучение вращающейся глюодинами-
ки методами решеточного моделирования, а также
выведем формулы, необходимые для проведения вы-
числений. Более детальное описание этого подхода
можно найти в работах [19, 20].

Мы переходим во вращающуюся вместе с изуча-
емой “средой” систему отсчета и вычисляем метода-
ми Монте-Карло статистическую сумму равновесной
системы. В нашей статье предполагается, что систе-
ма вращается вокруг оси z. В этой системе отсчета
вращение проявляется в виде внешнего гравитацион-
ного поля, которое задается известным метрическим
тензором

gµν =













1− r2Ω2 Ωy −Ωx 0

Ωy −1 0 0

−Ωx 0 −1 0

0 0 0 −1













, (1)

где r =
√

x2 + y2 – расстояние до оси вращения.
Статистическая сумма глюодинамики, находя-

щейся во внешнем гравитационном поле, в непрерыв-
ном пространстве может быть записана в виде инте-
грала по глюонным степеням свободы [18–20]:

Z =

∫

DA exp (−SG), (2)

где Евклидово действие глюонного поля во внешнем
гравитационном поле

SG =
1

2g2YM

∫

d4x
√
gE g

µν
E gαβE F a

µαF
a
νβ (3)

зависит от метрического тензора в Евклидовом про-
странстве (gE)µν , который может быть получен
из (1) с помощью операции Виковского поворота
t → iτ . Как и в статистической сумме без грави-
тации, Евклидово время τ изменяется в диапазоне
τ ∈ (0, β), a на глюонные поля наложены перио-
дические граничные условия в Евклидовом време-
ни Aa

µ(0,x) = Aa
µ(β,x). В наших формулах грече-

ские буквы отвечают Лоренцевым индексам, а ла-
тинские – цветовым.

Подставляя метрический тензор (gE)µν в форму-
лу (3), получаем следующее выражение для действия

SG =
1

2g2YM

∫

d4x Tr
[

(1− r2Ω2)F a
xyF

a
xy +

+ (1 − y2Ω2)F a
xzF

a
xz + (1− x2Ω2)F a

yzF
a
yz +

+ F a
xτF

a
xτ + F a

yτF
a
yτ + F a

zτF
a
zτ −

− 2iyΩ(F a
xyF

a
yτ + F a

xzF
a
zτ ) +

+ 2ixΩ(F a
yxF

a
xτ + F a

yzF
a
zτ )− 2xyΩ2FxzFzy

]

. (4)

Из этой формулы видно, что действие является ком-
плексной величиной, что приводит к проблеме знака.
К сожалению, прямое Монте-Карло моделирование
таких систем в настоящее время невозможно. Для
преодоления этой проблемы можно применить ме-
тод, который основан на моделировании системы при
мнимой угловой скорости [18, 20–29]. Отметим, что
этот метод был использован при изучении уравне-
ния состояния глюодинамики в работе [29]. В нашей
работе используется другой подход. Ниже будет по-
казано, что свободную энергию можно разложить в
ряд по угловой скорости. Коэффициенты этого раз-
ложения являются некоторыми операторами глюон-
ных полей, которые можно вычислить с помощью
моделирования системы без вращения. Таким обра-
зом, проблемы знака в таком подходе не возникает.

Дискретизация действия (4) с мнимой угловой
скоростью проводится аналогично тому, как это сде-
лано в работах [18–20]. В нашей работе мы не пока-
зываем явный вид выражения для решеточного дей-
ствия вследствие его громоздкости. Как было ука-
зано выше, для вычисления поправок к свободной
энергии по угловой скорости достаточно провести ре-
шеточное моделирование невращающейся системы.
Для этого мы используем улучшенное на древесном
уровне действие Симанчика [30, 31].
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При моделировании вращающихся систем особую
важность приобретают граничные условия. В наших
вычислениях мы накладываем периодические гра-
ничные условия в направлениях τ и z. Что же касает-
ся граничных условий в направлениях, перпендику-
лярных к оси вращения, то здесь возможно несколь-
ко вариантов: периодические граничные условия, от-
крытые граничные условия и условия Дирихле. Де-
тальное исследование различных граничных усло-
вий и их влияния на наблюдаемые было проведе-
но в работе [20]. Вычисления показали, что зависи-
мость различных наблюдаемых от граничных усло-
вий несущественна. Это связано с тем, что гранич-
ные условия экранируются и их влияние не распро-
страняется на объем исследуемой системы. В дан-
ной работе мы используем периодические граничные
условия, которые обычно используются при реше-
точном моделировании калибровочных теорий поля
(глюодинамики) без вращения.

Основной целью нашей работы является изучение
влияния вращения на уравнение состояния, которое
может быть найдено, если известна свободная энер-
гия изучаемой системы F . Поэтому в нашей работе
будет проведено изучение влияния вращения на сво-
бодную энергию глюодинамики. Для этого мы рас-
кладываем свободную энергию в ряд по угловой ско-
рости

F = F0 −
Ω2

2
F2 +O(Ω4) (5)

где F0 – свободная энергия глюодинамики без вра-
щения, а F2 – следующий коэффициент разложения.
Отметим, что свободная энергия глюодинамики F0

хорошо изучена (см., например, [24]), а коэффициент
F2 будет вычислен в нашей работе. Свободная энер-
гия может быть разложена и дальше, однако, к сожа-
лению, из-за быстрого роста статистических ошибок
вычислений с размером системы, который обуслов-
лен структурой изучаемых операторов, в этой рабо-
те мы ограничимся изучением только второго коэф-
фициента разложения. Ниже, помимо F0 и F2, бу-
дут использоваться удельные величины f0 = F0/V и
f2 = F2/V , где V – объем исследуемой системы.

Для того, чтобы найти выражение F2, заметим,
что действие (4) можно представить в виде:

SG = S0 +ΩS1 +
Ω2

2
S2, (6)

S1 =
i

g2YM

∫

d4x
[

xF a
yxF

a
xτ + xF a

yzF
a
zτ −

− yF a
xyF

a
yτ − yF a

xzF
a
zτ

]

, (7)

S2 = − 1

g2YM

∫

d4x
[

r2(F a
xy)

2 + y2(F a
xz)

2 +

+ x2(F a
yz)

2 + 2xyF a
xzF

a
zy

]

, (8)

где S0 – действие глюонного поля без вращения. Ис-
пользуя эти формулы, выражение для коэффициен-
та F2 может быть записано в виде:

F2 = T
∂2logZ

∂Ω2

∣

∣

∣

∣

Ω=0

= T (〈〈S2〉〉T − 〈〈S2
1〉〉T ) , (9)

где обозначение 〈〈O〉〉T = 〈O〉 − 〈O〉T=0 соответству-
ет вкладу тепловых флуктуаций в среднее значение
оператора O.

Отметим, что первый член T 〈〈S2〉〉T в этой форму-
ле соответствует среднему квадрату хромомагнитно-
го поля в исследуемой среде, а второй член −T 〈〈S2

1〉〉T
учитывает флуктуации углового момента глюонного
поля (здесь учетно, что 〈〈S1〉〉T |Ω=0 = 0).

Для вычисления коэффициента F2 по форму-
ле (9) достаточно провести решеточное моделирова-
ние глюодинамики без вращения. Поэтому, как мы
уже замечали, проблемы знака в наших вычислени-
ях не возникает. Отметим, что в работе [29] изуча-
лась зависимость свободной энергии от угловой ско-
рости другим методом. При этом вычисление было
проведено путем решеточного моделирования глюо-
динамики, которая вращается с мнимой угловой ско-
ростью. Для исследования свободной энергии была
посчитана производная статистической суммы по об-
ратной константе связи 1/g2YM . Эта производная свя-
зана со средним значением действия глюонного по-
ля 〈〈SG〉〉T (4). Зная производную свободной энергии,
путем интегрирования по обратной константе связи
была вычислена свободная энергия.

Обычно при изучении уравнения состояния про-
водится вычитание соответствующего оператора при
T = 0. Аналогично, при вычислении коэффициента
F2 при конечной температуре в выражении (9) про-
ведено вычитание при нулевой температуре. Физи-
чески эта процедура означает, что вакуум глюодина-
мики при T = 0 не вращается.

Формулы (6), (9) позволяют найти разложение
свободной энергии по угловой скорости для непре-
рывной теории. Нетрудно найти решеточную версию
этих формул. Для этого заметим, что решеточное
выражение для действия во вращающейся системе
отсчета может быть представлено в виде разложе-
ния (6). Явный вид решеточных операторов S1 и S2

можно найти в работе [20]. Здесь мы их не приводим
ввиду их громоздкости. Решеточная формула (9) для
коэффициента разложения F2 имеет такой же вид,
подразумевая решеточные выражения для операто-
ров S1 и S2.
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Коэффициент разложения F2 связан с моментом
инерции системы. Это можно увидеть, если восполь-
зоваться формулой

I =
M

Ω
= − 1

Ω

∂F

∂Ω
= F2, (10)

где M – угловой момент системы. Далее восполь-
зуемся нерелятивистским выражением для момента
инерции, чтобы оценить зависимость коэффициента
F2 от объема исследуемой системы:

I =

∫

dV r2ρ(T, x,Ω) =
1

6
ρ0(T )LzL

4
s =

=
1

6
ρ0(T )V L

2
s, (11)

где ρ(T, x,Ω) – массовая плотность в исследуемой си-
стеме, которая имеет геометрию параллелепипеда с
размерами Ls×Ls×Lz, а V = LzL

2
s – объем исследу-

емой системы. Ось вращения проходит через центр
параллелепипеда и направлена вдоль оси z. Во вто-
ром равенстве было учтено, что в лидирующем при-
ближении плотность не зависит от угловой скорости
и координат, т.е. задается некоторой функцией ρ0(T ),
которая зависит только от температуры.

Выражение (11) позволяет переписать разложе-
ние (5) в более удобном для анализа результатов ви-
де

F = F0

(

1 +
1

2
K2v

2

)

, (12)

где введены следующие обозначения: коэффициент
K2 = −4F2/(F0L

2
s), а v = ΩLs/2 – скорость вращения

на границе исследуемой системы (а именно, в центре
боковой грани на расстоянии Ls/2 от оси вращения).
В последнем выражении мы перешли от коэффици-
ента F2 к коэффициентуK2, так как этот коэффици-
ент безразмерен и, как следует из формулы (11), для
достаточно большой системы не должен зависеть от
ее объема. В следующем разделе мы проверим это
утверждение. Отметим также, что F0 и F2 зависят
от граничных условий, однако, как показывают на-
ши вычисления, в отношении F2/F0 эта зависимость
в пределах ошибки сокращается.

Результаты вычислений и обсуждение. В
этом разделе будет проведено вычисление коэффи-
циента K2 методами решеточного моделирования.
Ниже будут использоваться следующие обозначения
для размеров решеток: Nt×Nz×N2

s (Ns = Nx = Ny).
Для взятия непрерывного предела 1/Nt → 0 (шаг ре-
шетки a → 0) проведено моделирование на решет-
ках 4 × 16 × 212, 5 × 20 × 252, 6 × 24 × 312. Ука-
занные размеры решеток были выбраны так, чтобы

при вариации Nt приблизительно сохранялись вели-
чины Ns/Nt = LsT , Nz/Nt = LzT , где Lz = Nza,
Ls = Nsa, 1/T = Nta. Размер решетки в направле-
ниях x, y выбран таким образом, чтобы при вычис-
лении операторов (7), (8) ось вращения проходила
через узел решетки и соответствующие решеточные
операторы обладали симметрией относительно этой
оси. Как было сказано выше, для вычисления коэф-
фициента F2 при конечной температуре проводится
вычитание этого же коэффициента при нулевой тем-
пературе. В этой процедуре мы используем решет-
ки с теми же пространственными размерами, но с
Nt = Nz.

На рисунке 1 представлено отношение f2/(T 4L2
s)

как функция температуры для решеток с разным
количеством шагов по времени Nt. На графике
Tc – критическая температура перехода конфайн-
мент/деконфайнмент в глюодинамике без вращения.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Отношение f2/(T
4L2

s) как

функция температуры для решеток с разным ко-

личеством шагов по времени Nt. Tc обознача-

ет критическую температуру перехода конфайн-

мент/деконфайнмент в глюодинамике без вращения

Для изучения зависимости наших результатов от
размера системы мы провели вычисление отношения
f2/(T

4L2
s) на решетках 5 × 16 × 252, 5 × 24 × 252,

5× 20× 212, 5× 20× 312. На рисунке 2 представлено
отношение f2/(T 4L2

s) как функция температуры для
решеток с разным пространственным объемом в xy-
и z-направлениях. Из этого графика видно, что зави-
симость отношения f2/(T

4L2
s) от размеров системы

Ls и Lz слаба, что подтверждает оценку, сделанную
в формуле (11).

Для вычисления коэффициента K2 на решетках
4 × 16 × 212, 5 × 20 × 252, 6 × 24 × 312 мы вычис-
лили F0 и F2. Затем были построены отношения
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Отношение f2/(T
4L2

s) как

функция температуры для решеток с разным про-

странственным объемом в xy- и z-направлениях

K2 = −4F2/(F0L
2
s), для которых взят непрерывный

предел 1/Nt → 0. На рисунке 3 представлен коэф-
фициент K2 как функция температуры для решеток
с различными значениями Nt. Непрерывный предел
1/Nt → 0 показан на рисунке точками в форме звез-
дочек. Результаты непрерывного предела аппрокси-
мированы сплайном. Отметим, что на рис. 3 показан
диапазон температур T > Tc. Это связано с тем,
что при T < Tc значение F0 близко к нулю, при
этом ошибки вычислений значительно возрастают.
Поэтому график для коэффициента K2 ниже крити-
ческой температуры становится неинформативным.
Рисунок 3 является главным результатом нашей ра-
боты.

Отметим, что коэффициент K2 был посчитан в
работе [29]. При этом вычисление проводилось ме-
тодом, который отличается от подхода, использо-
ванного в этой работе. Напомним, что в этой рабо-
те проведено решеточное моделирование глюодина-
мики без вращения, и вычисляется непосредственно
первая ненулевая поправка к свободной энергии по
угловой скорости. В то время как в работе [29] моде-
лируется вращающаяся глюодинамика, вычисляется
свободная энергия для различных скоростей враще-
ния, и только в конце вычислений проводится раз-
ложение по (мнимой) угловой скорости, после чего
результаты аналитически продолжаются в область
действительных значений Ω. Сравнение показывает,
что оба описанных метода дают результаты, которые
согласуются между собой.

Как видно из рис. 3, коэффициент K2 отрица-
телен для температур T < T ∗ и становится поло-
жительным при T > T ∗, где T ∗ ∼ 1.5Tc. Соглас-

Рис. 3. (Цветной онлайн) Коэффициент K2 как функ-

ция температуры для решеток с различными значени-

ями Nt. Непрерывный предел 1/Nt → 0 показан на ри-

сунке точками в форме звездочек. Результаты непре-

рывного предела аппроксимированы сплайном

но формуле (10), этот коэффициент связан с момен-
том инерции исследуемой системы по формуле I =

−K2F0L
2
s/4. Учитывая тот факт, что f0 = −p < 0,

рис. 3 означает, что момент инерции глюодинамики
отрицателен вплоть до температуры T ∗ ∼ 1.5Tc и
только выше этой температуры становится положи-
тельным. Мы предполагаем, что отрицательный мо-
мент инерции означает термодинамическую неста-
бильность глюонной плазмы по отношению к враще-
нию с постоянной угловой скоростью2). Таким обра-
зом, возможно термодинамически равновесное вра-
щение плазмы с постоянной угловой скоростью при
температуре выше T ∗. При температуре ниже T ∗

термодинамически стабильным является более слож-
ное движение глюонной плазмы, например, при ко-
тором угловая скорость вращения зависит от коорди-
нат. Однако для понимания физических механизмов
этой нестабильности требуются дополнительные ис-
следования.

Чтобы понять причину возникновения отрица-
тельного момента инерции, рассмотрим формулу (9).
Из нее видно, что выражение для F2 является сум-
мой двух операторов. Первый оператор ∼ 〈〈S2〉〉T
связан с квадратом хромомагнитного поля в глю-
одинамике, который входит в важную физическую
величину – глюонный конденсат ∼ 〈〈(Ga

µν)
2〉〉T ∼

∼ 〈〈(Ea)2〉〉T +〈〈(Ha)2〉〉T . В глюодинамике этот опера-

2)Стоит упомянуть, что отрицательный момент инерции мо-
жет быть реализован в некоторых системах [32–34], а термо-
динамическая нестабильность, связанная с вращением, реали-
зуется во вращающихся черных дырах [35–37].
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тор определяет энергию вакуума при T = 0 и нару-
шение масштабной инвариантности. При увеличении
температуры магнитная компонента глюонного кон-
денсата уменьшается от своего значения при T = 0,
достигает некоторого минимального значения, после
чего начинает расти [24]. Вклад тепловых флукту-
аций в среднее этого оператора, пропорциональный
〈〈(Ha)2〉〉T , который и входит в формулу (9), является
отрицательным при T > 0 и только при температу-
рах выше T ∼ 2Tc становится положительным [24].
Второй оператор∼ 〈〈S2

1〉〉T , который связан с флукту-
ацией углового момента, дает положительный вклад
в момент инерции и незначительно смещает его зна-
чение в положительную сторону. Таким образом, от-
рицательный момент инерции глюодинамики в обла-
сти температур T < T ∗ объясняется вкладом маг-
нитной компоненты масштабной аномалии.

Как следует из формулы (12) и данных
для K2(T ), в окрестности перехода конфайн-
мент/деконфайнмент вращение уменьшает сво-
бодную энергию глюодинамики. Поэтому можно
ожидать, что при Ω 6= 0 необходимо дополнительно
“нагреть” исследуемую систему, чтобы произошел
этот фазовый переход. Более того, чем больше
угловая скорость, тем больший разогрев системы
требуется. Это простое рассуждение позволяет
заключить, что при вращении критическая тем-
пература перехода конфайнмент/деконфайнмент
должна повышаться и большей угловой скорости
должна соответствовать большая критическая тем-
пература. Таким образом, результат, полученный в
этой работе, находится в качественном согласии с
результатами, полученными ранее в работах [19, 20].

Авторы благодарят О. В. Теряева за полезные
обсуждения результатов работы. Работа была вы-
полнена с использованием оборудования центра
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ния и обработки данных исследовательских уста-
новок мега-класса” НИЦ “Курчатовский институт”,
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Рассмотрено пространственное распределение частиц широких атмосферных ливней от космических

лучей в области энергий выше 1017 эВ, зарегистрированных на Якутской комплексной установке. Экспе-

риментально измеренные плотности частиц сопоставляются с предсказаниями, полученными в рамках

трех моделей адронных взаимодействий при сверхвысоких энергиях. Оценка массового состава, полу-

ченная из показаний наземных и подземных детекторов установки, согласуется с оценками, сделанными

на основе измерений пространственного распределения черенковского излучения атмосферных ливней.

Приводится сравнение с результатами прямых измерений мюонной компоненты, выполненных на уста-

новке Ожэ. Показано, что плотности потока мюонов, измеренные на Якутской установке, согласуются с

флуоресцентными измерениями и не согласуются с мюонными результатами, полученными на установке

Ожэ.
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1. Введение. Проблема повышенного содер-
жания мюонов в широких атмосферных ливнях
(ШАЛ) от космических лучей (КЛ) сверхвысо-
ких энергий (КЛСВЭ) в сравнении с модельными
предсказаниями отмечается исследователями уже
больше 20 лет [1]. В совместном анализе, опуб-
ликованном международной рабочей группой по
этой проблеме, были рассмотрены данные восьми
установок: ШАЛ-МГУ, IceCube, KASCADE-Grande,
NEVOD-DECOR, The Pierre Auger Observatory
(Ожэ), SUGAR, Telescope Array (TA) и Якутской
комплексной установки [2]. Для сравнения данных
разных экспериментов был введен безразмерный
масштабный параметр:

z =
ln ρexp

MD − ln ρpMD

ln ρFe
MD − ln ρpMD

, (1)

где ρexp
MD – плотность мюонов, измеренная на экспери-

менте; ρpMD и ρFe
MD – плотности мюонов, вычисленные

в ливнях от первичных протонов (p) и ядер железа
(Fe) для детекторов конкретных установок ШАЛ. В
результате было показано, что модельные расчеты
согласуются вплоть до 1016 эВ. Однако при дальней-
шем увеличении первичной энергии картина меняет-
ся. Наблюдается широкий разброс величины z, осо-
бенно в области предельно высоких энергий, сильно

1)e-mail: glushkov@ikfia.ysn.ru; vs.tema@gmail.com;
ksenofon@ikfia.ysn.ru; LebedevKG@ikfia.ysn.ru

наклонных ШАЛ [3] и на больших расстояниях от
оси ливня [4]. В случае Якутской установки были ис-
пользованы плотности мюонов, вычисленные на рас-
стоянии от оси 300 м в ливнях с первичной энергией
E0 ≥ 1018 эВ и средним зенитным углом прихода
〈cos θ〉 = 0.9. В случае модели qgsjet01 [5] они да-
ли величину параметра z ≃ 0, а для qgsjet-ii.04 [6]
и epos-lhc [7] – отрицательные значения [2]. В ра-
боте [8] исследована доля мюонов на расстояниях от
оси 300, 600 и 1000 м в ливнях с E0 ≃ 1017.7−19.5 эВ и
〈cos θ〉 = 0.9. В работах [9, 10] рассмотрены зенитно-
угловые зависимости доли мюонов на расстоянии
600 м от оси в ливнях с E0 ≃ 1018 и 1019 эВ с зе-
нитными углами cos θ ≥ 0.5. В работах [8–10] было
подтверждено согласие эксперимента с предсказани-
ями модели QGSJet01 в случае первичных протонов
(z ≃ 0).

Коллаборация Ожэ сообщила о прямых измере-
ниях мюонов в ШАЛ c энергиями 2×1017−2×1018 эВ
и зенитными углами θ ≤ 45◦ [11]. Измерения прово-
дились сцинтилляционными детекторами площадью
5 и 10 m2 с порогом регистрации ≃ 1.0×sec θ ГэВ (по-
мещенными под слоем грунта толщиной 2.3 м). Один
из результатов приведен на рис. 1. В работе рассмат-
ривался параметр ρMD(450, 35

◦) – плотность мюонов,
измеренная в индивидуальных ливнях на расстоянии
от оси 450 м и приведенная к зенитному углу 35◦ с
помощью соотношений:
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ρMD(450, 35
◦) =

ρMD(450, θ)

fatt(θ)
, (2)

fatt(θ) = 1 + (0.54± 0.10)x+ (1.02± 0.69)x2, (3)

где x = cos2 θ − cos2 35◦. Стоит подчеркнуть, что
в этом эксперименте мюонная компонента ШАЛ на
установке Ожэ была выделена непосредственно, ана-
логично тому, как это делается на Якутской установ-
ке. Прямая интерпретация результатов, изложенных
в [11], не исключает происхождения рассмотренных
событий от первичных ядер железа. Эти результаты
противоречат не только выводам работ [8–10], но и
измерениям, выполненным в том же эксперименте с
использованием другого метода.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Плотности мюонов в ШАЛ на

расстоянии от оси 450 м, нормированные на первичную

энергию. Результаты прямых измерений, выполненных

на установке Ожэ на подземных сцинтилляционных де-

текторах с порогом ≃ 1.0 × sec 35◦ ГэВ. Данные были

взяты из рис. 11 в работе [11]

На рисунке 2 приведены оценки массового со-
става КЛ, полученные в нескольких эксперимен-
тах с помощью разных методик в рамках модели
qgsjet-ii.04. Показанные на нем результаты Якут-
ской установки были получены тремя независимы-
ми методами: из функции пространственного рас-
пределения (ФПР) мюонной компоненты, регистри-
руемой мюонными детекторами (MD) с порогом ≃
1 ГэВ [12]; из формы ФПР заряженной и электро-
магнитной компонент ШАЛ, регистрируемых назем-
ными детекторами мастерных станций (SD) [13]; и
путем измерения потока черенковского излучения
(ЧИ) ШАЛ (CD) [14]. Видно, что в пределах ошибок
эксперимента все три компоненты ШАЛ дают согла-
сованные между собой результаты. Также они согла-
суются с оценками, полученными по данным ЧИ на
установке Тунка-133 [15] и величинами, рассчитан-

ными из средних глубин максимума каскадной кри-
вой ШАЛ (〈xmax〉), измеренных на установке TA [16].
Оценки, вытекающие из значений параметра z уста-
новки Ожэ [11], представлены тремя наборами дан-
ных: согласно измерениям 〈xmax〉 методом регистра-
ции флуоресцентного излучения ШАЛ (FD), по из-
мерениям мюонной компоненты с порогом ≃ 1 Гэв
(MD) и наземной компоненты в сильно наклонных
ливнях (SD). Как видно из рис. 2, прямые измере-
ния мюонов ШАЛ подземными сцинтилляционными
детекторами и в наклонных ливнях наземными де-
текторами на установке Ожэ выбиваются из общего
тренда и побуждают рассмотреть их более подробно.

Рис. 2. (Цветной онлайн) Оценки среднего массового

состава КЛ, вытекающие из данных нескольких экс-

периментов в рамках модели qgsjet-ii.04. Результаты

Якутской установки были получены с использовани-

ем трех независимых методик [12, 13, 14]. Оценки для

установки Ожэ были получены из значений параметра

z, рассчитанных в рамках модели qgsjet-ii.04 для мю-

онных данных (Auger MD), станций наземного тригге-

ра (Auger SD) и результатов измерений 〈xmax〉 (Auger

FD) [11] (см. также Fig. 5). Также приведены данные

установок Тунка-133 [15] и TA [16]

В этой статье анализируются данные, получен-
ные за многолетний период работы Якутской ком-
плексной установки ШАЛ (ЯКУ ШАЛ). Проведено
сравнение с результатами Оже [11]. Они имеют пря-
мое отношение друг к другу. В обоих экспериментах
для регистрации мюонов используются схожие сцин-
тилляционные детекторы и методики их калибровки
по фону космических мюонов. Это позволило напря-
мую сравнить экспериментальные данные двух уста-
новок между собой.

2. Пространственное распределение частиц

ШАЛ по данным Якутской установки. В рабо-
тах [17, 18] были получены отклики наземных и под-
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земных сцинтилляционных детекторов ЯКУ ШАЛ
от частиц в ливнях, инициированных КЛ с энерги-
ей выше 1017 эВ. С помощью кода corsika [19] был
рассчитан набор искусственных ливней с энергия-
ми в диапазоне 1017 − 1019.5 эВ с логарифмическим
шагом ∆ lg(E0/эВ) = 0.5 в диапазоне зенитных уг-
лов 0◦ − 60◦. Расчеты проведены с использованием
моделей взаимодействий при сверхвысоких энергиях
qgsjet01 [5], qgsjet-ii.04 [6] и epos-lhc [7]. Адронные
взаимодействия при энергиях ниже 80 ГэВ моделиро-
вались с помощью кода fluka2011 [20]. В расчетах
был задействован механизм статистического проре-
живания [21] со степенью Ethin = (10−6 − 10−5) и
ограничением по весу для всех компонент wmax =

= E0 · Ethin. Для каждого набора входных пара-
метров (E0, θ) было разыграно по 200 событий, на
основе статистики которых строилась средние ФПР
(СФПР) отклика детекторов с радиальным логариф-
мическим разбиением по расстоянию от оси с шагом
∆ lg(r/м) = 0.04. На рисунке 3 приведены энергети-
ческие зависимости откликов наземных и подземных
детекторов Якутской установки от частиц ШАЛ на
расстоянии от оси 600 м, полученные с использова-
нием трех моделей адронных взаимодействий. Все
плотности приведены к первичной энергии 1019 эВ
путем их умножения на нормировочный коэффици-
ент 1019/E0. Средние плотности, найденные расчет-
ным путем, сравнивались с величинами, полученны-
ми из экспериментальных данных методом построе-
ния СФПР.

2.1. Полученные результаты. Для анализа были
отобраны ливни с осями, лежащими в центральном
круге установки с радиусом 1 км и погрешностью
лоцирования, не превышающей 50 м (табл. 1). Набор
отобранных событий был разбит на интервалы (би-
ны) по энергии с шагом ∆ lg(E0/эВ) = 0.2. В каждом
бине строились СФПР плотностей частиц ШАЛ, из-
меренных наземными (SD) и подземными детектора-
ми с порогом ≃ 1 ГэВ (MD), из которых находились
плотности на расстоянии 600 м от оси, ρSD(600, 25.8

◦)
и ρMD(600, 25.8

◦). Методика получения СФПР изло-
жена в работе [8]. Точность найденных таким обра-
зом плотностей была не хуже 10 %. Энергия ливней
находилась по формуле:

E0 = (3.76±0.30)×1017·ρSD(600, 0
◦)1.02±0.02 [эВ], (4)

где ρSD(600, 0
◦) – приведенный к вертикальному

направлению ливня классификационный параметр
ρSD(600, 25.8

◦) [22]. При построении СФПР плотно-
сти частиц обеих компонент ШАЛ умножались на
нормировочный коэффициент Ebin/E0, где Ebin –
средняя энергия в бине.

Рис. 3. (Цветной онлайн) Средние отклики наземных

(SD) и подземных сцинтилляционных детекторов с по-

рогом 1.0× sec θ ГэВ (MD) на расстоянии 600 м от оси,

нормированные на энергию ШАЛ cо средним зенит-

ным направлением прихода 〈cos θ〉 = 0.9. Линии – ре-

зультаты расчетов, выполненных в рамках трех моде-

лей адронных взаимодействий для первичных прото-

нов (p) и ядер железа (Fe). Символы – средние значе-

ния, полученные из экспериментальных данных

На рисунке 3 видно, что измеренные наземными и
подземными детекторами отклики частиц ШАЛ ока-
зались меньше ожидаемых от первичных протонов,
а плотности мюонов – существенно меньше. Такой
результат возможен в силу разных причин. Одна из
них может быть связана с оценкой энергии на экс-
перименте. Первый сомножитель в формуле (4) от-
ражает систематическую ошибку 8 % из-за неопреде-
ленности самого метода калибровки Якутской уста-
новки [22]. Чтобы понять полученный выше резуль-
тат допустим, что энергия в ливнях на рис. 3 завы-
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Таблица 1. Число ливней в выборках СФПР. Nsh число событий, вошедших в бин с данной средней энергией

〈lg(E0/эВ)〉 17.28 17.48 17.68 17.88 18.09 18.29 18.49 18.70 18.90 19.12

Nsh 6079 6182 4807 2717 1316 600 260 107 60 16

шена на величину разногласия между теорией и экс-
периментом для наземных детекторов. В случае мо-
дели qgsjet01 достаточно уменьшить коэффициент
пропорциональности в формуле (4) на ≃ 10%, и на
рис. 3 будет достигнуто согласие измеренных назем-
ными детекторами плотностей с расчетными. Плот-
ности мюонов из-за перенормировки энергии тоже
поднимутся вверх на ≃ 10%. В этом случае обе ком-
поненты ШАЛ при E0 > 1018 эВ в пределах оши-
бок эксперимента согласуются с расчетами. В обла-
сти энергий ниже 1018 эВ, по мере уменьшения пер-
вичной энергии, плотности мюонов идут все выше и
выше. Это можно интерпретировать как изменение
состава первичных частиц за счет добавления к про-
тонам определенной доли более тяжелых ядер. На
рисунке 1 наблюдается аналогичное поведение соста-
ва первичных частиц (утяжеление по мере уменьше-
ния энергии), но на фоне ядер железа. Наземная ком-
понента ШАЛ на рис. 3 показывает такую же тен-
денцию, но не столь ярко выраженную из-за слабой
ее зависимости от мюонов. Модель qgsjet-ii.04 дает
аналогичный результат при уменьшении коэффици-
ента пропорциональности в формуле (4) на ≃ 15%,
а epos-lhc – при уменьшении на ≃ 20%.

На первый взгляд, полученные выше результаты
критичны к первичной энергии. Однако в силу то-
го, что СФПР обеих компонент ШАЛ на рис. 3 име-
ют общую выборку ливней со средней энергией Ebin,
доля мюонов

η600(E0) =
〈ρMD(600)〉 /Ebin

〈ρSD(600)〉 /Ebin
=

〈ρMD(600)〉
〈ρSD(600)〉

(5)

не зависит от энергии. На рисунке 4 показана доля
мюонов η600(E0), полученная из данных, приведен-
ных на рис. 3.

Расчеты показывают, что параметр η600 передает
физический смысл параметра z (1):

z =
ln ηexp

600 − ln ηp600
ln ηFe

600 − ln ηp600
. (6)

Полученные таким образом значения параметра
z для разных интервалов энергии Ebin приведены в
табл. 2. Все три модели при E0 ≥ 1017.7 эВ в пределах
ошибок измерений не противоречат гипотезе о чисто
протонном составе первичных КЛ (z ≃ 0).

Ошибки суммируют как статистику ливней при
построении средних ФПР, так и все другие ошиб-

Рис. 4. (Цветной онлайн) Энергетическая зависимость

доли мюонов в ШАЛ со средним зенитным направле-

нием 〈cos θ〉 = 0.9 на расстоянии 600 м от оси. Символа-

ми показаны значения, полученные из эксперименталь-

ных данных, линиями – теоретические предсказания,

полученные в рамках трех моделей адронных взаимо-

действий для первичных протонов (p) и ядер железа

(Fe)

Таблица 2. Значения параметра z, вычисленные из доли мю-
онов на расстоянии от оси ШАЛ 600 м (рис.,4) с помощью со-
отношения (6). В колонке z приведены ошибки, учитывающие
как систематические, так и статистические неопределенности

lg(Ebin/эВ) qgsjet01 qgsjet-ii.04 epos-lhc

z δz z δz z δz

17.28 0.69 0.13 0.58 0.11 0.76 0.12

17.48 0.41 0.09 0.25 0.09 0.41 0.09

17.68 0.19 0.12 0.11 0.12 0.21 0.12

17.88 0.00 0.07 −0.04 0.07 0.04 0.07

18.09 0.00 0.09 −0.01 0.09 0.02 0.09

18.29 0.06 0.09 0.00 0.09 0.06 0.09

18.49 0.01 0.11 −0.06 0.16 −0.06 0.15

18.70 −0.07 0.11 −0.10 0.17 −0.06 0.14

18.90 −0.05 0.11 −0.06 0.13 0.07 0.14

19.12 −0.10 0.22 −0.06 0.29 0.08 0.28

ки, возникающие при обработки индивидуальных со-
бытий (калибровки детекторов, определении направ-
ления прихода и координат оси, энергию ШАЛ и
др.). Их трудно разделить между собой, да и в этом
нет необходимости. Они аккумулируются в средних
величинах ρSD(600, θ) и ρMD(600, θ) (см., например,
рис. 3).
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Параметр z является частью простой и важной
формулы

〈lnA〉 = z ln 56. (7)

для оценки среднего атомного веса A ядра первичной
частицы. Его связь с мюонами говорит лишь о том,
что мюоны весьма чувствительны к составу КЛ. Но
не только они одни. На рисунке 2 показаны оценки
состава из других компонент ШАЛ. Сравнение зна-
чений параметра z, полученных Обсерваторией Ожэ
и ЯКУ ШАЛ в рамках модели qgsjet-ii.04, приве-
дено на рис. 5. Данные Ожэ представлены величи-
нами из плотностей частиц, измеренных мюонными
детекторами (Auger MD) и наземными детектора-
ми (Auger SD) на расстоянии 1000 м в наклонных
ливнях. Они согласуются между собой и указывают
на аномально высокие плотности мюонов. Также на
рис. 5 приведены значения, полученные по данным
измерений 〈xmax〉 (Auger FD). Эти данные были взя-
ты из рис. 13b работы [11]. Они не противоречат ожи-
даемому в рамках модели qgsjet-ii.04 легкому соста-
ву первичных частиц, близкому к протонному. Зна-
чения параметра z Якутской установки приведены в
четвертой и пятой колонках таблицы 2. На рисунке 2
показаны значения 〈lnA〉, полученные из изображен-
ных на рис. 5 данных Ожэ (Auger MD), (Auger SD)
и (Auger FD), с помощью формулы (7).

3. Сравнение данных двух установок и об-

суждение. В работе [11] коллаборация Ожэ для ре-
гистрации мюонной компоненты ШАЛ использовала
подземные сцинтилляционные детекторы с энергети-
ческим порогом 1.0× sec θ ГэВ, аналогично Якутско-
му эксперименту. Обе установки калибруют свои мю-
онные детекторы по мюонному фону. Это позволяет
напрямую сравнить экспериментальные данные двух
установок между собой. Для этого по СФПР мюон-
ной компоненты в отобранных событиях были най-
дены плотности мюонов на расстоянии от оси 450 м
(ρMD(450, 25.8

◦)). С помощью соотношений (2) и (3)
они были приведены к величине ρMD(450, 35

◦), как в
измерениях на установке Ожэ. Найденные таким об-
разом плотности показаны на рис. 6, который пред-
ставляет собой рис. 1 с наложенными данными Якут-
ской установки. При E0 ≥ 8×1017 эВ они согласуют-
ся с результатами расчетов, выполненных для детек-
торов установки Ожэ в рамках модели qgsjet-ii.04 в
случае первичных протонов, а при меньших энергиях
указывают на смешанный состав первичных частиц.

Проблема аномально большого содержания мю-
онов в ШАЛ сверхвысоких энергий (см. например,
[1–4, 11, 13]), о которой в последнее время много го-
ворят, не является чисто мюонной. Во многих экспе-

Рис. 5. (Цветной онлайн) Энергетические зависимости

параметра z согласно разным видам измерений на

Якутской установке и Обсерватории Ожэ, полученные

в рамках модели qgsjet-ii.04. Для Ожэ показаны зна-

чения по данным прямой регистрацией мюонной ком-

поненты ШАЛ (Auger MD), из анализа плотностей час-

тиц на расстоянии 1000 м от оси, измеренной наземны-

ми детекторами (Auger SD) и оценки на основе пря-

мых наблюдений глубины максимума развития ШАЛ

оптическим методом (Auger FD). Серой полосой обо-

значены систематические погрешности оптических из-

мерений Ожэ. Данные Якутской установки приведены

в табл. 2 (Yakutsk MD)

риментах, где рассматриваются мюоны, они факти-
чески нормируются на первичную энергию. В паре
“мюоны–первичная энергия” последняя является са-
мым слабым звеном. Это размерная величина: плот-
ность мюонов, деленная на энергию [м−2/эВ]. Зна-
чение энергии прямо влияет на выводы (много или
мало мюонов) по сравнению с другими эксперимен-
тами и модельными расчетами. Хотя число мюонов
может быть нормальным.

В работе [22] сравниваются первичные энергети-
ческие спектры КЛ, полученные коллаборацией Ожэ
и на Якутской установке. Согласие обоих спектров
здесь вполне возможно, если, например, увеличить
первичную энергию в эксперименте Ожэ в 1.25 ра-
за. Тогда все плотности на рис. 6 после перенорми-
ровки данных Ожэ опустятся вниз на 25 % (темные
кружки). Полученные таким образом плотности мю-
онов могут вполне быть увязаны с тяжелым соста-
вом первичных частиц. В этом случае загадка мю-
онов (расхождение теории с экспериментом) теряет
всю свою остроту и входит в русло конструктивного
поиска причин остающихся здесь разногласий.

4. Заключение. Доля мюонов, полученная при
совместном анализе плотностей 〈ρMD(600, 25.8

◦)〉 и
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Рис. 6. (Цветной онлайн) Сравнение энергетических за-

висимостей параметра ρMD(450, 35
◦), полученных кол-

лаборацией Ожэ (работа [11], рис. 11) и на Якутской

установке. Средние плотности мюонов, полученные в

якутском эксперименте, были приведены к зенитному

углу θ = 35◦. Линиями обозначены результаты расче-

тов, выполненных для мюонных детекторов установ-

ки Ожэ в рамках моделей адронных взаимодействий

qgsjet-ii.04 и epos-lhc для первичных протонов (p)

и ядер железа (Fe). Символами обозначены экспери-

ментальные данные. Темные кружки – перенормиро-

ванные плотности мюонов после увеличения первичной

энергии в эксперименте Ожэ в 1.25 раза

〈ρSD(600, 25.8
◦)〉 в общих выборках ливней с энерги-

ями от 2 × 1017 до 2 × 1019 эВ, согласуются с ожи-
даемыми значениями, полученными в рамках мо-
делей адронных взаимодействий qgsjet01, qgsjet-
ii.04 и epos-lhc (см. рис. 4). Сравнение этих дан-
ных с результатами коллаборации Ожэ [11] показа-
ло, что они явно противоречат друг другу (см. рис. 5
и 6). Кроме того, при более высоких энергиях ре-
зультаты Якутской установки выглядят как “мюон-
ный дефицит” по сравнению с моделями, особенно
с epos-lhc (рис. 6), в противоположность обсуждае-
мом другими экспериментами “мюонному избытку”.
При E0 ≥ 8×1017 эВ вполне допустима гипотеза о чи-
сто протонном составе космических лучей. В области
более низких энергий состав первичных частиц ста-
новится, по-видимому, смешанным, с добавкой более
тяжелых ядер. Это согласуется с нашими более ран-
ними оценками [12, 13, 24, 25]. В работе [11] обращает
на себя внимание внутреннее противоречие результа-
тов, которое, на наш взгляд, может быть связанно с
какими-то особенностями эксперимента Ожэ.

Очевидно, что вопрос измерений мюонной компо-
ненты ШАЛ требует дальнейшего подробного изуче-
ния.

Работа выполнена в рамках государственного
задания (номер госрегистрации 122011800084-7)
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Предложен метод преобразования линейно поляризованного излучения одиночной гармоники или со-

вокупности гармоник оптического поля высокого порядка, образующих последовательность субфемто-

/аттосекундных импульсов, в эллиптически и, в частности, циркулярно поляризованное излучение в

оптически модулированной неоноподобной активной среде плазменного рентгеновского лазера. Показа-

но, что данный метод позволяет обеспечить высокую энергетическую эффективность преобразования

излучения благодаря усилению поля гармоник, а также является устойчивым к изменению числа высо-

ких гармоник, образующих усиливаемые импульсы. Возможность экспериментальной реализации метода

рассмотрена на примере активной плазмы неоноподобных ионов Ti12+ с невозмущенной длиной волны

инвертированного перехода 32.6 нм.

DOI: 10.31857/S1234567823090045, EDN: boldpr

1. Введение. Субфемто-/аттосекундные им-
пульсы вакуумного ультрафиолетового (ВУФ) и
рентгеновского излучения являются мощным ин-
струментом исследования и управления динамикой
электронных процессов, протекающих в атомах,
молекулах и твердых телах на их собственных
(фемто- и аттосекундных) временных масштабах
[1–4]. Основным способом получения таких им-
пульсов на сегодняшний день является генерация
гармоник оптического/инфракрасного (ИК) поля
высокого порядка (ГГВП) [5–7] посредством фо-
кусировки лазерного импульса с интенсивностью
порядка 1014−1015 Вт/см2 в струю газа благородных
атомов. В этом случае, согласно трехступенчатой
модели ГГВП [8, 9], под действием лазерного поля
происходит ионизация атомов газа, ускорение ото-
рванных электронов под действием лазерного поля
и с определенной вероятностью их столкновение
с родительскими ионами, в результате которого
набранная кинетическая энергия преобразуется в
высокочастотное излучение. Наиболее эффективно
такой процесс протекает в лазерном поле линейной
поляризации, так как вероятность столкновения

1)e-mail: khairulinir@ipfran.ru

электрона с ионом оказывается наибольшей [10, 11].
В этом случае поляризация генерируемых высоких
гармоник оказывается также линейной.

В то же время, для исследования магнитных и
хиральных сред, обладающих свойством кругового
дихроизма, наиболее ярко проявляющимся на кра-
ях полос поглощения веществ, требуется излучение
ВУФ/рентгеновского диапазона циркулярной поля-
ризации [12–14]. До недавнего времени основными
источниками такого излучения были синхротроны.
Однако использование синхротронных источников
для измерений сверхбыстрых физических и хими-
ческих процессов ограничено пикосекундной дли-
тельностью (10–100 пс) и недостаточной интенсивно-
стью генерируемых импульсов. В качестве альтерна-
тивы в последнее время для этих целей все чаще ис-
пользуют гораздо более яркие фемтосекундные ис-
точники на основе рентгеновских лазеров на свобод-
ных электронах (ЛСЭ) со специально сконструиро-
ванными ондуляторами [15–17], позволяющими по-
лучить излучение с высокой эллиптичностью. Од-
нако, в силу того, что генерация в ЛСЭ стартует
со спонтанных процессов, генерируемое в ондулято-
ре ЛСЭ излучение обладает низкой продольной ко-
герентностью, и его спектрально-временные харак-
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теристики существенно изменяются от импульса к
импульсу. В последнее время активно развивается
подход, основанный на использовании усиления ко-
герентного затравочного излучения [18]. Однако его
расширение на случай субфемтосекундных (тем бо-
лее, циркулярно-поляризованных) импульсов остает-
ся проблематичным. Кроме того, огромные размеры
и стоимость подобных экспериментальных комплек-
сов и, как следствие, их недоступность для широ-
кого круга исследователей делают привлекательной
идею получения эллиптически/циркулярно поляри-
зованного ВУФ/рентгеновского излучения с помо-
щью лабораторных источников, основанных на эф-
фекте ГГВП.

Получение интенсивного излучения высоких гар-
моник эллиптической и циркулярной поляризации
является значительно более трудной задачей по срав-
нению с генерацией гармоник линейной поляриза-
ции. Одним из возможных способов решения этой
задачи является использование ГГВП в лазерном
поле эллиптической поляризации [19]. Однако веро-
ятность рекомбинации оторванного электрона с ро-
дительским ионом быстро спадает с ростом эллип-
тичности лазерного поля [10], так как при движе-
нии в эллиптически поляризованном поле электрон с
большой вероятностью пролетает мимо родительско-
го иона, что делает данный метод неэффективным
для генерации излучения гармоник с высокой эллип-
тичностью. Одним из способов преодолеть данное
ограничение является использование газа выстроен-
ных молекул, где цилиндрическая симметрия отно-
сительно оси поляризации лазерного поля оказыва-
ется нарушенной, что позволяет генерировать эллип-
тически поляризованные гармоники при использова-
нии лазерного поля линейной поляризации [20, 21].
Кроме того, в последнее время большое внимание
уделяется методам генерации высоких гармоник эл-
липтической и циркулярной поляризации, основан-
ным на использовании многокомпонентных лазер-
ных полей с различающимися частотами, амплитуда-
ми и, в общем случае, поляризациями. К примеру, в
работах [22, 23] экспериментально показана возмож-
ность генерации гармоник с эллиптичностью 0.7–0.75
в благородных газах в комбинации перекрывающих-
ся лазерных импульсов на фундаментальной часто-
те и ее второй гармонике с взаимно ортогональными
линейными поляризациями, а в работах [24, 25] ис-
пользовались так называемые биэллиптические или
бициркулярные поля, в которых два лазерных пуч-
ка с отношением частот 1:2 обладают эллиптически-
ми или циркулярными поляризациями, вектора элек-
трического поля в которых вращаются в противопо-

ложных направлениях. В то же время, следует отме-
тить, что излучение гармоник, генерируемых в мно-
гокомпонентных лазерных полях, зачастую облада-
ет неоднородным спектральным и поляризационным
составом: гармоники близких порядков обладают су-
щественно различающимися амплитудами, фазами
и/или поляризацией.

Низкая эффективность генерации высоких гар-
моник эллиптической и циркулярной поляризации
делает актуальной задачу их усиления. В недавней
работе [26] была экспериментально показана возмож-
ность усиления циркулярно поляризованного излу-
чения одиночной гармоники высокого порядка, на-
строенной в резонанс с инвертированным переходом
никелеподобных ионов Kr8+ в активной среде плаз-
менного рентгеновского лазера. При этом усиление
достигалось с сохранением поляризационного состо-
яния излучения. Более того, в работе [27] была теоре-
тически показана возможность усиления совокупно-
сти высоких гармоник, образующих последователь-
ность субфемто-/аттосекундных импульсов цирку-
лярной или эллиптической поляризации, в активной
среде неоноподобных ионов Ti12+, дополнительно об-
лучаемой интенсивным лазерным полем фундамен-
тальной частоты. Роль данного поля состоит в мо-
дуляции энергий лазерных состояний ионов (верх-
него и нижних состояний инвертированного перехо-
да) посредством эффекта Штарка и, как следствие, в
перераспределении спектра усиления среды по ком-
бинационным частотам в окрестности частоты резо-
нанса. При этом вследствие наведенной модулирую-
щим полем анизотропии среды поляризационные со-
ставляющие поля гармоник, параллельная и ортого-
нальная к поляризации модулирующего поля, усили-
ваются по-разному. При определенной комбинации
интенсивности и длины волны модулирующего поля
многокомпонентные спектры усиления обеих поля-
ризационных составляющих точно согласованы меж-
ду собой. В результате усиление совокупности гармо-
ник оказывается возможным как с сохранением по-
ляризационного состояния, так и с умеренным (не
более, чем в несколько раз) увеличением эллиптич-
ности излучения. Рост эллиптичности поля гармоник
в последнем случае достигается за счет преимуще-
ственного усиления одной из поляризационных ком-
понент, в то время как разность фаз между ними
остается неизменной и в случае эллиптической или
циркулярной поляризации составляет π/2.

Альтернативным способом получения эллиптиче-
ски или циркулярно поляризованного излучения вы-
соких гармоник является генерация гармоник линей-
ной поляризации при облучении газовой среды ли-
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нейно поляризованным лазерным полем с последую-
щим преобразованием их поляризации в эллиптиче-
скую или циркулярную. В диапазоне ВУФ и рентге-
новского излучения для этого, в основном, исполь-
зуются многослойные структуры, при прохождении
через которые или при отражении от которых между
двумя ортогональными (s- и p-) поляризационными
компонентами поля набегает разность фаз π/2 [28].
Первоначально такие структуры применялись для
преобразования и анализа поляризации излучения
синхротронных источников [29, 30], но в недавних ра-
ботах была показана возможность их использования
для преобразования линейно поляризованного излу-
чения высоких гармоник в циркулярно поляризован-
ное [31,32]. Однако существенным недостатком та-
ких схем является низкая эффективность преобра-
зования (по энергии излучения), которая составляет
в лучшем случае несколько процентов.

В настоящей работе мы предлагаем метод преоб-
разования линейной поляризации в эллиптическую
с управляемой степенью эллиптичности и, в част-
ности, в циркулярную, для излучения как одиноч-
ной гармоники, так и совокупности высоких гармо-
ник, образующих субфемто-/аттосекундные импуль-
сы, с одновременным усилением излучения. С этой
целью предлагается внести небольшую (порядка ши-
рины линий усиления) частотную расстройку между
линиями усиления для ортогональных поляризаци-
онных компонент поля гармоник посредством соот-
ветствующего выбора интенсивности модулирующе-
го поля. Как следствие, в спектре усиления появля-
ются области, где одна поляризационная компонен-
та поля при распространении в среде приобретает
положительный фазовый сдвиг, а другая – отрица-
тельный. В результате при настройке частот гармо-
ник между индуцированными линиями усиления на
оптимальной толщине среды между поляризацион-
ными составляющими излучения достигается фазо-
вый сдвиг π/2, что, в зависимости от взаимной ори-
ентации поляризаций модулирующего поля и поля
гармоник на входе в среду, соответствует преобразо-
ванию поляризации гармоник в эллиптическую или
циркулярную. Отметим, что фазовое преобразование
поля гармоник позволяет увеличить эллиптичность
в неограниченное число раз (в том числе, от 0 до
1). Возможность реализации предлагаемого метода
обсуждается на примере активной плазмы неонопо-
добных ионов Ti12+ с невозмущенной длиной волны
инвертированного перехода 32.6 нм.

2. Теоретическая модель. Рассмотрим актив-
ную среду плазменного рентгеновского лазера с ин-
версией населенности на переходе между двумя воз-

бужденными энергетическими уровнями неонопо-
добных ионов Ti12+ |3p1S0〉 ↔ |3s1P1〉 с невозмущен-
ной длиной волны перехода 32.6 нм [33, 34] (рис. 1а).
Верхний энергетический уровень является невырож-
денным и соответствует состоянию |1〉 = |3p1S0, J =

= 0, M = 0〉 с полным моментом J = 0. Ниж-
ний энергетический уровень является трехкратно
вырожденным и соответствует состояниям |2〉 =

= |3s1P1, J = 1, M = 0〉, |3〉 = |3s1P1, J = 1, M = 1〉,
|4〉 = |3s1P1, J = 1, M = −1〉 с полным момен-
том J = 1 и различными проекциями момента на
ось квантования, M = 0,±1. Далее, будем полагать,
что активная плазменная среда имеет форму тон-
кого вытянутого вдоль оси x цилиндра, в котором
концентрация ионов Ti12+ и свободных электронов,
аналогично [27], составляют Nion = 4.2 × 1018 см−3

и Ne = 5 × 1019 см−3, соответственно. Важно отме-
тить, что лишь около 1 % ионов находятся в верхнем
состоянии |1〉, тогда как нижние лазерные состояния
|2〉, |3〉, |4〉 практически не заселены из-за быстрых
излучательных переходов в нижележащие состояния
ионов Ti12+. В результате коэффициент усиления ак-
тивной среды по интенсивности составляет 70 см−1.

Далее будем полагать, что активная плазменная
среда одновременно облучается двумя линейно по-
ляризованными полями, которые распространяются
вдоль оси x плазменного канала (рис. 1). Первым
из них является достаточно длинный по сравнению
с временными масштабами описываемых процессов
импульс лазерного поля ИК диапазона с частотой Ω

и амплитудой EIR, однородной во всем объеме ак-
тивной среды. Подобный лазерный импульс можно
представить в виде плоской монохроматической вол-
ны, электрическое поле которой имеет вид:

EIR(x, t) = z0EIR cos

[

Ω

(

t− x

√

ε
(IR)
pl /c

)]

, (1)

где z0 – единичный вектор поляризации лазерно-
го поля (далее ось z будет выбрана в качестве оси

квантования), c – скорость света в вакууме, ε(IR)
pl =

= 1−ω2
pl/Ω

2 – диэлектрическая проницаемость плаз-

мы на частоте ИК поля, ωpl =
√

4πNee2/me – плаз-
менная частота, e и me – заряд и масса электрона,
соответственно. В выражении (1) значения Ω и EIR

таковы, что частота ИК поля и частоты Раби на всех
разрешенных переходах из состояний |1〉 − |4〉 мно-
го меньше частот этих переходов. Таким образом,
влияние поля (1), в основном, сводится к измене-
нию мгновенных значений энергии состояний |1〉−|4〉
на масштабе в доли оптического периода и длины
волны вследствие квадратичного эффекта Штарка
[35]. При этом частоты переходов между состояния-
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Рис. 1. (Цветной онлайн) (а) – Схематичное пояснение рассматриваемой постановки задачи. Активная среда плазмен-

ного рентгеновского лазера на основе неоноподобных ионов Ti12+ в виде вытянутого вдоль оси x цилиндра облучается

комбинацией линейно поляризованного лазерного поля ИК диапазона (красная стрелка) и совокупностью линейно

поляризованных высоких гармоник различных порядков, образующих последовательность субфемто-/аттосекундных

импульсов (синяя стрелка), с частотами, близкими к частоте инвертированного перехода. (b) – Направления поляри-

заций ИК поля (красная стрелка) и суммарного поля высоких гармоник (синяя стрелка)

ми |1〉 − |4〉 изменяются во времени и пространстве
вслед за изменением интенсивности лазерного поля
(1):

ω12(t, x) = ω̄z +∆z cos

[

2Ω

(

t− x

√

ε
(IR)
pl /c

)]

,

ω13(t, x) = ω14(t, x) =

= ω̄y +∆y cos

[

2Ω

(

t− x

√

ε
(IR)
pl /c

)]

, (2)

ω23(t, x) = ω24(t, x) =

= (∆z −∆y)

{

1 + cos

[

2Ω

(

t− x

√

ε
(IR)
pl /c

)]}

,

ω34(t, x) = 0,

где ∆z ≡ ∆12, ∆y ≡ ∆13 =

∆14, ∆ij =
∑

k 6=i

(|d(z)ki |EIR)
2/(2~2ωik) −

∑

k 6=j

(|d(z)kj |EIR)
2/(2~2ωjk) – амплитуда модуляции

частоты перехода |i〉 → |j〉, d
(z)
ki – z-проекция

дипольного момента перехода из состояния |i〉 в
состояние |k〉 с частотой ωik, ~ – приведенная по-
стоянная Планка, а суммирование ведется по всем
состояниям иона Ti12+ в отсутствие поля (1). Также
в (2) ω̄z ≡ ω̄12 = ω

(0)
12 +∆z – средняя по времени час-

тота перехода |1〉 → |2〉. В отсутствие ИК поля ω̄12

совпадает с невозмущенной частотой перехода ω(0)
12 .

Аналогично, ω̄y ≡ ω̄13 = ω
(0)
13 +∆y = ω̄14 = ω

(0)
14 +∆y –

средняя по времени частота переходов |1〉 → |3〉 и
|1〉 → 4〉, причем в отсутствие модулирующего

поля ω
(0)
12 = ω

(0)
13 = ω

(0)
14 . Отметим, что для неоно-

подобных ионов амплитуды модуляции переходов
|1〉 → |2〉 и |1〉 → |3〉, |4〉 несколько отличаются друг

от друга. К примеру, для неоноподобных ионов
Ti12+ |∆z|/|∆y| ≈ 0.93 [27]. Как следствие, средние
по времени частоты соответствующих переходов
оказываются разными.

Одновременно активная среда облучается сово-
купностью 2N + 1 линейно поляризованных в плос-
кости zy гармоник ИК поля фундаментальной часто-
ты Ω высокого порядка с одинаковыми амплитудами
A0 и одинаковыми фазами. Во временной области
излучение гармоник образует последовательность
субфемто-/аттосекундных импульсов, электрическое
поле которых имеет вид:

E(inc)(t) =
1

2
exp(−iωinct)

N
∑

n=−N

a(t)[z0A cos(ϕ) +

+ y0A sin(ϕ)]e−i2nΩt + к.с., (3)

где ωinc – несущая частота поля (3), ϕ – угол меж-
ду направлениями поляризаций поля высоких гар-
моник и лазерного поля (1) (рис. 1b), а a(t) – оги-
бающая (по полю) импульсной последовательности,
которая определяется формой спектрального конту-
ра отдельной гармоники. Если несущая частота ωinc

поля (3) близка к средним частотам ω̄12 и ω̄13, то при
распространении в среде оно (поле) может приво-
дить к возбуждению резонансной поляризации. При
этом в силу того, что дипольный момент перехо-
да |1〉 → |2〉 ориентирован вдоль оси z, а диполь-
ные моменты переходов |1〉 → |3〉, |4〉 лежат в плос-
кости xy, z-проекция поля (3) будет отвечать за
возбуждение z-проекции вектора резонансной поля-
ризации среды посредством возбуждения квантовой
когерентности (недиагонального элемента матрицы
плотности) на переходе |1〉 → |2〉, ρ12. Аналогично,
y-проекция поля (3) будет приводить к возбуждению
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y-проекции вектора резонансной поляризации среды
посредством возбуждения когерентностей на перехо-
дах |1〉 → |3〉, |4〉, ρ13 и ρ14:

P(x, t) = N
((res)
ion (ρ12d21 + ρ13d31 + ρ14d41) + к.с., (4)

где N (res)
ion – концентрация ионов Ti12+, которые к мо-

менту прихода излучения высоких гармоник (3) на-
ходятся в одном из резонансных состояний |1〉, |2〉, |3〉
или |4〉; d21 = z0dz , d31 = d41 = −iy0dy, dz = D/

√
3,

dy = D/
√
6, а D ≡ |〈3p1S0‖D‖3s1P1〉| ≃ 0.41 ат.ед.

– приведенный дипольный момент инвертированно-
го перехода. Ниже, для удобства, переход |1〉 → |2〉
будем называть z-поляризованным, а переходы |1〉 →
→ |3〉, |4〉 – y-поляризованными.

Далее распространение излучения высоких гар-
моник (3) в модулированной оптическим полем нео-
ноподобной активной плазменной среде описывается
замкнутой системой уравнений, состоящей из одно-
мерного волнового уравнения и уравнений для эле-
ментов матрицы плотности состояний |1〉, |2〉, |3〉 и
|4〉, частоты переходов между которыми изменяются
согласно выражениям (2). Явный вид этой системы
уравнений в приближении медленно меняющихся ам-
плитуд и приближении вращающейся волны приве-
ден в работе [27]. При этом, как показано в [27], вза-
имодействие высокочастотного излучения (3) (при
реалистичных значениях его интенсивности) с мо-
дулированной активной средой происходит в режи-
ме, близком к линейному, когда изменением разности
населенностей на z- и y-поляризованных переходах
можно пренебречь. В этом случае z- и y-компоненты
поля высоких гармоник распространяются в среде
независимо друг от друга, и их пространственно-
временная эволюция описывается двумя независи-
мыми системами уравнений:



























∂Ẽz

∂x = i4πN
(res)
ion dz

ωinc

c
√

ε
(HH)
pl

ρ̃12,

∂ρ̃12

∂τ + {i(ω̄z − ωinc) +

+ i∆z cos[2(Ωτ +∆Kx)] + γ12}ρ̃12 =

= −in(z)
tr

dzẼz

2~ ,

(5a)



















































∂Ẽy

∂y = 4πN
(res)
ion dy

ωinc

c
√

ε
(HH)
pl

(ρ̃13 + ρ̃13),

∂ρ̃13

∂τ + {(ω̄y − ωinc) +

+ i∆y cos[2(Ωτ +∆Kx)] + γ13}ρ̃13 =

=
n
(y)
tr dy

2~ Ẽy,
∂ρ̃14

∂τ + {i(ω̄y − ωinc) +

+ i∆y cos[2(Ωτ +∆Kx)] + γ14}ρ̃14 =

=
n
(y)
tr dy

2~ Ẽy,

(5b)

где τ = t − x
√

ε
(HH)
pl /c – локальное время в си-

стеме отсчета, движущейся вдоль оси x с фазовой
скоростью излучения высоких гармоник в плазме,
ε
(HH)
pl = 1 − ω2

pl/ω
2
inc, Ẽz(x, τ) и Ẽy(x, τ) – медлен-

но меняющиеся амплитуды z- и y-поляризованных
компонент высокочастотного поля, соответственно,
ρ̃12(x, τ), ρ̃13(x, τ) и ρ̃14(x, τ) – медленно меняющи-
еся амплитуды когерентностей на переходах |1〉 →
→ |2〉, |3〉, |4〉, n(z)

tr ≡ n
(12)
tr , n(y)

tr ≡ n
(13)
tr = n

(14)
tr –

соответствующие разности населенностей, которые в
рассматриваемом приближении одинаковы и равны

n
(z)
tr ≡ n

(y)
tr = 1; ∆K = Ω

(

√

ε
(HH)
pl −

√

ε
(IR)
pl

)

/c –

добавка к волновому числу модулирующего ИК по-
ля (1), обусловленная разностью фазовых скоростей
излучения высоких гармоник и лазерного поля фун-
даментальной частоты в плазме; γ12 = γ

(0)
12 + (w

(1)
ion +

+ w
(2)
ion)/2, γ13 = γ

(0)
13 + (w

(1)
ion + w

(3)
ion)/2, γ14 = γ

(0)
14 +

+ (w
(1)
ion + w

(4)
ion)/2 – скорости релаксации когерент-

ностей на переходах |1〉 → |2〉, |3〉, |4〉; γ(0)12 = γ
(0)
13 =

γ
(0)
14 = γcoll + (Γ

(1)
rad + Γ

(2,3,4)
rad )/2 – аналогичные ско-

рости релаксации, но в отсутствие модулирующего
поля, Γ(i)

rad – скорость радиационного распада состоя-

ния |i〉 во все нижележащие состояния иона (Γ(1)−1

rad ≃
≃ 50 пс, Γ

(2,3,4)−1

rad ≃ 3.3 пс), γcoll – скорость столк-
новительной релаксации, величина которой опреде-
лялась по экспериментально измеренной относитель-
ной ширине линии усиления оптически тонкой сре-
ды; для активной плазмы ионов Ti12+ γ−1

coll ≃ 220фс

(2γ(0)12 /ω
(0)
12 ≃ 1.5 · 10−4 [27]); w(i)

ion – скорость тун-
нельной ионизации из состояния |i〉 (i = 1, 2, 3, 4) под
действием ИК поля, которая оценивалась по теории
Переломова–Попова–Терентьева [36]. Отметим, что
при рассматриваемых ниже параметрах модулирую-
щего ИК поля скорости ионизации w(i)

ion оказываются
много меньше невозмущенных скоростей релаксации
когерентностей на рассматриваемых переходах, из-
за чего справедливо равенство: γ12 ≈ γ13 ≈ γ14 ≡ γ.

Решения систем (5а) и (5b) для медленно меняю-
щихся амплитуд Ẽz и Ẽy имеют вид:

Ẽz(x, τ) =

∞
∫

−∞

S̃
(z)
inc(ω) exp[G̃z(ω)x]e

−iωτdω,

G̃z(ω) =

∞
∑

nz=−∞

g0J
2
nz
(P

(z)
Ω )

1 + i(ω̄z + 2nzΩ− ω − ωinc)/γ
, (6а)

Ẽy(x, τ) =

∞
∫

−∞

S̃
(y)
inc (ω) exp[G̃y(ω)x]e

−iωτdω,
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G̃y(ω) =

∞
∑

ny=−∞

g0J
2
ny
(P

(y)
Ω )

1 + i(ω̄y + 2nyΩ− ω − ωinc)/γ
, (6b)

где S̃(z,y)
inc (ω) – спектры z- и y-компонент высокочас-

тотного поля на передней границе среды (x = 0)

(отметим, что в силу отсутствия отражений данное

поле совпадает с полем (3)), P (z,y)
Ω = ∆z,y/(2Ω) –

индексы модуляции для z- и y-поляризованных пе-
реходов, Jn(x) – функция Бесселя первого рода n-

го порядка, g0 = 2πωincN
(res)
ion n

(z)
tr d

2
z/(~cγ

√

ε
(HH)
pl ) =

= 4πωincN
(res)
ion n

(y)
tr d

2
y/(~cγ

√

ε
(HH)
pl ) – коэффициент

усиления по амплитуде в отсутствие модулирующего
поля, который для рассматриваемой активной сре-
ды ионов Ti12+ составляет g0 = 35 см−1. При выводе
формул (6) (подробный вывод аналогичного выра-
жения приведен в работе [37]) дополнительно пред-
полагалось, что начальные значения когерентностей
ρ̃12, ρ̃13 и ρ̃14 равны нулю, что равносильно прене-
брежению влиянием усиленного спонтанного излуче-
ния. Кроме того, выражения (6) подразумевают, что
плазма является сильно диспергирующей для моду-
лирующего ИК поля, так что выполняется неравен-
ство g0/∆K ≪ 1 (для рассматриваемых ниже пара-
метров модулирующего поля g0/∆K ≃ 0.005), и, как
следствие, эффекты когерентного рассеяния частот-
ных компонент высокочастотного поля [38–42] несу-
щественны.

Для описания состояния поляризации высокочас-
тотного излучения высоких гармоник будем исполь-
зовать величину эллиптичности [43]

σ = tg (χ), (7а)

где угол χ определяется выражением

sin(2χ) =
2|Ẽz| · |Ẽy| sin(δ)
|Ẽz |2 + |Ẽy|2

, (7b)

а δ ≡ arg (Ẽz) − arg (Ẽy) – разность фаз меж-
ду медленно меняющимися амплитудами z- и
y-поляризационных компонент высокочастотного
поля.

Согласно решению (6) спектры усиления для z- и
y-компонент высокочастотного поля, G̃z,y(ω), пред-
ставляют собой набор индуцированных линий усиле-
ния, отстоящих друг от друга на удвоенную частоту
модулирующего поля и центрированных относитель-
но средних частот z- и y-поляризованных переходов,
соответственно, а соответствующие коэффициенты
усиления отличаются от невозмущенного коэффици-
ента усиления в J2

nz
(P

(z)
Ω ) и J2

ny
(P

(y)
Ω ) раз. При этом в

силу того, что частота модулирующего поля Ω суще-
ственно превышает скорость релаксации когерентно-
сти γ, которая, в свою очередь, определяет полуши-
рину линий усиления (для ионов Ti12+ и модулирую-
щего поля с длиной волны 3.9 мкм Ω/γ ≈ 105), инду-
цированные линии усиления с различными номерами
nz,y в общем случае не перекрываются.

3. Условия преобразования линейной поля-

ризации в циркулярную для излучения высо-

ких гармоник. Пусть интенсивность и длина волны
модулирующего поля подобраны так, что выполняет-
ся следующее равенство:

ω̄y − ω̄z = ∆y −∆z = 2Ω+∆ωyz, (8)

где 0 ≤ ∆ωyz < 2Ω. Тогда, если ∆ωyz = 0, то
спектр усиления для y-поляризованной составляю-
щей высокочастотного поля, G̃y(ω), будет смещен
как целое относительно спектра усиления для z-
поляризованной составляющей, G̃z(ω), на удвоенную
частоту модулирующего поля, и они будут полно-
стью перекрываться. При этом линия усиления с но-
мером nz = n и коэффициентом усиления J2

n(P
(z)
Ω )

для поля z-поляризации будет совпадать с линией
усиления с номером ny = n − 1 и коэффициентом

усиления J2
n−1(P

(y)
Ω ) для поля y-поляризации, а со-

ответствующие индексы модуляции будут связаны
соотношением: P (y)

Ω − P
(z)
Ω = 1. Если же величина

∆ωyz > 0 оказывается порядка ширины линии уси-
ления активной среды, 2γ, то между n-й линией уси-
ления z-поляризации и (n − 1)-й линией усиления
y-поляризации появляется спектральное окно, в ко-
тором резонансная дисперсия для z-поляризованной
составляющей поля является положительной, а для
y-поляризованной составляющей – отрицательной. В
результате существует зависящее от величины отно-
шения J2

n(P
(z)
Ω )/J2

n−1(P
(y)
Ω ) оптимальное положение

частоты высокой гармоники между соответствующи-
ми линиями усиления, а также оптимальная ориента-
ция поляризации поля гармоники относительно по-
ляризации модулирующего поля, определяемая уг-
лом ϕ, так что на определенной толщине активной
среды амплитуды z- и y-поляризационных составля-
ющих высокой гармоники будут близки друг к другу,
а разность фаз между ними будет равна π/2. Други-
ми словами, поляризация поля гармоники изменит-
ся с линейной на циркулярную. Важно отметить, что
эффективность (по энергии поля) такого преобразо-
вания оказывается выше 100 %, так как при распро-
странении в среде излучение усиливается.

На рисунке 2а представлены спектры усиления
для высокочастотного поля z- и y-поляризации в
оптически модулированной активной плазме нео-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) (а) – Спектры усиления оптически модулированной активной плазменной среды неоноподоб-

ных ионов Ti12+ для z – (синяя сплошная линия) и y – (красная штриховая линия) поляризованных составляющих

высокочастотного поля. (b) – По левой оси – тот же спектр, что и на рисунке (а), только в окрестности линий усиления

с n = −11; по правой оси – разность дисперсионных зависимостей, относящихся к линиям усиления z- и y-поляризаций

(черная пунктирная линия). Оба рисунка построены при выполнении равенства (8) и ∆ωyz = 3.8γ, Ω/γ ≈ 105

(Λ = 2πc/Ω = 3.9мкм, IIR = 8.45 × 1016 Вт/см2). Соответствующие значения индексов модуляции: P
(z)
Ω ≈ 12.80 и

P
(y)
Ω ≈ 13.82

ноподобных ионов Ti12+ при выполнении условия
(8) и частотном сдвиге между спектрами усиле-
ния ∆ωyz = 3.8γ. В этом случае индексы моду-
ляции для z- и y-поляризованных переходов со-
ставляют P

(z)
Ω ≈ 12.80 и P

(y)
Ω ≈ 13.82, соответ-

ственно. Отметим, что для получения таких индек-
сов модуляции может быть использована следую-
щая комбинация интенсивности и длины волны мо-
дулирующего поля: IIR = 8.45 × 1016 Вт/см2 и Λ =

= 2πc/Ω ≈ 3.9мкм, которая является эксперимен-
тально достижимой [44, 45]. На рисунке 2а можно
выделить две характерные спектральные области.
Первая из них соответствует спектральному интер-
валу −15 ≤ (ω − ωinc − ω̄z)/(2Ω) ≤ −6 (что соот-
ветствует −15 ≤ n ≤ −6), в котором коэффициен-
ты усиления для z- и y-поляризационных компонент
поля близки друг к другу: J2

n(P
(z)
Ω ) ≈ J2

n−1(P
(y)
Ω ) ≈

J2
n,(aver), где J2

n,(aver) = [J2
n(P

(z)
Ω ) + J2

n−1(P
(y)
Ω )]/2 –

среднее значение коэффициентов усиления для поля
z- и y−поляризации. Вторая спектральная область
соответствует −5 ≤ (ω − ωinc − ω̄z)/(2Ω) ≤ 16 (−5 ≤
n ≤ 16); в данной области отношение коэффициентов
усиления для z- и y-поляризационных компонент по-
ля с изменением номера линии n существенно изме-
няется. Практический интерес представляет первая
спектральная область, так как она обеспечивает оди-
наковые условия преобразования линейной поляри-
зации в циркулярную для высоких гармоник разных
порядков. Стоит также отметить, что выбранный ча-
стотный сдвиг ∆ωyz = 3.8γ обеспечивает наилучший
баланс между абсолютным значением и равномер-
ностью распределения величины Im(G̃z) − Im(G̃y),
характеризующей фазовый сдвиг между поляриза-
ционными составляющими поля высокой гармоники,
располагающейся между линиями усиления из пер-
вой спектральной области (см. рис. 2b).

Далее рассмотрим преобразование поляризации
одиночной высокой гармоники из первой спектраль-
ной области. Для определенности будем полагать,
что ее частота располагается точно посередине меж-
ду линией усиления для поля z-поляризации с но-
мером n = −11 и линией усиления для поля y-
поляризации с номером n − 1 = −12 (рис. 2b), при
этом ωinc = ω̄z + 2nΩ + ∆ωyz/2. Кроме того, для
простоты будем полагать, что спектральная шири-
на контура высокой гармоники много меньше ши-
рин линий усиления, так что излучение гармони-
ки можно полагать монохроматическим: S̃(z)

inc(ω) =

= A cos(ϕ)δ(ω), S̃(y)
inc (ω) = A sin(ϕ)δ(ω), где δ(ω) –

дельта-функция Дирака. Учет конечной ширины
спектрального контура поля гармоники качественно
не изменит эффект преобразования поляризации, од-
нако приведет к неоднородностям в распределении
эллиптичности в пределах импульса высокой гармо-
ники, которые обусловлены неоднородным по спек-
тру усилением z- и y-компонент поля. Описание этих
искажений выходит за рамки данной статьи и бу-
дет рассмотрено в последующих работах. Отметим
только, что упомянутые неоднородности минималь-
ны при условии настройки несущей частоты высо-
кой гармоники точно посередине между соответству-
ющими линиями усиления.

В силу того, что коэффициенты усиления для
z- и y-поляризационных компонент поля рассмат-
риваемой высокой гармоники близки друг к другу,
J2
−11(P

(z)
Ω ) ≈ J2

−12(P
(y)
Ω ) ≈ J2

−11,(aver), а частота гар-
моники настроена посередине между соответствую-
щими линиями усиления, отношение амплитуд по-
ляризационных составляющих поля гармоники при
распространении в среде сохраняется и определяет-
ся углом ϕ (см. рис. 1b): |Ẽy|/|Ẽz| ≈ tg(ϕ). Используя
определение (7), нетрудно показать, что эллиптич-

Письма в ЖЭТФ том 117 вып. 9 – 10 2023



О возможности преобразования с увеличением энергии линейно поляризованных. . . 665

ность излучения высокой гармоники в этом случае
имеет вид:

σ ≃
1−

√

1− sin2(2ϕ) sin2(δ)

sin(2ϕ) sin(δ)
, (9)

где разность фаз между поляризационными компо-
нентами поля гармоники определяется выражением

δ ≃ g0xJ
2
n,(aver)

∆ωyz/γ

1 + (∆ωyz/2γ)2
, n = −11. (10)

На рисунке 3 представлена зависимость эллип-
тичности σ от разности фаз между поляризационны-

Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимость величины эллип-

тичности высокой гармоники, σ, определяемой выра-

жением (9), от разности фаз между поляризационны-

ми компонентами, δ, при различных значениях угла ϕ

между направлениями поляризации поля высокой гар-

моники и модулирующего поля на входе в среду: ϕ = 0

(черная линия), ϕ = π/16 (синяя линия), ϕ = π/8 (зе-

леная линия), ϕ = π/4 (красная линия)

ми компонентами поля δ при различных значениях
угла 0 ≤ ϕ ≤ π/4 (как видно из (9), остальные значе-
ния угла ϕ с точностью до замены знака σ дают тот
же результат). Видно, что при δmax = π/2 + pπ, где
p = 0, 1, 2, ..., эллиптичность поля гармоники дости-
гает своего максимального при фиксированном ϕ аб-
солютного значения: |σmax| = |1−| cos(2ϕ)||/| sin(2ϕ)|.
При этом в рассматриваемом интервале углов 0 ≤
≤ ϕ ≤ π/4 четным p соответствуют положительные
σmax и правая эллиптическая поляризация высокой
гармоники, а нечетным p – отрицательные σmax и
левая эллиптическая поляризация. Таким образом,
на оптимальных толщинах активной среды, соответ-
ствующих значениям разности фаз δmax, достигает-
ся эффективное преобразование поляризации излу-
чения гармоники из линейной в эллиптическую. При
этом на фиксированной толщине среды величиной
эллиптичности можно управлять посредством изме-
нения угла между направлениями поляризаций мо-
дулирующего поля и высокой гармоники.

При ϕ = π/4 поляризационные компоненты поля
гармоники на входе в среду имеют одинаковые ам-
плитуды, что соответствует σmax = 1 и преобразова-
нию линейной поляризации поля гармоники в цирку-
лярную. Стоит отметить, что учет небольшой разни-
цы между коэффициентами усиления для составля-
ющих поля z- и y-поляризации из первой спектраль-
ной области (учет различия J2

n(P
(z)
Ω ) и J2

n−1(P
(y)
Ω ),

−15 ≤ n ≤ −6) приводит лишь к незначительно-
му уменьшению величины σmax из-за изменения от-
носительных амплитуд поляризационных компонент
поля гармоники в процессе усиления. К примеру, в
рассматриваемом случае гармоники, располагаемой
точно между линиями усиления с n = −11, при
ϕ = π/4 величина σmax для толщины среды, соответ-
ствующей δ = π/2, составляет 0.98. Однако с увели-
чением толщины среды разница между амплитуда-
ми поляризационных составляющих увеличивается,
что приводит к уменьшению величины σmax. Таким
образом, оптимальной для получения поляризации,
близкой к циркулярной, является толщина среды

x
(n)
circ ≃

π/2

g0J2
n,(aver)

1 + (∆ωyz/2γ)
2

∆ωyz/γ
, (11)

соответствующая наименьшему оптимальному фазо-
вому сдвигу δ = π/2. В рассматриваемом случае ак-
тивной плазмы ионов Ti12+ и частоты высокой гар-
моники между линиями усиления с n = −11 ука-
занная толщина составляет x(n)circ ≃ 6.5мм. При этом
благодаря усилению амплитуда поля гармоники уве-
личивается в exp(0.5πγ/∆ωyz) ≈ 1.5 раза. Заметим,
что выражение (11) справедливо для линий усиления
с произвольным номером n из первой спектральной
области.

4. Преобразование линейной поляриза-

ции субфемто-/аттосекундных импульсов

излучения высоких гармоник в циркуляр-

ную. Перейдем к рассмотрению преобразова-
ния линейной поляризации в циркулярную для
субфемто-/аттосекундных импульсов, образованных
совокупностью 2N + 1 высоких гармоник (см. (3)).
Как и прежде, будем полагать, что гармоники
являются монохроматическими, обладают линей-
ной поляризацией, ориентированной под углом
ϕ = π/4 относительно поляризации модулирующего
поля (см. рис. 1b), и частота каждой из гармоник
находится точно посередине между парой линий
усиления для z- и y-поляризационных компо-
нент поля с близкими коэффициентами усиления
J2
n(P

(z)
Ω ) ≈ J2

n−1(P
(y)
Ω ) ≈ J2

n,(aver), −15 ≤ n ≤ −6 (см.
рис. 2а). Кроме того, в целях наиболее эффективного
усиления будем полагать, что центральная гармони-

Письма в ЖЭТФ том 117 вып. 9 – 10 2023



666 И. Р. Хайрулин, В. А. Антонов, М. Ю. Рябикин

ка с частотой ωinc во всех рассматриваемых далее
случаях настроена между наиболее интенсивными
линиями усиления для поля z- и y-поляризации,
которым соответствуют номера nz = n = −11 и
ny = n − 1 = −12, так что выполняется равенство
ωinc = ω̄z − 22Ω + ∆ωyz/2. Тогда решения (6а)
и (6b) для медленно меняющихся амплитуд z- и
y-компонент высокочастотного поля примут вид:

Ẽz =
A√
2

N
∑

n=−N

exp

[

g0xJ
2
n−11,(aver)

1− i∆ωyz/(2γ)

]

e−i2nΩτ ,

Ẽy =
A√
2

N
∑

n=+N

exp

[

g0xJ
2
n−11,(aver)

1 + i∆ωyz/(2γ)

]

e−i2nΩτ . (12)

Из (12) видно, что из-за различия в коэффици-
ентах усиления для высоких гармоник с разными
номерами n (см. рис. 2а) гармоники разных поряд-
ков приобретают циркулярную поляризацию на раз-
ных толщинах среды (см. (11)). Это означает, что,
строго говоря, линейную поляризацию излучения со-
вокупности высоких гармоник не удается преобра-
зовать в циркулярную. Однако в рассматриваемом
случае, когда высокие гармоники образуют после-
довательность субфемто-/аттосекундных импульсов,
с практической точки зрения интерес представляет
преобразование поляризации излучения в окрестно-
сти максимумов образуемых импульсов, где полная
интенсивность суммарного поля гармоник по обеим
поляризационным составляющим максимальна. Со-
гласно (12) на передней границе среды x = 0 мак-
симумы импульсов достигаются в моменты времени
τpulse = kπ, где k – целое число. При распростране-
нии излучения в среде z-компонента каждой из вы-
соких гармоник приобретает положительный фазо-
вый сдвиг, тогда как y-компонента – тот же по аб-
солютной величине отрицательный фазовый сдвиг.
Это приводит к тому, что максимумы образуемых
импульсов в z- и y-поляризации достигаются в мо-
менты времени τpulse ± ∆τ , где знак “−” относит-
ся к z-поляризации, а знак “+” – к y-поляризации.
Однако для рассматриваемых значений параметров
активной плазмы ионов Ti12+ и модулирующего по-
ля (в частности, соответствующих отстройке линий
усиления ∆ωyz = 3.8γ и коэффициента усиления по
амплитуде g0 = 35 см−1) величина ∆τ оказывается
порядка 10−3 от периода модулирующего поля. Та-
ким образом, в дальнейшем можно с хорошей точ-
ностью пренебречь смещением импульсов и предпо-
лагать, что их максимумы достигаются в моменты
времени τpulse.

Далее рассмотрим зависимость эллиптич-
ности излучения совокупности высоких гармо-

ник, образующих последовательность субфемто-
/аттосекундных импульсов, от толщины модулиро-
ванной активной среды в моменты времени τpulse.
В силу того, что коэффициенты усиления для z-
и y-составляющих поля гармоник близки друг к
другу, а каждая из гармоник настроена точно посе-
редине между соответствующими линиями усиления
и при x = 0 обладает линейной поляризацией,
ориентированной под углом ϕ = π/4 относительно
поляризации модулирующего поля, при распро-
странении в среде амплитуды поляризационных
компонент поля гармоник остаются близкими друг
к другу, |Ẽy|/|Ẽz | ≈ 1. При этом, как и в случае
преобразования поляризации одиночной высокой
гармоники, эллиптичность для совокупности вы-
соких гармоник определяется выражением (9) при
ϕ = π/4. Однако теперь выражение для разности
фаз между поляризационными составляющими δ

имеет вид:
δ(x, τ = τpulse) ≃

2 arctg



















∑N
n=−N exp(G

(aver)
n x) sin(∆D

(aver)
n x)

N
∑

n=−N

exp(G
(aver)
n x) cos(∆D

(aver)
n x)



















(13)

где G
(aver)
n = g0J

2
n−11,(aver)/[1 + ∆ω2

yz/(2γ)
2],

∆D
(aver)
n = G

(aver)
n ∆ωyz/(2γ).

На рисунке 4 приведены пространственные за-
висимости величины фазового сдвига δ в момен-
ты времени τpulse (рис. 4а) для случаев преобразо-
вания поляризации совокупности трех (N = 1), пя-
ти (N = 2) и семи (N = 3) синфазных высоких
гармоник, а также временные зависимости суммар-
ной (по обеим поляризациям) интенсивности обра-
зуемых ими импульсов (рис. 4b–d, левая ось, синие
линии) и соответствующей величины эллиптично-
сти (рис. 4b–d, правая ось, красные линии) на опти-
мальных толщинах активной среды, соответствую-
щих δ = π/2 (рис. 4а). Видно, что для каждого набо-
ра высоких гармоник существует своя оптимальная
толщина среды, на которой образуемые ими импуль-
сы становятся циркулярно поляризованными в том
смысле, что излучение в пределах импульсов обла-
дает эллиптичностью близкой к единице, в то вре-
мя как между импульсами, где интенсивность по-
ля мала, эллиптичность излучения является неодно-
родной функцией времени. При этом с увеличением
числа высоких гармоник однородность распределе-
ния эллиптичности в пределах каждого импульса по-
нижается, а соответствующая оптимальная толщи-
на среды – увеличивается, что связано с различием
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Рис. 4. (Цветной онлайн) (а)– Зависимости (13) величины фазового сдвига δ между поляризационными компонентами

излучения высоких гармоник в момент формирования максимума образуемых ими импульсов τpulse от толщины среды

x для совокупностей трех (N = 1, синяя линия), пяти (N = 2, красная линия) и семи (N = 3, зеленая линия) высоких

гармоник. Черная пунктирная линия соответствует δ = π/2. (b)–(d) – Временные зависимости нормированной суммар-

ной (по поляризационным составляющим (12)) интенсивности (левая ось, синяя линия) и эллиптичности (правая ось,

красная линия) излучения совокупности высоких гармоник на толщине среды, соответствующей δ(τ = τpulse) = π/2.

Черная пунктирная линия (левая ось) изображает временную зависимость интенсивности импульсов на передней

границе активной среды. Рисунок (b) соответствует совокупности трех (N = 1) высоких гармоник и толщине среды

x = 7.7мм, (c) – совокупности пяти (N = 2) высоких гармоник и x = 9.8мм, (d) – совокупности семи (N = 3) гармоник

и x = 11.7мм. Все рисунки построены для g0 = 35 см−1 и ∆ωyz = 3.8γ. На рисунках (b)–(d) I0 = (2N + 1)2cA2/(8π) –

интенсивность импульсов на входе в среду

в величине коэффициентов усиления для гармоник
разных порядков. Так, для совокупности трех высо-
ких гармоник оптимальная толщина среды составля-
ет 7.7 мм, для пяти гармоник – 9.8 мм, а для семи гар-
моник – 11.7 мм (рис. 4а). Кроме того, различие в ко-
эффициентах усиления гармоник приводит к умень-
шению эффективности усиления импульсов, а также
к искажениям пьедестала, усиливающимся с ростом
числа гармоник. Наконец отметим, что, как и в слу-
чае преобразования поляризации одиночной высокой
гармоники, имеется возможность управления вели-
чиной эллиптичности субфемто-/аттосекундных им-
пульсов путем изменения угла между направления-
ми поляризации модулирующего поля и поля высо-
ких гармоник.

4. Выводы. Таким образом, в настоящей ра-
боте предложен метод преобразования линейно по-
ляризованного излучения одиночной гармоники оп-
тического поля высокого порядка, а также сово-
купности высоких гармоник, образующих последо-
вательность субфемто-/аттосекундных импульсов, в
эллиптически (с управляемой эллиптичностью) и, в

частности, циркулярно поляризованное излучение в
оптически модулированной неоноподобной активной
среде плазменного рентгеновского лазера. Основная
идея метода состоит во введении сдвига фаз в π/2

между поляризационными составляющими излуче-
ния высоких гармоник благодаря резонансной дис-
персии модулированной активной среды при опти-
мальной частотной настройке гармоник между инду-
цированными линиями усиления для ортогонально
поляризованных компонент поля гармоник. В отли-
чие от методов, использующих многослойную рент-
геновскую оптику [31, 32], предложенный подход поз-
воляет обеспечить гораздо (на два порядка) более
высокую энергетическую эффективность преобразо-
вания излучения, превышающую 100 % благодаря
усилению поля гармоник. Другой важной особенно-
стью предлагаемого метода является устойчивость
к изменению числа высоких гармоник, образующих
усиливаемые субфемто-/аттосекундные импульсы.

Возможность экспериментальной реализации
предложенного метода рассмотрена на примере
активной плазмы неоноподобных ионов Ti12+ с
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невозмущенной длиной волны инвертированного
перехода 32.6 нм. Однако данный метод может быть
обобщен на случаи других неоно- и никелеподобных
(например, Mo14+ и Ag19+ [46]) ионов, обладающих
схожей структурой энергетических уровней, что
открывает возможность эффективного преобразова-
ния поляризации высоких гармоник и образуемых
ими импульсов в различных (в том числе, более
коротковолновых) спектральных диапазонах.

Работа поддержана НЦМУ “Центр фотоники”
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V. Shumakova, A. Pugžlys, A. Baltuska, T. Siefke,

S. Kroker, A. Pukhov, O. Rosmej, I. Uschmann,

C. Spielmann, and D. Kartashov, Phys. Rev. X 9,

021029 (2019).

46. M. Berrill, Y. Wang, M. A. Larotonda, B.M. Luther,

V.N. Shlyaptsev, and J. J. Rocca, Phys. Rev. A 75,

063821 (2007).

3 Письма в ЖЭТФ том 117 вып. 9 – 10 2023



Письма в ЖЭТФ, том 117, вып. 9, с. 670 – 675 c© 2023 г. 10 мая

Оптомеханические эффекты нагрева и охлаждения при гигантском

комбинационном рассеянии света в среде с близкой к нулю

диэлектрической проницаемостью

А. Р. Газизов+∗1), М. Х. Салахов+∗, C. C. Харинцев+∗

+Институт физики, Казанский федеральный университет, 420008 Казань, Россия

∗Институт прикладных исследований, Академия наук РТ, 420111 Казань, Россия

Поступила в редакцию 23 марта 2023 г.
После переработки 31 марта 2023 г.

Принята к публикации 31 марта 2023 г.

Среды, у которых диэлектрическая проницаемость ε(ω) может достигать околонулевых значений

(ENZ), позволяют создать условия для усиления взаимодействия света с веществом. В настоящей ра-

боте предлагается использовать данные среды для усиления оптомеханической связи колебательных

возбуждений среды с оптическим ближнем полем наноантенны. Показано, что ENZ среда существенно

увеличивает оптически индуцированную скорость релаксации колебания, что может быть использва-

но для охлаждения (при частоте падающего света меньше частоты ENZ) или нагрева (при частоте

падающего света больше частоты ENZ). Благодаря близости показателя преломления к нулю, колеба-

ния поляризации среды происходят когерентно, что еще больше усиливает оптомеханические эффекты.

Получены аналитические выражения для оптического сдвига резонанса и индуцированной скорости ре-

лаксации.

DOI: 10.31857/S1234567823090057, EDN: boljpl

В настоящее время одной из задач нанофотоники
является управление взаимодействием света с инди-
видуальными нанообъектами и его различными мо-
дами возбуждения. В частности, свет может быть
использован не только в качестве спектроскопиче-
ского зонда наноразмерных объектов [1], но и для
поддержания определенной локальной температуры,
например, с использованием явлений фотоиндуци-
рованного нагрева и лазерного охлаждения твердо-
го тела [2, 3]. Управление локальной температурой
особенно важно для избирательного контроля над
состоянием объекта, что находит применение в об-
ластях от гравитационной и квантовой сенсорики
[4–6] до биотехнологий [7] и оптических интеграль-
ных схем [8].

Одним из физических механизмов лазерного
охлаждения является комбинационное рассеяние
света (КР), которое может рассматриваться в рам-
ках подхода молекулярной оптомеханики [9, 10].
Для этого система с механическими степенями
свободы помещается в оптический резонатор. Воз-
никающие оптические силы ведут к когерентной
перекачке энергии из механических колебаний в
оптическое поле (антистоксово КР) или наоборот

1)e-mail: almargazizov@kpfu.ru

(стоксово КР) [11]. Как следствие, для охлаждения
используют различные внутренние и оптические
резонансы, чтобы увеличить сечение антистоксова
рассеяния [12] или подавить стоксово рассеяние [13].
Возможность увеличения колебательной темпера-
туры с помощью гигантского КР была известна
десятилетия назад [14, 15]. Однако существующими
методами колебания твердого тела были охлаждены
всего на 60 К в полупроводниках при 1.1 мВт накач-
ки [12], что рождает спрос на более эффективные
методы локального охлаждения. Мы предлагаем
для этого использовать субволновую локализацию
световой энергии и среду с околонулевой диэлек-
трической проницаемостью (ENZ, англ. epsilon-near-

zero). Это позволит уменьшить размеры оптических
рефрижераторов и снизить их энергопотребление.
К слову, металлические нанорезонаторы за счет
уменьшения модового объема обладают параметром
оптомеханической связи, который на 4–5 порядков
превышает параметр традиционных оптомеханиче-
ских микрорезонаторов, что теоретически позволяет
добиться нелинейного колебательного отклика от
одиночной молекулы при умеренных интенсивностях
в 10 МВт/см2 [9].

В настоящее время оптомеханические эффекты
в средах с ENZ практически не изучены. Для то-
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го чтобы реализовать оптическое охлаждение, анти-
стоксово КР должно не только превосходить сток-
сово КР, но и быть эффективнее поглощения. В от-
личие от обычной плазмоники, материалы с ENZ и
гибридные оптоплазмонные структуры обладают го-
раздо меньшими оптическими потерями [16–18], что
позволяет их рассматривать и как перспективную
платформу для реализации охлаждения. Например,
в оптоплазмонных резонаторах с ENZ показана воз-
можность реализации ультрасильной колебательной
связи [19]. Среда с ENZ усиливает продольные поля,
внутри такой среды свет ведет себя “электростатиче-
ски”, что выражается в малой групповой и расходя-
щейся фазовой скорости [20, 21]. В модели свободно-
го электронного газа Друде, условие Re[ε] = 0 соот-
ветствует объемному плазмонному резонансу на час-
тоте ωp. Поэтому такие среды приближенно можно
рассматривать как оптический резонатор продоль-
ных волн [22] или туннелирующих волн [23]. Более
того, из-за малого показателя преломления n =

√
ε в

таких средах дополнительно усиливаются нелиней-
ные эффекты [17, 21, 24, 25], в том числе нелиней-
ное КР [26, 27]. Дополнительный интерес в исполь-
зовании этих материалов связан с развитием методов
их синтеза и возможностью настраивания их оптиче-
ских свойств [21].

В данной работе исследуется оптомеханическое
взаимодействие колебательных мод среды с ENZ с
полем, усиленным с помощью оптической плазмон-
ной наноантенны. Рассматривая оптический фонон и
ближнее поле наноантенны в среде с ENZ совместно
как оптомеханическую систему, получены выраже-
ния для оптически индуцированных сдвига частоты
резонанса ∆Ω и скорости затухания Γopt. Исследова-
ны условия достижения режима, при котором проис-
ходит усиленное антистоксово рассеяние, и оно при-
обретает когерентный характер. С помощью числен-
ного моделирования определены локальные плотно-
сти состояний внутри такой среды вблизи ее границы
для области частот КР.

На рисунке 1 изображена геометрия рассматри-
ваемой оптомеханической системы: коническая нано-
антенна подведена к подложке с ENZ на расстояние
d. Наноантенна наклонена на некоторый угол θ, для
того чтобы повернуть поляризацию падающего поля
(параллельную поверхности подложки) и появились
нормальные к подложке компоненты. Более того, из-
за близости показателя преломления нулю подлож-
ка имеет высокий коэффициент отражения, наноан-
тенна используется для согласования поверхностных
импедансов и увеличения передачи энергии внутрь
ENZ среды [28]. Рассмотрим взаимодействие поля с

Рис. 1. (Цветной онлайн) Схематическое изображение

рассматриваемой системы: золотое острие поднесено

близко к подложке из материала с близкой к нулю ди-

электрической проницаемостью Re[ε] ≈ 0. Внутри сре-

ды изображены активные центры КР. Штриховой ли-

нией показано сечение соприкасающейся сферической

поверхности острия и ее изображения

одной колебательной модой. В данной работе мы ис-
пользуем подход, при котором фононы описывают-
ся квантовым гармоническим осциллятором, а элек-
тромагнитное поле описывается в терминах полевых
операторов Ê напряженности поля. Запишем гамиль-
тониан оптомеханической системы в приближении
Борна–Оппенгеймера в виде, аналогичном представ-
ленному в статьях [9–12]:

Ĥ = ĤEM + ~Ω0b̂
†b̂− 1

2
Ê

↔

∂α

∂Q
ÊQ0(b̂

† + b̂), (1)

где ĤEM – гамильтониан электромагнитного поля в
среде, Ω0 – собственная частота гармонического ос-
циллятора, b̂† и b̂ – операторы рождения и уничто-
жения фонона, Q0 – амплитуда нулевых колебаний,
↔

RQ = (
↔

∂α/∂Q) – тензор КР данного нормального ко-

лебания. Обозначим через F̂Q = 1
2 Ê

↔

RQÊ вынуждаю-
щую оптическую силу, соответствующую координа-
те Q. Из гамильтониана (1) можно получить уравне-
ния движения в представлении Гейзенберга, считая
полевые и фононные операторы коммутирующими.
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Уравнение Гейзенберга для оператора числа фоно-
нов имеет вид:

˙̂n =
iQ0

~
F̂Q

(

b̂† − b̂
)

+ Ô[n̂], (2)

где посредством Ô[n̂] обозначены члены, отвечаю-
щие за взаимодействие фононов с резервуаром. При
этом уравнение Гейзенберга для электромагнитного
поля в частотной области приобретает вид уравнения
Гельмгольца в операторной форме, где роль внешних
токов играет наведенная фононом в среде поляриза-
ция [29, 30]:

∇×∇×Ê(r, ω)−ε(ω)ω
2

c2
Ê(r, ω) =

ω2

ε0c2
N

↔

∂α

∂Q
Q̂Ê(r, ω),

(3)
где ε(ω) – диэлектрическая проницаемость среды, ак-
тивной в КР, Q̂ = Q0(b̂

† + b̂) – оператор координаты
колебания, N – концентрация рассеивателей.

Поле в среде представим в виде суммы локальных
полей на падающей ωL, стоксовой ωS и антистоковой
ωaS частоте, для каждого из которых справедливо
уравнение (3). При этом поле на падающей часто-
те считается классическим. Это соответствует тра-
диционному подходу резонаторной оптомеханики, в
котором нелинейность является возмущением [11]. В
комплексных амплитудах вынуждающая сила при-
мет вид (оставлены лишь резонансные члены):

F̂Q = E
†
S

↔

RQÊL + Ê∗
L

↔

RQEaS +E∗
L

↔

RQÊS + Ê
†
aS

↔

RQEL,

(4)
где EL, ÊS и ÊaS – комплексные амплитуды падаю-
щего, стоксова и антистоксова поля в среде соответ-
ственно. Для того чтобы определить локальные поля
E(r, ω) на частотах падающего излучения и смещен-
ных КР в различных точках ENZ подложки, можно
использовать метод тензорной функции Грина, при-
чем сам тензор Грина не является квантовомеханиче-
ским оператором [30–32]. Отметим, что при ультра-
сильной связи решение нелинейной задачи не может
быть записано с помощью функции Грина, так как
не выполняется принцип суперпозиции.

В нашей модели оптическая наноантенна пред-
ставляется в виде элементарных диполей, в то вре-
мя как взаимодействие c подложкой описывается в
рамках приближения сплошной среды [33]. Опреде-
лить локальное поле можно численно, используя ме-
тод дискретно-дипольной аппроксимации [34]. Одна-
ко в отличие от него в нашей модели при взаимо-
действии с падающим светом наноантенна рассмат-
ривается как единый точечный диполь с поляризуе-
мостью наносфероида, расположенный в центре кри-

визны вершины. В то же время, индукция ближне-
го поля на наноантенне определяется по квазистати-
ческой теории изображений для поляризуемого ша-
ра [33, 35]. Локальное электрическое поле E(r, ωL) в
точке r в этой модели записывается в виде:

EL(r) = E0(r) +
ω2

L

ε0c2

↔

G(r, r0)
↔

αtip E0(r0), (5)

где E0 – падающее поле,
↔

αtip – поляризуемость нано-

антенны в точке r0,
↔

G – полная тензорная функция
Грина для системы поляризуемого шара и подлож-
ки [33], которая является решением интегрального
уравнения типа Дайсона.

С использованием этого подхода полевые опера-
торы стоксова и антистоксова поля приобретают вид:

ÊS(r) =
ω2

SN

ε0c2

∫ ′
↔

G(r, r′;ωS)

↔

∂α

∂Q
Q0b̂

†EL(r
′)d3r′,

ÊaS(r) =
ω2

aSN

ε0c2

∫ ′
↔

G(r, r′;ωaS)

↔

∂α

∂Q
Q0b̂EL(r

′)d3r′. (6)

Штрих около знака интеграла в уравнении (6) озна-
чает частичное интегрирование. Связано оно с ча-
стичной когерентностью полей на смещенной КР
частоте.

В микроскопии гигантского КР известно, что
спонтанное рассеяние приобретает когерентный ха-
рактер благодаря локализации оптического поля в
пределах объема когерентности фонона [36]. Опти-
ческие силы, действующие со стороны полей, обра-
зованных от множества некогерентных рассеиваю-
щих центров, складываясь, компенсируют друг дру-
га. Поэтому оптомеханическое взаимодействие так
же происходит преимущественно внутри объема ко-
герентности фонона. Оптическая сила с учетом этих
рассуждений и уравнений (4) и (6) принимает вид:

F̂Q(r) = Q0

∫ ′ [
f(r, r′)b̂+ f∗(r, r′)b̂†

]

d3r′, (7)

где функция f(r, r′) = (N/ε0c
2)E∗

L

↔

RQ[ω
2
S

↔

G
†
(r, r′;ωS)+

+ ω2
aS

↔

G(r, r′;ωaS)]
↔

RQEL имеет смысл индуци-
рованной ближним оптическим полем “силовой
постоянной” гармонического осциллятора (более
строго: плотность производной силы по координате
нормального колебания). Согласно данному физиче-
скому смыслу, действительная часть этой величины
вносит вклад в квадрат собственной частоты нор-
мального колебания (эффект оптической пружины),
а мнимая часть является оптически индуцированной
скоростью затухания [11]. В самом деле, решая
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уравнение (2) для средней населенности, можно
получить:

Γopt(r) =
1

Ω0

∫ ′
Im [f(r, r′)]d3r′. (8)

Аналогично уравнению (2), можно получить уравне-
ние Гейзенберга для оператора координаты Q̂, отку-
да получается оптически индуцированный сдвиг час-
тоты резонанса:

Ω2
opt(r) = Ω2

0 −
∫ ′

Re[f(r, r′)]d3r′. (9)

Подобный эффект сдвига частоты КР предсказывал-
ся нами ранее в случае вынужденного комбинацион-
ного рассеяния в среде ENZ [37].

Режиму охлаждения соответствует Γopt > 0, при
этом также наблюдается сдвиг линии в спектре КР.
Важно отметить, что описываемые эффекты проис-
ходят в пространстве неоднородно – скорость релак-
сации фонона зависит от точки в пространстве. В
полностью некогерентном случае на рассеивающий
центр действует оптическая сила, порожденная са-
мим рассеивателем, поэтому тензор Грина в выра-
жении для f(r, r′) следует определять в самом месте
нахождения рассеивателя. Учитывая, что частичная
локальная плотность электромагнитных состояний
ρp(r, ω) = (6ω/πc2) Im[Gpp(r, r;ω)] определяется че-
рез мнимую часть проекции тензора Грина на на-
правление дипольного момента рассеивателя, выра-
жение (8) можно переписать в виде:

Γopt(r) =
πE∗

L

↔

RQ

↔

RQEL

6ε0Ω0
[ωaSρp(r, ωaS)− ωSρp(r, ωS)] .

(10)
Данная запись наглядно демонстрирует основную
закономерность – усиление антистоксова рассеяния
приводит к охлаждению осциллятора, усиление сток-
сова КР– к колебательной накачке. Известно, что ло-
кальная плотность состояний диссипативной среды
содержит сингулярность в точке источника, однако
ее устраняют методами регуляризации [38]. Регуля-
ризация в данном случае означает интегрирование
функции Грина в малом объеме, что может быть
интепретировано как физическая невозможность ра-
венства нулю объема когерентности. На рисунке 2
изображены частичные локальные плотности состо-
яний внутри ENZ подложки для двух различных
ориентаций диполя относительно поверхности в при-
сутствии острия наноантенны. Численное моделиро-
вание проведено в конечных разностях во времен-
ной области [39]. Видно, что на частоте ωENZ око-
лонулевого значения проницаемости имеется макси-

Рис. 2. (Цветной онлайн) Вид зависимости частичной

локальной плотности состояний ρp от длины волны

внутри ENZ подложки в присутствии золотой нано-

антенны, построенной для диполя, ориентированного

по оси Z (синяя сплошная) и ориентированного по

оси X (оранжевый штрих-пунктир). Отдельно пока-

заны плотности состояний вблизи золотой наноантен-

ны без ENZ подложки (зеленая штриховая) и в вакуу-

ме (черный пунктир). В модели Друде для ENZ сре-

ды выбраны λp = 0.57мкм, γp = 0.033фс−1. Пара-

метры острия: радиус rtip = 12 нм, центр кривизны

z = 15 нм выше подложки. Диполь находился на 20 нм

в глубине подложки. Красными штриховыми линия-

ми показаны положения объемного и поверхностного

плазмонных резонансов. Моделирование выполнено в

пакете MEEP [39]

мум плотности, связанный с плазменными колеба-
ниями. Конечность и усиление плотности состояний
для ENZ подложек была показана нами в работе [40].
Более того, наноантенна практически не влияет на
положение резонанса внутри среды. Подобные ре-
зультаты были известны и ранее [28]. Назначение ан-
тенны в том, что она локализует энергию оптическо-
го поля в объеме, сравнимом с объемом когерентно-
сти фононной моды материала ENZ. Также если ее
плазмонный резонанс настроен на частоту ωaS анти-
стоксова КР, то она способствует эвакуации излуче-
ния в дальнюю зону [1], тем самым предотвращая
повторное поглощение на антистоксовой частоте.

В когерентном же случае интегрирование функ-
ции Грина происходит в существенно большем объ-
еме. На рисунке 3 приведены результаты модели-
рования оптомеханических эффектов в двух режи-
мах. Для определения функций Грина в ближнем
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимость Γopt от волнового числа КР, рассчитанная при длине волны накачки λ = 632.8

нм для (a) – λp = 0.58мкм и (b) – λp = 0.68мкм в когерентном (сплошные кривые) и некогерентном случае (штриховые

линии) для сред с параметром модели Друде γp = 0.013фс−1 (синие кривые) и γp = 0.05фс−1 (оранжевые кривые).

Отдельно отмечена величина Γtherm при γp = 0.013фс−1 (пунктир) для соответствующей напряженности поля

поле, использовался квазистатический вариант мето-
дов дискретно-дипольной аппроксимации и изобра-
жений [33, 34]. Это оправдано тем, что длина волны
в среде ENZ много больше размеров моделируемой
области. Упрощая картину, в когерентном случае ин-
тегрирование велось по всем дискретным диполям, в
некогерентном – по одному. Для заданного положе-
ния частоты ωENZ определена зависимость оптиче-
ски индуцированной скорости затухания от волно-
вого числа КР. Для простоты был взят изотропный
тензор КР. В области волновых чисел вблизи ωENZ в
спектре КР имеется полоса оптомеханического резо-
нанса. Видно, что в когерентном случае абсолютная
величина Γopt больше, чем в некогеретном. Однако
точное отношение двух величин зависит от парамет-
ров моделирования– плотности дискретных диполей
и размеров области моделирования. Связано это с
тем, что оба параметра связаны с объемом интегри-
рования в некогерентном и когерентном случаях со-
ответственно. Важно отметить, что оптически инду-
цированная скорость релаксации Γopt фонона на по-
рядки превосходит скорость релаксации объемного
плазмона γp в среде ENZ.

Мнимая часть диэлектрической проницаемости
так же влияет на оптомеханическую связь. Во-
первых, она приводит к модификации условия на
ε(ω), при котором усиление электрического поля в
среде ENZ наибольшее, что ведет к смещению резо-
нанса [41]. Во-вторых, как видно из рис. 3, при увели-
чении параметра γp ожидаемо падает добротность.

Это ведет к уменьшению оптомеханической связи
и низким скоростям релаксации. Более того, погло-
щение света приводит к дополнительному нагреву,
что приближенно можно представить как увеличе-
ние средней населенности со скоростью:

Γtherm =
ωL

2NkT
ε′′ε0 |EL|2 , (11)

где k – постоянная Больцмана. Отметим, что погло-
щенная энергия распределяется по всем степеням
свободы колебаний. Для осуществления охлаждения
необходимо выполнение условия Γopt > Γtherm. Это
возможно при достаточно маленьких значениях мни-
мой части ε(ω) в зависимости от величины RQ.

В заключение отметим, что в данной работе тео-
ретически проанализированы и продемонстрирова-
ны оптомеханические эффекты нагрева и охлажде-
ния в средах с околонулевыми значениями диэлек-
трической проницаемости. Используя подход вто-
ричного квантования и тензорной функции Грина,
получены выражения для оптического сдвига часто-
ты колебания и индуцированной скорости релакса-
ции Γopt. Выражение для Γopt связывает оптомехани-
ческие эффекты с локальной плотностью состояний,
а также открывает путь для моделирования этих
эффектов. Развитый подход позволяет учитывать
эффекты деполяризации ближнего поля и исследо-
вать оптомеханику колебаний с различной структу-
рой тензора КР. Присутствие наноантенны позволя-
ет локализовать оптическое поле в масштабах объе-
ма когерентности фонона (зависит от материала) и

Письма в ЖЭТФ том 117 вып. 9 – 10 2023



Оптомеханические эффекты нагрева и охлаждения . . . 675

перейти в режим сильной оптомеханической связи.
Эффект носит резонансный характер, причем шири-
на резонанса в случае наличия большого поглощения
света в среде оказывается больше, что приводит к
ослаблению оптомеханической связи и дополнитель-
ному нагреву среды.

Работа выполнена за счет средств Российского
научного фонда (# 21-72-00052).
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В рамках теории функционала плотности для энергонасыщенных твердых атомарных фаз азота, ко-

торые предсказываются теорией динамически устойчивыми при нормальном давлении, впервые исследо-

ваны вопросы устойчивости к формированию вакансий в объеме структуры и возможность реализации

стабильной поверхности. Показано, что фазы с симметриями кристаллической решетки P62c и Pccn яв-

ляются неустойчивыми к формированию вакансий при нормальном давлении. Фазы R3 и P21 устойчивы

к формированию вакансий, однако поверхность таких структур вносит неустойчивость, вызывающую их

переход из твердого атомарного метастабильного состояния в молекулярное. Гош фаза азота с симмет-

рией кристаллической решетки I213 является устойчивой к рассмотренным структурным возмущениям

и является наиболее перспективной для экспериментального синтеза при нормальном давлении.

DOI: 10.31857/S1234567823090069, EDN: botyvt

Введение. Кристаллические структуры, состо-
ящие из атомов азота, соединенных друг с другом
одинарными и/или двойными связями, представля-
ют большой интерес в качестве кандидатов на роль
материалов с высокой плотностью запасаемой энер-
гии (HEDM – англ. High energy density material).
Теоретические оценки запасаемой энергии азотных
структур с одинарными связями между атомами да-
ют значения порядка 1.3–1.4 эВ/атом [1]. Причем
процесс энерговыделения является экологически без-
вредным, поскольку продуктом распада таких струк-
тур являются молекулы азота, являющиеся основ-
ным компонентом атмосферы Земли.

К настоящему моменту экспериментально при
высоком давлении (> 120 ГПа) удалось получить раз-
личные твердые атомарные фазы азота [2–7]. Сре-
ди всех синтезированных атомарных азотных кри-
сталлических фаз наибольший интерес с точки зре-
ния использования в качестве HEDM представля-
ет гош фаза азота, имеющая симметрию кристал-
лической I213, поскольку данная фаза сохраняет
стабильное состояние при декомпрессии до самых
низких давлений ∼ 50 ГПа [6, 7]. Несмотря на ак-
тивные экспериментальные исследования пока не
удалось синтезировать твердые атомарные азотные
структуры, которые были бы устойчивы при нор-

1)e-mail: ksgrishakov@mephi.ru

мальном давлении. Поэтому вопрос о возможно-
сти создания при нормальном давлении веществ с
высоким значением плотности запасенной энергии
на основе атомарных азотных структур остается
актуальным.

В рамках ab initio расчетов было предсказано
множество различных твердых атомарных фаз азо-
та [1, 8–20]. Кроме того, в работе [21] рассматрива-
ется азотная фаза, подобная структуре моногидри-
да алмаза (diamond monohydride [22]). Особенностью
данной фазы является то, что в области нормаль-
ного давления энергетически она сопоставима с гош
фазой азота, что не характерно для других твердых
атомарных азотных структур, энергия которых ми-
нимум на 0.1 эВ/атом выше по сравнению с гош фа-
зой азота. Работа [21] в большей степени посвящена
углеродным структурам, поэтому детальных иссле-
дований свойств данной азотной фазы, в том числе
расчетов фононных спектров и анализа динамиче-
ской устойчивости при различных давлениях не про-
водилось. Теоретический анализ фононных спектров
при нулевой температуре в рамках теории функцио-
нала плотности показывает, что критерий динамиче-
ской устойчивости (отсутствие мнимых частот в фо-
нонном спектре) при нормальном давлении выполня-
ется для твердых атомарных фаз азота с симметри-

676 Письма в ЖЭТФ том 117 вып. 9 – 10 2023



Устойчивость твердых атомарных фаз азота при нормальном давлении 677

ями кристаллической решетки I213, Pccn, R3, P62c
и P21 [1].

Возникает некоторое противоречие между экс-
периментальными и теоретическими результатами:
теория предсказывает достаточно большое число
различных твердых атомарных фаз азота, устойчи-
вых при нормальном давлении, в то время как экс-
периментально удержать азот в атомарном состоя-
нии при давлениях ниже 50 ГПа не получается. Здесь
важно отметить, что в рамках теории устойчивость
атомарных азотных структур определялась по отсут-
ствию мнимых частот на спектре фононов, рассчи-
танном при нулевой температуре, что не дает ника-
кой информации о степени устойчивости этих фаз
при конечных температурах, а также устойчивости
к различным отклонениям от идеальной периодично-
сти решетки, таким как поверхность и точечные де-
фекты кристаллической решетки, которые присущи
всем твердым телам. Оценка времени жизни струк-
туры при конечной температуре в рамках теорети-
ческих расчетов обычно проводится на основе мо-
лекулярно динамического моделирования с после-
дующем применением формулы Аррениуса для экс-
траполяции результатов в область температур, при
которых система может быть устойчива достаточ-
но большое время, недоступное для моделирования
из-за соответствующего увеличения времени счета
[23–26]. Одним из недостатков такого подхода явля-
ется необходимость набора большой статистики из
молекулярно-динамических расчетов при различных
температурах для суперъячеек, содержащих доста-
точно большое количество атомов (> 100). В рам-
ках теории функционала плотности такие расчеты
требуют больших компьютерных ресурсов и долго-
го времени счета. Поэтому такая методика обыч-
но применяется в рамках существенно более про-
стых подходов, например, в модели сильной свя-
зи [23–26]. В настоящий момент не существует мо-
дели сильной связи, параметры которой подобраны
для адекватного описания твердых атомарных фаз
азота. Одним из перспективных направлений рас-
чета больших систем являются современные алго-
ритмы с машинно-обучаемыми потенциалами меж-
атомного взаимодействия, позволяющие существен-
но ускорить расчеты [27]. Для большого семейства
твердых атомарных азотных структур, имеющих су-
щественно разную структуру и электронные свой-
ства, необходимы отдельные большие исследования
на возможность получения потенциала межатомного
взаимодействия, адекватно и единообразно описыва-
ющего эти структуры и такие сложные процессы как
переход из стабильного состояния в метастабильное

при изменении давления, а также их распад. Вопро-
сы же устойчивости к формированию точечных де-
фектов и стабильности поверхности при нормальном
давлении для твердых атомарных фаз азота ранее не
исследовались.

Целью данной работы является изучение возмож-
ности разрушения метастабильного состояния азот-
ных кристаллов за счет структурных дефектов, на-
рушающих идеальную периодичность кристалличе-
ской решетки, и которые присущи всем твердым
телам. Рассматриваются вопросы стабильности по-
верхности твердых атомарных фаз азота, а также
устойчивость к формированию вакансий в объеме,
как термодинамически равновесных ветвей возбуж-
дения кристалла.

Методика расчета. Расчеты энергетических и
структурных свойств твердых атомарных фаз азо-
та при различных значениях давления проводи-
лись в рамках теории функционала плотности с
использованием базиса плоских волн в программе
Quantum ESPRESSO v. 6.7 [28, 29]. При проведении
расчетов использовались обменно-корреляционный
функционал PBEsol и сохраняющий норму псевдо-
потенциал [30], энергия обрезания составляла 90 Ry.
В обратном пространстве использовалась сетка с
расстоянием между точками, меньшим 0.025 Å−1 по
каждой из координат.

При расчетах устойчивости твердых атомарных
фаз азота к формированию вакансий из элементар-
ных ячеек, которые изображены на рис. l, создава-
лись суперъячейки, имеющие следующие размеры:
3 × 3 × 3 для фазы I213 (216 атомов); 3 × 2 × 2 для
фазы P21 (192 атома); 3 × 3 × 3 для фазы R3 (324
атома); 3×3×4 для фазы P62c (288 атомов); 2×3×2

для фазы Pccn (384 атома).
Вычисление энтальпии формирования вакансии

проводилось по формуле:

Hform = Hdef − (N − 1)Hideal/N, (1)

где Hdef – энтальпия отрелаксированной структуры
с вакансией; Hideal – энтальпия идеальной решетки;
N – полное число атомов азота в идеальной структу-
ре. В рамкам модели независимых случайных вакан-
сий для оценки их равновесной концентрации Cvac

при различных значениях температуры T использу-
ется формула:

Cvac = exp (−Hform/kBT ) . (2)

В случае, когда размещение вакансий в геометриче-
ски неэквивалентных атомных положениях кристал-
лической решетки дает различные значения Hform(i)
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(i – индекс, отвечающий различным положениям ва-
кансии), то для расчета равновесной концентрации
вакансий для рассматриваемой суперъячейки будем
использовать формулу:

Cvac =
1

m

m
∑

i=1

exp (−Hform(i)/kBT ) , (3)

где m – число неэквивалентных размещений вакан-
сии.

Для моделирования поверхности кристалличе-
ских азотных структур использовались суперъячей-
ки 3× 3× 2 для фаз P21 и R3, и 3× 3× 4 для фазы
I213, что связано с меньшим размером элементарной
ячейки фазы I213 как по величине, так и по числу
атомов. При создании модели поверхности в направ-
лении оси Z создавался вакуум размером 15 Å, при
этом несколько нижних слоев атомов азота в направ-
лении оси Z, не граничащих с вакуумом, считались
фиксированными.

Результаты. Объектами исследований в данной
работе выбраны твердые атомарные фазы азота с
симметриями кристаллической решетки I213, Pccn,
R3, P62c и P21, поскольку согласно литературным
данным среди всего многообразия теоретически ис-
следованных чисто азотных структур только для них
имеются расчеты, демонстрирующие динамическую
устойчивость при нормальном давлении. Для твер-
дых атомарных фаз азота I213, Pccn, R3, P62c и
P21, элементарные ячейки которых изображены на
рис. 1, при наличии одной вакансии на суперъячейку
(размеры суперъячеек приведены в разделе Методи-

Рис. 1. (Цветной онлайн) Элементарные ячейки твер-

дых атомарных фаз азота I213, Pccn, R3, P21 и

P62c, которые согласно теоретическим расчетам явля-

ются динамически устойчивыми при нормальном дав-

лении [1]

ка расчета) и нормальном давлении была проведена
процедура релаксации атомных координат и геомет-
рии суперъячеек. Установлено, что структура с сим-
метрией кристаллической решетки Pccn выводится
из метастабильного состояния введением одиночной
вакансии на 384 атома суперъячейки, переходя в мо-
лекулярную фазу, образованную двухатомными мо-
лекулами азота. Остальные рассматриваемые азот-
ные структуры сохраняют твердое атомарное состоя-
ние. На рисунке 2 представлены зависимости энталь-

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость энтальпии фор-

мирования вакансии от давления для твердых атомар-

ных фаз азота с симметриями кристаллической решет-

ки I213 (черная линия), R3 (синяя линия), P21 (крас-

ная линия). Для структуры P21 из-за большого чис-

ла неэквивалентных положений вакансии приводит-

ся минимальное (пунктирная линия) и максимальное

(сплошная линия) значения энтальпии формирования

пии формирования вакансии, рассчитанные по фор-
муле (1), для кристаллических структур I213, R3 и
P21. Для фаз I213 и R3 энтальпия формирования ва-
кансии одинакова при размещении вакансии на ме-
сте любого атома структуры, что связано с высо-
кой симметрией идеальной кристаллической решет-
ки данных азотных фаз. Для низко-симметричной
фазы P21 энтальпия формирования вакансий оказы-
вается различной для всех геометрически неэквива-
лентных положений вакансии. Поскольку минималь-
ные значения Hform для фазы P21 достаточно ве-
лики так, что равновесная концентрация вакансий
при температурах порядка комнатной практически
равна нулю, то на рис. 2 приводятся только макси-
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мальное и минимальное значения Hform при различ-
ных давлениях без уточнения конкретного статисти-
ческого распределения между этими значениями. С
ростом давления энтальпия формирования вакансий
увеличивается, и, следовательно, образование вакан-
сий становится менее выгодным. На рисунке 3 изоб-

Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимость равновесной

концентрации вакансий от температуры для твердых

атомарных фаз азота с симметриями кристаллической

решетки I213 (черная линия), R3 (синяя линия), P21
(красная линия)

ражены зависимости равновесной концентрации ва-
кансий для твердых атомарных фаз азота I213, R3 и
P21, рассчитанные согласно формулам (2) и (3). При
температурах, меньших 2000 K, равновесная концен-
трация вакансий для всех этих азотных структур
не превышает 2 %. Таким образом, кристаллические
фазы азота I213, R3 и P21 можно считать устой-
чивыми к формированию вакансий при нормальном
давлении. Причем формирование вакансий в дан-
ных структурах при температурах порядка комнат-
ной является очень маловероятным процессом.

При нормальном давлении для фазы P62c из
восьми геометрически неэквивалентных положений
вакансии семь дают значение Hform = 1.56 эВ и одно
положение дает значение Hform = −0.01 эВ. Таким
образом, для фазы P62c существуют положения ва-
кансии в решетке, которые оказываются энергетиче-
ски выгодными. Концентрация этих вакансий будет
составлять 1/8 часть (или 12.5 %) от количества ато-
мов в объеме решетки. Обычно считается, что кри-
тическая концентрация вакансий, при которой про-
исходит разрушение материала составляет 10 % [31].

Поэтому можно говорить о том, что твердая атомар-
ная фаза P62c будет неустойчива к формированию
вакансий при нормальном давлении. При увеличении
давления до 40 ГПа минимальное значениеHform для
фазы P62c составляет 1.21 эВ, т.е. с ростом давле-
ния данная структура становится устойчивой к фор-
мированию вакансий.

Поскольку наибольший практический интерес
представляют твердые атомарные фазы азота, спо-
собные сохранять метастабильное состояние при нор-
мальном давлении, то дальнейшие исследования
устойчивости поверхности проводились только для
структур I213, R3 и P21. На рисунках 4 и 5a изоб-

Рис. 4. (Цветной онлайн) Модели поверхностей твер-

дых атомарных фаз азота: (a) – I213; (b) – P21. Крас-

ным цветом отмечены атомы, координаты которых

считаются фиксированными при проведении процеду-

ры геометрической оптимизации поверхности. Зеле-

ным цветом отмечены атомы, которые после оптими-

зации поверхности удаляются на большое расстояние

от нее для моделирования процесса выхода атомов с

поверхности структуры в вакуум с образованием мо-

лекулы N2

ражены модели поверхностей рассматриваемых ато-
марных кристаллических азотных фаз. Для изобра-
женных на рис. 4 и 5a структур проводилась проце-
дура оптимизации атомных координат при фиксиро-
ванной геометрии ячейки. Красным цветом на рис. 4
и 5a изображены атомы азота, координаты которых
считаются фиксированными.

В результате проведения процедуры геометриче-
ской оптимизации модели поверхности фазы R3 про-
исходит разрушение твердого атомарного состояния
с переходом нефиксированных атомов азота в мо-
лекулярную фазу, состоящую из двухатомных мо-
лекул (см. рис. 5b). Таким образом, в случае ато-
марной кристаллической фазы R3 поверхность вно-
сит неустойчивость, приводящую к разрушению ме-
тастабильного состояния данной фазы при нормаль-
ном давлении.
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Рис. 5. (Цветной онлайн) (a) – Модель поверхности

твердой атомарной фазы азота R3. (b) – Распад струк-

туры R3 на молекулы азота N2 в процессе геомет-

рической оптимизации поверхности, изображенной на

рис. 5a. Красным цветом отмечены атомы, координаты

которых считаются фиксированными при проведении

процедуры геометрической оптимизации поверхности

Геометрическая оптимизация модели поверхно-
сти для фаз I213 и P21 не приводит к разрушению
структуры. Поэтому в качестве следующего шага мы
рассмотрели элементарный процесс выхода молеку-
лы N2 с поверхности азотных кристаллический фаз
I213 и P21 в вакуум. Процедура моделирования та-
кого процесса заключалась в том, что два соседних
атома поверхности (зеленые атомы на рис. 4) удаля-
лись с поверхности на достаточно большое расстоя-
ние от нее (≥ 5 Å) с образованием молекулы N2. По-
сле этого проводилась процедура оптимизации гео-
метрии новой структуры.

Геометрическая оптимизация структуры поверх-
ности фазы P21 с учетом выхода молекулы N2 в
вакуум приводит к проявлению неустойчивости, ко-
торая в процессе оптимизации приводит к развалу
структуры на двухатомные молекулы N2. Аналогич-
ная процедура для поверхности фазы I213 приводит
лишь к частичной дестабилизации поверхности, со-
провождающейся выходом соседних атомов азота в
вакуум с образованием еще двух молекул N2 (см.
рис. 6). Из-за использования периодических гранич-
ных условий в модели подобный процесс будет проис-
ходить по всему верхнему поверхностному слою фа-
зы I213 в случае отрыва одной молекулы азота.

Заключение. В данной работе проведено ис-
следование устойчивости при нормальном давлении
метастабильных атомарных кристаллических струк-
тур с одинарными связями между атомами к раз-
личным структурным дефектам, нарушающим иде-
альную периодичность, таким как вакансии и по-
верхность. Данные критерии устойчивости приме-
нительно к твердым атомарным фазам азота ранее
в теоретических работах не рассматривались. Этот

Рис. 6. (Цветной онлайн) Модель поверхности фазы

I213, после геометрической оптимизации начального

состояния с выведенной с поверхности в вакуум моле-

кулой N2. Красным цветом отмечены атомы, коорди-

наты которых считаются фиксированными при прове-

дении процедуры геометрической оптимизации поверх-

ности

естественный подход к оценке устойчивости можно
в дальнейшем использовать и для других веществ.
Подобные твердые атомарные фазы азота являют-
ся перспективными в качестве материалов с высо-
кой плотностью запасаемой энергии. Были выбраны
структуры с симметриями кристаллической решетки
I213, Pccn, R3, P62c и P21, поскольку в ранее прове-
денных работах [1] в рамках расчетов в теории функ-
ционала плотности было показано, что они являются
динамически устойчивыми при нормальном давле-
нии. Проведенные расчеты показали, что для твер-
дой атомарной фазы Pccn введение вакансий (кон-
центрация меньше 0.3 %) приводит к выводу струк-
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туры из метастабильного состояния, который сопро-
вождается ее переходом в глобальный минимум, от-
вечающий молекулярной фазе, образованной моле-
кулами N2. Для фазы P62c при нормальном давле-
нии существуют положения вакансий, для которых
энтальпия формирования оказывается отрицатель-
ной. Это говорит об энергетической выгодности обра-
зования вакансий в данных положениях. Концентра-
ция таких вакансий превышает 10 %, что считается
достаточным для разрушения материала [31]. Таким
образом, можно говорить о том, что локальные мини-
мумы на поверхности потенциальной энергии, соот-
ветствующие метастабильным состояниям фаз Pccn
и P62c, являются неглубокими, и система легко вы-
водится из них малыми структурными возмущени-
ями даже при низких температурах, порядка гели-
евых. Остальные рассматриваемые твердые атомар-
ные фазы азота являются устойчивыми к формиро-
ванию вакансий, причем соответствующие значения
энтальпии формировании достаточно велики. Оцен-
ка концентрации дефектов в рамках модели незави-
симых случайных вакансий показывает, что при ком-
натной температуре образование вакансий в таких
кристаллах маловероятно.

Для устойчивых к образованию вакансий азот-
ных структур были построены модели поверхностей.
Для фазы R3 поверхность – нестабильна и геомет-
рическая релаксация поверхности в рамках теории
функционала плотности при T = 0 K приводит к пе-
реходу фазы в молекулярное состояние. Для струк-
туры с симметрией кристаллической решетки P21
поверхность стабилизируется, но рассмотрение элек-
ментарного процесса выхода двух соседних атомов
азота с поверхности в вакуум с образованием моле-
кулы N2 приводит к неустойчивости, приводящей к
переходу структуры в молекулярную фазу.

Единственная из рассмотренных нами структур,
которая не выводится из метастабильного состояния
рассмотренными структурными возмущениями яв-
ляется гош фаза азота с симметрией кристалличе-
ской решетки I213. Стоит отметить, что данная фаза
наблюдалась экспериментально под давлением, и со-
храняла устойчивость при декомпрессии до ∼ 50 ГПа
[6, 7]. В то же время, с точки зрения теории она
является наиболее энергетически выгодной по срав-
нению с другими твердыми атомарными азотными
фазами в области относительно низких для подоб-
ных структур давлений (< 100 ГПа) [1]. Поверхность
данной фазы в рамках геометрической релаксации –
стабилизируется, а выход двух соседних атомов азо-
та с поверхности в вакуум с образованием молеку-
лы N2 приводит к слабой неустойчивости, сопровож-

дающейся дополнительным выходом еще 4 соседних
атомов азота с поверхности в вакуум с образова-
нием двух молекул N2. В принципе, такой процесс
может быть катализатором распада структуры при
нормальном давлении. Поэтому для эксперименталь-
ного получения гош фазы азота при нормальном дав-
лении вопрос стабилизации поверхности может иг-
рать важную роль.

Наряду с твердыми атомарными чисто азотны-
ми структурами перспективным направлением при-
кладных и фундаментальных исследований являют-
ся соединения, богатые азотом, содержащие один
или несколько атомов другого сорта. В настоящее
время активно развивается тематика полинитридов
различных металлов [32–36]. Такие соединения как
K2N6 и K9N56 сохраняли на эксперименте свое ме-
тастабильное состояние вплоть до давлений порядка
20-30 ГПа [35, 36], что ниже чем лучший результат,
достигнутый в области чисто азотных твердых ато-
марных структур.

Также существенное внимание уделяется различ-
ным азотным кластерам, допированным атомом ме-
талла [37–39], а также молекулам, содержащим по-
лиазотные кольца [37, 40, 41]. Важным направлением
развития соединений, богатых азотом, являются со-
единения, содержащие две и более азидные группы,
т.е. имеющие конфигурацию M(N3)n, где M – атом
или группа атомов, отличных от азота. В настоя-
щее время синтезировано большое количество подоб-
ных соединений [42–44], в том числе гексаазидобен-
зол C6(N3)6 [44] и тетраазидометан C(N3)4 [43], кото-
рые характеризуются высокой положительной теп-
лотой образования, напрямую связанной с большим
количеством одинарных и двойных N-N связей. Дан-
ные исследования не требуют использования высо-
ких давлений, что значительно упрощает проведение
экспериментальных работ.

Однако стоит отметить, что запасаемая энер-
гия в чисто азотных структурах оказывается вы-
ше, чем в соединениях с высоким содержанием азо-
та. Так по проведенным нами теоретическим оцен-
кам в теории функционала плотности значение за-
пасаемой энергии молекулы C6(N3)6, претендую-
щей на росль HEDM, согласно гипотетической ре-
акции C6(N3)6 + 3H2 → C6H6 + 9N2, получается рав-
ным ≈ 0.67 эВ/атом. Аналогичная оценка для высо-
коэнергетической молекулы C(N3)4 согласно гипоте-
тической реакции C(N3)4 + 2H2 → CH4 + 6N2 дает
значение запасаемой энергии порядка 0.8 эВ/атом.
Эти значения запасаемой энергии более чем в 1.5
ниже аналогичных теоретических оценок для чисто
азотных твердых атомарных структур. Поэтому, ис-
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ходя из результатов данной работы, поиск возмож-
ных вариантов решения вопроса о стабилизации по-
верхности твердых атомарных фаз азота является
также актуальным и важным. Одним из возможных
вариантов решения вопроса о стабилизации поверх-
ности может быть использование пространственно-
го ограничения фазы внутри, например, углеродных
нанотрубок [45].
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В подходе стереографической проекции разработан теоретический формализм расчета тензора дина-

мической магнитной восприимчивости скирмионного кристалла (СкК), возникающего в тонких ферро-

магнитных пленках с взаимодействием Дзялошинского–Мории во внешнем магнитном поле. Там, где это

возможно используется аналитический подход, для построения статической конфигурации СкК исполь-

зуется модельный анзац, после чего рассматриваются малые флуктуации вокруг вокруг него. Получен-

ные выражения численно анализируются для случая однородной восприимчивости, наиболее важного

для экспериментов по магнитному резонансу (МР). Предсказано, что помимо трех обсуждаемых ранее

в литературе, а также наблюдаемых экспериментально, резонансов, должны наблюдаться дополнитель-

ные резонансы меньшей интенсивности на больших частотах.

DOI: 10.31857/S1234567823090070, EDN: boxhqa

Введение. Магнитные скирмионы – топологи-
чески защищенные конфигурации локальной намаг-
ниченности, возникающие, например, в нецентро-
симметричных магнетиках [1] в присутствии взаи-
модействия Дзялошинского–Мории (ДМ). Скирми-
оны привлекают внимание исследователей благода-
ря возможности их использования в качестве эле-
ментов новых устройств компьютерной памяти [2],
арифметико-логических устройств [3], или даже ис-
кусственных нейронных сетей [4]. Известно, что
скирмионы обычно упорядочиваются в регулярные
решетки как в объемных образцах [5], так и в тонких
пленках [6–9]. Решетки скирмионов, также называе-
мые скирмионными кристаллами (СкК), интересны
в контексте применения в магнонике [10].

Один скирмион представляет собой цилиндриче-
скую доменную стенку малого радиуса, чье движе-
ние описывается уравнением Тиля [11]. Но даже один
скирмион представляет собой сложную структуру,
чья динамика не может описываться только в тер-
минах смещений. Исследовались также деформации
формы скирмиона такие, как дилатации, эллиптиче-
ские деформации, треугольные и т.д. [12, 13]

Ранее было показано, что среди возбуждений
СкК есть голдстоуновская мода [14], связанная со
смещениями скирмионных центров в решетке. Кроме

1)e-mail: vetimofeev@etu.ru

этой моды, существуют и другие возбуждения раз-
ной симметрии [10, 15, 16], отвечающие эллиптиче-
ским деформациям, вращению по часовой стрелке
(СW), против часовой стрелки (CCW), дыхательной
моде (Br) скирмионов.

Наблюдать и исследовать возбуждения СкК мож-
но при помощи различных экспериментальных ме-
тодов, например, неупругого рассеяния нейтронов
[17], магнитооптического обратного эффекта Фара-
дея [18], магнитного резонанса (МР). При помощи
последнего метода было показано [19], что CW и
CCW моды наблюдаются в случае, когда осциллиру-
ющая компонента магнитного поля лежит в плоско-
сти СкК, а дыхательная мода проявляет себя, когда
поле колеблется в направлении, перпендикулярном
плоскости СкК, как и было предсказано, с помощью
численного моделирования [15].

Также было показано, что октупольная и сексту-
польная моды могут проявлять себя в МР экспери-
ментах в объемных материалах со СкК, в которых
сильна кубическая магнитокристаллическая анизо-
тропия, приводящая к гибридизации этих мод с Br и
CCW модами [20, 21].

В настоящей работе мы обсуждаем МР отклик
СкК, образующегося в тонких пленках с взаимодей-
ствием ДМ во внешнем магнитном поле при низких
температурах. Мы показываем, что, помимо низко-
энергетических CW, CCW и Br мод, существуют мо-
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ды той же симметрии выше по энергии, которые так-
же должны проявлять себя в МР, несмотря на то, что
величина таких резонансов существенно меньше.

Модель. Рассмотрим тонкую ферромагнитную
пленку с взаимодействием ДМ в однородном магнит-
ном поле B, перпендикулярном пленке. Плотность
энергии такой пленки дается следующим выражени-
ем:

E =
C

2
∂µSi∂µSi −DǫµijSi∂µSj −BS3, (1)

где C и D – обменные и ДМ константы соответствен-
но. Видимо, это минимальная модель, в которой су-
ществует СкК (за исключением центросимметрич-
ных фрустрированных магнетиков, см., например,
[22, 23]). Мы не учитываем диполь-дипольное вза-
имодействие, поскольку для тонкой пленки в длин-
новолновом пределе оно может быть, с хорошей точ-
ностью, заменено анизотропией типа “легкая плос-
кость”. Известно, что если величина анизотропии су-
щественно меньше величины внешнего магнитного
поля, фазовая диаграмма слабо меняется [24, 25], по-
этому такого рода слагаемые мы также не рассмат-
риваем.

Мы исследуем предел низких температур, ко-
гда локальная намагниченность достигает насыще-
ния S = Sn, где |n| = 1. В этом случае удоб-
но измерять длину в единицах l = C/D, а плот-
ность энергии в единицах CS2l−2 = S2D2/C. При
таком выборе единиц измерения плотность энергии
(1) зависит только от одного безразмерного парамет-
ра b = BC/SD2. Оказывается, что в диапазоне полей
0.25 < b < 0.8 равновесной статической конфигура-
цией n является СкК, ранее этот вопрос широко об-
суждался в литературе [12, 26–28].

Сначала мы обсудим общий формализм вычисле-
ния восприимчивости, применимый для произволь-
ной топологически нетривиальной конфигурации на-
магниченности, а затем используем этот формализм
для частного случая СкК [29]. В подходе стереогра-
фической проекции единичный вектор, указываю-
щий направление локальной намагниченности n, мо-
жет быть представлен как:

n1 + in2 =
2f

1 + f f̄
, n3 =

1− f f̄

1 + f f̄
, (2)

где f = f(z, z̄) – функция комплексного переменного
z = x+ iy и комплексно сопряженного ему z̄ = x− iy,
а x, y – пространственные координаты. Выражение
для E существенно нелинейно в терминах f, f̄ , и об-
суждалось ранее, например, в [29].

Мы исследуем динамику локальной намагничен-

ности в лагранжевом формализме, L = T − E , с ки-
нетическим слагаемым вида:

T =
S

γ0
(1 − cos θ)ϕ̇ , (3)

где углы ϕ и θ определяют направление намагни-
ченности n = (cosϕ sin θ, sinϕ sin θ, cos θ). Такой ки-
нетический член приводит к уравнению Ландау–
Лифшица, Ṡ = −γ0 S × H, где γ0 – гиромагнитное
отношение, а H = δE/δS – эффективное магнитное
поле.

Множитель S/γ0 может быть внесен в определе-
ние единиц измерения времени, при этом кинетиче-
ское слагаемое может быть переписано в терминах
комплексной функции f следующим образом:

T [f ] =
i

2

f̄∂tf − f∂tf̄

1 + f f̄
. (4)

Мы исследуем динамику локальной намагничен-
ности в терминах малых флуктуаций стереогра-
фического образа, f(r, t), относительно статической
конфигурации, f0(r), отвечающей минимуму полной
энергии,

∫

dr E . Запишем

f(r, t) = f0(r) + α(1 + f0(r)f̄0(r))ψ(r, t) , (5)

где ψ – зависящая от времени функция, а α – малый
параметр нашей теории, величина и смысл которого
прояснятся ниже. Рассмотрим следующее разложе-
ние L = L0 + αL1 + α2L2 + . . ..

Нормальные моды. Для правильно подобран-
ной функции f0, члены первого порядка малости бу-
дут равны нулю, L1 = 0. При этом члены второго
порядка малости записываются следующим образом:

L2 =
1

2

(

ψ̄, ψ
)

(

−i
(

∂t 0

0 −∂t

)

− Ĥ
)(

ψ

ψ̄

)

, (6)

с гамильтонианом Ĥ следующего вида:

Ĥ =

(

(−i∇+A)2 + U V

V ∗ (i∇+A)2 + U

)

, (7)

где ∇ = ex∂x + ey∂y, а потенциалы U , V и A =

exAx+ eyAy есть функции f0(r) и ее градиентов, см.
[29].

Уравнения Эйлера–Лагранжа в случае (6) имеют
следующий вид:

− i
d

dt

(

ψ

ψ̄

)

= σ3Ĥ
(

ψ

ψ̄

)

, (8)
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а энергии нормальных мод, ǫn, могут быть найдены
из следующего уравнения:

(

ǫn σ3 − Ĥ
)

(

un

vn

)

= 0 , (9)

где σ3 – третья матрица Паули. Решения уравнения
(9) подробно обсуждались в работе [29]. Они обра-
зуют полный ортонормированный базис, с нормиро-
вочным условием

∫

d2r
(

|un|2 − |vn|2
)

= 1, что позво-
ляет любую функцию ψ (вместе с сопряженной, ψ̄)
разложить в ряд следующим образом:

(

ψ

ψ̄

)

=
∑

n

(

un, v∗n
vn, u∗n

)(

cn

c†n

)

, (10)

здесь cn и c†n – комплексно сопряженные друг другу
числа, которые после процедуры вторичного кванто-
вания становятся операторами рождения и уничто-
жения бозонов. При этом гамильтониан принимает
стандартную форму,

∑

n ǫn(c
†
ncn + 1/2).

Разложение намагниченности. Разложение
для локальной намагниченности по α имеет следу-
ющий вид:

Si = S
(0)
i + αS(F̄iψ + Fiψ̄) +O(α2), (11)

где S(0)
i = Sni определяется (2) с f = f0, а

F =
1

1 + f0f̄0







1− f2
0

i(1 + f2
0 )

−2f0






(12)

есть зависящий от r вектор со следующим свойством:
тройка векторов Re F, Im F, и n образуют ортонор-
мированный базис.

Подставляя выражение (10) в (11), выписываем
младший порядок по α:

Si = S
(0)
i + αS

∑

n

(

(F̄iun + Fivn)cn + H.c.
)

. (13)

Пользуясь стандартным коммутационным выраже-
нием, [cn, c

†
m] = δnm, а также полнотой базиса

(un, vn), можно убедиться, что при выборе значения
α = 1/

√
2S, автоматически выполняется коммутаци-

онное соотношение:

[Sj(r), Sk(r
′)] = iǫjklS

(0)
l (r) δ(r − r′) , (14)

характерное для линейной теории спиновых волн.
Восприимчивость. Мы хотим вычислить тен-

зор динамической магнитной восприимчивости,
χij(k, ω) =

∫

dt eiωtχij(k, t), являющийся Фурье

образом от спиновой запаздывающей функции
Грина:

χij(k, t) = −iθ(t)〈[Si(k, t), Sj(−k, 0)]〉 . (15)

Пользуясь выражениями выше, получаем:

Si(k, t) = S
(0)
i (k) +

√

S

2

∑

n

(Ai
n(k)e

−iǫntcn + H.c.).

(16)
Амплитуда спиновой волны с энергией ǫn и волно-
вым вектором k дается следующим выражением:

Aj
n(k) =

∫

dr eikr(F̄jun + Fjvn). (17)

В итоге мы получаем общее выражение:

χij(k, ω) =
S

2

∑

n

(

Āi
n(k)A

j
n(−k)

ω + ǫn + iδ
− Ai

n(k)Ā
j
n(−k)

ω − ǫn + iδ

)

.

(18)
Следуем отметить, что индекс n моды ǫn содержит в
себе информацию как о волновом вектор k, так и о
номере зоны, см. [29]. Обсудим ниже случай однород-
ной восприимчивости, когда k = 0, особенно важный
для экспериментов по магнитному резонансу. Общие
выражения для этого случая упрощаются.

Для случая однородной восприимчивости поло-
жим k = 0 и обозначим Aj

n(0) ≡ Aj,n. Из общих сооб-
ражений мы ожидаем, что тензор χij имеет симмет-
ричную и антисимметричную части, а единственным
выделенным направлением в нашей задаче, ур. (1),
является нормаль к плоскости, ĥ = (0, 0, 1). Таким
образом можно записать:

χij(ω) = χ‖ĥiĥj + χ⊥(δij − ĥiĥj) + χasǫijkĥk,

χ‖ =
∑

n

ǫnS |A3,n|2
−(ω + iδ)2 + ǫ2n

,

χ⊥ =
∑

n

ǫnS |A1,n|2
−(ω + iδ)2 + ǫ2n

,

χas =
∑

n

iωS Im(A1,nĀ2,n)

−(ω + iδ)2 + ǫ2n
.

(19)

Восприимчивость СкК. Введем анзац для
СкК, который мы подробно обсуждали до этого в ра-
ботах [27–29]. Мы показали, что стереографический
образ СкК с хорошей точностью описывается суммой
стереографических образов отдельных скирмионов:

fSkX(a, z0) =
∑

n,m

f1(r− na1 −ma2), (20)

где a1 = (0, a), a2 = (−
√
3a/2, a/2), и a – параметр ре-

шетки СкК. Стереографический образ f1 отдельного
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Зависимость мнимой части

(а) поперечной, χ⊥, и b) продольной, χ‖, компонент

восприимчивости (19) от магнитного поля b. Площадь

каждого кружка, пропорциональная весу, |Aj,n|
2, каж-

дой дельта-функции. Можно увидеть три хорошо из-

вестных низколежащих резонанса: дыхательная мода

(Br), вращение по часовой стрелке (CW) и против ча-

совой стрелки (CCW), при этом вместе с ними видны

резонансы меньшей интенсивности на больших часто-

тах

скирмиона имеет простой полюс в центре скирмио-
на, а также убывает на бесконечности, поэтому мы
выбираем для него следующий вид:

f1 =
i z0 κ(zz̄/z

2
0)

z̄
, (21)

где z0 – вещественная величина, которая может быть
ассоциирована с размером скирмиона, а κ – функция
профиля скирмиона, которая была численно найдена
в работе [27]. Отметим, что хорошим приближением
для κ является функция Гаусса с шириной, завися-
щей от величины b. Когда величины B и D равны ну-
лю, наш анзац (20) переходит в точное решение моде-
ли для многоскирмионной конфигурации при κ ≡ 1,
см. [30]. Для СкК при отличных от нуля парамет-
ров B и D оптимальные значения параметров a и

z0 могут быть получены из процедуры минимизации
плотности энергии (1), см. [27, 28].

Пользуясь анзацем (20) для статической конфи-
гурации СкК f0, мы рассчитали волновые функции
при k = 0 в уравнении (9), для тридцати шести низ-
коэнергентических возбуждений с ǫn > 0. Форму-
лы (12) и (17) выше использовалась для вычисления
компонент восприимчивости, ур. (19).

Резюмируем результаты проведенных вычисле-
ний ниже.

i. Из-за правил отбора, возникающих при вычис-
лении матричных элементов Aj,n, не все нормальные
моды проявляют себя в восприимчивости (19). Глав-
ное значение в этих правилах отбора имеет симмет-
рия волновой функции магнонов в центре скирмио-
на, ψ ∼ zm. Моды с магнитным квантовым числом
m = 0, 2 проявляются в χ⊥, а моды с m = 1 про-
являются в χ‖, соответственно. Низкоэнергетические
моды с m = 0, 1, 2 называются “вращением против
часовой стрелки” (CCW), “дыхательной” (Br) и “вра-
щением по часовой стрелке” (CW), соответственно,
благодаря их динамическим свойствами, см. [15, 29].

ii. Для CCW и CW мод антисимметричная часть
восприимчивости, χas, равна по модулю диагональ-
ной части χ⊥, с вычетами Im(A1,nĀ2,n) = −|A1,n|2 и
Im(A1,nĀ2,n) = |A1,n|2, соответственно.
iii. В отличие от предыдущих исследований, мы

наблюдаем несколько мод с большими энергиями для
каждого m, которые могут наблюдаться эксперимен-
тально. Закономерно, что для больших ǫn вес таких
резонансов уменьшается, это связано с уменьшением
величины |Aj,n|2, ур. (19). Мы показываем положе-
ние и вес соответствующих резонансов на рис. 1.

iv. На рисунке 1 видно, что наиболее интенсивные
линии относятся в низким частотам, при этом наблю-
дается тенденция увеличения характерной частоты
с ростом величины магнитного поля, b. Обозначение
CW (CCW) на рис. 1 соответствует знаку χas, как
объяснялось выше.

v. Интенсивность линий, |Aj,n|2, из ур. (19), изоб-
ражена отдельно на рис. 2 как функция внешнего по-
ля. Видно, что при больших значениях поля, b ≃
≃ 0.75, близко к точке плавления СкК, интенсив-
ность вторых резонансов CW2 и Br2 становится со-
поставимой по величине с интенсивностью главно-
го CW резонанса. Было бы интересно проверить это
предсказание экспериментально.

Подводя итоги нашей работы, мы разработали
теорию динамической магнитной восприимчивости
СкК в подходе стереографической проекции. Полу-
ченные выражения имеют общий характер и не под-
разумевают конкретного типа упорядочения скирми-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость спектрального

веса восьми резонансов изображенных на рис. 1, от ве-

личины магнитного поля b

онов. Применяя полученный формализм к конфи-
гурации треугольной решетки блоховских скирмио-
нов, мы предсказали наличие нескольких резонан-
сов, только три из которых до этого обсуждались в
литературе.

Работа поддержана Российским научным фон-
дом, грант # 22-22-20034, и Санкт-Петербургским
научным фондом, грант # 33/2022.
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Было проведено подробное исследование спин-орбитального взаимодействия в серии содержащих

двумерную электронную систему гетеропереходов ZnO/MgxZn1−xO со структурой вюрцита. Константы

спин-орбитального взаимодействия определялись из анализа обусловленной спин-орбитальным взаимо-

действием модификации одночастичного g-фактора в режиме квантового эффекта Холла. Величина

g-фактора при этом с высокой точностью измерялась посредством методики электронного спинового

резонанса в широких диапазонах магнитных полей и частот электромагнитного излучения. Константы

спин-орбитального взаимодействия были определены для серии образцов с различной концентрацией

Mg, что позволило получить зависимость константы спин-орбитального взаимодействия от двумерной

плотности электронов n. Измеренная величина константы лежала в диапазоне 0.5 − 0.8 meV×Å и до-

статочно слабо зависела от n. Аппроксимация экспериментальных данных позволила определить ко-

эффициенты α0 = 0.5 мэВ × Å и γ = 0.12 эВ × Å
3
, задающие линейный и кубический по волновому

вектору вклады в спин-орбитальное взаимодействие, соответственно. Эти значения были соотнесены с

результатами, полученными другими научными группами.

DOI: 10.31857/S1234567823090082, EDN: bpmosq

Взаимодействие между спиновой степенью сво-
боды и орбитальным движением электрона играет
ключевую роль в современной спиновой физике кон-
денсированного состояния. Действительно, оно ле-
жит в основе целого ряда нетривиальных фундамен-
тальных явлений, таких как спиновый и аномаль-
ный [1, 2] эффекты Холла, топологические изоля-
торы [3], фермионы Майорана [4]. С прикладной
точки зрения, взаимодействие такого типа опреде-
ляет релаксацию неравновесной спиновой поляриза-
ции [5] и может быть использовано для управле-
ния спиновыми состояниями носителя заряда [6]. Та-
ким образом, изучение спин-орбитального взаимо-
действия в различных материальных системах яв-
ляется крайне важной научной задачей, на решение
которой направлено большое количество как теоре-
тических, так и экспериментальных исследований.

В рамках настоящей работы было проведе-
но подробное исследование спин-орбитального
взаимодействия в различных гетеропереходах
ZnO/MgxZn1−xO, содержащих двумерную элек-
тронную систему. Подчеркнем, что такие структуры
имеют целый ряд уникальных характеристик. С
прикладной точки зрения, предсказанное в работе [7]
слабое спин-орбитальное взаимодействие, а также

1)e-mail: akhisameeva@issp.ac.ru

малая природная концентрация атомов Zn, O и Mg с
ненулевым ядерным спином [8] должны приводить к
длинному времени спиновой когерентности в подоб-
ных структурах [9], что крайне важно в устройствах
квантового спинового транспорта [6]. Кроме того,
гетеропереходы ZnO/MgZnO также представляют
интерес в таких направлениях как транзисторы с
высокой подвижностью электронов (HEMT) [10, 11]
и в оптоэлектронных устройствах [12, 13]. С дру-
гой стороны, рассматриваемая двумерная система
характеризуется большой величиной эффективной
массы двумерных электронов (m = 0.33m0) [14, 15],
что приводит к доминированию характерной энер-
гии Кулоновского взаимодействия по отношению к
энергии Ферми. Это открывает возможность для
исследования новых фундаментальных физиче-
ских явлений, обусловленных сильным электрон-
электронным взаимодействием 16–22], в том числе и
в области физики спина.

Полупроводник ZnO в исследованных гетеропе-
реходах имел структуру вюрцита, которая характе-
ризуется отсутствием центра инверсии даже в объ-
емном материале. Наличие оси симметрии высокого
порядка, совпадающее с осью роста гетерострукту-
ры, задает гамильтониан спин-орбитального взаимо-
действия в виде:

HSO = α(σ × k)n. (1)
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Здесь σ обозначает матрицы Паули, а k и n

представляют собой электронный волновой вектор
и единичный вектор, направленный вдоль направ-
ления гексагональной оси, соответственно. Коэффи-
циент α является четной функцией волнового век-
тора и в первом приближении является константой.
Величина α и ее зависимость от волнового векто-
ра были получены теоретически в работах [7, 23–25].
Экспериментально значения α в ZnO/MgZnO гете-
ропереходах были определены по биениям осцилля-
ций Шубникова–де Гааза в малых магнитных по-
лях в работе [26] для разных концентраций Mg и,
как следствие, электронных плотностей в системе.
Отметим, что такая методика, как правило, дает
завышенные значения констант α [27]. Такая осо-
бенность методики может быть связана со значи-
тельным влиянием неоднородности в электронной
системе, что продемонстрировано на примере InAs-
квантовых ям в работе [28]. Отметим, что даже са-
мые чистые двумерные электронные системы, вы-
ращенные на основе GaAs, характеризуются про-
странственной неоднородностью плотности электро-
нов в несколько процентов [29]. С другой стороны,
сильное электрон-электронное взаимодействие ока-
зывает существенное влияние на транспортные свой-
ства подобных структур в области малых магнит-
ных полей [30, 31]. Например, оно приводит к пе-
ренормировке зонных параметров и, как следствие,
к значительному уменьшению энергии Ферми в та-
ких структурах [16]. При этом, биения осцилля-
ций Шубникова–де Гааза, обусловленные спин- орби-
тальным взаимодействием, должны, вероятно, стать
существенно более выраженными. В работе [32] вели-
чина α извлекалась из анализа одночастичного спи-
нового расщепления, измеренного методикой элек-
тронного спинового резонанса в области магнитных
полей до 1.5 Тл. При этом исследование проводи-
лось на единственной гетероструктуре с фиксирован-
ной электронной концентрацией. Отметим, что полу-
чившееся значение оказалось в несколько раз мень-
ше, чем полученное при исследовании биений осцил-
ляций Шубникова–де Гааза. Анализ эффекта сла-
бой антилокализации позволил получить параметр
α для трехмерной легированной Al пленки ZnO с
очень высокой электронной плотностью [33]. Таким
образом, несмотря на такие многообещающие свой-
ства и повышенный интерес к ZnO/MgxZn1−xO гете-
роструктурам, систематическое исследования спин-
орбитального взаимодействия в подобных системах
до сих пор не было проведено, а значения получаю-
щихся на эксперименте констант спин-орбитального
взаимодействия в различных работах [26, 32, 33] раз-

личаются почти на порядок. Это обстоятельство под-
черкивает принципиальную важность исследований,
представленных в настоящей работе.

Исследования проводились на гетероструктурах
ZnO/MgZnO, выращенных методом молекулярно-
лучевой эпитаксии. Высококачественная двумерная
система (ДЭС) в таких структурах формируется из-
за скачка в спонтанной поляризации ∆P на границе
раздела между ZnO и MgxZn1−xO, который приво-
дит к наклону энергетических зон [34–36]. Величина
скачка спонтанной поляризации ∆P и, следователь-
но, концентрации электронов n в ДЭС, зависит от до-
ли магния x в структуре MgxZn1−xO [37]. При этом
плотность электронов в двумерном канале варьиро-
валась в широком диапазоне от 1.5 × 1011 см−2 до
10.2×1011 см−2, а типичные низкотемпературные по-
движности µ были порядка 105 см2/Вс. На образцах
методом стандартной фотолитографии формировал-
ся диск Корбино. Контакт к двумерной электрон-
ной системе создавался посредством термического
напыления слоев золота Au и титана Ti. Держатель
с образцом помещался в полутораградусную каме-
ру криостата, что позволяло проводить измерения
при температуре T = 1.5К. Эксперименты проводи-
лись в магнитном поле до 10Tл, ориентированном
перпендикулярно плоскости двумерной электронной
системы.

В качестве основного экспериментального подхо-
да был выбран метод детектирования электронно-
го спинового резонанса по сопротивлению двумерной
электронной системы [38], который для систем с ма-
лым количеством спинов имеет огромное преимуще-
ство в чувствительности в сравнении с обычными ме-
тодами исследования. Дело в том, что транспортные
свойства двумерного канала крайне чувствительны
к поглощению электромагнитного излучения в ре-
жиме квантового эффекта Холла. При этом спино-
вый резонанс проявляет себя как пик в сопротив-
лении образца. Более подробно об эксперименталь-
ной технике можно прочитать в наших предыдущих
работах [39, 40]. Отметим здесь основные момен-
ты. Для улучшения соотношения сигнал/шум вместо
прямого измерения кондактанса в геометрии Кор-
бино использовалась стандартная техника двойного
синхронного детектирования. По образцу пропускал-
ся переменный ток I = 0.1мкА с частотой моду-
ляции 1.5 кГц, первый синхронный детектор изме-
рял сигнал, обратно пропорциональный кондактан-
су 1/σxx образца, а второй был настроен на часто-
ту амплитудной модуляции микроволнового излуче-
ния fmod ∼ 30Гц и измерял изменение величины
1/σxx. Микроволновое излучение F = 15−140ГГц
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передавалось к образцу через сверхразмерный вол-
новод. Источником излучения выступал генератор
KU-диапазона и сопряженные с ним блоки умно-
жения частоты с выходной мощностью в диапазоне
1−4мВт. В ходе измерений фиксировалась частота
падающего микроволнового излучения F , падающе-
го на образец, и с разворотом магнитного поля B

спиновый резонанс наблюдался как пик в изменении
σxx. Магнитное поле при проведении спектроскопии
спинового резонанса достигало 5 Tл. На вставке к
рис. 1 изображена схема измерения кондактанса дис-
ка Корбино.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Зависимость проводимости

диска Корбино σ от магнитного поля B для гетеро-

структуры ZnO/MgZnO c плотностью двумерных элек-

тронов n = 6.5 × 1011 см−2 и подвижностью µ = 160 ×

103 см2/Вс, полученная при температуре T = 1.5 К.

Отмечены несколько первых факторов заполнения ν.

На вставке к рисунку изображена экспериментальная

схема измерения кондактанса образца, изготовленного

в виде диска Корбино.

Типичная зависимость магнитопроводимости σxx
диска Корбино показана на рис. 1 для образца c плот-
ностью двумерных электронов n = 6.5 × 1011 см−2 и
подвижностью µ = 160×103 см2/Вс, полученная при
температуре T = 1.5 К. На графике рис. 1 наблюда-
ются хорошо различимые осцилляции Шубникова–
де Гааза, а также отмечены несколько факторов
заполнения ν. Отметим, что биения осцилляций
Шубникова-де Гааза в рамках наших экспериментов
не наблюдались. Вероятно, это связано с существен-
но более высокой температурой в сравнении с рабо-
той [26].

Методика определения константы спин-орбиталь-
ного взаимодействия по модификации одночастично-
го спинового расщепления в режиме квантового эф-
фекта Холла основывается на том, что в случае кван-
тующих магнитных полей, спин-орбитальное взаимо-
действие перемешивает уровни Ландау с разными
номерами и проекциями спина. При этом происхо-
дит модификация g-фактора электрона. В присут-
ствие спин-орбитального взаимодействие типа Раш-
бы ĤSO = α(σ̂xky − σ̂ykx) поправка к фактору Лан-
де может быть вычислена во втором порядке теории
возмущений, и непосредственно в нечетном факторе
заполнения ν = 2N + 1 дается следующим образом:

g∗ − g∗0 =
4α2m2

0ν
2

π~4n(2m0/m∗ − g∗0)
∼ α2ν2. (2)

Таким образом, поправка к g-фактору линейно
зависит от квадрата фактора заполнения, а из на-
клона зависимости можно извлечь α. На экспери-
менте эффективный g∗-фактор электрона извлека-
ется с очень высокой точностью из положения спи-
нового резонанса по магнитному полю B при фикси-
рованной частоте микроволнового излучения F как
g = hF/µBB, где h – постоянная Планка, а µB –
магнетон Бора. На вставке к рис. 2 продемонстри-
рована типичная линия спинового резонанса вблизи
фактора заполнения ν = 7 при частоте микровол-
нового излучения F = 103ГГц для гетерострукту-
ры ZnO/MgZnO c плотностью двумерных электро-
нов n = 6.5 × 1011 см−2 и подвижностью µ = 160 ×
×103 см2/Вс, полученная при температуре T = 1.5К.

На рисунке 2 показаны экспериментальные зави-
симости g-фактора от величины ν2 для всех образ-
цов. При этом символы обозначают эксперименталь-
ные данные, а сплошная линия представляет собой
линейную аппроксимацию. Вблизи каждого набора
точек указана электронная плотность n. Подчерк-
нем, что аппроксимации осуществлялись с исполь-
зованием единственного подгоночного параметра –
константы спин-орбитального взаимодействия α для
соответствующей n – и при этом хорошо согласу-
ются с полученными экспериментальными данными.
Определенные таким образом значения константы
спин-орбитального взаимодействия лежат в диапа-
зоне от 0.5 до 0.8 мэВ · Å и демонстрируют относи-
тельно слабую зависимость от электронной плотно-
сти и концентрации Mg в барьерных слоях, представ-
ленную на рис. 3a.

Эта зависимость может быть объяснена при уче-
те зависимости величины α от волнового вектора.
При этом в полном гамильтониане спин-орбитально-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость электронного g∗-

фактора от величины ν2 для всех исследуемых струк-

тур, с указанием соответствующих значений плотности

двумерных электронов. Вставка: типичная линия спи-

нового резонанса вблизи фактора заполнения ν = 7

при частоте микроволнового излучения F = 103ГГц

для гетероструктуры ZnO/MgZnO c плотностью дву-

мерных электронов n = 6.5 × 1011 см−2 и подвижно-

стью µ = 160 × 103 см2/Вс. Температура эксперимента

T = 1.5К

го взаимодействия возникают кубические по волно-
вому вектору слагаемые, имеющие вид [24]:

HDSO = γ(bk2z − k2||)(σ̂xky − σ̂ykx), (3)

где γ представляет собой константу взаимодействия
Дрессельхауза, и параметр b равен величине 3.85

для вюрцитных материалов. В ведущем порядке по
γ, учет такого взаимодействия приводит к следу-
ющей модификации эффективной константы спин-
орбитального взаимодействия:

α− α0 = γ
(

b
〈

k̂2z

〉

− 2πn
)

. (4)

Здесь коэффициенты α0 и γ, фактически, задают ли-
нейный и кубический по волновому вектору вклады
в спин-орбитальное взаимодействие, соответственно.
При изучаемых в настоящей работе концентрациях
был заполнен только нижний уровень поперечного
квантования, по волновой функции которого и вы-

числялось среднее значение
〈

k̂2z

〉

.

Волновая функция поперечного квантования вы-
числялась в приближении Хартри путем численного
решения уравнения Шредингера

− ~
2

2m∗Ψ
′′(z) + [U0θ(−z)− eΦ(z)]Ψ(z) = EΨ(z), (5)

Рис. 3. (Цветной онлайн) Экспериментально получен-

ные значения коэффициента Рашбы α. (a) – Зависи-

мость α от двумерной плотности электронов. Синие

пустые круги – экспериментальные данные, получен-

ные в рамках настоящей работы. Красный заполнен-

ный круг – значение, полученное в работе [32]. Сплош-

ной линией показана теоретическая подгонка α соглас-

но формуле (4). Вставка: красная и красная пунк-

тирная линии – квадрат волновой функции и энер-

гия нижайшего уровня размерного квантования, соот-

ветственно. Черная и черная штриховая линии – про-

филь потенциальной ямы с учетом и без учета само-

согласования. Данные приведены для гетерострукту-

ры ZnO/MgZnO c плотностью двумерных электронов

n = 6.5 × 1011 см−2. (b) – Зависимость α от параметра
(

b
〈

k̂2
z

〉

− 2πn
)

. Сплошной линией показана линейная

аппроксимация зависимости согласно формуле (4). Из

наклона прямой и ее пересечения с осью ординат опре-

делены константы α0 и γ, указанные на рисунке

где потенциальный скачок U0 связан с зависимо-
стью скачка зоны проводимости от концентрации
Mg, а электростатический потенциал самосогласо-
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ванным образом определяется из решения уравнения
Пуассона:

− Φ′′(z) =
4πen

ε

(

δ(z)− |Ψ(z)|2
)

. (6)

Первый член в правой части уравнения описыва-
ет заряды, возникающие на гетеропереходе за счет
скачка поляризации с последующей зарядовой ком-
пенсацией [37], и такой его вид связан с электроней-
тральностью перехода. Величина диэлектрической
проницаемости составляла ε ≈ 8.5. Результат само-
согласованного вычисления для концентрации n =

6.5× 1011 см−2 изображен на вставке к рис. 3a.
Отметим, что из размерных соображений соотно-

шение между двумя вкладами в (4) может быть оце-
нено как:

b
〈

k̂2z

〉

2πn
≃ bcr2/3s (7)

где безразмерная константа c определяется конкрет-
ным видом профиля волновой функции, а параметр
Вигнера–Зейца дается формулой rs = ~

2ε/m∗e2
√
πn.

В интересующих нас диапазоне параметров, эта кон-
станта слабо зависела от концентрации и лежала в
диапазоне от 5 до 6, а значения rs оказывались до-
статочно большими. Как следствие, при столь низ-
ких концентрациях, основной вклад в поправку эф-
фективной константы спин-орбитального взаимодей-
ствия (4) определяется именно первым членом.

Используя результаты самосогласованного расче-
та формы квантовой ямы, можно построить зависи-
мость константы спин-орбитального взаимодействия

от параметра b
〈

k̂2z

〉

− 2πn. Построенные таким об-
разом экспериментальные данные продемонстриро-
ваны на рис. 3b. Хорошо видно, что получившаяся
зависимость неплохо ложится на прямую. При этом
по наклону линии можно вычислить коэффициент

γ ≈ 0.12 ± 0.04 эВ × Å
3
, а по пересечению пря-

мой с осью ординат можно извлечь значение α0 ≈
≈ 0.5± 0.05 мэВ × Å.

Сравним полученные экспериментально значения
с результатами других научных групп. На рисун-
ке 3a показана зависимость α от двумерной плотно-
сти электронов. Синие пустые круги представляют
собой экспериментальные данные, измеренные в рам-
ках настоящей работы, а красная линия – аппрок-
симация согласно формуле (4). Величина α, полу-
ченная в работе [32] по зависимости одночастично-
го спинового расщепления от магнитного поля в об-
ласти малых полей, обозначена красным заполнен-
ным кругом. Эта точка хорошо согласуется с наши-
ми экспериментальными результатами. Рассмотрим
теперь работу [33]. В ней величина α = 4.4мэВ × Å

была получена из анализа эффекта слабой антилока-
лизации для трехмерной легированной пленки ZnO.
На первый взгляд, это значение не сходится с по-
лученными нами результатами, так как превосходит
их практически на порядок. Однако, если, исполь-

зуя параметры γ ≈ 0.12 эВ× Å
3

и α0 ≈ 0.5 мэВ × Å,
рассчитать константу спин-орбитального взаимодей-
ствия для такой структуры с учетом трехмерной кон-
центрации электронов в слое ZnO n = 1.8×1020 см−3,
получившееся значение α будет равно 4.2мэВ×Å, что
хорошо согласуется с приведенной выше величиной
в 4.4мэВ× Å. Отметим, что гораздо худшее согласие
наблюдается при сравнении наших данных с резуль-
татами [26] анализа биений осцилляций Шубникова–
де Гааза в малых магнитных полях. Хотя величи-
ны α0 хорошо согласуется (0.5мэВ × Å в [26]), вели-
чина γ, полученная нами оказывается сильно мень-
шей значения γ ≈ 0.62 эВ × Å

3
, приведенного в

указанной выше работе. Вероятно, указанная расхо-
димость является проявлением сильного электрон-
электронного взаимодействия [30, 31] свойственного
двумерным электронным системам на базе ZnO.

В заключение, было проведено подробное иссле-
дование спин-орбитального взаимодействия в дву-
мерной электронной системе на основе высокока-
чественных гетеропереходов ZnO/MgxZn1−xO по-
средством методики электронного спинового резо-
нанса. По модификации величины одночастичного
g-фактора, обусловленной спин-орбитальным взаи-
модействием в режиме квантового Холла, были уста-
новлены константы спин-орбитального взаимодей-
ствия α для серии образцов с различной концен-
трацией Mg и, как следствие, двумерной электрон-
ной плотностью. Экспериментальные данные про-
демонстрировали, что величина константы спин-
орбитального взаимодействия лежит в диапазоне
0.5−0.8мэВ×Å. Аппроксимация полученных резуль-
татов позволила определить коэффициенты α0 =

= 0.5мэВ×Å и γ = 0.12 эВ×Å
3
, задающие линейный

и кубический по волновому вектору вклады в спин-
орбитальное взаимодействие, соответственно.

Работа была выполнена при поддержке Россий-
ского научного фонда (грант # 20-72-10097).
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Due to the necessity for sustainable energy sources,
numerous energy conversion technologies have recently
been the subject of in-depth research. The transforma-
tion of waste heat into productive energy sources have
stimulated interest in thermoelectric materials. A fig-
ure of merit (ZT) can be used to assess a material
suitability for use in thermoelectric (TE) devices ex-
pressed as ZT =S2σT/κ, where S, σ, T , and κ stand
for Seebeck coefficient, electrical conductivity, temper-
ature, and thermal conductivity, respectively [1, 2]. ZT
must have a considerable power factor (PF) (S2σ) and
minimal thermal conductivity (κ) for the best perfor-
mance. The analysis of these material transport proper-
ties was therefore the focus of various theoretical and ex-
perimental studies. Using the first principle computing,
numerous groups have described the optoelectronic and
transport properties of the non-magnetic half heuslers
(HHs). Those with eight-valence electrons are expected
to have semiconductor properties. Such HHs may have
a wide bandgap dependent on the constituent atoms
[3, 4]. Zhang et al. recently studied a number of HHs
such as CuLiS, KZnS, KBeN, KBaSb, LiMgSb, KInSn
including NaCaSb and KCaSb promising for energy har-
vesting application [5]. P. S. Kacimi et al. explored HHs
of type I-II-V and I-III-IV were specifically, their struc-
tural, optoelectronic, and transport properties [6]. The
outcomes mentioned above inspired us to study further
HH compounds. Here, we use first principles simula-
tions to investigate the structural, electrical, elastic, op-
tical, and thermoelectric features of NaCaSb and KCaSb
HH compounds. The findings of this study ought to be
beneficial for future theoretical and experimental re-
search on HHs. The HHs are found to crystallize in
the non-centrosymmetric cubic space group 216, F-43m.
To establish if the examined HHs are dynamically sta-
ble, we look at the phonon dispersion. The lack of any
negative (imaginary) frequencies in the phonon disper-

1)e-mail: debidatta95@yahoo.com; sanat_aphy@yahoo.co.in

sion curves indicates the dynamic stability of the in-
vestigated HHs. We estimated the band structures of
NaCaSb and KCaSb in order to examine and demon-
strate the applicability of the considered compounds
for electrical devices. The computed band gap is ob-
served to be indirect for NaCaSb and equals 0.55 and
1.27 eV for generalized gradient approximation (GGA)
and modified Becke–Johnson (mBJ) approximation re-
spectively. For KCaSb the computed bandgap is found
to be direct and equals 0.49 and 1.23 eV for GGA and
mBJ approximation respectively. The variation of the
extinction coefficient, k(ω), in relation to photon energy
is investigated. The graph indicates that oscillations are
initially undetectable, but as photon energy increases,
oscillations can be seen in the visible spectrum. Good
absorption spectra facilitate application of the investi-
gated NaCaSb and KCaSb in optoelectronics devices.

For the optimal thermoelectric performance, the See-
beck coefficient must be high. For p-type materials, S is
positive, for n-type materials, S is negative. Figure 1a
represents the variation of S with temperature suggest-
ing p-type behavior with a positive Seebeck coefficient.
The magnitude of σ/τ is increasing with temperature
reflecting typical semiconducting characteristics as rep-
resented in Fig. 1b. The high electrical conductivity of
KCaSb is due to the high density of charge carriers. The
σ/κ value is found to be in the range of 10−5 indicat-
ing better electrical conductivity and less thermal con-
ductivity [7]. The PF, which is a function of electrical
conductivity, can be used to estimate a thermoelectric
efficiency. The computed PF is shown in Fig. 11d of the
main text: for NaCaSb and KCaSb, the obtained PF at
900 K is 2.9×1011 W/K2ms and 7.1×1011 W/K2ms, re-
spectively. We conclude, the compounds can be used in
thermoelectric devices because of the high-power factor
at high temperatures.

This is an excerpt of the article “Insight to struc-
tural, electronic, optical and thermoelectric properties
of NaCaSb and KCaSb half Heusler compounds: A DFT
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Fig. 1. (Colored online) Computed (a) – Seebeck coefficient S, (b) – electrical conductivity σ/τ , (c) – thermal conductivity

κ/τ , and (d) – PF S2σ/τ for NaCaSb and KCaSb

approach”. Full text of the paper is published in JETP
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Спиновые свойства дихалькогенидов переходных металлов представляют интерес для применений

в спинтронике. Нами были обнаружены анизотропные спектры ЭПР в монокристалле WS2, индуциро-

ванные оптическим возбуждением. Сделано предположение, что эти спектры принадлежат локализо-

ванным носителям вблизи валентной зоны и отражают особенности 5d оболочки кристалла. Показано,

что g-фактор для перпендикулярной ориентации магнитного поля относительно аксиальной оси сим-

метрии кристалла (магнитное поле ориентировано в плоскости слоя) больше, чем для параллельной

ориентации магнитного поля (перпендикулярно плоскости слоя), что может дать информацию о типе

5d функции. Наиболее вероятно, что мы имеем 5d(z2 − r2) волновую функцию, которую можно будет

связать с валентной зоной кристалла.

DOI: 10.31857/S1234567823090100, EDN: bpqafb

Двумерные материалы (2D) обладают рядом уни-
кальных свойств, делающих их привлекательными
для использования в многочисленных устройствах
микроэлектроники. Интерес к двумерным материа-
лам был привлечен в связи с активными исследова-
ниями двумерного графена [1]. Поскольку графен не
имеет запрещенной зоны, его применение в электро-
нике и оптике ограничено. На данный момент чрез-
вычайно перспективными считаются полупроводни-
ковые соединения W, Мо с серой и селеном, так
называемые дихалькогениды переходных металлов
(ДПМ) в виде, например, MoS2, WS2 из-за их особой
двумерной слоистой структуры и потенциала в каче-
стве высокоэффективных функциональных нанома-
териалов. 2D-материалы характеризуются слоистой
кристаллической структурой с прочными связями в
плоскости, где слои связаны вместе слабыми сила-
ми Ван-дер-Ваальса (vdW) [2–6]. Наличие конечной
ширины запрещенной зоны, фоточувствительность и
выдающиеся электронные и оптические свойства де-
лают их многообещающими кандидатами для опто-
электроники и наноэлектроники.

Сильное спин-орбитальное взаимодействие за
счет участия d-электронов в образовании химиче-
ских связей приводит к спиновому расщеплению
зон и делает ДПМ материалы перспективными для
применений в спинтронике [7]. Связанные спиновые

1)e-mail: batueva@mail.ioffe.ru

и долинные степени свободы в ДПМ считают-
ся многообещающей платформой для обработки
информации [8].

Серия номинально чистых объемных кристаллов
WS2 толщиной порядка сотен микрон была выраще-
на методом химического осаждения из газовой фазы
(chemical vapor deposition – CVD). Для исследования
были использованы образцы со средними размерами
примерно 2 × 2 × 0.1мм3, при этом размеры и тол-
щины образцов варьировались в разных эксперимен-
тах. Для измерений комбинационного рассеяния све-
та (КРС) и фотолюминесценции (ФЛ) использовал-
ся конфокальный микроскоп, выполненный на ба-
зе NT-MDT SI, оборудованный спектрометром SOL
Instruments и ПЗС-матрицей (CCD matrix Andor) со
спектральным диапазоном 200–1100 нм и разрешени-
ем 0.7 нм для ФЛ и 0.7 см−1 для КРС. Для сбора сиг-
нала использовался объектив микроскопа x100 с чис-
ловой апертурой NA= 0.7. Входное отверстие диа-
метром 1000 мкм обеспечивало сбор сигнала с объема
∼ 5 мкм3. В режиме регистрации спектров КРС и ФЛ
оптическое возбуждение происходило с помощью по-
лупроводникового лазера с длиной волны λ = 532 нм,
мощность возбуждения примерно 1 мВт (см. описа-
ние установки в [9]). ЭПР-исследования проводились
на линейке высокочастотных ЭПР/ОДМР спектро-
метров (94 ГГц и 130 ГГц), разработанных в ФТИ
им. А. Ф. Иоффе совместно с фирмой ДОК, не име-
ющих мировых аналогов (см. описание установки в
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Рис. 1. (Цветной онлайн) (а) – Эскиз кристаллической структуры объемного материала 2H-WS2, на вставке приведе-

ны фотографии двух из серии исследованных образцов. (b) – Экспериментальный спектр КРС, зарегистрированный

в исследуемом объемном кристалле WS2 при комнатной температуре, а также литературные данные по спектрам

КРС в материалах WS2 [12]. (c) – Спектр ФЛ, зарегистрированный в исследуемом объемном кристалле WS2 при

возбуждении лазером с длиной волны 532 нм при комнатной температуре. Внизу показаны литературные данные по

типичным спектрам ФЛ в объемном материале и в однослойном материале WS2 [13]. Справа условно показаны фраг-

менты верхней части валентной зоны и нижней части зоны проводимости для объемного материала (красные линии)

и однослойного материала (синие пунктирные линии)

[10, 11]). Использовалась магнитооптическая система
с криостатом замкнутого типа, позволяющая изме-
нять магнитное поле в диапазоне от −7Тл до +7Тл
с плавным переходом через нулевое значение, диапа-
зон температур 1.5–300 К.

На рисунке 1а представлен эскиз кристалличе-
ской структуры объемного материала 2H-WS2, ука-
заны основные расстояния между атомами и меж-
слоевое расстояние 0.618 нм, на вставке приведены
фотографии двух из серии исследованных образ-
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цов. КРС и ФЛ являются мощными и неинвазив-
ными инструментами для изучения полупроводнико-
вых ДПМ. На рисунке 1b показан эксперименталь-
ный спектр КРС, зарегистрированный в исследуе-
мом объемном кристалле WS2 при комнатной темпе-
ратуре. Также для сравнения приведены литератур-
ные данные по спектрам КРС в материалах WS2 [12].
Видно, что спектры КРС в настоящем эксперимен-
те и приведенные литературные данные свидетель-
ствуют о достаточно высоком качестве исследуемо-
го нами материала. Об этом свидетельствуют также
экспериментальные данные, полученные в результа-
те исследования ФЛ объемного кристалла WS2 с ис-
пользованием конфокальной оптики. Спектр ФЛ, за-
регистрированный в исследуемом объемном кристал-
ле WS2 при возбуждении лазером с длиной волны
532 нм при комнатной температуре, представлен на
рис. 1c. Внизу на рис. 1c показаны типичные спектры
ФЛ в объемном материале и в однослойном матери-
але WS2, взятые из литературных данных [13], ко-
торые демонстрируют наличие основных линий ФЛ
для этого материала в наших спектрах. Справа на
рис. 1c условно приведены фрагменты верхней части
валентной зоны (VB) и нижней части зоны проводи-
мости (CB) для объемного материала WS2 (красные
линии) и однослойного материала WS2 (синие пунк-
тирный линии). Соответственно, стрелками указан
непрямой переход для объемного материала и пря-
мой переход для однослойного материала.

Следует отметить, что для калибровки интен-
сивности ФЛ на нашем конфокальном микроскопе
также исследовались однослойные образцы ДПМ.
В результате унификации параметров эксперимен-
та (мощность лазера, диаметр точечной диафрагмы
конфокальной системы (пинхол), время накопления
сигнала) показано, что интенсивность ФЛ в объем-
ном материале примерно на 4–5 порядков меньше ин-
тенсивности ФЛ в однослойном материале. Это есте-
ственный результат зонной структуры объемного и
однослойного материала WS2 (см. рис. 1с).

На рисунке 2a представлена ориентационная за-
висимость спектров ЭПР, состоящих из трех линий
разной интенсивности, индуцированных оптическим
облучением (фото-ЭПР), зарегистрированная в диа-
пазоне 94 ГГц при температуре 5 К. Без воздействия
света сигналы ЭПР в указанной области магнитных
полей не наблюдались.

Спектры ЭПР описываются спиновым гамильто-
нианом, отражающим электронное зеемановское вза-
имодействие для парамагнитного центра с аксиаль-
ной симметрией в магнитном поле [14]

Ĥ = µBB ·g · Ŝ = µB[g‖BzŜz+g⊥(BxŜx+ByŜy)]. (1)

Здесь Ŝ – оператор спина электрона с S = 1/2,
g‖ и g⊥ – компоненты анизотропного электронного
g-фактора, µB – магнетон Бора.

Пунктирными линиями показаны симулирован-
ные зависимости, рассчитанные по формуле g2 =

= g2‖ cos
2 θ + g2⊥ sin2 θ, где θ представляет собой угол

между направлением магнитного поля и аксиаль-
ной осью c, которая перпендикулярна плоскости кри-
сталла. Для перпендикулярной ориентации магнит-
ного поля относительно оси c (θ = 90◦, B ⊥ c),
g-факторы для всех трех линий (g⊥) совпадают в
пределах точности эксперимента: g⊥ = 2.698. Ин-
тенсивность линий ЭПР падает с отклонением уг-
ла θ от перпендикулярного направления, при этом
линии практически исчезают при отклонениях угла
от θ = 90◦ больше 40 градусов, поэтому g-факторы
для θ = 0◦ g‖ рассчитывались по приведенной вы-
ше формуле: g‖1 = 2.181 (для интенсивной линии),
g‖2 = 2.124 (для менее интенсивной линии). Анало-
гичные ориентационные зависимости трех сигналов
ЭПР наблюдались при повороте кристалла в плос-
кости, перпендикулярной оси c, что свидетельствует
об отсутствии более низкой симметрии парамагнит-
ного центра. Можно привести несколько аргументов
о причинах расщепления линий ЭПР. Самый про-
стой, это наличие некоторого несовершенства кри-
сталла, что приводит к незначительному расслоению
материала (менее 1 градуса). Также нельзя исклю-
чить наличие нескольких политипов материала, так
как известно, что в зависимости от компоновки сло-
ев могут быть реализованы три структурные фазы
WS2, включающие политипы 2H, 3R и 1T [15]. Мы
также зарегистрировали ориентационные зависимо-
сти сигналов фото-ЭПР в диапазоне 130 ГГц, и по-
лучили подобные параметры спектров ЭПР, т.е. спи-
новый гамильтониан (1) со спином S = 1/2 опи-
сывает результаты экспериментов в обоих диапазо-
нах. На вставке рис. 2a представлен фрагмент ори-
ентационной зависимости спектра фото-ЭПР, заре-
гистрированного в диапазоне 130 ГГц при темпера-
туре 5 К. Спектры регистрируются при одинаковых
условиях простой заменой микроволнового блока.
Отношение магнитных полей, например, для сигна-
лов ЭПР в перпендикулярной ориентации магнитно-
го поля 3.44 Тл на частоте 130 ГГц и 2.49 Тл на час-
тоте 94 ГГц равно 1.38, что соответствует отношению
рабочих частот, исключая при этом наличие возмож-
ных дополнительных взаимодействий, влияющих на
расщепление зеемановских уровней.

На рисунке 2b приведена экспериментальная
зависимость падения интенсивности сигнала ЭПР
от времени после выключения лазера в результате

Письма в ЖЭТФ том 117 вып. 9 – 10 2023



700 Р. А. Бабунц, А. В. Батуева, А. С. Гурин и др.

Рис. 2. (Цветной онлайн) (a) – Ориентационная зависимость спектров ЭПР, состоящих из трех линий разной интенсив-

ности, индуцированных оптическим облучением (фото-ЭПР), зарегистрированная в диапазоне 94 ГГц при температу-

ре 5К. Правая шкала представляет собой угол между направлением магнитного поля и аксиальной осью c, которая

перпендикулярна плоскости кристалла. На вставке представлен фрагмент ориентационной зависимости спектра фото-

ЭПР, зарегистрированного в диапазоне 130 ГГц при температуре 5 К. (b) – Экспериментальная зависимость падения

интенсивности сигнала ЭПР после выключения лазера в результате рекомбинации созданных светом электронно-

дырочных пар. Красным цветом показана зависимость интенсивности сигнала ЭПР от времени после выключения

лазера, полученная в соответствие с эмпирическим уравнением Беккереля. (с) – Температурная зависимость интен-

сивности сигнала фото-ЭПР при непрерывном облучении лазером. Красной пунктирной линией приведена симулиро-

ванная зависимость от температуры, близкая к гиперболической кривой в соответствии с законом Кюри

рекомбинации созданных светом электронно-
дырочных пар. Красным цветом показана зависи-

мость интенсивности сигнала ЭПР от времени после
выключения лазера, полученная в соответствие
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с эмпирическим уравнением Беккереля I = atb.
Рассчитанный коэффициент b в формуле (2) для
гиперболического участка кривой равен −0.4. По
уравнению Беккереля описывается рекомбинаци-
онная люминесценция, и в общем случае спад
интенсивности соответствует кинетике второго
порядка. Мы используем это уравнение для описа-
ния рекомбинации долгоживущих парамагнитных
центров, образовавшихся под действием лазерного
излучения и регистрируемых по сигналу ЭПР. Дроб-
ный порядок, полученный экспериментально, может
быть связан как с особенностями диффузии фото-
возбужденных центров, так и с наличием нескольких
центров или нескольких каналов рекомбинации.

На рисунке 2с показана температурная зависи-
мость интенсивности сигнала фото-ЭПР при непре-
рывном облучении лазером. Красной пунктирной ли-
нией показана симулированная зависимость интен-
сивности (I) от температуры, близкая к гиперболи-
ческой кривой в соответствии с законом Кюри, т.е.
I ∝ T−1.

Анизотропия g-фактора непосредственно связа-
на со спин-орбитальным взаимодействием, которое
представляется гигантским в случае тяжелого эле-
мента, такого как вольфрам W. Следует отметить,
что основными объектами для ЭПР исследований яв-
ляются переходные элементы [16], поэтому исследо-
вания кристаллов, зонная структура которых фор-
мируется переходными элементами и которые не яв-
ляются магнитными материалами (то есть электрон-
ные оболочки замкнуты), представляет особый инте-
рес. Межзонное оптическое возбуждение приводит к
образованию электронно-дырочных пар, которые яв-
ляются парамагнитными.

При аксиальной симметрии реализуется формула
для величины g-фактора в зависимости от угла меж-
ду направлением магнитного поля и осью парамаг-
нитного центра в случае, если нижнее энергетическое
состояние является орбитальным синглетом, и в ре-
зультате в основном состоянии происходит эффект
“замораживания орбитального момента” [14, 16]

gzz = gs + 2λΛzz = gs − 2λ
∑

n

′ 〈0|L̂x|n〉〈n|L̂z|0〉
E

(0)
n − E

(0)
0

= gs,

gxx = gs + 2λΛxx =

= gs − 2λ
∑

n

′ 〈0|L̂x|n〉〈n|L̂x|0〉
E

(0)
n − E

(0)
0

= gs −
2λ

δ
,

Λij = −
∑

n

′ 〈0|L̂i|n〉〈n|L̂j |0〉
E

(0)
n − E

(0)
0

. (2)

Здесь gs = 2.0023, λ – константа спин-орбитального
взаимодействия, δ – средняя величина расщепления
между энергетическими уровнями основного и воз-
бужденных [E

(0)
n ] состояний в кристаллическом по-

ле. Этот результат был получен путем представления
оператора орбитального момента L в виде повышаю-
щего и понижающего операторов для конкретных d
волновых функций данной задачи. Результатом ка-
чественного рассмотрения выражения (2) является
появление анизотропного g-фактора с различными
компонентами для параллельного и перпендикуляр-
ного направлений магнитного поля по отношению к
аксиальной оси симметрии, величина которых зави-
сит от вклада орбитального момента для возбужден-
ного состояния

g‖ = gs; g⊥ = gs − 2λ/δ.

Следует отметить, что для свободных ионов с d
электронами константа спин-орбитального взаимо-
действия λ > 0, если d-оболочка заполнена менее чем
на половину, и λ < 0, если d оболочка заполнена бо-
лее чем на половину. От величины и знака констан-
ты спин-орбитального взаимодействия в кристалле
WS2, которые отличаются от значений для свобод-
ного иона, зависит соотношение между g⊥ и g‖. В
наших экспериментах g⊥ > g‖, что может быть объ-
ектом теоретического рассмотрения свойств локали-
зованной дырки вблизи потолка валентной зоны.

На рисунке 3 показана условная энергетическая
диаграмма объемного кристалла 2H-WS2. Показан
процесс фотопоглощения для генерации фотоэлек-
тронов в зоне проводимости и фотодырок в валент-
ной зоне 2H-WS2. Две стрелки на 5d-орбиталях в ва-
лентной зоне представляют исходные 5d-электроны
на атоме W. Схема на рис. 3 является условной мо-
дификацией схемы, представленной для 2H-MoS2 в
работе [17]. Справа на рис. 3 показан переход одного
электрона в зону проводимости и соответствующий
сигнал ЭПР от оставшейся дырки в валентной зоне.
Далее при выключении света происходит рекомбина-
ция электронно-дырочной пары в течение несколь-
ких минут и сигнал ЭПР исчезает. Сигнал ЭПР для
центра в зоне проводимости пока не обнаружен, воз-
можно в связи с сильной делокализацией электрона
в зоне проводимости.

Как показано на рис. 3, 2H-WS2 имеет симметрию
D3h, а его кристаллическое поле расщепляет пять ор-
биталей W 5d на три группы: орбиталь 5d(z2 − r2),
которая является наиболее стабильной из всех, за ко-
торыми следуют две вырожденные орбитали 5d(xz)

и 5d(yz) и две вырожденные орбитали 5d(x2 − y2) и
5d(xy) (по аналогии со схемой, представленной для
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Условная энергетическая диаграмма для объемного кристалла 2H-WS2. Показан процесс фо-

топоглощения для генерации фотоэлектронов в зоне проводимости (CB) и фотодырок в валентной зоне (VB) 2H-WS2.

Стрелки на 5d-орбиталях представляют исходные два 5d-электрона на атоме W. Справа на рисунке показан переход

одного электрона в зону проводимости и соответствующий сигнал ЭПР от оставшейся дырки в валентной зоне. Далее

при выключении света происходит рекомбинация электронно-дырочной пары в течение нескольких минут, и сигнал

ЭПР исчезает

MoS2 [17]. Ион W находится в степени окисления +4

и имеет два 5d-электрона, оба из которых находятся
на нижних уровнях 5d(z2− r2) и оставляют пустыми
5d-орбитали с более высокой энергией. Полное запол-
нение 5d(z2 − r2), которое соответствует валентной
зоне в его электронной зонной структуре, делает 2H-
WS2 полупроводниковым материалом.

Расчеты с использованием теории функционала
плотности (density functional theory – DFT) [18] пока-
зывают, что валентная зона в Γ точке WS2 происхо-
дит в основном от орбиталей 5d(z2−r2) вольфрама W
и 3p(z) серы S. По мере увеличения толщины ДПМ
от одиночного слоя к объемному материалу взаимо-
действие между пакетированными слоями WS2 сна-
чала приводит к появлению последовательности по-
лос вблизи потолка валентной зоны. В результате в
объемном материале эти подполосы сливаются в объ-
емную полосу (см. рис. 3). Поскольку максимум ва-
лентной зоны расположен в точке Γ в объемном ма-
териале, расстояние и эффективная дырочная масса

этой последовательности полос важны для определе-
ния общих электронных свойств слоистого WS2.

Для применений в спинтронике одним из наибо-
лее важных свойств WS2 является гигантское спин-
орбитальное расщепление в верхней части валент-
ной зоны. Величина спин-орбитального расщепления
увеличивается с атомным номером переходного ме-
талла Z, так как вершина валентной зоны проис-
ходит преимущественно от d оболочки переходного
металла. Эта величина также незначительно зави-
сит от толщины материала и изменяется в преде-
лах 425–577 мэВ [18]. Экспериментально определен-
ное спин-орбитальное расщепление для объемного
WS2 (0001) составляет ∼ 450 мэВ. Соответствующие
величины для MoS2 ∼ 200 мэВ и WSe2 ∼ 500 мэВ, т.е.
видно, что основной вклад в спин-орбитальное взаи-
модействие вносит переходной металл [18]. Следует
отметить, что спин-орбитальное расщепление уров-
ней в зоне проводимости более чем на порядок мень-
ше, чем упомянутое расщепление в валентной зоне,
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это также поддерживает нашу идентификацию на-
блюдаемых спектров фото-ЭПР как принадлежащих
дырочным центрам вблизи потолка валентной зоны.
Традиционный ЭПР не может быть применен для
изучения одиночных слоев WS2 из-за его сравнитель-
но низкой чувствительности, однако наличие силь-
ной ФЛ в этих структурах дает основание предпо-
ложить, что можно будет наблюдать оптически де-
тектируемый магнитный резонанс (ОДМР) носите-
лей и экситонов в отдельных слоях WS2 благода-
ря гигантскому спин-орбитальному взаимодействию
для 5d электронов вольфрама.

В результате нами были обнаружены анизотроп-
ные спектры ЭПР в монокристалле WS2, индуци-
рованные оптическим возбуждением. Сделан вывод,
что упомянутые спектры ЭПР принадлежат локали-
зованным носителям вблизи валентной зоны, и отра-
жают особенности 5d оболочки кристалла. Показа-
но, что g-фактор для перпендикулярной ориентации
магнитного поля относительно аксиальной оси сим-
метрии кристалла (магнитное поле ориентировано в
плоскости слоя) больше, чем для параллельной ори-
ентации магнитного поля (перпендикулярно плоско-
сти слоя), что может дать информацию о типе 5d

функции вблизи потолка валентной зоны. Наиболее
вероятно, что мы имеем 5d(z2 − r2) волновую функ-
цию, которую можно будет связать с валентной зо-
ной кристалла. При выключении света происходит
сравнительно медленная рекомбинация электронно-
дырочных пар и спектр ЭПР исчезает с постоянной
времени несколько минут при температуре примерно
5 К.

Мы благодарны В. А. Солтамову за предоставле-
ние образцов объемных кристаллов WS2 и стимули-
рующие дискуссии.
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В рамках эффективного гамильтониана, полученного из двухзонной модели Хаббарда–Канамори,

рассматриваются особенности формирования магнитной структуры и фазы экситонного бозе-конденсата

локальных магнитных экситонов в сильно коррелированных системах вблизи спинового кроссовера. Об-

наружено сосуществование антиферромагнетизма и экситонного конденсата и возникновение дальнего

антиферромагнитного порядка вследствие экситонного упорядочения даже в отсутствие межатомного

обменного взаимодействия. Рассматривается роль электрон-фононного взаимодействия.

DOI: 10.31857/S1234567823090112, EDN: bpqdvy

1. Введение. Экситонная конденсация и состоя-
ние экситонного диэлектрика исследуются довольно
давно, начиная с теоретических работ [1–3]. В работе
Келдыша и Копаева [3] было показано, что модифи-
цированный формализм Бардина–Купера–Шрифера
(БКШ) теории сверхпроводимости может быть эф-
фективно использован для описания фазовых пе-
реходов металл-диэлектрик в полуметаллах. Фазо-
вый переход в модели возникает при сколь угод-
но слабом межэлектронном взаимодействии и, по
аналогии со сверхпроводящим переходом, может
быть интерпретирован как бозе-конденсация слабо-
связанных электрон-дырочных пар (экситонов боль-
шого радиуса). Модель экситонного диэлектрика
Келдыша–Копаева стала, по сути, стандартной схе-
мой описания межэлектронных корреляций в пре-
деле слабого взаимодействия. В рамках этой моде-
ли были определены условия для формирования фа-
зы экситонного ферромагнетизма [4] в полуметаллах.
Позже в литературе активно обсуждалась конденса-
ция экситонов в сильно коррелированных системах
(см., например, [5–13]). В последнее время получи-
ло развитие новое направление в области экситон-
ного магнетизма, связанное с относительно близким
расположением по энергии основного синглетного и
возбужденного триплетного ионных состояний в ди-
электриках Мотта–Хаббарда [14] (некоторые недавно
полученные интересные результаты в области экси-

1)e-mail: jso.krasn@mail.ru

тонного магнетизма можно найти, например, в [15–
17]). В настоящей работе рассматриваются особен-
ности формирования экситонного конденсата, пред-
ставляющего собой конденсацию локальных (на уз-
ле кристаллической решетки) магнитных экситонов
(экситонов малого радиуса), в сильно коррелирован-
ных системах вблизи спинового кроссовера. Резуль-
таты, представленные в статье, получены с помощью
техники X-операторов Хаббарда для двухзонной мо-
дели Хаббарда–Канамори. Обнаружено возникнове-
ние дальнего антиферромагнитного порядка вслед-
ствие экситонного упорядочения даже в отсутствие
межатомного обменного взаимодействия. Исследо-
вана роль электрон-фононного взаимодействия. По-
казано, что в отличие от диагонального, недиаго-
нальное электрон-фононное взаимодействие приво-
дит к изменению симметрии экситонного парамет-
ра порядка и его конкуренции с антиферромагнетиз-
мом.

2. Эффективный гамильтониан. Минималь-
ной моделью сильнокоррелированных систем со спи-
новым кроссовером является двухзонная модель
Хаббарда–Канамори. Гамильтониан модели может
быть представлен в виде

Ĥ = Ĥ∆ + Ĥt + ĤCoulomb. (1)

Здесь первое слагаемое

Ĥ∆ = ε1
∑

i,γ

c†1iγc1iγ + ε2
∑

i,γ

c†2iγc2iγ (2)
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содержит одноионную энергию электронов в одноча-
стичных состояниях с уровнями энергии ε1 и ε2 =

= ε1 + ∆, где ∆ – энергия электронов в кристалли-
ческом поле (из соображений удобства можно поло-
жить ε1 = 0), i – номер узла решетки, γ = ±1/2–
проекция спина электрона. Второе слагаемое

Ĥt = t11
∑

〈i,j〉,γ
c†1iγc1jγ + t22

∑

〈i,j〉,γ
c†2iγc2jγ +

+ t12
∑

〈i,j〉,γ

(

c†2iγc1jγ + c†1iγc2jγ

)

, (3)

где tλλ′ – параметры перескока (λ, λ′ = 1, 2 – ор-
битальный индекс) описывают перескок электронов
между ближайшими соседними узлами кристалли-
ческой решетки с уровнями энергии ε1 и ε2. Третье
слагаемое

ĤCoulomb = U
∑

λ,i

c†λi↑c
†
λi↓cλi↑cλi↓

+ V
∑

λ6=λ′,i

c†λi↑c
†
λ′i↓cλi↑cλ′i↓

+ V
∑

λ>λ′,i,γ

c†λiγc
†
λ′iγcλiγcλ′iγ

+ JH
∑

λ>λ′,i,γ

c†λiγc
†
λ′iγcλ′iγcλiγ

+ JH
∑

λ6=λ′,i

c†λi↑c
†
λ′i↓cλ′i↑cλi↓

+ J ′
H

∑

λ6=λ′,i

c†λi↑c
†
λi↓cλ′i↑cλ′i↓ (4)

содержит одноузельную энергию кулоновского вза-
имодействия электронов (электрон-электронное вза-
имодействие рассматривается в приближении Кана-
мори с диагональным по орбитальным индексам мат-
ричным элементом U и недиагональным V , а так-
же хундовскими параметрами обменного взаимодей-
ствия JH , J ′

H [18]).
Важной особенностью такой двухорбитальной

модели является возможность формирования в
случае половинного заполнения (Ne = 2 – среднее
число электронов на узел кристаллической решет-
ки) и в нулевом приближении по межузельным
перескокам tλλ′ = 0 различных локализованных
многоэлектронных (двухчастичных) состояний
(термов), которые характеризуются значениями
спина S = 0, 1 и кроссовера между ними с ростом

∆. В области ∆ < ∆C =
√

(U − V + JH)
2
+ J ′

H
2

основным является триплетное (S = 1) HS-состояние

|σ〉 с энергией EHS , трехкратно вырожденное по
проекции спина σ = 0,±1:

|σ〉 =















a†1↑a
†
2↑ |0〉 , σ = +1

1√
2

(

a†1↑a
†
2↓ |0〉+ a†1↓a

†
2↑ |0〉

)

, σ = 0,

a†1↓a
†
2↓ |0〉 , σ = −1

а при ∆ > ∆C основным является синглетное (S = 0)
LS-состояние |s〉 = C1 (∆) a†1↑a

†
1↓ |0〉−C2 (∆) a†2↑a

†
2↓ |0〉

с энергией ELS , где C1 (∆) =
√

1− C2
2 (∆), C2 (∆) =

= x/2
(

1 + x+
√
1 + x

)

– нормировочные коэффици-

енты (x = J ′
H

2
/

∆2).

Для вывода эффективного гамильтониана удоб-
но использовать X-операторы Хаббарда Xp,q =

= |p〉 〈q| [19], построенные на собственных состояниях
гамильтониана Ĥ∆ + ĤCoulomb

(

Ĥ∆ + ĤCoulomb

)

|p〉 = Ep |p〉 (5)

с различным числом электронов Ne = 0, 1, 2, 3, 4.
Поскольку операторы Хаббарда образуют линейно
независимый базис, то любой локальный оператор
может быть выражен через линейную комбинацию
X-операторов, в том числе одноэлектронный опера-
тор уничтожения (рождения):

cλiγ =
∑

pq

|p〉 〈p |cλiγ | q〉 〈q| =
∑

pq

χλγ (p, q)X
p,q
i . (6)

Или, поскольку число введенных Зайцевым [20] раз-
личных корневых векторов (p, q) конечно, можно их
пронумеровать и каждому вектору поставить в со-
ответствие его номер m, имеющему смысл зонного
индекса локальных фермиевских квазичастиц. Тогда
ciλγ =

∑

m
χλγ (m)Xm

i , c†iλγ =
∑

m
χ∗
λγ (m)Xm†

i . С по-

мощью (6) аномальные средние
〈

a†2fγa1fγ
〉

(без пе-

реворота спина) и
〈

a†2fγ̄a1fγ
〉

(с переворотом спина,

γ̄ = −γ) могут быть представлены в виде
〈

c†2fγc1fγ

〉

≈ −γ
√
2
(

C2

〈

Xs,0
f

〉

+ C1

〈

X0,s
f

〉)

, (7)

〈

c†2fγ̄c1fγ
〉

≈ 2γ

(

γ − 1

2

)

(

C2

〈

Xs,−1
f

〉

+ C1

〈

X−1,s
f

〉)

−2γ

(

γ +
1

2

)

(

C2

〈

Xs,+1
f

〉

+ C1

〈

X+1,s
f

〉)

. (8)

В выражениях (7) и (8) отброшены средние от
X-операторов, построенных на состояниях с числом
электронов 1 и 3 (одно и трехчастичные состояния).
Мы рассматриваем случай половинного заполнения
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(двухчастичные состояния) с фиксированным чис-
лом электронов на узел кристаллической решетки
(гомополярная модель твердого тела), поэтому вклад
таких средних пренебрежимо мал.

Как видно из формул (7) и (8), экситонное спа-
ривание описывается ненулевыми средними синглет-
триплетных возбуждений. Здесь и ниже угловые
скобки 〈...〉 обозначают термодинамическое среднее.
В представлении X-операторов Хаббарда гамильто-
ниан (1) имеет вид:

Ĥ =
∑

i,p

EpX
p,p
i +

∑

〈i,j〉

∑

mn

tmnXm†
i Xn

j . (9)

Здесь Ep – энергия многоэлектронных термов, tmn =

=
∑

λ,λ′,γ

tλλ′χ∗
λγ (m)χλ′γ (n) – перенормированные па-

раметры перескока.
Используя гамильтониан (9) как исходный, мы

можем получить эффективный гамильтониан, ис-
ключив из него межзонные перескоки. Для этого ис-
пользуем метод проекционных операторов, развитый
в работе [21] для модели Хаббарда и в [22] для p–d-
модели (см. также [5, 6]). Эффективный гамильто-
ниан имеет вид

Ĥeff = ĤS + ĤnLSnLS
+ Ĥex. (10)

Здесь первое слагаемое – гамильтониан гейзенбер-
говского типа содержит межатомное обменное вза-
имодействие

ĤS =
1

2
J
∑

〈i,j〉

(

Ŝi · Ŝj −
1

4
n̂in̂j

)

, (11)

где Ŝi – оператор спина S = 1: Ŝ+
i =

=
√
2
(

X+1,0
i +X0,−1

i

)

, Ŝ−
i =

√
2
(

X0,+1
i +X−1,0

i

)

и

Ŝz
i = X+1,+1

i −X−1,−1
i [23]; J =

(

t211 + 2t212 + t222
)/

Ωg–
величина межатомного обменного взаимодействия,
Ωg – энергия переноса заряда между центрами
верхних и нижних хаббардовских подзон [21, 22];

n̂i = 2

(

Xs,s
i +

∑

σ
Xσ,σ

i

)

= 2
(

n̂LS
i + n̂HS

i

)

– оператор

числа частиц на узле i (n̂LS(HS)
i – оператор числа

заполнения LS(HS)-состояния). Используя условие
полноты Xs,s +

∑

σ
Xσ,σ = 1, можно показать, что

〈n̂i〉 = 2
(〈

n̂LS
i

〉

+
〈

n̂HS
i

〉)

= 2 (nLS + nHS) = 2, где
nLS(HS) – среднее число частиц в LS(HS)-состоянии
(nLS + nHS = 1).

Второе слагаемое

ĤnLSnLS
=

1

2
J̃
∑

〈i,j〉
Xs,s

i ·Xs,s
j (12)

описывает взаимодействие типа плотность–
плотность низкоспиновых состояний, J̃ =

=
[

1− (2C1C2)
2
]

(

t211 − 2t212 + t222
)/

Ωg.

Третий член в (10) содержит межатомный
перескок экситонов с амплитудой J ′

ex и рожде-
ние/уничтожение на соседних узлах биэкситонов
с амплитудой J ′′

ex с учетом энергии электронных
конфигураций LS- и HS-состояний

Ĥex = −εS
2

∑

i

(

Xs,s
i −

+S
∑

σ=−S

Xσ,σ
i

)

+

+
∑

σ

∑

〈i,j〉

[

1

2
J ′
ex

(

Xσ,s
i Xs,σ

j +Xs,σ
i Xσ,s

j

)

−

− 1

2
J ′′
ex(−1)|σ|

(

Xσ,s
i X σ̄,s

j +Xs,σ
i Xs,σ̄

j

)

]

, (13)

где εS = EHS − ELS– спиновая щель, в отсутствие
всех кооперативных взаимодействий отрицательно-
му значению спиновой щели соответствует основ-
ное HS-состояние, а в случае положительной спи-
новой щели в качестве основного состояния реали-
зуется LS-состояние; J ′

ex = 2C1C2

(

t11t22 − t212
)/

Ωg,
J ′′
ex =

(

t11t22 − t212
)/

Ωg, σ̄ = −σ. В (13) операторы
Хаббарда Xσ,s

i и Xs,σ
i описывают возбуждения бозе-

типа (экситоны) на узле i из низкоспинового синглет-
ного состояния |s〉 в высокоспиновое триплетное |σ〉
с проекцией спина σ = 0,±1, и наоборот. Первое сла-
гаемое в квадратных скобках (13) описывает диспер-
сию экситонов за счет межатомных перескоков, та-
кая дисперсия была рассмотрена еще в работе Вон-
совского и Свирского [24]. Второе слагаемое в (13)
содержит рождение и уничтожение биэкситонов на
соседних узлах решетки (i, j), что сразу усложняет
дисперсию экситонов по сравнению с обычной в ме-
тоде сильной связи [24]. Вблизи спинового кроссове-
ра C1 ≈ 1, а C2 ≈ 0, поэтому J ′

ex ≈ 0. В этих услови-
ях биэкситонные возбуждения играют главную роль
в формировании дисперсии экситонов. Гамильтони-
ан (13) описывает кинетическое экситон-экситонное
взаимодействие [25] в представлении X-операторов
Хаббарда.

Если ввести обозначения d̂x = 1√
2

(

−d̂+ + d̂−
)

,

d̂y = 1√
2i

(

d̂+ + d̂−
)

, d̂z = d̂0 [11], где d̂+ = Xs,+,

d̂− = Xs,−, d̂0 = Xs,0, то последнее слагаемое в (13)
можно представить в виде

1

2
J ′
ex

∑

〈i,j〉

(

d̂
†
i · d̂j + d̂i · d̂

†
j

)

−1

2
J ′′
ex

∑

〈i,j〉

(

d̂
†
i · d̂

†
j + d̂i · d̂j

)

.

(14)

Вектор d̂ =
(

d̂x, d̂y, d̂z

)

соответствует так называе-
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мому d-вектору в теории триплетной сверхпроводи-
мости.

3. Фазовые диаграммы в приближении

среднего поля. В приближении среднего поля (MF)
для двух подрешеток A и B слагаемые (11)–(13) при-
нимают вид (15)–(17) соответственно:

ĤMF
S = zJmB

∑

iA

Ŝz
iA + zJmA

∑

iB

Ŝz
iB −

− zJ
1

4
nB

∑

iA

n̂iA − zJ
1

4
nA

∑

iB

n̂iB −

− 1

2
zJNmAmB +

1

2
zJN, (15)

здесь z – число ближайших соседей, mA(B) =

=
〈

Ŝz
iA(B)

〉

– намагниченность подрешетки A(B);

ĤMF
nLSnLS

= zJ̃nLS,B

∑

iA

n̂LS
iA + zJ̃nLS,A

∑

iB

n̂LS
iB −

− zJ̃
N

2
nLS,AnLS,B. (16)

Взаимодействие J̃ приводит к дополнительно-
му механизму кооперативности и стабилизирует
HS-состояние.

ĤMF
ex =

∑

F

∑

σ=±1,0

{

zJ ′
ex∆

σ
ex,F̄

∑

iF

(

Xs,σ
iF

+Xσ,s
iF

)

−

− (−1)
|σ|
zJ ′′

ex∆
σ
ex,F̄

∑

iF

(

Xs,σ̄
iF

+X σ̄,s
iF

)

−

− 1

2
zN

(

J ′
ex∆

σ
ex,F∆

σ
ex,F̄ − (−1)

|σ|
J ′′
ex∆

σ
ex,F∆

σ̄
ex,F̄

)

}

−εS
∑

iA

Xs,s
iA

− εS
∑

iB

Xs,s
iB

+N
εS
2
, (17)

где F = A,B (F̄ = A, если F = B, и наобо-

рот). ∆σ
ex,A(B) =

〈

Xs,σ
iA(iB)

〉

– компоненты экситон-
ного параметра порядка, для которых в термодина-
мически равновесном состоянии справедливо равен-
ство: (∆σ

ex)
† = 〈Xσ,s〉 = ∆σ

ex. Отметим, что отличие
от нуля средних ∆σ

ex 6= 0 означает квантовомеханиче-
ское смешивание LS- и HS-состояний, но в отсутствии
спин-орбитального взаимодействия.

Решая задачу на собственные значения

ĤMF
eff |ψk〉 = Ek|ψk〉, (18)

где |ψk〉 = CLS,k |s〉 +
∑

σ
CHS,k,σ |σ〉– собственные со-

стояния гамильтониана ĤMF
eff = ĤMF

S +ĤMF
nn +ĤMF

ex ,
и используя решения, отвечающие минимуму свобод-
ной энергии F = −kBT lnZ, где Z =

∑

k

e−Ek/kBT –

статистическая сумма системы, можно вычислить
различные термодинамические средние, входящие в
ĤMF

eff :

∆σ
ex,A(B) =

1

Z

∑

k

〈

ψk

∣

∣

∣X
s,σ
iA(B)

∣

∣

∣ψk

〉

e−Ek/kBT ,

mA(B) =
1

Z

∑

k

〈

ψk

∣

∣

∣Sz
iA(B)

∣

∣

∣ψk

〉

e−Ek/kBT ,

nHS,A(B) =
1

Z

∑

k

〈

ψk

∣

∣

∣

∣

∣

∑

σ

Xσ,σ
iA(B)

∣

∣

∣

∣

∣

ψk

〉

e−Ek/kBT .

Тем самым при решении (18) мы имеем дело с само-
согласованной задачей нахождения собственных со-
стояний и собственных значений эффективного га-
мильтониана в приближении среднего поля.

На рисунке 1 (справа приведены результаты в
увеличенном масштабе вблизи кроссовера) представ-
лены рассчитанные фазовые диаграммы заселенно-
сти HS-состояния nHS (верхний ряд), намагничен-
ности m (средний ряд), компонентов экситонного
параметра порядка ∆+/− (нижний ряд) для двух
подрешеток A и B в координатах температура T –
спиновая щель εS . Расчеты были выполнены при
J = J0 = 28 K [26]. Здесь температура приведе-
на в единицах температуры Нееля TN = zJ0

S(S+1)
3

(S = 1), а спиновая щель – в единицах обменного
интеграла J0. В системе реализуется дальний анти-
ферромагнитный порядок (рис. 1c, d), mA = −mB.
Видно, что из-за наличия кооперативного обменно-
го взаимодействия J в системе сохраняется основ-
ное магнитоупорядоченное антиферромагнитное HS-
состояние, AFM(HS), вплоть до εS = εc2S ≈ 4J0
(рис. 1c, d), несмотря на то, что в одноионной картине
при εS > εcS = 0 основным является LS-состояние.
Увеличение критического εcS за счет кооперативных
эффектов вполне понятен, так как обменное взаимо-
действие J и взаимодействие J̃ стабилизируют HS-
состояние, понижая его энергию. При εS > εc2S ос-
новное антиферромагнитное HS-состояние сменяется
диамагнитным LS-состоянием, DM(LS) (рис. 1c, d).

На диаграммах видно существование двух особых
точек: трикритической точки (T ∗ и ε∗S на рис. 1b), в
которой линия фазового перехода 2-го рода непре-
рывно переходит в линию фазового перехода 1-го ро-
да и бикритической (T ∗∗ и ε∗∗S на рис. 1b), в которой
линия фазового перехода 1-го рода разделяется на
две линии фазовых переходов 2-го рода в соответ-
ствии с правилом фаз Гиббса.

При εc1S < εS < εc2S (рис. 1f) появляется об-
ласть экситонного конденсата, которая сосуществует
с дальним антиферромагнитным порядком (рис. 1d).
Более того, формирование экситонного конденсата
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Рассчитанные фазовые диаграммы заселенности HS-состояния nHS (a), (b), намагниченности

m (c), (d) и компонент экситонного параметра порядка ∆σ
ex (е), (f) для двух подрешеток A и B. Cправа приведены

результаты в увеличенном масштабе вблизи кроссовера. Расчеты выполнены для следующих значений параметров:

z = 4, J = J0, J̃ = 0.5J0, J
′′
ex = 0.5J0

способствует антиферромагнитному упорядочению и
появлению намагниченности в области εc0S < εS <

εc2S , где при J ′′
ex = 0 дальнего магнитного порядка не

было. На рисунке 1d черной сплошной и пунктирной
линиями показаны линии фазовых переходов 2-го и
1-го рода соответственно при J ′′

ex = 0. В этом случае
основное AFM(HS)-состояние сохраняется вплоть до
εS = εc0S ≈ 3J0 < εc2S , и на фазовой диаграмме есть
только одна трикритическая точка, отмеченная тре-
угольником (рис. 1d).

Из-за образования экситонного конденсата
(рис. 1e, f) появляется отличная от нуля заселен-
ность HS-состояния (рис. 1a, b) и намагниченность
(рис. 1c, d) при εc0S < εS < εc2S . Физически это доволь-
но понятно из структуры экситонного параметра
порядка. При J > 0 и J ′′

ex > 0 его структура такова,
что если ∆−

A 6= 0, то ∆+
A = 0, при этом ∆−

A = −∆+
B

и ∆−
B = 0. И наоборот, если ∆+

A 6= 0, то ∆−
A = 0,

при этом ∆−
B = −∆+

A и ∆+
B = 0. ∆0

A и ∆0
B равны

нулю. Отличие от нуля соответствующих средних
∆+/− на разных подрешетках делает возможным

сосуществование экситонного конденсата с анти-
ферромагнетизмом и способствует формированию
последнего.

В связи с вышеизложенным представляет инте-
рес случай J = 0, но J ′′

ex 6= 0. На рисунке 2 пред-
ставлены рассчитанные фазовые диаграммы компо-
нентов экситонного параметра порядка ∆σ

ex, заселен-
ности HS-состояния nHS и намагниченности m, для
двух подрешеток A и B в координатах температу-
ра T – спиновая щель εS (кристаллическое поле).
Расчеты были выполнены без учета межатомного об-
менного взаимодействия при J = 0, но для удоб-
ства сравнения со случаем, рассмотренным выше,
когда J 6= 0, здесь и ниже температура и спиновая
щель также приведены в единицах TN и обменного
интеграла J0. Видно, что nHS,A = nHS,B (рис. 2d);
mA = −mB – в системе реализуется дальний анти-
ферромагнитный порядок (рис. 2e) даже при J = 0,
поскольку ∆+

ex,A(B) 6= ∆−
ex,A(B) (рис. 2a, b), при этом

∆0
ex,A = ∆0

ex,B (рис. 2c), а ∆
+/−
ex,A и ∆

+/−
ex,B отличаются

знаком и равны по модулю (рис. 2a, b).

Письма в ЖЭТФ том 117 вып. 9 – 10 2023



Экситонное упорядочение в сильно коррелированных системах со спиновым кроссовером 709

Рис. 2. (Цветной онлайн) Фазовые диаграммы компонент экситонного параметра порядка ∆σ
ex (а)–(c), заселенности

HS-состояния nHS (d) и намагниченности m (e) для двух подрешеток A и B. В точке (εS/J0 = 0.1, T/TN = 0.04),

отмеченной черным квадратом, в качестве примера указаны значения ∆σ
ex,A. Расчеты выполнены для следующего

набора параметров: z = 4, J = J̃ = 0, J ′′
ex = 0.5J0

На фазовых диаграммах (рис. 2) хорошо видно
существование особой трикритической точки (T ∗ и
ε∗S), в которой линия фазовых переходов 2-го рода
непрерывно переходит в линию фазовых переходов
1-го рода. В области εS > ε∗S (рис. 2e) с ростом тем-
пературы система испытывает фазовый переход 2-го
рода из AFM(HS) в парамагнитное состояние и 1-го
рода, если εS < ε∗S. Асимметрия всех фазовых диа-
грамм (рис. 2) относительно смены знака спиновой
щели связана с разной кратностью вырождения HS-
и LS-состояний.

В заключение данного раздела нам бы хотелось
обсудить полученные результаты в сравнении с ре-
зультатами работы Волкова и Копаева [4] о “эк-
ситонном” ферромагнетизме. В работе [4], кроме
электрон-электронного, рассматривается электрон-
фононное взаимодействие и вкратце ситуацию мож-
но описать следующим образом. Магнитная струк-
тура типа волны спиновой плотности (ВСП) реали-
зуется, как известно, в металлах, топология много-
связной поверхности Ферми которых характеризу-
ется наличием электронного и дырочного участков,
совмещающихся при параллельном переносе на неко-
торый вектор q. ВСП возникает из-за триплетного
спаривания одночастичных возбуждений совмещаю-
щихся электронного и дырочного участков поверхно-
сти Ферми. Если ВСП накладывается на уже имею-
щуюся в системе волну зарядовой плотности (ВЗП),

обусловленную синглетным спариванием электрон-
ных и дырочных состояний, картина усложняется.
Сосуществующие однофазные соизмеримые ВСП и
ВЗП индуцируют дополнительное магнитное рас-
щепление спектра одночастичных возбуждений, в ре-
зультате чего появляется магнитный момент едини-
цы объема кристалла при легировании – так назы-
ваемый “экситонный ферромагнетизм”. В настоящей
работе по аналогии с [4] мы можем говорить о “экси-
тонном антиферромагнетизме”, в котором образова-
ние экситонной фазы способствует появлению даль-
него антиферромагнитного порядка.

4. Роль электрон-фононного взаимо-

действия. Как видно, структура и симметрия
экситонного параметра порядка определяют воз-
можность сосуществования экситонного конденсата
и антиферромагнетизма и возникновение последнего
(рис. 1, 2). В отсутствие межатомного обменного
взаимодействия намагниченность является несоб-
ственным параметром порядка, поскольку является
следствием экситонного упорядочения (рис. 2).
Электрон-фононное взаимодействие является одним
из факторов, способных изменить структуру (сим-
метрию) экситонного параметра порядка. С учетом
электрон-фононного взаимодействия вместо (18)
будем иметь

Ĥ |ψk〉 = Ek|ψk〉, (19)
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Фазовые диаграммы компонент экситонного параметра порядка ∆σ
ex (a), (b), заселенности

HS-состояния nHS (c) и намагниченности m (d) для двух подрешеток A и B при учете недиагонального электрон-

фононного взаимодействия. В точке (εS/J0 = 0.08, T/TN = 0.06), отмеченной черным квадратом, в качестве примера

указаны значения ∆+
ex,A = 0.32 (a) и ∆0

ex,A = 0.21 (b). Расчеты выполнены для следующего набора параметров: z = 4,

J = J0, J̃ = 0.0, J ′′
ex = 0.6J0, g1 = 0.0, g2 = 5.8J0

где |ψk〉 – собственные состояния гамильтониана Ĥ =

= ĤMF
eff + Ĥ1ph + Ĥ2ph.

Ĥ1ph = ω0(1)

∑

i

(

a†iai +
1

2

)

+

+ g1
∑

i

(

ai + a†i

)

(

Xs,s
i −

+1
∑

σ=−1

Xσ,σ
i

)

(20)

содержит диагональное электрон-фононное взаимо-
действие, а

Ĥ2ph = ω0(2)

∑

i

+1
∑

σ=−1

(

b†i,σbi,σ +
1

2

)

+

+ g2
∑

i

+1
∑

σ=−1

(

bi,σ + b†i,σ

)

(Xs,σ
i +Xσ,s

i ) (21)

описывает недиагональные электрон-фононные про-
цессы перехода из синглета |s〉 в триплет |σ〉 и об-
ратно. Здесь g1(2) – константы электрон-фононного
взаимодействия, ω0(1,2) – частоты фононов “a” и “b”
типа.

Наличие диагонального электрон-фононного вза-
имодействия (20) не приводит к качественным изме-
нениям. Симметрия экситонного параметра порядка
остается прежней и не меняется, но область экси-
тонного конденсата уменьшается с ростом g1– диа-
гональное электрон-фононное взаимодействие подав-
ляет фазу экситонного конденсата. Наоборот, при

наличии недиагонального электрон-фононного взаи-
модействия (21), экситонный параметр порядка ме-
няет свою симметрию. В этом случае ∆σ

A = −∆σ
B,

∆+
A(B) = ∆−

A(B) и
∣

∣

∣∆
+/−
A(B)

∣

∣

∣ 6=
∣

∣

∣∆0
A(B)

∣

∣

∣, что делает

невозможным сосуществование антиферромагнетиз-
ма и экситонного конденсата. На рисунке 3 представ-
лены результаты расчета фазовых диаграмм при на-
личии только недиагонального электрон-фононного
взаимодействия (21). Видно, что область антиферро-
магнетизма уменьшилась (рис. 3d) и разнится с экси-
тонной фазой (рис. 3a, b). С ростом g2 область экси-
тонного конденсата увеличивается, а антиферромаг-
нетизм подавляется.

5. Обсуждение и выводы. Используя выра-
жение (1), можно выделить два случая. В первом
случае (слабо коррелированный), когда ĤCoulomb ≪
≪ Ĥ∆ + Ĥt, мы имеем двухзонный полупровод-
ник или полуметалл (в зависимости от соотноше-
ния между ∆ и t), в котором возможно форми-
рование экситонного конденсата по сценарию БЭК
(конденсация Бозе–Эйнштейна) или БКШ. Во вто-
ром случае (сильно коррелированный), когда энер-
гия кулоновского взаимодействия электронов стано-
вится сопоставимой с энергией кристаллического по-
ля ĤCoulomb ∼ Ĥ∆ и больше их кинетической энерги-
ей ĤCoulomb > Ĥt, появляется возможность для спи-
нового кроссовера и формирования локализованных
магнитных экситонов. В настоящей работе в рамках
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двухзонной модели Хаббарда мы показали, что имеет
место конденсация таких экситонов вблизи спиново-
го кроссовера, которая, в свою очередь, приводит к
возникновению антиферромагнитного упорядочения
даже в отсутствие межатомного обменного взаимо-
действия. Обнаружено появление антиферромагне-
тизма, обусловленного бозе-конденсатом экситонов.
Следует отметить, что в модели экситонного диэлек-
трика при слабом межэлектронном взаимодействии
формирование экситонного конденсата также может
приводит к появлению магнитного порядка в отсут-
ствие обменного взаимодействия [4].

Для систем со спиновым кроссовером, у которых
основным является LS-состояние, а HS-состояние от-
делено от основного состояния спиновой щелью εS ,
особый интерес представляют исследования в силь-
ных магнитных полях [27–31], поскольку наличие по-
следнего приводит при B = Bc к пересечению тер-
мов (магнитоиндуцированному спиновому кроссове-
ру). В качестве только одного примера приведем
недавно обнаруженный в сильном магнитном поле
новый магнитный переход в LaCoO3 [28], который
может быть связан с конденсацией магнитных эк-
ситонов [12, 13]. Рассматриваемая в настоящей ра-
боте модель и полученные результаты могут быть
использованы для описания необычного поведения
LaCoO3 [28] и (Pr1−yYy)0.7Ca0.3CoO3 [32] в сильных
магнитных полях.
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Рассмотрена квантовая фундаментальная задача Кулона в импульсном пространстве. Вместо инте-

грального уравнения Фока найдено дифференциальное уравнение, связанное с группой SO(4). В коор-

динатном пространстве это сумма квадратов операторов углового момента и нормированного вектора

Рунге–Ленца. В импульсном пространстве такой подход не известен и оператор Рунге–Ленца не ис-

пользуется. Найденная форма оператора Рунге–Ленца проще, чем в координатном пространстве, что

позволяет эффективно рассматривать задачу Кулона в импульсном пространстве. Найдена связь с опе-

ратором инфинитезимального вращения трехмерной сферы Фока.

DOI: 10.31857/S1234567823090124, EDN: bpsomb

1. Введение. Квантовая задача Кулона, поз-
воляющая рассчитывать спектр системы из двух
противоположных зарядов, является до сих пор
фундаментальной в квантовой теории [1–4]. С ней
связаны имена основателей физики XXв. Н. Бора,
А.Зоммерфельда, В.Паули, Э.Шредингера, В.Фока.
С нее начинается введение в теорию атомных спек-
тров, и она прекрасно изучена методами теории спе-
циальных функций. Благодаря своей простоте и за-
ложенной в ней симметрии – группе вращений 4-х
мерного пространства SO(4), задача Кулона явля-
ется исключительно полезным и тонким инструмен-
том теоретической физики для построения различ-
ных концепций [5–7].

Переход в импульсное пространство в теоретиче-
ской физике, в частности, в квантовой электроди-
намике, исключительно эффективен, поскольку ло-
кальные дифференциальные операторы превраща-
ются в полиномы и преобразования сводятся к ал-
гебраическим. Задача Кулона здесь занимает отдель-
ную нишу. При переходе в импульсное пространство
уравнение Шредингера (УШ) становится интеграль-
ным. Фок применил к импульсному 3d-пространству
стереографическую проекцию, сворачивая его в 3d-
сферу [8–10].

Интегральное уравнение переходит в урав-
нение для сферических функций на сфере в
4d-пространстве, которое условно интерпретируется
как свободное движение квантовой частицы на
3d-сфере.

Напомним предысторию достижения Фока. Два

1)e-mail: serg.efimo2012@yandex.ru

классических векторных интеграла – угловой мо-
мент и вектор Лапласа–Рунге–Ленца в квантовой ме-
ханике соответствуют векторным операторам, кото-
рые коммутируют с оператором энергии. Анализ их
коммутаторов, проведенный в [11], показывает, что
они порождают алгебру Ли (линейное пространство
с операцией коммутирования), совпадающую с ал-
геброй Ли малых (инфинитезимальных) операторов
поворотов 4-х мерного пространства [1, 3].

Для физиков это соответствие означает, что су-
ществует преобразование переменных и операто-
ров, которое переводит исходную квантовую зада-
чу Кулона в некоторое состояние частицы на трех-
мерной 3d-сфере, вложенной в четырехмерное 4d-
пространство. Оператор энергии при этом будет ин-
вариантен при вращениях 3d-сферы и возникает,
естественно, векторный оператор рождения на трех-
мерной сфере, разработанный для сферы двумер-
ной [13].

В работе [14] УШ трансформируется так, что все
радиусы орбит сводятся к единице. Это означает,
что задача сводится к квантованию величины заря-
да Z = n. УШ возводится в квадрат и возникаю-
щий оператор перестает быть эрмитовым, не теряя
нужных свойств. После этого можно применить пе-
реход в импульсное пространство со свойством ло-
кальности. Возникает дифференциальное уравнение
для собственных функций в импульсном простран-
стве. В этой работе найден физический смысл урав-
нения, его решения, и с помощью него дифферен-
циальный оператор Рунге–Ленца простой формы в
импульсном пространстве. Применение его в теоре-
тической физике значительно упрощается. Показана
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связь с инфинетиземальным оператором на 3d-сфере
Фока.

Таким образом, квантовая задача Кулона зани-
мает нужную позицию при переходе в импульсное
пространство, что весьма полезно для теорий, рас-
сматривающих кулоновское взаимодействие вместе с
теорией возмущений.

2. Теория Фока. УШ для собственных функ-
ций связанных состояний при использовании атом-
ных единиц, когда единица энергии есть Z2me2

~2 , а

единица длины – радиус Бора aB = ~
2

Zme2 , имеет вид

(

−1

2
∆− 1

2

)

Ψnl = − 1

2n2
Ψnl. (1)

Удобно далее все орбиты радиусов naB привести к
одному радиусу [1], т.е. сделать замену радиуса век-
тора (для каждой собственной функции): x′ = x

n .
Уравнение (1) приобретает простую математическую
форму:

(−∆+ 1)Ψnl =
2n

r
Ψnl, (2)

где опять применены обозначения: для вектора x, а
для его модуля r. Собственные функции в импульс-
ном представлении будут тогда иметь “растянутый”
аргумент: p′ = np.

УШ (2) при переходе к импульсному представле-
нию (~ = 1):

Ψnl(x) =
1

(2π)3

∫

anl(p)e
i(px)d3p, (3)

содержит свертку по импульсам. Поскольку потен-
циал 1/r переходит в 4π/p2, УШ в импульсном про-
странстве нелокально:

(p2 + 1)anl(p)−
2n

2π2

∫

anl(p
′)d3p′

|p− p′|2 = 0. (4)

Фок применил к этому уравнению стереографиче-
скую проекцию [11], которая сгибает трехмерное
плоское пространство в трехмерную сферу. Четыре
координаты на сфере связаны с импульсами следую-
щим образом2):

ξ =
2p

(1 + p2)
, ξ0 =

(p2 − 1)

(p2 + 1)
, ξ2 + ξ20 = 1. (5)

В новых переменных, с учетом множителя, выбран-
ным Фоком для функции anl(p), собственная функ-
ция равна:

bnl(ξ, ξ0) = (p2 + 1)2anl(p). (6)

2)В монографии [3] измпенен знак ζ.

Существенно, что проекция является конформ-
ным преобразованием. Углы между пересекающими-
ся кривыми сохраняются. (По этой причине проек-
цию изобрели для морских карт.) Метрика на сфере в
координатах пространства импульсов (3d-плоскости
p) равна:

4

(p2 + 1)2
(dp2). (7)

Отсюда коэффициент сжатия элементов простран-
ства p равен (1 + p2)/2. Элемент объема в формуле
(10) заменяем через элемент трехмерной поверхно-
сти :

d3p =
1

8
(1 + p2)3dS3. (8)

Ядро интеграла удачно для физики (и не очевидно
для математики) преобразуется следующим образом:

1

|p− p′|2 =
2

(p2 + 1)

1

[(ξ − ξ′)2 + (ξ0 − ξ′0)
2]

2

(p′2 + 1)
,

(9)

что не вытекает из конформности.
Теперь подставляем соотношения (6), (8) и (9) в

интегральное уравнение (4). Получаем:

bnl(ξ, ξ0)−
n

2π2

∫

bnl(ξ
′, ξ′0)dS

′
3

[(ξ − ξ′)2 + (ξ0 − ξ′0)
2]

= 0. (10)

Это уравнение, как заметил Фок, для сферических
функций на трехмерной сфере [15].

Для физики необходимо рассматривать решения,
которые пропорциональны (обычным) двумерным
сферическим функциям:

Yn,l(θ, φ)P
l+1
n−1−l(ξ, ζ), (11)

где второй множитель есть полином Гегенбауэра [15].
Аргументы полинома Гегенбауэра есть координаты
на сфере Фока, связанные с импульсами по форму-
лам (5). Таким образом, Фок впервые нашел общую
формулу для собственных функций в импульсном
пространстве.

3. Дифференциальная форма УШ в им-

пульсном пространстве.

3.1. Вывод уравнения. Следуя работе [13], исхо-
дим из уравнения (2), когда радиус орбиты (при
умножении аргумента на n) сведен к единице. Умно-
жим (2) на модуль r и возведем обе части в квадрат:

r(−∆+ 1)r(−∆+ 1)Ψnl = 4n2Ψnl. (12)

Переставляя операторы, имеем:

[r2(∆− 1)2 + 2(l̂r + 1)(∆− 1)]Ψnl = 4n2Ψnl, (13)
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где оператор “степени” l̂n = (r∇). В соответствии с
теоремой Эйлера, которая справедлива для всех од-
нородных функций (не только для полиномов, на-
пример для множителя 1/r и его степеней), оператор
умножает однородный полином на его степень.

Переходим к новой функции

Φnl = (∆− 1)2Ψnl,

что соответствует умножению спектра на (p2 + 1)2

(см. в методе Фока (6)). Для этого применим к урав-
нению (13) оператор (∆ − 1)2 слева и переставим
операторы l̂r и ∆ местами. Получаем уравнение для
функции Φnl(x):

[(∆− 1)2r2 + 2(∆− 1)(l̂r + 3)]Φnl = 4(n2 − 1)Φnl.

Теперь можно перейти к спектрам anl(p) и bnl(p),
заменяя ∇r на ip и x на i∇p:

[

− (p2 + 1)4

4
∆p +

(p2 + 1)

2
l̂p

]

bnl = (n2 − 1)bnl,

bnl(p) = (p2 + 1)2anl(p), (14)

где l̂p = (p∇p) – импульсный оператор степени. Вме-
сто интегрального уравнения Фока получаем задачу,
не сложнее УШ в координатном пространстве, по-
скольку оно напоминает УШ с суммой двух потен-
циалов. Теперь необходимо выяснить его групповой
смысл.

3.2. Решение уравнения. Решение уравнения
ищем в виде произведения

bnl(p) = Yl(p)
1

(p2 + 1)l
Pk

(

1

(p2 + 1)

)

, (15)

где Yl(p) – шаровая функция (т.е. однородный поли-
ном), множитель Pk(u) – полином степени k. Исполь-
зуем при подстановке полезные соотношения для ша-
ровых функций:

∆Yl(p) = 0, Yl(cp) = clYl(p), (p∇)Yl(p) = lYl(p).

(16)

Для полинома Pk(u) уравнение (16) дает функцию
Гаусса3):

F (α, β, γ, u) = 1 +
αβ

γ

u

1!
+
α(α + 1)β(β + 1)

γ(γ + 1)

u

2!
+ ...,

где параметры следующие:

α = −k, β = 2l+ k + 2, γ = l +
3

2
,

3)Гипергеометрическая функция 2F1.

k = n− l − 1, u =
1

(p2 + 1)
. (17)

Напомним, что переход к реальному спектру требует
умножение аргумента p на n.

Найденная система решений (15) в точности соот-
ветствует образам Фурье решений УШ. Это следует
хотя бы из того, что угловые зависимости их совпа-
дают (l в координатном пространстве переходит в l
в импульсном пространстве, как и сам оператор уг-
лового момента). Кроме того, как следует из теории
специальных функций [15], функция Гаусса при за-
мене координат (5) переходит в точности в полином
Гегенбауера, т.е. в решение (11), найденное Фоком.

Примеры.
a) n = 2, l = 0, k = 1 (изотропное состояние).

Импульс удвоим, возвращаясь к радиусу 2.

a20(p) = (const)
1

(1 + 4p2)2

(

1− 2

(1 + 4p2)

)

.

Вывод этой формулы с помощью преобразования
Ханкеля уже достаточно громоздок.

b) n = l+ 1, k = 0 (l максимально).

Ψn(n−1)(x) = Y(n−1)(x)e
−r,

anl(p) =
Yl(p)

(1 + p2)(2+l)
.

Возвращаясь к физическому аргументу np и ис-
пользуя однородность полинома Yl(p), получаем:

anl(p) = (const)
Y(n−1)(p)

(1 + n2p2)(n+1)
.

4. Оператор Рунге–Ленца в импульсном

пространстве. В безразмерных координатах опера-
тор Рунге–Ленца R̂x есть [1]:

R̂r =
r

r
− 1

2
([p̂L̂]− [L̂p̂]). (18)

При переходе к радиусу, равному единице, следу-
ет умножить оператор (18) на n, чтобы правила ком-
мутации соответствовали группе SO(4) [1, 11]. После
раскрытия скобок векторных произведений, получа-
ем нормированный оператор,

Âr =
nr

r
− 1

2
([p̂l]− [lp̂]) =

nr

r
+ r∆− (l̂r + 1)∇, (19)

где l̂r = (r∇).
Переход в импульсное пространство дает ин-

тегральный оператор, поскольку входит потенциал
1/r. По этой причине оператор Рунге–Ленца в им-
пульсном пространстве исторически не фигурирует
[1, 3].
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Используем прием, который позволил в [13] по-
лучить дифференциальное уравнение. Подставим в
(19) значение nr

r из уравнения (2). Получаем выра-
жение

Âr = r
(∆ + 1)

2
− (l̂r + 1)∇, (20)

к которому можно применить преобразование Фурье.
Заменяя операторы:

r → i∇p, ∇r → ip, l̂x → −(l̂p + 3), (21)

переходим к (модифицированному) оператору
Рунге–Ленца в импульсном пространстве:

Âp = i(l̂p + 1)p− (p2 − 1)

2
i∇p, (22)

действующий на функции anl(p). Для сравнения с
теорией Фока, необходимо перейти к пространству
функций bnl(p):

Âp = (p2 + 1)2i

[

(l̂p + 1)p− (p2 − 1)

2

]

1

(p2 + 1)
=

= ipl̂p − (p2 − 1)

2
i∇p. (23)

5. Свойства оператора Рунге–Ленца. Опера-
тор Рунге–Ленца оказался проще, чем в координат-
ном пространстве:

Âp = ipl̂p − (p2 − 1)

2
i∇p. (24)

Его свойства в импульсном пространстве сохраняют-
ся. Свойства коммутации:

{Li, Âpk} = ieiklÂpl, {Âpi, Âpk} = ieiklLl. (25)

Свойства ортогональности:

ÂpL̂ = L̂Âp = 0.

Наконец, наиболее важное для группы SO(4) (сумма
квадратов):

L̂2 + Â2
p = − (p2 + 1)4

4
∆p +

(p2 + 1)

2
l̂p. (26)

Сравнивая с оператором из уравнения (14), мож-
но сделать вывод, что собственное значение суммы
квадратов операторов равно (n2 − 1), также как и в
координатном пространстве [1].

Проверим, какому оператору на сфере Фока со-
ответствует найденный оператор. В соответствии с
(5), на сфере Фока произвольная функция f(ξ, ζ) при
переходе в плоское импульсное пространство превра-
щается в функцию

f

(

2p

(p2 + 1)
,
(p2 − 1)

(p2 + 1)

)

, (27)

у которой сумма квадратов аргументов равна едини-
це. Применим к ней оператор Рунге–Ленца (24).

Последовательное дифференцирование аргумен-
тов дает:

(

l̂p
2p

(p2 + 1)

)

∇ξ =
2p(1− p2)

(p2 + 1)2
∇ξ = (−ζ)(ξ∇ξ),

(

l̂p
(p2 − 1)

(p2 + 1)

)

∂

∂ζ
=

4p2

(p2 + 1)2
∂

∂ζ
=

2

(p2 + 1)
(1 + ζ)

∂

∂ζ
,

∇p

(

2p

(p2 + 1)

∂

∂ξ

)

=
2

(p2 + 1)

∂

∂ξ
− 4p

(p2 + 1)2

(

p
∂

∂ξ

)

,

(

∇p

(p2 − 1)

(p2 + 1)

)

∂

∂ζ
=

4p

(p2 + 1)2
∂

∂ζ
.

Умножим первые два соотношения на множитель ip,

два следющих за ними на величину − i(p2−1)
2 . В ре-

зультате получаем :

Âpf(ξ, ζ) = i

(

ξ
∂

∂ζ
− ζ

∂

∂ξ

)

f(ξ, ζ). (28)

Это означает, что векторный оператор Рунге–
Ленца в импульсном пространстве переходит в пред-
сказанные ранее теоретиками три оператора инфи-
нитиземальных вращений трехмерной сферы Фока.
Отметим, что свойства коммутации на сфере Фока
очевидны. Сумма квадратов (26) переходит в угло-
вую часть четырехмерного оператора Лапласа с соб-
ственным значением (n2 − 1).

6. Заключение. Найденное дифференциальное
уравнение и оператор Рунге–Ленца возвращают
квантовую задачу Кулона в группу методов, ис-
пользующих импульсное пространство. Кроме того,
оператор можно применять для формулировок
различных взаимодействий, где фигурирует группа
SO(4). Метод Фока также упрощается, поскольку
можно отказаться от интегрального уравнения и
“остаться” в импульсном пространстве. Собственные
функции не сложнее, чем в координатном про-
странстве и хорошо интегрируются для простых
возмущений.
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Получено выражение для эффекта разделения киральностей в кварк-глюонной плазме при помощи

метода полевых корреляторов путем разложения по уровням Ландау.

DOI: 10.31857/S1234567823100014, EDN: ckleza

Введение. Знаковым открытием явилось экспе-
риментальное обнаружение на релятивистском кол-
лайдере тяжелых ионов нового состояния вещества –
кварк-глюонной плазмы (КГП) [1]. По свойствам эта
новая фаза оказалась близка к сильно взаимодей-
ствующей, почти идеальной непрозрачной жидкости
[2], хотя ранние теоретические работы утверждали
[3], что должен возникнуть почти не взаимодейству-
ющий газ, состоящий из кварков и глюонов. Впо-
следствии решеточное моделирование [4] позволило
понять, что в квантовой хромодинамике с (2 + 1)

ароматами фазовый переход из адронной материи в
новое состояние является кроссовером и происходит
в диапазоне температур от 140 до 200 МэВ при ну-
левом барионном химическом потенциале. При этом
КГП остается сильно взаимодействующей и при су-
щественно больших температурах [4]. Для исследо-
вания свойств кварк-глюонной плазмы большое зна-
чение имеют эффекты, которые можно наблюдать
экспериментально. К ним относится, например, эф-
фект разделения киральностей (ЭРК) [5, 6], который
заключается в возникновении аксиального тока, на-
правленного вдоль внешнего магнитного поля в при-
сутствии химического потенциала в равновесии. В
оригинальной работе [5] вывод о существовании эф-
фекта был получен для не взаимодействующих фер-
мионов и в рамках эффективной теории. Для акси-
ального тока в безмассовом случае было получено
выражение:

j5z =
e2µ

2π2
Bz. (1)

На данный момент общепринятым считается утвер-
ждение о том, что взаимодействие существенным об-
разом влияет на ЭРК. Поэтому нас будет интересо-

1)e-mail: khaidukov.zv@phystech.edu

вать возможность существования эффекта разделе-
ния киральностей в кварк-глюонной плазме, а точ-
нее то, насколько сильное взаимодействие подавля-
ет этот эффект. Все вычисления будут проделаны в
рамках метода полевых корреляторов (МПК), кото-
рый позволяет хорошо описать свойства как адрон-
ной фазы КХД, так и КГП [7–13].

Метод полевых корреляторов. Из-за сильно-
го взаимодействия описание кварк-глюонной плаз-
мы требует использования непертурбативных ме-
тодов в дополнение к суммированию пертурбатив-
ных рядов. Мы остановим наше внимание на мето-
де полевых корреляторов при конечных температу-
рах во внешнем магнитном поле. Полное описание
данного подхода можно найти в цикле работ [7–13].
Здесь мы опишем логику построения данного мето-
да. Глюонное поле разбивается на пертурбативную
(aµ) и непертурбативную (Aµ) части. Предполага-
ется, что вторая удовлетворяет определенным усло-
виям и должна учитываться точно, первая может
быть учтена в рамках теории возмущений. В непер-
турбативной части выделяется цветоэлектрическая
(Ei(x)) и цветомагнитная компоненты (Bi(x)). Для
них можно ввести квадратичные по напряженностям
корреляторы вида2):

g2

Nc
<TrEi(z)(z)W (z, z

′

)Ej(z
′

)W+(z, z
′

)> =

= δij

[

DE(u) +DE
1 (u) + u24

∂2D1
E

∂u2

]

+ uiuj
∂DE

1

∂u2
, (2)

2)Коррелятор вида < WEWB > обращается в нуль при ре-
шеточном моделировании и мог бы привести к проблеме с сим-
метриями.
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g2

Nc
<TrHi(z)(z)W (z, z

′

)Hj(z
′

)W+(z, z
′

)> =

= δij

[

DE(u) +DE
1 (u) + u24

∂2D1
E

∂u2

]

− uiuj
∂DH

1

∂u2
, (3)

где u = z − z
′

, Nc – количество цветов, g – констан-
та связи, W (z, z

′

) – петля Вильсона, которая соеди-
няет точки z, z

′

. При нулевых температурах скаляр-
ная функция DE(x) приводит к возникновению за-
кона площадей между цветовыми зарядами (натяже-
ние струны задается в виде σE = 1

2

∫

DE(u)d2u, u =

= |x− y|).
При температурах 160 МэВ и выше основную

роль играют DE
1 (x) (не приводящий к конфайменту)

и DH(x), в то время как DE(x) обращается в нуль.
Первый отвечает за возникновение аналога линии
Полякова, второй приводит к возникновению непер-
турбативной дебаевской массы [14]. В области пе-
рехода конфаймент-деконфаймент, а также при су-
щественно более высоких температурах основными
степенями свободы, которые вносят вклад в термо-
динамические потенциалы в рамках МПК, являют-
ся кварки и глюоны, которые движутся во внешних
непертурбативных цветных полях. Их вклады мож-
но учесть по отдельности, так называемое “прибли-
жение одиночной линии”. В первом приближении мы
можем пренебречь рождением частиц [7, 9, 11, 12],
что фактически приводит к описанию системы при
помощи одночастичного базиса состояний.

Исходя из всего вышесказанного, мы можем
написать:

Ω = Ωq +Ωgl. (4)

Из Омега-потенциала можно получить все термо-
динамические характеристики системы: давление,
плотность энергии и т.д. Следуя [10]

P = 2Nc

∫ ∞

0

ds

s

∑

n=1,2,3

(−1)n+1Gn(s),

Gn(s) =

∫

(Dz) exp(−K − sm2
q)<trW (C)>A,

где K = 1
4

∫ s

0

(

dzµ
dτ

)2

, mq – масса кварка, W (C) –

петля Вильсона, определяемая путем C, усреднение
производится по внешним непертурбативным полям
A, Nc = 3. В интересующей нас области температур
происходит факторизация петель Вильсона [10]:

<trW (Cn)>A = <Ln><trW3d>. (5)

<Ln> – “Поляковская линия”, которая возникает
при n-кратном обороте вокруг компактного направ-

ления, <W3d> – пространственная проекция петли
Вильсона. С учетом этого:

Gn(s) = Gn
4 (s)S3(s), (6)

Gn
4 (s) =

1

2
√
4πs

exp

(

− n2

4T 2s
− sm2

q

)

<Ln>. (7)

Здесь S3(s) 3-х мерная функция Грина, построен-
ная вдоль пространственного замкнутого пути, кото-
рая учитывает цветомагнитное взаимодействие меж-
ду кварками:

S3(s) =

∫

D3z exp(−K3d(s))<W3d> =M2
D. (8)

Что касается<Ln>, то для температур меньше 1 ГэВ
можно показать, что выполняется приближенное со-
отношение:

<Ln> = <L>n. (9)

Здесь L – соответствует однократному обороту и за-
дается через потенциал взаимодействия цветовых за-
рядов:

L = exp

(

−V1(∞, T )

2T

)

. (10)

Возникает искушение интерпретировать основ-
ной вклад сильного взаимодействия (он возникает за
счет DE

1 ) просто как постоянную нулевую компонен-
ту калибровочного потенциала, однако, в выражение
для аналога “Поляковской линии” входит величина:

V1(r, T ) =

∫ T−1

0

dν(1 − νT )

∫ r

0

ζdζDE
1 (
√

ζ2 + ν2).

(11)
Эта зависимость показывает, что значение потенциа-
ла в “Поляковской линии” возникает из нелокального
выражения.

Магнитное поле приводит к формированию уров-
ней Ландау. Данное утверждение в случае сильно-
го взаимодействия является не очевидным и требует
отдельного обоснования. Но в рамках решеточного
моделирования [15] было показано, что можно со-
вершенно четко утверждать, что существует нулевой
уровень Ландау, и что этот уровень обладает опре-
деленной проекцией спина. Поэтому мы сфокусиру-
емся на учете вклада нулевого уровня. Это совер-
шенно оправданное упрощение, поскольку в [5] было
показано, что, в случае, если все остальные уровни
двукратно вырождены, он единственный дает вклад
в ЭРК. Мы также будем полагать, что все высшие
уровни Ландау являются двукратно вырожденными.

Влияние внешнего однородного магнитного поля
в интеграле по траекториям приводит к замене вы-
ражения для фазового объема и энергии [10]:

d3p

(2π)3
→ dpz

2π
|eqBz|,
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Eσ
n⊥

(B) =
√

p2z + (ǫσn⊥
)2, (12)

(ǫσn⊥
)2 = |eqBz |(2n⊥ + 1− σ) +M2, (13)

M2 =
M2

D

4
+m2

q, σ = σz eq
|eq|

, σz = ±1, (14)

M2
D = c2sg

4(T )T 2, cs = 0.566, (15)

g−2(T ) = 2b0 ln(T/Ls) +
b1
b0

ln(2 ln(T/Ls)), (16)

b0 =
11Nc

3 − 2Nf

3

16π2
,

b1 =
34
3 N

2
c −

(

13
3 Nc − 1

Nc

)

Nf

(16π2)2
.

В этих формулах Ls = 0.104Tc, Tc = 160МэВ. Вы-
ражение для дебаевской массы MD возникает непер-
турбативным образом (8) и в МПК выражается че-
рез пространственное натяжение струны [14], g2(T ) –
бегущая константа связи в двухпетлевом приближе-
нии. В итоге выражение для давления можно запи-
сать в виде:

P f
q =

Nc|eqB|T
π2

∑

n⊥,σ

∞
∑

n=1

I, (17)

I =
(−1)n+1

n
Ln
√

(ǫσn⊥
)2 +m2

qK1

(n

T

√

(ǫσn⊥
)2 +m2

q

)

.

Полное давление получается при помощи суммиро-
вания по всем ароматам. Такое представление наибо-
лее удобно для вычисления ЭРК, поскольку позволя-
ет выделить вклад низшего уровня Ландау и вычис-
лить его термодинамические характеристики. Хими-
ческий потенциал может быть введен при помощи
A

′

0 = A0 + µ и приводит в (17) к замене:

Ln → Lncosh
(µn

T

)

. (18)

Вычисление аксиального тока. Сосредото-
чимся на вычислении вклада низшего уровня Лан-
дау3). В киральном базисе:

j5z = ψ†γ0γzγ5ψ = ψ†
Lσ

zψL + ψ†
Rσ

zψR. (19)

Если фермионы являются собственными состояния-
ми σzψR/L = ±ψR/L с одинаковыми собственными
значениями, выражение перепишется:

j5z = ±(ψ†
LψL + ψ†

RψR) = j0. (20)

3)Мы не рассматриваем вопрос о влиянии магнитного поля
на линию Полякова, поскольку в области, которая доступна
для экспериментальной проверки, этот вопрос неактуален.

В случае нулевого уровня Ландау это приводит к со-
отношению:

<j5z>B,T = ±<j0>LLL,T,µ. (21)

А значит, мы можем воспользоваться известным тер-
модинамическим соотношением:

V −1 ∂Ω

∂µ
|LLL,V,T = −<<j0>>T,V (22)

и получить выражение для ЭРК:

<j5z>T,V = ∓NcT
eqBz

2π

∂

∂µ
(χ(µ) + χ(−µ)), (23)

χ(µ) =

∫

dpz
2π

ln

(

1 + exp

(

µ̃− Eσ
n⊥

(B)

T

))

, (24)

µ̃ = µ− V1(∞, T )/2. (25)

Здесь Eσ
n⊥

(B) задается (12), V1(∞, T ) определен в
(11). Результаты вычисления для низшего уровня
Ландау приведены на рис. 1. На графике мы норми-
ровали результат вычисления аксиального тока на
коэффициент (µBNc

∑

i=u,d,s q
2
i )

−1, i соответствует
аромату кварков, для µ мы взяли 10 МэВ. Мы так-
же отметили коэффициент для невзаимодействую-
щей теории

(

1
2π2

)

.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Величина аксиального

тока в ЭРК с нормировочным коэффициентом
(

µBNc

∑

i=u,d,s q
2
i

)−1

С точки зрения МПК этот результат понимает-
ся достаточно просто: при физических массах квар-
ков в адронной фазе КХД ЭРК сильно подавлен, по-
скольку энергия любого возбуждения связана с энер-
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гией натяжения струны, которое значительно боль-
ше температуры и выбранного нами химического по-
тенциала. Основной вклад в термодинамическое опи-
сание в области перехода конфаймент-деконфаймент
T = 140−200МэВ вносит “Поляковская линия”, кото-
рая растет очень быстро и, как следствие, обеспечи-
вает быстрый рост основных термодинамических по-
тенциалов. При температурах выше 300 МэВ “Поля-
ковская линия” мало отлична от единицы, и основной
эффект связан с влиянием непертурбативной дебаев-
ской массы, которая ведет себя как M2

D ∼ g4(T )T 2.
В фермионном распределении она всегда делится на
квадрат температуры, а значит, ее влияние опреде-
ляется четвертой степенью константы связи и коэф-
фициентом в выражении (15).

Обсуждение и заключение. Нами получено
выражение для эффекта разделения киральностей
в методе полевых корреляторов при помощи раз-
ложения по уровням Ландау и учете вклада нуле-
вого уровня. Было показано, что аксиальный ток,
направленный вдоль оси z, равен плотности заря-
да на низшем уровне Ландау. Это свойство остает-
ся верным и в случае присутствия сильного взаимо-
действия. Наши результаты были получены наибо-
лее наглядным способом, но все вычисления также
могут быть проделаны при помощи формулы линей-
ного отклика, которую удобнее использовать, напри-
мер, при вычислении кирального вихревого эффек-
та в кварк-глюонной плазме. Это связано со слож-
ностями распространения МПК на КГП с вращени-
ем. Несомненным достоинством данного метода яв-
ляется сведение задачи вычисления аксиального то-
ка к вычислению производной термодинамического
потенциала для низшего уровня. Это обстоятельство
позволяет утверждать, что в случае точного описа-
ния термодинамики даже на уровне “совпадения тео-
ретических кривых с экспериментом”4) мы получа-
ем корректный количественный ответ для ЭРК. К
сожалению, рассмотрение вкладов высших уровней
Ландау в данном случае требует более подробного
изучения, поскольку наше предположение о двукрат-
ном вырождении уровней с одной стороны приводит
к заключению о равенстве нулю вклада от высших
уровней, с другой – может оказаться чересчур опти-
мистичным, поскольку взаимодействия могут при-

4)Это не исключает требования логической согласованности
теории.

водить к перемешиванию уровней Ландау. Учет этих
вкладов мы оставляем для дальнейшего изучения.
Также было бы интересно сравнить полученные на-
ми результаты с результатами, которые были полу-
чены в рамках недавней работы [16].

Работа выполнена при поддержке гранта Россий-
ского научного фонда # 21-12-00237 и при поддерж-
ке гранта Фонда развития теоретической физики и
математики “БАЗИС” # 22-1-3-59-1.
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Предложены приближенные формулы потенциалов для протонов и атомов водорода в металле и

показано, что учет эффектов экранирования заряда налетающей частицы позволяет объяснить разли-

чие потенциалов межатомного взаимодействия, полученных в рамках теории функционала плотности

для газовой фазы и потенциалов, полученных авторами при обработке экспериментальных данных о

рассеянии атомных частиц от поверхности твердого тела. Установлено влияние экранирки в потенциале

на угловые распределения атомных частиц после прохождения тонких пленок вещества и на ядерные

тормозные способности.

DOI: 10.31857/S1234567823100026, EDN: cknvpq

Хорошо известно, что при движении ионов в ме-
талле поляризация среды приводит к экранирова-
нию потенциала иона. В случае иона, движущего-
ся с некоторой скоростью в среде, отклик электрон-
ной подсистемы происходит с запаздыванием в про-
странстве и во времени, что приводит к возникнове-
нию кильватерного потенциала. Нойфелд и Ричи [1]
развили теорию кильватерного взаимодействия, ко-
торая нашла экспериментальное подтверждение. Об-
зор работ по динамическому экранированию ионов
при движении в твердом теле дан в статье [2]. Экра-
нирование и кильватерный эффект хорошо описыва-
ются возбуждением плазмонов [3].

Нас будет интересовать случай столкновений со
скоростями v < 1 а.е., т.е. статическая экраниров-
ка. В обзоре Дедкова [4] получены общие выражения
для короткодействующей части экранированного по-
тенциала (с учетом собственных электронов). Из со-
временных работ можно отметить работы по расчету
многочастичных потенциалов [5–8] для описания экс-
перимента методами молекулярной динамики. В ра-
боте [9] рассматривалась модель взаимодействия за-
ряженных частиц в неидеальной квазиклассической
плазме.

Потенциал взаимодействия в приближении функ-
ционала плотности рассчитывается как разность
энергии системы атомов при расстоянии R и R = ∞.
Если мы не будем учитывать возмущение электрон-
ной плотности системы, то члены с кинетической
энергией электронов исчезают и потенциал может
быть записан в виде:

1)e-mail: babenko@npd.ioffe.ru

U(R) =
Z1Z2

R
−

− Z1N2

∞
∫

0

π
∫

0

2π
∫

0

ρ(r)
1

|R − r|r
2dr sin θdθdϕ, (1)

где первый член описывает кулоновское взаимодей-
ствие ядер, а второй член – энергию взаимодействия
между зарядом Z1 и электронами второй частицы,
N2 – число электронов иона решетки. Запишем ρ(r)

в виде [4]:

ρ(r) =
N2

4πa2r

3
∑

i=1

AiB
2
i exp

(

−Bi
r

a

)

, (2)

где Ai и Bi – коэффициенты разложения в потенци-
але Мольера [10]:

A =







0.1

0.55

0.35






, B =







6

1.2

0.3






. (3)

Согласно работе [11] константа экранирования
для иона с зарядом Z2 и числом электронов N2 мо-
жет быть записана в виде:

a = 0.8853aBZ
−1.2
2 N0.87

2 , aB = 0.529 Å. (4)

Подставляя ρ(r) в виде (2), записывая |R − r| =
=

√
R2 + r2 − 2Rr cos θ и интегрируя по θ и ϕ, имеем:

U(R) =
Z1Z2

R
− Z1N2

2Ra2
×

×
3
∑

i=1

AiB
2
i

∞
∫

0

dr exp
(

−Bi
r

a

)

(R+ r − |R − r|). (5)
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Разбивая интеграл на две части r < R и r > R,
получаем:

U(R) =
Z1(Z2 −N2)

R
+
Z1N2

R

3
∑

i=1

Ai exp

(

−Bi
R

a

)

.

(6)

В итоге нами получена формула, аналогичная
предложенной в [11], которая описывает взаимодей-
ствие иона с зарядом Z1 с ионом (N2 < Z2) или ато-
мом решетки (N2 = Z2).

На рисунке 1 представлены потенциалы для си-
стемы H-Au, полученные в рамках DFT приближе-
ния (Density Functional Theory – теория функциона-
ла плотности) для газовой фазы и потенциал, опи-
санный формулой (6). Как видно, они неплохо согла-
суются. На рисунке 1 представлены также потенци-
алы “атомная частица – твердое тело”, полученные
нами из экспериментальных данных об энергетиче-
ских спектрах и угловых зависимостях обратно рас-
сеянных частиц [12], а также из анализа угловых рас-
пределений частиц, прошедших тонкую пленку золо-
та [13]. Как видно, потенциал взаимодействия “ион –
твердое тело”, полученный из эксперимента, заметно
отличается от потенциала, описывающего столкнове-
ния в газовой фазе.

Рис. 1. Потенциал межатомного взаимодействия в за-

висимости от расстояния. Система H-Au. Приведен по-

тенциал DFT для газовой фазы. Точками показаны

данные из работ [12, 13], в которых значения потенциа-

лов получены обработкой экспериментальных данных

о рассеянии частиц на поверхности или прохождения

через тонкие пленки. Линии с точками – расчет по фор-

мулам (6), (8), (11)

В случае взаимодействия иона в твердом теле ку-
лоновский заряд иона экранирован электронами про-
водимости и потенциал иона может быть записан в
виде:

U1(R) =
Z1

R
exp

(

− R

RD

)

, (7)

где RD – длина экранирования Дебая [14]. Для зо-
лота RD = 1.358 а.е. Заменяя в формуле (1) кулонов-
ский потенциал на потенциал экранированного куло-
новского заряда и проводя аналогичное интегрирова-
ние, получаем потенциал взаимодействия иона, экра-
нированного электронами проводимости, с решеткой
металла (см. рис. 1):

U(R) =
Z1(Z2 −N2)

R
exp

(

− R

RD

)

+

+
Z1N2

R

3
∑

i=1

Ai exp

(

−Bi
R

a

)

exp

(

− R

RD

)

. (8)

В случае атома водорода заряд ядра протона
экранируется связанным электроном. В книге [15]
для потенциала атома водорода из решения уравне-
ния Пуассона получено выражение:

U2(R) =

(

1

R
+

1

aB

)

exp

(

−2R

aB

)

, (9)

здесь радиус Бора aB = 1 в атомных единицах. Тот
же результат может быть получен, если в формуле
(1) записать электронную плотность для атома водо-
рода в виде:

ρ(r) =
1

πa3
exp

(

−2
r

aB

)

, (10)

и провести соответствующее интегрирование по
электронным координатам.

Заменяя в формуле (6) член Z1/R во втором сла-
гаемом на U2(R) и учитывая, что Z2 = N2, получа-
ем выражение для потенциала взаимодействия ней-
трального атома с решеткой твердого тела:

U(R) =
Z1Z2

R

3
∑

i=1

Ai exp

(

−Bi
R

a

)

×

× exp

(

−2R

aB

)(

1 +
R

aB

)

. (11)

Как видно из рис. 1, потенциалы, учитывающие
экранировку, неплохо описывают эксперименталь-
ные данные о потенциале для системы “водородная
частица в металле”.

Для проверки полученных результатов мы про-
вели моделирование угловых зависимостей частиц,
прошедших тонкую пленку золота толщиной 143 Å
с начальной энергией 9 кэВ, используя потенциалы
(6), (8), (11). Методика расчета описана в работе
[13]. Учитывались многократное рассеяние атомов
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на аморфной мишени и тепловые колебания ато-
мов мишени при комнатной температуре. Торможе-
ние на электронах рассматривалось с учетом по-
правки на многократность соударений, предложен-
ной в работе [16]. Результаты моделирования приве-
дены на рис. 2. Согласно работе [17] доля вышедших
нейтральных атомов при начальной энергии 9 кэВ
составляет 87.5 %. Расчет для композитного пучка
представлен на рис. 2 жирной линией и хорошо со-
гласуется с экспериментальными данными.

Рис. 2. (Цветной онлайн) Угловое распределение час-

тиц, прошедших тонкую пленку золота. Точки – экспе-

римент [18]. Линии – наш расчет для потенциалов (6),

(8), (11). Жирная линия – расчет для композитного

пучка с содержанием нейтральных атомов 87.5 %

Учет экранировки в потенциале влияет также на
расчет ядерных тормозных способностей (ЯТС) при
торможении частиц в материалах.

Ядерные тормозные способности удобно рассчи-
тывать в системе центра масс (СЦМ), чтобы избе-
жать неоднозначности зависимости угла рассеяния θ
от прицельного параметра p, которая обычно возни-
кает при рассеянии на потенциалах, имеющих потен-
циальные ямы. Тормозная способность dE/dx равна:

dE

dx
= N

∞
∫

0

2πp · T [θ(p)]dp, (12)

где N – плотность мишени. Потеря энергии при
столкновении T [θ(p)] выражается формулой:

T [θ(p)] =
4M1M2

M1 +M2)2
sin2

[

θ(p)

2

]

E, (13)

M1 иM2 – массы сталкивающихся частиц, θ(p) – угол
рассеяния в СЦМ, E – энергия соударения.

θ(p) = π − 2p ·
∞
∫

r0

dr

r2
√

1− U(r)
ECM

− p2

r2

. (14)

Здесь U(r) – потенциал взаимодействия, ECM =

= E ·M2/(M1 +M2) – энергия столкновения в СЦМ,
r0 – корень уравнения:

1− U(r0)

ECM
− p2

r20
= 0. (15)

На рисунке 3 приведены ядерные тормозные спо-
собности в зависимости от энергии налетающих час-
тиц для потенциалов, описываемых формулами (6),
(8), (11). Как видно из рис. 3 учет экранировки зна-
чительно уменьшает ядерные тормозные способно-
сти при прохождении протонов (8) и атомов водоро-
да (11), по сравнению с ЯТС для газовой мишени
(расчет с потенциалом Мольера – Moliere).

Рис. 3. (Цветной онлайн) Ядерные тормозные способ-

ности в зависимости от энергии бомбардирующих час-

тиц. Рассматривается система H-Au. Расчет произво-

дился для потенциала Мольера и потенциалов, посчи-

танных по формуле (8) для протона в металле и фор-

муле (11) для атома водорода

Показано, что учет эффектов экранирования за-
ряда налетающей частицы позволяет объяснить раз-
личие потенциалов межатомного взаимодействия,
полученных в рамках теории функционала плотно-
сти для газовой фазы и потенциалов, полученных ав-
торами при обработке экспериментальных данных о
рассеянии атомных частиц от поверхности твердого
тела.

Продемонстрировано влияние экранировки в по-
тенциале на угловые распределения атомных частиц
после прохождения тонких пленок вещества и на ре-
зультаты расчетов ядерных тормозных способностей
при торможении частиц в материалах.
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Дифракционно-ограниченная фокусировка звуковых волн

мезоразмерной плоской Янус-линзой1)
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Представлены результаты численного моделирования и экспериментального подтверждения анизо-

тропной фокусировки мезоразмерной (параметр размера Ми около 18) звуковой кубической линзы на

основе V-образных пластинчатых структур. Впервые показано, что такая линза с размером грани около

3 длин волн обеспечивает фокусировку звуковой волны в воздухе в дифракционно-ограниченную об-

ласть. При инверсионной геометрии структуры линза полностью отражает падающую звуковую волну.
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Введение. Звук постоянно присутствует в на-
шей повседневной жизни в разнообразных сферах.
Акустические линзы могут применяться в различ-
ных областях физики, инженерии и в медицине. Од-
нако их реализация по-прежнему является сложной
и актуальной задачей, поскольку, в частности, суще-
ствует не так много природных материалов, обла-
дающих свойствами, необходимыми для изготовле-
ния звуковых линз [1, 2], поскольку природные мате-
риалы, как правило, не могут одновременно обеспе-
чивать небольшую скорость звука и высокую плот-
ность.

В настоящее время существуют различные типы
акустических линз, основанных на различных фи-
зических явлениях: на дифракции Френеля [3, 4], на
акустических фотонных 2D и 3D кристаллах [5–8], на
основе акустических метаматериалов [9] и резонато-
ров Гельмгольца [10], градиентных (GRIN) структур
[11], включая акустические линзы Люнеберга [12] и
т.д. Однако акустические материалы с градиентным
показателем преломления в природе не встречаются.

Другая возможность получения современных
акустических линз заключается в использовании

1)См. дополнительный материал к данной статье на сайте
нашего журнала www.jetpletters.ac.ru

2)e-mail: prof.minin@gmail.com
3)Song Zhou.

заполненных газом сферических [13–15] или ме-
зоразмерных кубических линз с возможностью
дифракционной ограниченной фокусировки [16, 17].
Акустические линзы по пределу фокусировки
имеют те же ограничения, что и электромагнит-
ные (оптические), т.е. ограничены разрешением в
половину длины волны из-за дифракции. Кроме
того, газонаполненные акустические линзы требуют
применения газов, зачастую обладающих вредными
для здоровья и окружающей среды свойствами.

Заметим, что рассеиватели с параметром разме-
ра Ми q = kL = 2π/λL (L – характерный внеш-
ний размер структуры, k – волновое число) около
5...50, в последнее время вызывают особый инте-
рес для исследователей. Это промежуточное значе-
ние между дипольными частицами (q ≪ 1), части-
цами характеризующиеся резонансами Ми (q ∼ 1,
так называемый Ми-троника) и крупными частица-
ми (q > 100), рассеяние на которых можно объяс-
нить с помощью аппарата геометрической оптики (в
том числе классические линзы и зеркала – на зву-
ковых частотах диаметр звуковой линзы составляет
около 2 м [18]). Поэтому рассеиватели с параметром
размера q ∼ 10 иногда еще называют частица-линза
[19]. Феномен “акустоструи” [20, 21], распространяю-
щий концепцию фотонной наноструи на акустиче-
ские волны, обнаруженный Миниными посредством
наблюдения подобия волновых уравнений и уравне-
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ний Максвелла в электромагнитном спектре, потен-
циально открывает двери для получения субволново-
го размера акустического фокуса. Необходимо под-
черкнуть, что распространение и локализация аку-
стических волн через мезомасштабные (характерный
размер составляет несколько длин волн) не могут
быть предсказаны с помощью геометрической опти-
ки [19, 21, 22].

С другой стороны, акустические рефракционные
линзы, состоящие из субволновых “модификаторов”
поля, т.е. пластин, стержней или дисков, и фокусиру-
ющих звук в дальней зоне, известны давно [23]. Пла-
стинчатая акустическая рефракционная линза бы-
ла предложена Коком в 1948 году [24]. Искусствен-
ный материал линзы был образован из решетки па-
раллельных пластин, установленных под углом θ к
падающему излучению. В этом случае, проходимый
акустической волной путь между наклонно располо-
женными пластинами возрастает в 1/ cos θ раз, что
соответствует эффективному показателю преломле-
ния n = 1/ cos θ. Модификация таких линз состоит
из плоской пластины с неравномерным набором зиг-
загообразных щелей [25], в которой выходы щелей
действуют как вторичные источники субволнового
размера [26].

Основная цель статьи – показать возможности
акустической (звуковой) анизотропной фокусировки
с помощью мезоразмерной кубической Янус-линзы,
состоящей из решетки V-образных параллельных
пластин. Янус-линза – термин, введенный в работе
[27], означает в данном случае разновидность мезо-
структуры, состоящей из нескольких разных ча-
стей (состава и/или формы), с отличающимися свой-
ствами. На основе моделирования, подтвержденно-
го экспериментом, мы демонстрируем возможность
дифракционно-ограниченной фокусировки звуковых
волн в воздухе через линзу с плоскими внешними по-
верхностями и размерами граней равными 3 длины
волны.

Модель и экспериментальная установка.

Для численного моделирования был использо-
ван метод конечных элементов, реализованный
в 2D-акустической модели COMSOL Multiphysics
Modeling [28] для сокращения высоких вычисли-
тельных и временных затрат, которых требует
3D-моделирование. Использовалась свободная тре-
угольная сетка с максимальным размером элемента
λ/8 с применением стандартной процедуры адап-
тивного сгущения сетки в областях с сильным
градиентом давления. Падающая (освещающая)
волна в симуляциях была выбрана плоской. В экс-
периментах она обеспечивалась выбором расстояния

между излучателем и линзой, соответствующего
условию дальней зоны.

В качестве материала пластин частицы-линзы в
расчетах и экспериментах был использован пластик
АБС, акустическое сопротивление которого пример-
но в 6000 раз больше, чем у воздуха. Поэтому та-
кие рассеиватели можно считать акустически жест-
кими [11]. Значения скорости звука (C) и плотности
(ρ), использованные для АБС и воздуха, составляли
Cabc = 2250м/с, ρabc = 1050 кг/м3, Csabs = 1025м/с,
Cair = 343м/с, ρair = 1.21 кг/м3, где Csabs – попереч-
ная скорость звука в пластике АБС [21, 29].

Для экспериментальной проверки фокусирую-
щих свойств рассматриваемой Янус-линзы, с помо-
щью 3D-принтера была создана соответствующая
кубическая структура. Экспериментальные измере-
ния проводились в безэховой камере, устройство ко-
торой и методика измерений были аналогичны ранее
описанным в [4, 16, 17, 30, 31].

Результаты и обсуждения. Внешний вид
Янус-линзы и ее конструктивные особенности
представлены на рис. 1. Ранее нами с коллегами
было показано, что для эффективной фокусировки
акустических волн достаточно обеспечить внешний
размер газонаполненной частицы-линзы около 3
длин волн [16, 17]. В настоящей работе линза была
спроектирована на частоту 5000 Гц, толщина АБС-
пластин составляла s = 1.5мм, расстояние между
пластинами – t = 11мм, угол наклона пластин
α = 62◦. Размер граней кубической структуры
составлял L = 200мм или около 3 длин волн. Таким
образом, параметр размера Ми [19, 32] Янус-линзы
удовлетворяет условию мезоразмерности и соответ-
ствует значению q ∼ 18. Размеры частицы-линзы
выбраны из условия, с одной стороны, возможности
ее изготовления на 3D принтере и достаточной проч-
ности конструкции, а с другой стороны – из условия
минимального внешнего размера структуры. Далее
на протяжении всей работы мы будем использовать
не абсолютные значения геометрических парамет-
ров структуры, а значения относительно падающей
длины волны в воздухе.

Нормированное на параметры падающей плоской
волны распределение интенсивности звуковой волны
I = p2/ρc [31] было изучено на основе моделирова-
ния и подтверждающих экспериментов. Эксперимен-
тальные исследования проводили с помощью специ-
ально разработанного синхронного усилителя с диф-
ференциальным входом, обработка проводилась на
основе алгоритма цифровой обработки дифференци-
ального сигнала в синхронных усилителях, что поз-
волило уменьшить неопределенность измерений. На
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Рис. 1. Акустическая мезоразмерная Янус-линза на основе V-образных пластин ((a), (b) – разный ракурс) и ее кон-

структивные параметры (с) для частоты 5000 Гц

рисунке 2 показаны результаты моделирования рас-
пределения интенсивности звука на частотах 4.8, 5.0
и 5.2 кГц для угла наклона пластин α = 62◦. Линза
была спроектирована на частоту 5 кГц.

Из представленных результатов моделирования
видно, что падающая волна дифрагирует вокруг
внешней поверхности кубической структуры. Фо-
кусировка звуковой волны осуществляется за счет
комбинации дифракции вокруг структуры и кон-
структивной интерференции с прошедшей через V-
образную пластинчатую структуру волной в области
теневой части линзы.

В единицах длины волны частоты 4800, 5000 и
5200 Гц соответствуют размерам линзы 2.79λ, 2.92λ
и 3.03λ соответственно. Хорошо видно, что область
слабой локализации давления акустического поля
начинает формироваться при относительном разме-
ре ребра кубической линзы, равном 2.79λ (4800 Гц,
рис. 2а). При размере стороны куба, равном 2.92λ

(5000 Гц, рис. 2b), область фокусировки вблизи те-
невой поверхности линзы четко сформирована и
имеет симметричную структуру акустической струи
[8, 16, 18]. При этом положение максимума интенсив-
ности поля вдоль акустической струи немного сме-
щается влево в сторону теневой поверхности линзы.
При дальнейшем увеличении эффективного размера
куба до 3.03λ (5200 Гц) фокусирующий эффект сни-
жается, область максимальной локализации акусти-
ческого поля еще больше смещается влево и практи-
чески совпадает с теневой поверхностью линзы.

Моделирование инверсионной геометрии Янус-
линзы (рис. 2d) демонстрирует анизотропные свой-
ства фокусировки звуковой волны. В этом случае
падающая волна практически полностью отражается
от внешней поверхности структуры и в теневой обла-
сти линзы прошедшее поле практически отсутствует.

Наличие максимума в теневой области линзы при од-
ном направлении распространения волны (рис. 2b) и
отсутствие сигнала в теневой области линзы при па-
дении волны на линзу с противоположной стороны
(рис. 2d) не противоречит соотношению взаимности,
поскольку указанные эффекты являются следстви-
ем асимметричного распространения волн при раз-
ной ориентации линзы из-за ее анизотропной струк-
туры. Заметим, что это не эквивалентно переключе-
нию источника и приемника для проверки принципа
взаимности. А асимметричное распространение – это
не то же самое, что невзаимность.

Хорошо известно, что акустическая струя, аналог
фотонной струи в электромагнитном спектре, пред-
ставляет собой узкий локализованный интенсивный
пучок, который может распространяться на рассто-
яние, превышающее длину волны λ, после выхода из
теневой поверхности освещенного проницаемого объ-
екта с характерным размером больше длины волны
и образуется благодаря интерференции рассеянно-
го (дифрагированного) на объекте (частицы-линзы)
и прошедшего через нее полей [8, 20, 33, 34, 35]. Как
следует из рис. 2а–с, на разных частотах только ка-
налы, образованные V-образными пластинами в те-
невой части частицы-линзы, вносят вклад в фор-
мирование акустической струи, когда течение меж-
ду пластинами выходит в ее теневой части и ин-
терферирует с рассеянным на внешней поверхности
частице-линзе полем (рис. 2b). Происходит преобра-
зование распространяющихся волн в волны, распро-
страняющиеся вдоль боковой грани частицы-линзы.
Когда волна проходит по каналам между пласти-
нами в теневой части линзы (рис. 2b), часть звуко-
вой волны выходит в осевом направлении в ее те-
невой части, происходит перенаправление поля дав-
ления и формирование акустической струи в ближ-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Нормализованные на параметры падающей плоской волны распределения интенсивности зву-

ка на частотах 4.8 кГц (а), 5.0 кГц (b), и 5.2 кГц (c) соответственно для угла наклона пластин α = 62◦. На рисунке (d)

показано распределение интенсивности звука для инверсионной геометрии кубической Янус-линзы на частоте 5.0 кГц.

Звуковая волна распространялась слева направо. В левой колонке шкала интенсивности была выбрана из условия

наилучшего визуального изображения области фокусировки в теневой части линзы. В правой колонке показаны те

же самые результаты, но для логарифма интенсивности, демонстрирующие структуру волн внутри Янус линзы

нем поле – на расстоянии менее длины волны от те-
невой поверхности линзы. В частности, отсутствие
конструктивной интерференции рассеянных на ку-
бической частице волн с прошедшими через части-
цу, например, в случае металлического куба таких
же размеров [8], приводит к отсутствию формирова-
ния акустической струи [8, 20]. В случае проницае-
мой кубической частицы (газонаполненной, диэлек-
трической) [16, 17, 36] акустическая струя стабильно
формируется.

Отметим, что число “пластин” (каналов), распо-
ложенных вдоль боковой грани линзы, определяет-

ся расстоянием между пластинами, их толщиной и
длиной ребра кубической структуры. Как следует из
рис. 2а–с, на разных частотах только пластины в те-
невой части частицы-линзы вносят вклад в формиро-
вание акустической струи, когда течение между пла-
стинами выходит в ее теневой части и интерферирует
с рассеянном на внешней поверхности частице-линзе
полем. Потенциально, возможна комбинация полно-
стью непрозрачной для излучения частицы-линзы с
пластинчатой структурой в ее теневой части. В дан-
ном случае линза была спроектирована из эквиди-
стантных V-образных пластин, расположенных по
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всему объему линзы для простоты и технологично-
сти ее изготовления.

На рисунке S1 (в дополнительных материалах)
показано распределение относительной интенсивно-
сти звукового поля для рассматриваемой структуры
для трех нескольких углов наклона пластин: 60, 61,
63, 64 градусов соответственно. Анализ проведенно-
го моделирования показал, что при наклоне пластин
около 60 градусов область локализации поля в тене-
вой части частицы-линзы практически совпадает с
ее теневой поверхностью – формируется своеобраз-
ная “горячая точка”. При угле наклона пластин, рав-
ного 61 градусу (рис. S1b), положение фокуса (обла-
сти с максимальной относительной интенсивностью
вдоль распространения волны) составляет уже около
100 мм, а при дальнейшем увеличении угла наклона
пластин до 64 градусов от смещается “вправо” до зна-
чения около 120 мм.

Следует обратить внимание на распределение от-
носительной интенсивности звукового поля вдоль
боковой (например, верхней на рисунках S1) грани
частицы-линзы. На формирование области локали-
зации поля (фокуса) играет роль более равномер-
ное распределение интенсивности поля вдоль боко-
вой грани структуры – при увеличении угла наклона
пластин от 60 до 62...64 градусов интенсивность по-
ля вдоль боковой грани становится более равномер-
ным с небольшим увеличением амплитуды к теневой
границы частицы. Отметим, что подробное рассмот-
рение структуры волн и соответствующих эффек-
тов внутри Янус-линзы выходит за рамки настоящей
статьи и будет рассмотрено в отдельной публикации.

Для анализа фокусирующих свойств частицы-
линзы целесообразно использовать среднее по вре-
мени значение плотности интенсивности потока зву-
кового поля за частицей-линзой I = pv, нормирован-
ное на интенсивность плоской волны [37, 38]. Фоку-
сирующее действие частицы-линзы обусловлено по-
током звукового поля в каналах между пластина-
ми преимущественно в ее теневой части. На рисун-
ке S2 (дополнительные материалы) показан поток
нормированной интенсивности через и в окрестно-
сти частицы-линзы для частот облучающей волны
4800, 4900 и 5100 Гц соответственно. Видно, что от-
раженная от лицевой поверхности волна интерфери-
рует с падающей волной и формирует области те-
чения вдоль боковых граней структуры, которые в
условиях волноводных резонансов в зазорах между
пластинами S2b формируют сходящийся к оси поток,
который в свою очереди и формирует область фо-
кусировки (акустической струи). Сравнение рис. S2a
и S2b показывает, что на частоте 4900 Гц поток через

зазор между пластинами в теневой части частицы-
линзы более интенсивен, поэтому и область фокуси-
ровки (локализации поля) четко выражена.

На частоте 5000 Гц, когда наблюдается хорошо
сформированная область локализации звукового по-
ля в теневой части линзы (рис. 2b), распределение
потока вдоль боковой грани линзы способствует об-
разованию течения между пластинами вдоль кана-
лов линзы в ее теневой части и выхода этого тече-
ния в осевом направлении. Конструктивная интер-
ференция рассеянного на линзе поля с локализован-
ным осевым потоком в ее теневой части приводит
к формированию акустической струи [8, 33, 35, 36].
Этот механизм в какой-то мере аналогичен меха-
низму формирования фотонной струи в оптике за
счет оптимизации тангенциальной компоненты элек-
трического поля вдоль боковых граней кубический
структуры [39]. Отражение от лицевой поверхно-
сти частицы-линзы и обусловленное этим отражени-
ем структура потока энергии вдоль боковых граней
естественно меняются из-за разного эффективного
размера зазора и толщины пластин на разных часто-
тах. Из рис. 2 и S2b следует, что усиление рассмат-
риваемой частицы-линзы на частоте около 5000 Гц
составляет примерно 4 по интенсивности, нормиро-
ванной на интенсивность падающей волны.

Параметры области фокусировки звуковой вол-
ны (характеристики акустической струи) демонстри-
руются на рис. 3, где представлены результаты мо-
делирования и соответствующего эксперимента, вы-
полненного на частоте 5000 Гц. Из эксперименталь-
ных данных рис. 3а следует, что в продольном на-
правлении (в направлении распространения плоской
падающей волны) длина акустической струи состав-
ляет около 132 мм или 1.9λ (двумерное моделирова-
ние предсказывает значение 2.4λ). Отсчет координа-
ты на рис. 3а ведется от теневой поверхности линзы.
При этом поперечные размеры области локализации
звукового поля (разрешающая способность), в плос-
кости, проходящей через точку максимальной интен-
сивности вдоль акустической струи (Z = 65мм), ха-
рактеризуются рис. 3b. Из этого рисунка следует, что
на частоте 5000 Гц поперечный размер области ло-
кализации акустического поля составляет примерно
31 мм или 0.45λ (по двумерной симуляции – 0.54λ) и
близко к дифракционному пределу.

Заметим, что эксперимент показал несколько
большую интенсивность поля в области акустиче-
ской струи при меньших размерах соответствующих
распределений вдоль и поперек акустической струи.
Это обусловлено тем [40], что при моделировании ис-
пользовалась двумерная постановка задачи, в то вре-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Распределение относительной интенсивности звукового поля вдоль (а) и поперек (b) акусти-

ческой струи. Сплошная линия – моделирование, красные кружки – эксперимент

мя как в эксперименте измерялись характеристики
трехмерной кубической Янус-линзы.

Отметим, что проведенное моделирование пока-
зало, что, например, для линзы с α = 60◦ в непосред-
ственной близи структуры возможно достичь супер-
разрешения около 0.16λ, но уже на расстоянии около
12 мм от теневой поверхности линзы ширина распре-
деления интенсивности звукового поля увеличивает-
ся до 0.43λ.

Заключение. Таким образом, была предложе-
на,спроектирована и изготовлена новая мезораз-
мерная акустическая трехмерная кубическая Янус-
линза с плоскими поверхностями на основе внут-
ренней двумерной V-образной пластинчатой струк-
туры. Моделирование и эксперимент хорошо согла-
суются между собой, демонстрируя дифракционно-
ограниченный эффект звуковой фокусировки с ани-
зотропными свойствами. Трехмерный эффект фоку-
сировки обусловлен внешней трехмерной формой ку-
бической линзы, состоящей из двумерной V-образной
структуры, аналогично [8]. При переходе к ультра-
звуковому диапазону, следует ожидать усиления ин-
тенсивности фокусировки в воде.

Достоинством предлагаемой линзы является
независимость ее свойств от параметров окружаю-
щей среды, так как материал окружающей среды
находится в структуре линзы, а ее относительный
показатель преломления зависит только от физи-
ческой длины параллельных пластин или от угла
наклона этих пластин по отношению к направле-
нию падающего излучения. Данная акустическая
частица-линза может применяться для субволновой
фокусировки акустических волн, как в газах, так и

жидкостях. По сравнению с газонаполненными аку-
стическими линзами предлагаемая линза обладает
достаточной прочностью и надежностью.

Хотя описанный в этой работе метод демонстри-
рует возможность фокусировки звука, например,
для звуковой сушки материалов, контроля уровня
шума, акустической термографии или новых звуко-
фокусирующих систем, он также представляет инте-
рес в ультразвуковом диапазоне [41, 42], например,
для биомедицинских приложений, неразрушающе-
го контроля, спектроскопии, акустической левитации
частиц и манипуляций с ними, визуализации и т.п.
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Обнаружено сильное увеличение эффективности изотопно-селективной лазерной ИК многофотон-

ной диссоциации (МФД) молекул 11BCl3 в естественной смеси с 10BCl3 излучением импульсного СО2-

лазера в случае их облучения с сенсибилизатором – молекулами SF6, которые являются одновременно

и акцепторами радикалов – атомов Cl, образующихся при диссоциации молекул BCl3. Наблюдалось су-

щественное (в несколько раз) увеличение выхода и селективности диссоциации молекул 11BCl3, а также

значительное уменьшение пороговой плотности энергии диссоциации молекул в случае их облучения с

SF6 по сравнению со случаем облучения без SF6. Это открывает возможность реализации одночастотной

изотопно-селективной диссоциации молекул 11BCl3 несфокусированным лазерным излучением при уме-

ренной (≈ 3–5 Дж/см2) плотности энергии возбуждения, что важно и актуально в плане практической

реализации лазерного метода для разделения изотопов бора.

DOI: 10.31857/S123456782310004X, EDN: clczlz

1. Введение. В последнее время возрос инте-
рес к лазерному разделению изотопов бора [1–4]. Это
связано с их применением в важных отраслях про-
мышленности, в медицине [5–7], а также в космиче-
ских экспериментах [8]. В природе бор содержится
в виде двух изотопных модификаций – 10B (около
19.8 %) и 11B (около 80.2 %) [5, 6]. 10B имеет очень
большое сечение захвата тепловых нейтронов, около
3837 барн [9] (1 барн равен 10−24 см2). Для большин-
ства нуклидов это сечение близко к единицам или
долям барна. Поэтому материалы, обогащенные изо-
топом 10B (борная кислота, карбид бора и другие
соединения) широко применяются в атомной энер-
гетике. Изотоп 11B используется в электронной про-
мышленности как легирующий компонент при про-
изводстве полупроводниковых изделий [6, 7]. В связи
с этим разработка методов и эффективной техноло-
гии разделения изотопов бора являются важной и
актуальной задачей.

Наиболее эффективным методом молекулярно-
го лазерного разделения изотопов сегодня считает-
ся метод селективной инфракрасной (ИК) многофо-
тонной диссоциации молекул излучением импульсно-
периодического СО2-лазера [10, 11]. Поэтому при ре-
ализации технологического процесса разделения изо-
топов бора целесообразно использовать именно этот

1)e-mail: gmakarov@isan.troitsk.ru

метод. Он успешно применялся ранее в технологии
лазерного разделения изотопов углерода на практи-
ке [12, 13].

Для молекулярного лазерного разделения изо-
топов с использованием имеющихся эффективных
импульсных СО2-лазеров необходимо, чтобы поло-
сы ИК поглощения выбранных молекул попадали в
диапазон генерации СО2-лазера и обладали сравни-
тельно большим (≥ 5−10 см−1) изотопическим сдви-
гом. Кроме того, желательно, чтобы эффективная
изотопно-селективная диссоциация выбранных моле-
кул осуществлялась при невысокой плотности энер-
гии лазерного излучения.

Одним из наиболее подходящих исходных соеди-
нений для лазерного разделения изотопов бора явля-
ется газообразное химическое соединение BCl3. По-
лосы ИК поглощения колебаний ν3 молекул 11BCl3
(≈ 954.2 см−1) и 10BCl3 (≈ 993.7 см−1) [14] попадают
в резонанс соответственно с P- и R-ветвями 10.6 мкм
полосы генерации CO2-лазера. Изотопический сдвиг
между указанными полосами ИК поглощения мо-
лекул 11BCl3 и 10BCl3 составляет ∆νis ≈ 39.5 см−1

[14]. Именно с использованием BCl3 была впервые
продемонстрирована изотопно-селективная лазерная
ИК МФД молекул [15]. В большом числе последую-
щих работ [16–26] была довольно детально изучена
изотопно-селективная диссоциация молекул BCl3 в
поле излучения мощного импульсного СО2-лазера с
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использованием разных акцепторов радикалов (H2,
NO, H2S, D2S, HBr и др.) для подавления процесса
ассоциации образующихся при диссоциации молекул
BCl3 радикалов BCl2 и атомов Cl [16].

Установлено, что в плане получения сравнитель-
но высоких значений селективности и выхода дис-
социации молекул BCl3 довольно хорошим акцепто-
ром радикалов является кислород [17–19, 22]. В слу-
чае использования кислорода конечными продукта-
ми ИК многофотонной диссоциации молекул BCl3
являются B2O3 и Cl2 [17]. Твердое соединение B2O3

в виде пленки осаждается на стенках и окнах кю-
веты, в которой облучается газ. Показано [17, 23],
что акцепторы радикалов практически не приводят
к сколько-нибудь значительному увеличению селек-
тивности и выхода диссоциации BCl3, а также умень-
шению порога диссоциации молекул.

В ходе выполненных ранее исследований установ-
лено также, что для эффективной ИК многофотон-
ной диссоциации молекул BCl3 требуются довольно
высокие плотности энергии возбуждающего лазерно-
го излучения (Φ ≥ 20Дж/см2) [23, 24], что связано,
главным образом, с большой энергией связи молеку-
лы (≈ 110 ккал/моль [27]). Поэтому ИК диссоциация
молекул возможна только сфокусированными лазер-
ными пучками. Вместе с тем использование сфокуси-
рованных лазерных пучков приводит, как правило, к
уменьшению изотопической селективности процесса
диссоциации молекул [10, 11].

В случае возбуждения молекул BCl3 одночастот-
ным лазерным излучением селективности диссоци-
ации молекул 10BCl3 и 11BCl3 составляли соответ-
ственно α(10B/11B) ≤ 8 и α(11B/10B) ≤ 2.5 [22–
24]. При этом выходы диссоциации молекул (в пе-
ресчете на облучаемый лазером объем газа в кюве-
те) были небольшими (β10 ≈ β11 ≤ (2−8) × 10−4

[24]). Значительно более высокие селективности и
выходы диссоциации молекул BCl3 (α(10B/11B) ≥ 8;
β10 ≥ 10%; β11 ≥ 20%) наблюдались в случае их
возбуждения двухчастотным ИК лазерным излуче-
нием [28, 29]. При этом существенно уменьшался так-
же порог диссоциации молекул (до значений Φ1 и
Φ2 ≥ 2−3Дж/см2). Однако реализация технологиче-
ского процесса лазерного разделения изотопов бора
с использованием двухчастотной диссоциации моле-
кул представляется весьма сложной на практике.

В данной работе нами обнаружено, что в слу-
чае использования при изотопно-селективной лазер-
ной ИК многофотонной диссоциации BCl3 в каче-
стве сенсибилизатора и акцептора радикалов моле-
кул SF6 происходит существенное увеличение эф-
фективности диссоциации молекул 11BCl3. Это пред-

ставляется весьма важным и актуальным при реали-
зации технологического процесса лазерного разделе-
ния изотопов бора.

2. Эксперимент. Экспериментальная установка
(рис. 1) включала в себя перестраиваемый по час-

Рис. 1. (Цветной онлайн) Схема экспериментальной

установки. 1– зеркало; 2 – длиннофокусная линза; 3 –

ослабители лазерного излучения; 4 – делительная пла-

стинка; 5 – приемник излучения; 6 – кювета с облуча-

емым газом; 7 – поглотитель излучения

тоте импульсный СО2-лазер, формирующую опти-
ку, газовую кювету из нержавеющей стали для об-
лучения исследуемых молекул длиной 112 мм, объ-
емом 24.2 см3, с окнами из BaF2, калориметриче-
ский (ТПИ-2-5) и пироэлектрический (SensorPhysics
Model 510) приемники излучения для измерения па-
дающей и прошедшей через кювету энергии. Им-
пульс излучения СО2-лазера состоял из переднего
пика длительностью около 80 нс по полувысоте и хво-
стовой части длительностью ≈ 750 нс, в которой со-
держалась примерно третья часть энергии лазерно-
го импульса. Коллимация лазерного пучка в облуча-
емую кювету производилась длиннофокусной (f =

= 1м) линзой. Энергия излучения лазера в импуль-
се составляла от 0.7 до 3.0 Дж, в зависимости от
частоты генерации и парциального состава лазерной
смеси. Частота излучения лазера перестраивалась в
диапазоне 9.2–10.8 мкм. Для привязки частоты ли-
ний излучения СО2-лазера использовался оптико-
акустический приемник с реперным газом NH3. По-
перечное распределение плотности энергии и пло-
щадь сечения лазерного пучка определялись с по-
мощью микрозонда путем сканирования его поперек
лазерного пучка во взаимно-перпендикулярных на-
правлениях на входе и на выходе из кюветы.

3. Метод. Селективная по изотопам бора ИК
многофотонная диссоциация молекул BCl3 проводи-
лась при настройке частоты излучения CO2-лазера
на линию 10P32 ( частота 932.96 см−1), которая сов-
падает с длинноволновым крылом полосы погло-
щения колебания ν3 молекул 11BCl3 (≈ 954.2 см−1

[14]). Полоса поглощения колебания ν3 молекул SF6
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(≈ 948 см−1 [30]) примерно на 6.2 см−1 смещена в низ-
кочастотную сторону от центра полосы поглощения
молекул 11BCl3 (рис. 2a–c). При лазерном ИК много-
фотонном возбуждении полосы поглощения как мо-
лекул 11BCl3, так и молекул SF6 смещаются из-за
ангармонизма колебаний в красную сторону (в сто-
рону частоты излучения лазера) и приходят в опти-
мальный резонанс с лазерным полем [31–34]. Про-
исходит эффективное ИК многофотонное возбужде-
ние обоих типов молекул, в том числе молекул SF6,
поглощенная энергия от которых передается моле-
кулам 11BCl3. Поскольку полосы поглощения моле-
кул SF6 и 11BCl3 практически совпадают, процесс
колебательно-колебательного V−V обмена энергией
между ними имеет резонансный характер и происхо-
дит очень эффективно [35, 36]. Это и приводит к уве-
личению выхода диссоциации молекул 11BCl3. От-
метим, что поскольку энергия диссоциации молекул
SF6 (≈ 92 ккал/моль [37]) меньше энергии диссоциа-
ции молекул BCl3, при высоких плотностях энергии
возбуждения имеет место также диссоциация и мо-
лекул SF6.

Фотохимическая реакция при лазерной ИК мно-
гофотонной диссоциации молекул 11BCl3 протекает
по схеме

11BCl3 + nhν →11 BCl2 + Cl, (1)

где nhν обозначает количество поглощенных лазер-
ных ИК фотонов.

В результате облучения газа продукты диссоци-
ации обогащались изотопом 11В, а остаточный газ
BCl3 обогащался изотопом 10В. Выходы диссоциа-
ции, которые представляют собой доли распавших-
ся в облучаемом объеме молекул за один лазерный
импульс, определялись по изменениям в ИК спек-
трах поглощения для каждой из изотопных компо-
нент BCl3.

Спектры поглощения измерялись с помощью ИК
фурье-спектрометра ФТ-801. Выходы диссоциации
β11 и β10 вычислялись по парциальному давлению
каждой компоненты iBCl3 (i = 10, 11) до (pi,0) и по-
сле (pi) облучения лазерными импульсами с исполь-
зованием соотношения

βi = Γ−1[1− (pi/pi,0)
1/N ], (2)

где Γ ≈ 0.083 – отношение облучаемого объема
(Virr ≈ 2.0 см3) к объему кюветы (Vcell = 24.2 см3),
N – число импульсов облучения. Измерения интен-
сивности полосы поглощения молекул 11BCl3 до и по-
сле облучения проводились на частоте ≈ 954.2 см−1

(примерно в максимуме полосы поглощения 11BCl3),
на которой практически никакого вклада от погло-

Рис. 2. (Цветной онлайн) (a) – Полосы ИК поглощения

колебаний ν3 молекул 11BCl3 и 10BCl3. Давление BCl3
в кювете 0.35 торр, длина кюветы 11.2 см. (b) – Полоса

ИК поглощения колебания ν3 молекул SF6. Давление

SF6 в кювете 0.15 торр. (c) – Полосы ИК поглощения

колебаний ν3 молекул 11BCl3,
10BCl3 и SF6. Давление

BCl3 в кювете 0.35 торр, SF6 – 0.15 торр

щения молекул SF6 при используемых в экспери-
менте давлениях не было (см. рис. 2b). Селектив-
ность α(11B/10B) определялась как отношение вы-
ходов диссоциации молекул 11BCl3 и 10BCl3

α(11B/10B) = β11/β10. (3)
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4. Результаты и их обсуждение. В экспе-
риментах измерялись основные параметры селектив-
ной лазерной ИК многофотонной диссоциации моле-
кул BCl3 – выходы диссоциации молекул 11BCl3 (β11)
и 10BCl3 (β10), а также селективность диссоциации
молекул 11BCl3 по отношению к молекулам 10BCl3
(α(11B/10B)). Получены зависимости этих парамет-
ров от давлений облучаемых газов BCl3 и SF6, а так-
же от плотности энергии возбуждающего лазерного
излучения.

На рисунке 3 показаны полосы ИК поглощения
колебаний ν3 молекул 11BCl3, 10BCl3 и молекул SF6

до облучения (1) и после облучения лазером (2).
Показаны также полосы ИК поглощения колебаний
ν1 (≈ 851.4 см−1) и ν8 (≈ 909.1 см−1) образующегося
продукта SF5Cl [38]. Исходное давление BCl3 в кюве-
те 0.35 торр, SF6 – 0.15 торр. Плотность энергии воз-
буждающего лазерного излучения 1.91 Дж/см2. Чис-
ло импульсов облучения N = 1800. Кроме SF5Cl,
в образующихся продуктах нами были обнаружены
также (спектры ИК поглощения других продуктов
на рис. 3 не показаны) молекулы BCl2F, BClF2 и BF3.

Рис. 3. (Цветной онлайн) Полосы ИК поглощения ко-

лебаний ν3 молекул 11BCl3,
10BCl3 и молекул SF6 до

облучения (1) и после облучения (2) лазером. По-

казаны также полосы ИК поглощения образующе-

гося продукта SF5Cl с центрами полос на частотах

851.4 см−1 (колебание ν1) и 909. см−1 (колебание ν8)

[38]. Исходное давление BCl3 в кювете 0.35 торр, SF6 –

0.15 торр. Плотность энергии возбуждающего лазерно-

го излучения 1.91 Дж/см2. Число импульсов облучения

N = 1800

На рисунке 4a, b показаны зависимости выходов
диссоциации молекул 11BCl3 β11 и 10BCl3 β10 (a),
а также селективности диссоциации молекул 11BCl3
по отношению к молекулам 10BCl3 α(11B/10B) (b) от

Рис. 4. (Цветной онлайн) (a), (b) – Зависимости выхо-

дов диссоциации β11 (кривая 1) и β10 (кривая 2) (a),

а также селективности диссоциации α(11B/10B) (b) от

давления SF6 при фиксированном давлении BCl3, рав-

ном 0.35 торр, и плотности энергии возбуждающего из-

лучения 2.1 Дж/см2

давления SF6 в диапазоне 0.05–2.0 торр при фиксиро-
ванном давлении BCl3, равном 0.35 торр, и плотности
энергии возбуждающего излучения Φ ≈ 2.1Дж/см2.
Видно, что в исследуемом диапазоне давлений SF6

выходы диссоциации молекул 11BCl3 и 10BCl3 рас-
тут соответственно от значений β11 ≈ 4.5 × 10−4 и
β10 ≈ 3.4 × 10−4 при облучении молекул BCl3 без
SF6 до значений β11 ≈ 8.5× 10−2 и β10 ≈ 7.2× 10−2 в
случае облучения молекул BCl3 с SF6 при давлении
2.0 торр.

Таким образом, при облучении молекул BCl3 с
SF6 наблюдается увеличение выходов диссоциации
молекул BCl3 более чем на два порядка. Отметим
резкое увеличение (более чем на порядок) выхода
диссоциации молекул 11BCl3 при добавлении все-
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го лишь 0.1 торр SF6. Это означает также, что за
счет использования SF6 значительно уменьшается
пороговая плотность энергии диссоциации молекул
11BCl3. Рост выходов диссоциации молекул 11BCl3 и
10BCl3 с увеличением давления SF6 в области ≈ 0.5–
2.0 торр носит монотонный характер.

Селективность диссоциации молекул 11BCl3 по
отношению к молекулам 10BCl3 резко растет от зна-
чения α(11B/10B) ≈ 1.3 в случае облучения моле-
кул без SF6 до величины α(11B/10B) ≈ 8.0 в слу-
чае облучения молекул с SF6 при давлении ≈ 0.15–
0.2 торр. При дальнейшем увеличении давления SF6

до ≈ 0.4 торр селективность быстро падает до зна-
чения α(11B/10B) ≈ 3.0 и далее медленно умень-
шается до величины α(11B/10B) ≈ 1.0 при давле-
нии SF6 ≥ 1.5 торр. Таким образом, в случае облу-
чения BCl3 при давлении 0.35 торр с SF6 максималь-
ные значения селективности диссоциации α(11B/10B)
достигаются при давлении SF6 в диапазоне 0.15–
0.25 торр. При этом селективность α(11B/10B) в слу-
чае облучения с SF6 более чем в 3–5 раз больше, чем
при облучении молекул BCl3 без SF6.

На рисунке 5 приведены зависимости выходов
диссоциации молекул 11BCl3 и 10BCl3, а также селек-
тивности диссоциации α(11B/10B) от плотности энер-
гии возбуждающего лазерного излучения в диапа-
зоне от ≈ 1.8 до 3.4 Дж/см2. Облучалась смесь моле-
кул 0.35 торр BCl3+0.1 торр SF6. Видно, что выходы
диссоциации молекул BCl3 быстро растут с увеличе-
нием плотности энергии возбуждения. Столь быст-
рый рост выходов диссоциации объясняется тем, что
вследствие большой энергии связи молекул BCl3 при
указанных плотностях энергии лазерного излучения
процесс ИК диссоциации носит надпороговый харак-
тер и сравнительно далек от насыщения.

Селективность диссоциации молекул 11BCl3
α(11B/10B), наоборот, резко падает с увеличением
плотности энергии возбуждения. Вместе с тем при
всех исследуемых плотностях энергии возбужде-
ния селективность диссоциации с использованием
SF6 значительно (в 2–5 раз) больше, чем без SF6.
Наблюдаемое поведение зависимостей выходов
диссоциации и селективности от плотности энергии
возбуждающего излучения характерно для процесса
изотопно-селективной лазерной ИК многофотонной
диссоциации большого числа молекул [10, 11]

5. Заключение. Обнаружено существенное уве-
личение эффективности изотопно-селективной ла-
зерной ИК МФД молекул 11BCl3 в естественной сме-
си с 10BCl3 в случае их облучения с резонансно по-
глощающим излучение лазера сенсибилизатором и
акцептором радикалов SF6. Показано, что при об-

Рис. 5. (Цветной онлайн) (a), (b) – Зависимости выхо-

дов диссоциации β11 (кривая 1) и β10 (кривая 2) (a),

а также селективности диссоциации α(11B/10B) (b) от

плотности энергии возбуждающего лазерного излуче-

ния. Давление газа в кювете: 0.35 торр BCl3 + 0.1 торр

SF6

лучении BCl3 в смеси с SF6 сильно увеличиваются
как выход диссоциации молекул 11BCl3 (на 1–2 по-
рядка), так и селективность диссоциации (в 2–5 раз),
а также значительно (примерно на порядок) умень-
шается пороговая плотность энергии диссоциации по
сравнению со случаем облучения BCl3 без SF6. Это
открывает возможность реализации одночастотной
изотопно-селективной лазерной ИК диссоциации мо-
лекул 11BCl3 в несфокусированных лазерных пуч-
ках при умеренной (≤ 4–5 Дж/см2) плотности энер-
гии возбуждения.

Полученные результаты важны и актуальны в
плане применения описанного метода для разработ-
ки лазерной технологии разделения изотопов бора,
поскольку становится возможным получать высоко-
обогащенный изотопом 10B молекулярный газ BCl3
за счет диссоциации молекул 11BCl3 в природной
смеси с 10BCl3.

Письма в ЖЭТФ том 117 вып. 9 – 10 2023



Увеличение эффективности изотопно-селективной лазерной ИК. . . 739

Авторы выражают благодарность Е. А. Рябову за
полезные обсуждения.

Работа выполнена в рамках проекта госзадания.

1. J. Guo, Y.-J. Li, J.-P. Ma, X. Tang, X.-S. Liu, Chem.

Phys. Lett. 773, 138572 (2021).

2. A.K.A. Lyakhov and A.N. Pechen, Appl. Phys. B

126(8), 141 (2020).

3. A. Aljubouri, F.H. Hamza, and H.H. Mohammed,

Engineering and Technology Journal 34(5), Part (B)

Scientific, 157 (2016).

4. K.A. Lyakhov, H. J. Lee, and A.N. Pechen, Separat.

Purificat. Technol. 176, 402 (2017).

5. С.П. Потапов, Атомная энергия 10, 244 (1961).

6. J.M. Blum and S. Martean, Energie nucleaire 14(1), 33

(1972).

7. А.Ф. Чабак, А.С. Полевой, Изотопы в реакторо-

строении, в кн. Изотопы: свойства, получение, при-

менение, под ред. В.Ю. Баранова, Физматлит, М.

(2005), т. II, с. 192.

8. Э.А. Богомолов, Г.И. Васильев, В. Менн, Известия

РАН. Серия физическая 85(4), 466 (2021).

9. A.A. Palko and J. S. Drury, Adv. Chem. Ser. 89, 40

(1969).

10. V.N. Bagratashvili, V. S. Letokhov, A.A. Makarov,

and E. A. Ryabov, Multiple Photon Infrared Laser

Photophysics and Photochemistry, Harwood Acad. Publ.

(1985).

11. Multiple-Photon Excitation and Dissociation of

Polyatomic Molecules, ed. by C. D. Cantrell, Topics in

Current Physics, Springer-Verlag, Berlin (1986), v. 35.

12. В.С. Летохов, Е. А. Рябов, Многофотонная

изотопически-селективная ИК диссоциация

молекул, в кн. Изотопы: свойства, получение,

применение, под ред. В. Ю. Баранова, Физматлит,

М. (2005), т. I, с. 445.

13. V.Yu. Baranov, A.P. Dyadkin, D.D. Malynta,

V.A. Kuzmenko, S.V. Pigulsky, V. S. Letokhov,

V.B. Laptev, E.A. Ryabov, I.V. Yarovoi, V.B. Zarin,

and A. S. Podorashy, Production of carbon isotopes by

laser separation, Proc. SPIE (Progress in Research and

Development of High-Power Industrial CO2-lasers),

4165, 314 (2000).

14. D. F. Wolfe and G. L. Humphrey, J. Mol. Struct. 3, 293

(1969).

15. Р.В. Амбарцумян, В. С. Летохов, Е.А. Рябов,

Н.В. Чекалин, Письма в ЖЭТФ 20, 597 (1974).

16. J. L. Lyman and S.D. Rockwood, J. Appl. Phys. 47(2),

595 (1975).

17. Р.В. Амбарцумян, Ю. А. Горохов, В.С. Летохов,

Г.Н. Макаров, Е.А. Рябов, Н.В. Чекалин, Кванто-

вая электроника 2, 2197 (1975).

18. Р.В. Амбарцумян, В. С. Должиков, В. С. Летохов,

Е.А. Рябов, Н.В. Чекалин, ЖЭТФ 69, 72 (1975).

19. Р.В. Амбарцумян, Ю. А. Горохов, В.С. Летохов,

Г.Н. Макаров, Е.А. Рябов, Н.В. Чекалин, Кванто-

вая электроника 3, 802 (1976).

20. C. D. Rockwood, J. W. Hudson, Chem. Phys. Lett. 34,

542 (1975).

21. C. T. Lin, T. D. Z. Atvars, and F.B. T. Pessine, J. Appl.

Phys. 48, 1720 (1977).

22. Ю. Р. Коломийский, Е. А. Рябов, Квантовая электро-

ника 5, 651 (1978).

23. Y. Ishikawa, O. Kurihara, R. Nakane, and S. Arai,

Chem. Phys. 52, 143 (1980).

24. Z. Peiran, Z. Wensen, and Z. Yuying, Chinese J. Lasers

8(10), 20 (1981).

25. K. Takeuchi, O. Kurihara, and R. Nakane, Chem. Phys.

54, 383 (1981).

26. K.-H. Lee, H. Takeo, S. Kondo, C. Matsumura, Bull.

Chem. Soc. Jpn. 58, 1772 (1985).

27. В. Н. Кондратьев (ред.), Энергии разрыва химиче-

ских связей, потенциалы ионизации и сродство к

электрону, Наука, М. (1974).

28. В. Б. Лаптев, Е. А. Рябов, Квантовая электроника

13, 2368 (1986).

29. В. Б. Лаптев, Е. А. Рябов, Химическая физика 7, 165

(1988).

30. R. S. McDowell, B. J. Krohn, H. Flicker, and

M. C. Vasquez, Spectrochim. Acta 42A, 351 (1986).

31. Г.Н. Макаров, А.Н. Петин, Письма в ЖЭТФ 112,

226 (2020).

32. Г.Н. Макаров, А.Н. Петин, ЖЭТФ 159, 281 (2021).

33. Г.Н. Макаров, А.Н. Петин, Письма в ЖЭТФ 115,

292 (2022).

34. В. Б. Лаптев, Г.Н. Макаров, А.Н. Петин, Е.А. Рябов,

ЖЭТФ 162, 60 (2022).

35. R. S. Karve, S.K. Sarkar, K.V. S. Rama Rao, and

J. P. Mittal, Appl. Phys. B 53, 108 (1991).

36. B. Y. Mohan, J. Chem. Phys. 46, 98 (1967).

37. S.W. Benson, Chem. Rev. 78, 23 (1978).

38. R. E. Noftle, R.R. Smardzewski, and W.B. Fox, Inorg.

Chem. 16(12), 3380 (1977).

Письма в ЖЭТФ том 117 вып. 9 – 10 2023



Письма в ЖЭТФ, том 117, вып. 10, с. 740 – 745 c© 2023 г. 25 мая

Квазикристаллические структуры с узкополосной

спектрально-угловой селективностью

В. А. Чистяков+1), М. С. Сидоренко+, А. Д. Саянский+, М. В. Рыбин+∗

+Университет ИТМО, Физический факультет, 191002 С.-Петербург, Россия

∗Физико-технический институт им. А.Ф.Иоффе РАН, 194021 С.-Петербург, Россия

Поступила в редакцию 22 марта 2023 г.
После переработки 12 апреля 2023 г.

Принята к публикации 17 апреля 2023 г.

Методы дизайна в обратном пространстве позволяют получать структуры с желаемыми свойствами.

Мы представляем результаты по разработке квазикристаллических фотонных структур, которые обес-

печивают селективное рассеяние электромагнитной волны, падающей на образец. Максимумы Фурье-

образа искомого распределения диэлектрической проницаемости в обратном пространстве были распо-

ложены вдоль двух дуг на сфере Эвальда, соответствующей рассеянию волны с требуемыми параметра-

ми: длина волны и угол падения. Переход к прямому пространству позволил найти распределение ма-

териала. После бинаризации показателя преломления формировалась структура с малым диэлектриче-

ским контрастом. Теоретическое исследование свойств полученной структуры подтвердило спектрально-

угловую селективность рассеяния. Результаты численных расчетов показывают возможность получения

эффективного рассеяния и поглощения электромагнитной энергии до 94% в узкой полосе частот и для

узкого диапазона углов падения при диэлектрическом контрасте двух материалов 1.07.

DOI: 10.31857/S1234567823100051, EDN: cllimc

За последние десятилетия широкое распростра-
нение получили фотонные кристаллы (ФК) [1–3] и
другие резонансные структуры [4–6], обеспечиваю-
щие возможность управления электромагнитным из-
лучением. Ключевым свойством ФК является суще-
ствование полосы запрещенных частот, возникающей
вследствие брэгговского рассеяния на кристалличе-
ских слоях в структурах с периодически меняющи-
мися показателями преломления. Однако периодич-
ность фотонного кристалла ограничивает количе-
ство возможных симметрий, образующих фиксиро-
ванное число возможных пространственных групп.

К настоящему времени методы разработки фо-
тонных структур претерпели смену парадигмы от
интуитивных методов проектирования к методам об-
ратного дизайна с использованием численной опти-
мизации, включая искусственный интеллект [7–11].
Эти методы приводят к сложному распределению
материала по пространству, однако такие структу-
ры обладают требуемой функциональностью. Бла-
годаря достижениям цифровых аддитивных техно-
логий было продемонстрировано множество фотон-
ных структур, использующих более сложную струк-
туру по сравнению с ФК: гипероднородные структу-

1)e-mail: v.chistyakov@metalab.ifmo.ru

ры [12, 13], квазикристаллы [14], муаровые решетки
[15] и поверхности Фурье [16].

Недавно в работе [17] на основе метода дизайна
в обратном пространстве была продемонстрирована
квазикристаллическая структура, обладающая пол-
ной запрещенной зоной при малом диэлектрическом
контрасте, которого можно достичь, используя по-
лимерные материалы. В прямом пространстве такие
структуры соответствуют наложению множества ре-
шеток с равномерным распределением ориентаций в
полном телесном угле 4π. Для двумерного случая
было продемонстрировано, что отсутствие трансля-
ционной симметрии у упорядоченных квазикристал-
лических структур не сказывается на величине моду-
ляции локальной плотности состояний электромаг-
нитного поля [18]. Кроме этого, интерес представ-
ляют исследования локализации волн в апериоди-
ческих системах [19–23]. В случае неупорядоченных
структур одним из наиболее интригующих свойств
является эффект андерсоновской локализации [24],
который наблюдался во множестве структур [25, 26].
Также в недавней работе было продемонстрировано
экспериментальное наблюдение внутренней локали-
зации света в 3D икосаэдрическом квазикристалле
[14]. В апериодических структурах эффекты рассея-
ния и локализации возникают в широкой полосе час-

740 Письма в ЖЭТФ том 117 вып. 9 – 10 2023



Квазикристаллические структуры с узкополосной спектрально-угловой селективностью 741

Рис. 1. (Цветной онлайн) (a) – Схематическое изображение квазикристаллической структуры в реальном пространстве,

сгенерированное на основе 40 максимумов в обратном пространстве. Длина стороны в продольном сечении составляет

Ly = 10λ0, а для поперечного сечения Lx = 50λ0, где λ0 – рабочая длина волны. (b) – Построение Эвальда при

нормальном падении волны kinc, сфера Эвальда (оранжевая кривая) пересекает максимумы в обратном пространстве

(черные точки), что приводит к эффективному рассеянию волны ksca в поперечном направлении. (c) – Построение

Эвальда при косом падении волны kinc, соответствующее отсутствию рассеяния. (d) – Построение Эвальда при боль-

шой длине волны и нормальном падении, соответствующее отсутствию рассеяния

тот и для разных направлений. При этом о возмож-
ности сделать структуру, селективно рассеивающую
волну в заданном направлении и на заданных часто-
тах, до сих пор не сообщалось [27].

В этой работе мы предлагаем низкоконтрастные
квазикристаллические структуры со спектрально-
угловой селективностью рассеяния падающей элек-
тромагнитной волны. Для создания структуры мы
используем метод обратного дизайна. Используя по-
строение Эвальда, мы задаем в обратном простран-
стве некоторую функцию, у которой значения отлич-
ные от нуля, или максимумы расположены таким
образом, чтобы излучение определенной длины вол-
ны и направления эффективно рассеивалось струк-
турой образца. Мы выполнили расчеты распростра-
нения электромагнитной волны в образцах, с учетом
реалистичного коэффициента поглощения материа-
ла, которые полностью подтверждают наличие ожи-
даемого эффекта.

В электромагнитных задачах рассеяние задает-
ся пространственным распределением диэлектриче-
ской проницаемости ε(r). Для определения квази-
кристаллической структуры с желаемыми свойства-
ми был использован дизайн в обратном пространстве
[28]. Напомним, что в низкоконтрастных диэлектри-
ческих структурах рассеяние падающей волны с вол-
новым вектором kinc в волну с волновым вектором
ksca зависит от интенсивности Фурье образа ε(r) в
точке с координатами ksca − kinc. Для определения
условий возникновения рассеяния удобно использо-
вать построение Эвальда. Сфера радиуса k0 = |kinc|
с центром в −kinc определяет все возможные направ-
ления упругого рассеяния. В случае попадания мак-

симума Фурье-образа ε(r) на сферу Эвальда возни-
кает рассеяние для соответствующего направления.
Для рассматриваемой нами задачи сфера Эвальда
соответствует окружности. В обратном пространстве
мы задаем максимумы вдоль дуг окружности, кото-
рые определяют рассеяние волны, падающей по нор-
мали. Таким образом, рассеянные волны будут рас-
пространятся внутри образца в секторах, образован-
ных дугами (рис. 1b). На рисунках 1c и d качественно
показаны два случая: отклонение по углу от нормали
и отклонение от заданной длины волны. Видно, что
в этих случаях сфера Эвальда не пересекает мак-
симумы и эффективного рассеяния не возникает, а
структура оказывается прозрачной.

Переход к распределению коэффициента прелом-
ления в прямом пространстве осуществляется при
помощи преобразования Фурье. Чтобы в прямом
пространстве получить вещественное распределение,
максимумы в обратном пространстве должны быть
распределены симметрично, относительно начала ко-
ординат. Это дополнительное условие приводит к по-
явлению вспомогательных максимумов в нижней по-
луплоскости (рис. 1b–d).

Технически нам было удобнее задавать распре-
деление диэлектрической проницаемости в прямом
пространстве при помощи набора наложенных си-
нусоидальных функций [17, 18]. Поэтому на ду-
гах вдоль окружности радиуса, заданного требуемой
длиной волны λ0, формируется набор максимумов,
соответствующих параметрам таких решеток. Мы
ограничиваем дуги, вдоль которых имеются макси-
мумы в диапазоне углов [−αc...αc], где αc = 1/n, а n –
средний показатель преломления среды. Изображе-
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Рис. 2. (a) – Иллюстрация вычисления распределения показателя преломления путем наложения синусоидальных

функций, соответствующих в обратном пространстве максимумам Фурье-образа ε(r). (b) – Изображение структуры с

непрерывным распределением показателя преломления, сгенерированное на основе 40 максимумов. (c) – Изображение

структуры после бинаризации показателя преломления

ния решеток, направления и период которых задают-
ся в соответствии с максимумами, распределенными
вдоль дуг, показаны на рис. 2a. При этом распределе-
ние материала квазикристаллической структуры за-
дается суперпозицией синусоидальных одномерных
решеток (рис. 2b):

∆ng(r) =

N
∑

i=1

∆ni cos (gi · r+ ϕi) , (1)

где ∆ni – амплитуда модуляции показателя прелом-
ления для решетки с индексом i, N – общее количе-
ство решеток на окружности в верхней полуплоско-
сти, gi – направление нормали к решетке с индексом
i, ϕi – случайная фаза. Отметим, что при одинако-
вой фазе всех решеток в начале координат появля-
ется особенность, которая может приводить к неже-
лательным эффектам. Случайные фазы фактически
смещают эту особенность далеко за пределы образца.

Для получения структуры, состоящей только из
двух диэлектрических материалов, применяется про-
цедура бинаризации функции непрерывного показа-
теля преломления ∆ng(r):

nb(r) = n+∆n sign [∆ng(r)] , (2)

где ∆n – отклонение коэффициента преломления от
среднего значения n. В результате квазикристалли-
ческая структура с желаемыми свойствами может
быть изготовлена из двух материалов с коэффици-
ентами преломления n1 = n + ∆n и n2 = n − ∆n.
Пример такой структуры представлен на рис. 2c.

При изучении апериодических структур мы
не можем использовать теорему Блоха, поэтому
требуется проводить исследования полноразмерных
структур. В данной работе мы исследуем двумер-
ную квазикристаллическую структуру, которую
можно реализовать экспериментально для TM-
поляризованного электромагнитного излучения,

помещая образец в плоскопараллельный метал-
лический волновод. На рисунке 1a схематически
показана квазикристаллическая структура, сгене-
рированная на основе формул (1) и (2) для N = 40

решеток. Структура имеет размеры Lx = 50λ0 и
Ly = 10λ0, λ0 = 2π/k0 – рабочая длина волны,
на которой должно происходить эффективное рас-
сеяние света при условии нормального падения
электромагнитной волны. Структура состоит из ма-
териалов с коэффициентами преломления n1 = 1.48

и n2 = 1.58, которые соответствуют широкодоступ-
ным полимерным материалам, используемых для
трехмерной печати [29, 30]. Технологический процесс
позволяет локально изменять плотность напечатан-
ного материала, что обеспечивает диэлектрический
контраст. Также мы учитываем поглощение у обоих
материалов tan δ = 0.003. Важно отметить, что
описанные результаты имеют только количествен-
ную зависимость от выбора конкретных значений
коэффициентов преломления и величины контра-
ста. Вдоль оси x мы использовали периодические
граничные условия, которые позволяют предсказать
результаты для протяженных структур. На грани-
цах, через которые проходит падающее излучение,
было добавлено четвертьволновое просветляющие
покрытие, чтобы минимизировать нежелательное
рассеяние, связанное с прохождением раздела двух
сред. Внешней средой для структуры является
воздух с показателем преломления, близким к
1, поэтому коэффициент преломления для про-
светляющего покрытия nc =

√
n, а толщина слоя

Lc = λ0/4nc.

Теоретические расчеты проводились при помощи
коммерческого программного обеспечения для моде-
лирования распространения электромагнитных волн
CST Studio Suite. На рисунке 3a показаны спектры
пропускания T и отражения R при условиях нор-
мального падения. На спектре пропускания наблю-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) (a) – Голубая и оранжевая ли-

ния представляют, соответственно, зависимости коэф-

фициента прохождения T и отражения R от безразмер-

ной частоты λ0/λ при нормальном падении ТМ-волны.

(b) – Зависимость коэффициента поглощения энергии

от безразмерной частоты λ0/λ при нормальном паде-

нии ТМ-волны

дается резкий провал на полосе вокруг безразмер-
ной частоты λ0/λ = 1 на фоне почти полного про-
пускания вне этой полосы. При этом спектр отра-
жения во всем диапазоне не превышает 0.1. Вол-
на, рассеявшись в поперечном направлении, распро-
страняется в образце до тех пор, пока не поглотит-
ся или не перерассеется в направлениях пропуска-
ния или отражения. Чтобы определить количествен-
ные характеристики квазикристаллической структу-
ры, рассмотрим величину захваченной энергии. За-
кон сохранения энергии позволяет определить погло-
тившуюся энергию как A = 1 − T − R. Спектр по-
глощения демонстрирует пик на длинах волн, соот-
ветствующих полосе непрозрачности структуры λ ≈
≈ λ0 (рис. 3b). Максимум пика поглощения достигает
94 %. Таким образом, квазикристаллическая струк-
тура демонстрирует выраженную спектральную се-
лективность поглощения.

Теперь исследуем угловую селективность предло-
женной квазикристаллической структуры. Исполь-
зованные для увеличения протяженности образца пе-
риодические граничные условия позволяют задать
падающую волну, распространяющуюся вдоль оси y.
При этом для случая наклонного падения период вы-
числительной области изменяется с длиной волны.
Поэтому вместо изменения угла падения мы повора-
чиваем саму структуру в обратном пространстве на
угол θ, оставляя внешние границы образца неизмен-
ными. Полученные при таком подходе результаты не
дадут качественного отличия от случая изменения
угла падения волны на образец.

На рисунке 4a представлена зависимость спектра
пропускания от угла поворота квазикристаллической
структуры θ. Видно, что минимум пропускания со-
ответствует длине волны λ = λ0 и θ = 0. По мере из-
менения угла наблюдается расщепление провала на

две полосы, которые быстро теряют свою интенсив-
ность и при углах θ > 10 практически исчезают. За-
висимость спектра поглощения показана на рис. 4b.
Видно, что характер особенностей в спектрах про-
пускания и поглощения полностью совпадает.

Рис. 4. (Цветной онлайн) Спектральные характеристи-

ки в зависимости от ориентации осей в обратном про-

странстве относительно границ образца θ◦ и безразмер-

ной частоты λ0/λ. (a) – Спектр коэффициента прохож-

дения T . (b) – Спектр коэффициента поглощения A

Поведение спектральных особенностей хорошо
согласуется с моделью на основе построения Эваль-
да. При нормальном падении волна рассеивается
только при выполнении условия λ = λ0, когда сфе-
ра Эвальда перекрывается со всеми максимумами
вдоль двух дуг (см. рис. 1). Изменение длины вол-
ны соответствует изменению радиуса сферы Эваль-
да и нарушению условия перекрытия с максимума-
ми. Отметим, что для образцов конечного разме-
ра максимумы в обратном пространстве размывают-
ся из-за соотношения неопределенности координата–
волновой вектор (импульс). При небольшом откло-
нении от нормального падения в обратном простран-
стве остается перекрытие сферы Эвальда лишь с ча-
стью максимумов. В результате при отклонении уг-
ла от нулевого значения в спектрах пропускания на-
блюдаются два провала, которые определяются пе-
ресечением одного из максимумов со сферой Эваль-
да большего радиуса и другого максимума со сфе-
рой Эвальда меньшего радиуса. Пересечение лишь
с частью максимумов приводит к снижению эффек-
тивности интегрального рассеяния падающей волны,
что приводит к деградации спектральных особенно-
стей, наблюдаемой на рис. 4a.

Для подтверждения предсказания о формирова-
нии селективного рассеяния электромагнитной вол-
ны в поперечном направлении были проведены вы-
числения вектора потока энергии. На рисунке 5 по-
казано распределение по образцу значения величи-
ны и направления вектора Пойнтинга для трех раз-
ных длин волн. Для длин волны λ0 = 0.9λ (рис. 5a)
и λ0 = 1.1λ (рис. 5c) структура прозрачная, и на-
правление вектора Пойнтинга в среднем соответству-
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Рис. 5. (Цветной онлайн) Нормированная интенсив-

ность потока мощности электромагнитного поля в

структуре при прохождении ТМ-поляризованной плос-

кой волны для нормального падения ((a), (b), (c) –

λ0/λ = 0.9, λ0/λ = 1, λ0/λ = 1.1). Белые стрелки пока-

зывают направление потока

ет направлению падения. Для рабочей длины вол-
ны λ = λ0 наблюдается другая картина (рис. 5b).
Образец перенаправляет энергию падающей волны
в перпендикулярном направлении, как предполага-
лось при дизайне квазикристаллической структуры
в обратном пространстве с использованием построе-
ния Эвальда.

Таким образом, мы продемонстрировали квази-
кристаллическую структуру с частотно-угловой се-
лективностью рассеяния электромагнитных волн, за-
данную на основе метода дизайна в обратном про-
странстве. Однородное распределение максимумов
по дугам в обратном пространстве соответствует
множеству решеток в прямом пространстве. Рассе-
яние и последующее поглощение электромагнитных
волн в такой структуре наблюдается только при за-
данном угле падения и на определенной частоте.
Мы показали, что можно достичь до 94 % селектив-
ного поглощения при низком контрасте материалов
1.07. Картина распределения потока мощности элек-
тромагнитного поля в плоскости структуры проде-
монстрировала направленный перенос энергии вдоль
структуры только для заданной длины волны. Мы
ожидаем, что предложенные квазикристаллические
структуры откроют широкие возможности при со-
здании новых фотонных устройств с беспрецедент-
ными свойствами.

Авторы благодарят А. Ю. Петрова за обсуждение
идеи работы.
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Приведены результаты впервые проведенных сравнительных экспериментальных исследований про-

цесса ударно-индуцированного выброса частиц (“пыления”) со свободной шероховатой (Rz20) поверхно-

сти лайнеров из меди и свинца при выходе на нее одной или последовательно двух ударных волн, разде-

ленных по времени на 0.2 мкс. Такая ситуация возникает, как правило, в кумулирующих системах для

сжатия плазмы цилиндрическими или сферическими лайнерами при их ударно-волновом или квазииз-

энтропическом ускорении продуктами взрыва. С использованием методик импульсной рентгенографии,

лазерно-оптической съемки, пьезоэлектрических датчиков давления и гетеродин-интерферометра иссле-

дована качественная картина и определены количественные характеристики процесса выброса частиц

со свободной поверхности (СП): скорости СП и фронта потока (ФП) частиц, распределения плотности

(массы) потока частиц в направлении его движения, необходимые для уточнения имеющихся особенно-

стей и создания более обоснованных моделей описания эффекта.

DOI: 10.31857/S1234567823100063, EDN: cmiech

1. Введение. Эффект ударно-индуцированного
пыления в физике ударных волн (УВ), связанный с
выбросом частиц со свободной поверхности (СП) ве-
щества при выходе на нее УВ, достаточно подробно
исследовали в последнее десятилетие теоретически
и экспериментально [1–24]. Получены данные о вли-
янии на эффект характеристик шероховатости по-
верхности, амплитуды УВ и фазового состояния ма-
териала, наличия газа перед СП и давления в нем.
Обсуждены способы подавления эффекта.

Однако существуют схемы разгона лайнеров с по-
мощью взрывчатых веществ, при использовании ко-
торых на СП выходит не одна, а последовательно
несколько УВ. При этом ситуация с выбросом частиц
с СП заметно усложняется. С одной стороны, каза-
лось бы, после выхода на СП первой УВ микронеров-
ности частично устраняются, а ускоренная второй
УВ СП может подхватить поток частиц от первой
УВ. С другой стороны, при выходе на СП второй УВ
могут формироваться, при определенных условиях,
струйные течения из областей между струями, кото-
рые сформировались после выхода на СП первой УВ.
Кроме того, при разгрузке материала лайнера после
выхода на СП первой УВ, могут в нем формировать-

1)e-mail: postmaster@ifv.vniief.ru

ся микродефекты, которые будут являться дополни-
тельным источником “пыления” для второй УВ.

В данной работе приведены новые результаты
по исследованию эффекта ударно-индуцированного
“пыления”, связанного с выходом на СП лайнеров в
виде пластин из свинца (С1) и меди (М1) последова-
тельно двух УВ с интервалом времени между ними
∼ 0.2 мкс. Причем амплитуда первой и второй УВ со-
ставляла 46 и 67 ГПа для меди и 39 и 59 ГПа – для
свинца, что было недостаточно для плавления меди в
волне разгрузки и достаточно для плавления свинца
на первой УВ [13, 19, 25].

Полученные результаты сравниваются с резуль-
татами работы [23], в которой исследовали каче-
ственную картину и количественные характеристи-
ки процесса ударно-индуцированного “пыления” при
выходе на СП аналогичных лайнеров из меди и свин-
ца только одной УВ с примерно той же амплитудой
50 и 45 ГПа. Впервые установлено и количественно
подтвержденно, что выход второй ударной волны на
свободную поверхность лайнера может заметно по-
влиять на количественные характеристики эффек-
та ударно-индуцированного “пыления” для лайнеров,
материал которых не плавится в условиях ударно-
волнового нагружения.

2. Постановка экспериментальных исследо-

ваний. В данной работе использовали постановку
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Схемы нагружения образцов и профили скорости W (t) для одно- и двухволновой конфигу-

рации выхода УВ на СП

опытов из [23], приведенную на рис. 1a. Для реали-
зации двухволновой конфигурации лайнеры из меди
(М1) и свинца (С1) в виде пластин диаметром 108 мм
и толщиной 2.0 и 2.5 мм отделяли от пластин из ста-
ли 12Х18Н10Т вакуумированным зазором величиной
0.7 мм (рис. 1b). Пространство перед СП также ваку-
умировали (Post = 1.2 кПа).

На рисунке 1c, d приведены зависимости скоро-
сти СП от времени, рассчитанные по одномерным
программам РФЯЦ-ВНИИЭФ [26], для случая с од-
новолновым и двухволновым нагружением СП лай-
неров из меди и свинца.

Двухволновой режим нагружения СП связан с
циркуляцией ударных волн и волн разрежения в об-
разцах из меди (или свинца) после схлопывания ука-
занного зазора. Выбранные схемы нагружения поз-
воляют реализовывать близкие величины скоростей
и амплитуд давления при выходе на СП первой и
второй УВ для образцов из меди и свинца и интер-
вал времени между ними ∼ 0.2 мкс. Причем медь не
плавится в этих условиях нагружения (P1 = 46ГПа,
P2 = 67ГПа), а свинец плавится уже на первой УВ
(P1 = 39ГПа, P2 = 59ГПа) [13, 19, 25]. Эти особен-
ности важны с точки зрения исследования процесса
ударно-индуцированного “пыления”. Также как и в
[23] образцы из меди и свинца диаметром 108 мм и
толщиной 2 мм изготовляли со специально обрабо-
танной СП, полоска которой шириной ∼ 0.4 мм име-
ла ту же шероховатость Rz20 (2α0 = 20мкм, λ =

= 150мкм).
С целью повышения информативности и до-

стоверности получаемых результатов одновремен-

но использовали несколько измерительных мето-
дик, основанных на разных физических принци-
пах: теневую лазерно-оптическую, рентгенографи-
ческую, пьезоэлектрическую и методику гетеродин-
интерферометра (PDV-датчиков).

Эксперименты проводили на измерительно-
испытательном комплексе “Пыление” [17]. В каждом
опыте с использованием перечисленных выше мето-
дик получали качественную картину и определяли
количественные характеристики процесса ударно-
индуцированного “пыления”: скорости свободной
поверхности и фронта потока частиц, распределения
плотности и массы потока частиц в направлении его
движения. Более подробное описание постановки
опытов можно найти в работе [23].

3. Результаты экспериментов и их обсужде-

ние. Полученные в данной работе результаты с ис-
пользованием методик теневой лазерно-оптической
съемки и PDV-датчиков приведены на рис. 2, 3. Здесь
же приведены для сравнения результаты, получен-
ные в экспериментах при выходе на СП одной УВ
[23]. С использованием этих методик наиболее ре-
льефно визуализируется качественная картина про-
цесса ударно-индуцированного “пыления” при выхо-
де одной или двух УВ.

Так, например, при выходе одной УВ на СП об-
разца из меди на кадрах теневой лазерно-оптической
съемки наблюдается поток частиц, заметно ее опе-
режающий, и откольные фрагменты вблизи СП
(рис. 2b). При выходе на СП аналогичного образ-
ца последовательно двух УВ качественная картина
не изменяется, однако частицы и фрагменты отко-
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Рис. 2. Результаты экспериментов с образцами из меди при выходе на СП одной (a), (b) и двух (c), (d) УВ, T1 – выход

на СП первой УВ, T2 – выход на СП второй УВ

лов частично собираются СП, ускоренной второй УВ
(рис. 2d).

При выходе одной УВ на СП образца из
свинца качественная картина процесса ударно-
индуцированного “пыления” заметно отличается
(рис. 3a), что связано, по-видимому, с его плав-
лением. Из микрорельефа на СП выбрасываются
микропотоки в виде кумулятивных струйных тече-
ний, которые распадаются со временем на частицы
за счет наличия градиента скорости вдоль струй.
Так же, как и для образцов из меди, при выходе
на СП образца из свинца второй УВ происходит
поджатие ею потока частиц (рис. 3c).

Вид спектрограмм профилей скорости движения
СП и пылевых потоков при выходе одной (рис. 2b, 3b)
или двух (рис. 2d, 3d) УВ не противоречит каче-

ственной картине процесса ударно-индуцированного
“пыления”, регистрируемого с помощью теневой
лазерно-оптической съемки (рис. 2a, с, 3a, c). Так
для лайнера из меди при выходе на СП одной
УВ на спектрограмме наблюдаются особенности,
связанные с наличием перед ней частиц и отколь-
ных фрагментов. При выходе на СП лайнера из
меди двух УВ, которые отчетливо регистрируются
в моменты времени T1 и T2, наблюдается выброс
только частиц. Из рисунка 2d следует, что скорость
СП после выхода второй УВ увеличивается с 2.0
до 2.7 км/с, при этом скорость ФП частиц не из-
меняется и составляет WFP ≈ 3.8 км/с. Это может
свидетельствовать о том, что заметного дополни-
тельного выброса частиц, связанного с выходом на
СП второй УВ, не наблюдается. Для лайнеров из
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Рис. 3. Результаты экспериментов с образцами из свинца при выходе на СП одной (a), (b) и двух (c), (d) УВ, T1 –

выход на СП первой УВ, T2 – выход на СП второй УВ

свинца при выходе на СП одной УВ на спектрограм-
ме наблюдаются особенности, связанные только с
наличием перед ней частиц, а при выходе на СП
двух УВ в моменты времени T1 и T2 наблюдается
выброс частиц на первой УВ (WFP ≈ 2.8 км/с) и
второй УВ (WFP ≈ 3.6 км/с).

На рисунке 4 приведены X−t диаграммы движе-
ния СП и переднего фронта потоков частиц, постро-
енные с использованием данных всех применяемых
методик, которые свидетельствуют об их удовлетво-
рительном согласии.

Что касается ответа на вопрос о количественных
характеристиках массы потоков выброшенных час-
тиц при выходе на СП двух УВ, то здесь необхо-
димо привлечь количественные данные, полученные
в этих экспериментах с использованием рентгено-

графической методики (рис. 5a, c) и методики пьезо-
электрических датчиков (рис. 5b, d). При определе-
нии распределения плотности (массы) в потоке час-
тиц (рис. 6) для перевода матрицы отсчетов почерне-
ния по изображению на рис. 5a и с в матрицу массо-
вых толщин использовали эталонные клинья из меди
и свинца соответственно [27].

На рисунке 6 приведены распределения плотно-
сти и массы потока частиц в направлении его дви-
жения в зависимости от времени и от относительной
скорости частиц в потоке, полученные при обработке
по обеим методикам. Массы потоков частиц опреде-
ляли для частиц, имеющих скорость больше скоро-
сти СП в 1.05 раз. Распределения плотности потока
частиц из меди с использованием рентгенографиче-
ской методики не определяли, так как ее значения
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Рис. 4. X−t диаграммы процесса “пыления” с СП образцов из меди (a) и свинца (b) при выходе на СП двух УВ

находятся ниже уровня разрешающей способности
методики (ρmin∆l = 1мг/см2).

Усредненные результаты их обработки в виде
удельной на единицу поверхности массы потока час-
тиц, проведенные в той же манере, что и в [23], при-
ведены в табл. 1.

Таблица 1. Усредненные массы потоков частиц, полученные
рентгенографической и пьезоэлектрической методиками

Материал Количество УВ Шероховатость m, мг/см2

2α/λ, мкм

Медь 1 [23] 20/150 12.5± 1.9

2 15/150 0.7± 0.3

Свинец 1 [23] 18/150 25.0± 3.8

2 20/120 26.5± 4.0

Данные по распределению массы потоков от
удельной скорости, полученные по обеим методи-
кам, демонстрируют их удовлетворительное согла-
сие. Анализ полученных результатов свидетельству-
ет о том, что в случае лайнеров из меди, материал
которой не плавится в условиях проводимого экспе-
римента, при выходе второй УВ, по-видимому, до-
полнительного выброса частиц не происходит, а СП,
ускоренная второй УВ, собирает более медленные
частицы, образованные при выходе первой УВ. По-
этому масса потока частиц после выхода на СП двух
УВ заметно меньше, чем при выходе одной УВ (таб-
лица). Для лайнеров из свинца, который плавится
после выхода на СП первой УВ, массы потока час-
тиц при выходе на СП одной или двух УВ близки.
Это может быть связано с тем, что при выходе вто-
рой УВ происходит дополнительный выброс частиц
из межструйного пространства, а после ускорения
ею СП происходит подхват более крупных и мед-

ленных частиц, что приводит к уменьшению обще-
го числа частиц в потоке. В результате этих процес-
сов массы потоков частиц при одно- и двухволновом
нагружении лайнеров из свинца, материал которого
плавится в данных условиях нагружения, оказались
близки.

4. Выводы. При выходе на СП образцов с чи-
стотой ее обработки Rz20 последовательно двух УВ
амплитудой 46 и 67 ГПа (для меди) и 39 и 59 ГПа
(для свинца) с интервалом ∼ 0.2–0.3 мкс:

◦ качественная картина процесса ударно-
индуцированного “пыления”, так же, как и при
выходе одной УВ, определяется прочностью или
фазовым состоянием материала и характеризу-
ется выбросом потока частиц и микрооткольных
фрагментов, если материал (медь) не плавится,
и выбросом струйных течений с последующим их
распадом на микрочастицы, если материал (свинец)
плавится в условиях ударно-волнового нагружения;

◦ при выходе на СП второй УВ происходит допол-
нительный выброс частиц, если материал лайнера не
обладает прочностью (плавление свинца), и не про-
исходит заметного дополнительного выброса частиц,
если материал обладает прочностью (медь не пла-
вится);

◦ скорости фронта потока частиц для лайнеров из
меди и свинца составляют 3.8 и 3.6 км/с и определя-
ются выходом на СП первой и второй УВ соответ-
ственно;

◦ за счет подхвата выброшенных откольных
фрагментов и частиц СП, ускоренной второй УВ,
удельная на единицу поверхности масса пото-
ка частиц для лайнеров из меди уменьшается с
(12.5± 1.5)мг/см2 до (0.7± 0.3)мг/см2, а для лайне-
ров из свинца – практически не изменяется, за счет
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Рис. 5. Рентгенограммы и профили давления, полученные при выходе на СП двух УВ для меди (a), (b) и свинца (c),

(d), T ∗
1 – момент подлета к пьезодатчикам потока частиц, T ∗

2 – момент подлета к пьезодатчикам СП

дополнительного выброса частиц на второй УВ и
подхвата более медленных частиц СП, и составляет
(26.0± 4.0)мг/см2.
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В обзоре рассмотрен ряд систем, описываемых неоднородной (пространственно-разделенной) Ферми–

Бозе смесью, со сверхпроводящими кластерами или каплями параметра порядка в матрице распаренных

нормальных состояний. Пространственно-разделенная Ферми–Бозе смесь реализуется в сверхпроводя-

щих оксидах висмута BaKBiO3. Капли параметра порядка могут возникать в тонких пленках грязного

металла, описываемых 2D моделью Хаббарда малой электронной плотности с сильным притяжением

и сильным диагональным беспорядком. Бозе-конденсатные капли формируются в разбалансированных

по плотностям компонент Ферми–Бозе смесях и дипольных газах. Бозе-конденсатные кластеры воз-

никают также в центре или на периферии магнитной ловушки в спин-поляризованных Ферми-газах.

Экситонные и плазмонные коллапсирующие капли могут формироваться при притягательном знаке

экситон–экситонного или плазмон–плазмонного взаимодействия. Плазмонный вклад в экранировку за-

ряда в MgB2 приводит к возникновению неоднородных, модулированных в пространстве структур. В

металлическом водороде и гидридах металла капли могут формироваться в экспериментах с ударными

волнами вблизи границы фазового перехода первого рода между металлической и молекулярной фаза-

ми. В пространственно-разделенной Ферми–Бозе смеси в интерференционном кольце Ааронова–Бома со

сверхпроводящим мостиком в топологически нетривиальном состоянии возможно появление и коллапс

дополнительных резонансов Фано, обусловленных присутствием в системе краевых майорановских мод.

DOI: 10.31857/S1234567823100075, EDN: cnbvlt

I. Введение. Пространственно-разделенная

Ферми–Бозе смесь и сверхпроводимость в

оксидах висмута BaKBiO3. В статье [1] бы-
ла впервые сформулирована идея пространственно-
разделенной Ферми–Бозе смеси локальных бозон-

1)e-mail: kagan@kapitza.ras.ru

ных кластеров или комплексов (содержащих ком-
пактные электронные или дырочные пары) в матри-
це неспаренных (Ферми-жидкостных) состояний для
объяснения механизма сверхпроводимости и приро-
ды электронного транспорта в нормальном состоя-
нии в оксидах висмута BaKBiO.
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На рисунке 1 приведена схема локальной кри-
сталлической структуры в плоскости BiO2 исходно-
го соединения BaBiO3, являющегося диэлектриком
с волной зарядовой плотности (CDW) и с шахмат-
ной структурой распределения октаэдров BiL2O6 и
BiO6 (левый рисунок) и схема локальной кристал-
лической структуры Ba0.5K0.5BiO3 с диагональными
цепочками комплексов BiO6, внедренных в большой
перколяционный кластер октаэдров BiL2O6 (правый
рисунок).

Рис. 1. (Цветной онлайн) Схема локальной кристалли-

ческой структуры в плоскости BiO2 исходного соеди-

нения BaBiO3, являющегося CDW-изолятором с шах-

матной структурой распределения октаэдров BiL2O6 и

BiO6 (левый рисунок) и локальной кристаллической

структуры Ba0.5K0.5BiO3 с диагональными цепочками

комплексов BiO6, внедренных в большой перколяцион-

ный кластер октаэдров BiL2O6 (правый рисунок) [2]

Отметим, что возникновение дальнего порядка и
макроскопической волновой функции сверхпроводя-
щего состояния в Ba1−xKxBiO3 обусловлено тунне-
лированием локальных электронных пар из одного
бозонного кластера BiO6 в соседний BiO6 кластер
через туннельный барьер, образованный нормальны-
ми фермионными кластерами. Компоненты Ферми–
Бозе смеси в интервале металлических концентраций
0.37 < x < 0.5 разделены в реальном пространстве,
но не разделены в энергетическом пространстве (см.
более детальное описание в [1] и [2]).

Отметим также, что формирование металличе-
ских ферромагнитных нанокапель в немагнитных
(парамагнитных, антиферромагнитных и зарядово-
упорядоченных) диэлектрических матрицах в маг-
нитных оксидах было подробно рассмотрено в [3].

II. Капли параметра порядка в электрон-

ной системе малой плотности с притяжением

в присутствии сильного случайного потенциа-

ла. В работе [4] нами рассчитаны свойства двумер-
ной электронной системы с малой электронной плот-
ностью (n ≪ 1), сильным локальным притяжением
Хаббарда на узле |U | > W (W – ширина зоны) в
присутствии сильного случайного потенциала (диа-

гонального беспорядка) V , равномерно распределен-
ного в диапазоне от −V до +V . Учитывались элек-
тронные прыжки только на соседние узлы квадрат-
ной решетки с шириной зоны W = 8t. Расчеты осу-
ществлялись на решетке 24 × 24 с периодическими
граничными условиями.

В рамках подхода Боголюбова–де Жена на-
блюдалось появление неоднородных состояний
пространственно-разделенной Ферми–Бозе сме-
си куперовских пар и неспаренных электронов с
образованием бозонных сверхпроводящих капель
разного размера в матрице непарных нормальных
электронных состояний.

Нами также подробно проанализирована область
параметров задачи (характеризуемых двумя важны-
ми отношениями |U |/W и V/W ), в которой при элек-
тронных плотностях nC ≈ 0.31 начинается формиро-
вание большого перколяционного кластера и проис-
ходит переход изолятор–сверхпроводник [4, 5].

Отметим, что в численном моделировании наблю-
дался эффект уменьшения размера капли (от более
крупных капель до отдельных би-электронных пар)
при уменьшении электронной плотности до малых
значений n ≤ 0.1 при фиксированных значениях при-
тяжения Хаббарда U и случайного потенциала V .

Полученные результаты важны как для построе-
ния глобальной фазовой диаграммы в нашей систе-
ме, так и для понимания природы фазового пере-
хода между сверхпроводящим, нормальным метал-
лическим и локализованным (диэлектрическим) со-
стоянием в квазидвумерном (тонкая пленка) грязном
металле. В более практическом смысле полученные
результаты интересны также для эксперименталь-
ного построения сверхпроводящих флакс-кубитов в
гранулированных сверхпроводниках, и, в частности,
в гранулированных Al пленках.

В работе [4] расчет начинается со случайными
значениями амплитуды спаривания ∆i и зависящей
от узла перенормировки химического потенциала µ̃i

на каждом из узлов, после чего выполнялась про-
цедура численной диагонализации полученного га-
мильтониана. В результате были найдены собствен-
ные векторы un(ri), vn(ri) и собственные значения
En системы.

На рисунке 2 показано двумерное распределение
электронной плотности (левый столбец), электронно-
дырочного перемешивания (средний столбец) и па-
раметра порядка (правый столбец) при n = 0.15 на
24×24 решетке с амплитудой беспорядка V/t = 10.0.

Подчеркнем, что хотя даже для малых электрон-
ных плотностей n ≤ 0.1 и больших амплитуд хаб-
бардовского отталкивания |U |/t = 10, мы все еще
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Двумерное распределение

электронной плотности (левый столбец), электронно–

дырочного перемешивания (средний столбец) и пара-

метра порядка (правый столбец) при n = 0.15 на 24×24

решетке с амплитудой беспорядка V/t = 10.0

находимся в области БКШ для БКШ-БЭК крос-
совера между протяженными куперовскими пара-
ми (область применимости теории Бардина–Купера–
Шриффера) и локальными парами, образующими
бозе-эйштейновский конденсат (БЭК). Электронные
пары при таких параметрах системы уже достаточно
компактны, они слабо перекрываются и почти каса-
ются друг друга. Таким образом, мы действительно
очень близки к пределу, когда пары начинают “раз-
давливать” друг друга, т.е. к пределу Ферми–Бозе
смеси компактных пар и неспаренных одиночных
электронов. Кроме того, отметим, что по мере роста
беспорядка пространственное распределение локаль-
ной амплитуды спаривания ∆(r) сначала принимает
форму отдельных капель, а затем при уменьшении
плотности – отдельных биэлектронных пар.

III. Неоднородные состояния в разбалан-

сированных Ферми–Бозе смесях и кванто-

вых газах. С экспериментальной точки зрения,
расслоение на фазы в разбалансированных (спин-
поляризованных) ультрахолодных Ферми-газах
впервые наблюдалось в работах группы Кеттерле
[6]. В трехмерных ловушках в центре ловушки
Кеттерле с соавторами детектировал парное состо-
яние (бозе-конденсат составных бозонов с равными
плотностями компонент n↑ = n↓), в то время как
на периферии ловушки в основном сосредоточены

избыточные спины “вверх”. В квазиодномерных
ловушках – ситуация обратная. Сбалансированные
спаренные фермионы находятся на периферии,
а избыточные спины “вверх” находятся в центре
ловушки. Первые экспериментальные результаты
по расслоению на фазы в квазидвумерных ловуш-
ках принадлежат группе Томаса [7]. Качественно
ситуация в квазидвумерной геометрии напоминает
трехмерную – со сбалансированными спаренными
фермионами в центре ловушки.

В работе [8] были продолжены исследования раз-
балансированных ультрахолодных газов в режиме
размерного кроссовера от квазиодномерных к трех-
мерным системам. Нами была решена задача о фа-
зовой диаграмме в спин-поляризованном Ферми-газе
с двумя компонентами для спинов “вверх” и “вниз”
в случае притягательного взаимодействия на хаб-
бардовских цепочках и лестницах с двумя и тремя
ногами.

Результаты показывают значительное отличие
хаббардовских цепочек c локальным притяжением
на узле от лестниц с двумя и тремя ногами. При этом
для двуногих и трехногих лестниц фазовая диаграм-
ма (также, как и для лестниц с большим числом ног)
содержит фазы сбалансированного Ферми-газа (ED)
с локальными парами на узле и равным числом час-
тиц для спинов “вверх” и “вниз” n↑ = n↓, частично
поляризованного Ферми-газа, для которого n↑ > n↓
(PP), и полностью (100%) поляризованного Ферми-
газа (FP), для которого n↑ = n и n↓ = 0. Проведен
анализ лестничных систем на устойчивость. Постро-
ение фазовой диаграммы осуществлялось в удобных
осях химического. потенциала µ и магнитного поля
h = n↑ − n↓.

Отметим, что в одномерных системах точное ре-
шение методом анзатца Бете подтверждает суще-
ствование алгебраического порядка БКШ-типа в фа-
зе с равными плотностями, в то время как частично
поляризованная фаза является кандидатом для экс-
периментального наблюдения неоднородной сверхте-
кучести в фазе c параметром порядка типа Фулде–
Ферреля–Ларкина–Овчинникова [9, 10], где сверх-
проводящие корреляции убывают алгебраически в
реальном пространстве и модулированы с характер-
ной длиной, определяемой разницей импульсов Фер-
ми для компонент “вверх” и “вниз”.

Построение фазовой диаграммы для лестничных
систем проводилось на основе модели Хаббарда с
притяжением для изотропного случая, отвечающе-
го одинаковым значениям t⊥ = t|| для перескоков
на ближайшие узлы вдоль и поперек цепочек (вдоль
“ног” и вдоль поперечных ступенек). При этом ана-
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лизировались как пределы сильной связи |U | > W ,
так и слабой связи по отношению абсолютной ве-
личины взаимодействия к ширине одномерной зоны
|U | < W = 4t.

Максимальное значение |U |/t, исследованное на-
ми, равнялось 7. Вычисления проводились метода-
ми точной диагонализации DMRG (density matrix

renormalization group) для энергии основного состо-
яния системы при температуре T = 0. Потенци-
ал конфайнмента ловушки учитывался по методу
Томаса–Ферми c помощью замены магнитного поля
h на h − V (x) и фактически соответствовал верти-
кальному наклону линий границы фаз на фазовой
диаграмме.

Некоторые аспекты фазовой диаграммы пред-
ставляются нам достаточно интересными и важны-
ми, в частности, нетривиальные границы и немоно-
тонные линии на фазовой диаграмме между фазами
с частичной поляризацией и равными числами час-
тиц в случае двуногих и трехногих лестниц. Этот эф-
фект становится особенно интересен в окрестности
мультикритической точки O на фазовой диаграмме.

Отрицательный наклон линии границы между
этими двумя фазами dµ/dh < 0 для хаббардовской
цепочки иллюстрирует тот факт, что в одномерной
системе частично поляризованная фаза соответству-
ет центральной части облака газа, а фаза с равными
плотностями спинов либо находится на периферии,
либо отсутствует вовсе. В то же время для лестниц с
двумя и тремя ногами наклон этой линии становит-
ся положительным dµ/dh > 0, и теперь уже спин-
поляризованная фаза находится на периферии ло-
вушки как в экспериментах Кеттерле [38], в то время
как фаза с равными плотностями спинов находится
в центре ловушки.

На рисунке 3 изображена фазовая диаграмма мо-
дели Хаббарда с притяжением для лестниц с различ-
ным числом связанных цепочек (“ног” w): (а) – с од-
ной ногой w = 1; (b) – двумя ногами w = 2; (с) –
тремя ногами w = 3, – для значений хаббардовского
притяжения на узле U = −7t. Мы показываем только
ту часть фазовой диаграммы, для которой µ < U/2,
h > 0, поскольку ее другая часть h < 0, симмет-
рична относительно замены h → −h, и аналогично
часть фазовой диаграммы, где µ > U/2 симметрич-
на показанной части фазовой диаграммы с µ < U/2

благодаря симметрии между частицами и дырками.
Сплошные линии – результат численных расчетов.
Длина каждой из ног лестницы L = 40 [8].

IV. Задачи разлета и коллапса квантовых

газов. В работах [11–13] нами исследована задача о
расширении классических и квантовых газов в ваку-

Рис. 3. (Цветной онлайн) Глобальная фазовая диаграм-

ма модели Хаббарда с притяжением для лестниц с раз-

личным числом “ног” w: (а) – с одной ногой w = 1; (b) –

двумя ногами w = 2; (с) – тремя ногами w = 3, - для

значений хаббардовского притяжения на узле U = −7t.

Мы показываем только ту часть фазовой диаграммы,

для которой µ < U/2, h > 0, поскольку ее другая часть

h < 0, симметрична относительно замены h → −h, и

аналогично часть фазовой диаграммы, где µ > U/2

симметрична показанной части фазовой диаграммы с

µ < U/2 благодаря симметрии между частицами и

дырками. Сплошные линии – результат численных рас-

четов. Длина каждой из хаббардовских цепочек (ног

лестницы) L = 40 [8]. ED – equal density phase (фаза

с равными плотностями спинов вверх и вниз n↑ = n↓);

PP – partially polarized phase (частично поляризован-

ная фаза с плотностями n↑ > n↓); FP – fully polarized

phase (полностью поляризованная фаза n↓ = 0

ум на основе симметрийного подхода. Для квантовых
газов в приближении Гросса–Питаевского [14, 15] до-
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полнительные симметрии возникают для газов с хи-
мическим потенциалом µ, зависящим от плотности n
степенным образом с показателем ν = 2/D , где D –
размерность пространства. Для газовых конденсатов
бозе-атомов при температурах T → 0 эта симметрия
возникает для двумерных систем. При D = 3 и, соот-
ветственно, ν = 2/3 такая ситуация реализуется для
сильно взаимодействующего Ферми-газа при низких
температурах в унитарном пределе [14]. Эта же сим-
метрия для классических газов в трехмерной геомет-
рии возникает для одноатомных газов с показателем
адиабаты γ = 5/3.

Оба эти факта были обнаружены в 1971 г. неза-
висимо Талановым [16] для двумерного нелинейного
уравнения Шредингера (совпадающего с уравнени-
ем Гросса–Питаевского [14, 15]), описывающего ста-
ционарную самофокусировку света в средах с кер-
ровской нелинейностью, а для классических газов –
Анисмовым и Лысиковым [17]. В квазиклассическом
пределе уравнение Гросса–Питаевского совпадает с
уравнениями гидродинамики идеального газа с по-
казателем адиабаты γ = 1 + 2/D.

Автомодельные решения в этом приближении
описывают на фоне расширяющегося газа угловые
деформации газового облака в рамках уравнений ти-
па Ермакова [18]. Такого рода изменения формы рас-
ширяющегося облака наблюдаются в многочислен-
ных экспериментах как при разлете газа после воз-
действия мощного лазерного излучения, например,
на металл, так и при разлете квантовых газов в ва-
куум.

В экспериментах [19] наблюдалось автомодельное
расширение сильно взаимодействующего Ферми-газа
из ловушки сигарообразной формы. На рисунке 4,
взятом из [19], представлены изображения расширя-
ющегося Ферми-газа.

В начальный момент времени газовое облако име-
ло форму сильно вытянутого эллипсоида в виде си-
гары (время t = 100мкс), затем при t = 600мкс по-
чти сферическую форму и на конечной стадии об-
лако имело форму диска. Общее время наблюдения
было 2000мкс, которое можно взять в качестве полу-
периода (или меньше) для угловых осцилляций фор-
мы газового облака, t ≤ tosc/2. Все эти стадии ка-
чественно отвечают автомодельному решению. При
этом результаты измерений среднего размера как
функции времени для разных значений обратного
газового параметра 1/(askF ) с хорошей точностью
представляют собой параболические зависимости, в
полном соответствии с соотношением для среднего
квадрата радиуса R2 облака, следующим из теоре-
мы вириала [20]:

Рис. 4. (Цветной онлайн) Изображения расширяюще-

гося сильно-взаимодействующего Ферми-газа во вре-

мени (в мкс). Начальная форма в виде сигары [19].

Далее, сферическая форма и плоская цилиндрически-

симметричная форма в виде блина

2mN
d2(R2)

dt2
= 4E.

Здесь 2m – удвоенная за счет куперовского спарива-
ния масса Ферми-атомов, N – полное число частиц,
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E – полная энергия. Интегрирование этого соотно-
шения дает

2mNR2 = 2m

∫

r2ndr = 2mNR2 = 2Et2 + C1t+ C2,

(1)
где плотность n = |Ψ|2, Ψ – волновая функция кон-
денсата, C1, C2 – два дополнительных интеграла
движения. Отсюда следует, что асимптотически при
больших t средний размер облака квантового газа,
расширяющегося в вакуум, растет линейно со вре-
менем, т.е. имеет место выход на баллистический
режим.

Как показано в работах [11–13], уравнение
Гросса–Питаевского при степенной зависимости
µ от плотности n с показателем ν = 2/D в ква-
зиклассическом приближении допускает точные
трехмерные автомодельные решения, описывающие
анизотропный разлет газа в вакуум. В безразмер-
ных переменных плотность через автомодельные
переменные ξi = xi/ai (i = 1, 2, 3) задается в виде

n =
1

axayaz
f(ξ),

где три скейлинговых параметра ai являются
функциями времени t. При этом f (ξ) оказывается
сферически- симметричной функцией, зависящей
только от модуля |ξ| и положительной константы λ,
определяемой из начальных условий:

f (ξ) =

[

1− 3λ

10
ξ2
]3/2

,

и обращается в нуль при |ξ| >
√

10
3λ .

Поведение скейлинговых параметров от времени
определяется из решений уравнений Ньютона

äi = − ∂U

∂ai
, U(a) =

3λ

2 (axayaz)
2/3

. (2)

Эти уравнения относятся к так называемым систе-
мам ермаковского типа [18] и интегрируются благо-
даря сохранению энергии

E =
1

2
ȧ2 + U(a). (3)

и соотношению (1), где R2 = 3a2 и потенциал

U(a) = 3λ/2a2. (4)

В сферически-симметричном случае, когда энер-
гия зависит от модуля |a| = a, решение тривиально
находится. Размер облака r при t → ∞ растет ли-
нейно, соответственно скорость разлета на больших

временах стремится к постоянной величине (балли-
стический режим), в размерных переменных равной:

v∞ =
√

E/mN.

Необходимо отметить, что в случае коллапса
[21–23] выражение для квадрата радиуса облака, сле-
дующего из вириальной теоремы, обращается в нуль
в некоторый момент времени t = t0 (достаточным
условием этого является отрицательность H). Отсю-
да немедленно следует, что при приближении к t = t0
размер облака

R ∝ (t0 − t)1/2,

что отвечает режиму слабого автомодельного кол-
лапса (см. [21, 22]).

Для анализа деформаций формы облака на фоне
расширяющегося газа (рис. 4) необходимо в (3) пе-
рейти к сферическим координатам: модулю a и сфе-
рическим углам ϕ и φ. Благодаря теореме вириала
(1), движение по радиусу отщепляется, а угловая ди-
намика определяется эффективным потенциалом:

U =
3λ

21/3 (cos2 φ sinφ sin 2ϕ)
2/3

· 1

3a2
.

Минимум этого потенциала min U = 3λ
2a2 дости-

гается при
sinφ = 1/

√
3, ϕ = π/4, (5)

соответствует сферически симметричному распреде-
лению в (4). Вторые производные от U по угловым
переменным в точке минимума определяют главные
частоты осцилляций. В автомодельном приближении
они оказываются одинаковыми и равными:

Ω2
1 = Ω2

2 = 18λ.

В заключение данного раздела подчеркнем, что
формирование больших бозонных капель (содержа-
щих 5 и более частиц) в магнитных и оптиче-
ских ловушках характерно для разбалансированных
Ферми–Бозе смесей изотопов щелочных элементов
Li-6 (фермионы)–Li-7 (бозоны) и K-40 (фермионы)–
Rb-87 (бозоны), когда бозонная плотность больше
фермионной: nB > nF (см. [24]), а также в бозе-газах
с резонансным притяжением между бозонами. Боль-
шие бозонные капли в случае сильного разбаланса
между компонентами nB ≫ nF были эксперимен-
тально детектированы в Ферми–Бозе смеси K-40–Rb-
87 с большим преобладанием бозонов в работах груп-
пы Модуно [25]. Исчезновение пороговым образом
(по числу бозонов в ловушке) локального миниму-
ма в бозонной энергии и вследствие этого коллапс в
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бозонной подсистеме в разбалансированной Ферми–
Бозе смеси с преобладанием бозонов, NB > NF , при-
тяжением между фермионами и бозонами была по-
дробно проанализирована в теоретических работах
[26, 27].

В сбалансированной Ферми–Бозе смеси с равны-
ми плотностями компонент nB = nF возможно так-
же образование составных фермионов fσb и четве-
рок f↑bf↓b из двух фермионов с противоположными
проекциями спина и двух бозонов [28, 29] и [30, 31].
Большие бозонные капли также были эксперимен-
тально обнаружены в бозе-газе Dy-164 c сильным
диполь–дипольным притяжением [32].

V. Длинноволновые осцилляции заряда в

MgB2. Акустические плазмоны. Неоднород-

ные состояния в плазмонных системах. По-
ставлена и качественно решена задача об эффектив-
ном экранированном кулоновском взаимодействии в
слоистом металле MgB2 со спектром акустического
плазмона ω2

ac = B sin2(qzd) в направлении z перпен-
дикулярном слоям (см. рис. 5 и [33]). Как хорошо
видно из рис. 5, спектр практически линеен в окрест-
ностях точек qzd→ nπ, где n = 0, 1, ...; d – межплос-
костное расстояние.

Рис. 5. (Цветной онлайн) Спектр акустического плаз-

мона ω2
σπ = B sin2(qzd) в слоистом металле MgB2 в на-

правлении z, перпендикулярном базальной плоскости

[33]. Спектр практически линеен в окрестностях точек

qzd → nπ, где n = 0, 1, ...; d – межплоскостное рас-

стояние

В этом случае эффективное взаимодействие в им-
пульсном пространстве имеет особенность на малых
частотах в резонансе с частотой акустического плаз-
мона и конечных волновых векторах qz = (Q = π/d)

равных вектору “нестинга” Q. В импульсном про-
странстве эта особенность имеет вид Veff ∝ 1/|qz−Q|.

Если мы аккуратно перейдем в координатное про-
странство, то увидим, что возникает сингулярная
(осциллирующая) часть эффективного взаимодей-

ствия в реальном пространстве, спадающая степен-
ным образом по закону cos(Qz)/(Qz)2. Такой квад-
ратичный характер спадания напоминает фриделев-
ские осцилляции при экранировке заряда в 2D ме-
талле [34].

Интересной задачей на будущее является задача
о возможности бозе–эйнштейновской конденсации и
сверхтекучести в слабо-неидеальных боголюбовских
газах акустических плазмонов при отталкиватель-
ном характере потенциала плазмон–плазмонного
взаимодействия и задача об их коллапсе в реаль-
ном пространстве при притягательном знаке этих
взаимодействий.

Рис. 6. Фононная функция Элиашберга для фа-

зы I41/amd металлического водорода под давлением

500ГПа [38]

VI. Сверхпроводимость и формирование

капель в металлическом водороде и гидри-

дах металлов. Сверхпроводимость в однородных
фазах металлического водорода и металло-гидридов
мы рассчитывали в рамках модифицированной на-
ми схемы интегральных уравнений Элиашберга на
мнимой оси с учетом поправок на химический по-
тенциал [5, 35]. Отметим, что численные методы ре-
шения системы уравнений Элиашберга также ранее
разрабатывались в [36–40]. На рисунке 6 приведена
функция Элиашберга фононного спектра для одной
из фаз металлического водорода под давлением.

Зависимость параметра порядка от температуры
показана на рис. 7. Хотя для этой фазы металличе-
ского водорода разница между результатами, полу-
ченными с поправкой на химический потенциал элек-
тронов [5, 35] и ранее без нее [38], невелика, для дру-
гих веществ она может быть весьма существенной.
Однако следует отметить, что учет поправки на хи-
мический потенциал электронов приводит к резкому
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Рис. 7. (Цветной онлайн) Зависимость параметра по-

рядка от температуры ∆(T ) для фазы I41/amd метал-

лического водорода при давлении 500 ГПа (1 – расчеты

с поправкой на химический потенциал электронов, 2 –

без поправки [35]). На вставке показан увеличенный

фрагмент графика вблизи температуры сверхпроводя-

щего перехода

(в нашем случае на 2 порядка) увеличению времени
расчета.

Аналогичные результаты для других соединений
на основе водорода при высоких давлениях получены
в работе [41]. Для всех веществ, для которых в этой
работе приведены функции Элиашберга, мы рассчи-
тывали Tc двумя методами (см. табл. 1): с использо-
ванием алгоритма Аллена–Дайнса [42—44] (столбец
“A-D-1”) и методом решения уравнений Элиашберга
вида [5, 35] (столбец “El-1”). Значения Tc, полученные
в [41] с использованием модифицированного уравне-
ния Макмиллана [42] в приближении Аллена–Дайнса
и путем решения уравнений Элиашберга, также при-
ведены в таблице (столбцы “A-D-2” и “El-2”).

Таблица 1. Температуры сверхпроводящего перехода некото-
рых гидридов при высоких давлениях

Вещество P (ГПа) TC (К)

A-D-1 A-D-2 El-1 El-2

LaBeH8 50 194 167 192 191

LaBH8 70 160 144 159 160

LaAlH8 100 145 130 145 144

CaBeH8 210 307 254 303 302

CaBH8 100 241 212 239 238

YBeH8 100 250 215 248 249

SrBH8 150 206 163 204 200

Как видно из табл. 1, во-первых, результаты на-
ших расчетов и авторов работы [41] в основном сов-
падают с точностью до 1 К (расхождение, очевид-
но, связано с ошибкой оцифровки графиков функ-
ций Элиашберга, приведенных в статье). Во-вторых,

расчеты по алгоритму Аллена–Дайнса в данном слу-
чае дают очень хорошее приближение к температуре
сверхпроводящего перехода (для большинства мате-
риалов не хуже 2 K). Наоборот, использование моди-
фицированного уравнения Макмиллана в приближе-
нии Аллена–Дайнса дает занижение Tc на несколько
десятков градусов.

Образование металлических капель вбли-

зи границы фазового перехода первого рода

между металлическим и молекулярным во-

дородом. В качестве естественного обобщения ре-
зультатов, представленных в работе, мы планируем
расширить нашу модель для уравнений Элиашберга,
чтобы учесть влияние примесей, многозонный харак-
тер исследуемых соединений [3, 5, 35], а также воз-
можность образования неоднородных состояний (об-
разование капель), возникающих при приближении
к фазовому переходу первого рода между жидким и
кристаллическим металлическим водородом.

Мы планируем учесть также возможность обра-
зования в системе двух бозе-конденсатов, первый из
которых представляет собой бозе-конденсат куперов-
ских пар в электронной подсистеме, а второй – би-
протонный бозе-конденсат в ионной компоненте (по-
добно ситуации в нейтронных звездах). Качествен-
ные соображения о возможности сосуществования
двух бозе-конденсатов куперовских пар и бипрото-
нов в низкоразмерных фазах металлического водоро-
да (таких как планарная и нитевидная фаза [24, 45]
были сформулированы нами в [46, 47].

Рассмотрим теперь возможность образования ка-
пель в металлическом водороде. На рисунке 8 приве-
дена T−P фазовая диаграмма молекулярного и ато-
марного металлического водорода при высоких дав-
лениях. Фазовая диаграмма содержит 4 фазы мо-
лекулярного и металлического водорода, а именно
2 фазы твердого (кристаллического) молекулярного
и металлического водорода при высоких давлениях
и низких температурах и две фазы жидкого моле-
кулярного и металлического водорода при высоких
давлениях и высоких температурах [48].

При этом фазовый переход из кристаллической
в жидкую фазу как для атомарного металлического
водорода, так и для молекулярного (диэлектрическо-
го) водорода является фазовым переходом первого
рода, для которого характерно образование неодно-
родных капельных структур. Отметим, что образо-
вание жидких капель и маленьких “льдинок” вокруг
положительных и отрицательных ионов хорошо из-
вестно в физике жидкого и твердого гелия [49]. Ана-
логично, можно ожидать формирование капель ме-
таллического водорода в диэлектрической матрице
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Рис. 8. (Цветной онлайн) T − P фазовая диаграмма

молекулярного и атомарного металлического водоро-

да при высоких давлениях. Фазовая диаграмма вблизи

фазовой границы между молекулярным и металличе-

ским водородом содержит 4 существенные для нас фа-

зы, а именно 2 фазы твердого (кристаллического) мо-

лекулярного и металлического водорода при высоких

давлениях и низких температурах и две фазы жидко-

го молекулярного и металлического водорода при вы-

соких давлениях и высоких температурах [48]

молекулярного водорода. Экспериментальным под-
тверждением этой идеи являются эксперименты с
ударными волнами [50] для дейтериевых систем.

VII. Коллапс резонанса Фано в коль-

це Ааронова–Бома [51] с топологическим

сверхпроводящим мостиком как тест на

не-локальность майорановских мод. Идеи
пространственно-разделенных Ферми и Бозе систем
и нетривиальной сверхпроводимости, наведенной
в них, могут быть реализованы и в ограниченной
геометрии микроконтакта с 2 или 4 квантовыми
точками [52–54].

В геометрии ромба, показанной на рис. 9 с 4 кван-
товыми точками, два фермиевских рукава (факти-
чески, две эффективные фермиевские зоны) которо-
го, описываемые туннельными гамильтонианами для
фермиевских квазичастиц, соединены сверхпроводя-
щим мостиком, содержащим парные бозонные состо-
яния [55–57]. При этом в сверхпроводящем мости-
ке может наводиться топологически нетривиальная
сверхпроводимость [55].

В этом контексте совместно с С. В. Аксеновым [57]
в 2020 г. решена задача о коллапсе узкого резонанса
Фано [58] в кондактансе системы вследствие нело-
кальности майорановского состояния [59]. Подчерк-

Рис. 9. (Цветной онлайн) Кольцо Ааронова–Бома [51]

со сверхпроводящим мостиком в топологически нетри-

виальном состоянии с асимметрией туннельных пара-

метров между рукавами кольца и контактами. Коль-

цо Ааронова–Бома используется в качестве интерфе-

ренционного устройства для наблюдения резонансов

Фано [58]

нем, что одна из главных особенностей майоранов-
ских состояний, привлекающая большой интерес к
этим возбуждениям в твердотельных системах, за-
ключается в их нелокальном характере.

В [57] нами рассмотрено интерференцион-
ное устройство в виде асимметричного кольца
Ааронова–Бома, рукава которого соединены по-
перечным мостиком в виде одномерного топо-
логического сверхпроводника. Асимметричность
устройства заключается в неодинаковости парамет-
ров туннелирования t1 и t2 между контактами и
двумя рукавами кольца.

Показано, что в отличие от рассмотренной нами
в [56] симметричной геометрии, в кондактансе асим-
метричного устройства возникают новые резонансы
Фано. Обнаружено, что их ширина прямо пропор-
циональна величине нелокального состояния сверх-
проводника с минимальной энергией, равной энергии
связи пары краевых майорановских возбуждений.

Рис. 10. (Цветной онлайн) Коллапс узкого резонанса

Фано с увеличением степени нелокальности майора-

новских мод в сверхпроводящем мостике

Другими словами, можно сказать, что чем силь-
нее плотность вероятности концентрируется на кра-
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ях, тем уже резонанс Фано. В результате, в предель-
ном случае двух невзаимодействующих майоранов-
ских фермионов (очень большой длины топологи-
ческого сверхпроводящего мостика) данная особен-
ность кондактанса исчезает (см. рис. 10).

Это утверждение может быть проиллюстрирова-
но в рамках бесспиновой модели кольца [57], в ро-
ли мостика для которой используется майорановская
цепочка Китаева [60] с четным числом узлов. При
этом показано, что обнаруженный эффект связан
с увеличением кратности вырождения структуры с
нулевой энергией в особой точке модели Китаева и
уменьшением перекрытия волновых функций майо-
рановских фермионов при увеличении числа узлов
(фактически длины) цепочки, что и приводит к кол-
лапсу узкого резонанса Фано.

Дополнительное рассмотрение частного случая
интерферометра, включающего только его полови-
ну (например, когда сверхпроводящий мостик на
рис. 9 связан только с левыми проволоками), показа-
ло, что перекрытие майорановских волновых функ-
ций, образующих бологюбовское возбуждение с нуле-
вой энергией, приводит к удвоению периода осцилля-
ций Ааронова-Бома [61].

IХ. Заключение. В обзоре в рамках
пространственно-разделенной Ферми–Бозе сме-
си мы описали ряд сверхпроводящих и сверхтекучих
систем, в которых возможно формирование капель
или кластеров параметра порядка в матрицах
нормальных неспаренных состояний. Эти системы
включают в себя сверхпроводящие оксиды вис-
мута BaKBiO, разбалансированные Ферми-газы и
Ферми–Бозе смеси в магнитных ловушках, дву-
мерные системы с малой электронной плотностью,
описываемые 2D моделью Хаббарда с сильным
локальным притяжением на узле и сильным диаго-
нальным беспорядком. Образование капель также
характерно для коллапсирующих экситонных [62]
и плазмонных систем с притягательным знаком
экситон–экситонного и плазмон–плазмонного взаи-
модействия, а также для металлического водорода в
экспериментах с ударными волнами вблизи границы
фазового перехода первого рода между жидкой
и кристаллической фазами. Полученные в обзоре
результаты могут быть полезны для приложений
в сверхпроводящей наноэлектронике и реализа-
ции сверхпроводящих кубитов в гранулированных
средах.
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ратуры. Ms достигло очень высокого значения: Ms наночастиц с x = 0.5 равно 106.6 Гс · см3/г при 100K,

а по литературным данным Ms стехиометрического объемного феррита Co равна 90 Гс · см3/г при 4.2K.

Выявлены и качественно объяснены корреляции между концентрационными зависимостями магнитных

и электрических свойств.
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Смешанные ферриты шпинели (CoxZn1−xFe2O4)
привлекают большое внимание благодаря своим уни-
кальным свойствам, таким как высокое удельное
электрическое сопротивление и низкие потери на
вихревые токи [1–5], высокая намагниченность на-
сыщения и температура Кюри [6], термодинамиче-
ская стабильность, коррозионная стойкость, высо-
кая механическая твердость, высокая адсорбцион-
ная способность. Наночастицы (НЧ) с различной от-
носительной концентрацией Co и Zn имеют впечат-
ляющий спектр применения: активные компоненты
ферромагнитных (ФМ) жидкостей, постоянные маг-
ниты, компоненты компьютеров, системы адресной
доставки лекарств, резонансная томография и мно-
гие другие (см., например, [7]). Предельные члены –
ZnFe2O4 и CoFe2O4 имеют одинаковую структуру
кристаллической шпинели пространственной груп-
пы Fd-3m, но отличаются распределением катио-
нов между кристаллическими позициями. ZnFe2O4 –
нормальная шпинель, в которой двухвалентные ио-
ны Zn2+ занимают тетраэдрические позиции, а трех-
валентные ионы Fe3+ – октаэдрические. В обращен-
ной шпинели CoFe2O4 половина ионов Fe3+ занима-

1)e-mail: irbiz@iph.krasn.ru
2)A.Thakur, P.Thakur.

ет тетраэдрические, а другая половина – октаэдри-
ческие позиции, тогда как ионы Co2+ предпочита-
ют октаэдрические позиции. Согласно этим распре-
делениям катионов, ZnFe2O4 характеризуется анти-
ферромагнитным порядком с низкой температурой
Нееля, TN = 10K, а CoFe2O4 является ферримагне-
тиком с высокой температурой Кюри, Tc = 793K, а
намагниченность насыщения при комнатной темпе-
ратуре Ms = 66.3Гс · см3/г [7]. Однако в случае НЧ
часто наблюдаются отклонения от этого идеально-
го распределения из-за малого размера частиц, по-
верхностных эффектов и высокой концентрации по-
верхностных дефектов [8]. Степень инверсии мож-
но представить формулами (Zn1−δFeδ) [ZnδFe2−δ] O4,
где круглые и квадратные скобки относятся к тет-
раэдрической (A) и октаэдрической (B) позициям,
соответственно. Ряд авторов синтезировали частич-
но инвертированные НЧ феррита цинка, ферримаг-
нитные при комнатной температуре с намагниченно-
стью насыщения, изменяющейся от 10 до 88 Гс · см3/г
в зависимости от метода синтеза. Большое разно-
образие распределений катионов по кристалличе-
ским позициям и магнитных свойств наблюдалось
несколькими авторами для случая смешанных шпи-
нелей Zn1−xCoxFe3O4 (например, [9–13]). Таким об-
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разом, технологические условия оказывали чрезвы-
чайно сильное влияние на свойства синтезированных
НЧ, что подчеркивает необходимость тщательного
изучения магнитных характеристик полученных об-
разцов в каждом конкретном случае.

Недавно серия НЧ CoxZn1−xFe2O4 с x в диа-
пазоне от 0.0 до 0.5, приготовленная методом цит-
ратного прекурсора, продемонстрировала выдающе-
еся электрическое сопротивление и улучшенные ди-
электрические свойства [14]. Величина тангенса угла
диэлектрических потерь варьировалась в диапазоне
0.003−0.052 на частоте 1 МГц для различных кон-
центраций Со, и образцы оказались очень хороши-
ми изоляторами. Исследование магнитных свойств
этой системы НЧ, предпринятое в настоящей работе,
представляется важным с точки зрения взаимосвя-
зи между электронной и магнитной подсистемами и
приложениями НЧ.

Технология синтеза НЧ CoxZn1−xFe2O4 с (x =

= 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5) (образцы 1–6 соответствен-
но) подробно описана в [14]. Рентгеноструктурное
исследование выявило кубическую структуру фазы
шпинели пространственной группы Fd-3m. Средний
размер кристаллитов образцов оказался в пределах
28÷36 нм. Постоянная решетки уменьшалась с 8.443

до 8.403 Å с увеличением концентрации кобальта, что
было связано с меньшим радиусом иона Co2+ (0.72 Å)
по сравнению с радиусом иона Zn2+ (0.74 Å). Зависи-
мости намагниченности от внешнего магнитного по-
ля и температуры изучались на вибрационном маг-
нитометре Lake Shore 8604 в магнитном поле до 15 кЭ
при температурах от 90 до 350 K.

Кривые намагничивания (M) образцов 1–6 в за-
висимости от приложенного магнитного поля (H)
при 300 и 100 K представлены на рис. 1a и b, соот-
ветственно. Только образец 1 с x = 0 демонстрирует
чисто парамагнитное поведение при комнатной тем-
пературе. Даже для образца 2 с x = 0.1 кривая на-
магничивания при комнатной температуре отклоня-
ется от линейной зависимости от H , характерной для
парамагнетика, а в случае образца 3 с x = 0.2 хорошо
видна очень узкая петля гистерезиса.

В то же время с увеличением магнитного поля на-
магниченность этих трех образцов линейно возрас-
тает по полю, существенно отличаясь от хода кри-
вых намагничивания образцов 4–6. Можно предпо-
ложить, что часть НЧ в образцах 2 и 3 находится в
суперпарамагнитном состоянии при комнатной тем-
пературе, тогда как большинство частиц в этих об-
разцах являются парамагнитными. В случае образ-
цов 4–6 форма кривых намагничивания указывает на
суперпарамагнитное состояние основной части НЧ, а

Рис. 1. (Цветной онлайн) Полевые зависимости намаг-

ниченности образцов 1–6, измеренные при T = 300 (а)

и 100 K (b). Вставки: (a) – кривые намагничивания об-

разцов 1–3; (b) – для образцов 1 и 2

наличие гистерезиса может означать, что часть су-
перпарамагнитных НЧ заблокирована при комнат-
ной температуре. При этом наблюдается резкий рост
намагниченности при переходе от образца 3 к образ-
цу 4, что можно интерпретировать как переход от
гетерогенного магнитного состояния всего ансамбля
НЧ, в котором сосуществуют парамагнитные и су-
перпарамагнитные НЧ, к суперпарамагнитному со-
стоянию большинство НЧ. Аналогичная картина на-
блюдалась в [12, 13, 15, 16].

При понижении температуры до 100 K в образ-
це 1, не содержащем Co, появляется суперпарамаг-
нитная составляющая. Это следует из изменения
формы кривой намагничивания: вблизи нуля появля-
ется характерный s-образный изгиб. Появление маг-
нитного момента в НЧ ZnFe2O4 наблюдалось ранее
(например, в [9]), но не всегда. Например, магнит-
ное упорядочение не наблюдалось вплоть до 50 K
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в НЧ Zn-шпинели, полученных методом соосажде-
ния [2, 12]. Для всех остальных образцов при охла-
ждении наблюдается сильный рост намагниченно-
сти. Остаточная намагниченность Mr и коэрцитив-
ная сила Hc также увеличиваются при охлаждении,
но в разной степени.

Температурные зависимости намагниченности
(рис. 2) образцов 1–5, снятые в магнитном поле 5 кЭ,

Рис. 2. (Цветной онлайн) (a) – Температурные зависи-

мости намагниченности образцов 1–5 с x = 0−0.4 со-

ответственно в магнитном поле 5кЭ; (b) – то же для

образцов с x = 0−0.2 , кривые 1–3

аналогичны FC-кривым для НЧ CoxZn1−xFe2O4,
синтезированых методом высокотемпературного
синтеза, показанных в [12]. Несколько механизмов
ответственны за увеличение намагниченности НЧ
с понижением температуры. Среди них увеличение
собственного магнитного момента каждой НЧ,
подчиняющееся закону Кюри для парамагнетиков

или закону Ланжевена для магнитоупорядоченных
сред, а также выравнивание магнитных моментов в
направлении приложенного магнитного поля. Форма
кривых температурной зависимости подтверждает
сделанный при интерпретации кривых намагничи-
вания вывод о концентрационном переходе НЧ из
преимущественно парамагнитного в суперпарамаг-
нитное состояние между концентрациями Co x = 0.2

и x = 0.3.

Интересно отметить некоторые корреляции меж-
ду концентрационными зависимостями магнитных
и электрических свойств исследованных образцов.
На рисунке 3 показаны концентрационные зависи-
мости коэрцитивной силы и остаточной намагничен-
ности в сравнении с концентрационными зависимо-
стями электрического тока, протекающего через об-
разец при напряжении 3 B, полученными из вольт-
амперных характеристик. НЧ феррита Co-Zn прессо-
вали в таблетки для проведения исследования элек-
трических свойств.

Увеличение электрического тока с увеличени-
ем концентрации Co, показанное на рис. 3, означа-
ет уменьшение удельного сопротивления. В смеси
ZnFe2O4 и CoFe2O4 уменьшение удельного сопротив-
ления происходит из-за меньшего удельного сопро-
тивления CoFe2O4 по сравнению с ZnFe2O4. Чтобы
понять, почему удельное сопротивление ферритов Со
может быть меньше, мы можем рассмотреть расче-
ты электронной структуры в рамках теории функци-
анала плотности (DFT). Такой расчет для CoFe2O4

был сделан [17]. В данной работе приближение обоб-
щенного градиента с потенциалом PBE и поправкой
Хаббарда U использовалось для расчета электрон-
ной структуры для различного набора обменных па-
раметров: конфигурация MS1 с ФМ Co-Co и Fe-Fe и
АФМ Co-Fe обменами, MS2 со всеми ФМ обменами,
MS3 с АФМ взаимодействиями Co-Co и ФМ Fe-Fe
и MS4 с ФМ Co-Co и АФМ Fe-Fe. В то время как
щель в плотности состояний (DOS) была получена
для конфигураций MS1, MS2 и MS3, состояние MS4
является почти проводником с шириной запрещен-
ной зоны, близкой к нулю.

В обсуждаемых в данной статье нанокристалли-
ческих образцах присутствует смесь катионов Fe, Co
и Zn в разных подрешетках, которую можно рассмат-
ривать как смесь всех 4 возможных конфигураций.
Если эта смесь является случайной, то 25 % прово-
дящей фазы приведут к макроскопической проводи-
мости всего образца в соответствии с идеями теории
перколяции. В трехмерных решетках со случайной
смесью изолирующей и проводящей фаз макроско-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Концентрационные зависимо-

сти Hc, Mr и электрического тока при напряжении 3B

пическая проводимость возникает выше порога пер-
коляции xc = 0.16 [18].

Корреляция магнитных и электрических свойств
на рис. 3, а также концентрационная зависимость со-
противления на постоянном токе от концентрации Co

на рис. 12 статьи [14] могут быть объяснены в рамках
теории перколяции. Минимальное сопротивление в
CoxZn1−xFe2O4 на рис. 12 статьи [14] найдено при
x = 0.2 и 0.3, чуть выше порога перколяции.
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Исследованы мессбауэровские спектры монокристаллов бората железа FeBO3 при температурах вы-

ше и ниже точки магнитного перехода при различной ориентации кристаллов относительно направления

распространения γ-квантов. Для описания мессбауэровских спектров разработана теоретическая модель,

которая учитывает различные ориентации магнитных моментов в плоскости кристалла. Установлено,

что наличие в борате железа магнитной доменной структуры существенно влияет на форму мессбауэ-

ровских спектров и интенсивности резонансных переходов. Предложенная модель может быть полезна

для определения конфигурации магнитной доменной структуры материалов по данным мессбауэровский

спектроскопии.

DOI: 10.31857/S1234567823100099, EDN: cnlfgt

1. Введение. Кристаллы бората железа явля-
ются классическим модельным объектом для иссле-
дований в области магнетизма и на них изучен ряд
уникальных явлений и эффектов [1–5]. Высококаче-
ственные образцы FeBO3, а также нанокомпозиты на
их основе, находят свое применение в современных
отраслях науки и техники [6, 7].

Кристаллическая структура бората железа опи-
сывается пространственной группой симметрии R3̄c

[8]. Образцы FeBO3 могут быть синтезированы из
растворов в высокотемпературных расплавах. В
этом случае они кристаллизуются в виде тонких
базисных пластин, перпендикулярных инверсионной
оси третьего порядка [9]. Магнитные моменты ато-
мов железа расположены в слоях, параллельных ба-
зису кристалла, и упорядочены антиферромагнитно.
Однако, ввиду антисимметричного суперобменного
взаимодействия (эффект Дзялошинского–Мории),
магнитные подрешетки слегка скошены, что создает
слабый результирующий магнитный момент [10].
Вектор антиферромагнетизма и слабый ферро-
магнитный момент лежат в базисной плоскости
кристалла. Наличие слабого момента обуславливает

1)e-mail: niksnegir@yandex.ru

процессы перемагничивания в этих кристаллах.
Точка Нееля составляет TN = 348.3К [7].

В ядерно-резонансных исследованиях при ана-
лизе сверхтонкой структуры спектров бората же-
леза необходимо рассматривать комбинированное
магнитное дипольное и электрическое квадруполь-
ное сверхтонкое взаимодействие [7]. Тензор гради-
ента электрического поля (ГЭП) в FeBO3 являет-
ся аксиально-симметричным, его главная ось орто-
гональна магнитным моментам атомов железа и ре-
зультирующему слабому ферромагнитному моменту
[11]. Это приводит к характерной асимметрии интен-
сивностей линий в мессбауэровских спектрах бората
железа [7].

Относительные интенсивности линий в мессбау-
эровских спектрах поликристаллических образцов
определяются лишь вероятностями соответствую-
щих им резонансных переходов [12, 13].

В случае монокристаллов, интенсивности линий
зависят также от направления эффективного маг-
нитного поля на ядрах железа (которое совпадает
с направлением магнитного момента атома железа)
и главной оси ГЭП относительно направления вол-
нового вектора γ-кванта kγ , испущенного источни-
ком излучения. В этом заключаются поляризацион-
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ные эффекты в мессбауэровских спектрах. Наблюде-
ние и трактовка этих эффектов впервые выполнены
в пионерских работах Ханны и соавторов [14, 15], и
затем развиты Гонзером [16].

При чисто магнитном сверхтонком взаимодей-
ствии, основной уровень ядер 57Fe в магнитное по-
ле расщепляется на два подуровня, а возбужденный
уровень на четыре подуровня. C учетом правил от-
бора, из восьми переходов возможными оказывают-
ся только шесть [14, 15]. Именно излучение, соответ-
ствующее энергии этих переходов, становится поля-
ризованным [16].

Отметим, что зависимость интенсивностей резо-
нансных линий от ориентации образца можно на-
блюдать также и на поликристаллах, если веро-
ятность эффекта Мессбауэра анизотропна (эффект
Гольданского–Карягина) [17].

Соотношение интенсивностей линий в мессбауэ-
ровских спектрах ферромагнетиков, намагниченных
внешним магнитным полем, а также полидоменных
ферромагнетиков, не обладающих спонтанной на-
магниченностью, описывается известными из лите-
ратуры выражениями [18]. Однако, в случае наличия
сравнительно крупных магнитных доменов, когда их
конфигурация не определяется статистическим раз-
бросом ориентаций намагниченностей, такой подход
оказывается неприменим.

Целью настоящей работы являются эксперимен-
тальные и теоретические исследования влияния маг-
нитной доменной структуры на поляризационные
эффекты в мессбауэровских спектрах монокристал-
лов бората железа FeBO3.

2. Экспериментальная часть. Исследованный
монокристалл FeBO3 высокого структурного совер-
шенства был синтезирован методом из раствора в
высокотемпературном расплаве, и имел характерные
размеры около 8×4мм2 в базисной плоскости, и око-
ло 0.15 мм в толщину [9, 19].

Мессбауэровские спектры получены с помощью
спектрометра MS-1104Em с использованием радио-
активного источника Co57(Rh). Измерения при вы-
сокой температуре проводились с использованием
“мессбауэровской” резистивной печи MRF – 750 K.
Точность поддержания температуры была не хуже
±1К. Источник γ-излучения находился при комнат-
ной температуре. В качестве эталонного образца для
калибровки изомерных сдвигов использовался стан-
дартный поглотитель из тонкой фольги α-Fe.

Для обеспечения необходимой ориентации кри-
сталла относительно направления волнового вектора
γ-квантов kγ изготовлена специализированная ячей-
ка, которая имела отклоняемую подвижную панель с

возможностью регулирования угла наклона (с точно-
стью около ±1◦). Образец крепился на отклоняемой
подвижной панели, и держатель располагался на оп-
тической оси спектрометра, либо вводился в шахту
печи. Кристалл FeBO3 был ориентирован таким об-
разом, что нормаль (x) к базисной плоскости (001)

составляла угол θγ с направлением волнового векто-
ра γ-квантов kγ (см. рис. 1).

Рис. 1. (Цветной онлайн) Схематическая ориентация

базисной плоскости (001) монокристалла FeBO3 и вол-

нового вектора γ-кванта kγ . Здесь z – ось квантования

(направление вектора магнитного момента), φ – угол

между проекцией вектора kγ на плоскость (y, z) и осью

квантования, θγ – угол между вектором kγ и осью x

Экспериментальные мессбауэровские спектры
были скорректированы с учетом эффективной
толщины поглотителя по методике, развитой в
работе [7].

3. Результаты и их обсуждение. На рисун-
ке 2 слева показаны мессбауэровские спектры моно-
кристалла FeBO3 для разных значений угла θγ , полу-
ченные при комнатной температуре, т.е. существенно
ниже точки магнитного фазового перехода. Видно,
что с увеличением угла θγ интенсивности Ii первой
и шестой линий спектра (связанных с резонансны-
ми переходами между ядерными подуровнями 57Fe
с проекциями спина ядра −3/2 → 1/2 и +3/2 →
→ +1/2) увеличиваются, а интенсивности второй и
пятой линий (связанных с переходами −1/2 → −1/2

и +1/2 → +1/2) уменьшаются. Соотношение I2,5/I1,6
составляет 1.333(1), 1.102(2), 0.875(3) и 0.739(3) для
углов θγ = 0, 20, 35 и 45◦, соответственно.

Известно, что спектр поглощения γ-кванта
с энергией E = ~ω определяется следующим
выражением [20]:

σ(ω) = −σaΓ0

2
Im
∑

ζ

∑

mgme
j,mj

V
(ζ)+
mgm̃j

×

× 〈me|m̃j〉
ω̃ − λ̃j + ωgmg + iΓ0/2

V (ζ)
memg

, (1)
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Мессбауэровские спектры монокристалла FeBO3, ориентированного базисной плоскостью

(001) под различными углами к волновому вектору γ-квантов kγ (см. рис. 1). Спектры получены при температуре

295 К (T < TN , слева) и 373 К (T < TN , справа). Синие точки – экспериментальные данные, красная огибающая

линия – результат модельной обработки спектра. Сверху указаны порядковые номера резонансных линий

где σa – эффективное сечение поглощения, Γ0 – есте-
ственная ширина линии, ω̃ = ω − E0/~, E0 – энер-
гия резонансного перехода, λ̃j – собственные значе-
ния гамильтониана, m̃j – проекции ядерного спина
на ось квантования, для которой гамильтониан си-
стемы в возбужденном состоянии ядра диагонален и
представлен в виде:

Ĥ(e) = −ωeI
(e)
z + q

[

Î2z′ − 1

3
I(I + 1) +

η

3
(Î2x′ − Î2y )

]

.

(2)

Здесь q – константа квадрупольного взаимодействия,
η – параметр асимметрии, ωg,e – ларморовские час-
тоты прецессии ядерных спинов, mg и me – проек-
ции ядерного спина для основного и возбужденно-
го состояний, соответственно, I – ядерный спин, Îz′ ,
Îx′ , Îy – операторы проекций ядерного спина в воз-
бужденном состоянии на направление главных осей
тензора ГЭП. V (ζ)

memg – матричные элементы опера-
тора взаимодействия гамма-кванта с поляризацией
ζ и ядра, которые определяются коэффициентами
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Клебша–Джордана и функцией углового распределе-
ния интенсивности излучения для заданного направ-
ления (угла θk) волнового вектора гамма-кванта kγ

относительно оси квантования z [21].
В нашей предыдущей работе [7] был рассмотрен

случай, когда вектор kγ направлен вдоль нормали к
поверхности кристалла, так что усреднение в спек-
трах, измеренных при низких температурах, по хао-
тической поляризации γ-квантов сводилось к сумме
по двум проекциям оператора ядерного тока Ĵz и Ĵy
с равными весами (см. [21]). При этом в мессбауэров-
ском спектре соотношение интенсивностей пар край-
них линий I2.5/I1.6 магнитной сверхтонкой структу-
ры (без учета эффектов слабой асимметрии пар ли-
ний за счет перемешивания квантовых состояний)
выражалось простой формулой [7]

I
(90)
2.5

I
(90)
1.6

≈ 4

3
. (3)

Здесь через I(90) обозначены интенсивности линий
для случая, когда φ = 90◦ (см. рис. 1).

Однако, когда вектор kγ отклоняется от норма-
ли, описанный выше случай усложняется, поскольку
необходимо учитывать ориентацию плоскости пово-
рота вектора kγ относительно оси квантования z или
относительно направления магнитного момента ато-
ма железа (см. рис. 1).

В синхротронных источниках излучение обыч-
но является поляризованным. В лабораторных месс-
бауэровских установках излучение от радиоактивно-
го источника не поляризовано, поэтому необходимо
выполнить усреднение оператора взаимодействия γ-
кванта с ядром по хаотически распределенным век-
торам поляризации ζ в плоскости, перпендикуляр-
ной вектору kγ . Такое усреднение наиболее удобно
проводить по процедуре, предложенной в работе [21]
для супероператора D̂ с матричными элементами

Dm′
em

′
gmemg

=
∑

ζ

(ζ ĵ+)memg(ζ
∗ĵ)m′

gm
′
e. (4)

В результате преобразований получаем

〈D̂〉 = 1

2

(

Ĵ+
z Ĵz

(

cos2 θγ cos
2 φ+ sin2 φ

)

+

+ Ĵ+
x Ĵx sin

2 θγ + Ĵ+
y Ĵy

(

cos2 θγ sin
2 φ+ cos2 φ

)

)

. (5)

Этот супероператор и будет определять соотноше-
ние интенсивностей линий мессбауэровского спектра
в нашей экспериментальной схеме.

Рассмотрим несколько предельных ориентаций
магнитных моментов атомов железа в плоскости ис-
следуемого кристалла. Если кристалл имеет един-
ственное направление магнитных моментов, то для

φ = 0 поворот вектора kγ происходит в плоскости
(xz), тогда

〈D̂〉 = 1

2

(

Ĵ+
z Ĵz cos

2 θγ + Ĵ+
x Ĵx sin

2 θγ + Ĵ+
y Ĵy

)

, (6)

и соотношение интенсивностей пар крайних линий в
спектре принимает вид

I
(0)
2.5

I
(0)
1.6

=
4 cos2 θγ

3
(

1 + sin2 θγ
) . (7)

Здесь через I(0) обозначены интенсивности для слу-
чая, когда φ = 0◦. Для φ = 90◦ соотношение ин-
тенсивностей пар крайних линий будет определяться
выражением (3).

При произвольных значениях φ соотношение ин-
тенсивностей пар крайних линий спектра будет на-
ходиться в интервале между его значениями в (3)
и (7). Для случая хаотически ориентированных маг-
нитных доменов в плоскости кристалла, т.е. хаотиче-
ского распределения векторов магнитных моментов
атомов железа в этой плоскости получаем:

〈D̂〉 = 1

4
× (8)

×
((

Ĵ+
z Ĵz + Ĵ+

y Ĵy

)

(

1 + cos2 θγ
)

+ Ĵ+
x Ĵx sin

2 θγ

)

,

что дает
Ī2.5

Ī1.6
=

2
(

1 + cos2 θγ
)

3
. (9)

Здесь через Ī обозначены усредненные значения
интенсивности для случая хаотической ориентации
магнитных доменов.

В кристаллах FeBO3 существует слоистая маг-
нитная доменная структура. Доменные слои парал-
лельны базисной плоскости кристалла и разделены
блоховскими доменными границами. Внутри каждо-
го слоя домены разделяются неелевскими граница-
ми, ортогональными базисной плоскости [22, 23].

Группа симметрии кристалла FeBO3 содержит
инверсионную ось третьего порядка, которая орто-
гональна базисной плоскости (т.е. направлена вдоль
оси x на рис. 1). Это означает существование шести
ориентаций для направлений намагниченности в до-
менах. Направление намагниченности определяется
слабым ферромагнитным моментом, который обра-
зован за счет скоса двух антиферромагнитных под-
решеток железа. В пренебрежении скосом магнит-
ных подрешеток (55 угл. мин) выражение (5) нужно
усреднить по шести ориентациям вектора kγ относи-
тельно оси квантования z с углами φn = φ0 + n60◦

(n = 0, 1, 2, 3, 4, 5). Такая модель позволяет учесть
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Мессбауэровские спектры монокристалла FeBO3, ориентированного базисной плоскостью

(001) под различными углами к волновому вектору γ-квантов kγ (см. рис. 1). Спектры получены при температуре

вблизи магнитного фазового перехода (T ∼ TN). Синие точки – экспериментальные данные, красная огибающая

линия – результат модельной обработки спектра

все комбинации, когда взаимные ориентации намаг-
ниченностей в доменах образуют углы 60, 120 и 180◦.
В результате получаем

〈D̂〉 = 1

4
× (10)

×
((

Ĵ+
z Ĵz + Ĵ+

y Ĵy

)

(

1 + cos2 θγ
)

+ 2Ĵ+
x Ĵx sin

2 θγ

)

,

для произвольных φ0 и

I
(n60)
2.5

I
(n60)
1.6

= 4
1 + cos2 θγ

3 (3− cos2 θγ)
. (11)

Здесь через I(n60) обозначены интенсивности ре-
зонансных линий для случая, когда конфигурация
направлений магнитных моментов в базисной плос-
кости кристалла определяется как φn = φ0 + n60◦.

Эти выражения были использованы нами для
описания мессбауэровских спектров монокристаллов
FeBO3. Как можно видеть из рис. 2, 3, эксперимен-
тальные данные находятся в хорошем согласии с ре-
зультатами модельной обработки.

Мессбауэровские спектры FeBO3, полученные вы-
ше температуры магнитного упорядочения (T > TN )
показаны на рис. 2, справа. Интенсивность линий за-
висят от ориентации оси ГЭП относительно вектора
kγ и от величины параметра асимметрии η. При ак-
сиально симметричном ГЭП (η = 0) относительная
интенсивность линий I в дублете как функция угла
θγ между главной осью ГЭП (которая, направлена
вдоль оси третьего порядка, т.е. x на рис. 1) и векто-
ром kγ дается выражением [13]:

I1
I2

=
1 + cos2 θγ
2
3 + sin2 θγ

. (12)

В соответствии с этим выражение, интенсивность ре-
зонансных переходов ±3/2 → ±1/2 убывает с увели-
чением угла θγ , а интенсивность переходов ±1/2 →
→ ±1/2 растет. В мессбауэровских спектрах это вы-
ражается в постепенном “выравнивании” интенсив-
ностей линий дублета при повороте кристалличе-
ской пластины относительно вектора kγ (см. рис. 2,
справа).

На рисунке 3 показаны спектры монокристалла
FeBo3, полученные вблизи температуры магнитного
фазового перехода. В этой области наличие комбини-
рованного магнитного дипольного и электрического
квадрупольного сверхтонкого взаимодействия, а так-
же температурных флуктуаций, существенно моди-
фицирует форму спектра и асимметрию интенсивно-
стей пар линий [7]. Как и в случае магнитного сексте-
та, с увеличением угла θγ возрастают интенсивности
крайних линий и уменьшается асимметрия централь-
ных линий спектра.

Смоделированные в соответствии с выражения-
ми (1) и (10) мессбауэровские спектры монокристал-
ла FeBO3 представлены на рис. 4a. Для детальной
визуализации показан диапазон скоростей, ограни-
ченный [−6; −2]мм/с, где расположены 1-я и 2-я ли-
нии спектра. Видно, что в отличие от стандартного
случая ферромагнетика (когда имеется единственное
направление магнитных моментов), в борате железа
интенсивности 2-й (и, аналогично, 5-й) линии спек-
тра не обращаются в ноль при θ = 90◦ [17]. Это яв-
ляется следствием существования в FeBO3 магнит-
ной доменной структуры и, соответственно, наличия
нескольких направлений магнитных моментов. Дан-
ный факт необходимо принимать во внимание при
исследованиях, например, процессов спиновых пере-
ориентаций в слабоферромагнитных кристаллах.
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Рис. 4. (Цветной онлайн) (a) – Смоделированные месс-

бауэровские спектры монокристалла FeBO3 при T =

295К для случая ориентации базисной плоскости кри-

сталла (001) под различными углами к волновому век-

тору γ-квантов kγ (см. рис. 1). (b) – Угловая зависи-

мость отношения интенсивностей линий I2.5/I1.6 месс-

бауэровского спектра, рассчитанная для случаев един-

ственного направления магнитных моментов в плоско-

сти кристалла (черная линия) и хаотически ориенти-

рованных магнитных доменов (красная линия). Синяя

линия представлена для случая, когда магнитные мо-

менты в доменах ориентированы вдоль кристаллогра-

фических осей тригональной решетки в соответствии

с выражением φn = φ0 + n60◦. Синими точками пока-

заны экспериментальные значения I2.5/I1.6, получен-

ные в результате модельной обработки мессбауэров-

ских спектров, представленных на рис. 2

Экспериментально определенная угловая зависи-
мость отношения интенсивностей резонансных ли-
ний (синие точки, рис. 4b) хорошо согласуется с рас-
считанной для случая, когда взаимные ориентации
намагниченностей в доменах образуют углы 60, 120
и 180◦ (т.е. конфигурации φn = φ0 + n60◦) (синяя
линия, рис. 4b). Небольшое отличие эксперименталь-
ных и теоретически рассчитанных значений может
быть связано с тем, что для простоты модели мы пре-
небрегли существованием слоистой (вдоль оси тре-

тьего порядка) доменной структуры [23]. Кроме то-
го, такое различие может быть обусловлено механиз-
мами, связанными с магнитоупругим взаимодействи-
ем, которое в борате железа проявляется чрезвычай-
но сильно, из-за особенностей его кристаллической и
магнитной структуры [24].

Таким образом, сравнение экспериментальной и
теоретической угловых зависимостей соотношения
интенсивностей линий в мессбауэровских спектрах
позволяет оценить конфигурацию магнитных доме-
нов в исследуемом кристалле.

Выводы. В данном исследовании, на примере
монокристаллов бората железа, показано, как маг-
нитная доменная структура может влиять на поля-
ризационные эффекты в мессбауэровских спектрах.
Это происходит за счет различной ориентации век-
тора излучения kγ относительно направления намаг-
ниченности в доменах.

Разработана теоретическая модель для описа-
ния мессбауэровских спектров монокристаллов бо-
рата железа с учетом наличия в них магнитной до-
менной структуры. Рассмотрены предельные случаи
конфигурации магнитных доменов. Получены экспе-
риментальная и теоретическая угловые зависимости
отношения интенсивностей линий мессбауэровского
спектра. Установлено, что наилучшее описание экс-
периментальных данных достигается в рамках моде-
ли, когда взаимные ориентации намагниченностей в
доменах образуют углы 60, 120 и 180◦.

Описанный в работе подход позволяет оценить
конфигурацию магнитных доменов в исследуемом
кристалле по данным мессбауэровский спектроско-
пии. Полученные результаты могут быть полезны
для применения кристаллов FeBO3 в новых высоко-
технологичных отраслях.

Исследования выполнены при финансовой под-
держке Российского фонда фундаментальных иссле-
дований, проект # 19-29-12016\21-мк, в части под-
готовки кристаллических образцов, мессбауэровских
исследований и теоретического анализа.

Разработка, изготовление и апробация специа-
лизированной экспериментальной ячейки, а также
оптическая обработка экспериментальных образцов
проведены при поддержке Министерства науки и
высшего образования РФ в рамках выполнения ра-
бот по Государственному заданию ФНИЦ “Кристал-
лография и фотоника” РАН.

Математические расчеты проведены в рамках
Государственного задания ФТИАН им. К. А. Валиева
РАН Минобрнауки РФ по теме FFNN-2022-0019.

Авторы благодарят сотрудников опытно-
экспериментального отдела ФНИЦ “Кристалло-
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12. Modern Mössbauer Spectroscopy, ed. by Y. Yoshida and

G. Langouche, Springer, Singapore (2021).

13. N.N. Greenwood and T. C. Gibb, Mössbauer
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Показано, что в системах с дираковскими точками, возникающими при пересечении зон, принадле-

жащих эквивалентным представлениям группы симметрии возможно перекрытие этих зон. Такое пере-

крытие приводит к наклону и дополнительной анизотропии дираковского спектра, а также перенорми-

ровке скорости. В то же время, учет перекрытия не нарушает общих условий существования устойчивой

точки пересечения зон. Эффективный дираковский гамильтониан при наличии перекрытия зон является

псевдоэрмитовым и соответствует эффективному действию безмассового спинорного поля в искривлен-

ном пространстве-времени.

DOI: 10.31857/S1234567823100105, EDN: cnsjbg

Дираковские и вейлевские полуметаллы находят-
ся в центре внимания многих исследователей из-за
их уникальных свойств, таких как киральная ано-
малия, отрицательное магнитсопротивление, ферми-
арочные поверхностные состояния и т.д. [1]. В этих
материалах реализуются так называемые безмассо-
вые моды, подчиняющиеся уравнениям Дирака и
Вейля [2, 3]. Трехмерные дираковские полуметаллы
интересны с фундаментальной точки зрения тем, что
они представляют собой удобную платформу для
изучения 3 + 1 дираковского вакуума. В отличие
от вейлевского полуметалла, в дираковском полуме-
талле линейный спектр образуется в результате пе-
ресечения вырожденных зон (см., например, [4, 5]).
Возникновение дираковской точки в результате тако-
го пресечения, как правило, защищено симметриями
пространственной группы кристаллической решетки
(самый известный пример – точки Дирака в графене
[6, 7]), а не отличным от нуля числом Черна, как в
вейлевских полуметаллах, или неэквивалентностью
представлений группы симметрии зоны Бриллюэна,
к которым принадлежат пересекающиеся зоны.

Отдельный интерес представляют дираковские
системы с наклонным спектром. Такой спектр воз-
никает при пересечении электронных и дырочных
ферми-карманов [8–12]. В этой статье мы изучаем

1)e-mail: zaur0102@gmail.com

возможности перекрытия зон в окрестности точки
Дирака и индуцированный таким перекрытием на-
клон спектра. Про физические причины перекрытия
зон будет упомянуто ниже. Здесь укажем на самые
общие требования. В общем случае, такое перекры-
тие возможно, когда пересекающиеся зоны относят-
ся к эквивалентным представлениям группы симмет-
рии. Таким образом, мы изучаем ситуацию, когда с
одной стороны между зонами имеется перекрытие,
а с другой – эти зоны пересекаются в некоторых
точках зоны Бриллюэна. Возможность существова-
ния таких устойчивых точек пересечения была пред-
сказана еще в пионерской работе Херринга [13]. Со-
гласно Херрингу, такие изолированные точки пере-
сечения зон могут возникать в кристаллах без цен-
тра инверсии, причем они могут лежать в плоскости
симметрии зоны Бриллюэна или в плоскости, пер-
пендикулярной оси второго порядка. В кристаллах
с центром инверсиии пересечение зон, принадлежа-
щих эквивалентным представлениям, также возмож-
но, только областью пересечения будут не изолиро-
ванные точки, а замкнутые кривые в зоне Бриллю-
эна. В настоящей работе нас интересует случай изо-
лированных точек пересечения.

Покажем, что зоны, относящиеся к различным,
но эквивалентным представлениям, могут перекры-
ваться. Для этого необходимо показать, что интеграл
перекрытия
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Sαβ
k =

∫

d3rψ
(α)∗
k ψ

(β)
k (1)

не обращается в нуль. В этом выражении k – это
квантовое число, характеризующее зону (в нашем
случае это волновой вектор), а верхние индексы
(α, β) обозначают различные представления группы,
к которым относятся соответствующие зоны, т.е.

ψ
(α,β)
k =

∑

q

G
(α,β)
kq ψ(α,β)

q . (2)

Подставляя в (1) и суммируя обе части по всем эле-
ментам группы, получаем

gSαβ
k =

∑

qq′

∫

d3rψ(α)∗
q ψ

(β)
q′

∑

G

G
(α)∗
kq G

(β)
kq′ , (3)

где g есть размерность группы. Так как мы рассмат-
риваем эквивалентные представления, то

G(β) = AG(α)A−1. (4)

Учитывая это соотношение, из предыдущего равен-
ства получаем

Sαβ
k =

Akk

fα

∑

qq′

∫

d3rψ(α)∗
q ψ

(β)
q′ A

−1
qq′ , (5)

где мы воспользовались условием ортонормирован-
ности представления

∑

G

G
(α)∗
ki G(α)

mn =
g

fα
δkmδin, (6)

где fα есть размерность представления. Если учесть
ортогональность блоховских зон по волновому век-
тору, то получаем

Sαβ
k =

Akk

fα − 1

∑

q 6=k

Sαβ
q A−1

qq . (7)

Таким образом, интеграл перекрытия не обращается
тождественно в нуль в случае различных, но экви-
валентных неприводимых представлений. Легко по-
казать, что в случае неэквивалентных представле-
ний интеграл перекрытия тождественно обращается
в нуль.

Получим эффективный дираковский гамильтони-
ан и спектр в рамках двухзонной модели при нали-
чии перекрытия между зонами. Для этого мы по-
вторим простейший вывод двухзонного гамильтони-
ана. Вектор состояния в двухзонной модели имеет
вид |Ψp〉 = Cu |up〉+ Cv |vp〉, где амплитуда Cu/v со-
ответствует блоховским функциям |up〉 / |up〉. Умно-

жая слева волновое уравнение H |Ψp〉 = Ep |Ψp〉 на
〈up| и 〈υp|, получим систему уравнений

(

Hp
uu Hp

uv

Hp
vu Hp

vv

)(

Cu

Cv

)

=

= Ep

(

Sp
uu Sp

uv

Sp
vu Sp

vv

)(

Cu

Cv

)

=

= [f0(p) + σifi(p)]

(

Cu

Cv

)

, (8)

где Hp

ab = 〈ap|H |bp〉 есть матричный элемент га-
мильтониана с a, b = u, v, а Sab

p = 〈ap|bp〉 =

=
∫

a∗p (r) bp (r) d3r есть интеграл перекрытия зон,
σi есть матрица Паули с i = x, y, z, а f0(p) умно-
жается на единичную матрицу 2 × 2. Обычно бло-
ховские функции считаются ортогональными, так
что матрица перекрытия в (8) становится единич-
ной Sab

p = δab. Однако в реальных материалах это,
строго говоря, не так (например, одной из глав-
ных причин такого являются многочастичные эф-
фекты) [14–19]. Возможность перекрытия блохов-
ских функций можно увидеть и из простых рас-
суждений. Для этого введем блоховские функции в
простейшем виде up(r) =

∑

R e
−ip(r−R)φu(r − R) и

vp(r) =
∑

R e
−ip(r−R)φv(r−R), где φu, φv есть атом-

ные орбитали, соответствующие зонам u, v, а R есть
радиус-вектор атома в узле решетки. Тогда интеграл
перекрытия может быть записан в следующем виде:

∫

u∗p(r)vp(r)d
3r =

=
∑

RR′

eip(R−R′)

∫

φ∗u(r−R′)φv(r−R)d3r. (9)

Орбитали, соответствующие данному атому (R =

= R′), всегда ортогональны:
∫

φ∗a(r − R′)φb(r −
R)d3r = δab. Однако, для различных атомов R 6= R′,
строго говоря, такой ортогональности нет, что при-
водит к отличным от нуля недиагональным элемен-
там матрицы перекрытия Sab

p . Это дает ненулевое пе-
рекрытие между блоховскими зонами. Следует при
этом отметить, что в самой точке вырождения пере-
крытие тождественно обращается в нуль из-за теоре-
мы Крамерса. Действительно, согласно этой теореме
в точке пересечения p0 существует связь между зо-
нами T |up0〉 = |υp0〉, где T – оператор обращения
времени. Тогда можно показать, что 〈up0 |T up0〉 = 0

[20, 21]. Уравнение (8) можно переписать в виде

(Sp)
−1 [f0(p) + σifi(p)]

(

Cu

Cv

)

= H̃
(

Cu

Cv

)

, (10)
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где Sab
p есть матрица в правой части уравнения (8).

В окрестности точки Дирака мы имеем fi(p) ≈ υF pi
и f0(p) = 0. Если записать компоненты интеграла

перекрытия в виде Suu(vv)
p = 1 (это следует из нор-

мировки функций Блоха), Suv
p = (iϑy − ϑx)/υF =

(Svu
p )∗, то соответствующий эффективный гамильто-

ниан H̃ = (Sp

ab)
−1 [f0(p) + σifi(p)] принимает вид

H̃ =
1

1− β2
(ϑ · p+ σ · (υFp+ i [p× ϑ])) , (11)

где β = ϑ/υF , ϑ = |ϑ|. Спектр такого гамильтониана
имеет вид

ε (p) =
ϑ · p±

√

(ϑ · p)2 + (1 − β2)υ2F p
2

1− β2
. (12)

Как видно, в гамильтониане из-за перекрытия воз-
никает новый векторный параметр ϑ = (ϑx, ϑy, 0),
приводящий к наклону спектра. На рисунке 1 пока-
зан спектр при различных значениях параметра пе-
рекрытия. Далее в статье мы полагаем, что υF = 1.

Заметим, что гамильтониан (11) является неэр-
митовым. Однако спектр такого гамильтониана дей-
ствителен. Это связано с тем, что в действительно-
сти этот гамильтониан является псевдоэрмитовым,
т.е. обладает свойством

H̃† = ηH̃η−1, (13)

где оператор η может быть представлен в виде η =

= D†D, где D есть некоторый невырожденный опе-
ратор. Условие псевдо-эрмитовости (13) является бо-
лее общим условием действительности спектра га-
мильтониана [22–25]. Для эрмитового гамильтониана
оператор D унитарен и условие (13) превращается
в обычное условие эрмитовости. Покажем, что для
нашего гамильтониана (11) это условие выполняется
всегда из-за того, что β < 1. Необходимо доказать,
что условие

ησ · (p+ i [p× ϑ]) η−1 = σ · (p− i [p× ϑ]) (14)

с η = D†D выполняется при ϑ < 1. Из эрмитовости
матрицы η = D†D следует общий вид этой матрицы

η = a0 + σ · a, (15)

где a0, a ∈ R. Условие (14) теперь перепишется в виде

(a0 + σ · a) (1 + σ · ϑ)σ · p =

= (1− σ · ϑ)σ · p (a0 + σ · a) . (16)

Это условие выполняется при a0 = 1 и a = −ϑ.
Если представление η = D†D возможно, то det η =

= det
(

D†D
)

= |det (D)|2 > 0. Отсюда следует, что

Рис. 1. (Цветной онлайн) Зависимость энергии от им-

пульса (12) при pz = 0 при наличии перекрытия, ко-

торое для простоты задано в виде ϑ = (ϑx, 0, 0). Верх-

ний рисунок соответствует ϑx = 0, средний – ϑx = 0.3,

нижний – ϑx = 0.6. По горизонтальным осям отложены

(px, py)

a20 − a2i > 0. Другими словами, если a20 − a2i < 0, то
представление η = D†D невозможно и условие дей-
ствительности спектра (13) не выполняется. Таким
образом, мы приходим к выводу, что спектр гамиль-
тониана (11) вещественен при ϑ < 1. В частности, это
означает, что топологические характеристики такого
гамильтониана ничем не отличаются от случая про-
стого дираковского гамильтониана σ · p.

Можно подумать, что при наличии перекрытия
между зонами изменятся условия существования то-
чек контакта этих зон, полученных впервые в [13].
В частности, это могло бы привести к устранению
точек контакта и открытию щели. Давайте повто-
рим вывод поведения энергетического спектра вбли-
зи контакта в рамках kp-приближения при наличии

Письма в ЖЭТФ том 117 вып. 9 – 10 2023



780 З. З. Алисултанов, Н. А. Демиров

перекрытия. В рамках теории kp-приближения (ме-
жэлектронное взаимодействие V учитывается в рам-
ках приближения Хартри) имеем
[

−~
2∇2

2m
− i~2

m
k ·∇+

~
2

2m
+ V

]

|uk〉 = Ek |uk〉 .
(17)

Согласно стандартной процедуре, в окрестности
контакта k + κ, где κ есть малое отклонение, ве-
личина − i~2

m κ ·∇ рассматривается как возмущение.
При наличии перекрытия получим следующее выра-
жение для изменения энергии δE (k+ κ) при малом
отклонении от контакта

δE (k+ κ) =

= ±

√

(

κ · f
)2

+ (κ · Reg)2 +
(

κ · Img
)2

1− ϑ2x
+ o

(

κ2
)

,

(18)

где f = f + iϑxImg, Img = Img − iϑxf и мы для про-
стоты положили ϑ = (ϑx, 0, 0), а вектора f и g

f = −i~
2

m
[〈uk|∇uk〉 − 〈vk|∇vk〉] , (19)

g = i
~
2

m
〈uk|∇vk〉 . (20)

Достаточное условие существования контакта
сводится к тому, чтобы ни один из трех векто-
ров f + iϑxImg,Reg, Img − iϑxf тождественно не
обращался в нуль. Если какой-нибудь из этих век-
торов тождественно обращается в нуль, то всегда
будет существовать направление κ, для которого
остальные два вектора будут в перпендикуляр-
ной плоскости. В этом направлении спектр будет
квадратичен по импульсу (так как линейный член
ряда Тейлора тождественно обращается в нуль),
т.е. любое сколь угодно малое возмущение может
создать разрыв зон. При наличии центра инверсии
вектор Reg всегда равен нулю. Следовательно, в
этом случае не будет изолированной точки контакта
зон. При отсуствии центра инверсии, вообще говоря,
тождественно в нуль не обращается ни один из
векторов. Для каких-то направлений κ при наличии
перекрытия можно ожидать, что Img− iϑxf = 0. Но
такое равенство возможно только при Img = f ≡ 0,
так как вектор f действительный. Однако, даже
если предположить, что вектор f стал по каким-то
причинам комплексным, то и в этом случае условия
Img − iϑxf = 0 еще не достаточно, чтобы контакт
исчез. Должно еще выполняться дополнительное
условие f ,Reg ⊥ κ для данного направления век-
тора κ. Таким образом, мы приходим к выводу,

что обращение в нуль подкоренного выражения в
изолированной точке возможно только при условии,
что три вектора f ,Reg, Img компланарны, либо
хотя бы один из них тождественно обращается в
нуль. Это полностью совпадает с выводами работы
[13], т.е. учет перекрытия влияет только на форму
спектра и не затрагивает фундаментальные условия
существования точки Дирака.

Выше мы показали, что перекрытие между зо-
нами приводит к наклону спектра. Однако, если в
точке Дирака пересекаются электронные и дыроч-
ные ферми-карманы, то спектр имеет наклон и без
перекрытия. Наличие же последнего приводит лишь
к дополнительному наклону. Общий гамильтониан,
содержащий наклон и перекрытие имеет вид (вывод
такой же, что и в случае спектра без наклона, только
надо положить f0 (p) = ω · p)

H̃ =
1

1− β2
[(ω + ϑ) · p+

+ σ · (p+ (ω · p)ϑ+ i [p× ϑ])] . (21)

Теперь гамильтониан содержит два параметра ω,
ϑ. Сразу заметим, что при ϑ = −ω наклон исчезает
полностью. Таким образом, перекрытие между зона-
ми может привести к тому, что спектр становится
прямым. В системе с двумя точками Дирака вектор
наклона имеет противоположные знаки в различных
точках. Это означает, что за счет перекрытия на-
клон исчезнет при ϑ = −ω только в одной из точек.
Таким образом, возможна фаза, когда в одной точ-
ке дирака спектр наклонный, а в другой – прямой.
Можно подумать, что в таком случае возникнет рав-
новесный ток из-за отличного от нуля суммарного
наклона от двух точек. Однако анизотропия спектра
такова, что равновесный ток по-прежнему равен ну-
лю. На рисунке 2 приведены спектры (поверхности
постоянной энергии) для различных значений пара-
метра перекрытия при наличии наклона.

Наконец, заметим, что гамильтониан (21) соот-
ветствует действию спинорного поля в искривлен-
ном пространстве-времени. Это можно увидеть, если
в рамках тетрадного формализма в общем лагран-
жиане

L = iψγνeµν∂µψ (22)

положить eµν = vF δ
µ
ν + δ0νω

iδµi +ϑiδ
i
νδ

µ
0 . Такие вейлев-

ские фермионы были предложены в работах [26, 27].
Отличие от нуля компонент e0i , e

i
0 тетрады (эти ком-

поненты равны e0i = ϑi, e
i
0 = ωi) говорит об искрив-

ленности пространства-времени. Один из основных
выводов настоящей работы состоит в том, что тако-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Спектр (поверхности постоян-

ной энергии) гамильтониана (21) при pz = 0 при нали-

чии наклона ω = (−0.7, 0, 0) при различных значениях

перекрытия ϑ = (ϑx, 0, 0): (a) – ϑx = 0; (b) – ϑx = 0.4;

(c) – ϑx = 0.7; (d) – ϑx = 0.8

му лагранжиану в точности соответствует гамиль-
тониан (21). Это можно увидеть, составив уравнение
Эйлера–Лагранжа. Таким образом, учет перекрытия
между зонами эффективно проявляется как искрив-
ление пространства-времени для спинорного дира-
ковского поля. Это дает уникальную возможность
моделировать в таких дираковских системах различ-
ные экзотические явления, связанные с искривлени-
ем пространства-времени. В этой связи необходимо
упомянуть работу [28] (см. также работу Вильчека
с соавторами [29]), в которой неоднородные вейлев-
ские спектры с наклоном были использованы для эф-
фективного моделирования горизонта событий вбли-
зи черных и белых дыр. Однако, такие спектры не со-
держат связи между пространственными компонен-
тами матрицы Дирака и временной компонентой им-
пульса (тетрада e0i ), и поэтому не позволяют модели-
ровать все особенности искривленного пространства-
времени. Этот недостаток компенсируется перекры-
тием, за счет которого и возникает не хватающий по
симметрии вклад компоненты e0i .

Итак, в этой работе мы изучили эффекты пере-
крытия зон на дираковский гамильтониан. Эти эф-
фекты должны быть учтены при анализе различных
явлений в дираковских системах с наклонным спек-
тром (см., например, [30-33]).

Работа поддержана грантом Российского научно-
го фонда # 22-72-00110.
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COVID-19 привел к эпидемическим условиям во всем мире. Несмотря на усилия ученых всего мира по

разработке эффективных лекарств против этого вируса, в настоящее время не существует признанного

лекарства от COVID-19. Успешные методы лечения различных заболеваний основаны на использовании

натуральных компонентов, содержащихся в лекарственных растениях, что также имеет решающее зна-

чение для разработки новых лекарств. Это исследование направлено на то, чтобы понять роль молекул

баймантуолуоамида А (baia) и баймантуолуоамида В (baib) в лечении COVID-19. Первоначально тео-

рия функционала плотности (DFT) с базисным набором Becke3-Lee-Yang-Parr (B3LYP) 6-311 +G(d, p)

использовалась для изучения их электронных потенциалов. Ряд характеристик, в том числе разность

между энергиями низшей свободной (НСМО) и высшей занятой (ВЗМО) молекулярными орбиталя-

ми, жесткость и мягкость, электроотрицательность и электрофильность также были рассчитаны для

обсуждения реакционной способности молекул. С использованием метода NBO (Natural Bond Orbital)

исследована биологически активная природа и стабильность указанных соединений. Кроме того, оба

соединения являются потенциальными ингибиторами основной протеазы (Mpro). Проведено моделиро-

вание молекулярной динамикой и методом AlteQ.

DOI: 10.31857/S1234567823100117, EDN: coeqll

1. Введение. Начиная с более ранних стадий
этой пандемии, всемирные усилия были направлены
на производство вакцин и противовирусных препа-
ратов для борьбы с этим вирусом. Новый корона-
вирус в первую очередь вызывает тяжелый острый
респираторный синдром (SARS), взаимодействуя с

1)См. дополнительный материал к данной статье на сайте
нашего журнала www.jetpletters.ac.ru

2)e-mail: gurushankar01051987@gmail.com
3)K.Gurushankar, S. Ch. Jeyaseelan, I. Siswanto, R. Tiwari,

N.N. T. Puspaningsih.

рецепторами ACE-2 и корецепторами TMPPRS для
праймирования S-белка [1–4]. В дополнение к пер-
вичной протеазе (3CL-pro) и папаиноподобной про-
теазе он также кодирует цистеиновую протеазу, се-
риновую протеазу (PLpro). Они могут участвовать в
расщеплении вирусных полипротеинов [5], что при-
водит к созданию активных веществ для реплика-
ции вируса внутри клетки-хозяина. Одной из наибо-
лее интригующих молекулярных мишеней для раз-
работки препаратов против SARS является глав-
ная пептидаза (Mpro) коронавируса (CoV), вызы-

Письма в ЖЭТФ том 117 вып. 9 – 10 2023 783 10
∗



784 К. Гурушанкар, С. К. Джеясилан, М. Гришина и др.

вающего тяжелый острый респираторный синдром
(SARS). В этой ситуации разработка натуральных
лекарственных средств может помочь ограничить пе-
редачу вируса [6]. По сравнению с традиционными
методами поиска лекарств, которые часто занима-
ют много времени, вычислительные подходы обеспе-
чивают удобный и эффективный способ обнаруже-
ния новых соединений, особенно важных в услови-
ях нынешней пандемии. Фармакологическая мишень
3CLpro/Mpro (идентификатор PDB: 2GTB) широко
исследуется для разработки лекарств для борьбы с
COVID-19 и считается одной из наиболее изученных
мишеней. На это указывает обилие патентов и по-
тенциальных кандидатов в лекарства [7]. Это про-
теолитический фермент, необходимый для расщепле-
ния вирусного полипротеина на несколько функцио-
нально активных белковых единиц. Его выбор в ка-
честве фармакологической мишени в данном иссле-
довании оправдан тем, что его активный сайт пол-
ностью консервативен и невосприимчив к мутациям.
Основная протеаза 2GTB, обнаруженная в CoV, свя-
занном с тяжелым острым респираторным синдро-
мом (SARS), демонстрирует 96 % сходство с основной
протеазой 2019-nCov [8].

Взаимодействие между лекарством и его мише-
нью является наиболее важным этапом фармаколо-
гического действия. На размещение лекарства в ре-
цепторном кармане влияют водородные связи, ко-
роткие контакты и ван-дер-ваальсовы взаимодей-
ствия. Предлагаемый подход может быть использо-
ван как альтернативный метод определения меж-
молекулярных взаимодействий металлосодержащих
комплексов в различных системах (фермент-лиганд,
реагент-субстрат). Молекулярные участки опреде-
ляются всеми этими взаимодействиями, обеспечи-
вающими комплементарность лиганд-рецептор [9].
Недавно с помощью метода AlteQ были изучены раз-
личные фермент-лигандные комплексы (комплексы
циклинзависимой протеинкиназы, мышиной ацетил-
холинэстеразы, протеазы ВИЧ-1 и EGFR) [10–12].
Кроме того, Palko et al., 2021 предложили исполь-
зовать метод AlteQ для прогнозирования биологи-
ческой активности, молекулярного докинга и изу-
чения механизмов действия лекарств [13]. В мето-
де AlteQ использована высококачественная низко-
температурная рентгеновская дифракция с высоким
разрешением для описания экспериментально опре-
деленных электронных плотностей. AlteQ – отлич-
ный инструмент для изучения электронных свойств
крупных молекулярных структур [10–13]. Этот ме-
тод вычисляет электронную плотность в простран-
стве между рецептором и лигандом, используя атом-

ные вклады Слейтерого типа, и, поскольку их взаи-
модействия определяются перекрыванием электрон-
ных облаков, взаимодействия должны удовлетворять
принципу максимальной комплементарности, мож-
но получить уравнение, описывающее эти взаимодей-
ствия. Этот метод также оценивает качество взаимо-
действия между рецептором и лигандом, насколько
комплементарны взаимодействия, и благодаря этому
его используют для отбрасывания менее реалистич-
ных структур, полученных методами докинга.

Впоследствии разработка лекарств de novo тре-
бует очень много времени (обычно от 10 до 15 лет,
чтобы вывести новые лекарства на рынок). В свя-
зи с этим подходящим подходом считается либо пе-
репрофилирование одобренных FDA лекарств, либо
поиск небольших молекул из природных потребля-
емых источников, которые считаются безопасными
или обладают незначительной токсичностью. Вычис-
лительные методы или методы in silico представля-
ют собой важный подход к перепрофилированию ле-
карств. Перепрофилирование лекарств является эф-
фективным подходом к открытию лекарств [14–16].
Недавно сообщалось, что палбоциклиб, ингибитор
CDK4/6, был одним из самых популярных препара-
тов для использования при лечении COVID-19. В ка-
честве рецептора при развитии тяжелого острого ре-
спираторного синдрома коронавируса 2 (SARSCoV-
2) можно рассматривать ангиотензинпревращающий
фермент 2 (ACE2), чей уровень экспрессии тесно свя-
зан с инфекцией SARS-CoV-2 [17]. Ранее наша груп-
па протестировала алкалоиды baia и baib и пришла
к выводу, что baib обладает новыми структурными
особенностями и является сильнодействующим инги-
битором CDK4 [18]. Однако, насколько нам известно,
для этих соединений не сообщалось ни об исследо-
ваниях теории функционала плотности (DFT), ни о
проведении докинга. Основываясь на этих выводах,
кажется важным полностью исследовать эти два со-
единения с точки зрения их потенциального приме-
нения.

Параллельно с этим для эффективного изуче-
ния фармакологической активности противовирус-
ных препаратов в отношении ключевых ферментов
SARS-CoV-2 применялись вычислительные страте-
гии, основанные на теории функционала плотности
(DFT), молекулярном докинге и скрининге элек-
тронных баз данных [19–23]. В этих исследовани-
ях DFT предоставила фундаментальную информа-
цию, основанную на энергиях граничных орбита-
лей, их пространственном распределении и оптими-
зированных геометриях. Этот метод помог ученым
оценить стабильность лекарств и рассчитать струк-
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турные, электронные и термодинамические свойства
[24]. Эти свойства были успешно использованы для
лучшего понимания поведения лекарств в биологи-
ческих системах [25, 26]. Энергии граничных моле-
кулярных орбиталей коррелируют с расчетно и экс-
периментально определенными свойствами органи-
ческих молекул, отобранных в качестве кандида-
тов в лекарства [27, 28]. Расул и др. исследовали
ингибирующую активность 19 производных тиазо-
лида в отношении Mpro и метилтрансфераз. Ара-
фет и др. использовали гибридный метод M06-2X/6-
31 +G(d, p):AM1/MM для исследования механизмов
ингибирования известного ингибитора Mpro, N3, и со-
здали энергетические профили для образования ко-
валентного комплекса с Mpro. Хренова и др. прове-
ли детальное динамическое исследование фермент-
субстратного комплекса Mpro. Они оценили особен-
ности электронной плотности комплекса и показа-
ли, что траектории QM/MM-MD раскрывают реак-
ционную способность субстрата в Mpro и хорошо со-
гласуются с соответствующими экспериментальны-
ми данными. Mpro является предпочтительной ми-
шенью для терапевтического дизайна SARS-CoV, и
для эффективного воздействия на него был разрабо-
тан широкий спектр лекарственных ингибиторов [29–
31]. Предыдущие анализы геномных последователь-
ностей показали, что SARS-CoV-2 взаимодействует с
соответствующими вариантами SARS-CoV и MERS-
CoV с высокой степенью сходства последовательно-
стей [32]. Поэтому Mpro считается очень перспектив-
ной биологической мишенью для SARS-CoV-2.

В этой статье исследуется моделирование с по-
мощью DFT, молекулярного докинга, молекулярной
динамикой, метода AlteQ для исследования ингиби-
рующего потенциала соединений baia и baib в отно-
шении основной протеазы (Mpro) вируса SARS-CoV-
2. Сначала мы характеризуем соединения, указанные
в заголовке, с точки зрения нескольких параметров
реакционной способности, используя расчеты DFT.
Затем мы используем молекулярный докинг, моде-
лирование молекулярной динамикой и AlteQ вместе,
чтобы исследовать и анализировать связывающее
сродство, режимы связывания и стабильность вза-
имодействия в активном центре SARS-CoV-2 Mpro.

2. Материалы и методы. Баймантуолуоамид A
(baia) и баймантуолуоамид B (baib) – амидные алко-
иды – были выбраны из наших предыдущих отчетов
и для дальнейших подробных теоретических расче-
тов были изучены следующим образом [18]. Исполь-
зуя анализ популяции Малликена, были получены
функции Фукуи с использованием базисного набо-
ра 6-311 +G(d, p) при расчете энергий (single point)

для состояний молекулы N, N − 1 и N + 1. Про-
грамма GaussView 05 использовалась для отображе-
ния граничных молекулярных орбиталей молекулы и
поверхности молекулярного электростатического по-
тенциала [33]. Спектр плотности состояний (Density
of States (DOS)) был подготовлен с использованием
алгоритма Gausssum 3 [34].

3. Результаты и их обсуждение.

3.1. Анализ FMO. Химическая реакционная спо-
собность, кинетическая стабильность и химическая
мягкость соединений baia и baib – все это характе-
ристики, которые можно объяснить молекулярными
орбиталями ВЗМО-НСMO молекулы. Графическое
изображение ВЗМО, НСМО, ВЗМО-1, НСМО + 1,
ВЗМО-2 и НСМО + 2 молекул baia и baib показа-
но на рис. 1. Положительная и отрицательная фазы
представлены красным и зеленым цветом соответ-
ственно. Графики показывают, что ВЗМО, НСМО,
ВЗМО-1, НСМО + 1, ВЗМО-2 и НСМО + 2 прогно-
зируют изменение распределения электронной плот-
ности вокруг всей молекулы. Это подтверждает на-
личие межмолекулярного переноса заряда в целе-
вых молекулах. Были определены общая жесткость,
химический потенциал, индекс электрофильности и
мягкость молекул baia и baib, которые показаны вме-
сте с другими молекулярными параметрами, свя-
занными с FMO (см. дополнительные материалы,
табл. S1). Таким образом, молекулярные свойства,
связанные с ВЗМО-НСМО, используются для про-
гнозирования тенденции лекарственного средства к
взаимодействию лекарство-акцептор [35]. Значения
потенциала ионизации наблюдались выше по сравне-
нию со значениями сродства к электрону, характери-
зующими лучшую электронодонорную способность
исследуемых молекул baia и baib. Было обнаруже-
но, что общее значение жесткости составляет 2.248 и
2.214 для лигандов baia и baib. Общее значение мяг-
кости было рассчитано как 0.445 и 0.452. Значения
химической жесткости для baia и baib больше, чем
их значения мягкости. Следовательно, более высокая
химическая жесткость означает более низкую реак-
ционную способность и более высокую стабильность.
Значения химического потенциала baia (µ = −3.840)

и baib (µ = −3.612) показывают, что baib более ста-
билен, чем baia. Значения показали, что лиганд baib
является более реакционноспособным и имеет силь-
ную тенденцию к образованию комплексов с различ-
ными металлами [33, 34].

3.2. Анализ MEP. Молекулярный электростати-
ческий потенциал (MEP) является очень полезным
инструментом для анализа участков электронной
плотности при рассмотрении электрофильных и нук-
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Граничные молекулярные орбитали молекулы baia (а) и молекулы baib (b)

Рис. 2. (Цветной онлайн) Поверхность молекулярного электростатического потенциала молекулы baia

леофильных реакций, особенно для биомолекул и ле-
карств. Как правило, он предоставляет важную ин-
формацию о химической стабильности и реакцион-

ной способности органической молекулы для пони-
мания электрофильных и нуклеофильных свойств.
Нуклеофильные и электрофильные свойства иссле-
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дованы и отмечены разными цветами. Синий цвет
указывает на более высокий нуклеофильный по-
тенциал, а красный цвет указывает на более вы-
сокий электрофильный потенциал. Электростатиче-
ский потенциал обычно уменьшается в следующем
порядке: синий < зеленый < желтый < оранжевый<
красный. Электрофильные области в основном пред-
ставлены вокруг атома O, а нуклеофильные потенци-
алы – вокруг атомов H и N в соединениях baia и baib,
отмеченных на рис. 2 и 3. Эти центры реакционной
способности позволяют соединениям связываться с
заряженными системами в живых организмах, что
подтверждает биоактивность [36].

3.3. Распределение зарядов атомов по Маллике-

ну и локальные дескрипторы реакционной способно-

сти. Показано рассчитанное по Малликену распре-
деление атомного заряда молекул baia и baib (см.
дополнительные материалы, табл. 2 и 3). Атом уг-
лерода C17 в молекуле baia имеет наибольший по-
ложительный заряд, потому что он соединен с элек-
троотрицательными атомами кислорода (O18) и азо-
та (N19). Предполагается, что гидроксильная груп-
па, связанная с атомом кислорода фенильного коль-
ца (O11), будет иметь наибольшее значение отрица-
тельного заряда. Все атомы водорода имеют поло-
жительные значения заряда, в то время как кольце-
вые атомы углерода имеют как положительные, так
и отрицательные значения заряда, что указывает на
то, что заместители оказывают значительное влия-
ние на атомы углерода. Вычисление функций Фукуи
является эффективным способом определения реак-
ционной способности каждого конкретного атома в
молекуле. Он определяет предпочтительные области
молекулы для конкретных химических атак [37, 38].
Молекулярная реакционная способность играет важ-
ную роль при разработке и синтезе новых фармацев-
тических соединений и используется для реализации
биологической активности молекулы [39, 40]. Наибо-
лее нуклеофильные участки молекулы baia располо-
жены в порядке C20 > C24 > C37 > C3 = C30.
Наиболее электрофильные участки молекулы распо-
ложены в порядке С24 > С36 > Н23 > С37 > С30.
Атомы O18 > H14 > C6 > C4 > H32 являют-
ся благоприятными атомными позициями для атаки
радикалов.

Как и в случае с молекулой baib, атом углерода
С9 имеет наибольший положительный заряд, так как
присоединен к электроотрицательным атомам кисло-
рода (O22) и азота (N20). Предполагалось, что атом
азота будет иметь наибольшее значение отрицатель-
ного заряда (N20). Все атомы водорода имеют поло-
жительные значения заряда, в то время как коль-

цевые атомы углерода имеют как положительные,
так и отрицательные значения заряда, что указыва-
ет на то, что заместители оказывают значительное
влияние на атомы углерода. Наиболее нуклеофиль-
ные участки молекулы baib расположены в порядке
C24 > O43 > O42 > C49 > C52 = C53. Наиболее
электрофильные участки молекулы расположены в
порядке С24 > О42 = Н64 > С27 = С53 > С15.
Атомы O23 > O22 > H8 > C9 > C10 являют-
ся благоприятными атомными позициями для атаки
радикалов.

3.4. Анализ FMO и плотность состояний

(DOS). Используя плотность состояний, можно
визуализировать состав молекулярных орбиталей
(МО) и его влияние на химическую связь. Спектр
DOS моделировали путем свертки молекулярных
орбиталей с гауссовыми кривыми единичной высо-
ты. В спектре DOS занятые и виртуальные орбитали
представлены зеленой и красной линиями соответ-
ственно. На рисунке 4 показан смоделированный
спектр DOS для baia и baib.

3.5. Анализ NBO. Межмолекулярное и внутри-
молекулярное взаимодействие, определяемое через
энергию стабилизации E(2), изучали с помощью
NBO-анализа. Большая величина E(2), а значит бо-
лее яркая способность к электронодонорным свой-
ствам, т.е. переносу электронов от доноров к ак-
цепторам, демонстрирует возможность взаимодей-
ствия между донорами электронов и акцепторами
электронов. Донорно-акцепторные взаимодействия и
связанные с ними энергии возмущений второго по-
рядка приведены в дополнительных материалах в
табл. S4 и S5. Перекрывание между связывающей π

(C-C) орбиталью и антисвязывающей π∗ (C-C) орби-
талью приводит к гиперконъюгативным взаимодей-
ствиям. Это стабилизирующее взаимодействие вы-
зывает внутримолекулярный перенос заряда (ICT)
молекул baia и baib. Два сильных взаимодействия
LP → π∗ в молекуле baia возникают за счет неподе-
ленных пар атомов азота и кислорода, которые ста-
билизируют молекулу через LP (2) O35 → π∗C33-
O34 и LP (1) N19 → π∗C17-O18 с энергиями стаби-
лизации 46.53 кДж/моль и 39.01 ккал/моль соответ-
ственно. В молекуле baib сильное LP → σ∗ взаимо-
действие возникает за счет неподеленных пар атомов
кислорода, которые стабилизируют молекулу через
LP (2) O38 → σ∗O42-C52, LP (1) O47 → σ∗O42-C52
и LP (1) O47 → σ∗C53-H60 с энергиями стабилиза-
ции 105.18, 107.49 и 112.04 ккал/моль соответствен-
но. Это стабилизирующее взаимодействие между LP-
орбиталями и σ∗-орбиталями является характерной
чертой биологической активности молекулы.
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Поверхность молекулярного электростатического потенциала молекулы baib

Рис. 4. (Цветной онлайн) Спектр DOS для молекул baia (а) и baib (b)

3.6. Анализ данных Молекулярно-динамического

моделирования.

3.6.1. Конформационная динамика каждой си-

стемы: стабильность, гибкость и компактность.

Конформационная динамика каждой системы оцени-
вается через несколько переменных, таких как ста-
бильность, гибкость и компактность [41, 42]. Ана-
лиз устойчивости системы может быть выполнен пу-
тем сходимости полной энергии в каждой системе.
Результаты показывают, что в каждой системе нет
чрезмерных колебаний энергии (см. дополнительные

материалы, рис. S3). Кроме того, расчет среднеквад-
ратичного отклонения (RMSD) направлен на опре-
деление стабильности каждой системы в виде ком-
плекса, несвязанных пептида и лиганда (см. допол-
нительные материалы, рис. S4). В частности, RMSD
комплекса показывает решающее влияние в стаби-
лизации лиганда и белка [42]. Результаты показали,
что RMSD комплекса существенно не колебался во
время моделирования в течение 40 нс. Это свидетель-
ствует о том, что с течением времени взаимодействие
между лигандом и рецептором носит стабильный ха-
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Рис. 5. Среднеквадратичное значение флуктуации и радиуса инерции, построенные по траекториям длительностью

40 нс. Показана суперпозиция средней структурой каждой системы: начальная координата (кристалл) и после моде-

лирования в течение 40 нс (baia и baib)

рактер. Это предположение подтверждается относи-
тельно близким средним значением RMSD комплек-
са baia: 0.24± 0.02 нм и baib: 0.27± 0.02 нм.

В целом результаты RMSF показали, что ми-
шень лиганда достаточно стабильна, а конформация
имеет низкую гибкость. Анализ гибкости системы
направлен на то, чтобы увидеть гибкость структу-
ры белка во время моделирования [43]. Эта пере-
менная может быть рассчитана по среднеквадратич-
ной флуктуации (RMSF) (рис. 5). Результаты пока-
зывают, что гибкость структуры белка для систе-
мы baib больше, чем для системы baia, это вид-
но по среднему значению RMSF каждой системы
(табл. 1). Эти результаты показывают, что система
baia имеет более жесткую структуру, чем baib, по-
тому что она имеет низкие колебания. В частности,
колебания происходили в областях петель (216–221)
и α-спирали (256–276). При этом остатки в актив-
ном центре (радиус 5 Å от координаты ингибито-
ра) не флуктуируют чрезмерно. Это указывает на
то, что область имеет хорошее взаимодействие меж-
ду ингибитором-аминокислотами и аминокислотами-
аминокислотами. Кроме того, результаты показыва-

ют, что каждая система имеет относительно ком-
пактную структуру с незначительными флуктуация-
ми (∼ 2.21 нм) путем расчета радиуса инерции (RoG)
(рис. 5). Эти результаты показывают, что в течение
времени моделирования 40 нс каждая система име-
ет хорошо складчатую структуру [44]. Это подтвер-
ждается средней структурой за время моделирова-
ния 40 нс (рис. 5). Результаты показывают, что обе
системы имеют компактные структуры с течением
времени по сравнению с кристаллическими струк-
турами. Конформационная динамика каждой систе-
мы показывает хорошие требования в процессе мо-
делирования, что становится решающим параметром
при оценке других переменных, таких, как свободная
энергия связи и водородная связь, которые будут об-
суждаться в следующем пункте.

3.6.2. Анализ водородных связей. Водородная
связь (Н-связь) играет решающую роль во взаимо-
действиях ингибитор-белок [45–47]. Анализ Н-связи
был рассчитан для траекторий 40 нс во время моде-
лирования для каждой системы (табл. 2). Анализ за-
нятости Н-связи играет важную роль в оценке взаи-
модействий ингибитор-белок. Результаты показыва-
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Таблица 1. Средние значения траекторного анализа за время моделирования

Параметры baia baib

Общая энергия (ккал/моль) −89186.80 ± 200.51 −89076.20 ± 201.11

RMSD-комплекс (нм) 0.24± 0.02 0.27 ± 0.02

RMSD-магистраль (нм) 0.16± 0.03 0.15 ± 0.02

RMSD-лиганд (нм) 0.20± 0.03 0.29 ± 0.07

СКО (нм) 0.46± 0.13 0.76 ± 0.28

RoG (нм) 2.20± 0.01 2.21 ± 0.00

Таблица 2. Анализ водородных связей с использованием траекторий 40 нс (значение отсечки: расстояние < 3.5 Å и угол > 120◦)

Контакт Рамки Доля (%) Среднее расстояние Среднее значение

baia

O...H-N(Цис144) 3266 16.33 3.15 153.82

(Хие40)O...H-O1 1768 8.84 3.11 154.68

O...H-N(Гли142) 1716 8.58 3.13 135.32

O...H-N2(Глн182) 1152 5.76 3.10 146.29

baib

(Лиз4)...H-O4 1381 6.905 3.16 142.6

ют, что система baia имеет четыре водородные связи,
а система baib имеет только одну водородную связь,
зарегистрированную во время моделирования. К со-
жалению, категория Н-связей является слабой кате-
горией, поскольку она имеет очень малую заселен-
ность Н-связями, на что указывает процентная доля
фракции < 70 % [42]. Это связано с тем, что во время
моделирования H-связь была записана с самым вы-
соким представлением занятости только в маловли-
яющей системе (доля: 16.33 %), наблюдаемой в 3266
кадрах из 20000 полных кадров. Однако анализ Н-
связей дает довольно четкую картину при взгляде
на тип взаимодействия между ингибиторами и бел-
ками.

3.6.3. Прогноз связывающего сродства. Опреде-
ление связывающего сродства каждого ингибитора с
белком-мишенью рассчитывали на основе 4000 кад-
ров, извлеченных из 40 нс траекторий. В процессе
расчета связывающего сродства использовался под-
ход MM-GBSA [48, 49]. Процесс расчета был выпол-
нен для газовой фазы и при сольватации с учетом
нескольких энергетических компонентов (табл. 3).
Процесс расчета каждого компонента энергии осно-
ван на расчете вкладов энергии в свободную энер-
гию связывания (∆Gbind) [50]. Компонент энергии в
газовой фазе (∆GGas) показывает, что энергия Ван-
дер-Ваальса (EvdW) имеет хороший вклад по срав-
нению с электростатической энергией (Eele). Кроме
того, вклад энергии в фазе растворителя (∆Gsol) по-
казывает неблагоприятный вклад в полярную энер-
гию (∆Gele

solv) для обобщенной модели Борна. Одна-
ко в целом ∆Gbind каждого комплекса показала хо-

Таблица 3. Определение энергетической составляющей
(ккал/моль) каждого комплекса с использованием метода
MM-GBSA. Данные представлены как среднее ± стандартная
ошибка среднего (SEM)

Энергетическая baia baib

составляющая

Газовый термин

EvdW −28.84 ± 0.06 −27.83 ± 0.08

Eelec −4.50± 0.05 0.00 ± 0.00

∆Ggas −33.34 ± 0.09 −27.83 ± 0.08

Срок решения

∆Gele
solv 12.03± 0.05 7.41 ± 0.02

∆Gnonpolar
solv −3.90± 0.00 −3.73± 0.01

∆Gsol 8.13 ± 0.04 3.68 ± 0.01

Связывание свободной энергии

∆Gbind(GBSA) −25.21 ± 0.06 −24.15 ± 0.07

рошее взаимодействие. На это указывает более вы-
сокое отрицательное значение с точки зрения тер-
модинамики. Есть надежда, что ингибиторы с хо-
рошим сродством связывания (более низкое отрица-
тельное значение) могут прочно связываться с ак-
тивным центром белка. Каждый ингибитор, который
связывается с двумя разными активными центрами,
показывает относительно схожую величину (разни-
ца: ∼ 1.06 ккал/моль). Эти результаты дают доста-
точно четкое представление о способности ингибито-
ра связываться с белком-мишенью.

3.7. Интегрирование по атомным бассейнам

комплексов ингибитор-белок. Интегрирование
по атомным бассейнам комплексов ингибитор-
белок проводилось с использованием квантово-
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Таблица 4. Интегральные характеристики (S, V , Q, Nneigh, Non neigh) лигандов в газовой фазе и в комплексе “рецептор-лиганд”,
а также их разности (∆)

Лиганды Параметры Лиганд в газовой фазе Лиганд в комплексе фермент-лиганд ∆

baia S, Å2 319.12 160.30 −158.82

V , Å3 360.37 352.34 −8.03

Nneigh, e 19.95987 20.34643 0.396555

Non neigh, e 19.94987 20.34734 0.397471

Q, e 0 0.00092 0.00092

baib S, Å2 476.83 266.03 −210.80

V , Å3 567.59 550.17 −17.42

Nneigh, e 32.57773 33.17946 0.601736

Non neigh, e 32.57773 33.17544 0.597713

Q, e 0 −0.00401 −0.00401

химического свободно-орбитального подхода AlteQ.
Недавно было показано, что этот метод описывает
трехмерные карты электронной плотности, получен-
ные для органических и неорганических соединений
с использованием данных низкотемпературной
рентгеновской дифракции высокого разрешения с
очень хорошим качеством, превосходящим другие
широко известные квантово-химические методы
[51, 52]. Затем были рассчитаны различные инте-
гральные молекулярные и атомные характеристики
с использованием трехмерных карт AlteQ и кван-
товой теории атомов в молекулах, или QTAIM,
предложенной Бейдером [53]. Мы использовали
программу “Расчет электронных свойств: интегри-
рование по атомным бассейнам”, доступную на сайте
www.chemosophia.com. Применялось радиальное
интегрирование по атомным бассейнам, начиная
с атомного центра и заканчивая достижением по-
верхности электронной плотности 0.001 а.е. или
когда электронная плотность равна электронной
плотности соседнего атома. Более подробно этот
метод описан в [54]. Наиболее важные полученные
интегральные характеристики (площадь, доступная
для молекулярного растворителя (S), объем (V ),
заряд (Q), количество электронов, которые атомы
оттягивают от своих соседей (Nneigh), количество
электронов, которые атомы передают соседям
(Non-neigh) для лигандов в газовой фазе и в ком-
плексе “рецептор-лиганд”, а также их разности (∆)

приведены в табл. 4.

Интегральные характеристики показывают, что
baia незначительно передает электроны ферменту в
процессе их взаимодействия (Q > 0), а baib незначи-
тельно принимает электроны от фермента (Q < 0).
При этом взаимодействия baib с ферментом более
эффективны, что проявляется в более значительных
перекрываниях электронных облаков baib с фермен-
том: при неизменной величине ковалентных пере-

крываний значительно усиливаются межмолекуляр-
ные перекрывания, что отражается в серьезном уве-
личении числа электронов Nneigh и Non-neigh, а так-
же серьезном уменьшении объема и площади поверх-
ности.

В обоих случаях образуются взаимодействия как
с переносом электронной плотности от лиганда к
ферменту, так и наоборот. Атомные бассейны лиган-
дов в комплексах с ферментом показаны на рис. 6.
Действительно, бассейны как атомов кислорода, так
и атомов водорода лиганда усечены. Атомы фермен-
та, контактирующие с ними, схематично показаны на
рис. 6.

4. Вывод. Альтернативной стратегией, которая
позволяет быстро определить потенциальные тера-
певтические возможности для лечения быстро раз-
вивающихся вирусных инфекций, является перепро-
филирование уже получивших одобрение фармацев-
тических продуктов, в том числе перспективных ле-
карств. ВЗМО и НСМО-орбитали и MEP, исследо-
ванные с помощью DFT, открыли межмолекулярные
взаимодействия посредством переноса заряда внут-
ри молекулы. Согласно исследованиям DFT, соеди-
нения baia и baib являются перспективными для
создания лекарств, которые являются селективны-
ми, безопасными и эффективными против COVID-
19. Исследования интегральных характеристик ме-
тодом AlteQ показали, что в baia и baib образуют-
ся взаимодействия с переносом электронной плотно-
сти от лиганда к ферменту, и наоборот. В целом, на-
ши результаты показывают, что baia и baib, облада-
ющие хорошим сродством к связыванию, являются
компонентами Datura metel L, что предполагает био-
логически безопасный профиль этих соединений, что
еще больше подтверждает потенциал этих соедине-
ний в качестве отправной точки для терапии против
COVID-19. Наши исследования были проведены для
выявления биоактивных соединений, которые могут
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Рис. 6. (Цветной онлайн) Атомные бассейны лигандов в комплексах с ферментом: (a) – baia; (b) – baib

эффективно ингибировать Mpro COVID-19, а также
для получения полезной информации для будущих
исследований. Тем не менее, необходимо провести
дальнейшие исследования для проверки этих соеди-
нений с использованием моделей in vitro и in vivo,
чтобы проложить путь для этих соединений к их ис-
пользованию в качестве лекарств.
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With the Dirac equation as its core, relativistic
quantum mechanics predicts that particles show a high-
frequency Zitterbewegung (ZB) even in free motion [1,
2]. For a free electron, the Dirac equation predicts the
ZB is so high in frequency (ωZB ∼ 1021 Hz) and so
small in amplitude (AZB ∼ 10−12 m) that it is impos-
sible to observe it directly with current experimental
techniques [3]. Though early studies on ZB were mainly
focused on electrons, current research has proved that
ZB phenomenon is actually not unique to electrons, but
widely exists in condensed matter systems with linear
dispersion such as graphene [4], Weyl semi-metal [5],
topological insulator [6] and other systems [7]. A valid
Dirac equation is shared by all these systems to describe
the dynamical properties. With the progress of quantum
simulation technology, the simulation of ZB has been re-
alized on various quantum simulation platforms, such as
phononic/photonic crystals [8], trapped ions [9], ultra-
cold atoms [10].

Furthermore, J. A. Lock predicted in 1979 that the
finite-sized initial wavepacket will lead to the damp-
ing of ZB, i.e., the corresponding amplitude will decay
very fast over time [11]. His prediction has been veri-
fied by theories [12] and experiments [9] in succession.
The fleeting existence of ZB makes it difficult to ob-
serve in experiments. Besides, recent studies have found
that the introduction of the third-nearest-neighbor (N3)
hopping can change the energy band structure, lead-
ing to Dirac point metamorphosis [13], a growing num-
ber of research concern relative systems with N3 hop-

1)e-mail: lizphys@m.scnu.edu.cn

ping. It is natural to ask whether a quasi-flat band
structure can be produced by Dirac point metamorpho-
sis, thereby reducing the diffusion rate of the quasi-
particles and ultimately producing the long-lived ZB
phenomenon? To answer this question, we propose a
N3 Su–Schrieffer–Heeger (SSH) model which features
not only the nearest-neighbor hopping, but also the N3
hopping.

As for cold atomic lattice system, the standard SSH
can be implemented by loading rubidium atoms [14].
By introducing the auxiliary laser, one can effectively
control the N3 hopping. The low-energy effective Hamil-
tonian of the system can be obtained as

Heff = vxqxσx +

(

∆+
q2x
2m∗

)

σz , (1)

where vx denotes the effective light velocity in x di-
rection. ∆ is the gap parameter and m∗ is the effective
mass. The corresponding dynamical properties of quasi-
particles in a N3 SSH lattice can be described by the
following equation of motion, i.e.,

i~
∂

∂t
Ψ = HeffΨ. (2)

In order to study the wavepacket dynamics of
quasiparticles in the N3 SSH lattice, we directly
solve the equation of motion Eq. (2) with Hamiltonian
Eq. (1). Throughout the calculation, a universal Gaus-
sian wavepacket without initial velocity is considered as
the initial state, i.e.,

|Ψ(x)〉 = G(x)|Φ〉. (3)
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Fig. 1. (Color online) Numerically calculated probability distributions, |Ψ(x, t)|2, for ∆ = −1,−0.6,−0.2, 1, 0.6, 0.2 (from

panels (a) to (f)). Throughout the calculation, the width of the initial wavepacket L = 5, effective light velocity in x direction

vx = 1 and the effective mass m∗ = 0.5

Visualized evolution of wavepacket is plotted in
Fig. 1a–f. As shown in the Fig. 1, the centroid of the
wavepacket exhibits periodic oscillations whenever ∆ 6=
0, which is the evidence of ZB effect. To be specific,
when ∆ < 0 (see Fig. 1a–c), the attenuation of ZB ef-
fect decreases first and then increases with the decreas-
ing ∆. Notably, one can see a stable ZB effect when
∆ = −0.6 (see Fig. 1b), where the width (amplitude)
of wavepacket barely expands (decreases). On the other
hand, when ∆ > 0, no matter how the parameter ∆

changes, the attenuation of ZB effect is still very strong
and its life-span is very short. Then, in order to further
grasp the physical mechanism behind the long-lived ZB
phenomenon, the long-time average inverse participa-
tion rate and momentum distribution of the system are
calculated, and the corresponding energy band structure
of the system is discussed. The results of the theoreti-
cal analysis show that the N3 SSH model has a unique
advantage over the standard SSH model, i.e., the intro-
duction of the N3 hopping can effectively modulate the
energy band structure near the high symmetry point to
the quasi-flat band, thus restraining the diffusion of the
quasiparticle wave packets, which in turn prolongs the
interference time of the positive and negative branches,
and finally leads to the long-lived ZB phenomenon of
the system. Furthermore, we propose an experimental
scheme in cold atomic system. Due to its easy acces-
sibility and high controllability, we hope the long-lived
ZB effect predicted here can be verified experimentally
in the near future.

This is an excerpt of the article “Emergent long-
lived Zitterbewegung in Su–Schrieffer–Heeger lattice
with third-nearest-neighbor hopping”. Full text of
the paper is published in JETP Letters journal.
DOI: 10.1134/S0021364023600386
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