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В работе представлены новые результаты для T20-компоненты тензорной анализирующей способ-
ности реакции γd → ppπ−, измеренной в области энергии фотонов в диапазоне от 300 до 600 МэВ.
Данные получены на основе статистики, накопленной на ускорителе ВЭПП-3 в 2021 г. Для выделения
T20-компоненты использована асимметрия выхода реакции, связанная с изменением знака тензорной по-
ляризации дейтериевой мишени. Экспериментальные данные сравниваются с результатами моделирова-
ния, выполненного на основе модели спектатора с учетом взаимодействия частиц в конечном состоянии.

DOI: 10.31857/S1234567823110010, EDN: diludp

Сильное взаимодействие является одним из четы-
рех видов фундаментальных взаимодействий и игра-
ет определяющую роль в физике элементарных час-
тиц и ядерной физике. Фундаментальная полевая
теория сильного взаимодействия, квантовая хромо-
динамика (КХД), является составной частью Стан-
дартной модели и описывает адронные процессы в
терминах кварковых и глюонных степеней свободы.
Характерной особенностью КХД является рост эф-
фективной константы с уменьшением энергии. В ре-
зультате, методы теории возмущений в рамках КХД
становятся неприменимыми для описания динами-
ки адронов в кинематической области |q2| < Λ2, где
|q2| – модуль квадрата переданного 4-импульса, Λ –
типичный масштаб КХД взаимодействий, составля-
ющий несколько сотен МэВ. Данная область, соот-
ветствующая сравнительно малым переданным энер-

1)e-mail: gauzshtein@tpu.ru
2)E. Darwish.

гиям и трехмерным импульсам, носит название обла-
сти промежуточных энергий. В этой области процес-
сы с участием адронов описываются, как правило, в
терминах связанных кварковых состояний – нукло-
нов и мезонов, а основным инструментом исследова-
ния становятся феноменологические модели, исполь-
зующие аппарат квантовой теории рассеяния в соче-
тании с элементами релятивистской квантовой тео-
рии, алгебры токов и т.п. Критерием реалистичности
таких моделей является степень согласованности их
предсказаний с результатами экспериментов.

При проведении экспериментов в физике элемен-
тарных частиц и ядерной физике часто используют-
ся поляризованные пучки и/или мишени. По сравне-
нию с неполяризованным дифференциальным сече-
нием, поляризационные наблюдаемые во многих слу-
чаях более чувствительны к различным механизмам
и эффектам (релятивистские поправки, сход нукло-
нов с массовой поверхности, мезонные обменные то-
ки, ∆-изобарные конфигурации, взаимодействие час-
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тиц в конечном состоянии реакции). Последние мо-
гут играть важную роль в различных процессах в
области промежуточных энергий. Так как исполь-
зуемые теоретические модели различаются прежде
всего тем, как они учитывают вклады этих механиз-
мов, именно поляризационные измерения часто вы-
ступают в качестве критерия выбора в пользу той
или иной модели.

Одним из важных механизмов процессов с об-
разованием адронов является взаимодействие (пере-
рассеяние) частиц в конечном состоянии реакции.
Детальный обзор влияния перерассеяния в конечном
состоянии для реакций γd→ πNN приведен в рабо-
тах [1, 2]. В частности, в [1] рассматривается отдель-
ный вкладNN , πN и двухпетлевых диаграмм в диф-
ференциальное и полное сечения. В работе [2] акцент
исследования сделан на поляризационные наблюдае-
мые. В настоящей работе рассмотрено влияние этого
явления на величину T20-компоненты тензорной ана-
лизирующей способности для некогерентного фото-
рождения отрицательно заряженного пиона на дей-
троне, γd→ ppπ−. Сравнительно простая структура
и малая энергия связи дейтрона делает эту реакцию
подходящим объектом для изучения эффектов пере-
рассеяния в реакциях на малонуклонных системах.

В настоящее время эксперименты по изуче-
нию некогерентного фоторождения π-мезонов на
тензорно-поляризованном дейтроне проводятся
только на внутренней тензорно-поляризованной
газовой мишени ускорительно-накопительного ком-
плекса ВЭПП-3 [3–12]. В работе [6] приведены
первые результаты измерения тензорной асиммет-
рии для реакции γd → ppπ−. Полученные данные
были извлечены из статистики, накопленной в 2002–
2003 гг. и имели довольно низкую статистическую
точность.

Экспериментальные значения T20-компоненты
тензорной анализирующей способности, представ-
ленные в данной работе, получены из статистическо-
го материала, накопленного в 2021 г. В отличие от
работы [6], представленные результаты имеют более
высокую статистическую точность, но при этом
охватывают меньшую кинематическую область.
Это обстоятельство не позволяет провести коррект-
ного сравнения двух наборов экспериментальных
результатов. Моделирование реакции выполнено в
рамках модели [13], учитывает вклады импульсного
приближения и перерассеяния в конечных πN и
NN -подсистемах. Установлено, что перерассея-
ние дает существенный вклад в T20-компоненту
тензорной анализирующей способности реакции
γd → ppπ−. Как показано в работе [1] для диффе-

ренциального и полного сечений, основной вклад во
взаимодействие частиц в конечном состоянии вносит
NN -перерассеяние. Кроме того, учет перерассеяния
в конечных πN и NN подсистемах приводит к
существенному улучшению согласия между пред-
сказаниями теории и экспериментальными данными.

В отсутствие векторной поляризации дейтронной
мишени дифференциальное сечение фоторождения
пионов на дейтроне может быть представлено в виде

dσ = dσ0

{

1 +
1√
2
Pzz

[

d200(θH)T20 −

− d210(θH) cos(φH)T21 + d220(θH) cos(2φH)T22
]

}

, (1)

где dσ0 – неполяризованное дифференциальное сече-
ние реакции, dMIM (θH) – d-функции Вигнера:

d200 (θH) =
3

2
cos2(θH)− 1

2
,

d210 (θH) = −
√

3

8
sin(2θH),

d220 (θH) =

√

3

8
sin2(θH). (2)

В уравнении (1) коэффициенты T20, T21 и T22 явля-
ются компонентами тензорной анализирующей спо-
собности реакции, коэффициент Pzz определяет сте-
пень тензорной поляризации дейтронной мишени, a
углы θH и φH определяют ориентацию магнитного
поля в системе координат с осью z, направление ко-
торой совпадает с направлением импульса налета-
ющего фотона. Тензорная поляризация Pzz может
быть выражена в терминах заселенностей nsH со-
стояний дейтрона со спиновыми проекциями sH =

= −1, 0,+1 на направление магнитного поля H:

Pzz = 1− 3n0 = 3(n+ + n−)− 2 . (3)

В данном эксперименте магнитное поле было направ-
лено вдоль пучка фотонов, так что угол θH = 0. Из
этого следует, что в уравнении (1) вклад в дифферен-
циальное сечение вносит только T20-компонента тен-
зорной анализирующей способности. Заметим также,
что уравнение (1) справедливо только для копланар-
ной кинематики, когда импульсы всех трех конечных
частиц (двух нуклонов и пиона) лежат в одной плос-
кости.

Для выделения вклада T20 на протяжении набора
экспериментальной статистики знак тензорной поля-
ризации переключался каждые 30 с. Столь частые
переключения позволяют подавить систематические
ошибки. T20-компонента тензорной анализирующей
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способности рассчитывается в соответствии с фор-
мулой

T20 =
√
2

N+ −N−

P+
zzN− − P−

zzN+
, (4)

где N+(N−) – число зарегистрированных событий
для тензорной поляризации дейтронной мишени,
равной P+

zz(P
−
zz).

Схема эксперимента приведена на рис. 1. Энер-
гия электронного пучка составляла 800 МэВ. Внут-
ри ускорительного кольца ВЭПП-3 встроена на-
копительная ячейка-мишень, в которую поступал
газообразный дейтерий из источника поляризован-
ных атомов (ИПА). Подробная информация об ИПА
приведена в работе [14]. Триггер эксперименталь-
ной установки был настроен на регистрацию pn-,
pp- и ed-совпадений. События, соответствующие ре-
гистрации двух протонов (pp-совпадения), были ис-
пользованы для извлечения информации о реакции
γd→ ppπ−. Регистрация канала упругого рассеяния
электронов на дейтроне (ed-совпадения) при малых
переданных импульсах позволяет измерять степень
тензорной поляризации дейтериевой мишени на про-
тяжении набора статистики. Более подробное описа-
ние принципа работы LQ-поляриметра приведено в
[15].

Несмотря на почти предельную степень тензор-
ной поляризации дейтронов (P+

zz ≈ +1 и P−
zz ≈ −2)

на выходе из ИПА, внутри накопительной ячейки
степень тензорной поляризации значительно снижа-
ется. Это вызвано взаимодействием атомов дейтерия
со стенками ячейки, друг с другом и с импульсным
магнитным полем пучка электронов накопителя. По
данным LQ-поляриметра, средняя степень тензорной
поляризации дейтериевой мишени за все время про-
ведения эксперимента составила

P+
zz = 0.39± 0.025± 0.009, P−

zz/P
+
zz = −1.7, (5)

где первая ошибка P+
zz – статистическая, вторая –

систематическая.
Приведенные в данной работе результаты изме-

рения T20 соответствуют экспериментальной стати-
стике, набранной без регистрации рассеянного элек-
трона. При такой постановке эксперимента, подав-
ляющая часть зарегистрированных событий соот-
ветствует близкому к 0◦ полярному углу рассея-
ния электрона. Таким образом, вклад в измерен-
ную асимметрию от продольной поляризации квази-
реальных фотонов будет пренебрежимо малым.

Кинематика исследуемой реакции γd→ ppπ− вос-
станавливалась по измеренным 4-импульсам прото-
нов в предположении, что полярный угол рассеяния

Рис. 1. (Цветной онлайн) Схема эксперимента. Собы-
тия реакции γd→ ppπ− соответствуют регистрации на
совпадение двух протонов верхними и нижними про-
тонными сцинтилляторами

электрона θe = 0◦. Полярные и азимутальные углы
вылета протонов измерялись с помощью дрейфовых
камер с точностью, не хуже чем 0.6◦. Кинетическая
энергия протонов определялась по амплитуде свето-
выхода с сцинтиллятора, в котором останавливался
протон. Интервал регистрации таких протонов со-
ставляет 60–160 МэВ. Идентификация протонов, за-
регистрированных верхним плечом осуществлялась
∆E/E-методом (рис. 2, слева). В нижнем плече про-
тоны идентифицировались по времени пролета и ам-
плитуде (рис. 2, справа). При этом использовалось
время пролета от тонкого вето-счетчика до одного из
протонных сцинтилляторов. Для оценки доли неот-
делимого фона в отобранную статистику pp- совпаде-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Идентификация протонов. Слева – двумерная гистограмма распределения событий по ам-
плитуде световыхода и времени пролета для нижнего протонного сцинтиллятора. Справа – двумерная гистограмма
распределения событий по амплитуде протонного сцинтиллятора и тонкого вето-счетчика для верхнего детектора

Рис. 3. (Цветной онлайн) Результаты измерения и статистического моделирования T20. Слева – зависимость T20 от
энергии фотона Eγ . Справа – зависимость T20 от двухчастичной инвариантной массы двух протонов Mpp. Зеленые
треугольники – результат моделирования в плосковолновом приближении. Красные квадраты – результат моделиро-
вания с учетом πN и NN перерассеяния

ний было выполнено статистическое моделирование
с применением пакета GEANT4 и генератора фото-
реакций GENBOS [16]. Основными фоновыми про-
цессами, дающими вклад в pp-совпадения, являются
γd → ppπ−π0, γd → pnπ0 и γd → pn. Вклад в неот-
делимый фон от процессов γd → pnπ0 и γd → pn

объясняется тем, что нейтроны при лобовом столк-
новении могут выбивать протоны, которые в свою
очередь регистрируются протонными детекторами.

В результате моделирования было установлено, что
неотделимый фон составляет около 7.3 %.

Результаты эксперимента приведены на рис. 3.
Слева показана зависимость T20 от энергии фотона
Eγ , справа – от двухчастичной инвариантной мас-
сы двух протонов Mpp. Для каждой точки показа-
на погрешность измерения и интервал усреднения.
Указанная погрешность измерения T20 включает в
себя квадратично сложенные систематическую и ста-
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тистическую ошибки. Наибольший вклад в система-
тическую ошибку составляет неопределенность сте-
пени поляризации мишени. Однако вследствие отно-
сительно малой отобранной статистики для исследу-
емой реакции (около 6000 событий), подавляющий
вклад в погрешность измерения вносит статистиче-
ская ошибка. Также на рис. 3 приведены результа-
ты для T20, полученные методом статистического мо-
делирования реакции γd → ppπ− с использованием
модели [13]. Красные квадраты соответствуют моде-
лированию, выполненному с использованием полной
амплитуды, учитывающей вклады πN и NN пере-
рассеяния. Зеленые треугольники соответствуют мо-
делированию, выполненному в рамках плосковолно-
вого импульсного приближения без учета вкладов
πN и NN взаимодействий. Из приведенных резуль-
татов следует, что учет πN иNN перерассеяния в ко-
нечном состоянии реакции γd → ppπ− существенно
улучшает согласие между экспериментом и теорией.

Учитывая чувствительность представленных
результатов к деталям механизма реакции в нашей
кинематической области, можно заключить, что
согласие между экспериментальными данными и
статистическим моделированием вполне удовле-
творительное. Для улучшения согласия должны
быть учтены другие возможные механизмы ре-
акции. Последние могут включать, например,
взаимодействие между нуклонным резонансом и
нуклоном-спектатором в промежуточном состоя-
нии, а также ∆∆-компоненту волновой функции
дейтрона [17] и дополнительные вклады в NN -
взаимодействие, которые могут быть важными на
малых межнуклонных расстояниях [18–21].
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Рассмотрен подход к созданию оптического димера частиц, работающих в спектральной области
вблизи дипольного резонанса, обладающего свойствами симметрии четность–время. Предполагается,
что обе частицы состоят из активной среды с одним и тем же показателем преломления и коэффици-
ентом экстинкции. Мы предлагаем ввести контраст усиления-потери путем изменения радиационных
потерь частиц за счет вариации их формы. Чтобы проиллюстрировать данный подход, мы рассмот-
рели димер, состоящий из заполненного и полого бесконечных цилиндров. Продемонстрировано, что
увеличение диаметра полости приводит к более сильному радиационному затуханию. После, мы нашли
параметры димера с исключительной точкой на вещественной частоте, в котором при увеличении кон-
траста усиление–потери появляются две вещественные собственные частоты.

DOI: 10.31857/S1234567823110022, EDN: dinfsx

За последнее десятилетие было проведено множе-
ство исследований в области неэрмитовой фотоники
[1–4]. Связанная с неэрмитовостью системы контрин-
туитивная физика, которая проявляется, например,
в вещественности спектра гамильтониана в системах
с симметрией четность–время (PT ), и в вырождении
(т.е. недиагонализуемости) гамильтониана в исклю-
чительных точках (EP), приводит к множеству опти-
ческих эффектов, таких как одномодовая лазерная
генерация в системе из двух резонаторов [5], одно-
направленная передача света без отражения [6, 7],
нарушение взаимности [8] и расщепление собствен-
ных частот по корневому закону при снятии вырож-
дения [9].

Данные эффекты были успешно продемонстриро-
ваны в системах, размеры которых значительно пре-
вышают длину волны, такие как связанные волно-
воды, связанные кольцевые и дисковые резонаторы
и плоские слоистые структуры. Неэрмитовость вво-
дится в эти системы как потери и усиление – за счет
поглощения в среде и вынужденного излучения при
наличии накачки соответственно [10], – или же пу-
тем пространственно структурированной оптической
накачки активной среды [11]. Для создания неэрми-
товых метаповерхностей с уникальными свойствами,
основанными на PT -симметрии и исключительных

1)e-mail: alexey.dmitriev@metalab.ifmo.ru

точках, необходимо использовать резонансные час-
тицы, размер которых меньше или сравним с длиной
волны. В этом случае применение пространственно-
структурированной накачки ограничено дифракци-
онным пределом, а для изготовления метаматериала,
элементарная ячейка которого состоит из активной
среды и материала с поглощением, необходим слож-
ный технологический процесс.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Эскиз исследуемой системы –
димера полого цилиндра и заполненного цилиндра

В данной работе рассматривается идея подбора
формы резонаторов, изготовленных из активной сре-
ды, таким образом, чтобы ввести в систему контраст
усиление–потери за счет отличия в коэффициентах
радиационного затухания, что позволит создать ме-
таповерхность с PT -симметрией из одной только ак-
тивной среды, работающей при равномерной накач-
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ке. Чтобы продемонстрировать применение данного
подхода, мы рассмотрели простейшую систему, пред-
ставляющую собой димер, изображенный на рис. 1,
состоящий из бесконечного цилиндра из диэлектри-
ческой усиливающей среды и бесконечного же поло-
го цилиндра из того же материала. Исследован слу-
чай ТЕ-поляризации, в которой вектор магнитного
поля ориентирован вдоль осей цилиндра. Показано,
что радиационные потери усиливаются при наличии
полости, что обеспечивает возможность достижения
контраста усиление–потери в димере из одного ма-
териала. Также была найдена геометрия димера, со-
стоящего из цилиндра и полого цилиндра, реализую-
щего режим исключительной точки (EP), и исследо-
ваны его собственные частоты и спектры рассеяния
вблизи EP.

Фотоника в системах с PT симметрией и исклю-
чительными точками традиционно изучается в рам-
ках хорошо известных из квантовой электродинами-
ки в резонаторе (КЭД-р) неэрмитовых двухуровне-
вых моделей путем сопоставления “уровней” локали-
зованным возбуждениям в резонаторах или волно-
водах [12]. Системы, размеры которых значительно
превышают длину волны, были всесторонне изуче-
ны и хорошо описываются этими моделями. Однако,
несмотря на простоту двухуровневой модели, стро-
гое рассмотрение лежащей в ее основе задачи о рас-
пространении электромагнитных волн часто оказы-
вается довольно сложным. Причина этой сложности
заключается в том, что, в отличие от КЭД-р, где свя-
заны разные типы частиц (например, возбужденные
электрон и фотон являются “уровнями”, а связь осу-
ществляется посредством межуровневых квантовых
переходов), в системах связанных оптических резо-
наторов, и “уровни”, и связь – это по существу одно
и то же возбуждение, а именно, электромагнитное
поле. Из этого следуют два утверждения, каждое из
которых соответствует усложнению задачи.

Первое из них заключается в том, что обмен энер-
гией между резонаторами осуществляется электро-
магнитными волнами, в которые входят запазды-
вающие потенциалы. Связь между резонаторами, в
свою очередь, также подвержена эффектам запаз-
дывания. В фотонике эффективный двухуровневый
гамильтониан определяется как оператор эволюции
системы во времени, и в данном случае он становит-
ся зависимым от своего же собственного значения,
т.е. от частоты. Однако в случае, когда резонаторы
большие по сравнению с длиной волны, их можно
рассматривать как некое подобие волноводов, а в них
благодаря трансляционной симметрии можно ввести
волновой вектор, который и становится собственным

значением основного уравнения системы вместо час-
тоты.

Вторая сложность связана с наличием радиаци-
онных потерь, что делает потери и связь нераздели-
мыми. В волноводных структурах, таких как резо-
наторы на модах шепчущей галереи, потери на из-
лучение обычно незначительны, при этом основным
каналом потерь обычно является рассеяние либо по-
глощение, что позволяет исследовать систему свя-
занных резонаторов при помощи двухуровневой мо-
дели. Напротив, когда размер резонаторов сравним с
длиной волны, радиационные потери и связь между
резонаторами остаются неразделимы [13].

Несмотря на эти сложности, двухуровневая мо-
дель может быть выведена для данной системы при
помощи подхода, основанного на теории многократ-
ного рассеяния для связанных фотонных резонато-
ров, работающих на дипольном резонансе Ми, одна-
ко эффективный гамильтониан H оказывается за-
висимым от собственного значения [13]

ω̃I − H =

[

ω̃ − ω̃c iΓcH
(1)
0

(

ω̃
c d
)

iΓhH
(1)
0

(

ω̃
c d
)

ω̃ − ω̃h

]

. (1)

Здесь ω̃ – комплексная собственная частота диме-
ра, ω̃c,h – полюса рассеяния каждого рассеивателя
димера (цилиндра и полого цилиндра) по отдель-
ности, Γc,h – соответствующие силы осцилляторов,

H
(1)
0 (x) – функция Ханкеля первого рода, описыва-

ющая дипольное поле в двумерном пространстве, c –
скорость света, а d – расстояние между центрами ци-
линдров.

Для описания электромагнитных волн вокруг ци-
линдров мы используем базис мультиполей, постро-
енных на функциях Бесселя и Ханкеля. В этом слу-
чае рассеяние на цилиндре описывается коэффици-
ентами Лоренца–Ми. Для бесконечных цилиндров
радиусаRc коэффициент рассеяния Лоренца–Ми мо-
жет быть выражен как

ac =
T

(c)
21

T
(c)
11

, (2)

где

T
(c)
11 = H

(1)
l (x)J ′

l (ñx)− ñH
(1)′
l (x)Jl(ñx),

T
(c)
12 = H

(1)
l (x)H

(1)′
l (ñx)− ñH

(1)′
l (x)H

(1)
l (ñx),

T
(c)
21 = ñJ ′

l (x)Jl(ñx) − Jl(x)J
′
l (ñx),

T
(c)
22 = ñH

(1)
l (ñx)J ′

l (x)−H
(1)′
l (ñx)Jl(x),

ñ = n + iκ – показатель преломления цилиндра, l –
азимутальное число, которое в случае диполей равно
нулю, и x = ωRc/c.
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Полюсы рассеяния – это точки, в которых знаме-
натель двумерного коэффициента дипольного рассе-
яния Лоренца–Ми равен нулю, т.е. T (c)

11 (ω = ω̃c) = 0.
Решая это уравнение относительно ω̃c, получаем по-
казатель преломления ñc цилиндра, имеющего полюс
рассеяния на частоте ω̃c = ωc − iγc. После этого ко-
эффициент Лоренца–Ми можно аппроксимировать
вблизи полюса рассеяния выражением

ac ≃
−iΓc

ω̃ − ω̃c
, Γc = lim

ω̃→ω̃c

i(ω̃ − ω̃c)ac, (3)

где Γc – сила осциллятора.
Далее рассмотрим полый цилиндр, который мож-

но исследовать как частицу ядро–оболочка. Приме-
няя граничные условия на границах раздела, мож-
но получить следующую формулу для коэффициен-
та рассеяния Лоренца–Ми полого цилиндра с оболо-
чечным показателем преломления ñ, внешним ради-
усом Rc и внутренним радиусом Rh

ah =
T

(c)
21 T

(h)
11 + T

(c)
22 T

(h)
21

T
(c)
11 T

(h)
11 + T

(c)
12 T

(h)
21

, (4)

где

T
(h)
11 = ñH

(1)
l (ñξ)J ′

l (ξ)−H
(1)′
l (ñξ)Jl(ξ),

T
(h)
12 = ñH

(1)
l (ñξ)H

(1)′
l (ξ)−H

(1)′
l (ñξ)H

(1)
l (ξ),

T
(h)
21 = J ′

l (ñξ)Jl(ξ)− ñJl(ñξ)J
′
l (ξ),

T
(h)
22 = J ′

l (ñξ)H
(1)
l (ξ) − ñJl(ñξ)H

(1)′
l (ξ),

и ξ = ω̃Rh/c.
Чтобы найти полюс рассеяния, вновь приравняем

знаменатель коэффициента рассеяния к нулю:

[

T
(c)
11 T

(h)
11 + T

(c)
12 T

(h)
21

]

∣

∣

∣

∣

∣

ω̃=ω̃h

= 0. (5)

Решая это уравнение относительно ω̃h, можно най-
ти показатель преломления оболочки ñ и радиус по-
лости Rh, которые соответствуют полому цилиндру,
имеющему полюс рассеяния на частоте ω̃h = ωh−iγh.
В этом случае коэффициент рассеяния ah можно ап-
проксимировать вблизи полюса таким же образом,
как в формуле (3).

Исследуем зависимость радиационных потерь от
радиуса полости. На рисунке 2a, b показаны зависи-
мости собственной частоты ωh и коэффициента зату-
хания собственных состояний γh полых цилиндров с
различными показателями преломления от диамет-
ра полости, а на рис. 2c приведены соответствующие
силы осцилляторов Γh. Видно, что потери увеличи-
ваются с увеличением диаметра полости. Чтобы раз-
личить увеличение радиационных потерь и уменьше-
ние объема усиливающей среды, были рассмотрены

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимости дипольного по-
люса рассеяния бесконечного полого цилиндра из ди-
электрика с комплексным показателем преломления
ñ = n + iκ от радиуса полости (Rh), по отношению
к внешнему радиусу (Rc): резонансная частота (a), ко-
эффициент затухания резонансного состояния (b) и си-
ла осциллятора (c). Рассматривается ТЕ-поляризация,
показатели преломления n = 2 и n = 4, коэффициенты
экстинкции κ = −0.5,−0.4, . . . ,+0.1

усиливающие среды (κ < 0, показаны сплошной и
штриховыми линиями), среды без потерь и усиле-
ния (κ = 0, показано пунктиром) и поглощающие
среды (κ > 0, показано штрихпунктиром). Во всех
трех случаях коэффициент затухания увеличивается
при уменьшении объема среды, таким образом мож-
но утверждать, что это увеличение связано с радиа-
ционными потерями.

Увеличение радиационных потерь сопровождает-
ся сдвигом частоты, как видно из рис. 2a. Посколь-
ку нашей целью является ввести контраст усиления-
потери без сдвига частоты, к полому цилиндру сле-
дует применить масштабное преобразование, чтобы
компенсировать частотный сдвиг.
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Теперь проанализируем собственные частоты ди-
мера, состоящего из цилиндра и полого цилиндра.
Гамильтониан зависит от своих собственных значе-
ний, из-за чего уравнение на собственную частоту не
является квадратичным. Поэтому для определения
собственных частот димеров необходимо найти нули
функции f(ω̃), определенной следующим образом:

f(ω̃) = det(ω̃I − H ). (6)

Наша задача – найти исключительную точку, т.е.
точку, в которой сливаются две или более собствен-
ных частот. Используя разложение Тейлора, нетруд-
но показать, что такая точка ω̃EP удовлетворяет сле-
дующим условиям:

{

f(ω̃EP) = 0,

f ′(ω̃EP) = 0.
(7)

Решая эту систему уравнений относительно полюсов
рассеяния ω̃c,h, приходим к следующему выражению

ω̃c,h = ω̃EP −AΓcΓh

[

τ ±
√

τ2 +
1

ΓcΓh

]

, (8)

где A = H
(1)
0 (ω̃EPd/c) и τ = d

cH
(1)
1 (ω̃EPd/c). Исполь-

зуя формулу (8), можно найти полюса рассеяния час-
тиц, которые, находясь на расстоянии d, образуют
димер, находящийся в режиме исключительной точ-
ки, т.е. имеющий только одну собственную моду на
частоте ω̃EP, вместо пары собственных мод на раз-
личных частотах.

Пользуясь формулой (8), найдем полюсы рассея-
ния димера, который, как ожидается, будет иметь
исключительную точку на частоте ω̃ = 1.186c/Rc

(что соответствует длине волны в вакууме 530 нм
и радиусу цилиндра Rc = 100 нм). Также, выбе-
рем и зафиксируем расстояние между центрами рав-
ным d = 4.65Rc, таким образом, чтобы получить чи-
сто мнимую разность между полюсами рассеяния,
необходимую для режима PT -симметрии. Форму-
ла (8) в этом случае дает следующие полюса рас-
сеяния: ω̃c = (1.19 + 0.0642i)c/Rc, что соответствует
ñ = 1.99 − 0.488i и ω̃h = (1.19 − 0.161i)c/Rc. Чтобы
приравнять частоты ωc и ωh, применим к полому ци-
линдру масштабное преобразование, таким образом,
чтобы его внешний радиус стал равен Rs = 1.286Rc,
где Rc – радиус цилиндра без отверстия. Радиус по-
лости, соответствующий полюсу рассеяния в точке
ω̃h, равен Rh = 0.8Rs. Силы осцилляторов цилин-
дров в этом случае оказываются равны Γc = 0.28 и
Γh = 0.317.

Данные значения были подставлены в эффек-
тивный гамильтониан в уравнении (1). Затем, что-
бы проверить, действительно ли система оказалась

в исключительной точке, введем симметричную от-
стройку δω̃ = δω − iδγ по частоте в полюсы рассе-
яния, определенные по формуле (8): ω̃c = (1.19 +

+0.0642i)c/Rc+δω̃/2 и ω̃h = (1.19−0.161i)c/Rc−δω̃/2.
Будем искать собственные частоты ω̃± = ω± − iγ±
гамильтониана, как зависимость комплексной рас-
стройки δω̃. Полученные листы собственных частот,
показанные на рис. 3, демонстрируют топологию, по-

Рис. 3. (Цветной онлайн) Собственные частоты диме-
ра, состоящего из полого и заполненного цилиндров,
как зависимость комплексной отстройки δω − iδγ от
исключительной точки: частота собственной моды (a),
коэффициент затухания собственной моды (b)

добную римановой поверхности функции комплекс-
ного квадратного корня, что является характерным
признаком исключительной точки [1, 3, 4]. Отме-
тим также, что при изменении только контраста
усиление–потери (δω = 0) наблюдается поведение
по типу PT симметрии. Когда контраст усиление–
потери уменьшается по сравнению с его значением
в исключительной точке, димер имеет две чисто ве-
щественные собственные частоты. Увеличение кон-
траста усиление–потери, в свою очередь, приводит к
поведению, подобному разрушению PT симметрии,
с возникновением затухающей (γ± < 0) и усилива-
ющейся (γ± > 0) мод на одной и той же частоте
(ω± = ωEP). Заметим, однако, что сам димер не под-
чиняется PT симметрии в строгом смысле этого сло-
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ва: из-за отличающейся геометрии рассеивателей (за-
полненный и полый цилиндр), композиция преобра-
зований четности и инверсии времени дает систему,
отличную от изначально рассматриваемого димера.

Наконец, рассмотрим спектры рассеяния на ди-
мере из активной среды с показателем преломления
n = 1.99 и коэффициентом экстинкции κ = −0.488,
состоящем из цилиндра радиусом Rc и полого цилин-
дра с внешним радиусом Rs = 1.286Rc. Для получе-
ния спектров рассеяния мы используем описанную
в литературе теорию многократного рассеяния [13–
24], рассматривая только дипольный вклад. Возбуж-
дение представляет собой плоскую волну с направле-
нием падения, перпендикулярным плоскости, прохо-
дящей через оси цилиндров. Так как димер состоит
из активной среды и находится в режиме излучения,
мы рассматриваем вытекающую из димера энергию,
которую определяем как сечение экстинкции, взятое
со знаком минус. Спектры показаны на рис. 4 в за-
висимости от радиуса отверстия. Уменьшение раз-
мера отверстия приводит к уменьшению контраста
усиление–потери в совокупности с небольшим сдви-
гом собственной частоты. Как результат, моды свя-
заны сильнее, чем в исключительной точке, что обу-
славливает наличия расщепления по частоте. Уве-
личение радиуса полости соответствует увеличению
контраста усиление–потери, что приводит к разру-
шению PT симметрии. В этом режиме собственные
моды существуют отдельно в цилиндре, мода в ко-
тором оказывается излучательной, и в полом цилин-
дре, в котором локализуется затухающая мода на той
же частоте.

Заключение. Мы рассмотрели бесконечные ди-
электрические цилиндры с полостью и продемон-
стрировали, что радиационное затухание растет с
увеличением диаметра полости. Эта зависимость
позволила нам получить контраст усиление–потери
между полым цилиндром и цилиндром без отвер-
стия из того же материала. В дипольном приближе-
нии нами были получены уравнения для геометри-
ческих параметров димера, состоящего из цилиндра
и полого цилиндра, имеющего исключительную точ-
ку на заданной частоте. Выбрав чисто вещественную
частоту исключительной точки и расстояние, соот-
ветствующее чисто мнимой разности между полю-
сами рассеяния сплошного и полого цилиндра, мы
смогли найти параметры димера с поведением, по-
добным PT симметрии. При уменьшении контраста
усиление–потери данный димер имеет две чисто ве-
щественные собственные частоты, а увеличение кон-
траста усиление–потери приводит к появлению за-
тухающей и усиливающейся мод на одной и той же

Рис. 4. (Цветной онлайн) Спектры вытекающей энер-
гии димера полого (радиус Rs) и заполненного (радиус
Rc) цилиндров из активной среды с показателем пре-
ломления ñ = 1.99−0.488i при освещении плоской вол-
ной, в зависимости от радиуса полости (Rh). ТЕ поля-
ризация

частоте. Мы проанализировали спектры рассеяния
на димерах сплошного цилиндра и полого цилин-
дра с различным диаметром полости и показали,
что уменьшение контраста усиление–потери за счет
уменьшения диаметра полости приводит к расщеп-
лению резонанса в спектрах.

Полученные результаты могут быть полезны для
проектирования метаповерхностей, работающих в
режимах, близких к PT симметрии и к исключи-
тельной точке. Мы признаем, что столь большое зна-
чение отрицательной мнимой части показателя пре-
ломления – κ = −0.5, – необходимой для того, чтобы
наш димер демонстрировал поведение по типу PT
симметрии, не может быть достигнуто в активных
средах оптического диапазона, где значения поряд-
ка κ ∼ 10−2 на данный момент являются порогом.
Столь большое усиление требуется для компенсации
значительного радиационного затухания дипольных
резонансов. Вместе с тем, если радиационное зату-
хание не скомпенсировано, то средние потери будут
значительно больше контраста потерь, что приведет
к невозможности пронаблюдать эффекты PT сим-
метрии. Таким образом, переход к геометрическим
резонансам более высокого порядка, таким как квад-
рупольные или октопольные состояния, для которых
характерна более высокая добротность, представля-
ется способом решить эту проблему. В частности,
подходящей активной средой могут быть галогенид-
ные перовскиты, так как на этой платформе экспери-
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ментально продемонстрирована компенсация радиа-
ционных потерь усилением в квадрупольных и окто-
польных состояниях, приводящим к одночастичной
генерации [25].

Бесконечные цилиндры были рассмотрены из-
за простоты анализа. Для изготовления реальных
структур необходимы частицы конечного размера,
в роли которых могут выступать и конечные ци-
линдры. Для реализации в терагерцовом диапазоне
могут быть использованы пустотелые волноводы,
технология изготовления которых с диаметрами от
10 мкм является хорошо отработанной [26]. В опти-
ческом же диапазоне при помощи электронной ли-
тографии могут быть изготовлены цилиндры с ра-
диусом от 100 нм с отверстием внутри. Высота та-
ких цилиндров может превышать радиус в несколько
раз [27]. Однако в этом случае из-за взаимодействия
мод Ми цилиндра с модами Фабри–Перо происхо-
дит сдвиг резонансной частоты относительно пред-
сказанного теорией Ми значения (около 10 % в слу-
чае высоты цилиндра, равной трем радиусам [28]),
который необходимо учитывать отдельно.
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С помощью импульсного электронографа исследовано поведение тонкопленочного кристалла GeTe
(GT), индуцированное воздействием интенсивных лазерных импульсов фемтосекундной длительности
(λ = 0.8 мкм). В качестве образца использовалась отожженная 20-нм пленка GT на медной сетке с
углеродным покрытием. Установлено, что в результате лазерной абляции сформирован сверхтонкий
кристалл теллурида германия (предположительно, монослой GeTe), обладающий высокой лучевой стой-
костью. Обсуждаются возможные причины обнаруженного наноразмерного эффекта.

DOI: 10.31857/S1234567823110034, EDN: dirzfc

1. Введение. Халькогенидные соединения IV–VI
групп химических элементов обладают устойчивыми
фазовыми состояниями с возможностью использова-
ния в энергонезависимых устройствах хранения ин-
формации на базе контролируемого изменения степе-
ни упорядочения их структуры [1, 2]. Высокий кон-
траст между кристаллическим и аморфным состо-
яниями с существенно различающимися физически-
ми свойствами в материалах фазовой памяти (МФП)
открывает широкий спектр их практического приме-
нения [1, 2]. Контролируемый и, что особенно важ-
но, обратимый фазовый переход может происходить
под действием импульсов различной природы (теп-
ловое воздействие, электрический импульс, импульс-
ное лазерное излучение) [1–4]. Как следует из ра-
бот [1, 2], многообещающим является использование
ультракороткого лазерного излучения. В рамках это-
го направления ранее продемонстрированы некото-
рые аспекты сверхбыстрого атермического (нетепло-
вого) изменения структуры на примере тонкопленоч-
ного МФП Ge2Sb2Te5 (GST) [5–7]. В недавней работе
[8] проведено комплексное исследование трансфор-

1)e-mail: isanfemto@yandex.ru; ryabov@isan.troitsk.ru

маций в 230-нм аморфном образце GST под действи-
ем ультракоротких лазерных импульсов и зареги-
стрирован переход от неустойчивости Рэлея–Плато
к термокапиллярной конвекции Марангони, предше-
ствующей процессу абляции.

Среди всего класса МФП выделяется теллурид
германия, обладающий одной из самых простых кри-
сталлических структур (ромбоэдрическая α-фаза с
пространственной группой R3m и кубическая β-фаза
с пространственной группой Fm-3m) [9, 10]. Цель
настоящей работы – провести исследование тонко-
пленочного кристалла этого соединения с помощью
электронной дифракции на просвет после воздей-
ствия на образец мощных одиночных лазерных им-
пульсов фемтосекундной длительности и продемон-
стрировать формирование сверхтонкого GeTe кри-
сталла, что может иметь важное фундаментальное
и прикладное значение.

2. Экспериментальная часть. Эксперимент
выполнен на компактном электронографе, достаточ-
но подробно описанном в [11, 12]. На этом приборе
для детектирования структурной динамики преду-
смотрено зондирование короткими электронными
импульсами тонкопленочного кристаллического об-
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разца, облученного фемтосекундным лазерным из-
лучением, в рамках развития метода сверхбыстрой
электронной дифракции [13]. Необходимым услови-
ем при этом является накопление сигнала от до-
статочно большого числа лазерных импульсов, что,
в свою очередь, требует обратимости исследуемых
лазерно-индуцированных фазовых переходов. Дан-
ный компактный электронограф (безмасляный ваку-
ум на уровне ∼ 10−7 ммрт. ст.) может быть также ис-
пользован в “классическом” режиме для наблюдения
картин электронной дифракции от тонких кристал-
лов на просвет в статике.

Импульсный фотоэлектронный пучок (с энергией
36 кэВ и ∼ 103 электронов в каждом импульсе) обра-
зован в результате облучения тонкопленочного зо-
лотого фотокатода УФ излучением III-й гармоники
задающего фемтосекундного Ti:Sa лазера. В области
образца диаметр зонда составляет около 100 мкм (в
несколько раз меньше характерного размера облу-
чаемой области) за счет действия постоянной маг-
нитной линзы. Высокочувствительная схема реги-
страции собрана из пары микроканальных пластин
(МКП) и люминофорного экрана, информация с ко-
торого считывалась CCD (ПЗС) матрицей.

В качестве образца взят тонкопленочный по-
ликристалл GeTe толщиной 20 нм, полученный
методом вакуумного термического напыления на
коммерчески-доступную медную сетку с разме-
ром ячейки около 64 мкм, покрытую углеродной
15–20-нм пленкой (производство Ted Pella, Inc.).
В эксперименте образец облучался одиночными

мощными линейно-поляризованными 50-фс лазер-
ными импульсами на длине волны 800 нм под углом
45 градусов. После перекрытия канала возбуждения,
задающий Ti:Sa лазер переводился в 1-кГц режим,
после чего образец (в течение 20 с) зондировался
импульсным электронным пучком. Далее задающий
лазер возвращали в режим одиночного импульса
и увеличивали энергию в импульсе. В экспери-
менте предельная величина плотности энергии в
лазерном импульсе порядка 40 мДж/см2 определя-
лась “паразитной” засветкой детектора. Лазерное
воздействие в одно и то же место образца продик-
товано ограниченной латеральной однородностью
приготовленного кристалла на уровне нескольких
сотен мкм.

3. Полученные результаты и их анализ.

Электронограмма 20-нм кристалла GeTe представ-
лена на вставке к рис. 1. Набор контрастных ди-
фракционных колец свидетельствует об явно вы-
раженной поликристаллической структуре образца.
Используя известные методы электронографии [14],

Рис. 1. (Цветной онлайн) Радиальное распределение
интенсивности рассеяния электронов от GeTe, отража-
ющее положения дифракционных максимумов: экспе-
римент (а), расчет для альфа-фазы – сплошная ли-
ния и бета-фаза – пунктирная линия (b). На вставке
вверху представлена электронограмма от 20-нм пленки
кристалла GeTe, полученная при накоплении сигнала
от 2 × 104 электронных импульсов (20-сек экспозиция
наблюдения)

осуществлено моделирование распределения интен-
сивности дифрагированных электронов в плоскости
детектора для поликристаллов α и β фаз GeTe. Экс-
периментальные данные приведены на рис. 1а, а ре-
зультаты расчета для α- и β-фаз теллурида герма-
ния – на рис. 1b. При выбранных параметрах измере-
ний в данном эксперименте (длина волны де-Бройля
λdB ≈ 0.064 Å, расстояние от образца до детектора
∼ 200 мм) диапазон регистрируемых параметров рас-
сеяния s = (4π/λdB) sin(θ/2), где θ – угол рассеяния,
лежит в диапазоне ∼ 1 Å−1 < s < 6 Å−1. Нижняя ве-
личина определяется областью экрана, “засвеченной”
в результате попадания нерассеянного электронного
пучка, тогда как верхняя – размером детектора.

Как следует из рис. 1, все зарегистрированные
линии можно отождествить. Однако заметны отли-
чия амплитуд дифракционных пиков в эксперимен-
те от рассчитанных величин. В первую очередь, это
относится к дифракционному максимуму при s ≈
≈ 1.8 Å−1. Здесь, по-видимому, имеет место случай-
ное совпадение пиков от альфа- и бета-фазы GeTe
c дифракционным пиком от углеродной подложки.
Отметим, что для необлученной подложки этот пик
отсутствует. Облучение чистой подложки мощны-
ми фс импульсами приводит к появлению пика на
s ≈ 1.9 Å−1, характерного для одной из аллотроп-
ных форм углерода – графита [15], и что связано,
по-видимому, с графитизацией подложки в резуль-
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тате ее нагрева излучением. Поэтому мы полагаем,
что основной вклад в пик на s ≈ 1.8 Å−1 на рис. 1а
дает графит, образующийся в процессе термического
отжига напыленного GeTe, необходимого для полу-
чения кристаллической пленки.

На рисунке 2 представлена зависимость инте-
гральной интенсивности дифракционной картины,

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость интегрально-
го сигнала на детекторе (включая сигнал, отвечаю-
щий диффузному рассеянию электронов) от плотно-
сти энергии лазерного излучения F . Эксперименталь-
ные данные обозначены полыми кружками. Аппрокси-
мация представлена сигмоидальной кривой. На встав-
ках представлены электронограммы: от 20-нм пленки
кристалла GeTe (слева) и от сверхтонкого, предполо-
жительно, монослоя GT (справа)

включая сигнал, отвечающий диффузному рассея-
нию электронов, от плотности энергии облучающе-
го лазерного импульса F . После достижения уровня
возбуждения F = Fthr ∼ Fabl ∼ 28мДж/см2 заре-
гистрировано существенное падение сигнала вслед-
ствие абляции, что свидетельствовало о значитель-
ном уменьшении толщины исследуемого образца в
эксперименте. (Ранее при исследовании МФП на
примере тонкопленочного полупроводника GST [6]
порог фемтосекундной лазерной абляции составил
величину ∼ 30 мДж/см2, что практически совпадает
с нашими измерениями, выполненными с более про-
стым бинарным соединением, относящимся также к
классу материалов фазовой памяти.)

Полученная в результате абляционного испаре-
ния сверхтонкая пленка сохраняла свойства GeTe
(что проявлялось в электронограмме, характерной
для этого соединения (правая вставка на рис. 2)) и
оказалась устойчивой к воздействию сильного ла-
зерного поля в диапазоне F ∼ 30−40мДж/см2. Со-

гласно оценкам толщина пленки была менее 4 нм.
На наш взгляд, такое поведение вещества обуслов-
лено проявлением квантово-размерного эффекта, ко-
гда сверхтонкие, в пределе однослойные структуры
приобретают новые свойства. Так, ранее на приме-
ре MoS2 [16] при облучении образца фемтосекундны-
ми лазерными импульсами было показано, что луче-
вая стойкость однослойного дисульфида молибдена
в несколько раз выше, чем у объемного полупровод-
ника.

Для объяснения рассмотрим следующую модель.
Абляция и лазерно-индуцированное разрушение
кристаллической решетки может произойти, когда
плотность возбужденных состояний достигнет кри-
тического значения. Ширина запрещенной зоны в
тонкопленочных полупроводниках EC существен-
но зависит от их толщины d, и c уменьшением d

ширина запрещенной зоны значительно возрастает.
Поправка, возникающая в результате квантования
доступных возбужденных состояний в очень тонких
структурах, обычно имеет масштабы ∆EC ∼ d−2

(эта зависимость получается, если учесть, что
p ∼ ∆p ∼ ~/∆x ∼ 1/d. Отсюда следует, что
∆EC ∼ p2 ∼ 1/d2) [17].

Тогда как объемный теллурид германия являет-
ся непрямозонным полупроводником с малой шири-
ной запрещенной зоны (менее 1 эВ), монослой GeTe
представляет собой непрямозонное соединение, где
ширина оптической щели – около 1.8 эВ [18]. Учи-
тывая энергию кванта 1.55 эВ в нашем лазерном
пучке, однофотонное поглощение преобладает для
многослойного GeTe, в то время как монослой мо-
жет быть возбужден только за счет 2-фотонного по-
глощения (2FA), вероятность которого существен-
но ниже (рис. 3). Соответственно, лучевая стойкость
сверхтонкого кристалла GT в условиях эксперимента
в рамках такой модели оказывается значительно вы-
ше по сравнению с объемным (“bulk”) полупроводни-
ком, что подтверждается результатами эксперимен-
та. При уменьшении толщины пленки теллурида гер-
мания до монослоя материал становится прозрачным
на длине волны 0.8 мкм, что, на наш взгляд, “оста-
навливает” процесс абляционного испарения.

3. Заключение. Кристалл теллурида германия с
начальной толщиной 20 нм подвергался воздействию
мощных одиночных 800-нм импульсов фемтосекунд-
ной длительности с in situ электронным зондирова-
нием образовавшейся структуры. В эксперименте за-
регистрирован процесс абляции GeTe и определен ее
порог Fabl ≈ 28мДж/см2 (F – плотность энергии ла-
зерного импульса). Показано, что при F = Fthr ≈
≈ Fabl удалось получить сверхтонкий слой GeTe, ко-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Схема, иллюстрирующая оп-
тическое возбуждение объемного и однослойного кри-
сталла GeTe за счет однофотонного и двухфотонно-
го процесса поглощения (2FA) на длине волны 800 нм
(энергия кванта 1.55 эВ)

торый, с одной стороны, успешно идентифицирован
по электронограмме, характерной для кристалличе-
ского состояния этого химического соединения, а с
другой стороны, оказался устойчивым к воздействию
сильного лазерного поля фемтосекундной длитель-
ности в диапазоне F ∼ 30−40мДж/см2.

Приведены аргументы, указывающие на прояв-
ление квантово-размерного эффекта и достижение в
эксперименте предположительно однослойного кри-
сталла GeTe в результате контролируемого абляци-
онного испарения. Полученные результаты представ-
ляют особый интерес. Во-первых, это важно с точки
зрения возможной миниатюризации запоминающих
устройств и перехода на практике к предельным раз-
мерам.

А во-вторых, в этом случае становится коррект-
ным расчет электронограмм в рамках кинематиче-
ского приближения без учета многократных рассе-
яний электронов в образце. Действительно, из-за
сильного упругого и неупругого рассеяния электро-
нов, кинематическая теория применима исключи-

тельно для очень тонких кристаллов [19, 20]. Для
“толстых” образцов разработаны основы динамиче-
ской теории [21]; однако ее использование на практи-
ке для анализа экспериментальных данных в значи-
тельной степени затруднено сложностью учета всего
многообразия взаимодействий электронов с исследу-
емым образцом [19]. Продемонстрированный подход
открывает возможность использования существенно
более простой методологии для инерпретации дан-
ных электронографии.

С тонкопленочным кристаллом GeTe в силь-
ном 50-фс лазерном поле нам не удалось полу-
чить убедительных свидетельств в пользу свето-
индуцированного фазового перехода из кристалличе-
ского состояния в аморфное. Для успешной реализа-
ции такого процесса возможно необходимо использо-
вание более длинных лазерных импульсов, что явля-
ется предметом отдельных исследований. Так, ранее
на примере 100-нм пленки GT продемонстрированы
обратимые фазовые переходы, индуцированные на-
носекундным лазерным излучением [22, 23].

Данная статья подготовлена в рамках выполне-
ния работ по Госзаданию FFUU-2022-0004.
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В работе впервые предложена теория случайного лазера, интерфейс которого составляют случайные,
или безмасштабные сети, в узлах которых находятся микрорезонаторы с квантовыми двухуровневыми
системами. Микрорезонаторы связаны между собой светопроводящими каналами, образующими ребра
сети. Показано, что такой лазер обладает рядом особенностей в спектре, связанных со статистическими
свойствами сетевой структуры. Среди них – существование топологически защищенного собственного
значения Перрона, обусловленного наличием сильного среднего поля в узле максимального влияния,
расположенного в центральной части сети, делокализация/локализация мод излучения в зависимости
от вероятности связи произвольных микрорезонаторов между собой. Полученные результаты открыва-
ют перспективы в области создания новых низкопороговых источников лазерного излучения.

DOI: 10.31857/S1234567823110046, EDN: djcfic

Случайные лазеры (СЛ) можно назвать одним из
наиболее интересных проявлений образования мак-
роскопической когерентности в результате случай-
ного рассеяния света в неупорядоченной, оптически
активной среде [1]. Основные физические принципы,
на которых функционируют современные СЛ, фак-
тически были предложены еще В. С. Летоховым для
атомных систем [2]. Эти принципы постоянно допол-
няются и уточняются с учетом того многообразия
сред, в которых эффект СЛ наблюдается в экспе-
рименте [1, 3–5]. Поскольку такие лазеры не требу-
ют наличия внешних резонаторов, их свойства опре-
деляются величиной рассеяния излучения в среде.
Слабое рассеяние фотонов на частицах среды фор-
мирует диффузионный режим СЛ, в то время как
сильное рассеяние ведет к андерсоновской локализа-
ции излучения [3]. По сути, эти ключевые свойства
и делают СЛ весьма полезными на практике.

Однако до сих пор требует изучения вопрос о том,
в какой мере неупорядоченность среды может влиять
на режимы СЛ, ср. с [6]. В этой связи выделим рабо-
ту [4], где авторы продемонстрировали реализацию
СЛ на структуре нановолокон, образующей случай-
ный граф, помещенных в краситель родамин 6G, “от-
ветственный” за усиление излучения. В [7, 8] при ана-
лизе формирования когерентного (на макроскопиче-
ском уровне) излучения в сложных сетевых структу-

1)e-mail: alexander_ap@list.ru

рах нами было показано, что порог лазерной генера-
ции быстро убывает с увеличением связности графа,
моделирующего среду, что экспериментально было
выявлено в [4] для СЛ. Здесь уместно отметить, что
исследование таких сложных сетевых структур яв-
ляется одним из наиболее интересных и важных на-
правлений современной физики, имеющим ярко вы-
раженное междисциплинарное значение [9].

Целью работы является выяснение физики фор-
мирования лазерного излучения в среде, топологиче-
ски представляющей собой случайный (рис. 1a), или
безмасштабный (рис. 1b) ненаправленный граф, об-
разованный связанными микрорезонаторами (МР).

Рассматриваемую систему можно представить
как некоторую сеть, в узлах которой находятся двух-
уровневые системы (ДУС), к примеру, квантовые
точки. Этого можно добиться, например, как в [5],
разместив ДУС в фотонокристаллической структу-
ре, обладающей каналами распространения фотонов.
С другой стороны, ДУС можно поместить в МР,
физически представляющие связанные между собой
микростолбики [10]. В данной работе для определен-
ности остановимся на модели связанных МР, ср. с
[11]. Таким образом, модель СЛ представляет собой
N МР, каждый из которых содержит одинаковые
ДУС, характеризуемые резонансной частотой (энер-
гией) перехода ω0. Микрорезонаторы находятся в уз-
лах сложной сети, ребра которой без потерь проводят
свет. Поле в каждом i-м МР характеризуется опе-
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Интерфейс среды случайного лазера в виде: (а) – случайной (kmax = 9, kmin = 1) и (b) –
безмасштабной (kmax = 25, kmin = 2) сети при N = 100; kmax /min – максимальное/минимальное значение степеней
узлов. Цветовые панели характеризуют собственные значения матрицы смежности τij . (c) – Распределение степеней
узлов соответствующих сетей в двойном логарифмическом масштабе. Остальные детали приведены в тексте

ратором уничтожения (рождения) f̂i (f̂i
†
) фотонов,

i = 1, ..., N . В рамках приближения вращающейся
волны оператор Гамильтона системы можно предста-
вить в виде (ср. с [12]):

Ĥ = ~

N
∑

i=1

[

ω0σ̂
z
i

2
+ ωph,if̂i

†
f̂i + g(f̂iσ̂

+
i + f̂i

†
σ̂−
i )

]

−

− ~J

2

N
∑

i,j=1

τij(f̂j
†
f̂i + f̂i

†
f̂j),

(1)

где ДУС i-го МР характеризуется оператором инвер-
сии σ̂z

i , а также лестничными операторами, σ̂±
i ; g –

параметр взаимодействия ДУС с квантовой модой
поля i-го МР частоты ωph,i. В (1) J > 0 определяет
взаимодействие МР между собой посредством вол-
новодов (фотонных каналов), которое учитывается с
помощью матрицы смежности τij , элементы которой
обладают свойствами τij = τji, τii = 0. При этом pij
eсть вероятность связи между i-м и j-м МР (в таком
случае соответствующий элемент матрицы смежно-
сти τij = 1, i 6= j).

На рисунке 1 приведен интерфейс СЛ в виде слу-
чайной сети Эрдеша–Реньи (рис. 1a), а также безмас-
штабной сети (рис. 1b), смоделированных численно
с помощью библиотеки Python NetworkX, соответ-
ственно. Последовательности точек и аппроксимиру-
ющие их кривые на рис. 1с представляют функции
распределения степеней узлов этих сетей в двойном
логарифмическом масштабе. А именно, кривые удо-
влетворяют пуассовскому (pk = 1

k! 〈k〉ke−〈k〉) и сте-
пенному (pk ∝ k−η) законам распределения; 〈k〉 =

= 1
N

∑

j kj = 1
N

∑

i,j τij – средняя степень узлов.
Параметры моделирования подобраны таким обра-

зом, чтобы оба графа на рис. 1 имели схожие стати-
стические характеристики. В частности, 〈k〉 = 4.04,
ζ = 4.88 для случайной сети, где ζ ≡ ∑

i k
2
i /N〈k〉

определяет нормированный второй момент степеней
узлов. Степень η для безмасштабной сети, а также ее
статистические свойства можно оценить в контину-
альном приближении, воспользовавшись подходами,
изложенными в [9]; полагая kmax = kminN

1
η−1 полу-

чаем η ≃ 2.82, в результате чего имеем 〈k〉 = 3.9,
ζ = 6.1, соответственно. Заметим, что безмасшабная
сеть обладает хабами – узлами наибольшей связно-
сти, присутствующими в виде четырех синих точек
для функции распределения в правом нижнем углу
на рис. 1с.

В работе мы используем подход Гейзенберга–
Ланжевена в приближении среднего поля, который
с учетом (1) приводит к системе уравнений типа
Максвелла–Блоха:

Ėi = (−iωph,i − κi)Ei − igP̄i + iJ
∑

j

τijEj ; (2a)

˙̄Pi = (−iω0 − Γ)P̄i + igσz
i Ei; (2b)

σ̇z
i = (γP − γD)− (γP + γD)σz

i + 2ig(E∗
i P̄i − EiP̄ ∗

i ),

(2c)

где Ei = 〈f̂i〉, P̄i = 〈σ̂−
i 〉, σz

i = 〈σ̂z
i 〉 – средние зна-

чения соответствующих операторных величин; Γ –
скорость затухания поляризации, которую считаем
одинаковой для всех ДУС, κi – скорость потерь фо-
тонов в i-м МР, γP – скорость накачки, γD – скорость
затухания инверсии. Далее, уберем “быстрые” коле-
бания и рассмотрим стационарные состояния систе-
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мы на частоте ω, положив в (2) P̄i(t) = Pie
−iω0t−iωt,

Ei(t) = Eie
−iω0t−iωt, откуда имеем:

(ω −∆i + iκi)Ei − gPi + J

N
∑

j=1

τijEj = 0; (3a)

(iΓ + ω)Pi + gσz
iEi = 0, (3b)

где ∆i = ωph,i − ω0 – отстройка от резонанса для
i-го МР, величину которой полагаем относительно
небольшой, т.е. |∆i| < g для всех i = 1, ..., N . При
этом среднюю инверсию населенностей в (2c) счита-
ем заданной, так что σ̇z

i = 0 и σz
i ≃ γP−γD

γP+γD
, ср. с [6].

Физически значение ω = 0 в (3) означает эволю-
цию как (среднего) поля, так и поляризации на час-
тоте ω0, соответствующей частоте перехода ДУС.

Разрешая уравнение (3b) относительно поляри-
зации Pi и подставив его в (3a), получаем уравнение
для комплексной амплитуды поля Ei i-го МР в виде:

{(ω −∆i + iκi)ωΓ + σz}Ei + JωΓ

N
∑

j=1

τijEj = 0, (4)

где ωΓ ≡ ω + iΓ; параметры ω, ∆i, κi, Γ, J нормиро-
ваны на g.

Проанализируем важный предельный случай (4),
допуская i-й МР изолированным от остальной сете-
вой структуры. Тогда, полагая в (4) τij = 0, прихо-
дим к выражениям

ω1,2 = −iχ+,i+
1

2

(

∆i ±
√

(∆i − 2iχ−,i)2 − 4σz

)

, (5)

определяющим характерные высоко- (ω1) и низкоча-
стотные (ω2) элементарные колебания соответствен-
но; χ±,i ≡ (κi ± Γ)/2. Заметим, что физически отри-
цательная мнимая часть частоты (Im[ω] < 0) в (5)
отвечает за диссипацию энергии в системе, в то вре-
мя как при Im[ω] > 0 происходит усиление, обуслов-
ленное инверсией. А именно, в безинверсном случае,
т.е. при σz ≃ −1, характерные частоты ω1,2 соот-
ветствуют обычным поляритонам верхней и нижней
дисперсионных ветвей [13]. В пределе максимальной
инверсии σz ≃ 1 образуются поляритоны Раманов-
ского типа, соответствующие усилению излучения в
среде [14]. Далее нас интересуют условия перехода
рассматриваемой системы МР к лазерной генерации,
когда 0 ≤ σz ≤ 1. Для численных расчетов удобно
использовать исходную систему (3), полагая, что от-
стройка ∆i, а также κi для произвольной i-й моды
СЛ есть случайные величины, равномерно распреде-
ленные в некоторых промежутках, ср. с [6].

На рисунке 2 представлены зависимости мнимых
частей собственных частот СЛ от вещественных зна-
чений этих же частот, находящиеся несколько ниже
порога генерации, определяемого условием Im[ω] =

= 0, и соответствующие графам на рис. 1. Как и
ожидалось, формируются две области решений, со-
ответствующие характерным частотам ω1,2. Числен-
ные значения нормированных на g параметров κi, Γ
для зависимостей на рис. 2 и ниже в статье выбраны
таким образом, чтобы выполнялось (хотя, и на “пре-
деле”) условие сильной связи между каждым ДУС и
полем, κi,Γ < 1, ср. с [10].

Рис. 2. (Цветной онлайн) Положение собственных час-
тот СЛ на комплексно-вещественной плоскости для ω,
соответствующих случайной (красный цвет) и безмас-
штабной (синий цвет) сетям, приведенным на рис. 1 при
σz = 0.1, Γ = 0.5, J = 0.6. Параметры ∆i и κi – случай-
ные величины, принимающие с равной вероятностью
значения в интервалах [−0.5, 0.5] и [0.5Γ, 0.8Γ] соот-
ветственно

Выясним закономерности группирования точек
на рис. 2. Поскольку оба графа на рис. 1 имеют
близкие статистические характеристики, выражае-
мые величинами 〈k〉 и ζ, то и условные “огибаю-
щие” приведенных на рис. 2 дискретных зависимо-
стей достаточно близки между собой. Принципи-
альной особенностью спектра собственных частот
является наличие изолированного (максимального
по величине) собственного значения Перрона, СЗП
(Perron eigenvalue) – крайние (слева) жирные точки
для каждого из графов на рис. 2. Это связано непо-
средственно со свойствами спектра матрицы смежно-
сти τij для сложных сетей, для которых СЗП заклю-
чено в интервале значений [〈k〉, kmax], см. например,
[15]. На рисунке 1a и 1b СЗП соответствуют светло-
желтые узлы, находящиеся приблизительно в центре
графов. В частности, теорема Перрона–Фробениуса
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гарантирует (для τij) существование невырожденно-
го положительного максимального СЗП с полностью
положительными элементами собственного вектора;
поскольку в (1) τij присутствует с отрицательным
знаком, то и соответствующие СЗП находятся в от-
рицательной области собственных частот на рис. 2.

Заметим, что СЗП вовсе не обязано соответство-
вать хабу, т.е. узлу, обладающему максимальной
связностью. СЗП характеризует узел максимально-
го влияния, определяемый по критерию собственных
векторов (eigenvector centrality) [16]. Например, слу-
чайные сети не обладают хабами вовсе, но узел мак-
симального влияния для них существует – светло-
желтая точка на рис. 1a. Физически существование
таких узлов связано с наличием ненулевого усред-
ненного (по узлам сети) поля Ē:

Ē =
1

N〈k〉

N
∑

j=1

kjEj , (6)

где kj =
∑

i τij есть степень j-го узла.
Для исследования СЗП воспользуемся аппрокси-

мацией отожженной сети для матрицы смежности в
виде τij =

kikj

N〈k〉 (ср. с [7, 9]), и подставим ее в (4). Раз-
решив полученное уравнение относительно Ei, полу-
чим

Ei = − J(ωP + iΓ)kiĒ

{(ωP −∆i + iκ̄)(ωP + iΓ) + σz} , (7)

где κ̄ – определяет средний уровень потерь фотонов
в заданном интервале значений κi, ωP – СЗП для
частоты. Выражение (7) означает, что поле в i-м уз-
ле, соответствующем СЗП, полностью определяется
средним полем Ē, создаваемым сетевой структурой.
Подставляя (7) в (6) для ωP , получим:

Re[ωP,1] ≃ −Jζ, Im[ωP,1] ≃ −κ̄, (8a)

Re[ωP,2] = 0, Im[ωP,2] = −Γ, (8b)

где мы опустили отстройку ∆j в случае ее малости
по сравнению с величиной Jζ, а также для просто-
ты рассмотрели случай σz ≃ 0. Результаты (8) со-
гласуются с численным моделированием, см. рис. 2:
Im[ωP,1] соответствует розовой пунктирной линии.
При этом характерная частота в нижней области
ωP,1 остается мнимой: Im[ωP,2] соответствует зеленой
линии на рис. 2, что физически означает быструю
диссипацию низкочастотных возмущений в присут-
ствии высокочастотных колебаний на частоте СЗП
Re[ωP,1]. Заметим, что поскольку параметр ζ для без-
масштабной сети больше (по абсолютной величине),
чем для случайной (ср. с [7]), то СЗП в первом слу-
чае (синяя жирная точка) находится левее СЗП для
случайной сети – красная жирная точка на рис. 2.

Рассмотрим теперь точки на рис. 2, которые рас-
полагаются вдоль среднего уровня потерь фотонов
Im[ω] = −κ̄, и для которых Ei ≃ Ej . Данное допу-
щение оправдано опять же в виду свойств матрицы
смежности, обладающей относительно большим по
величине СЗП, и меньшими остальными собственны-
ми значениями, см. [15]. В эту группу попадают как
точки, которые обладают существенным влиянием,
так и хабы, которые имеются в безмасштабной сети,
см. рис. 1b. В результате, с помощью (4) для харак-
терных частот имеем:

ω1,2 = −iχ+ +
1

2

(

δi ±
√

(δi − 2iχ−)2 − 4σz

)

, (9)

где введены обозначения χ± ≡ (κ̄ ± Γ)/2, δi ≡
≡ ∆i − Jki – отстройка от резонанса, учитывающая
также степень i-го узла ki. Далее, анализ рассмат-
риваемых точек удобно провести в пределе |δi| ≃
≃ Jki ≫

√

(κi − Γ)2 + 4σz , т.е. в предположении, что
величина Jki достаточно велика. Тогда из (9) имеем
(ср. с (8))

Re[ω1] ≃ −Jki +
σz

Jki
, Im[ω1] ≃ −κ̄, (10a)

Re[ω2] ≃ − σz

Jki
, Im[ω2] ≃ −Γ, (10b)

что хорошо совпадает с численным расчетом на
рис. 2. При этом разброс положительных значений
собственных частот вдоль оси абсцисс больше у без-
масштабной сети, поскольку крайние (справа) синие
точки соответствуют хабам.

Рассмотрим теперь точки на рис. 2, расположен-
ные в относительно узкой (вертикальной) полосе зна-
чений −1 < Re[ω] < 1. Это – две группы точек,
плотно располагающихся в верхней и нижней части
рис. 2, и соответствующих основному массиву СЗ си-
стемы (3), составляющих также основу СЗ матрицы
смежности τij , ср. с [15]. Принципиальным их по-
ведением является тот факт, что собственные зна-
чения, соответствующие этим точкам, могут “при-
тягиваться” друг к другу, что связано со свойством
неэрмитовости (случайной) матрицы, соответствую-
щей системе (3), ср. с [17]. Точнее говоря, здесь речь
идет о неэрмитовой локализации излучения, кото-
рая существенно отличается от (эрмитовой) андре-
соновской локализации, проявляющейся в статисти-
ческих свойствах спектральных характеристик, см.,
например, [18]. Такая (неэрмитовая) локализация су-
щественно влияет на статистику спектральных ли-
ний; в эксперименте со СЛ продемонстрировано от-
клонение этой статистики от распределения Вигнера
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимость (a) – действительной Re[ω] и (b) – мнимой, Im[ω], частей собственных частот СЛ,
представляющего собой случайный граф, как функции десятичного логарифма разности населенностей σz. Остальные
параметры те же, что и на рис. 2

расстояний между уровнями, характерного физике
андерсоновской локализации, см. [4, 19].

Моды, описывающие точки из верхней области на
рис. 2, первыми стремятся попасть в полуплоскость,
где имеется лазерное усиление, т.е. Im[ω] > 0. Их
“мобильность” обусловлена тем, что топологически
такие точки соответствуют узлам с небольшим чис-
лом связей, или наименее значимым узлам, распо-
ложенным преимущественно на периферии графов,
см. рис. 1, что также подтверждается эксперимен-
тальными результатами, полученными для лазерной
генерации СЛ на графах [4].

Для нахождения характерных частот точек,
группирующихся возле значения ω = 0, можно
воспользоваться выражениями (9), полагая при
этом малой величину δi ≃ ∆i − Jkmin, где kmin –
минимальное значение степеней узлов в графе.
Численное моделирование показывает, что лазерная
генерация возникает, когда точки вверху рис. 2 вы-
ходят в полуплоскость вещественных собственных
значений, что определяется условием

σz ≃ κ̄Γ +
δ2i
4
. (11)

Если при этом выполняются неравенства |δi|χ−, δ2i ,
χ2
− ≪ 1, то с помощью (9), (11) получаем

Re[ω1,2] ≃
δi
2
, Im[ω1] = 0, Im[ω2] ≃ −2χ+, (12)

т.е. частота ω1 становится вещественной. Заметим,
что последним слагаемым (11) в этом пределе можно
пренебречь, и тогда условие лазерной генерации при-

обретает весьма универсальный для лазерной физи-
ки вид, ср. с [20].

На рисунке 3 представлены зависимости Re[ω] и
Im[ω] для СЛ, как функции от логарифма инверсии
населенностей σz . Из рисунка 3a видно, что точки,
расположенные в пределах полосы значений −1 <

< Re[ω] < 1 с увеличением инверсии σz приходят
в “движение”. Cобственные частоты, соответствую-
щие этой группе точек на рис. 3a, движутся навстре-
чу друг другу, что характеризует эффект затягива-
ния частоты лазерной генерации к частоте перехода
в ДУС ω0 (в этом случае ω ≃ 0), ср. с [6].

С другой стороны, из рис. 3a следует, что ниж-
няя (синяя) линия, соответствующая частоте СЗП
Re[ωP,1] мало меняется с ростом σz . Схожим образом
ведут себя голубая и желтая линии в верхней части
рис. 3a, соответствующие крайним точкам справа на
рис. 2, и узлам, обладающим существенным влияни-
ем в случайной сети, после СЗП, ср. рис. 1a. Таким
образом, МР, находящиеся в узлах наибольшего вли-
яния, остаются как бы топологически защищенны-
ми, и в процессе затягивания частоты практически
не участвуют; мнимая часть соответствующих соб-
ственных частот в область усиления Im[ω] > 0 так и
не переходит, см. рис. 3b.

Асимптотическое поведение кривых на рис. 3b
при преодолении порога генерации может быть пояс-
нено следующим образом. Пусть система ДУС пол-
ностью инвертирована, т.е. σz ≃ 1. В этом случае в
(9), если положить |δ2i − 4χ2

−| ≪ 4, то вещественная
комбинация параметров окажется δ2i − 4 − 4χ2

− < 0.
Выделив в выражении (9) комплексную и веществен-
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ные части (см., например, [13]), в этом пределе мож-
но найти Im[ω1] = 1 − χ+ ≃ 0.59 и Im[ω2] = −(1 +

+χ+) ≃ −1.41, что хорошо согласуется с максималь-
ным и минимальным значениями крайних кривых на
рис. 3b при log[σz] = 0 соответственно.

Для безмасштабной сети (рис. 1a) характерные
зависимости вещественной и мнимой частей частоты
ω от разности населенностей имеют схожий с рис. 3
вид. Существенные отклонения этих зависимостей
возникают, когда распределение степеней узлов про-
исходит по степенному закону pk ∝ k−η в области
1 < η < 2.5, ср. c [7]. Для такой сети роль хабов
сильно возрастает, что отражается на их спектраль-
ных характеристиках: они начинают конкурировать
с СЗП за “влияние” в сети. В этом случае, как по-
казывает численный расчет, имеет смысл учитывать
корреляции между узлами сети более высокого по-
рядка, чем ζ, ср. с (8a). Анализ данного предела нами
будет проведен отдельно.

Наконец, в контексте физики СЛ следует обра-
тить внимание на поведение эффективного объема
мод, определяемого как (ср. с [6])

Vj =

N
∑

i=1

1

maxi[|Ei,j |2]
|Ei,j |2, (13)

где Ei,j – амплитуда поля в i-м резонаторе для j-го
собственного вектора системы (3).

Влияние статистических свойств случайной се-
ти на свойства локализации состояний в рассматри-
ваемой задаче показано на рис. 4. А именно, здесь
приведена усредненная по большому числу реализа-
ций случайных графов, зависимость среднего объе-
ма V , занимающего j-й модой СЛ, от вероятности
p = pij , с которой соединена каждая пара из N уз-
лов. Средняя степень узлов в этом случае есть про-
сто 〈k〉 = p(N − 1) ≃ pN [9]. Зависимость на рис. 4
рассчитана, начиная со значения p = 0.1, соответ-
ствующего 〈k〉 ≃ 1.

В области 0 < 〈k〉 < 1 случайная сеть состоит
из отдельных, мало связанных друг с другом мик-
рорезонаторов, что приводит к чрезмерным (расчет-
ным) флуктуациям среднего объема мод, минималь-
ное значение которого (согласно определению (13))
равно единице при полной локализации произволь-
ной j-й моды.

С увеличением p (что означает рост 〈k〉) степень
связности случайного графа увеличивается. Значе-
ние p = 0.1 на рис. 4 соответствует величине 〈k〉 ≃
≃ 10, при которой у графа уже имеется гигантская
(связанная) компонента. Таким образом, увеличение
среднего объема с ростом средней степени узлов 〈k〉

Рис. 4. (Цветной онлайн) Усредненная по большо-
му числу реализаций случайных графов зависимость
среднего объема мод V СЛ от вероятности p (точ-
кам соответствуют численно полученные зависимости,
а сплошная линия – результат их аппроксимации).
Остальные параметры те же, что и на рис. 2

свидетельствует об эффекте перехода от локализо-
ванных состояний (при 〈k〉 < 1) к делокализации
излучения, присущего случайному графу с гигант-
ской компонентой связности. Выход соответствую-
щей кривой на насыщение связан с исчезновением
изолированных узлов в случайном графе, что проис-
ходит в пределе 〈k〉 ≫ 1, см. рис. 4.

Заметим, что, как показывает численный рас-
чет, поведение среднего объема мод V (т.е. прояв-
ление эффекта локализации/делокализации излуче-
ния) для рассматриваемого в работе СЛ в зависимо-
сти от других материальных параметров СЛ (напри-
мер, инверсии населенностей), может отличаться от
“обычных” СЛ, демонстрирующих (почти экспонен-
циально) делокализацию излучения в своей струк-
туре [6]. В нашем случае этот эффект зависит не
только от статистических свойств графа (матрицы
смежности), но и от характерных параметров деко-
герентности, диссипации и отстройки от резонанса,
ср. с [17]. В общем случае, для различных комби-
наций этих параметров изучение эффекта локализа-
ции/делокализации излучения представляется весь-
ма интересной и не тривиальной (по крайней мере, в
теории) задачей, которая будет нами проанализиро-
вана отдельно.

В заключение, в работе исследована модель свя-
занных микрорезонаторов, содержащих ДУС, и рас-
положенные в узлах комплексной (случайной, или
безмасштабной) сети, ребрами которой являются све-
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топроводящие каналы, связывающие между собой
эти микрорезонаторы. Рассматриваемая система де-
монстрирует основные свойства случайных лазеров,
заключающиеся как в локализации, так и в делока-
лизации светового излучения в зависимости от ста-
тистических свойств сетевой структуры. В этом ас-
пекте предложенная модель случайного лазера ка-
чественно согласуется с недавними экспериментами,
выполненными со СЛ, образованным случайной се-
тью нановолокон. Вместе с тем, рассмотренная нами
модель лазера демонстрирует довольно интересные
спектральные свойства, заключающиеся в наличии
максимального по величине (уединенного) собствен-
ного значения Перрона для частоты. Эти свойства
связаны с неодинаковостью вклада различных уз-
лов графа (статистических свойств степеней узлов)
в процесс лазерной генерации. В последующих пуб-
ликациях мы собираемся исследовать данные вопро-
сы для более широкого диапазона изменения мате-
риальных параметров лазера, чем те, которые были
представлены в работе.

Работа выполнена при поддержке гранта Россий-
ского научного фонда 23-22-00058 “Когерентные эф-
фекты в двухмерных квантовых материалах с интер-
фейсом сложных сетей”.
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Предложен и экспериментально реализован метод решения обратной задачи проектирования струк-
туры одномерного фотонного кристалла. Известно, что одномерный фотонный кристалл, показатель
преломления которого модулирован в виде синусоиды, имеет узкую фотонную запрещенную зону на
частоте, однозначно связанной с пространственной частотой этой синусоиды. Мы предлагаем метод
обратного проектировании одномерных фотонных кристаллов с произвольным заданным спектром от-
ражения путем разложения этого спектра по элементарным фотонным запрещенным зонам и после-
дующего их суммирования. В работе показано применение этого метода для изготовления примеров
фотонных кристаллов с простыми формами спектральных кривых отражения.

DOI: 10.31857/S1234567823110058, EDN: djmrkd

Введение. Интерес к структурам с периодиче-
ски меняющимся показателем преломления берет
свое начало с работ Яблоновича [1] и Джона [2], в ко-
торых впервые было показано, что с помощью этих
структур можно эффективно управлять распростра-
нением света аналогично тому, как полупроводни-
ки изменяют свойства электронов в физике твердо-
го тела. Фотонные кристаллы (ФК) – твердотельные
структуры, в которых показатель преломления про-
странственно модулирован с периодом порядка дли-
ны волны. Такое устройство структуры ФК ведет к
возникновению фотонных запрещенных зон (ФЗЗ),
областей частот, в которых распространение света
внутри ФК невозможно. Наличие ФЗЗ делает воз-
можным возникновение некоторых интересных опти-
ческих эффектов, таких как усиление Рамановского
рассеяния [3], эффект Парселла [4], генерация вто-
рой и третьей оптической гармоники [5, 6] и других.
ФК обладают исключительной гибкостью в возмож-
ностях управления потоком света, достигаемой по-
средством использования широкого числа конструк-
тивных степеней свободы этих структур. Благода-
ря этой гибкости становится возможным реализа-
ция компактных и высокоэффективных логических
устройств на основе фотонных структур, что крити-
чески важно для дальнейшего развития фотонных
и оптоэлектронных технологий. В этом случае воз-
никает проблема обратного проектирования ФК с

1)e-mail: emelyantsev97@mail.ru; kolyagod12@gmail.com;
sse@shg.ru

заданными оптическими характеристиками, которая
решалась различными способами, от методов мате-
матической оптимизации до применения самообуча-
ющихся алгоритмов.

Существующие методы обратного проекти-

рования ФК. В работе [7] используется градиент-
ная оптимизация – возможно наиболее популярная
техника обратного проектирования фотонных струк-
тур [8, 9]. Задача оптимизации заключается в нахож-
дении экстремумов целевой функции в некоторой об-
ласти конечномерного векторного пространства. В
данном случае аргументами такой функции явля-
ются настраиваемые параметры фотонного устрой-
ства – показатели преломления и толщины слоев.
В рамках каждой итерации вычисляется градиент
целевой функции по настраиваемым параметрам, а
затем эти параметры меняются вдоль направления
градиента для улучшения производительности фо-
тонного устройства. Авторы работы [7] использовали
метод градиентной оптимизации для улучшения доб-
ротности фотоннокристаллического резонатора ма-
лого объема более чем на два порядка. Также метод
градиентной оптимизации может применяться и для
обратного проектирования оптических [10] и акусти-
ческих [11] метаматериалов. Для обратного проекти-
рования ФК используются такие методы оптимиза-
ции, как например, оптимизация на основе матема-
тической инверсии [12] или так называемая выпук-
лая оптимизация [13], которая в работе [14] была ис-
пользована для создания компактного оптического
демультиплексора.
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Большая часть существующих работ в области
решения задачи обратного проектирования фотон-
ных структур в той или иной степени включает в
себя использование машинного обучения, нейронных
сетей (НС) и других подобных алгоритмов [15–18]. В
работе [19] описывается метод, совмещающий клас-
сические алгоритмы оптимизации и НС для обратно-
го проектирования ФК. Имея возможность изучать
функции из обучающего набора данных, нейронные
сети могут выполнять как прямое прогнозирование,
так и и обратное проектирование различных фотон-
ных структур. Объединение традиционных методов
обратного проектирования и оптимизации с НС поз-
воляет еще больше повысить эффективность, гиб-
кость и возможности моделей. Помимо НС, в насто-
ящее время в различных областях науки и производ-
ства набирают популярность алгоритмы машинного
обучения. Основным их отличием от НС является то,
что они требуют вмешательства человека в процессе
их обучения, а также то, что они нацелены на более
простые задачи и умеют работать только со структу-
рированным набором данных. В работах [20–23] по-
казано успешное применение алгоритмов машинного
обучения для обратного проектирования различных
фотонных структур. Стоит также отметить возмож-
ность применения генетических алгоритмов [24] для
обратного проектирования ФК.

Однако вышеприведенные методы не являются
регулярными, в каждом конкретном случае суще-
ствование и единственность решения не очевидны.

В этой работе мы предлагаем метод решения об-
ратной задачи восстановления структур одномерных
фотонных кристаллов (ФК) по спектру отражения.
Рассматриваемый метод позволяет получить струк-
туру ФК с произвольным заданным спектром отра-
жения, что открывает огромный простор для воз-
можных применений. Произведены численные расче-
ты нескольких структур ФК для различных задан-
ных спектров отражения, были изготовлены опыт-
ные образцы одномерных ФК.

Прямая задача: расчет спектра коэффици-

ента отражения. Вначале укажем использованное
нами решение прямой задачи построения спектра
ФК по известной структуре. Для этого используется
метод матриц распространения [25]. Мы используем
рекуррентный метод, который является переформу-
лированным матричным методом и на практике от-
личается более быстрой скоростью счета. Метод ос-
нован на классическом способе суммирования много-
кратно отраженных лучей. Используемый нами ре-
куррентный метод позволяет вычислить коэффици-
енты отражения и прохождения структуры, состоя-

щей из m+1 слоев, если эти коэффициенты известны
для m слоев [26]. Пусть на слоистую структуру, по-
казатели преломления и толщины которой для каж-
дого m-го слоя равны соответственно nm и dm, под
углом θ падает монохроматическая волна вида:

E(r, t) = E(r)eiωt. (1)

Далее рассмотрим только пространственное рас-
пространение волны вдоль x – нормального направ-
ления к поверхностям слоев, E(r) = E(x). Тогда поле
в слое m представимо в виде:

Em(x) = Ame
ik0σmx +Bme

−ik0σmx. (2)

Здесь коэффициент σm = (n2
m − sin2 θm)1/2, k0 =

= 2π/λ – волновой вектор падающей волны, θm –
угол распространения преломленной волны к оси x.
Волны с амплитудами Am и Bm распространяют-
ся, соответственно, вдоль и противоположно оси x.
Эти амплитуды могут быть получены из граничных
условий для электрического и магнитного полей и из
формул Френеля. Коэффициенты отражения от m-
го и (m + 1)-го слоев, rm+1 = Bm

Am
и rm+1 = Bm+1

Am+1

связаны рекуррентным соотношением Паррета:

rm =
rm+1 +Wm

1 + rm+1Wm
e2ik0σmdm . (3)

Данное выражение было получено с учетом непре-
рывности x-компонент волновых векторов на грани-
це раздела m-го и (m+ 1)-го слоев, а также гранич-
ные условия для s- и p-поляризаций света. Здесь вве-
дено обозначение:

Wm =
σm − σm+1Pm

σm + σm+1Pm
, (4)

где Pm – поляризационный фактор, равный Pm =

= 1 для S-поляризации и Pm = ( nm

nm+1
)2 для P -

поляризации. Расчет по рекуррентной формуле Пар-
рета начинается с последнего слоя, для которого
rm+1 = 0. Коэффициент отражения для всей систе-
мы по интенсивности равен R = r20 .

Обратная задача: метод построения струк-

туры ФК. Рассмотрим одномерный ФК суммарной
оптической толщиной L, показатель преломления ко-
торого модулирован следующим образом:

n(x) = A sin(k0x+ φ) +B, (5)

где x – оптический путь, k0 = 4π
λ0

– волновое число,
φ – начальная фаза. Выберем A и B таким образом,
чтобы n(x) менялся в фиксированных пределах от
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n1 до n2 > n1: A = (n2 − n1), B = n1. В этом при-
мере значение φ не повлияет на результат, поэтому
выберем φ = 0. Получаем:

n(x) = (n2 − n1) sin(k0x) + n1. (6)

ФК с такой модуляцией показателя преломления
имеет очень узкую ФЗЗ на длине волны λ0. Для
вычисления спектра коэффициента отражения этой
структуры приблизим непрерывную зависимость (6)
кусочно-постоянной, т.е. разделим кристалл на слои
оптической толщиной δl ≪ λ0, Координата грани-
цы каждого m-го слоя xm = m · δl, его показатель
преломления nm = n(xm). Физическая толщина сло-
ев определяется как dm = δl/nm. Приемлемость ап-
проксимации непрерывной функции n(x) кусочно-
постоянной обсуждается в [27]. Результат вычисле-
ния показан на рис. 1. На вставке показана кусочно-
постоянная зависимость показателя преломления от
толщины кристалла, использованная при расчете. В
спектре действительно присутствует узкая ФЗЗ на
заданной длине волны.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Теоретически рассчитанный
спектр отражения ФК с модуляцией показателя пре-
ломления (6) для s-поляризации. Результат получен
для L = 40 мкм, оптическом пути каждого слоя δl =

= 20 нм, n1 = 1.14, n2 = 1.22, λ0 = 500 нм. Вставка:
зависимость показателя преломления от глубины фо-
тонного кристалла, показан участок от 20.0 до 20.8 мкм

Это приводит нас к идее обратного проектирова-
ния одномерных ФК путем аппроксимации любого
заданного спектра отражения этими узкими запре-
щенными зонами. Естественное ограничение, накла-
дываемое на задаваемый спектр, состоит в том, что
он не должен иметь слишком узких спектральных
особенностей: спектральная ширина особенности не

должна быть меньше минимальной ширины запре-
щенной зоны.

Пусть A(λ) – спектр отражения, для которого
мы хотим подобрать соответствующую структуру
одномерного ФК. Сделаем эту функцию дискрет-
ной: пусть этот спектр состоит из N точек ai(λi),
i ∈ [1, N ]. Пусть кристалл имеет M слоев, толщи-
на m-ого слоя dm, оптический путь на каждом m-ом

слое равен lm = nmdm, xm =
m
∑

k=1

nmdm – оптический

путь от поверхности ФК до начала (m + 1)-го слоя,
m ∈ [1,M ]. Показатель преломления меняется от n1

до n2. Тогда, в соответствии с уравнением (6), полу-
чим выражение для показателя преломления m-го
слоя:

n(xm) = ∆n

[

C1

N
∑

i=1

ai(λi) sin

(

4π

λi
xm + φi

)

+ C2

]

+ n1.

(7)
Здесь C1, C2 – нормировочные коэффициенты, ко-
торые выбраны таким образом, чтобы выражение
в квадратных скобках попадало в интервал [0, 1].
∆n = n2 − n1. Так, например, пусть для каждого
оптического расстояния xm сумма N гармонических
функций равна:

Sm =

N
∑

i=1

ai(λi) sin

(

4π

λi
xm + φi

)

, (8)

и Smax
m , Smin

m – максимальное и минимальное зна-
чения Sm на протяжении всего кристалла соответ-

ственно, то C1 = 1
Smax
m −Smin

m
, C2 =

Smin
m

Smax
m −Smin

m
. Остает-

ся вопрос выбора фазы φi. Для каждой i-ой гармо-
нической функции фаза выбирается следующим об-
разом: φi = 2π i

N
L
λm

, где λm – средняя длина волны
спектрального диапазона, в котором решается обрат-
ная задача. Такая зависимость была выбрана, чтобы
равномерно распределить по толщине кристалла воз-
никающие между близкими гармониками биения.

Примеры решения обратной задачи. Для ис-
пользования описанного выше метода в случае каж-
дого заданного спектра необходимо выбрать суммар-
ную толщину кристалла L. Далее кристалл разбива-
ется на M = L/δl слоев, толщина каждого слоя δl

много меньше длины волны света. В данной работе
выбрана величина δl = 20 нм.

В качестве первого примера была смоделирована
структура одномерного ФК, спектр отражения кото-
рого представляет собой треугольную функцию ши-
риной от 470 до 710 нм с вершиной на 590 нм, значе-
ние функции в вершине 0.9 – такой выбор обусловлен
тем, что функция отражения не может превосходить
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1, и при этом единичное значение коэффициента от-
ражения фотонного кристалла может быть получе-
но слишком легко и тривиально. Суммарный оптиче-
ский путь L = 50000 нм, количество слоев M = 2500,
число гармонических функций N = 256. В качестве
предельных значений показателей преломления сло-
ев были выбраны n1 = 1.14 и n2 = 1.22. Сравнение
задаваемого спектра отражения и спектра отраже-
ния, рассчитанного рекуррентным методом для дан-
ной структуры ФК, представлено на рис. 2a, а вид
данной структуры показан на рис. 2b. Спектр доста-
точно близок к желаемому, имеются паразитные ос-
цилляции, вызванные интерференцией Фабри–Перо
на границах структуры.

Рис. 2. (Цветной онлайн) Теоретические расчеты для
фотонного кристалла со спектром отражения в виде
треугольника: (a) – задаваемый спектр отражения и
спектр отражения, рассчитанный с помощью рекур-
рентного метода; (b) – представление структуры дан-
ного кристалла как зависимость показателя преломле-
ния от оптического пути внутри кристалла; (с) – уве-
личенный участок от 32 до 34 мкм

Для выяснения значимости такого параметра,
как толщина структуры, была смоделирована серия
фотонных кристаллов с треугольной формой спек-
трального отклика. В пределах серии ставилось раз-
личное ограничение на суммарную оптическую тол-
щину структуры L от 10 до 50 мкм. Результаты мо-

Рис. 3. (Цветной онлайн) Теоретический расчет фотон-
ного кристалла с треугольным спектром отражения в
сравнении с желаемым спектром для значений суммар-
ной оптической толщины структуры L от 10 до 50 мкм

делирования представлены на рис. 3. Заметно, что
при увеличении толщины структуры уменьшается
амплитуда и увеличивается частота паразитных ос-
цилляций, спектр постепенно приближается к жела-
емому. Отметим, что число гармонических функций,
которые используются для приближения спектра, во
всех случаях постоянно и равно N = 256, таким об-
разом, их число не влияет на паразитные осцилля-
ции. Отметим, что на длине волны 300 нм имеется
незначительный артефакт – ФЗЗ второго порядка.

В качестве второго примера был смоделирован
ФК со спектром отражения в виде параболы шири-
ной от 580 до 820 нм с вершиной на 700 нм. Сум-
марный оптический путь L = 250000 нм, предель-
ные значения показателя преломления те же, что и
для ФК с треугольным спектром. Сравнение зада-
ваемого и рассчитанного спектров представлено на
рис. 4a, вид структуры ФК показан на рис. 4b. Теоре-
тический спектр достаточно хорошо аппроксимирует
заданный.

Изготовление экспериментальных образ-

цов. Для экспериментальной проверки предла-
гаемого метода были изготовлены одномерные
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Теоретические расчеты для
фотонного кристалла со спектром отражения в виде
параболы: (a) – задаваемый спектр отражения и спектр
отражения, рассчитанный с помощью рекуррентного
метода; (b) – представление структуры данного кри-
сталла как зависимость показателя преломления от оп-
тического пути внутри кристалла; (с) – увеличенный
участок 200–201 мкм

фотоннокристаллические структуры и измерены
их оптические спектры. В данной работе для изго-
товления одномерных ФК используется методика
электрохимического травления кремния, описанная
в [28]. Было показано, что при помощи данной
методики можно изготовлять фотонные кристаллы
с тысячами слоев, при этом оптические потери опре-
деляются главным образом рэлеевским рассеянием,
не превосходят нескольких процентов для середины
оптического диапазона даже для образцов толщиной
100 мкм и быстро падают с ростом длины волны.

В этой работе использовались следующие па-
раметры процесса травления: сырьем является
кристаллический кремний ориентации поверхно-
сти (100), удельным сопротивлением 0.005 Ом · см,
минимальная и максимальная плотности токов
jmin = 40мА/см2, jmax = 160мА/см2, в качестве
электролита используется водно-спиртовой рас-

твор фтороводородной кислоты (HF) в массовой
концентрации 28 %.

На основе полученных расчетов были изготовле-
ны опытные образцы одномерных ФК, их модуля-
ция показателя преломления соответствовала изоб-
раженным на рис. 2b и 4b. Параметры образцов (про-
филь n(x) и толщина L) соответствовали расчетным.
Измерение оптических спектров выполнялось по ме-
тодике, описанной в [28]. Спектры отражения полу-
ченных образцов снимались с помощью лабораторно-
го спектрометра OceanInsight QEPRO при нормаль-
ном падении. Источником света служила галогено-
вая лампа со спектральным диапазоном 400–1200 нм.
Измеренные спектры отражения для обоих примеров
представлены на рис. 5, 6.

Рис. 5. (Цветной онлайн) Экспериментальный спектр
коэффициента отражения ФК в сравнении с желае-
мой функцией спектрального отклика, имеющей фор-
му треугольника

Как можно увидеть, экспериментальные спектры
находятся в хорошем соответствии с изначально за-
данными спектрами, как по форме, так и по положе-
нию. Так же, как и на теоретических графиках, при-
сутствуют паразитные осцилляции, амплитуда кото-
рых не превышает 10 % от величины полезного сиг-
нала. Для случая параболического спектра на краях
диапазона имеются уширения, связанные с конечной
минимальной шириной запрещенной зоны ФК. Экс-
периментально полученная форма функции в задан-
ной области соответствует заданной.

Заключение. Был продемонстрирован новый
метод обратного проектирования одномерных ФК,
позволяющий по заданной спектральной функции
коэффициента отражения построить структуру ФК
как зависимость показателя преломления от глуби-
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Рис. 6. (Цветной онлайн) Экспериментальный спектр
коэффициента отражения ФК в сравнении с желаемой
функцией спектрального отклика, имеющей форму па-
раболы

ны структуры. Показаны примеры применения ме-
тода на спектральных функциях простой формы.
Метод подтвержден экспериментально, образцы ФК
были изготовлены при помощи электрохимическо-
го травления кремния. Рассматриваемый метод мо-
жет быть пригоден для других методов изготовле-
ния, в которых имеется техническая возможность
задавать произвольный пространственный профиль
n(x), например, электрохимическое травление алю-
миния, титана и двухфотонная фотополимеризация
с градиентным изменением показателя преломления.

Авторы выражают благодарность за фи-
нансовую поддержку этой работы Россий-
ским научным фондом, проект 21-72-10103,
https://rscf.ru/en/project/21-72-10103/.
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В работе построено аналитическое описание обратного эффекта Фарадея (генерации не зависящего
от времени магнитного момента под действием циркулярно поляризованной электромагнитной волны) в
мезоскопических сверхпроводящих образцах с конечной величиной щели в спектре возбуждений. В рам-
ках модифицированной нестационарной теории Гинзбурга–Ландау (уравнений Крамера–Уоттс-Тобина)
для тонких сверхпроводящих дисков показано, что в широком диапазоне параметров зависимость опти-
чески индуцированного магнитного момента от температуры немонотонна и содержит максимум, обу-
словленный расфазировкой колебаний модуля и фазы параметра порядка при понижении температуры
и соответствующем уменьшении характерного времени релаксации возмущений в сверхпроводящем кон-
денсате.

DOI: 10.31857/S123456782311006X, EDN: djnvex

Исследование механизмов управления магнит-
ными состояниями в сверхпроводниках с помощью
электромагнитного излучения является бурно разви-
вающейся областью физики конденсированных сред,
что обусловлено перспективами их использования в
квантовых вычислительных устройствах [1, 2], эле-
ментах сверхпроводящей спинтроники [3, 4] и дина-
мически перестраиваемых джозефсоновских систе-
мах [5–8]. Ключевым параметром, определяющим ха-
рактер воздействия излучения на сверхпроводники,
является отношение энергии фотонов к величине ще-
ли в спектре возбуждений сверхпроводника. Для из-
лучения оптического диапазона это отношение су-
щественно больше единицы, поэтому доминирующим
механизмом воздействия излучения на сверхпровод-
ник является рождение квазичастиц, которое мо-
жет приводить как к нагреву образца и подавлению
сверхпроводимости, так и стимулированию сверхпро-
водимости за счет увеличения сверхпроводящей ще-
ли при генерации неравновесных квазичастиц [9–12].
В недавних экспериментах было продемонстрирова-
но, что локальный разогрев сверхпроводника сфоку-
сированным лазерным пучком позволяет осуществ-
лять управление положением одиночных магнитных
вихрей Абрикосова [13], что открывает возможность
создания джозефсоновских контактов с перестраива-
емым ток-фазовым соотношением [5].

1)e-mail: alputilov@ipmras.ru

Вместе с тем, для излучения с энергией фото-
нов меньше сверхпроводящей щели становятся суще-
ственными эффекты, зависящие не только от энер-
гии фотонов и плотности их потока, но и от поляри-
зации электромагнитной волны. Так, в серии работ
[14–17] было показано, что циркулярно поляризован-
ное излучение инфракрасного диапазона может ин-
дуцировать в сверхпроводящем образце магнитный
момент, среднее значение которого по времени от-
лично от нуля, а направление определяется поляри-
зацией падающей волны. Это явление, называемое
обратным эффектом Фарадея, было впервые пред-
сказано для материалов без поглощения Л. П. Пита-
евским [18] и экспериментально обнаружено в фер-
ромагнитных изоляторах [19–22], а затем и в прово-
дящих материалах [23, 24] (теоретические подходы
к описанию обратного эффекта Фарадея в провод-
никах и полупроводниках были развиты в работах
[25–33]). При этом использование ультракоротких ла-
зерных импульсов позволяет индуцировать и контро-
лировать осцилляции магнитного момента в образце
с периодом порядка нескольких фемтосекунд и вре-
менем затухания порядка пикосекунды [22]. Факти-
чески, воздействие циркулярно поляризованной вол-
ны на среду аналогично воздействию стационарно-
го магнитного поля, способного вызывать как по-
ляризацию электронных спинов, так и орбитальный
диамагнитный отклик. В этом контексте, изучение
обратного эффекта Фарадея в сверхпроводящих си-
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стемах представляет особый интерес, поскольку ин-
дуцированные лазерным импульсом диамагнитные
сверхпроводящие токи при некоторых условиях мо-
гут продолжать существовать неограниченно долго
после окончания импульса. В частности, если вели-
чина оптически индуцированного магнитного момен-
та окажется достаточной для формирования абрико-
совского вихря или состояния с ненулевой завихрен-
ностью в неодносвязном сверхпроводнике, то резуль-
тирующие магнитные состояния будут обладать то-
пологической защитой и не разрушатся при выклю-
чении излучения [16].

Простейшее описание обратного эффекта Фара-
дея в сверхпроводниках может быть построено в рам-
ках нестационарной теории Гинзбурга–Ландау [14].
При этом ключевую роль в возникновении эффекта
играет электрон-дырочная асимметрия в сверхпро-
водниках, приводящая к наличию мнимой части кон-
станты релаксации в уравнении Гинзбурга-Ландау
и, как следствие, к возбуждению колебаний модуля
параметра порядка под действием поля электромаг-
нитной волны. Построенная в работах [14–17] теория
позволяет проанализировать частотные зависимости
оптически индуцированного магнитного момента и
описать формирование топологически защищенных
магнитных состояний в неодносвязных образцах, од-
нако область ее применимости существенно ограни-
чена случаем бесщелевых сверхпроводников и узким
интервалом температур вблизи критической темпе-
ратуры сверхпроводящего фазового перехода.

Вместе с тем, хорошо известно, что область
применимости нестационарной теории Гинзбурга–
Ландау может быть существенно расширена в рам-
ках подхода Крамера–Уоттс-Тобина [34–38], который
учитывает конечную величину сверхпроводящей ще-
ли в присутствии достаточно сильного электрон–
фононного взаимодействия. В настоящей работе в
рамках данного подхода построено обобщение тео-
рии обратного эффекта Фарадея на случай сверх-
проводников с конечной величиной щели, позволив-
шее проанализировать температурные и частотные
зависимости оптически индуцированного магнитно-
го момента в широком диапазоне параметров систе-
мы. В частности, показано, что в широком интер-
вале частот излучения зависимость магнитного мо-
мента M от температуры T немонотонна и содержит
максимум, обусловленный изменением соотношения
между частотой излучения и характерным обратным
временем релаксации модуля параметра порядка, за-
висящим от времени. Несмотря на то, что данный
эффект проявляется и в случае бесщелевой сверх-
проводимости (см. работу [14]), учет конечной вели-

чины сверхпроводящей щели оказывается важным с
точки зрения возможности экспериментального на-
блюдения эффекта, поскольку приводит к смещению
максимума M вниз по температуре и, тем самым,
позволяет указать наиболее реалистичные условия
для экспериментального обнаружения обратного эф-
фекта Фарадея.

В качестве модельного объекта рассмотрим тон-
кий сверхпроводящий диск толщины L с произволь-
ным соотношением между радиусом R и сверхпро-
водящей длиной когерентности ξ. Будем предпола-
гать, что на диск падает плоская циркулярно по-
ляризованная электромагнитная волна с частотой
ω и волновым вектором k, перпендикулярным по-
верхности диска (рис. 1). Для описания электромаг-

Рис. 1. (Цветной онлайн) Схематичное изображение
сверхпроводящего диска радиуса R и толщины L и па-
дающей электромагнитной волны с циркулярной поля-
ризацией σ. Также на рисунке показаны используемые
в расчетах декартова и полярная системы координат

нитной волны будем использовать векторный по-
тенциал в следующей калибровке: A = ReÃ =

= (cE0/ω)Re
[

(ey − iex) e
−iωt−ikz

]

, где k = ω/c – мо-
дуль волнового вектора волны, а E0 – амплитуда
электрического поля внутри сверхпроводника. Связь
этого поля с электрическим полем падающей элек-
тромагнитной волны Eext существенно зависит от
формы диска и определяется эффектами деполяри-
зации. Для оценки заменим сверхпроводящий диск
эллипсоидом с полуосями R, R и L/2 и воспользу-
емся решением стандартной задачи о деполяризации
[39], которая дает:

Ã =
Ãext

1 + (π/8)(L/R)[ǫ(ω)− 1]
, (1)

где ǫ(ω) – диэлектрическая проницаемость метал-
ла, которую будем вычислять, предполагая вклад
от нормальных и сверхпроводящих электронов адди-
тивными. В пределе локальной связи между током и
векторным потенциалом для сверхпроводящего кон-
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денсата в приближении τtr ≪ 1/ω, где τtr – харак-
терное время рассеяния на примесях, выражение для
ǫ(ω) при температуре ниже критической температу-
ры сверхпроводящего перехода Tc имеет вид:

ǫ(ω) = 1− 2π2

7ζ(3)

Tcτtr
~

ω2
pε

ω2
+ i

ω2
pτtr

ω
, (2)

где второе слагаемое соответствует вкладу сверхпро-
водящих электронов [40], третье слагаемое – вкладу
нормальных электронов, величина ω2

p = 4πn0e
2/m –

плазменная частота металла, n0 – полная концен-
трация электронов, ε = 1 − T/Tc, а ζ(3) ≈ 1.2 –
дзета-функция Римана. Вид зависимости ǫ(ω) и, со-
ответственно, линейная связь между Ãext и Ã опре-
деляется материальными и геометрическими пара-
метрами образца. Отметим, что при ω ≫ Tcε ди-
электрическая проницаемость определяется в основ-
ном нормальными электронами, и ее зависимостью
от температуры можно пренебречь. В противопо-
ложном пределе (ω ≪ Tcε) основной вклад в де-
поляризующий фактор обеспечивают сверхпроводя-
щие электроны. В этом случае при частоте ω∗ ∼
∼ ωp

√

(L/R)ετtrTc/~ происходит резонансное усиле-
ние действующего электромагнитного поля и, соот-
ветственно, магнитного момента. Далее будем нахо-
дить величину магнитного момента диска как функ-
цию действующего электромагнитного поля. Пред-
полагая, что геометрические размеры диска мно-
го меньше лондоновской глубины проникновения λ,
длины электромагнитной волны 2πc/ω и глубины
скин-слоя δ ∼ c/(ωp

√
ωτtr), можно считать что ам-

плитуда электромагнитной волны в диске задается
формулой (1) и не зависит от пространственных ко-
ординат.

Для описания динамики параметра порядка бу-
дем использовать уравнение Крамера–Уоттс-Тобина
[38], в котором феноменологически учтено наличие
мнимой части константы релаксации, обусловленной
электрон-дырочной асимметрией в плотности состо-
яний:

Γ(u+ iγ)
√

Γ2 + |ψ|2

(

ψt +
1

2Γ2
ψ
∂|ψ2|
∂t

)

−

− ξ20α0

(

i∇− A

Φ0

)2

ψ − α0εψ + b|ψ2|ψ = 0. (3)

В этом уравнении α0ε и b – обычные параметры
теории Гинзбурга–Ландау, Φ0 = π~c/e – квант по-
тока магнитного поля (e > 0), ξ0 – длина коге-
рентности, интерполированная к нулевой температу-
ре, а u = ~πα0/(8Tc). Уравнение (3) отличается от
нестационарного уравнения Гинзбурга–Ландау, во-
первых, наличием дополнительного параметра Γ =

~τ−1
ph /2, связанного со временем неупругой электрон-

фононной релаксации τph, и во-вторых, наличием
мнимой части константы релаксации γ, имеющей от-
носительный порядок γ/u ∝ Tc/EF . Для низкотем-
пературных и ряда высокотемпературных сверхпро-
водников имеет место неравенство Tc/EF ≪ 1, одна-
ко для некоторых высокотемпературных сверхпро-
водников отношение Tc/EF может быть не слишком
мало.

Несмотря на то, что уравнение (3) справедливо
в узкой окрестности вблизи критической температу-
ры, определяемой условием ε ≪ Γ/∆0, (где ∆0 =

=
√

α0/b – интерполированный к нулю параметр по-
рядка), данное ограничение является менее жестким,
чем граница применимости нестационарной теории
Гинзбурга–Ландау [38] ε ≪ (Γ/∆0)

2. Таким обра-
зом, использование уравнения (3) позволяет постро-
ить обобщение результатов работы [14] на область
температур 0 ≪ ε ≪ Γ/∆0. Заметим, что уравнение
(3) корректно описывает динамику параметра поряд-
ка при частотах ω ≪ τ−1

ph [40].

Для простоты мы не учитываем электрохимиче-
ский потенциал в уравнении (3), пренебрегая, тем
самым, процессами конверсии сверхпроводящего то-
ка в нормальный. Эти процессы происходят на мас-
штабе le ∼ ξ(T )(1 + ψ2

0/Γ
2)1/2, где ψ0 =

√

α0ε/b

– равновесное значение модуля параметра поряд-
ка, а ξ = ξ0/

√
ε. Такое пренебрежение допусти-

мо в случае, когда le ≫ min(R, lω), где lω – ха-
рактерный масштаб локализации возмущений па-
раметра порядка под действием электромагнитной
волны. Масштаб lω определяется решением урав-
нения (3) и, как будет показано ниже, составляет
lω = ξ0(1 + ψ2

0/Γ
2)1/4/

√
ωτ0, τ0 = u/α0. В случае

ψ0 ≪ Γ масштаб конверсии le сравним с длиной
когерентности ξ, так что область применимости ис-
пользуемого нами приближения определяется усло-

вием min
[

R/ξ,
√

ε/(ωτ0)
]

≪ 1. С другой стороны,

в случае развитой сверхпроводимости ψ0 ≫ Γ со-
отношение для масштаба конверсии принимает вид
le ∼ ξψ0/Γ, что позволяет рассмотреть более ши-
рокую температурную область вблизи критической
температуры, чем в работе [14], а также большие
радиусы сверхпроводящих дисков. При этом огра-
ничение на возможные величины R и ω при рас-
чете обратного эффекта Фарадея принимает вид:

min
[

RΓ/(ξψ0),
√

ψ0ε/(Γωτ0)
]

≪ 1.

Будем решать нестационарную задачу, используя
теорию возмущений, малыми параметрами в кото-
рой является амплитуда падающей электромагнит-
ной волны и параметр γ/u. Говоря о малой амплиту-
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де падающей электромагнитной волны, мы имеем в
виду, что индуцированное возмущение параметра по-
рядка существенно меньше модуля параметра поряд-
ка в отсутствие волны. Будем считать, что решение
уравнения (3) в нулевом порядке представляет со-
бой однородный не зависящий от времени параметр
порядка, амплитуда которого ψ0 зависит от темпе-
ратуры, а фазу будем для определенности считать
равной нулю. Для дальнейших расчетов удобно яв-
но выделить амплитуду и фазу параметра порядка
ψ = |ψ| exp(iχ) и решать задачу методами теории
возмущений: |ψ| = ψ0 +ψ1+ψ2+ ..., χ = χ1+χ2+ ...,
где ψj и χj (j = 0, 1, 2, ...) пропорциональны мало-
му параметру [cE0R/(Φ0ω)]

j . Введем безразмерный

параметр β =
(

1 + ψ2
0Γ

−2
)−1/2

, который в предель-
ном случае бесщелевой сверхпроводимости принима-
ет значение β = 1, а в пределе низких температур
β ≈ Γψ−1

0 ≪ 1. Тогда, в первом порядке теории воз-
мущений уравнение (3) для ψ1 и χ1 принимает сле-
дующий вид:

βψ0(iu− γ)χ1t + β−1(u+ iγ)ψ1t −
− ξ20α0∇2ψ1 − iξ20α0ψ0∇2χ1 + 2α0εψ1 = 0. (4)

Будем предполагать, что граничные условия для па-
раметра порядка совпадают с граничными условия-
ми стационарной теории Гинзбурга–Ландау:

∂ψ1

∂r

∣

∣

∣

∣

r=R

= 0;

(

∂χ1

∂r
+

2π

Φ0
Ar

)
∣

∣

∣

∣

r=R

= 0. (5)

Рассматривая гармонические процессы, введем ком-
плексные амплитуды p̃, соответствующие величинам
p, (где в качестве p можно рассматривать любую из
величин ψ1, χ1 или A), следующим образом:

p(r, θ, t) = Re
[

p̃(r, ω)eiθ−iωt
]

. (6)

Так как система цилиндрически симметричная, бу-
дем искать решение уравнения (4) в виде

ψ̃1 = ψ̃1qJ1(qr), χ̃1 = χ̃1qJ1(qr), (7)

где J1(x) – функция Бесселя первого порядка. Под-
ставляя выражение (7) в уравнение (4) и разделяя
действительную и мнимую часть, получаем систему
алгебраических уравнений:
{

iωβνχ̃1q − iωτβ−1ψ̃1q + ξ2q2ψ̃1q + 2ψ̃1q = 0,

iωτβχ̃1q + iωνβ−1ψ̃1q − ξ2q2χ̃1q = 0,
(8)

где τ = τ0/ε, ν = γ/(α0ε). Допустимые волновые чис-
ла q, входящие в выражение (7), определяется харак-
теристическим уравнением системы (8) и имеют вид

(при выводе мы пренебрегаем слагаемыми порядка
ν2):

q1 = ξ−1
√

iωτβ−1 − 2, q2 = ξ−1
√

iωτβ. (9)

Следует отметить, что векторный потенциал A вхо-
дит только в граничные условия (5), возбуждая ко-
лебания фазы параметра порядка. Далее, эти коле-
бания фазы вследствие наличия электрон-дырочной
асимметрии возбуждают колебания модуля парамет-
ра порядка, амплитуда которых пропорциональна
E0. Характерный пространственный масштаб фазы
определяется только волновым вектором q2 (lω =

= 1/|q2|), тогда как масштаб возмущения модуля па-
раметра порядка определяется обоими векторами q1
и q2. С учетом граничных условий распределения мо-
дуля и фазы параметра порядка принимают вид:

χ̃1 =
2πicE0

Φ0ω

J1(q2r)

q2J ′
1(q2R)

, (10)

ψ̃1 =
2ψ0πcE0νβR

Φ0[2 + iωτ(β − β−1)]

[

J1(q2r)

q2J ′
1(q2R)

− J1(q1r)

q1J ′
1(q1R)

]

.

(11)
Выражения (10) и (11) позволяют вычислить усред-
ненную по времени азимутальную компоненту 〈jsθ〉
сверхпроводящего тока и величину среднего по вре-
мени магнитного момента M диска:

M =
L

c

∫ R

0

〈jsθ〉πr2dr, (12)

где

〈jsθ(r)〉 =
4πα0Tcξ

2
0c

Φ0
ψ2
0Re

[

ψ̃1

(

iχ̃∗
1

r
− 2π

Φ0
Ã∗

θ

)]

.

(13)
Подставляя найденные выражения для ψ̃1 и χ̃1 в (13)
и проводя интегрирование по радиальной координа-
те в (12), окончательно получаем выражение для не
зависящей от времени компоненты магнитного мо-
мента:

M = G
γβR4

ω
Re

[

2F

2 + iωτ(β − β−1)

]

, (14)

F =
2(x21f(x

∗
2)− x∗22 f(x1))

x21(x
2
1 − x∗22 )

− f(x∗2) + f(x2)

x22
. (15)

В выражениях (13) и (14) x1 = q1R, x2 = q2R,
G = 8π4ξ20c

2LE2
0α0/(bΦ

3
0) а функция f(x) определена

как f(x) = J2(x)/J
′
1(x), где Jn(x) – функция Бес-

селя порядка n, а J ′
n(x) – ее первая производная.

Отметим, что при любых допустимых параметрах
|x1| > |x2| и x22 = −x∗22 .
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Характер зависимостей рассчитанного магнитно-
го момента M от температуры и частоты определя-
ется соотношением между четырьмя ключевыми па-
раметрами: частотой излучения ω, перенормирован-
ным обратным временем Гинзбурга–Ландау ωGL =

= βτ−1 и двумя обратными временами ω∆ = βτ−1
T и

ωχ = β−1τ−1
T , где τT = τ0(R/ξ0)

2 – время Таулесса
для диска.

Для иллюстрации механизма возникновения мак-
симума на зависимостях M(T ) при заданной часто-
те рассмотрим сначала случай больших дисков, для
которых R ≫ ξ0 (∆0/Γ). В этом случае возмущения
модуля параметра порядка и электрохимического по-
тенциала, обусловленного производной ∂χ/∂t, при-
жаты к краю диска, причем пространственный мас-
штаб затухания ψ1, обусловленный волновым числом
q1 в выражении (9), зависит от соотношения между
частотой излучения ω и величиной ωGL. При фик-
сированной частоте в области высоких температур,
где ω ≫ ωGL, волновое число q1 зависит от T лишь
в меру слабой зависимости β(T ), так что, с пони-
жением температуры магнитный момент растет как
M ∝ ε, что соответствует температурной зависимо-
сти величины ψ2

0 . При дальнейшем понижении тем-
пературы частота ω становится меньше ωGL, и мас-
штаб радиального затухания возмущений ψ1 стано-
вится порядка ξ. При этом разность фаз между воз-
мущением модуля параметра порядка и азимуталь-
ной компонентой скорости стремится к π/2, что, в
соответствии с формулой (13), эффективно приво-
дит к подавлению магнитного момента. Для описа-
ния кроссовера между двумя описанными режима-
ми примем во внимание, что при больших модулях
комплексного аргумента ранее определенная функ-
ция f(x) может быть представлена в виде f(x) =

= −1+ ix−1− 0.5x−2+O
(

x−3
)

, что после подстанов-
ки в (14) дает следующее выражение для магнитного
момента (соответствующие зависимости M(T ) пока-
заны на рис. 2):

M =
2GγR2ξ20

ω

βε

4β2ε2 + ω2τ20
. (16)

Данная зависимость M(ε) имеет максимум при
2βε = ωτ0. Подстановка явного выражения для β

в это условие приводит к квадратному уравнению
относительно величины ε, соответствующей макси-
муму магнитного момента: ωτ0

√

1 + ∆2
0ε/Γ

2 = 2ε. В
отличие от случая бесщелевых сверхпроводников,
зависимость этой температуры от частоты является
нелинейной. Физическая причина возникновения
максимума связана с расфазировкой колебаний
модуля и фазы параметра порядка при пониже-

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимости магнитного мо-
мента диска от температуры для разных частот падаю-
щей циркулярнополяризованной волны. Расчет выпол-
нен для R = 15ξ0, ∆0 = 5Γ

нии температуры и соответствующем уменьшении
характерного времени релаксации возмущений в
сверхпроводящем конденсате.

Теперь проанализируем зависимость магнитно-
го момента от частоты при различных температу-
рах. Для этого удобно использовать диаграммы на
плоскости параметров температура–частота, пока-
занные на рис. 3 для дисков с различным соотноше-
нием между радиусом R и пространственным мас-
штабом ξ0 (∆0/Γ). Области, пронумерованными рим-
скими цифрами, соответствуют асимптотическим ре-
жимам, в которых магнитный момент различным об-
разом зависит от температуры и частоты излучения,
а сплошными линиями обозначены границы между
областями. В пределе высоких частот, когда ω превы-
шает все остальные характерные обратные времена
ωGL, ω∆ и ωχ (области I), выражение для M прини-
мает вид

MI =
2GγR2ξ20βε

τ20ω
3

. (17)

В обратном предельном случае, когда частота излу-
чения много меньше остальных характерных обрат-
ных времен, магнитный момент M ∝ E2

0ω, однако
множитель в этом выражении зависит от соотноше-
ния между радиусом и температурно зависящей дли-
ной когерентности ξ: вблизи Tc (при R ≪ ξ, обла-
сти III)

MIII =
73

5760

GγR10βεωτ20
ξ60

, (18)

тогда как при более низких температурах, где R ≫ ξ

(области IV),

MIV =
7

192

GγR6βωτ20
ξ20ε

. (19)
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Схематичное изображение
различных областей параметров и асимптотик магнит-
ного момента. (a) – Γ/∆0 = 0.2, R/ξ0 = 2. (b) –
Γ/∆0 = 0.2, R/ξ0 = 15. Цветом схематично обозначе-
ны области применимости различных асимптотик вы-
ражения для магнитного момента. Граница между об-
ластями I и II, а также IV и V определяются соотно-
шением: βε = ωτ0; между областями II и IV, I и III, а
также I и V: R2βωτ0 = ξ20 ; между областями III и IV:
R2ε = ξ20 ; между областями III и V: R2ωτ0 = βξ20

Заметим, что поведение магнитного момента в высо-
кочастотном и низкочастотном пределах качествен-
но совпадает с поведением M в случае бесщелевых
сверхпроводников. Вместе с тем, в области промежу-
точных частот между этими двумя случаями имеют-
ся существенные различия. Главное из них заклю-
чается в существовании двух различных масштабов
частот ω∆ и ωχ, которые совпадают друг с другом
в пределе нулевой щели. Различие этих масштабов
приводит к существованию области V на диаграмме
для R ≪ ξ0 (∆0/Γ) (рис. 3a), которая отсутствует для
бесщелевых сверхпроводников и в которой

MV =
7

48

GγR6β3ε

ξ20ω
. (20)

Границы этой области определяются условием ω∆ ≪
≪ ω ≪ ωχ для случая R ≪ ξ и условием ωGL ≪ ω ≪

≪ ωχ для случая R ≫ ξ. В случае же дисков боль-
шого радиуса, для которых R ≫ ξ0 (∆0/Γ) (рис. 3b),
область промежуточных частот (область II) ограни-
чена интервалом частот ωχ ≪ ω ≪ ωGL и существует
только при R ≫ ξ. Магнитный момент в этой обла-
сти описывается выражением (16).

Следует отметить, что, в отличие от случая бес-
щелевых сверхпроводников, граница между областя-
ми I и II, на которой магнитный момент достига-
ет максимума как функция температуры, является
нелинейной, что смещает максимум в область более
низких температур. Данное обстоятельство должно
способствовать возможности более четкого экспери-
ментального детектирования максимума, так как он
соответствует области температур с развитой сверх-
проводимостью. Также отметим, что аналогичный
максимум на зависимостях M(ε) наблюдается и при
переходе из областей III в области IV для дисков про-
извольного радиуса.

Для экспериментального детектирования обрат-
ного эффекта Фарадея представляется оптималь-
ным использование высокотемпературных купратов
или сверхпроводников на основе железа. Их преиму-
щество обусловлено, во-первых, сравнительно боль-
шой величиной ∆/EF (и, соответственно, большой
величиной γ) и, во-вторых, малыми значениями
плотности состояний, способствующими меньшему
деполяризационному подавлению поля. Рассматри-
вая для оценки параметры Tc ∼ 100 К и τph ∼
∼ 10−12 с [41, 42], получаем характерные величины
τ0 ∼ 2 · 10−14 с, Γ/∆0 ∼ 0.01. В рамках нашей модели
время электрон–фононной релаксации τph наклады-
вают ограничение на частоту излучения ω . τ−1

ph .
При таких частотах максимум на зависимости M(T )

достигается при температурах, определяемых усло-
вием βε = ωτ0/2, и составляет T ∼ Tc

(

1− ω2/ω2
c

)

,
где ωc ∼ τ0∆0/Γ ∼ 1012 с−1. Также следует отме-
тить, что альтернативным методом детектирования
обратного эффекта Фарадея является неравновесное
возбуждение и последующее детектирование вихрей
разной полярности с помощью механизма Киббла–
Зурека (см. работу [43] и ссылки в ней). В этом слу-
чае динамика вихрей, возникающая после быстрого
охлаждения образца, приводит к преимущественно-
му выходу из диска вихрей одной полярности. При
этом одним из ключевых параметров, определяющих
итоговую разность числа вихрей противоположной
полярности, является масштаб локализации сверх-
проводящего тока вблизи края диска, который опре-
деляется величиной lω. Эта величина существенно
больше в модели Крамера–Уоттс-Тобина по сравне-
нию с моделью бесщелевой сверхпроводимости, что
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должно приводить к более эффективной генерации
ненулевой завихренности диска.

Таким образом, в работе показано, что зависи-
мости магнитного момента диска от температуры
имеют максимум в широком диапазоне параметров
системы. Для дисков достаточно большого радиуса
R ≫ ξ0∆0/Γ в пределе высоких частот (при ω ≫ τ−1

T )
максимум достигается при температурах, определя-
емых условием ωGL ∼ ω/2, тогда как в обратном
предельном случае (при ω ≪ τ−1

T ) положение мак-
симума определяется условием ξ ∼ R. Также пока-
зано, что для малых дисков с радиусом R ≪ ξ0∆0/Γ

наличие конечной сверхпроводящей щели в спектре
возбуждений приводит к возникновению новых ре-
жимов, которые отсутствуют в случае бесщелевых
сверхпроводников. В частности, при β < 1 возника-
ет интервал частот излучения, в котором магнитный
момент диска зависит от температуры и частоты как
M ∼ E2

0β
3ε/ω. В заключение отметим, что эффекты

деполяризации, описываемые уравнением (1), могут
приводить к изменению частотных и температурных
зависимостей магнитного момента, поэтому опреде-
ление параметров, оптимальных с точки зрения экс-
периментального детектирования описанных в рабо-
те эффектов, требует анализа геометрии конкретно-
го образца.

Работа выполнена в рамках проекта Российского
научного фонда # 21-72-10161. Часть работ по анали-
зу асимптотик частотных зависимостей магнитного
момента выполнена при финансовой поддержке госу-
дарственного задания Министерства науки и высше-
го образования РФ # 075-03-2022-106 (проект FSMG-
2023-0011) Московского физико-технического инсти-
тута (А. С. Мельников).
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Тайны воды и других аномальных жидкостей: “медленный” звук,

релаксирующие сжимаемость и теплоемкость

(Миниобзор)

В. В. Бражкин1), И. В. Данилов, О. Б. Циок

Институт физики высоких давлений РАН, 108840 Троицк, Москва, Россия

Поступила в редакцию 11 апреля 2023 г.
После переработки 24 апреля 2023 г.

Принята к публикации 24 апреля 2023 г.

Проведен анализ причин существования “быстрого” звука на терагерцовых частотах в различных
жидкостях. Показано, что величина скорости “быстрого” звука хорошо описывается обычной форму-
лой из теории упругости: Vl = ((B(ω) + 4/3G(ω))/ρ)1/2, где ρ – плотность жидкости, а B(ω) и G(ω) –
модули объемного сжатия и сдвига на соответствующих частотах. В “нормальных” жидкостях превы-
шение значения скорости “быстрого” звука над скоростью обычного звука составляет 10–20 %, при этом
оно почти полностью определяется вкладом модуля сдвига G(ω) на высоких частотах и обнуляется на
линии Френкеля. В то же время в некоторых жидкостях (далее называемых “аномальными”), таких
как вода и расплав теллура, огромное (50–120 %) превышение скорости “быстрого” звука над скоростью
“нормального” связано, главным образом, с сильной частотной зависимостью модуля объемного сжа-
тия B(ω). Аномально низкие значения релаксирующего модуля сжатия ранее были изучены нами для
многих оксидных и халькогенидных стекол в области размытых фазовых превращений под давлени-
ем. В аномальных жидкостях также происходят размытые фазовые превращения в широкой области
температур и давлений, что приводит к резкому снижению модулей сжатия и скоростей звука. Таким
образом, рекордно большая разница между скоростями “быстрого” и “нормального” звука в аномаль-
ных жидкостях связана не с аномально “быстрым” звуком, а с тем, что “нормальный” звук в таких
жидкостях является аномально “медленным”, а модули сжатия – аномально малыми. Ультразвуковые
исследования аморфных льдов H2O низкой плотности (low density amorphous – lda) и высокой плотности
(high density amorphous – hda) показывают, что их модуль сжатия, действительно, в 4–5 раз превышает
модуль сжатия воды. Размытые фазовые превращения в воде и расплаве теллура приводят также к
аномально большим значениям теплоемкости – в 1.5–2 раза выше, чем у “нормальных” жидкостей, т.е.
для аномальных жидкостей характерны не только аномальное (немонотонное) поведение физических
величин, но и их аномальные абсолютные значения для большинства доступных методик измерения.
Аналогичное аномальное увеличение сжимаемости и теплоемкости наблюдается, как известно, для всех
флюидов в близкой окрестности критической точки жидкость–газ. На терагерцовых частотах при этом
наблюдается аномально “быстрый” звук, что также связано с резким ростом величины модуля сжатия
B(ω) на высоких частотах. Вместе с тем, для аномальных жидкостей и стекол в области размытых фа-
зовых превращений высокая сжимаемость и теплоемкость, как и большое превышение “быстрого” звука
над “нормальным”, не обязательно связаны с близостью критических точек и имеют место при любом
сценарии размытого фазового превращения.

DOI: 10.31857/S1234567823110071, EDN: djpgwi

1. Введение. Вода, по-видимому, является ре-
кордсменом среди жидкостей по числу наблюдае-
мых в ней аномалий [1, 2]. В первую очередь, это
многочисленные экстремумы (плотности, теплоемко-
сти, сжимаемости, поверхностного натяжения и пр.),
которые наблюдаются при изменении температуры
и (или) давления. Дискуссии о генезисе загадочно-
го поведения воды продолжаются. Помимо сложной

1)e-mail: brazhkin@hppi.troitsk.ru

иерархии межчастичного взаимодействия, сильной
водородной связи, квантовых эффектов, связанных
с ионами водорода, основной причиной многочислен-
ных аномалий в воде в настоящее время считается
наличие 2-х типов ближнего и промежуточного по-
рядка (высокой и низкой плотности). Наличие 2-х
типов структуры в воде предполагалось еще 130 лет
назад в работе В. Рентгена [3]. Большинство иссле-
дователей “верят” в существование “настоящего” фа-
зового перехода 1-го рода между двумя различными
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фазами воды с критической точкой перехода в пе-
реохлажденной области при повышенных давлениях
[4, 5]. В то же время, не исключены и сценарий плав-
ного кроссовера между различными состояниями во-
ды при любых P , T -параметрах и отсутствие какой-
либо критической точки для данного превращения
[2, 6].

Заметим, что имеется достаточно широкий класс
халькогенидных расплавов, таких как Te, Se-Te, Ga-
Te, Ge-Te [7–14], для которых также наблюдают-
ся аналогичные аномалии плотности, сжимаемости,
теплоемкости и т.д. В дальнейшем эти жидкости, как
и воду, мы будем называть “аномальными”.

В то время как при нормальном давлении приме-
ры аномального поведения и превращений в жидко-
стях немногочисленны, при высоких давлениях раз-
мытые и резкие структурные превращения в распла-
вах наблюдаются для многих систем [15]. Для ря-
да веществ (цезий, рубидий, барий, углерод, теллур,
кальций, литий, натрий и др.) наблюдаются макси-
мумы на кривых плавления [16, 17]. Свыше 50-ти лет
назад было осознано, что эти максимумы могут быть
связаны с размытыми превращениями в жидкости
[18–20]. Более того, для описания поведения таких
расплавов Рапопортом была предложена “двухжид-
костная” модель регулярных растворов [18], которая
впоследствии была развита Аптекарем и Понятов-
ским, см. [21, 22] и ссылки в данных работах. Пер-
вым примером резкого фазового перехода, сопровож-
даемого скачками объема, тепловыми эффектами и
аномалиями электросопротивления, является обна-
руженный нашей группой переход полупроводник-
металл под давлением в расплаве селена [23, 24]. Для
данного превращения также впервые была обнару-
жена критическая точка при высоких температурах.
Впоследствии нами были обнаружены резкие пе-
реходы, сопровождаемые металлизацией, в распла-
вах серы, фосфора и йода [15, 25–29], слабые ано-
малии электросопротивления и объема под давлени-
ем в расплавах висмута, теллура и олова [15, 29–32].
В работах японских и французских групп впослед-
ствии были детально исследованы фазовые перехо-
ды первого рода под давлением в расплавах фос-
фора [33–35] и серы [36], которые также заканчи-
ваются критической точкой при высоких темпера-
турах. Помимо расплавов элементарных веществ, в
последние десятилетия нами были изучены размы-
тые и резкие структурные превращения под давлени-
ем для расплавов многих соединений – B2O3, P2O5,
AsS, As2S3, ZnCl2, AlCl3 [37–44]. Интересные приме-
ры резких превращений под давлением в расплавах
CdTe, SnI4 обнаружены японскими исследователями

[45, 46]. В целом, можно заключить, что резкие фазо-
вые переходы в расплавах – это, скорее, исключение,
нежели правило. Нами был получен теоретический
критерий того, является ли превращение в жидкости
резким или происходит плавным кроссовером [47].
Основным параметром данного критерия служит со-
отношение размеров минимального зародыша новой
фазы и области промежуточного порядка в неупоря-
доченных средах. Современное состояние превраще-
ний в расплавах подробно рассмотрено в недавнем
обзоре Танаки [48].

Структурные превращения под давлением на-
блюдаются не только в расплавах, но и в стеклах.
Нами были изучены размытые превращения в та-
ких стеклах, как g-SiO2, g-GeO2, g-B2O3, g-As2S3,
g-As2Te3, g-GeSe2, g-GeS2, g-Se [37, 49–60]. Посколь-
ку стекла являются метастабильными неравновесны-
ми системами, то превращения в них, естественно,
происходят вдали от условного термодинамическо-
го равновесия [37, 49–61]. Уникальная тензометриче-
ская методика измерения плотности стекол под дав-
лением, разработанная в нашей группе [62], позво-
лила впервые в мире детально исследовать релакси-
рующую сжимаемость в стеклах при размытых пе-
реходах. Примеры резких превращений в стеклах и
аморфных твердых телах крайне немногочисленны.
Достоверно можно говорить лишь о фазовом пере-
ходе между 2-мя фазами аморфного льда lda-hda
(аморфный лед низкой – low density amorphous и
высокой плотности – high density amorphous) [63].
Метод ультразвуковых исследований упругих харак-
теристик веществ при высоких давлениях и низких
температурах, разработанный в нашей группе, поз-
волил впервые измерить модули объемного сжатия
и модули сдвига аморфных льдов lda и hda и изу-
чить детали превращения между данными аморф-
ными модификациями [64–69].

Таким образом, наличие размытого превращения
в воде не является чем-то уникальным. Уникальным
является лишь то, что многие аномалии в воде на-
блюдаются при условиях, близких к нормальным. В
то же время, большой объем имеющихся эксперимен-
тальных данных об особенностях переходов в неупо-
рядоченных средах под давлением позволил прояс-
нить многие аспекты данных превращений. Очевид-
но, что понимание этих деталей должно помочь при
анализе аномального поведения воды при нормаль-
ном давлении.

Техника неупругого рентгеновского рассеяния с
использованием мощного синхротронного излуче-
ния, развитая в 1990-е гг., позволила обнаружить
еще одно замечательное явление – “быстрый” звук в
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некоторых жидкостях. Явление заключается в суще-
ственном превышении эффективной скорости звука
на терагерцовых частотах по сравнению с гидродина-
мической скоростью звука [70–73]. Термин “быстрый
звук” был “занят” и ранее применялся к описанию
высокой скорости звука в газовых смесях, содержа-
щих легкую компоненту. Поэтому в ряде статей де-
лалось предложение использовать более корректный
термин “положительная дисперсия звука” или “высо-
кочастотный звук” [74]. Однако интерес к новому яв-
лению был столь высок, что термин “быстрый звук”
закрепился именно за ним. Вода была, по-видимому,
первым примером жидкости, где “быстрый” звук был
надежно обнаружен [73]. Хотя впоследствии положи-
тельная дисперсия звука была обнаружена у многих
жидкостей, интерес к “быстрому” звуку именно в во-
де не ослабевает [75]. Исследователи задаются вопро-
сом: является ли “быстрый” звук в воде еще одной
аномалией или это тривиальное проявление вязко-
упругого перехода в жидкостях на высоких часто-
тах [73].

В настоящей работе мы рассмотрим особенности
проявления “быстрого” звука в различных классах
жидкостей как “нормальных”, так и “аномальных”.
Затем мы обсудим поведение модуля объемного сжа-
тия для стекол в окрестности размытых превраще-
ний под давлением. Аномальное уменьшение модуля
на низких частотах, наблюдаемое в стеклах, долж-
но наблюдаться и при размытых превращениях в
расплавах. Как мы покажем, именно это является
причиной аномального “быстрого” звука в некоторых
жидкостях, включая воду. Наконец, впервые будет
дано объяснение того факта, что не только темпе-
ратурные и барические зависимости многих харак-
теристик в аномальных жидкостях являются немо-
нотонными, но и сами абсолютные величины таких
характеристик, как сжимаемость и теплоемкость, яв-
ляются аномально высокими.

2. “Быстрый” звук в жидкостях. Явление
“быстрого” звука в воде привлекло внимание иссле-
дователей еще в 1980-е гг., см. [73] и ссылки в дан-
ной работе. Из данных неупругого нейтронного рас-
сеяния и компьютерного моделирования следовало,
что на высоких частотах продольная скорость звука
в воде в 2 раза превышает гидродинамическую ско-
рость звука. Однако эти результаты были во мно-
гом неоднозначными, поскольку отсутствовали на-
дежные данные при малых и промежуточных зна-
чениях волнового вектора. Лишь после исследова-
ний методом неупругого рассеяния рентгеновских
лучей наличие “быстрого” звука в воде стало обще-
признанным [73, 76]. Существенное превышение ско-

рости звука по сравнению с гидродинамической на-
блюдалось при волновых векторах Q > 1 нм−1 (см.
рис. 1). Впоследствии методом неупругого рассеяния
ультрафиолетовых лучей и Бриллюэновского рассея-
ния было установлено, что отклонение скорости зву-
ка от гидродинамической начинается при еще мень-
ших значениях волнового вектора Q ∼ 0.1 нм−1 [71].
После 10 лет исследований победила точка зрения,
что “быстрый” звук в воде – это обычное проявление
вязко-упругого перехода в жидкостях на высоких ча-
стотах [73]. Тем не менее, последующие исследования
различных жидкостей показали, что это не совсем
так.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Дисперсионная кривая про-
дольных возбуждений в воде по литературным дан-
ным, см. [73] и ссылки в данной работе. Штриховая ли-
ния соответствует гидродинамическому низкочастот-
ному звуку в воде; штрих-пунктирная – “быстрому”
звуку в воде на высоких частотах

За 15–25 лет исследований жидкостей методом
неупругого рентгеновского рассеяния явление по-
ложительной дисперсии звука на больших волно-
вых векторах обнаружено и исследовано для десят-
ков жидкостей различной природы – молекулярных
жидкостей, жидких инертных газов, металлических
и полупроводниковых расплавов [70, 72, 77–82]. Явле-
ние “быстрого” звука также имело место и в модель-
ных системах, изученных методом компьютерного
моделирования, в том числе в таких простых, как си-
стема “мягких сфер” (система частиц со степенным
потенциалом отталкивания) [83–85]. Более того, сна-
чала в модельных системах [83, 86], а при увеличении
чувствительности измерений – и в реальных жидко-
стях, на высоких частотах были обнаружены попе-
речные звуковые возбуждения, см. [80, 81] и ссылки
в них. Эти сдвиговые возбуждения распространяют-
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ся в жидкостях, лишь начиная с некоторого конеч-
ного волнового вектора, т.е. для поперечной ветви
возбуждений в спектре имеется щель по волновому
вектору (Q-gap) [82, 87]. Qgap ∼ 1/(τ · Vt), где Vt –
скорость поперечного звука, τ – время релаксации
в жидкости. Соответственно λ ∼ τ · Vt – максималь-
ная длина поперечной волны, которая может распро-
страняться в жидкости. Это, конечно, упрощенная
картина. В действительности, имеется распределе-
ние времен релаксации, и ширина этого распределе-
ния зависит от температуры. Более того, сдвиговые
возбуждения вблизи Qgap являются сильно затухаю-
щими и не влияют на дисперсию продольных волн
[82, 87] (см. также обсуждение ниже в параграфе 4).
С ростом температуры вязкость и время релаксации
в жидкости падает, и при достижении определенных
P , T -параметров щель в спектре сдвиговых возбуж-
дений сверхкритического флюида распространяется
на всю первую псевдозону Бриллюэна, т.е. собствен-
ные поперечные возбуждения в системе отсутствуют
на всех доступных частотах [86, 87]. Линия на фа-
зовой диаграмме, разделяющая область жидкости,
поддерживающей сдвиговые возбуждения на высо-
ких частотах, от квазигазового флюида без попереч-
ных возбуждений, названа нами линией Френкеля
[84, 88–90]. В настоящее время линия Френкеля изу-
чена для многих реальных флюидов [91]. В рамках
обычной вязко-упругой модели появление попереч-
ной ветви возбуждений при больших волновых век-
торах автоматически должно приводить к появле-
нию “быстрого” звука [82, 84, 86, 87]. Действительно,
для среды, имеющей ненулевой модуль сдвига, ско-
рость продольного звука

Vl = ((B + 4/3G)/ρ)1/2, (1)

в то время как для гидродинамической скорости зву-
ка на низких частотах имеем Vh = (B/ρ)1/2, где B
и G – адиабатические модули объемного сжатия и
сдвига, соответственно. Скорость поперечного звука
Vt = (G/ρ)1/2. Фактор увеличения скорости “быст-
рого” по сравнению с “нормальным” должен соста-
вить Vl/Vh = (1 + 4G/3B)1/2 [87]. Удивительно, что
этот тривиальный анализ никто до нас не применял
[87]. Оказалось, что учет поперечных возбуждений
действительно описывает масштаб “быстрого” звука
для многих жидкостей (см. рис. 2). Видно, что об-
щеизвестная из теории упругости формула (1) пред-
сказывает величину “быстрого” звука как в модель-
ных системах, так и во всех реальных расплавах, где
сдвиговые возбуждения на высоких частотах фикси-
руются относительно надежно [83, 85]. Точность экс-
периментальных данных и большое затухание воз-

буждений пока не позволяют надежно определить
величину щели по волновому вектору для попереч-
ных возбуждений. Однако для модельной системы
“мягких сфер” (рис. 2a, b) видно, что положительная
дисперсия продольного звука (превышение скорости
над гидродинамической) начинается примерно при
тех же волновых векторах, где появляются сдвиго-
вые возбуждения (см. также параграф 4). Фактор
превышения скорости “быстрого” звука над гидроди-
намической Vl/Vh составляет 1.15–1.2 – для жидких
металлов и модельных систем и 1.3–1.4 – для полуме-
таллических и полупроводниковых расплавов. Соот-
ветственно, отношение величин модулей G/B имеет
вполне обычные значения в интервале 0.2–0.7.

Вместе с тем, для воды этот фактор превышения
скорости “быстрого” звука составляет 2.13, что соот-
ветствует абсолютно нефизическим значениям отно-
шения G/B = 3.8. Заметим, что для кристалличе-
ского льда G/B = 0.5. Очевидно, что формула (1) в
таком простом виде в данном случае неприменима.
При этом вода является не единственным примером
жидкости с аномально большим “быстрым” звуком.
Из изученных расплавов аномально большое увели-
чение скорости звука на высоких частотах наблю-
далось также для расплава теллура [10] и расплава
ртути вблизи критической точки жидкость – газ в об-
ласти перехода металл–диэлектрик [74] (см. рис. 3). В
то же время при нормальных условиях фактор пре-
вышения скорости “быстрого” звука в расплаве ртути
имеет обычные для металлических расплавов значе-
ния – 1.17 [74].

Если для воды причина аномально большой вели-
чины “быстрого” звука практически не обсуждалась,
то для расплавов теллура и ртути авторы связыва-
ли аномальный “быстрый” звук с переходом металл-
диэлектрик и с большими флуктуациями плотности.
В расплавах теллура и его соединений, как уже го-
ворилось, имеется размытое превращение в широкой
области температур с аномальным поведением плот-
ности, сжимаемости и других величин [7–14]. Таким
образом, аномально большой “быстрый” звук наблю-
дается в системах, где имеется размытое по темпе-
ратуре (и давлению) фазовое превращение. Какова
причина аномального “быстрого” звука? Очевидно,
что вязко-упругая модель жидкости в любом слу-
чае должна давать правильные результаты. Ответ
состоит в том, что в формуле (1) мы не учитывали
частотную зависимость модулей объемного сжатия
и сдвига. Правильная формула для скорости звука
следующая:

Vl(ω) = ((B(ω) + 4/3G(ω))/ρ)1/2. (2)
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Дисперсионные кривые для продольных и поперечных возбуждений в модельной системе
“мягких сфер” (по данным [83]) (a), (b); ряда расплавов металлов (воспроизведено на основе данных работы [87] (см.
ссылки в ней)) (c), (f) и полуметаллов (по данным работы [81]) (g), (h). Символы (кресты) – экспериментальные или
расчетные данные (разные типы символов соответствуют разным работам). Штриховая линия соответствует гидро-
динамической скорости звука; штрих-пунктирная – “быстрому” звуку; сплошные кривые (красным цветом онлайн)
соответствуют поперечным возбуждениям
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Дисперсионные кривые для
продольных возбуждений в расплавах Te [10] и Hg [74],
демонстрирующие аномальный “быстрый” звук. Штри-
ховые линии соответствуют гидродинамической скоро-
сти звука в данных расплавах

Для ранее сделанных оценок мы молчаливо пред-
полагали, что частотная зависимость модулей доста-
точно слабая и для оценок ею можно пренебречь.
Очевидно, что в случае размытых фазовых превра-
щений в жидкостях – это не так. Как уже говори-
лось, модуль сдвига дает вклад в “быстрый” звук, не
превышающий 30–40 %, следовательно, для объясне-
ния большей величины фактора превышения “быст-
рого” звука Vl/Vh в аномальных жидкостях необхо-
димо предположить очень сильную частотную зави-
симость объемного модуля сжатия. Как мы покажем
ниже, такое поведение модуля может иметь место,
более того, оно известно и хорошо изучено в случае
размытых структурных превращений в стеклах. Раз-
мытые превращения в жидкостях происходят в опре-
деленном интервале P , T -параметров, поэтому при
существенном изменении P , T -условий аномальные
жидкости должны стать “нормальными”. Для воды
и для теллура были проведены исследования “быст-
рого” звука в широком интервале температур и дав-
лений [10] (см. рис. 4). В ранних работах по иссле-

дованию воды отмечалось, что величина Q-gap зна-
чительно растет с ростом температуры до 500 К (cм.
рис. 4a), что явилось сильным аргументом в пользу
вязко-упругой модели [73, 76]. В то же время значи-
тельное уменьшение фактора превышения скорости
“быстрого” звука до “нормальных” значений ∼ 1.3 в
данных работах не обсуждалось. Аналогичное воз-
вращение к “нормальным” значениям ∼ 1.2 для фак-
тора Vl/Vh наблюдалось с ростом температуры и для
расплава теллура (см. рис. 4b). Это связывалось с
металлизацией расплава и с уменьшением флукту-
аций плотности [10]. Недавно высокочастотный звук
в воде был исследован в более широкой области тем-
ператур от 300 до 800 К, включая область парамет-
ров вблизи критической точки жидкость–газ [75] (см.
рис. 4c). Обнаружено, что отношение Vl/Vh продол-
жает уменьшаться при нагревании выше 500 К и в
диапазоне от 540 до 620 К становится равным 1 (см.
рис. 4с). Температура на линии Френкеля для во-
ды при данных давлениях (60 МПа) составляет при-
мерно 510 К [92], таким образом, при более высоких
температурах сдвиговая жесткость во флюиде во-
ды отсутствует на всех доступных частотах, и ско-
рость продольного звука дается формулой Vl(ω) =

= (B(ω)/ρ)1/2. Можно сделать вывод, что в диапа-
зоне от 540 до 620 К частотная зависимость B(ω) до-
вольно слабая и “быстрый” звук сравнивается с гид-
родинамическим. При дальнейшем росте температу-
ры фактор Vl/Vh вновь возрастает до больших зна-
чений 1.5–1.6 (см. рис. 4с). Поскольку при этих тем-
пературах вклада от сдвигового модуля быть не мо-
жет, очевидно, что в окрестности критической точки
наблюдается сильная частотная зависимость модуля
объемного сжатия B(ω).

Можно заметить, что рост фактора Vl/Vh при на-
гревании выше 520 К происходит не за счет роста
скорости “быстрого” звука, а за счет уменьшения по
величине гидродинамической скорости. Это же на-
блюдается и для расплава ртути (рис. 3b). Скорость
“быстрого” звука вблизи области перехода металл–
диэлектрик почти такая же, как при нормальных
условиях, в то время как гидродинамическая ско-
рость звука в 3 раза меньше. Очевидно, что как для
воды, так и для ртути малая скорость низкочастот-
ного звука при высоких температурах связана с бли-
зостью критической точки жидкость–газ, вблизи ко-
торой, как известно, наблюдается критическое по-
ведение (расходимость) многих величин, в том чис-
ле и сжимаемости. Следовательно, большое отноше-
ние Vl/Vh обусловлено не аномально большой вели-
чиной “быстрого” звука, а аномально малыми значе-
ниями низкочастотного модуля объемного сжатия и
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Дисперсионные кривые для
продольных возбуждений при различных температу-
рах в воде (a) (по данным [73, 76]), расплаве теллу-
ра [10] (b) и температурные зависимости скоростей
“быстрого” и “нормального” звука в воде (по данным
[73, 75, 76]) (c). Штриховые линии соответствуют гид-
родинамическому звуку; штрих-пунктирные на пане-
ли (a) – “быстрому” звуку в воде; на вставках на па-
нелях (a) и (b) показаны температурные зависимости
“быстрого” (верхняя кривая) и “нормального” звука
в жидкостях. Температурные зависимости на панели
(с) приведены в широком температурном диапазоне,
включая околокритическую область жидкость-газ при
максимальных температурах. Вертикальной штрихо-
вой линией указано положение линии Френкеля для
воды по данным [92]

гидродинамической скорости звука. Можно предпо-
ложить, что и при низких температурах для воды
и теллура большие значения фактора Vl/Vh связаны
с аномально малыми значениями модуля сжатия на
низких частотах. Таким образом, в аномальных жид-
костях наблюдается не необычный “быстрый” звук, а
аномально медленный гидродинамический звук. Как
мы покажем ниже, это связано с уменьшением релак-
сирующих модулей сжатия на низких частотах.

3. Релаксирующие модули объемного сжа-

тия в стеклах под давлением. Как говорилось во
введении, во многих стеклах под давлением наблю-
даются размытые структурные превращения. Преци-
зионная тензометрическая методика измерения гео-
метрических размеров образцов под давлением поз-
волила нам получить очень точные данные по ба-
рическим зависимостям плотности стекол [62]. Мо-
дуль объемного сжатия можно получить простым
дифференцированием по точкам экспериментальных
кривых [49–60], что невозможно при других более
грубых измерениях объема стекол. В тензометриче-
ском эксперименте характерные времена возбужде-
ния релаксирующего поведения в отрелаксирован-
ном стекле составляют сотни секунд, в результа-
те нами измеряется низкочастотный изотермический
модуль объемного сжатия (на частотах в тысячные
доли герца и ниже). В других методах измерения
модуля сжатия (ультразвуковая методика, бриллю-
эновское рассеяние) модуляция давления происходит
на частотах от мегагерц до сотен гигагерц, соответ-
ственно, получаемая информация относится к адиа-
батическим упругим модулям стекол на этих часто-
тах. Уже первые исследования оксидных стекол с по-
мощью тензометрической методики показали, что в
окрестности размытого фазового превращения мо-
дуль сжатия на низких частотах (мы будем назы-
вать его “релаксирующим”) может быть в несколько
раз меньше модуля на высоких частотах, полученно-
го из данных ультразвуковых измерений или из дан-
ных по бриллюэновскому рассеянию [49, 50, 93] (см.
рис. 5). Причина этого вполне проста. Элементарный
акт релаксации при размытом фазовом превраще-
нии на микроуровне заключается в перегруппиров-
ке небольшой группы атомов или молекул [61, 93].
В рамках упрощенной модели “двухкомпонентного”
стекла с двумя возможными типами ближнего или
промежуточного порядка такая перегруппировка со-
ответствует просто изменению взаимной концентра-
ции компонентов. Перегруппировка атомов требует
преодоления определенного энергетического барье-
ра и происходит за определенные времена, завися-
щие от P, T -условий. Если эти времена существен-
но меньше времени изменения давления и измерения
объема или модуля, то неупругие процессы релак-
сации успевают происходить и релаксирующий мо-
дуль сжатия соответствует изменению взаимной кон-
центрации компонентов. При резком фазовом пере-
ходе 1-го рода релаксирующий модуль сжатия фор-
мально стремится к нулю (бесконечная производная
при скачке объема соответствует бесконечной сжи-
маемости). Если времена перегруппировки атомов
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сравнимы или превышают времена изменения дав-
ления (например, при модуляции давления в ультра-
звуковых или бриллюэновских измерениях), то стек-
ло ведет себя почти упруго, как смесь фаз с неиз-
менной концентрацией компонентов. Модуль сжатия
при этом будет иметь “мгновенные” значения, про-
межуточные между модулями модификаций стекла
низкого и высокого давления.

Рис. 5. (Цветной онлайн) Барические зависимости ре-
лаксирующего объемного модуля (a), (b) и объема (с)
при увеличении (сплошные точки) и уменьшении (от-
крытые точки) гидростатического давления для сте-
кол g-GeO2 (a), (c) и g-B2O3 (b), (c) по результатам
тензометрических измерений [49, 50, 93]. Для сравне-
ния приведены: ультразвуковые данные (1) [94] и ре-
зультаты пересчета модуля из скоростей звука по дан-
ным бриллюэновского рассеяния (2) – [95], (3) – [96].
Черные стрелки указывают направление хода по дав-
лению, цветные стрелки на панелях (a), (b) связывают
разрывы на графиках модулей

Исследования показали, что спектр времен ре-
лаксации в стеклах очень широкий – от долей се-
кунд до миллиардов секунд [49–60]. В результате,

даже при квазистатических измерениях объема с по-
мощью тензометрической методики часть неупругих
процессов не успевает происходить, и при изобари-
ческой выдержке наблюдается медленная дополни-
тельная релаксация (логарифмическая по времени).
Тем не менее основная часть неупругих процессов в
стекле и взаимная концентрация компонентов успе-
вают “отслеживать” изменения давления, что приво-
дит к эффективному сильному уменьшению релакси-
рующего модуля сжатия. Как уже говорилось, стек-
ла не являются эргодическими системами, и размы-
тые превращения в них происходят вдали от услов-
ного термодинамического равновесия. При низких
температурах, где диффузионные процессы заморо-
жены, превращение в аморфной сетке будет опреде-
ляться достижением локальных спинодалей (линий
потери устойчивости) для различных участков сетки
[37, 61]. При этом, естественно, имеет место большой
гистерезис по давлению между прямым и обратным
превращением (см. рис. 6).

Рис. 6. (Цветной онлайн) Фазовая диаграмма, демон-
стрирующая возможность размытых структурных пре-
вращений в жидком состоянии (верхняя размытая по-
лоса, зеленый цвет – онлайн) и в аморфном состоянии
(две нижние размытые полосы, желтого (прямой пе-
реход) и синего (обратный переход) цвета онлайн). Tm

и Tg – линии плавления и стеклования, соответствен-
но. Показано качественное поведение объема при раз-
мытых структурных превращениях в жидкости и стек-
ле. Гипотетическая линия фазового перехода 1-го рода,
оканчивающаяся критической точкой (c. p.), находится
ниже температуры стеклования и принципиально недо-
ступна для измерений
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Этим стекла принципиально отличаются от жид-
костей, в которых размытые превращения являют-
ся равновесными и на экспериментальных време-
нах могут происходить без гистерезиса. В связи с
этим, уменьшение релаксирующего модуля наблюда-
ется только в тех измерениях, где давление меня-
ется “в одну сторону” (подъем давления в области
прямого превращения и сброс давления – в области
обратного). В следующих параграфах мы обсудим
этот момент более детально. При исследовании ме-
тодом бриллюэновской спектроскопии и при ультра-
звуковых исследованиях очень короткие времена мо-
дуляции давления (от десятков пикосекунд до долей
микросекунд) практически не приводят к перегруп-
пировкам атомов, и стекло ведет себя упруго даже в
районе размытого структурного перехода. Даже если
какая-то малая часть процессов релаксации “успева-
ет” произойти за первые “полуволны” прироста дав-
ления, то большой гистерезис между прямым и об-
ратным превращением приводит к тому, что все по-
следующие волны модуляции давления происходят
в упругом режиме. Таким образом, расхождение мо-
дулей сжатия, полученных из объемных измерений и
в волновых методиках, является прямым свидетель-
ством начала неупругих процессов и структурного
превращения. Различие по величине изотермическо-
го и адиабатического модулей сжатия (для исследо-
ванных стекол ∼ 1 %) [97] сопоставимо с точностью
измерений, поэтому в дальнейшем мы им пренебре-
гаем. Все вышесказанное хорошо иллюстрирует по-
ведение стеклообразного оксида германия (рис. 5a).
Точность измерения модулей в ультразвуковой [94]
и бриллюэновской [95] методиках в данном случае
невысока. Тем не менее, видно, что существенное рас-
хождение в барических зависимостях модуля, полу-
ченных при объемных измерениях и в “волновых”
методиках, начинается примерно при 1.5–2 ГПа. Да-
лее начинаются неупругие процессы и размытое пре-
вращение вплоть до самых высоких давлений. Ре-
лаксирующий модуль при этом меньше “мгновенно-
го” в 3–5 раз. После долгой изобарической релакса-
ции при давлениях в диапазоне превращения про-
исходит некоторая часть дополнительных релакса-
ционных процессов и последующий рост давления в
первый момент соответствует упругому поведению
без изменения “концентрации компонентов”. Величи-
на модуля при этом близка к значениям, полученным
в “волновых” измерениях. Дальнейший рост давле-
ния ведет к “возвращению” значений модуля к “ре-
лаксирующему состоянию”. При сбросе давления в
диапазоне от 9 до 4 ГПа наблюдается упругое по-
ведение и большие (“нормальные”) значения моду-

ля. При дальнейшем снижении давления начинает-
ся обратное структурное превращение и релаксиру-
ющий модуль снова становится существенно меньше
(при 2 ГПа – в 6–7 раз) “мгновенного” значения. Ана-
логично, для стеклообразного оксида бора (рис. 5b)
размытое превращение на прямом ходу начинается
при давлениях выше 0.5 ГПа, при этом барические
зависимости “тензометрического” и “бриллюэновско-
го” модулей начинают сильно различаться. Релакси-
рующий модуль меньше “мгновенного” в 2–3 раза как
при прямом, так и при обратном превращении.

В данных оксидных стеклах под давлением про-
исходит смена как ближнего, так и промежуточно-
го порядка, и “двухкомпонентная” (для g-B2O3 – да-
же “трехкомпонентная” [93]) модель стекла вполне
адекватна. Впоследствии с помощью тензометриче-
ской методики было изучено поведение под давле-
нием многих халькогенидных стекол (см. рис. 7, 8).
В данных стеклах под давлением происходит лишь
изменение промежуточного порядка (типа связно-
сти основных структурных единиц аморфной сет-
ки) [53–60]. Вместе с тем, основные черты поведе-
ния сжимаемости халькогенидных стекол те же, что
и оксидных: наблюдается существенное (в 1.5–2 раза)
уменьшение релаксирующего модуля объемного сжа-
тия по сравнению с “мгновенными” значениями. Дан-
ные ультразвуковых измерений дают модули, близ-
кие по значениям к “тензометрическим” в упругой
области без превращений (особенно – на обратном
ходу по давлению (рис. 7a)). Так же как и для ок-
сидных стекол, длительные изобарические выдерж-
ки приводят в начале дальнейшего сжатия к росту
модулей до “мгновенных” (рис. 8) или промежуточ-
ных (рис. 7a) значений модуля.

Итак, при любом размытом структурном пре-
вращении будет наблюдаться объемная аномалия, а
следовательно, уменьшение релаксирующего моду-
ля объемного сжатия. В рамках упрощенной модели
двухкомпонентного стекла (смесь на наноуровне мо-
дификаций низкой и высокой плотности) легко сде-
лать оценки соответствующего смягчения модулей.
Пусть имеются 2 модификации стекла (или жидко-
сти(!)): a (“рыхлая”) и b (плотная), и x есть концен-
трация компоненты b при данном давлении в области
размытого фазового превращения. Тогда “мгновен-
ная” сжимаемость βi = (1 − x) · βa + x · βb – про-
сто усредненная сжимаемость плотной и “рыхлой”
фаз стекол. Дополнительная релаксирующая сжима-
емость от изменения взаимной концентрации компо-
нентов ∆β = ∆Va−b/V · ∂x/∂P , где ∆Va−b – разница
удельных объемов плотной и “рыхлой” фаз; ∂x/∂P –
производная концентрации плотной фазы b по давле-
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Рис. 7. (Цветной онлайн) Барические зависимости
релаксирующего объемного модуля при увеличении
(сплошные точки) и уменьшении (открытые точки)
гидростатического давления для стекол g-GeSe2 (a) и
g-GeS2 (b) по результатам тензометрических измере-
ний [53, 60]. Широкие серые линии – усреднение ва-
риаций модуля, обусловленных изменениями скорости
роста давления в релаксирующей области структурно-
го перехода. Стрелки показывают направления хода по
давлению и связи в точках разрывов графиков моду-
ля. 1 – результаты работы [98], 2 – расчет модуля при
уменьшении давления из скоростей звука работы [98]
и тензометрической плотности работы [53]

нию. ∂x/∂P ≈ 1/∆P , где ∆P – эффективная ширина
превращения по давлению (реально – полуширина).
Суммарно, релаксирующая сжимаемость

βr = βi+∆β ≈ (1−x)·βa+x·βb+∆Va−b/(V ·∆P ). (3)

Соответственно, “мгновенный” модуль объемного
сжатия в рамках данной модели Bi = 1/((1 − x) ·
· βa + x · βb). Если ввести условную величину
∆B = 1/∆β ≈ ∆P · V/∆Va−b, то для релаксирующе-
го модуля получаем

Br = Bi ·∆B/(Bi +∆B). (4)

Если Bi ≫ ∆B, то имеем

Br ≈ ∆B ≈ ∆P · V/∆Va−b. (5)

Рис. 8. (Цветной онлайн) Барические зависимости
релаксирующего объемного модуля при увеличении
(сплошные точки) и уменьшении (открытые точки)
гидростатического давления для стекол g-As2S3 (a) и
g-As2Te3 (b) по результатам тензометрических измере-
ний [54, 55, 59]. Широкие серые линии – усреднение ва-
риаций модуля, обусловленных изменениями скорости
роста давления в релаксирующей области структурно-
го перехода. Стрелки показывают направления хода по
давлению и связи в точках разрывов графиков модуля

Из (5) следует и так очевидный вывод, что ре-
лаксирующий модуль будет тем меньше, чем мень-
ше ширина превращения по давлению ∆P и чем
больше относительный скачок объема между дву-
мя компонентами ∆Va−b/V . Приближенный харак-
тер модели с нестрого определенными параметра-
ми ∆P и ∆Va−b в дополнительных комментариях не
нуждается, однако применение формулы (4) к стек-
лообразному оксиду германия (рис. 5a, c) дает “пра-
вильные” значения релаксирующего модуля объем-
ного сжатия в окрестности структурного превраще-
ния как при увеличении Br ≈ 20ГПа (∆P ≈ 3ГПа,
∆Va−b/V ≈ 0.15), так и при уменьшении давления
Br ≈ 6ГПа (∆P ≈ 0.7ГПа, ∆Va−b/V ≈ 0.11).

4. Релаксирующая сжимаемость в аномаль-

ных жидкостях. Очевидно, что в случае размыто-
го фазового превращения в жидкостях все аргумен-
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ты предыдущего параграфа о смягчении релаксиру-
ющего объемного модуля сжатия и, соответственно,
росте релаксирующей сжимаемости остаются в силе.
Более того, в отличие от стекол, жидкости выше тем-
пературы стеклования на экспериментальных време-
нах являются эргодическими системами и гистере-
зис по давлению между прямым и обратным превра-
щением, как правило, отсутствует (см. рис. 6) При
этом не только прямые измерения объема, но и пря-
мые модуляционные методы измерения модуля сжа-
тия, например, ультразвуковым методом, будут да-
вать релаксирующие значения адиабатического мо-
дуля сжатия, если времена элементарных актов ре-
лаксации в жидкости существенно меньше времени
модуляции давления. Характерные времена данных
актов релаксации в невязких жидкостях, таких, как
вода или расплав теллура, сравнимы с диффузион-
ными временами релаксации и лежат в пикосекунд-
ном диапазоне. Очевидно, что большинство экспе-
риментальных методов измерения будут давать при
этом релаксирующие значения модуля сжатия и сжи-
маемости. Рентгеновский квант в методе неупруго-
го рентгеновского рассеяния создает локальное воз-
мущение плотности и давления на субпикосекунд-
ных масштабах [70]. В результате продольная ско-
рость звука будет определяться “мгновенными” зна-
чениями модулей сжатия и сдвига. Как говорилось
выше, отклонение скорости звука от гидродинами-
ческой в воде начинается при значениях волнового
вектораQ ∼ 0.1 нм−1 [71], т.е. определенные акты ло-
кальной перестройки структуры происходят на вре-
менах в десятки пикосекунд. В связи с этим мето-
дики бриллюэновского рассеяния и неупругого рас-
сеяния ультрафиолета также могут давать не пол-
ностью релаксирующие значения модулей. Спектры
времен для обычной релаксации диффузии и ло-
кальных актов перестройки структуры в аномаль-
ных жидкостях могут перекрываться, но не обязаны
совпадать. Рост модуля сжатия, связанный с не пол-
ностью релаксирующим модулем, может начинаться
при меньших частотах и волновых векторах, неже-
ли появление регистрируемых поперечных волн. По-
видимому, именно это обстоятельство приводит к бо-
лее размытому отклонению дисперсионной кривой
для продольных возбуждений от прямой, соответ-
ствующей гидродинамической скорости в случае ано-
мальных жидкостей (см. рис. 1).

Таким образом, в отличие от стекол, где в боль-
шинстве стандартных “волновых” методик измеря-
ются “мгновенные” значения модулей, в случае ано-
мальных жидкостей, напротив, как правило, изме-
ряются релаксирующие значения модуля сжатия. В

результате, для воды и расплава теллура табличные
значения модуля сжатия и сжимаемости, к которым
все привыкли, соответствуют низким релаксирую-
щим значениям, а “нормальная” гидродинамическая
скорость звука на самом деле является аномально
“медленной”! Особенно наглядно “замедление” скоро-
сти звука в случае релаксирующего модуля сжатия
видно при сравнении скоростей и модулей воды и
аморфных льдов (см. рис. 9). Аморфные льды вы-
сокой и низкой плотности (hda и lda) были получе-
ны с помощью твердофазной аморфизации гексаго-
нального льда 1h под давлением (переход 1h→ hda)
и последующего нагревания аморфного льда высо-
кой плотности при умеренных давлениях (переход
hda→ lda) [64–69]. Ультразвуковым методом нами
были измерены скорости продольного и поперечно-
го звука для обеих аморфных модификаций льда и
вычислены модули объемного сжатия и сдвига (см.
рис. 9). Очевидно, что при этом измеряются “мгно-
венные” значения скоростей звука и модулей. Мо-
дули объемного сжатия аморфных льдов в 4–5 раз
превышают по величине модуль сжатия воды (см.
рис. 9b)! Удивительно, но на этот факт также ранее
не обращалось внимания. Считается, что структура
ближнего и промежуточного порядка воды базиру-
ется на тех же элементах, что и hda, lda – аморф-
ных льдов, поэтому “мгновенные” значения моду-
лей сжатия для воды и аморфных льдов должны
быть близки. При высоких температурах при дав-
лениях выше критического размытое превращение в
воде более не наблюдается, и температурные зави-
симости скоростей звука и модулей имеют “нормаль-
ный” характер, близкий к линейному (см. рис. 9a).
Как видно из рис. 9a, экстраполяция высокотемпе-
ратурного линейного участка зависимости гидроди-
намической скорости звука в воде приводит к зна-
чениям на 30–35 % ниже значений продольной ско-
рости звука в аморфных льдах и скорости “быстро-
го” звука в воде. Как говорилось выше, такое раз-
личие типично для обычных жидкостей и связано
с вкладом от сдвигового модуля в значение скоро-
сти “быстрого” звука. Такой же вклад в продоль-
ную скорость наблюдается от сдвиговой компонен-
ты и для аморфных льдов (см. рис. 9a). Таким об-
разом, если бы в воде не было размытого струк-
турного превращения, гидродинамическая скорость
звука в ней соответствовала бы штриховой кривой
на рис. 9a. Это хорошо иллюстрируется сравнени-
ем с условной скоростью звука в аморфных льдах
по “жидкостной” формуле без учета сдвиговой со-
ставляющей V ∗ = (B/ρ)1/2 (см. рис. 9a, коричневые
кривые).
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Рис. 9. (Цветной онлайн) Скорости звука (a) и упругие
модули (b) для воды и аморфных льдов низкой и высо-
кой плотности. На панели (a) представлены изобариче-
ские температурные зависимости гидродинамической
скорости звука в воде по данным [99]; температурные
зависимости продольной скорости звука для аморфных
льдов lda и hda по данным [64–69]; для кристалличе-
ского льда 1h [100]. Также показана условная скорость
V ∗ = (B/ρ)1/2 для аморфных льдов (коричневый цвет
онлайн). Штриховой линией показана линейная экс-
траполяция гидродинамической скорости для воды в
область низких температур. Звездочка соответствует
значению скорости “быстрого” звука в воде. На встав-
ке к панели (a) температурные зависимости скоростей
продольного, поперечного звука и условной скорости
V ∗ для аморфных льдов представлены более детально.
На панели (b) показаны соответствующие температур-
ные зависимости объемного модуля сжатия для воды,
аморфных льдов и кристаллического льда. На встав-
ке к панели (b) приведены температурные зависимости
модулей объемного сжатия и сдвига для аморфных и
кристаллических льдов

Температурная зависимость модуля объемного
сжатия воды при высоких температурах имеет слег-
ка вогнутый характер (см. рис. 9b), однако малый

интервал температур не позволяет сделать надеж-
ную экстраполяцию в низкотемпературную область
существования аморфных льдов. Тем не менее, об-
щий вывод остается в силе: причина сильного раз-
личия модуля сжатия воды и аморфных льдов – это
размытое структурное превращение и релаксирую-
щие значения модуля и скорости звука для воды в
большинстве методов измерения.

5. Аномальные значения физических ха-

рактеристик, размытые превращения и кри-

тические явления. Размытые фазовые превраще-
ния в неупорядоченных средах (жидкости, стекла,
аморфные твердые тела) приводят не только к ано-
мальным температурным и барическим зависимо-
стям многих физических свойств, но и к аномаль-
ным абсолютным значениям ряда характеристик.
Помимо аномально низких значений модуля сжа-
тия и, соответственно, скорости звука в аномальных
жидкостях, также должны наблюдаться аномально
высокие значения удельной теплоемкости. Действи-
тельно, изменение взаимной концентрации компо-
нентов при размытом превращении является допол-
нительным каналом затрат энергии при нагревании.
Аналогично рассмотрению релаксирующего модуля
для релаксирующей теплоемкости можно записать

Cr = Ci + (∂E/∂x)(∂x/∂T ) ≈ Ci +∆EA-C/∆T, (6)

где Cr – релаксирующая теплоемкость, Ci – “мгно-
венная” теплоемкость, ∆EA-C – разница потенциаль-
ных энергий между двумя состояниями в жидкости,
∆T – эффективная ширина превращения по темпе-
ратуре. Так же, как и для релаксирующей сжимае-
мости, чем уже интервал превращения, тем больше
вклад в теплоемкость (при резком фазовом перехо-
де теплоемкость в точке перехода стремится к бес-
конечности). Аномально высокая теплоемкость воды
уже свыше 100 лет является предметом активного
обсуждения. При нормальных условиях изохориче-
ская теплоемкость Cv ≈ 75Дж/моль ·К [99], что в
2 раза выше теплоемкости льда и составляет 9kB в
расчете на молекулу или 3kB в расчете на атом (kB –
постоянная Больцмана). Таким образом, с точки зре-
ния теплоемкости вода себя ведет как твердое тело из
3N частиц (все внутримолекулярные колебания воз-
буждены). Расплав теллура также имеет аномально
высокую теплоемкость – Cv ≈ 42Дж/моль ·К при
температуре плавления и Cv ≈ 55Дж/моль ·К в пе-
реохлажденном состоянии при 630 К [11, 101]. Это в
1.7 и 2.2 раза соответственно превышает величину
3kB в расчете на атом теллура. Превышение релак-
сирующей теплоемкости по сравнению с “мгновен-
ной” на 20–30 Дж/моль ·К при эффективной ширине
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превращения по температуре ∼ 100 K соответствует
вполне разумным значениям разницы энергий меж-
ду двумя состояниями в двухкомпонентной модели
∆EA-C ∼ 0.02−0.03 эВ/атом.

При “отходе” от зоны размытого превращения по
температуре и (или) давлению не только температур-
ные и барические зависимости физических свойств,
но и их абсолютные величины становятся “нормаль-
ными” (см. рис. 10). На этом рисунке приведены тем-
пературные зависимости модулей объемного сжатия
теллура и селена – “нормального” соседа теллура по
периодической системе, а также температурная зави-
симость теплоемкости воды на изохоре в сравнении с
зависимостями для “нормальных” флюидов CH3OH
и CO2. Видно, что при высоких температурах модуль
сжатия расплава теллура вырастает в полтора раза
с намечающейся тенденцией перехода к нормально-
му поведению в области значительно более высоких
температур. Аналогично, теплоемкость воды при вы-
соких температурах падает в полтора раза, в то вре-
мя как в “нормальных” флюидах наблюдается рост
теплоемкости, обусловленный возбуждением внутри-
молекулярных колебаний.

В отличие от измерения модулей на терагерцовых
частотах методом неупругого рассеяния рентгенов-
ских лучей и нейтронов, методики измерения “мгно-
венной” теплоемкости на субпикосекундных време-
нах отсутствуют. В результате все методики изме-
рения дают для аномальных жидкостей релаксиру-
ющие значения теплоемкости. В то же время, тех-
нически реальные импульсные методики измерения
теплоемкости в субмикросекундном диапазоне вре-
мен (см., например, [102]) потенциально могут об-
наружить заметные отличия “мгновенных” значений
теплоемкости от релаксирующих в случае размытых
превращений в вязких расплавах и стеклах. Спе-
цифика исследований теплоемкости и энтропии для
стекол обсуждалась нами в [103]. В случае размы-
тых превращений в вязких жидкостях “мгновенные”
значения сжимаемости также можно получить при
использовании модуляционных методик измерения
(бриллюэновское рассеяние, ультразвуковые иссле-
дования на субгигагерцовых частотах). Поскольку
такие превращения происходят, как правило, при вы-
соких давлениях, экспериментально такие измерения
очень трудоемки. Более реалистично получить дан-
ные по “мгновенной” теплоемкости и сжимаемости
методами компьютерного моделирования.

В недавней работе [75], как и в ряде предыду-
щих работ этих же авторов [10, 74], “аномальность”
“быстрого” звука (большая величина фактора Vl/Vh)
в аномальных жидкостях связывалась с близостью

Рис. 10. (Цветной онлайн) Сравнение модулей объем-
ного сжатия (a) и теплоемкости (b) для аномальных
и “нормальных” жидкостей. Данные по модулям сжа-
тия расплавов теллура и селена рассчитаны на осно-
ве результатов работы [8]; теплоемкость жидкостей на
изохорах на панели (b) взята из [99]

к гипотетической критической точке для фазового
перехода жидкость–жидкость. Делалось это в зна-
чительной степени по аналогии с поведением флюи-
дов вблизи критической точки жидкость–газ. Вбли-
зи критической точки, как и вблизи точки фазового
перехода 2-го рода, наблюдается нарастание флук-
туаций многих характеристик, в том числе флуктуа-
ций плотности. Именно с критическими флуктуаци-
ями авторы [75] связывают релаксационные процес-
сы, приводящие к аномально большому “быстрому”
звуку. При этом отношение Vl/Vh рассматривается
как “сила релаксации” (“relaxation strength”), опреде-
ляющая близость к критической точке [75]. На наш
взгляд, это не совсем верно, и аномальное большое
значение величины Vl/Vh может наблюдаться при
размытых превращениях в жидкостях независимо от
того, существует ли “настоящий” фазовый переход с
критической точкой или нет.

Действительно, как было показано выше, для
большой величины отношения Vl/Vh достаточно на-
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личия двух типов локальных структур в жидкости
и изменения их концентрации при изменении P, T -
параметров. Рост отношения Vl/Vh при этом опреде-
ляется уменьшением значения релаксирующей гид-
родинамической скорости и никак не связан с крити-
ческими флуктуациями. Следует заметить, что фа-
зовый переход жидкость–жидкость во многих аспек-
тах кардинально отличается от перехода жидкость–
газ. Как отмечалось нами еще в первых работах, ос-
новным параметром порядка при переходах в жид-
кости выступает взаимная концентрация компонен-
тов (нано-областей с различным ближним и проме-
жуточным порядком), а объем (плотность) является
вторичным “вспомогательным” параметром порядка
[29, 47]. Сейчас концепция двухкомпонентного пара-
метра порядка (взаимная концентрация разных ло-
кальных структур и плотность) стала общепринятой
[48]. На линии фазового перехода 1-го рода в жидко-
сти эта концентрация меняется скачком, но она нену-
левая для обоих компонентов по обе стороны от пе-
рехода. В критической области скачок концентрации
обращается в нуль, но оба типа локальных структур
присутствуют и в закритической области. Это кар-
динально отличает данное превращение от кипения,
где по обе стороны от линии перехода существуют
либо жидкость, либо газ, а в закритической обла-
сти – это однородный флюид. Все околокритические
аномалии в обоих случаях могут иметь место лишь в
ближайшей окрестности критической точки, там, где
отклонения по температуре, давлению и плотности
от критических параметров существенно меньше са-
мих критических параметров [104]. При этом для пе-
рехода жидкость–жидкость будет наблюдаться рост
флуктуаций не только плотности, но и концентра-
ции компонентов. Экспериментальные исследования
воды и расплава теллура действительно показыва-
ют, что малые изменения в структурном факторе
жидкостей, связанные, предположительно, с ростом
флуктуаций, наблюдаются лишь в переохлажденном
состоянии в узкой области температур [11, 75]. Там
же наблюдается дополнительный рост теплоемкости.
При этом сами авторы отмечают, что масштаб эф-
фектов, связанных с критическими флуктуациями,
в сотни раз меньше, чем вблизи критической точки
жидкость–газ [75]. Более того, и для воды, и для рас-
плава теллура большая величина отношения Vl/Vh
наблюдается в широкой области температур выше
температуры плавления, где никаких критических
аномалий не наблюдается и не может наблюдаться.
Это резко контрастирует с поведением вблизи кри-
тической точки жидкость-газ, где все критические
аномалии и большие значения величины Vl/Vh скор-

релированы между собой и имеют место лишь вбли-
зи критической точки [75]. При размытых струк-
турных превращениях в жидкостях сильный рост
по величине релаксирующих значений теплоемкости,
сжимаемости и отношения Vl/Vh будет наблюдаться
независимо от того, имеется ли для этих превраще-
ний на фазовой диаграмме продолжение в виде пере-
хода 1-го рода с критической точкой или же превра-
щения происходят как плавный кроссовер при лю-
бых P, T -параметрах. Для превращений жидкость–
жидкость главным аспектом является наличие двух
и более типов локальных структур в широкой P, T -
области, а наличие фазового перехода 1-го рода за-
висит от системы и является в определенном смыс-
ле второстепенным. При этом критическая точка мо-
жет находиться в области стабильности жидкой фа-
зы (как в случае расплавов селена и фосфора), в
области метастабильной переохлажденной жидкости
(гипотетически – в воде), либо вообще ниже темпе-
ратуры стеклования (как на рис. 6) или при отрица-
тельных давлениях (т.е., как правило, эксперимен-
тально недостижима). Конечно, при наличии крити-
ческой точки жидкость–жидкость в эксперименталь-
но достижимой области при P, T -параметрах, близ-
ких к критическим, будет наблюдаться дополнитель-
ный рост теплоемкости, релаксирующей сжимаемо-
сти и отношения Vl/Vh. Однако большие значения ве-
личины Vl/Vh, наблюдаемые экспериментально для
воды и расплава теллура, никакого отношения к су-
ществованию или отсутствию критической точки и
фазового перехода 1-го рода в этих жидкостях не
имеют.

Заключение. Таким образом, нами было пока-
зано, что так называемые аномальные жидкости (во-
да, расплавы Te, Se-Te, Ga-Te, Ge-Te и др.) имеют не
только необычное поведение температурных и бари-
ческих зависимостей многих физических свойств, но
и аномальные абсолютные значения для ряда физи-
ческих характеристик. Причиной этого является на-
личие нескольких типов локальных структур в дан-
ных жидкостях и изменение взаимной концентрации
этих структур при изменении температуры и (или)
давления (размытые структурные превращения). В
результате, теплоемкость и сжимаемость таких жид-
костей являются аномально высокими, а скорость
звука в них – аномально низкой по сравнению с жид-
костями, не испытывающими размытых структур-
ных превращений. Как следствие, вода имеет сжима-
емость в 4–5 раз выше, чем аморфные модификации
льда. Аномально высокая сжимаемость наблюдается
и при размытых структурных превращениях в стек-
лах, но, в отличие от жидкостей, лишь при прямых

Письма в ЖЭТФ том 117 вып. 11 – 12 2023



854 В. В. Бражкин, И. В. Данилов, О. Б. Циок

измерениях объема на больших временах. На пико-
секундных и субпикосекундных временах в аномаль-
ных жидкостях измерения дают “мгновенные” зна-
чения скорости звука и модуля объемного сжатия,
сильно превышающие низкочастотные релаксирую-
щие значения. Именно это обстоятельство приводит
к аномальному “быстрому” звуку в таких жидкостях.
“Быстрый” звук в обычных жидкостях почти пол-
ностью определяется вкладом сдвиговой жесткости
на высоких частотах. В аномальных жидкостях ос-
новной вклад в “быстрый” звук связан с сильной
частотной зависимостью объемного модуля сжатия
(его резким уменьшением с понижением частоты).
“Медленный” звук, большие значения теплоемкости
и сжимаемости в аномальных жидкостях не связаны
непосредственно с наличием или отсутствием фазо-
вого перехода 1-го рода, оканчивающегося критиче-
ской точкой, и имеют место при любом сценарии раз-
мытых структурных превращений.
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Предпринята попытка описать электронную структуру хромита (шпинель FeCr2O4) и согласован-
но рассмотреть вопросы орбитального упорядочения, ширины запрещенной зоны и переноса заряда в
рамках теории функционала плотности с учетом сильных электронных корреляций (метод DFT+ U).
Показано, что в данной модели верх валентной зоны хромита представляет собой упорядоченные t2g
орбитали атомов железа в тетраэдрических узлах и формирование дырочных поляронов происходит
именно на данных орбиталях. Рассмотрен неадиабатический барьер активации транспорта дырочных
поляронов. Результаты расчетов ширины запрещенной зоны и энергии активации соотнесены с имею-
щимися экспериментальными данными.
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Описание свойств оксидов железа, в частности,
магнетита Fe3O4, хромита FeCr2O4 и их переходных
состояний, с одной стороны, является одной из ак-
туальных задач, связанных с проявлением эффек-
тов сильных электронных корреляций в материалах
[1–6]. С другой стороны, понимание свойств хроми-
та необходимо для практических применений, напри-
мер, для моделирования процесса коррозии стали [7–
9]. Например, в литературе представлено описание
эффектов сильных корреляций в магнетите: орби-
тального и магнитного упорядочения, разделения за-
рядов в октаэдрической подрешетке [10–14]. Исполь-
зование методов, основанных на полуэмпирической
модели Хаббарда [13, 15–18] (метод DFT + U [19]) или
на гибридных функционалах [15, 16, 13], позволяет
на количественном уровне описывать свойства дан-
ных материалов в согласии с экспериментом. Одна-
ко полного самосогласованного теоретического опи-
сания всех свойств оксидов железа на данный мо-
мент не представлено.

Описание хромита в литературе представлено
также весьма слабо, причем как в эксперименталь-
ных работах, так и в первопринципных расчетах.
Наблюдаются значительные отличия в результатах.
Полученные экспериментально ширины запрещен-
ной зоны в оптических измерениях составляют 2.9 эВ
[20], 1.3 эВ [21], 1.5 эВ [22], 1.5 эВ [23], в то же время

1)e-mail: fominykh.na@phystech.edu,
stegailov.vv@phystech.edu

во многих расчетах в рамках DFT + U щель в пол-
ной плотности электронных состояний отсутствует, а
есть только в плотности состояний минорной компо-
ненты спина [23–26], но есть работы, в которых щель
составляет около 2.1 эВ [27, 28].

Электронный транспорт является также весьма
важным свойством, связанным с электронной струк-
турой, которое на данный момент почти не рассмот-
рено для хромита. Имеющиеся экспериментальные
работы описывают электронный транспорт в магне-
тите в рамках модели прыжков (hopping) малых по-
ляронов [29], однако и тут нет полного согласия меж-
ду имеющимися экспериментами. В работах [30, 31]
энергия активации составляет 0.5 эВ, а согласно
результатам более современного исследования [21]
энергии активации равна 0.12 эВ. В этих работах
показано, что в транспорте участвуют поляроны p-
типа. При этом предполагается, что транспорт про-
исходит с участием ионов Cr3+.

В данной работе в рамках подхода DFT + U мы
рассматриваем совместно ширину запрещенной зоны
и поляронный транспорт, что дает возможность со-
отнести результаты расчетов с экспериментальными
данными.

Детали вычислений. Расчеты выполнялись в
коде VASP [32, 33] с базисом плоских волн и при-
ближением PAW (projector augmented waves) для
описания электрон-ионного взаимодействия. Исполь-
зуется обменно-корреляционный функционал PBE
(Perdew–Burke–Ernzerhof). Базисный набор плоских
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волн был ограничен энергией 550 эВ. Расчетная су-
перячейка содержит 56 атомов (рис. 1), для сум-
мирования по зоне Бриллюэна использовалась Γ-
центрированная k-сетка 3× 3× 3. Порог сходимости
для поиска самосогласованного решения составлял
10−6 эВ, порог оптимизации геометрии был задан по
силам, равным 10−3 эВ/Å. Учет сильных электрон-
ных корреляций осуществлялся в соответствии с [34].
Использовались оптимальные стратегии распаралле-
ливания расчетов [35].

Рис. 1. (Цветной онлайн) Кристаллическая решетка
хромита. Кислород показан красным, железо показано
коричневым и располагается в тетраэдрических узлах
решетки, хром соответственно синий и располагается в
октаэдрических узлах. (Для визуализации использует-
ся VESTA [36])

Исходя из результатов, полученных для магнети-
та в работе [18], мы используем для железа эффек-
тивную поправку Хаббарда UFe

eff = 3.8 эВ. Экспери-
ментальные значения постоянных решетки для маг-
нетита aFe3O4

0 = 8.395 Å и хромита aFeCr2O4
0 = 8.378 Å

[37]. В качестве критерия для подбора согласованно-
го значения UCr

eff для хрома было использовано от-
носительное соотношение постоянных решеток для
магнетита и хромита aFe3O4/aFeCr2O4 ≈ 1 при нуле-
вом давлении (их отличие на 0.017 Å находится за
рамками точности используемой модели). Рассмат-
ривая давление в хромите при равновесной посто-
янной решетки a = 8.49 Å соответствующей модели
магнетита [18], мы получаем значение UCr

eff = 2.0 эВ
(рис. 2).

Орбитальное упорядочение и оптическая

щель. При ионной релаксации структуры кубиче-
ской решетки хромита была получена плотность

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость давления в иде-
альном кристалле хромита от UCr

eff при постоянной ре-
шетке a = 8.49 Å и UFe

eff = 3.8 эВ

электронных состояний с щелью, равной Eg =

= 1.61 эВ. Верх валентной зоны представляет из себя
упорядоченные t2g обитали атомов железа в тетраэд-
рических узлах (рис. 3). Такая структура показыва-
ет, что образование дырочных поляронов, связанных
с хромом, весьма маловероятно, так как их электрон-
ные уровни лежат значительно ниже по энергии, в то
же время перенос заряда за счет прыжков поляронов
по тетраэдрическим узлам весьма вероятен.

Поляронный транспорт. В различных окси-
дах металлов (например, Fe2O3 [38], Cr2O3 [39],
LiFePO4 [40], TiO2 [41], Fe3O4 [42], CeO2 [43, 44])
широко представлен механизм образования поляро-
нов – самоcвязанных переносчиков заряда электрон-
ного или дырочного типа, локальное искажение ре-
шетки которых разрушает трансляционную симмет-
рию и позволяет говорить о локализованном в решет-
ке заряде. Это приводит к переносу заряда не по зон-
ному механизму, а температурно активированным
прыжкам поляронов между узлами решетки с неко-
торым барьером миграции Ea. Для описания данно-
го механизма используются два подхода: теоретиче-
ская модель Гольдштейна–Мотта [45, 46, 47] и поз-
воляющая непосредственную реализацию в перво-
принципных расчетах модель Маркуса [48, 49]. Рас-
четы в рамках данных подходов реализованы для
различных оксидов металлов (см., например, обзоры
[50, 51]).

Описание поляронного транспорта, вообще гово-
ря, требует самосогласованного описания электрон-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Плотность электронных со-
стояний (положительная компонента – спин вверх, а
отрицательная – спин вниз соответственно, энергия от-
считывается от уровня Ферми) и визуализация орби-
тального упорядочения t2g орбиталей атомов железа в
идеальном хромите. Запрещенная зона Eg = 1.61 эВ

ной подсистемы кристалла во взаимосвязи с его
фононной подсистемой. Подобные эффекты взаим-
ного влияния электрон-электронного и электрон-
фононного взаимодействий, определяющие структу-
ру локальных хаббардовских поляронов, могут быть
описаны в упрощенных моделях электронной струк-
туры [1–3]. В используемом нами статическом под-
ходе фононная подсистема явно не описывается: рас-
сматриваются фиксированные конфигурации атомов
вдоль некоторого пути реакции. Можно сказать, что
при этом описывается основная колебательная мода,
которая представляет из себя противофазное дыха-
тельное (breathing) поляронное расширение решетки
вокруг восстанавливаемого (reduced) атома металла
и сжатие вокруг окисляемого атома металла [41].

В рамках теории функционала плотности для бо-
лее точного описания, помимо DFT + U также ис-
пользуют гибридные функционалы, однако обыч-
но они склонны завышать ширину запрещенной зо-

ны и занижать энергию активации поляронного пе-
реноса, таким образом, как и в рамках DFT + U,
для точного описания необходимо введение подго-
ночного эмпирического параметра, связанного с до-
лей Хартри-Фоковского обмена в гибридном функ-
ционале [44, 52].

Моделирование поляронного транспорта прово-
дится в два основных шага: получение локализован-
ных поляронов в интересующих состояниях и непо-
средственный расчет барьера миграции между этими
состояниями. Для получения искажения в решетке, с
которым смог бы связаться полярон, в данной работе
мы сначала проводим ионную релаксацию структу-
ры хромита с вакансией, что изменяет локальное рас-
стояние до атомов кислорода от позиции вакансии,
а затем, возвращая удаленный атом, проводим рас-
чет с ионной релаксацией с измененным количеством
электронов. Таким образом, для хромита мы получа-
ем локализованные дырочные поляроны на t2g орби-
талях атомов железа (рис. 4), в то время как элек-
тронные поляроны в рассматриваемой модели не ло-

Рис. 4. (Цветной онлайн) Два различных состояния с
локализованным дырочным поляроном в соседних уз-
лах. Приведена плотность электронных состояний для
случая локализованного дырочного полярона. Жел-
тым показаны заполненные t2g орбитали атомов желе-
за, а синим – соответственно незаполненная орбиталь в
позиции локализации дырочного полярона. Щель меж-
ду валентной зоной и появившимся дырочном полярон-
ном уровнем Ehp = 1.01 эВ

кализуются, что согласуется с экспериментальными
данными по проводимости p-типа.

Так как перенос электрона при поляронном
транспорте может происходить только при доста-
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точном переносе связанного локального искажения
решетки, то расположение ионов является подхо-
дящей координатой реакции. Рассматривая два
локализованных положения полярона, положим
q = 0 в начальном и q = 1 в конечном состо-
яниях. Для получения переходных состояний
линейно интерполируем координаты ионов в ре-
шетке: Rq = (1 − q)Rq=0 + qRq=1. Далее, проводя
самосогласованный электронный расчет для фикси-
рованных промежуточных ионных конфигураций,
мы получаем барьер миграции (рис. 5). Зависимость
энергии от координаты реакции имеет парабо-
лический вид, что позволяет применять теорию
Маркуса в данном случае. В расчетах мы видим
неадиабатический режим, в котором полярон всегда
остается локализованным в одном из узлов без
явного переходного состояния. Зависимость энергии
симметрична относительно неадиабатического пе-
реходного состояния q = 0.5, при котором энергии
поляронов локализованных в разных узлах равны.
Таким образом, в рассматриваемой модели энерге-
тический барьер поляронного переноса составляет
Ea = 0.16 эВ.

Рис. 5. (Цветной онлайн) Нормированная энергия
вдоль пути миграции полярона. Синие точки соот-
ветствуют начальному состоянию зарядовой плотно-
сти при q = 0, оранжевые – при q = 1. Энергетиче-
ский барьер неадиабатического поляронного переноса
Ea = 0.16 эВ

Обсуждение результатов и выводы. Исполь-
зуя в качестве критерия для выбора UCr

eff = 2 эВ соот-
ношение постоянной решетки в идеальных магнетите

и хромите, мы получаем хорошо согласованные с экс-
периментами ширины запрещенной зоны и энергию
активации поляронного переноса, которые завыше-
ны на 15–25 % по сравнению с экспериментальными
данными, что представляет собой наилучшее количе-
ственное описание по сравнению с другими опубли-
кованными результатами первопринципных расчетов
[23–28]. Наиболее вероятно, что подбором более оп-
тимального UFe

eff и соответственного UCr
eff можно вос-

произвести значения еще более точно.
Основываясь на полученных результатах, мож-

но предположить, что наиболее вероятный механизм
электронного транспорта в хромите – это прыжки
дырочных поляронов по t2g орбиталям ионов желе-
за в тетраэдрических сайтах без прямого участия
ионов хрома. Следует отметить, что согласно [30]
в случае различных концентраций хрома шпинель
FeFe2−xCrxO4 имеет проводимость n-типа вплоть до
концентрации x ≈ 1.2 и p-типа после (при этом
имеет место и скачок проводимости). Данный эф-
фект, вероятно, может быть объяснен двумя режима-
ми проводимости: 1) прыжки электронных поляро-
нов по октаэдрическим сайтам при структурах, близ-
ких к магнетиту, 2) прыжки дырочных поляронов по
тетраэдрическим сайтам при структурах, близких к
хромиту. Однако все еще вполне не понятны большие
различия в энергиях активации между результатами
работ [21] и [30]. Исходя из согласия наших расче-
тов с энергией активации в 0.12 эВ в первой работе
[21] и отсутствием кристаллографических данных во
второй работе [30], можно предположить, что боль-
шая энергия активации в [30] является следствием
использования в [30] сложного неоднородного соста-
ва образцов.

Следует упомянуть, что, как правило, существу-
ет возможность адиабатического поляронного пере-
носа, для которого перекрытие волновой функции
электрона в начальном и конечном состоянии по-
нижает энергию миграции полярона. Возможность
оценки таких механизмов приведена, например, в
[41, 53], а в большинстве других работ адиабатиче-
ский механизм получался непосредственно из расче-
тов вдоль пути реакции. При этом некоторые авторы
интерпретируют свои экспериментальные результа-
ты в рамках модели неадиабатического поляронного
переноса [54, 55].

Работа выполнена при финансовой поддержке
Министерства науки и высшего образования РФ
(соглашение с ОИВТ РАН # 075-01129-23-00 от
29.12.2022 г.)

Исследование осуществлено в рамках Программы
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Metallic cobalt is a canonical ferromagnet with an
extremely high Curie temperature of 1418 K, which is
significantly larger than that in iron (1043 K) and nickel
(631 K). The experimental magnetic moment of ferro-
magnetic cobalt is also high (1.7µB) and exceeded only
by iron (2.2µB) among all 3d metals.

At low temperatures, cobalt is ferromagnetic with
the hexagonal close packed (hcp) lattice, which upon
heating to 720 K transforms into the face-centred cubic
(fcc) one. Further heating to 1418 K leads to a transi-
tion to the paramagnetic phase, which is stable up to a
melting point of 1770 K.

The electronic structure of cobalt has been theoret-
ically studied using density functional theory (DFT)
within local density and generalized gradient approxi-
mations. These studies addressed electronic, structural
and magnetic properties of both phases [1–6], but ne-
glected the dynamic electron correlations, which were
shown to be significant in other 3d metals [7–11]. More-
over, the DFT alone corresponds to zero temperature
and cannot be applied directly to the paramagnetic
state.

To obtain an accurate treatment of local many-body
effects at finite temperatures, the DFT can be combined
with model approaches, such as the dynamical mean-
field theory (DMFT) [12]. This combination is called
DFT + DMFT [13] and can be applied to both magnet-
ically ordered and paramagnetic states at any ratio of
Hubbard parameter U to bandwidth.

In this paper, we study the influence of Coulomb cor-
relations on spectral and magnetic properties of param-
agnetic fcc cobalt by the DFT + DMFT approach.

In contrast to the bcc iron, the obtained elec-
tronic self-energies exhibit a quasiparticle shape with
the quasiparticle mass enhancement factor m∗/m ∼ 1.8.
These value corresponds to a moderately correlated

1)e-mail: alexander.s.belozerov@gmail.com

metal and is greater than those for chromium (1.17) [9],
nickel (1.25) [10], and vanadium (1.7) [11].

The calculated uniform magnetic susceptibility fol-
lows the Curie–Weiss law with the Curie–Weiss tem-
perature Θ = 1240K, which is 13 % less than the exper-
imental Curie temperature of 1418 K.

To clarify the underlying cause of the Curie–Weiss
behaviour, we calculate the local magnetic susceptibil-
ity χloc = 4µ2

B

∫ β

0
〈Sz(τ)Sz(0)〉dτ , where Sz is the z-

component of the local spin operator, β is the inverse
temperature, τ is the imaginary time. The inverse of
χloc also depends linearly on temperature. This find-
ing indicates that the Curie–Weiss behaviour of uniform
magnetic susceptibility is caused by formation of local
magnetic moments.

To investigate the degree of magnetic moment lo-
calization, we examine the local spin-spin correlation
function χspin(τ) = 〈Sz(τ)Sz(0)〉 and its real-frequency
counterpart χspin(ω). The latter is obtained by Fourier
transforming χspin(τ) to imaginary frequency and then
analytically continuing to real frequency ω. In the top
panel of Fig. 1, we present the obtained χspin(τ) and the
real part of χspin(ω) in comparison with those of para-
magnetic chromium [9], which is a canonical itinerant
antiferromagnet, and bcc iron [14] known as a system
with well-defined local magnetic moments. One can see
that χspin(τ) for cobalt has an instantaneous average
〈S2

z 〉 = 0.75, which is lower than iron’s value of 1.6 and
close to that of chromium. However, in contrast to Cr,
χspin(τ) for cobalt saturates to a finite value at τ → β/2,
indicating some localization of magnetic moments.

To obtain a more quantitative estimate of moments
localization, we consider the real part of χspin(ω) shown
in the right panels of Fig. 1. Specifically, the half-width
of the peak in Re[χspin(ω)] at its half-height is nearly
equal to the inverse lifetime of local magnetic mo-
ments [8]. The obtained results indicate that the life-
time of magnetic moments in cobalt is about 10 times
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Fig. 1. (Color online) Local spin-spin correlation functions
in the imaginary time τ (left panels) and real frequency
ω (right panels) domains calculated by DFT+ DMFT
method for cobalt in comparison with those of paramag-
netic chromium [9] and bcc iron [14] (top panels). Bottom
panels: orbital-resolved spin-spin correlation functions for
cobalt

lower than in bcc iron, but about 8 times larger than in
chromium.

To identify the dominant wave-vector of magnetic re-
sponse, we calculate the momentum dependence of the
static magnetic susceptibility. The obtained results re-
veal the dominance of ferromagnetic correlations.

To summarize, we have investigated the electronic
and magnetic properties of fcc cobalt by DFT + DMFT
approach. The computed uniform and local magnetic
susceptibilities follow the Curie–Weiss law, which has
been shown to occur due to the partial formation of local
magnetic moments. We found that the lifetime of these
moments in cobalt is significantly less than in bcc iron,
implying that the magnetism of cobalt is more itiner-
ant. Furthermore, contrary to previous reports for bcc
iron [7], we have not observed substantial orbital se-
lectivity in cobalt. In particular, all obtained electronic
self-energies in cobalt exhibit a quasiparticle shape with
the quasiparticle mass enhancement factor m∗/m ∼ 1.8,
corresponding to moderately correlated metal. Analyz-

ing the momentum dependence of static magnetic sus-
ceptibility, we found a strong tendency to ferromagnetic
ordering.

We thank A. A. Katanin for the valuable discussions.
The DFT + DMFT calculations were supported by the
Russian Science Foundation (project # 19-12-00012).
A. S. Belozerov was supported by the Alexander von
Humboldt Foundation.
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3. M. Körling and J. Häglund, Phys. Rev. B 45, 13293

(1992).

4. J.-H. Cho and M. Scheffler, Phys. Rev. B 53, 10685

(1996).

5. S. F. Matar, A. Houari, and M. A. Belkhir, Phys. Rev.

B 75, 245109 (2007).

6. V.A. de la Peña O’Shea, I. de P.R. Moreira, A. Roldán,

and F. Illas, J. Chem. Phys. 133, 024701 (2010).

7. A.A. Katanin, A. I. Poteryaev, A.V. Efremov,

A.O. Shorikov, S. L. Skornyakov, M.A. Korotin, and

V. I. Anisimov, Phys. Rev. B 81, 045117 (2010).

8. P.A. Igoshev, A.V. Efremov, A. I. Poteryaev,

A.A. Katanin, and V. I. Anisimov, Phys. Rev. B

88, 155120 (2013).

9. A. S. Belozerov, A.A. Katanin, and V. I. Anisimov,

J. Phys.: Condens. Matter 33, 385601 (2021).

10. A. Hausoel, M. Karolak, E. Şaşıoğlu, A. Lichtenstein,

K. Held, A. Katanin, A. Toschi, and G. Sangiovanni,

Nat. Commun. 8, 16062 (2017).

11. A. S. Belozerov, A.A. Katanin, and V. I. Anisimov,

Phys. Rev. B 107, 035116 (2023).

12. A. Georges, G. Kotliar, W. Krauth, and M. J. Rozen-

berg, Rev. Mod. Phys. 68, 13 (1996).

13. V. I. Anisimov, A. I. Poteryaev, M.A. Korotin,

A.O. Anokhin, and G. Kotliar, J. Phys.: Condens.

Matter 9, 7359 (1997).

14. A. S. Belozerov, A.A. Katanin, and V. I. Anisimov,

Phys. Rev. B 96, 075108 (2017).

Письма в ЖЭТФ том 117 вып. 11 – 12 2023



Pis’ma v ZhETF, vol. 117, iss. 11, pp. 865 – 866 © 2023 June 10

Robust and fast quantum state transfer on superconducting circuits

X.-Q. Liu+, J. Liu+∗1), Z.-Y. Xue+∗ 1)

+Guangdong Provincial Key Laboratory of Quantum Engineering and Quantum Materials,
and School of Physics and Telecommunication Engineering, South China Normal University, 510006 Guangzhou, China

∗Guangdong-Hong Kong Joint Laboratory of Quantum Matter, and Frontier Research Institute for Physics,
South China Normal University, 510006 Guangzhou, China

Submitted 7 April 2023
Resubmitted 20 April 2023

Accepted 28 April 2023

DOI: 10.31857/S1234567823110101, EDN: djrvhp

The Quantum spin chain for QST was first proposed
by Bose [1]. In order to achieve perfect transmission with
long distance, many kinds of programs have been pre-
sented [2–10]. And it is shown that the precise control of
coupling strength is a good solution [2–4], but it is chal-
lengeable for experiment operations. Therefore, to make
the experimental operation as simple as possible, the
idea of reducing the ratio of the coupling intensity be-
tween the two ends and the chain is put forward [11, 12],
where the whole system is simplified into a two-state or
three-state system, and then using the characteristics of
the energy spectrum, the state is resonately transfered
[11, 13]. It is worth noting that in this scheme, high effi-
ciency is accompanied by a small ratio, if high fidelity is
obtained, then the transmission time closely associated
with the coupling strength will be very long, at the same
time, the influence of external factors on the system will
enlarge. Therefore, the question of how to shorten the
time of state transmission and obtain higher fidelity is
our objective.

In this paper, we find another method to achieve
state transmission with shorter time and higher fidelity.
The idea is to enlarge the proportion of the coupling
strength between the two ends and the chain and add
alternating on-site potential, which can improve trans-
mission efficiency.

The protocol of description is shown in Fig. 1a, where
the coupling strength inside the spin chain is J, and the
two relative ends of the chain are connected by the cou-
pling strength g. Thence, the Hamiltonian of the system
can be described by

H1 =

N
∑

j=1

λjS
z
j +

N−2
∑

j=2

J(S+
j S

−
j+1 +H.c.) +

+ g(S+
1 S

−
2 + S+

N−1S
−
N +H.c.), (1)

1)e-mail: liuj.phys@foxmail.com; zyxue83@163.com

where λj = (−1)jλ is the on-site potential, and N is
the total number of spin qubits. With Jordan–Wigner

transformation [14], i.e., cj = exp
[

iπ(
∑j−1

l=0 S
+
l S

−
l )
]

S−
j ,

the Hamiltonian is transformed to

HT
1 =

N
∑

j=1

λjc
†
jcj +

N−2
∑

j=2

J(c†jcj+1 +H.c.)

+ g(c†1c2 + c†N−1cN +H.c.). (2)

With the help of “operators” commutation relations,
[HT

1 ,
∑N

j=1 nj ] = 0, where nj = c†jcj is the “parti-
cle” number operator, the Hamiltonian of the Eq. (1)
is transformed to another Hilbert space consisting of
eigenvectors of particle number operators.

In our proposal, there are three parameters {J, g, λ},
which together determine the performance of QST. Our
goal is to realize the QST with a longer chain and higher
fidelity by searching for appropriate parameters. We dis-
play the QST of 9 spin qubits with our scheme. Here
and after, setting J = 1, we plot the effect of parame-
ters {g, λ} for QST, as shown in Fig. 1b, and the better
results without decoherence and decoherence rate Γ sat-
isfying Γ/J = 10−3 are displayed. We also extend the
length of the chain to 11, and the better results that
decoherence rate Γ equals to 0 and satisfies Γ/J = 10−3

are displayed.
In previous works [11, 13], high-fidelity transmission

can be achievable under the restriction condition J ≫ g,
and the long evolution time is accompanied. Besides, if
you consider the system’s decoherence, the fidelity of
the whole operation will be discounted. In our proposal,
adding on-site potential to the qubits in the chain, even
though g takes a slightly larger value, high-efficiency
QST can be achievable within shorter evolution time.
More importantly, the scheme is relatively easy to im-
plement in the experiment and details are as follows.

The spin chain is simulated on superconducting cir-
cuits, where adjacent transmons are coupled by a large

5 Письма в ЖЭТФ том 117 вып. 11 – 12 2023 865
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Fig. 1. (Color online) (a) – An illustration of the scheme,
a spin chain links the sender (site 1) and the receiver (site
N ) with coupling strength g , and the coupling strength of
the interchain is J, which is set to be 1 in the numerical
calculation. (b) – The numerical simulation of large-scale
search results in the case N = 9. The diagram represents
the fidelity distribution on the g-λ plane. (c) – The specific
process of state transfer as an example of 9 spin qubits.
The system prepares the initial state. After a period of
evolution time τ , the state is retrieved from the extreme
of the chain with confidence

capacitance. The Hamiltonian of the coupled system can
be written as

H2 =
N
∑

l=1

ωl

2
σz
l +

N−1
∑

l=1

Ωl(σ
†
l σl+1 +H.c.), (3)

where ωl and σ†
l denote the frequency and the cre-

ation operator for the lth transmon, respectively, and
Ωl is coupling strength between lth and (l+1)th trans-
mons. In accordance with the scheme, tunable coupling
strength is necessary and can be achieved by our para-
metric modulation on the qubits [15]. The representa-
tion transformation and rotating-wave approximation is
conducted, and then the effective Hamiltonian can be
obtained, i.e.

Heff
2 =

N
∑

l=1

ml

2
σz
l +

N−1
∑

l=1

Ωeff
l (σ†

l σl+1 + H.c.), (4)

where ml represents frequency distance between neigh-
boring transmons and external driving, and is deter-
mined according to the Hamiltonian to be simulated.

In the case of length for N = 9, the coupling
strengths of the two ends and the middle are the same
separately, that is Ω1 = Ω8, Ω2 = Ω3 = ... = Ω7, and
Ω1 = 0.31Ω2. And for N = 11, the coupling strengths
among transmons are identical and remarked as Ω1.
Here, we take the specific values for Ω2 with respect
to 9 transmons and Ω1 about 11 transmons. With the

decoherence rate Γ = 2π × 5 kHz, numerical simulation
in the case N = 9 is with fidelity of 99.36%, and in
the case N = 11 is 98.62%, which shows our scheme is
robust against decoherence.

In summary, we propose a scheme to implement
high-fidelity QST in a spin chain. Our proposal is
achieved by modulating coupling strength and adding
on-site potential, which effectively reduces the evolution
time and has strong robustness against decoherence. In
other words, the benefit of our scheme is robust against
the decoherence due to shorter time brought by coupling
strength. That long distance and high fidelity quantum
state transmission will shed light on the realization of a
quantum computer in the future.

This is an excerpt of the article “Robust and fast
quantum state transfer on superconducting circuits”.
Full text of the paper is published in JETP Letters jour-
nal. DOI: 10.1134/S0021364023601057
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В данной работе экспериментально реализован протокол оптической квантовой памяти на основе
восстановления сигнала подавленного эха (ROSE) на телекоммуникационной длине волны для сигналь-
ных световых полей с малым числом фотонов. Для этого была инициализирована долгоживущая (> 1 c)
линия поглощения и выбрана ортогональная геометрия распространения сигнального и рефазирующего
полей. Достигнута эффективность восстановления для ортогональных компонент поляризации сигналь-
ного импульса 17±1 % при времени хранения 60мкс. Входной импульс содержал в среднем ∼ 38 фотонов,
а восстановленный эхо-сигнал ∼ 6 фотонов при отношении сигнал-шум = 1.3.

DOI: 10.31857/S1234567823110113, EDN: djxudp

Оптическая квантовая память (ОКП) предназна-
чена для хранения квантовых состояний света с по-
следующим извлечением этих состояний по запросу в
произвольный момент времени. При этом разработка
эффективной многокубитовой ОКП на телекоммуни-
кационной длине волны (λ ∼ 1.5мкм) является од-
ной из ключевых задач в оптических квантовых тех-
нологиях [1], в значительной степени благодаря боль-
шому интересу к созданию на ее основе квантового
повторителя для оптических квантовых коммуника-
ций на дальние расстояния [2], а также рассматрива-
ется важным модулем для создания сети квантового
интернета и универсального квантового компьютера
[3]. За последние два десятилетия были предложе-
ны разные протоколы эффективной записи и счи-
тывания фотонных кубитов из ячейки ОКП [4, 5].
Схема ОКП, основанная на использовании высоко-
эффективного обращенного фотонного эха в оптиче-
ски плотной среде [6], нашла активное применение
в разработке ряда протоколов ее реализации в кри-
сталлах, активированных редкоземельными ионами
[7]. Один из таких протоколов основан на восстанов-
лении сигнала подавленного эха (revival of silenced

echo – ROSE протокол) [8], разработка которого яв-
ляется предметом настоящего исследований.

Протокол ROSE близок к классической схеме дву-
химпульсного фотонного эха, где к сигнальному и

1)e-mail: mansur@kazanqc.org

рефазирующему импульсу добавляется второй рефа-
зирующий импульс, восстанавливающий сигнал пер-
вичного эха, который излучается уже в неинверти-
рованной системе [9]. Максимум ROSE-сигнала до-
стигается, когда рефазирующие световые импуль-
сы имеют импульсную площаль π, что совпадает
с известной в ЯМР (ядерный магнитный резонанс)
последовательностью Карр–Парсела [10]. Вместе с
тем, в отличие от сигналов эха в последовательно-
сти Карр–Парсела, излучение первичного фотонно-
го эха полностью подавляется в ROSE-протоколе, а в
ROSE-сигнале излучается практически вся запасен-
ная в атомах энергия при точной реализации про-
токола. Относительная простота экспериментальной
реализации и большое время жизни квантовой ко-
герентности ROSE-протокола привлекает внимание
к его разработке в различных экспериментальных
условиях. Подавление первичного эха обеспечива-
ют разными способами, например, путем управления
условиями фазового синхронизма за счет выбора на-
правления распространения сигнального и рефази-
рующего лазерных полей, как было показано в рабо-
тах [8, 11, 12], или с помощью дополнительного кон-
троля рефазировки атомной когерентности [13–15].
Недавно ROSE-протокол был реализован в резона-
торе в режиме согласования связи с адресной запи-
сью и считыванием сигнальных импульсов [16]. Так-
же отметим экспериментальные разработки ROSE-
протокола в интегральных структурах [17, 18].
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В экспериментальных работах [8, 11, 12, 16–18]
были использованы оптические переходы некрамер-
совых редкоземельных ионов тулия (λ ∼ 793 нм) и
европия (λ ∼ 580 нм), применение которых для рабо-
ты на телекоммуникационной длине волны представ-
ляется крайне затруднительным. Для практических
применений большой интерес вызывает оптический
переход ионов эрбия 4I15/2−4I13/2, длина волны
перехода которого в кристалле Y2SiO5 (λ ∼ 1.5мкм)
лежит в окне прозрачности стандартного телеком-
муникационного оптоволокна. При использовании
коллинеарной геометрии распространения световых
импульсов в этом кристалле ROSE протокол был
реализован c наилучшей эффективностью 40 %
[19, 20]. В этих работах в качестве рефазирующих
импульсов лучше всего зарекомендовали себя им-
пульсы с амплитудной и частотной модуляцией
[16, 21]. Однако, даже такие импульсы не обеспечили
достаточно высокой степени инверсии резонансных
переходов в условиях реального эксперимента с
ансамблем двухуровневых атомов, что приводило к
появлению крайне нежелательного спонтанного из-
лучения во время излучения ROSE-сигнала. Одним
из способов уменьшения квантовых шумов, вызван-
ных люминесценцией, является модификация линии
поглощения неоднородно уширенного перехода,
приводящая к появлению остаточной населенности
возбужденных атомов лишь в спектральном диапа-
зоне сигнального импульса [16]. Для практического
использования ROSE-протокола необходимо, чтобы
модифицированная линия поглощения обладала
достаточно большим временем жизни. Отметим, что
создание долгоживущих спектральных провалов для
некрамерсовых ионов (таких, как Eu3+, Pr3+, ...)
электронный магнитный момент которых равен 0, не
является сложной задачей, поскольку сверхтонкие
подуровни обладают большими временами жизни
T1, например, T1 = 23 дня для ионов европия в
кристалле Y2SiO5 [22].

Крамерсовы ионы (такие, как Er3+, Nd3+...) мож-
но характеризовать эффективным электронным спи-
ном S = 1/2. Для этих ионов типична быстрая релак-
сация электронного спина, которая значительно со-
кращает время жизни сверхтонких состояний иона.
Вместе с тем, в работах [23, 24] было показано, что
переходы между электронно-ядерными подуровнями
основного состояния 167Er3+ в кристалле Y2SiO5 мо-
гут обладать большими временами жизни и спино-
вой когерентности (десятки и единицы секунд) при
дополнительном ослаблении процессов электронной
спиновой релаксации. Это возможно при помещении
кристалла в большие магнитные поля (H > 3Тл)

и низкие температуры (T < 1.5К), при которых
электронный спин основного состояния практически
полностью “вымораживается”, так что относительно
быстрая спиновая релаксация начинает слабо влиять
на релаксацию ядерных спинов [23]. Оптические пе-
реходы ионов 167Er3+ в кристалле Y2SiO5 на длине
волны λ ∼ 1538.3 нм (второй тип примесного цен-
тра) происходят между 8-ю нижними по энергии
сверхтонкими подуровнями основного крамерсового
дублета и 8-ю сверхтонкими подуровнями оптически
возбужденного дублета. При этом спектр поглоще-
ния состоит из трех групп линий, соответствующих
оптическим переходам с изменением проекции ядер-
ного спина ∆mI = mI(g)−mI(e) = −1, 0,+1. Сверх-
тонкая структура в наблюдаемом спектре поглоще-
ния достаточно хорошо оптически разрешена, что
позволяет поэтапно переводить весь ансамбль ионов
в одно долгоживущее сверхтонкое состояние и созда-
вать оптической накачкой высокую ядерную спино-
вую поляризацию [24]. Использование такого началь-
ного состояния в ансамбле ионов 167Er3+ открыва-
ет большие возможности в улучшении базовых пара-
метров ROSE-протокола, что является целью насто-
ящего исследования.

В данной работе мы экспериментально реализо-
вали ROSE протокол в кристалле 167Er3+: Y2SiO5

с использованием ортогональной геометрии распро-
странения сигнального и рефазирующих полей с под-
готовкой начального спектра поглощения на оптиче-
ском переходе 4I15/2(0)−4I13/2(0) ионов эрбия с це-
лью уменьшения уровня квантовых шумов в изуча-
емом протоколе ОКП. Ортогональная геометрия по
сравнению с коллинеарной геометрией распростране-
ния сигнального и рефазирующих импульсов обла-
дает следующими преимуществами. Во-первых, ре-
фазирующие импульсы испытывают меньшие иска-
жения из-за эффектов распространения в оптически
плотной среде, так как сигнальный луч может про-
ходить рядом с торцом кристалла. Во-вторых, такая
геометрия обеспечивает лучшую пространственную
изоляцию от рассеянных фотонов в рефазирующем
пучке. В-третьих, ортогональная геометрия наиболее
удобна для дальнейшего использования резонатора
для сигнального пучка.

Упрощенная схема квантовых переходов ионов
167Er3+ приведена на рис. 1а. Принципиальная схе-
ма экспериментальной установки и временные по-
следовательности используемого лазерного излуче-
ния и импульсов показаны на рис. 1b, c и 2, соот-
ветственно. Источниками лазерного излучения в экс-
периментальной установке служили два перестраи-
ваемых одночастотных диодных лазера, настроен-
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Упрощенная схема экспериментальной установки. (а) – Схема квантовых переходов между
энергетическими уровнями 167Er3+. (b) – Кристалл 167Er3+: Y2SiO5, находящийся в криостате при температуре 1.3 К
и внешнем магнитном поле H = 3.39 Tл. Желтыми треугольниками показаны ввод/вывод излучения из оптического
волокна, D-детекторы, FBS-волоконный светоделитель 50:50; АОМ-акустооптический модулятор света. (c) – Модуль
подготовки сигнального и зондирующего поля, часть излучения отводится в модуль d для модификации линии погло-
щения и создания рефазирующих импульсов. (d) – Модуль подготовки рефазирующих импульсов (с помощью лазера
Toptica CTL-1500) и лазерного излучения для перераспределения ионов эрбия в основном состоянии (с помощью ла-
зера New Focus TBL-6700). EDFA-эрбиевый волоконный оптический усилитель, FAOM-волоконный акустооптический
модулятор света

Рис. 2. (Цветной онлайн) Временная последовательность световых импульсов. (а) – Длинный импульс излучения (spin
pumping), обеспечивающий перераспределение населенности между сверхтонкими подуровнями основного состояния
ионов эрбия (A-B). (b) – Последовательность импульсов для инициализации начального спектра поглощения (B-C) и
генерации рефазирующих импульсов (D-E). (c) – Момент запуска сигнального импульса (D) и время излучения ROSE-
сигнала (E). (d) – Пробное излучение (E-F), зондирующее спектр поглощения в рабочем спектральном диапазоне

ные на длину волны λ = 1538.35 нм используемо-
го оптического перехода ионов эрбия (второй тип
примесного центра). Перераспределение населенно-

сти между сверхтонкими подуровнями основного со-
стояния ионов эрбия осуществлялось с помощью ди-
одного лазера (New Focus TLB-6700, рис. 1с). Излуче-
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ние этого лазера модулировалось по частоте и прохо-
дило через волоконный эрбиевый усилитель (Keopsys
CEFA-C-PB-LP-SM), где усиливалось до мощности
∼ 80 мВт в непрерывном режиме перед попаданием
излучения в криостат с кристаллом 167Er3+: Y2SiO5.
Длина волны излучения лазера была настроена на
оптические переходы эрбия с переворотом ядерно-
го спина ∆mI = −1 (показаны на рис. 1а красным
цветом и на рис. 3 горизонтальной красной скоб-
кой). Время перераспределения населенности меж-
ду сверхтонкими подуровнями задавалось равным
500 мс (рис. 2а). Для формирования последователь-
ностей световых импульсов, приведенных на рис. 2b–
d, был использован другой задающий лазер (Toptica
CTL-1500), частота которого с помощью сервокон-
троллера (Vescent Photonics D2-125) была стабилизи-
рована оптическим эталоном,обладающим большой
резкостью (F > 1000) и высокой термостабильно-
стью (< 5 МГц/◦С) резонансной частоты. Последо-
вательности сигнальных и зондирующих импульсов
(рис. 2с и d соответственно) формировались из излу-
чения задающего лазера с помощью акустооптиче-
ского модулятора (АОМ) (см. рис. 1с). Часть лазер-
ного излучения дополнительно усиливалась с помо-
щью волоконного эрбиевого усилителя (до 180 мВт
перед криостатом). Усиленное излучение проходило
через волоконный АОМ (рис. 1d), который форми-
ровал последовательности импульсов, используемых
для модификации линии поглощения и для создания
рефазирующих импульсов (см. рис. 2b). Последова-
тельности импульсов, приведенные на рис. 2, повто-
рялись с частотой 0.5 Гц.

Кристалл 167Er3+: Y2SiO5 (c = 0.005%) в фор-
ме прямоугольного параллелепипеда, имеющего раз-
меры 3 × 3 × 5мм3, с ребрами параллельными осям
D1×D2×b (показано во вставке рис. 1b), охлаждался
до температуры 1.3 К в криостате замкнутого цикла
со сверхпроводящим магнитом. Магнитное поле бы-
ло направлено вдоль оси D1 кристалла и имело ве-
личину H = 3.39Tл. Сигнальный световой импульс
(Es) распространялся параллельно осиD1 кристалла
(kEs‖D1‖H, бирюзовая линия на рис. 1b) и был поля-
ризован либо вдоль оси D2 (Es‖D2), либо вдоль оси
b кристалла (Es‖b). Световые импульсы, последова-
тельности которых приведены на рис. 2а и b, распро-
странялись вдоль оси b кристалла с длиной 5 мм в
этом направлении. Поляризация световых импульсов
была ориентирована параллельно оси D1 кристалла.

Для измерения входного сигнального импульса
и излучаемого ROSE-сигнала был использован фо-
тодетектор (обозначен D1 на рис. 1а) на основе ла-
винного фотодиода (Thorlabs APD110С/M), сигнал

с которого поступал на осциллограф (Tektronix DPO
7104C). Лавинный фотодиод заменялся на сверхпро-
водниковый детектор одиночных фотонов (Scontel
SSPD) в экспериментах с сигнальными импульсами,
содержащими малое число фотонов. В этом случае в
детектирующий канал был также добавлен волокон-
ный фильтр (SKEO SK-CF55M), который не пропус-
кал излучение с длинами волн, соответствующими
люминесценции с оптического возбужденного уров-
ня 4I13/2(0) на два возбужденных уровня основного
мультиплета 4I15/2(n = 1; 2). Длины волн люминес-
ценции на другие уровни эрбия 4I15/2(n > 2) находи-
лись вне рабочего спектрального диапазона детек-
тора. Таким образом, на фотодетектор D1 попадало
излучение с частотами, соответствующими резонанс-
ной линии люминесценции, совпадающей с частот-
ным диапазоном ОКП.

Рис. 3. (Цветной онлайн) Спектр поглощения оптиче-
ского перехода 4I15/2(0)−4I13/2(0) ионов эрбия (второй
тип примесного центра, λ ∼ 1538.35 нм, H = 3.39 Tл,
kEs‖D1‖H, Es‖D2) черная сплошная кривая. Пере-
распределение населенности сверхтонких подуровней
основного состояния преимущественно на состояние
mI = | − 7/2〉 в зависимости от времени задержки B-E
(в секундах) между перераспределяющим импульсом
(рис. 2а) и зондирующим излучением (рис. 2d). Данная
зависимость приведена в виде поведения спектра по-
глощения на данном оптическом переходе при разных
временах задержки зондирующего излучения, а так-
же в виде зависимости величины поглощения наибо-
лее интенсивной линии вблизи 0ГГц от задержки B-
E (вставка в левом верхнем углу). Красной скобкой
∆mI = −1 показан спектральный диапазон сканиро-
вания перераспределяющего лазера

На рисунке 3 представлены экспериментальные
данные по кинетике перераспределения населенно-
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сти сверхтонких подуровней основного состояния
ионов 167Er3+, преимущественно на состояние mI =

= | − 7/2〉 в зависимости от времени задержки B-
E, задаваемого в секундах на рис. 2 между перерас-
пределяющим импульсом (рис. 2а) и зондирующим
(sweep) излучением (рис. 2d). Спад поглощения (на-
селенности состояния), наблюдаемый для наиболее
интенсивной линии, расположенной вблизи 0 ГГц, в
зависимости от задержки подаваемого зондирующе-
го излучения приведен на вставке рис. 3. Получен-
ные экспериментальные данные по кинетике спада
поглощения хорошо описываются суммой двух экс-
понент αL(τBE) = αLnp + A1e

− τBE
T
middle + A2e

− τBE
T
slow ,

где Tmiddle
∼= 2.5 ± 0.3 с, Tslow

∼= 10.3± 2 с, A1 = 1.42,
A2 = 1.25, αLnp = 1.67. Результат аппроксимации
представлен на графике сплошной кривой красного
цвета. Стоит отметить, что измеренное время Tslow

совпадает с хорошей точностью со значением, полу-
ченным в работе [25] в кристалле 167Er3+: Y2SiO5 для
первого примесного центра при T = 1.6К в отсут-
ствии внешнего магнитного поля.

Далее был подготовлен начальный спектр погло-
щения на оптическом переходе с правилом отбора
∆mI = 0 между сверхтонкими подуровнями основ-
ного и возбужденного состояниями ∆mI = | − 7/2〉.
Для этого использовалась последовательность из 2-х
прожигающих лазерных импульсов, представленная
на рис. 2b (B-C). Эти импульсы имели амплитудную
и частотную модуляцию [16, 21], электрическое поле
εp(t) и несущая частота ωp(t) импульсов были следу-
ющего вида:

εp(t) = ε0sech (β(t− tp)) , (1)

ωp(t) = ω0,p + µβ tanh (β(t− tp)) , (2)

где p = 1, 2, параметры β и µ определяют длитель-
ность импульсов (β−1) и его спектральную ширину
(2µβ). Такие импульсы позволяют эффективно ин-
вертировать ансамбль атомов, резонансные частоты
которых лежат в спектральном интервале 2µβ. При
создании таких импульсов была учтена нелинейная
передаточная функция АОМа. Для чего на вход АО-
Ма подавалась скомпенсированная форма импульса,
чтобы на его выходе интенсивность имела временную
зависимость Ip(t) ∼ ε2p(t) = ε20sech

2(β(t − tp)). Цен-
тральная частота прожигающих импульсов (ω0,p) за-
давалась левее (p = 1) и правее (p = 2) рабочего
диапазона ОКП согласно:

ω0,p = ω0 + (−1)p
∆
2 , (3)

где ω0 – центральная частота сигнального импульса,
∆ = 2МГц – расстояние между центрами спектраль-

ных провалов, превышающим спектральную шири-
ну импульса (δω = 2µβ = 1МГц, β = 2π × 50 кГц
и µ = 10), которая соотвествует ширине приготав-
ливаемых спектральных провалов. Воздействие по-
следовательностью из 2-х импульсов занимало вре-
мя 100 мкс и повторялась 5000 раз. Сразу после при-
готовления спектра поглощения наибольшая часть
ионов Er находится в оптически возбужденном со-
стоянии. Последующая люминесценция с этого со-
стояния приводит к появлению квантового шума при
одновременном излучении ROSE-сигнала. Для по-
давления уровня люминесценции вводится допол-
нительное время ожидания τW ≈ 10 · T1opt (где
T1opt ∼ 10мс – время жизни возбужденного состоя-
ния 4I13/2(0)), в течение которого подавляющее чис-
ло ионов успевают перейти из возбужденного в ос-
новное состояние. В данном случае время ожидания
τw составило 100 мс.

Спектр полученной структуры представлен на
рис. 4а (черная кривая). Наблюдаемому пику погло-
щения вблизи центра линии отвечает оптическая
плотность αLpeak = 1.65, спектральная ширина
на половине высоты пика поглощения составила
250 кГц, что совпадает со спектральной шириной
входного сигнального импульса. В местах просветле-
ния по бокам от центрального пика поглощения вели-
чина поглощения уменьшалась до остаточного уров-
ня d0, определяющего оптическую плотность αL =

= 0.65, который заметно зависит от дополнительного
времени ожидания τw. График восстановления d0 от
времени τw представлен на рис. 4b. Красной сплош-
ной линией приведен результат аппроксимации по-
ведения d0 в виде суммы двух экспонент с харак-
терными временами T1opt = 10мс и T1 = 600мс. Эти
времена (T1opt, T1) находятся в согласии с временами
релаксации, приведенными в работе [25] для первого
примесного центра в кристалле 167Er3+: Y2SiO5 при
температуре T = 1.6К в отсутствии внешнего маг-
нитного поля. Отношение поглощения на централь-
ной частоте сигнального импульса (αLpeak) к уровню
остаточного поглощения (d0) по краям пика состави-
ло αLpeak/d0 = 2.5, что позволило уменьшить уро-
вень квантового шума, вызванного люминесценцией
ионов с оставшихся частично населенными возбуж-
денными состояниями, оптические частоты перехо-
дов которых находятся вне спектрального диапазо-
на сигнального импульса. Вместе с тем уменьшение
уровня остаточного поглощения является важной за-
дачей, особенно при дальнейшем увеличении эффек-
тивности восстановления входного сигнала при по-
мещении ячейки ОКП в оптический резонатор в ре-
жиме согласования связи. Для этого можно приме-
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Рис. 4. (Цветной онлайн) (а) – Линия поглощения, подготовленная с использованием последовательностей лазерных
импульсов, приведенных на рис. 2а, b и d без рефазирующих импульсов (черная кривая), с одним (синяя кривая) и
двумя (красная кривая) рефазирующими импульсами в кристалле 167Er3+: Y2SiO5 (c = 0.005 %, T = 1.3 К). (b) –
Восстановление остаточного поглощения (в частотном диапазоне 1–2 МГц рис. 4а) в зависимости от дополнительного
времени ожидания τw

нить последовательность световых импульсов, пред-
ложенную в работе [24]. Она является более сложной
с точки зрения экспериментальной реализации, при
этом обеспечивает довольно низкий уровень остаточ-
ного поглощения порядка d0 = 0.1 без уменьшения
оптической плотности в центре линии поглощения
αLpeak.

При реализации ROSE-протокола после сигналь-
ного импульса в кристалл подавались два рефази-
рующих импульса с одинаковой несущей частотой,
которая совпадала с центральной частотой оптиче-
ского перехода ω0. В наших экспериментах парамет-
ры рефазирующих лазерных импульсов задавались в
таком же виде (ур. (1), (2)) с параметрами β = 2π ×
50 кГц и µ = 10, так, чтобы спектральный интер-
вал протяжки частоты контролирующих импульсов
перекрывал спектр сигнального импульса (250 кГц).
После применения первого рефазирующего импульса
в спектре поглощения (синяя кривая на рис. 4а) на-
блюдается значительная инверсия населенности оп-
тического перехода в ансамбле ионов эрбия внут-
ри интервала частотных отстроек от −0.5МГц до
0.5 МГц. После воздействия второго рефазирующе-
го импульса наблюдалось восстановление поглоще-
ния до уровня αL ∼ 1.0 внутри рабочей спектраль-
ной области сигнальных импульсов (∼ 250 кГц) (см.
красную кривую на рис. 4а). Этот уровень поглоще-
ния соответствовал просветлению оптического пере-
хода, при котором нет инверсии атомного перехода.
Поэтому в данных условиях не происходило усиле-
ние ROSE-сигнала при его распространении в такой

среде и, соответственно, в нем не появлялись допол-
нительные квантовые шумы, вызываемые эффектом
усиления сигнала эха.

Стоит также отметить, что внутри спектраль-
ной области сигнальных импульсов, величина погло-
щения остается почти постоянной при использова-
нии контролируемых лазерных импульсов с ампли-
тудной и частотной модуляцией, что обеспечивало
сохранение временной формы эхо-сигнала. На при-
граничных областях спектра присутствуют области
остаточного просветления, которые мало влияют на
спектральную дисперсию, но вносят вклад в опти-
ческий квантовый шум, вызываемый люминесценци-
ей ионов, находящихся в этом диапазоне спектра.
Вместе с тем, благодаря подготовленной структу-
ре линии поглощения, отношение интегральных ве-
личин поглощения областей остаточного просветле-
ния в спектральном диапазоне сигнального импуль-
са [−0.25МГц; 0.25 МГц] и приграничных областях
спектра в диапазоне частот [−0.75МГц; −0.25МГц]
и [0.25 МГц; 0.75 МГц] (см. рис. 4а) увеличилась в 3
раза по сравнению с аналогичными параметрами ра-
боты [20].

На рисунке 5 представлены экспериментальные
данные по реализации ROSE протокола для сигналь-
ного импульса, имеющего вертикальную Es‖D2 или
горизонтальную Es‖b поляризацию и содержащего
около 108 фотонов. Временная форма сигнального
импульса задавалась в виде Гауссового профиля с
длительностью 4 мкс (черная кривая при t = 0 на
рис. 5). Непоглощенная часть сигнального импульса
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на входе в ячейку ОКП показана красной и синей
кривой для вертикальной (Es‖D2) и горизонтальной
(Es‖b) поляризации импульса, соответственно. Ре-
фазирующие импульсы подавались в моменты вре-
мени t = 15мкс и t = 45мкс (синяя кривая на
рис. 5). Эффективность восстановления сигнально-
го импульса η определяется как отношение энер-
гии в сигнале эха к энергии входного импульса. Эф-
фективность восстановления сигнала в проведенных
экспериментах составила 17 % для вертикальной и
15 % для горизонтальной поляризации входного им-
пульса (красная и синяя кривая на рис. 5, соответ-
ственно) при времени хранения 60 мкс. Время ко-
герентности оптического перехода равнялось TM =

= 123мкс (x = 1.35), где TM – время фазовой па-
мяти, определяемого согласно модели фазовой ре-
лаксации Мимса [26]. Эффективность восстановле-
ния сигнала в реализованном ROSE-протоколе для
одинаковой импульсной площади θc рефазирующих
импульсов, можно оценить с помощью уравнения для
импульсной площади ROSE сигнала [17], решение
которого имеет следующий вид в рассматриваемом
случае ортогонального направления распростране-
ния сигнального и рефазирующих импульсов

η(αL, θc) = e
−2

(

2τ
TM

)

x
sin8

θc
2
F (αL, θc)

2, (4)

где функция F (αL, θ) = αL
Sh{αL

4 sin2 θc}
{αL

4 sin2 θc} e−
(1+cos2 θc)αL

4

характеризует излучение сигнала эха с фазирую-
щейся компонентой резонансной поляризации, мак-
симум амплитуды которой в среде пропорционален

e
−
(

2τ
TM

)x

sin4 θc
2 . Отметим, что в пределе θc → π (слу-

чай идеальных рефазирующих импульсов) решение
(4) описывает известный случай максимально воз-
можной эффективности ROSE-сигнала ηmax(αL) =

= (αL)2e−αLe
−2

(

2τ
TM

)x

[27], которая не превышает
25 % при αL = 1.65, TM = 123мкс (x = 1.35),
τ = 30мкс из-за влияния перепоглощения сигна-
ла эха в среде. Анализ (4) показывает, что неболь-
шое отклонение θc от π слабо влияет на эффек-
тивность протокола. Экспериментально полученные
значения эффективности восстановления для двух
ортогональных поляризаций световых импульсов со-
ставили η(αL, θc) = 0.15 и 0.17, которые соответству-
ют импульсной площади контролирующих импуль-
сов θc ≈ 0.7π. Для проверки этого значения мы неза-
висимо оценили эффективность рефазирующих им-
пульсов по измерению поглощения с помощью проб-
ного излучения (рис. 4а), подаваемого на кристалл
после первого и второго контролирующих импуль-
сов, что привело к близкой величине θc ≈ 0.66π.

Рис. 5. (Цветной онлайн) Сигнал восстановления по-
давленного эха (красная и синяя кривые при t =

= 60 мкс), полученный в кристалле 167Er3+: Y2SiO5

(c = 0.005 %, λ ∼ 1538.35 нм, H = 3.39 Tл, T = 1.3 К).
Синяя кривая соответствует горизонтальной поляриза-
ции сигнального излучения (kEs‖D1‖H, Es‖b), крас-
ная – вертикальной поляризации (kEs‖D1‖H, Es‖D2).
Эффективность восстановления эха составила 17 % в
случае вертикальной поляризации и 15 % в случае
горизонтальной поляризации для времени хранения
60мкc. При t = 0 показан входной импульс (черная
сплошная кривая) и его непоглощенная кристаллом
часть (синяя и красная сплошные кривые для горизон-
тальной и вертикальной поляризации, соответственно)

Эта оценка указывает на надежность полученных
результатов и вселяет уверенность на возможность
дальнейшего улучшения базовых параметров ROSE-
протокола и на перспективы его использования в эф-
фективном сохранении поляризационных состояний
света [28, 29].

Далее был реализован ROSE-протокол ОКП для
входного сигнального импульса, который в среднем
содержал ∼ 38 фотонов. На рисунке 6 представле-
ны гистограммы отсчетов однофотонного детектора,
усредненных по времени накопления 17 мин. Черная
кривая при t = 0мкс соответствует входному сиг-
нальному импульсу. После применения двух рефази-
рующих импульсов в моменты времени t = 15мкс и
t = 45мкс наблюдался ROSE-сигнал (красная кри-
вая в момент времени t = 60мкс), который в сред-
нем содержал около 6 фотонов. Эффективность вос-
становления сигнала эха составила 15 %, что сов-
падает с эффективностью восстановления интенсив-
ных импульсов (см. рис. 5). Квантовый шум за вре-
мя длительности сигнала эха (4 мкс) содержал в
среднем 4.5 фотона. Эти экспериментальные данные
показывают, что возникающий оптический кванто-
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Рис. 6. (Цветной онлайн) Гистограмма отсчетов одно-
фотонного детектора. Входной импульс (kEs‖D1‖H,
Es‖D2) показан черной гистограммой при t = 0 (38
фотонов в среднем за 4мкс). Непоглощенная часть
входного сигнала (гистограмма красного цвета при
t = 0 мкс) содержала около 9 фотонов. Сигнал вос-
становленного эха (гистограмма красного цвета при
t = 60 мкс, 6 фотонов в среднем за 4мкс). Эффек-
тивность восстановления сигнала эха составила 15.9 %.
Шум от спонтанного излучения за время излучения эхо
сигнала (4мкс) содержал в среднем 4.5 фотона. При ис-
пользовании одного рефазирующего импульса в шуме
содержалось ∼ 9.3 фотона за 4мкс

вый шум обусловлен лишь спонтанным излучением
ионов, оставшихся в возбужденном состоянии после
действия двух не идеальных рефазирующих импуль-
сов. Стоит отметить, что уменьшение эффективно-
сти восстановления входного сигнала в этой работе
по сравнению с результатами работы [20] в основном
связано с уменьшением времени когерентности оп-
тического перехода и уменьшением импульсной пло-
щади рефазирующих импульсов. При этом предло-
женное приготовление начального состояния ионов
эрбия позволило в 10 раз понизить уровень квантово-
го шума ROSE-протокола, что открывает новые воз-
можности в его дальнейшем совершенствовании.

В данной работе был экспериментально реализо-
ван протокол оптической квантовой памяти в моди-
фицированной схеме восстановления сигнала подав-
ленного эха (ROSE-протокола). Благодаря инициа-
лизации начальной линии поглощения и примене-
ния ортогональной геометрии распространения сиг-
нального и рефазирующих полей, был уменьшен уро-
вень оптического квантового шума, вызванный спон-
танным излучением ионов находящихся в возбуж-
денном состоянии, почти в 10 раз по сравнению с

результатами работы [20], полученными для ROSE-
протокола. Также стоит отметить, что реализован-
ная схема оптической квантовой памяти позволяет
сохранять произвольную поляризацию сигнального
импульса. Для дальнейшего улучшения базовых па-
раметров в сохранении сигнального импульса, в том
числе, увеличения отношения сигнал-шум, можно
предложить несколько способов. Во-первых, рефази-
рование когерентности оптического перехода можно
произвести на опустошенных уровнях оптического
перехода с применением дополнительных световых
импульсов (например, на переходе −|5/2〉g − |5/2〉e).
В работе [30] в кристалле Eu3+: Y2SiO5 было по-
казано, что рефазирование когерентности на смеж-
ном к сигнальному переходе и использование селек-
тивного фильтра в таком же кристалле уменьшает
квантовые шумы во время излучения сигнала по-
давленного эха более чем в 600 раз, при этом вре-
мя когерентности между сверхтонкими состояния-
ми ионов эрбия может достигать значений поряд-
ка секунд [23]. Во-вторых, на этих переходах можно
также применить последовательность радиочастот-
ных импульсов динамической развязки [31–33], что
позволит значительно увеличить время жизни ОКП,
необходимой для применения в квантовом повтори-
теле. В-третьих, увеличение эффективности восста-
новления входного сигнала возможно при исполь-
зовании кристалла 167Er3+: Y2SiO5 лучшего каче-
ства для увеличения времени когерентности опти-
ческого перехода. Так при схожих эксперименталь-
ных условиях в работах [23, 34] было показано, что
время когерентности оптического перехода состав-
ляет T2 ∼ 1мс. Дальнейшее увеличение эффектив-
ности (η > 64%) возможно при помещении кри-
сталла в оптический резонатор в режиме высоко-
точного согласования связи. Также отметим, что в
этом кристалле были созданы интегральные струк-
туры, такие как фотонно-кристалличсекий резона-
тор [35, 36] и волноводные структуры, изготовленные
с помощью метода фемтосекундной лазерной печа-
ти, с волоконным вводом/выводом излучения [37].
Последние можно считать полноценным интеграль-
ным устройстом ОКП, поскольку потери на прохож-
дение составляют менее 50 %. Такие устройства мо-
гут быть успешно интегрированы в существующие
линии квантовых коммуникаций.

Работа поддержана Российским научным фондом
(проект # 21-72-00115).
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Использование специфических флуоресцентных красителей способно снизить порог ионизации ме-
ченых клеточных структур при фемтосекундном лазерном воздействии. Эта особенность может при-
меняться в рамках лазерной нанохирургии клетки. В этой работе мы используем краситель BioTracker
Blue в качестве фотосенсибилизатора, чтобы получить точный контроль абляции цитоплазматической
мембраны фемтосекундным лазером и облегчить слияние клеток, индуцированное лазером. Мы обна-
ружили, что BioTracker Blue (366/441) увеличивает эффективность поглощения лазера с длиной волны
760 и 730 нм. Однако повышение эффективности поглощения, обусловленное окрашиванием BioTracker
Blue, не улучшало эффективность слияния клеток в модельных системах: парах суспендированных кле-
ток А549, ооцитов и их полярных телец, двухклеточных эмбрионов.

DOI: 10.31857/S1234567823110125, EDN: djxyxo

Появление фемтосекундных источников лазер-
ного излучения стало ключевым фактором разви-
тия биофотоники, а именно, лазерной нанохирургии
клетки. В настоящее время фемтосекундная лазер-
ная нанохирургия применяется во многих областях,
в том числе и в биомедицине [1]. Одной из наибо-
лее значительных задач является клонирование жи-
вотных и заместительная митохондриальная тера-
пия человека [2, 3]. Оба этих подхода требуют пе-
реноса ядра, который обычно осуществляется путем
инъекции донорного ядра [4–6] или слияния клеток
(электрослияние [7, 8], слияние при помощи вируса
[9–11], химическое слияние с применением полиэти-
ленгликоля). [12]). Лазерное слияние клеток может
быть альтернативой традиционным методам слия-
ния. Самое главное преимущество - это возможность
воздействовать лазером непосредственно на контакт
клеток, при этом сами клетки остаются практически
без воздействия.

Взаимодействие фемтосекундного лазерного из-
лучения с биологическим материалом клетки носит
сложный, нелинейный (по интенсивности) и случай-

1)e-mail: alina.chemphys@gmail.com

ный (зависит от точной локализации воздействия)
характер. В общем случае мощность поглощаемого
излучения (P ) может быть описана следующей зави-
симостью: P = σn ·In, где I – пиковая интенсивность
лазера, σn – сечение поглощения при n-фотонном
процессе поглощения, n – степень нелинейности про-
цесса, которая указывает на количество одновремен-
но поглощенных фотонов лазерного излучения. Для
несущей длины волны фемтосекундного излучения
800 нм при воздействии на клеточный биоматериал
это число лежит в пределах 3–6 [13]. Из формулы
видно, что малое изменение интенсивности фемто-
секундного лазерного излучения приводит к значи-
тельному изменению поглощаемой мощности из-за
нелинейного характера процесса поглощения.

Стоит отметить, что при поглощении фемтосе-
кундного лазерного излучения в биоматериале могут
происходить химические превращения (образование
светопоглощающих центров), что, в свою очередь,
может приводить к изменению оптических свойств
и изменению степени нелинейности поглощения до
1, т.е. процесс поглощения может стать линейным по
интенсивности лазерного излучения [14–16]. Это зна-
чительно усложняет контроль процесса деструкции
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биоматериала. И далее по цепочке изменяется ве-
роятность образования светопоглощающих центров,
что приводит к еще более вариабельному результату
разрушения.

Одним из подходов к получению более пред-
сказуемого и контролируемого результата фемтосе-
кундной лазерной хирургии является использова-
ние специфичных по локализации светопоглощаю-
щих агентов. В качестве таких агентов могут вы-
ступать флуоресцентные красители, квантовые точ-
ки, наночастицы и др. [17–19]. Для нанохирургии
флуоресцентные красители выбирают исходя из двух
соображений: 1) они специфически связываются со
структурой клетки, на которую направлено воздей-
ствие (ДНК, клеточная мембрана и т.д.); 2) спектр
поглощения красителя обеспечивает двухфотонное
или однофотонное поглощение фемтосекундного ла-
зерного излучения (степень нелинейности n = 2 и
1 соответственно). Благодаря такому подходу удает-
ся: 1) снизить порог интенсивности лазерного излу-
чения для разрушения выделенной клеточной струк-
туры; 2) повысить степень локализации воздействия,
поскольку уменьшенная интенсивность излучения с
меньшей вероятностью будет поглощаться неокра-
шенным материалом клетки, 3) увеличить величи-
ну поглощаемой мощности лазера, поскольку σ2 ≫
≫ σ3 ≫ σ4 . . . Эффективность такого подхода проде-
монстрирована в нашей работе по энуклеации ооци-
тов мышей, окрашенных ДНК-связывающим краси-
телем Hoechst 33342, с использованием фемтосекунд-
ного лазерного излучения [20].

В данной работе мы продемонстрировали еще
одну возможность управления процессом разруше-
ния биологического материала за счет особенно-
стей спектра поглощения флуоресцентного краси-
теля. Мы предполагаем, что флуоресцентный кра-
ситель BioTracker Blue, связывающийся с липида-
ми, может способствовать усилению поглощения ла-
зерного излучения цитоплазматической мембраной и
тем самым способствовать облегчению слияния кле-
ток. Основываясь на спектре возбуждения красите-
ля BioTracker Blue (максимум – 366 нм), мы пред-
полагаем, что при использовании фемтосекундного
лазера с длиной волны в диапазоне 600–800 нм мо-
жет происходить двухфотонное поглощение. В дан-
ной работе мы изучаем влияние BioTracker Blue на
эффективность поглощения фемтосекундного лазе-
ра с длиной волны 730, 760 и 790 нм цитоплаз-
матической мембраной на модельной системе: сус-
пендированных клетках аденокарциномы человека
(A549). Мы предполагаем, что индикатором лазер-
ного поглощения является парогазовый пузырь, по-

скольку он может возникнуть только при существен-
ном локальном повышении температуры и давле-
ния [13]. Стоит отметить, что лазерное поглощение
может происходить и без возникновения парогазо-
вого пузыря, но для его появления требуется до-
статочное количество поглощенной энергии. В дан-
ных экспериментах парогазовый пузырь появлял-
ся как в окрашенных, так и в контрольных образ-
цах. Сам факт появления парогазового пузыря в
эксперименте, его характеристики, такие как вре-
мя жизни и размер, напрямую связаны с количе-
ством поглощенной энергии. Кроме того, в данной
работе изучали влияние красителя на эффектив-
ность слияния на различных модельных объектах:
парах суспендированных клеток А549, ооцитах мы-
ши и их полярных тельцах, двухклеточных эмбрио-
нах мыши.

Для проведения экспериментов использовались
фемтосекундные лазерные импульсы (частота сле-
дования 80 МГц, энергия до 30 нДж), генерируемые
перестраиваемым лазером (Chameleon, Coherent).
Средняя мощность излучения перед объективом
микроскопа не превышала 400 мВт и регулировалась
с помощью поляризатора и полуволновой пластин-
ки. Фемтосекундные импульсы были заведены в ин-
вертированный микроскоп (Olympus IX71) с помо-
щью зеркала (10B20UF.25, Newport), установленно-
го под углом 45◦, а затем сфокусированы объекти-
вом микроскопа (LUCPlanFLN 60x 0.7 NA, Olympus)
на объект изучения. Лазерный луч полностью запол-
нял входной зрачок объектива. Длительность фем-
тосекундных импульсов измерялась в предметной
плоскости микроскопа с помощью автокоррелятора
(Авеста-Проект АА-М) и составляла 100 фс. Общая
продолжительность экспозиции контролировалась с
помощью механического затвора (SH05, Thorlabs).
Частота повторения фемтосекундных лазерных им-
пульсов была настроена с помощью системы выбо-
ра импульсов (Pulse Select, APE) до 20 кГц в экс-
периментах по слиянию клеток A549. Фиксацию
изображения и наблюдение за объектами воздей-
ствия осуществляли с помощью камеры XIMEA xiQ
MQ013MG-ON или XIMEA xiD MD061CU-SY, уста-
новленной на микроскопе.

В работе использовали культуру раковых клеток
человека А549 (аденокарцинома легкого), получен-
ную от ATCC (Манассас, Вирджиния, США). Про-
токол ведения клеточной культуры описан в рабо-
те [21]. Для лазерных экспериментов клетки, расту-
щие в чашке Петри, обрабатывали 0.25 % раствором
трипсина (P034, ПанЭко), центрифугировали 5 мин
в микропробирках Eppendorf, супернатант удаляли,
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а осадок, содержащий клетки, ресуспендировали в
DMEM (11320033, Thermo Fisher Scientific).

Также в экспериментах использовали ооциты
и эмбрионы, полученные от самок мышей линии
C57Bl/6 возрастом от 6 до 8 недель. Протокол по-
лучения двухклеточных эмбрионов описан в рабо-
те [22]. Для получения ооцитов со вторым поляр-
ным тельцем применяли гаплоидную партеногенети-
ческую активацию путем инкубации ооцитов в среде
HTF (MR-070-D, EmbryoMax) с добавлением 5 мМ
хлорида стронция (439665, Sigma-Aldrich) и 2 мМ
EGTA (E3889, Sigma-Aldrich) в СО2-инкубаторе с 5 %
СО2 и 37 ◦C в течение 6 ч, как описано S. Kishigami
и T. Wakayama [23]. Эмбрионы и ооциты культивиро-
вали в СО2-инкубаторе с 5 % концентрацией углекис-
лого газа при температуре 37 ◦С в КSОМ (MR-121-D,
EmbryoMax) в четырехлуночных планшетах (179830,
Nunc).

Во всех экспериментах объекты помещали на по-
кровное стекло толщиной 0.17 мм (Heinz Herenz) в
капле среды. Лазерные манипуляции с ооцитами и
эмбрионами проводили в среде М2 (М7167, Sigma), а
после лазерной обработки объекты культивировали
в СО2-инкубаторе в КSОМ. Эксперименты с ресус-
пендированными клетками А549 проводили в среде
DMEM. Во избежание высыхания, клетки помещали
в специальную камеру, состоящую из двух покров-
ных стекол со вставками толщиной около 0.5 мм.

Флуоресцентное окрашивание красителем
BioTracker 400 Blue Cytoplasmic Membrane Dye
(SCT109, Sigma Aldrich) выполняли следующим
образом. Перед началом работы готовили рабочий
раствор красителя в соответствии с протоколом,
предоставленным Sigma Aldrich: перемешивали
5 мкл красителя и 5 мкл буфера на водяной бане с
температурой порядка 50 ◦С. Полученный раствор
использовали в соотношении 10 мкл на 1 мл среды.
Клетки, эмбрионы и ооциты окрашивали в течение
20 мин в СО2-инкубаторе и затем сразу использовали
в экспериментах (без промывки). Флуоресцентную
визуализацию проводили с использованием лазерно-
го сканирующего конфокального микроскопа Zeiss
LSM 980 (Carl Zeiss Microscopy, Йена, Германия),
20-кратного объектива Plan-Apochromat (NA= 0.8).
Объекты помещали в каплю среды М2 на покровное
стекло толщиной 0.17 мм (Zeiss). Однофотонное воз-
буждение осуществлялось лазером с длиной волны
405 нм. Флуоресценцию регистрировали в диапазоне
413–500 нм.

Для исследования частоты появления парогазо-
вых пузырей в клетках А549 использовали фиксиро-
ванную энергию импульса 7 нДж для всех длин волн

(790, 760 и 730 нм). Воздействие проводилось одно-
кратно, и фиксировался факт появления или отсут-
ствия парогазового пузыря. Для каждой эксперимен-
тальной группы было выполнено 300 повторов. Ла-
зер фокусировали на область контакта (слипания)
клеток.

Для экспериментов по слиянию клеток парамет-
ры лазерного воздействия были выбраны таким об-
разом, чтобы не превышать порог образования па-
рогазового пузыря (значение порога принимается за
вероятность появления пузыря в 50 %). С учетом
результатов предыдущего этапа работы для клеток
А549 были установлены параметры лазерной обра-
ботки: для 790 нм – энергия в импульсе 3.2 нДж, 5
повторов на одну пару клеток; для 760 нм – энергия
импульса 2.7 нДж, 3 повтора на одну пару клеток;
для 730 нм – энергия в импульсе 1.9 нДж, 1 повтор на
одну пару клеток. Такой набор параметров лазерно-
го воздействия (энергия импульса, число повторов)
для различных длин волн должен был скомпенси-
ровать разницу в частоте образования пузырьков и
повысить жизнеспособность клеток после лазерного
воздействия. Эксперименты по слиянию двухклеточ-
ных эмбрионов мыши и слиянию ооцита с полярным
тельцем проводили с частотой повторения импульсов
80 МГц, энергией импульса 0.8 нДж и длительностью
цуга 30 мс. Лазер фокусировали на области контакта
между двумя клетками, воздействие повторялось до
образования первого парогазового пузыря.

Нами была измерена эффективность погло-
щения лазерного излучения клетками карциномы
А549 с флуоресцентным красителем или без него
(рис. 1a, b). О том, что имело место лазерное погло-
щение, свидетельствовало образование парогазового
пузыря. Максимум поглощения BioTracker Blue
составляет 366 нм, спектр этого красителя показан
на рис. 1c. В данной работе использовались длины
волн лазера 790, 760 и 730 нм, что соответствует
двухфотонному поглощению на длинах волн 395,
380 и 365 нм. Теоретически, поглощение BioTracker
Blue должно увеличиваться при уменьшении длины
волны с 790 до 730 нм. При воздействии фемтосе-
кундного лазера мог образовываться парогазовый
пузырь; типичный парогазовый пузырь показан на
рис. 1d. Частота появления парогазового пузыря
возрастала с уменьшением длины волны излучения
фемтосекундного лазера от 790 до 730 нм как в окра-
шенных, так и в неокрашенных клетках (рис. 1e).
Частота возникновения пузырей в окрашенных
клетках была выше, чем в неокрашенных, при
длинах волн 730 и 760 нм. Средний диаметр пузырь-
ка (рис. 1f) был значительно выше в окрашенных
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Рис. 1. (Цветной онлайн) (a), (b) – Конфокальные изоб-
ражения клеток аденокарциномы А549, окрашенных
BioTracker Blue (a) и не окрашенных (b). (c) – Спектры
возбуждения/испускания BioTracker Blue. (d) – Паро-
газовый пузырек (показан стрелкой) в месте контакта
двух клеток. (e) – Частота появления пузырьков в за-
висимости от длины волны в окрашенных и контроль-
ных клетках (∗p < 0.01; точный критерий Фишера).
(f) – средний диаметр пузырьков в окрашенных и кон-
трольных клетках (n – количество пузырьков, усы по-
казывают абсолютную ошибку, ∗p < 0.01; Т-тест)

клетках при 730 нм (p = 0.03; Т-тест), а при 760 нм
достоверной разницы не обнаружено (p = 0.15;
Т-тест).

Мы обнаружили, что вероятность появления па-
рогазового пузыря возрастала, если применялся кра-
ситель. Это указывает на увеличение степени по-
глощения излучения, которое наиболее заметно при
длине волны 730 нм, что соответствует максимуму
двухфотонного возбуждения BioTracker Blue. Таким
образом, как и ожидалось, краситель повысил эф-
фективность лазерного поглощения – вероятно, за
счет снижения степени нелинейности до двухфотон-
ного процесса.

Затем мы изучили влияние красителя BioTracker
Blue на вероятность слияния клеток. В этих экспери-
ментах использовали три типа модельных объектов:
пары суспендированных клеток А549 (табл. 1), ооци-
ты с полярными тельцами (табл. 2) и двухклеточные

эмбрионы (табл. 3). Во всех сериях экспериментов
применяли лазерное излучение с длинами волн 790,
760 и 730 нм и изучали эффективность слияния в об-
разцах с окрашиванием или без окрашивания (кон-
троль). В результате лазерного воздействия мы на-
блюдали три возможных последствия (рис. 2): слия-
ние клеток, разрушение клеток или отсутствие эф-
фекта (объекты не слились и остались целыми). Для
оценки жизнеспособности клеток A549 мы применя-
ли пропидиум йодид (P1304MP, Invitrogen) в конеч-
ной концентрации 10 мкМ (рис. 3). Клетки визуали-
зировали под конфокальным микроскопом Carl Zeiss
LSM 980 при помощи лазера с длиной волны 488 нм.
Флуоресценцию пропидиум йодида регистрировали
в диапазоне 550–700 нм.

Рис. 2. (Цветной онлайн) (a) – Суспендированные клет-
ки А549. Слева – сразу после лазерного воздействия,
справа – через 40 мин после лазерного воздействия (1 –
слившиеся клетки, 2 – неслившиеся клетки). (b) – Га-
плоидные эмбрионы мыши до (слева) и после (справа)
лазерного воздействия (px – пронуклеус, pb-1 – первое
полярное тельце, pb-2 – второе полярное тельце, 1 –
слившийся ооцит, 2 – не слившийся ооцит, 3 – разру-
шенный ооцит). (c) – Двухклеточные эмбрионы мыши
до (слева) и после (справа) лазерного воздействия (1 –
слитый эмбрион, 2 – эмбрион с разрушением одного
бластомера, 3 – полностью разрушенный эмбрион, 4 –
не слитый эмбрион)
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Таблица 1. Слияние клеток A549

Длина Не окрашенные (контроль) BioTracker Blue

волны Слияние Другое Слияние Другое

(N слитых/N пар) (N слитых/N пар)

790 нм 3/43 (21 %) 32 не слитых, 2/47 (22%) 29 не слитых,

8 разрушенных 6 разрушенных

760 нм 4/40 (10 %) 30 не слитых, 3/44 (7 %) 36 не слитых,

6 разрушенных 5 разрушенных

730 нм 3/45 (7%) 36 не слитых, 3/47 (6 %) 32 не слитых,

6 разрушенных 12 разрушенных

Таблица 2. Слияние ооцитов и полярных телец

Длина Не окрашенные (контроль) BioTracker Blue

волны Слияние Другое Слияние Другое

(N слитых/N ооцитов) (N слитых/N ооцитов)

790 нм 3/28 (10 %) 20 не слитых, 6/35 (17%) 18 не слитых,

5 разрушенных 11 разрушенных

760 нм 3/31 (10 %) 23 не слитых, 4/29 (14%) 14 не слитых,

5 разрушенных 11 разрушенных

730 нм 8/33 (24 %) 9 не слитых, 13/41 (32 %) 10 не слитых,

16 разрушенных 18 разрушенных

Мы сравнили эффективность слияния между
разными экспериментальными группами (в зависи-
мости от длины волны и присутствия красителя).
Точный критерий Фишера не выявил достоверной
разницы между вероятностью слияния во всех экс-
периментальных группах (p > 0.05 во всех парах
сравнения). Мы не обнаружили влияния окрашива-
ния BioTracker Blue, а также влияния длины волны
на эффективность слияния во всех экспериментах
со всеми нашими модельными объектами: клетками
аденокарциномы (рис. 2a), ооцитами и их полярны-
ми тельцами (рис. 2b) и двухклеточными эмбриона-
ми мыши (рис. 2c).

Рис. 3. (Цветной онлайн) Клетки А549 через 1 ч по-
сле лазерного воздействия. Справа – клетки, окрашен-
ные BioTracker Blue, слева – клетки без окрашивания.
Обведены пары клеток, которые подвергались воздей-
ствию лазером, ∗ – разрушенные клетки, ∗∗ – слив-
шиеся клетки. Красный цвет свидетельствует о люми-
несценции пропидиум йодида, локализованного в яд-
рах поврежденных клеток

Исследование, проведенное Kuetemeyer K. et al.,
предполагает, что успешное слияние клеток сопро-
вождается формированием парогазового пузыря [24].
В нашей предыдущей работе мы также обнаружи-
ли, что парогазовый пузырь необходим для слия-
ния двухклеточных эмбрионов мыши под действи-
ем фемтосекундного лазера с длиной волны 800 нм
[22]. Предполагается, что пузырь перфорирует плаз-
матическую мембрану клетки [25] и таким образом
инициирует слияние.

В текущей работе мы выявили, что ни присут-
ствие красителя, ни смена длины волны не смогли
повысить вероятность слияния, несмотря на увели-
чение частоты появления парогазовых пузырей. От-
метим, что необходимость в парогазовом пузыре для
слияния клеток зависит так же и от свойств объек-
та. Например, некоторые пары клеток A549 слились
даже без пузыря, но двухклеточные эмбрионы без
парогазового пузыря не сливались совсем. Следует
отметить, что природа и свойства объекта также яв-
ляются важным фактором эффективности слияния
клеток. Например, что касается двухклеточных эм-
брионов, линия и возраст мышей способны влиять на
вероятность слияния бластомеров, индуцированного
лазером [26]. Что касается клеток в суспензии, то мы
ранее показали, что способность клеток к слиянию
зависит даже от протокола приготовления [27].

Способность индуцировать слияние клеток без
пузырька показана Gong J. et al. [28]. Авторы опи-
сывают механизм слияния, индуцированного фемто-
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Таблица 3. Слияние двухклеточных эмбрионов

Длина Не окрашенные (контроль) BioTracker Blue

волны Слияние Другое Слияние Другое

(N слитых/N эмбрионов) (N слитых/N эмбрионов)

790 нм 15/40 (37 %) 10 не слитых, 24/50 (48 %) 22 не слитых,

2 – разрушен один бластомер, 1 – разрушен один бластомер,

12 – полностью разрушены 3 – полностью разрушены

760 нм 22/40 (55 %) 18 не слитых, 24/43 (55 %) 23 не слитых,

1 – полностью разрушен 4 – разрушен один бластомер,

1 – полностью разрушен

730 нм 23/40 (57 %) 14 не слитых, 17/41 (41 %) 19 не слитых,

3 – полностью разрушены 3 – разрушен один бластомер,

2 – полностью разрушены

секундным лазером, основываясь на повышении ак-
тивности молекул фосфолипидов с последующей дез-
организацией наружных слоев мембран и последу-
ющим их слиянием [28]. Известно, что в результате
многофотонной ионизации образуется плазма низкой
плотности, и она состоит из радикалов и свободных
электронов [13]. Краситель, связанный с цитоплазма-
тической мембраной, может продуцировать дополни-
тельные свободные радикалы за счет двухфотонно-
го поглощения. Возможно, окисление и/или распад
липидов в результате фотолиза в области лазерной
обработки также может нарушать образование пор и
слияние клеток.

Следует отметить, что все флуоресцентные кра-
сители имеют специфические спектры поглощения.
Это означает, что эти спектры неоднородны и раз-
ные длины волн электромагнитного излучения по-
глощаются с разной эффективностью. С точки зре-
ния нелинейности процесса поглощения лазерного
излучения, использование флуоресцентного красите-
ля позволило снизить показатель нелинейности n. И
в то же время, мы получаем возможность изменять
значение σ в формуле P = σ · In за счет изменения
длины волны лазерного излучения. Современные ис-
точники фемтосекундного лазерного излучения поз-
воляют перестраивать длину волны в значительном
диапазоне (690–1000 нм). Видно, что σ линейно вли-
яет на величину поглощаемой мощности лазерного
излучения, поэтому влияние изменения длины вол-
ны лазера на величину поглощаемой мощности носит
плавный характер (согласуется со спектром поглоще-
ния флуоресцентного красителя). Необходима даль-
нейшая работа в этом направлении для улучшения
понимания механизмов фемтосекундного лазерного
воздействия на биологические структуры и повыше-
ния эффективности лазерной нанохирургии в целом.

Заключение. Мы рассмотрели использование
флуоресцентных красителей как метод управления

количеством поглощаемой энергии при фемтосе-
кундной лазерной микро- и нанохирургии. Мы
показали, что краситель BioTracker Blue способен
усиливать абсорбцию лазерного излучения, что
подтверждается увеличением диаметра парогазовых
пузырьков и частотой их появления. Однако связь
между количеством поглощенной энергии и эф-
фективностью слияния клеток до сих пор остается
неясной, и требуется дальнейшая работа в этом
направлении. Мы считаем, что оптимизации требует
как сам процесс облучения (оптимальные пара-
метры: длина волны, частота повторения, энергия
импульса, длительность облучения), так и подбор
красителя. Идея использования красителя для
управления процессом поглощения фемтосекунд-
ного излучения может быть применена в других
исследованиях и носит общий характер.

Работа выполнена на оборудовании ЦКП ФИЦ
ХФ 506694 и УНУ ФИЦ ХФ РАН 1440743.

Работа выполнена при поддержке гранта Россий-
ского научного фонда # 21-75-10155.
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The proposals are discussed in the literature to
search for light dark matter particles using liquid and
solid-state detectors, which make it possible to achieve
sensitivity to low-energy signals down to energies of ∼1
meV (see, for example, [1, 2] and references therein).
Such detectors can also be used to study low-energy neu-
trino scattering, in particular, coherent elastic neutrino-
atom scattering (CEνAS) [3].

As is known, nonzero neutrino masses open a door
to neutrino electromagnetic interactions [4]. We analyze
the sensitivity of CEνAS processes in the case of light
atoms to such neutrino electromagnetic characteristics
as electric charge eν (millicharge) and magnetic moment
µν . The results of our calculations of differential cross
sections for elastic collisions of tritium neutrinos with
the H, 2H, 3He, and 4He atomic targets show that the
corresponding experiments can achieve sensitivity to eν
and µν by orders of magnitude better than the available
measurements of elastic neutrino-electron and neutrino-
nucleus collisions.

The most promising at the moment is the use of a
tritium neutrino source with a superfluid helium-4 de-
tector. Such an experiment is already under prepara-
tion, and it can achieve the sensitivity to the neutrino
magnetic moment at the level of ∼ (2 − 4) × 10−13µB

(see [5] for details). It is supposed to involve a cylindri-
cal tritium source with an initial activity of at least 10
MCi that will be surrounded by a cylindrically shaped
1-m3 volume of liquid helium-4 at temperatures as low
as few tens of mK. The flux of the tritium ν̄e in the
liquid helium-4 volume will be at the level of ∼ 1013–
1014 cm−2s−1.

Within the Standard Model, the expected average
number of CEνAS events in the helium-4 detector after
a 5-year data-taking is NCEνAS = 58.9. Tables 1 and 2
show the NCEνAS numbers for different nonzero values
of µν and eν . It should be noted that the amount of

1)e-mail: kouzakov@gmail.com

tritium in the upcoming experiment [5] can potentially
be increased to reach the activity of 40 MCi. In such a
case, the expected number of CEνAS events scales by a
factor of approximately 3.3.

Table 1. The average number of expected CEνAS events NCEνAS

in a superfluid He-4 detector after 5 years of data collection de-
pending on the µν value (second row, in units of µB)

NCEνAS

µν = 10−13 µν = 5× 10−13 µν = 10−12

60.8 80.8 149

Table 2. The same as in Table 1, but depending on the eν value
(second row, in units of e)

NCEνAS

|eν | = 10−15 |eν | = 5× 10−15 |eν | = 10−14

61.4 (eν < 0) 80.6 (eν < 0) 126.2 (eν < 0)

57.5 (eν > 0) 61.3 (eν > 0) 87.7 (eν > 0)

It follows from Table 2 that the eν contribution
to the CEνAS events in the helium-4 detector can be
significant, especially in the eν < 0 case, even if the
|eν | value does not exceed 10−14 in units of e. This
should be contrasted with the prospected combined lim-
its −1.8×10−14 < eν < 1.8×10−14 [6] based on the cur-
rent and future experiments on elastic neutrino-electron
and neutrino-nucleus scattering.

The study was supported by a grant from the
Russian Science Foundation (project # 22-22-00384).
G. V. Donchenko acknowledges the support from the
National Center for Physics and Mathematics (Sarov,
Russia).
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Энергетический спектр β-электронов в безнейтринном двойном

β-распаде с учетом возбуждения электронной оболочки атомов

М. И. Криворученко+1), К. С. Тырин+, Ф. Ф. Карпешин∗
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В двойном β-распаде электронная оболочка дочернего атома с высокой вероятностью оказывается
в возбужденном состоянии, в результате чего энергия, уносимая β-электронами, испытывает сдвиг в
сторону меньших величин. В модели Томаса–Ферми и в релятивистском формализме Дирака–Хартри–
Фока найдены среднее значение и дисперсия энергии возбуждения электронной оболочки дочернего
атома в двойном β-распаде германия 76

32Ge → 76
34Se∗ + 2β−(+ 2ν̄e). На основании полученных оценок

построена двух-параметрическая модель энергетического спектра β-электронов в безнейтринной моде,
учитывающая перераспределение энергии реакции между продуктами распада. С вероятностью 90 %
сдвиг суммарной энергии β-электронов не превышает 50 эВ. Средняя энергия возбуждения, однако, на
порядок выше и равна ∼ 400 эВ, в то время как корень из дисперсии равен ∼ 2900 эВ, что объясняется, по-
видимому, значительным вкладом внутренних электронных уровней в энергетические характеристики
процесса. Искажение формы пика 0ν2β-распада необходимо учитывать при анализе данных детекторов
c разрешением ∼ 100 эВ или выше.

DOI: 10.31857/S1234567823120029, EDN: eutano

В поисках физики за пределами Стандартной
Модели (СМ) нейтрино занимают выделенное ме-
сто. Исследование β-процессов, чувствительных к
смешиванию, массе и природе нейтрино (дираков-
ская/майорановская), является перспективным на-
правлением в поиске обобщений СМ [1].

Экспериментальное наблюдение безнейтринного
двойного β-распада (0ν2β) однозначно доказало бы
существование майрановской массы нейтрино и зна-
чительно сузило бы спектр возможностей для обоб-
щения СМ. 0ν2β распад регистрируется по узко-
му пику при кинетической энергии β-электронов, T ,
равной энергии распада Q. В β-процессах каналы с
электронной оболочкой дочернего атома в основном
состоянии не обязательно являются доминирующи-
ми [2, 3], что приводит, например, к заметному увели-
чению вероятности безнейтринного двойного захва-
та электронов [4–6]. Возбуждения электронной обо-
лочки атомов, так же, как химический сдвиг атом-
ных уровней [7], зависящий от агрегатного состояния
вещества, приводят к модификации энергетическо-
го спектра, в том числе к размытию и сдвигу 0ν2β

пика. Пик при T = Q используется в качестве ин-

1)e-mail: mikhail.krivoruchenko@itep.ru

дикатора 0ν2β распада, его поиски ведутся колла-
борациями CUORE [8], EXO [9], KamLAND-Zen [10].
Многоэлектронные моды могут наблюдаться колла-
борацией SuperNEMO [11]. Верхний предел на время
полураспада 76

32Ge → 76
34Se

∗ + 2β−, установленный
коллаборацией GERDA, равен 5.3 × 1025 лет с уров-
нем достоверности 90 % [12]. Интерпретация данных
в терминах майорановской массы нейтрино требует
контроля неопределенностей в значении аксиальной
константы связи нуклонов [13] и в ядерных матрич-
ных элементах [14]. В настоящей работе исследуется
влияние возбуждения электронной оболочки атомов
на спектр β-электронов в двойном β-распаде.

В β-процессах ядро атома претерпевает измене-
ние заряда ∆Z = ±1,±2. Изменение заряда действу-
ет на электронную оболочку как внезапное возмуще-
ние, “встряхивание”, вынуждая электроны дочернего
атома с определенной вероятностью переходить на
возбужденные уровни (shake up), либо в ионизацион-
ные состояния непрерывного спектра (shake off). Ре-
зультирующий энергетический β-спектр определяет-
ся вкладом канала распада, в котором все электроны
конечного атома сохраняют свои квантовые числа, а
энергия реакции не изменяется, и каналами распада
с возбуждением и ионизацией электронной оболоч-
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ки. Во втором случае эффективная энергия реакции
уменьшается, что влияет на форму энергетического
спектра.

Для определения энергетического спектра тре-
буется проводить суммирование по всем каналам с
учетом измененной энергии реакции и соответству-
ющей многочастичной амплитуды. Волновая функ-
ция электронов родительского атома проектирует-
ся на волновую функцию электронов дочернего ато-
ма в конфигурации, соответствующей определенно-
му возбуждению оболочки. Каждая такая амплитуда
требует, вообще говоря, многочастичного численного
моделирования. Число открытых каналов, в частно-
сти, бесконечно, что является спецификой кулонов-
ской задачи.

Сравнительно просто вычисляется средняя энер-
гия возбуждения оболочки дочернего атома и ее дис-
персия в модели Томаса–Ферми и в релятивистском
методе Дирака–Хартри–Фока (ДХФ). Эти значения
можно далее использовать для построения простей-
ших вероятностных распределений энергии, уноси-
мой β-электронами.

В нерелятивистской теории гамильтониан N

электронов в атоме с зарядом ядра Z записывается
в виде:

ĤZ,N =

N
∑

i=1

(

1

2
p2
i −

Z

|ri|

)

+

N
∑

i<j

1

|ri − rj |
, (1)

где pi – импульсы и ri – координаты электронов.
В настоящей работе используется система атомных
единиц ~ = m = e = 1, c = 137, где m – масса
электрона, e – заряд протона, c – скорость света. Ос-
новное состояние обозначим |Z,N〉. Полная энергия
связи электронов EZ,N является собственным значе-
нием ĤZ,N .

В 0ν2β-распаде заряд ядра увеличивается на
две единицы. Кулоновская добавка к гамильтониану,
действующая как внезапное возмущение, переводит
состояние |Z,Z〉 исходного гамильтониана в суперпо-
зицию состояний с определенной энергией гамильто-
ниана

ĤZ+2,Z = ĤZ,Z − 2

Z
∑

i=1

1

ri
, (2)

где ri = |ri|. Средняя энергия Z электронов, образу-
ющих оболочку родительского атома, в кулоновском
поле ядра с зарядом Z+2 равна 〈Z,Z|ĤZ+2,Z |Z,Z〉 =
= EZ,Z +2Z−1EC

Z,Z , где EC
Z,Z – энергия кулоновского

взаимодействия электронов с ядром:

EC
Z,Z = −Z

Z
∑

i=1

〈Z,Z| 1
ri
|Z,Z〉. (3)

Среднее значение энергии возбуждения электронной
оболочки дочернего атома в двойном β-распаде ока-
зывается равным

M = EZ,Z + 2Z−1EC
Z,Z − EZ+2,Z . (4)

Энергия связи нейтральных атомов EZ,Z табулиро-
вана [15–18], либо находится с помощью программ,
предназначенных для расчета структуры электрон-
ных оболочек атомов (см., например, [19]). Величина
EZ+2,Z отличается от полной энергии связи электро-
нов в нейтральном атоме EZ+2,Z+2 на энергию свя-
зи двух валентных электронов, которая не превыша-
ет 20 эВ. Значения энергии кулоновского взаимодей-
ствия EC

Z,Z , полученные с помощью релятивистского
метода ДХФ, можно найти в работе [18].

В качестве второго момента вероятностного рас-
пределения найдем дисперсию энергии возбуждения

D = 〈Z,Z|Ĥ2
Z+2|Z,Z〉 − 〈Z,Z|ĤZ+2|Z,Z〉2. (5)

С учетом уравнения (2) и, принимая во внимание,
что EZ,N – собственные значения ĤZ,N , находим

1

4
D =

Z
∑

i=1

Z
∑

j=1

〈Z,Z| 1
ri

1

rj
|Z,Z〉 − 〈Z,Z|

Z
∑

i=1

1

ri
|Z,Z〉2.

В первом слагаемом матричный элемент i 6= j фак-
торизуется, если пренебречь обменными вкладами:
〈Z,Z|r−1

i r−1
j |Z,Z〉 ≈ 〈Z,Z|r−1

i |Z,Z〉〈Z,Z|r−1
j |Z,Z〉.

Факторизация ведет к сокращению недиагональных
членов, в результате чего выражение для дисперсии
принимает вид:

1

4
D ≈

Z
∑

i=1

〈Z,Z| 1
r2i

|Z,Z〉 −
Z
∑

i=1

〈Z,Z| 1
ri
|Z,Z〉2. (6)

Оценка обменных эффектов с использованием
нерелятивистских волновых функций электронов в
формализме Рутаана–Хартри–Фока [17] показывает,
что вклад обменных слагаемых в дисперсию не пре-
вышает 10 %.

Заметим, что уравнения (2)–(6) также справед-
ливы в релятивистской теории c гамильтонианом
Дирака–Кулона в качестве нулевого приближения и
потенциалом Брейта, описывающим взаимодействие
электронов в порядке 1/c2 [20].

В модели Томаса–Ферми полная энергия связи и
энергия кулоновского взаимодействия электронов с
ядром для нейтрального атома даются выражениями
EZ,Z = −0.764Z7/3 и EC

Z,Z = 7EZ,Z/3 (см., например,
[21]). Связь между EZ,Z и EC

Z,Z устанавливается тео-
ремой вириала. Средняя энергия возбуждения равна

M =

(

1 +
14

3Z

)

EZ,Z − EZ+2,Z . (7)
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В двойном β-распаде германия каждый из двух недо-
стающих 4p электронов связан в селене на 9.752 эВ,
сумма первых двух энергий ионизации селена со-
ставляет 30.948 эВ [22]. С учетом поправки находим
M = 382 эВ.

Плотность электронов в модели Томаса–Ферми
выражается через волновые функции атомных обо-
лочек согласно

n(r) =

Z
∑

i=1

〈Z,Z|δ(r− ri)|Z,Z〉. (8)

Первое слагаемое в уравнении (6) очевидным об-
разом приводится к виду

∫

drr−2n(r). Для вычисле-
ния интеграла используется параметризация экрани-
рующей функции нейтральных атомов, приведенная
в работе [23]. На малых расстояниях интеграл расхо-
дится как ∼ dr/r3/2. Кроме того, квазиклассическое
приближение ограничено расстояниями 1/Z . r.
Для численных оценок плотность электронов в ин-
тервале от r = 0 до 1/Z считается постоянной и рав-
ной n(r = 1/Z).

К второму слагаемому в уравнении (6) приме-
ним известное неравенство, согласно которому сред-
нее арифметическое не превосходит среднее квадра-
тичное:

1

Z

Z
∑

i=1

〈Z,Z| 1
ri
|Z,Z〉2 ≥

(

1

Z

Z
∑

i=1

〈Z,Z| 1
ri
|Z,Z〉

)2

=

=

(

1

Z

∫

dr
1

r
n(r)

)2

. (9)

Заметим, что правая часть равна (Z−2EC
Z,Z )

2. Нера-
венство определяет верхнюю границу дисперсии:

1

4
D ≤ 1

4
D̄ =

∫

dr
1

r2
n(r)− Z−1

(
∫

dr
1

r
n(r)

)2

. (10)

Для двойного β-распада германия оценка дает
D̄1/2 = 2160 эВ.

В релятивистском формализме ДХФ [15] значе-
ние первого отрицательного момента в атоме гер-
мания равно 〈r−1〉 = 4.99. Расположение основного
уровня атома селена относительно германия нахо-
дится с помощью комплекса программ RAINE [24,
25], реализующих релятивистский метод ДХФ. Под-
ставляя полученные значения в формулу (6), най-
дем среднее значение энергии возбуждения M = 300

эВ, что качественно согласуется с методом Томаса–
Ферми. Значения EZ,Z и EC

Z,Z , табулированные в
работе [18], для двойного β-распада германия дают
M = 400 эВ.

Аналогично найдем дисперсию (6), выразив ее че-
рез первый и второй отрицательные моменты рас-
пределения электронов в атоме германия. Восполь-
зовавшись известными значениями вторых момен-
тов распределения электронов в атомах [16], найдем
D1/2 = 2870 эВ. Сравнение томас-фермиевского зна-
чения 2160 эВ с полученным значением также демон-
стрирует качественное согласие.

Величины M и D заметно выше ожидаемых для
каналов, связанных с возбуждением валентных элек-
тронов. Вклад дискретных уровней в M и D1/2, оче-
видно, не превышает ∼ 10 эВ. Сходимость интегра-
ла по непрерывному спектру определяется энергией
связи, поэтому вклад континуума в M и D1/2 срав-
ним с вкладом дискретной части спектра. В то же
время в вероятности доминируют возбуждения ва-
лентных электронов, так как изменение заряда ядра
∆Z = 2 приводит к значительному, в относитель-
ных единицах, изменению экранированного потенци-
ала на границе атома.

Электроны на внутренних орбитах возбуждают-
ся с малой вероятностью, однако имеют большую
энергию связи и могли бы давать заметный вклад в
среднюю энергию возбуждения и дисперсию. Изме-
нение заряда ядра ∆Z много меньше Z, что позво-
ляет применить теорию возмущений для вычисления
вероятности возбуждения K электрона в континуум
[26, 27] (см. также [21]). В ведущем порядке вероят-
ность, средняя энергия и средний квадрат энергии
перехода равны ∆P = 0.65∆Z2/Z2, ∆M = 0.66∆Z2

и ∆D = 1.87∆Z2Z2, соответственно. В двойном β-
распаде германия ∆P = 2.6 × 10−3, ∆M = 72 эВ
и ∆D = (2380 эВ)2. ∆M и ∆D имеют порядок вели-
чин M и D. Вклад K электронов в среднюю энергию
возбуждения и дисперсию, следовательно, является
существенным.

В β-процессах оболочка родительского атома c
конечной, отличной от единицы вероятностью пере-
ходит в основное состояние дочернего атома [2, 3, 28].
Для определения соответствующей амплитуды KZ =

= 〈Se III|Ge〉 в двойном β-распаде германия волно-
вые функции электронов атома германия |Ge〉 и вол-
новые функции дочернего иона селена в основном
состоянии |Se III〉 строились с использованием паке-
та программ Grasp-2018, реализующих релятивист-
ский метод ДХФ [19, 20]. Величина KZ оказывает-
ся чувствительной к используемым приближениям,
что обусловлено заметным отличием энергии свя-
зи электронов с одинаковыми квантовыми числами
на внешних оболочках германия и селена. Вычис-
ления на основе Grasp-2018 приводят к значению
KZ = 0.575.
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Суммарная кинетическая энергия β-электронов с
учетом потери энергии на возбуждение и ионизацию
дочернего атома в окрестности T = Q описывается
вероятностным распределением

dF (T ) =
(

K2
Zδ(T −Q) +

+ (1−K2
Z)w(1 − T/Q)/Q)

)

dT, (11)

где K2
Z – вероятность электронам родительского ато-

ма после распада остаться в основном состоянии.
Функция w(x) – плотность вероятности энергии воз-
буждения электронной оболочки дочернего атома
ǫ = Q − T , измеренной в единицах Q. Второе сла-
гаемое приводит к размытию пика.

Средняя величина, дисперсия и амплитуда пере-
крытия KZ достаточны, чтобы построить простей-
шее двух-параметрическое вероятностное распреде-
ление энергии β-электронов. В широком круге задач,
связанных со случайными процессами, используется
бета-распределение [29]

w(x) =
Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)
xα−1(1− x)β−1 (12)

для величин x, принимающих значения на отрез-
ке [0, 1]; α, β > 0 – свободные параметры. В бета–
распределении среднее и средний квадрат равны
m = α/(α+ β) и m2 = α(α + 1)/((α+ β)(α + β + 1)),
соответственно. В рассматриваемом случае x = ǫ/Q.
Равенства (1 − K2

Z)m = M/Q и (1 − K2
Z)m2 =

= (D + M2)/Q2 позволяют определить парамет-
ры α и β по известным значениям M, D и KZ .
В качестве примера рассмотрим изотоп германия-
76, использовавшийся в экспериментах коллабора-
ции GERDA. Для M = 300 и 400 эВ и диспер-
сии D1/2 = 2870 эВ находим α = 0.016, β =

= 74 и α = 0.029, β = 99, соответственно. Двух-
параметрическое гамма-распределение [29], описыва-
ющее случайные величины на полуоси [0,+∞), так-
же подходит для моделирования, поскольку условие
Q ≫ M,D1/2 позволяет распространить интегриро-
вание по x = ǫ/Q на всю полуось [0,+∞). В фи-
зически интересной области T ∼ Q бета- и гамма-
распределения практически совпадают в силу β ≫ 1.

При T = Q плотность вероятности сингулярна,
но интегрируема. На рисунке 1 для двух приведен-
ных выше наборов параметров α, β показана функ-
ция распределения

F (T ) = K2
Z + (1−K2

Z)

∫ Q

T

w(1 − T ′/Q)dT ′/Q, (13)

которая определяет вероятность двум β-электронам
иметь энергию, отличную от величины Q не более,
чем на Q − T > 0. Для M = 300 эВ с вероятно-
стью 90 % энергия β-электронов отклоняется от Q

Рис. 1. Функция распределения вероятности кинетиче-
ской энергии β-электронов, T , с учетом неполного пере-
крытия электронных оболочек атомов согласно уравне-
нию (13). Линии 1 и 2 отвечают средней энергии воз-
буждения электронной оболочки M = 300 и 400 эВ,
соответственно, и значению дисперсии D1/2 = 2870 эВ.
Численные значения характеризуют двойной β-распад
германия, Q = 2039.061(7) кэВ – энергия реакции [12]

не более, чем на 1 эВ. Для M = 400 эВ с той же ве-
роятностью отклонение меньше 50 эВ. С увеличени-
ем разности Q− T вероятность растет примерно ло-
гарифмически, то есть достаточно медленно. Совре-
менные детекторы измеряют энергию, выделяемую
в двойном β-распаде, с разрешением ∼ 1 кэВ, что
существенно затрудняет наблюдение эффектов, свя-
занных с возбуждением электронных оболочек. Про-
цессы встряхивания K электронов сопровождаются
выделением энергии ∼ 10 кэВ, однако, эти процессы
маловероятны.

Таким образом, в β-процессах электронная обо-
лочка дочернего атома с высокой вероятностью
переходит в возбужденное состояние. В вероятно-
сти доминируют переходы валентных электронов на
свободные дискретные уровни или в непрерывный
спектр. В настоящей работе даны оценки средней
энергии возбуждения электронной оболочки дочер-
него атома M и ее дисперсии D в модели Томаса–
Ферми и в релятивистском формализме Дирака–
Хартри–Фока. Найденные значения M ∼ 400 эВ и
D1/2 ∼ 2900 эВ существенно превышают значения,
характеризующие процессы с участием валентных
электронов. Оценка энергетических параметров пе-
рехода K электронов в непрерывный спектр указы-
вает на то, что заметный вклад в среднюю энер-
гию и ее дисперсию дают редкие процессы встряхи-
вания электронов, заселяющих внутренние орбиты.
При увеличении разрешения детекторов до ∼ 100 эВ
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искажение формы пика в распаде 0ν2β, вызванное
возбуждением электронных оболочек атомов, стано-
вится существенным для анализа данных наблюде-
ний.

Работа выполнена при поддержке гранта
# 23-22-00307 Российского научного фонда.
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14. F. Šimkovic, A. Faessler, V. Rodin, P. Vogel, and

J. Engel, Phys. Rev. C 77, 045503 (2008).

15. C. C. Lu, T. A. Carlson, F.B. Malik, T. C. Tucker, and
C. W. Nestor, Jr., At. Data Nucl. Data Tables 3, 1
(1971).

16. J. P. Desclaux, At. Data Nucl. Data Tables 12, 31l
(1973).

17. E. Clementi and C. Roetti, At. Data Nucl. Data Tables
14, 177 (1974).

18. K.-N. Huang, M. Aoyagi, M.H. Chen, B. Grasemann,
and H. Mark, At. Data Nucl. Data Tables 18, 243
(1976).

19. K.G. Dyall, I. P. Grant, C. T. Johnson, F. A. Parpia,
and E. P. Blummer, Comput. Phys. Commun. 55, 425
(1989).

20. I. P. Grant, Relativistic Quantum Theory of Atoms and

Molecules: Theory and Computation, Springer Science
+ Business Media, N.Y. (2007).

21. L.D. Landau and E. M. Lifschitz, Quantum Mechanics:

Non-relativistic Theory. Course of Theoretical Physics,
3rd ed., Pergamon, London (1977), v. 3.

22. A. Kramida and Yu. Ralchenko, J. Reader and NIST
ASD Team (2022), NIST Atomic Spectra Database (ver.
5.10), https://physics.nist.gov/asd. National Institute
of Standards and Technology, Gaithersburg, MD;
DOI: https://doi.org/10.18434/T4W30F.

23. J. C. Mason, Math. Proc. Cambridge Philos. Soc. 84,
357?360 (1964).

24. I.M. Band, M. B. Trzhaskovskaya, C. W. Nestor Jr.,
P.O. Tikkanen, and S. Raman, At. Data Nucl. Data
Tables 81, 1 (2002).

25. I.M. Band and M.B. Trzhaskovskaya, At. Data Nucl.
Data Tables 35, 1 (1986).

26. E. L. Feinberg, J. Phys. (USSR) 4, 423 (1941).

27. A. Мигдал, ЖЭТФ 11, 207 (1941) [A. Migdal, J. Phys.
Acad. Sci. USSR 4(1–6), 449 (1941)].

28. Z. Ge, T. Eronen, K. S. Tyrin, J. Kotila et al., Phys.
Rev. Lett. 127, 272301 (2021).

29. В. С. Королюк, Н.И. Портенко, А.В. Скороход,
А.Ф. Турбин, Справочник по теории вероятностей

и математической статистике, Наука M. (1985),
640 с.

Письма в ЖЭТФ том 117 вып. 11 – 12 2023



Pis’ma v ZhETF, vol. 117, iss. 12, pp. 892 – 893 © 2023 June 25

Light-shining-through-wall cavity setups for probing ALPs

D. Salnikov+∗1), P. Satunin+∗, M. Fitkevich+×, D. V. Kirpichnikov+

+Institute for Nuclear Research of the Russian Academy of Sciences, 117312 Moscow, Russia

∗Lomonosov Moscow State University, 119991 Moscow, Russia

×Moscow Institute of Physics and Technology, 141701 Dolgoprudny, Russia

Submitted 30 March 2023
Resubmitted 5 May 2023

Accepted 5 May 2023

DOI: 10.31857/S1234567823120030, EDN: euteax

Light feebly-interacting pseudoscalar particles ap-
pear in modern particle physics in various ways. Orig-
inally, a pseudoscalar particle called an axion was pro-
posed in late 1970s to explain the strong CP problem
in quantum chromodynamics [1]. More general axion-
like-particles (ALPs) are motivated by the string theory
and appear in its low-energy phenomenological descrip-
tion [2]. In addition to the motivation for the particle
physics models, axions and ALPs are of a great interest
in cosmology because they could make up a significant
fraction of the dark matter in the Universe [3–5].

The Lagrangian for interacting ALPs and photons
can be written as follows

L = −1

4
FµνF

µν+
1

2
∂µa ∂

µa−1

2
m2

aa
2−1

4
gaγγ aFµνF̃

µν ,

(1)
where Fµν is the electromagnetic tensor and F̃µν =
= 1

2ǫ
µναβFαβ is its dual, a is the ALP field of mass ma

with dimensionful photon-axion coupling gaγγ . Gener-
ally, ma and gaγγ are treated as independent parame-
ters.

A popular strategy of ALP searches is related to the
cosmological (dark matter) and astrophysical probing.
These ALPs can be detected by ground- based halo-
scopes (detection of dark matter ALPs) and helioscopes
(ALPs can be produced hypothetically in the Sun) [6]
(see, e.g., [7] for a recent review).

Another approach to probing ALPs implies both
their production and detection in a laboratory, and usu-
ally called Light-Shining-through-Wall (LSW) experi-
ments [8–10]. The LSW setups consist of two cavities
separated by a non-transparent wall. ALPs are produced
in the first cavity by interaction of electromagnetic field
components. Generated ALPs can pass through the wall
and convert back to photons in the detection cavity.
High intensity of initial electromagnetic field and the
resonant amplification for the signal inside the cavi-

1)e-mail: salnikov.dv16@physics.msu.ru

ties are required because of the extremely small cou-
pling gaγγ. Two wavelength ranges of EM fields are
applicable to LSW: the optical range setup including
high intensity lasers and the radio range setup consist-
ing of radio frequency cavities with high quality fac-
tors. Both ideas were realised in the experiments, ALPS
(optical) [11] and CROWS (radio) [12]. These exper-
iments set the bound gaγγ ≃ 10−7 GeV−1 for a wide
range of ALP masses. However, this bound is three or-
ders of magnitude weaker than the CAST helioscope
limit gaγγ . 6× 10−11 GeV−1, [6]. For the moment, the
ALPS-II laser experiment [13] is under construction and
its projected sensitivity exceeds CAST level.

In addition, the LSW radio experiments aimed at
the ALP searches are of a great interest [14]. Recently,
several proposals with LSW radio cavities appeared
in the literature including superconducting radio fre-
quency (SRF) cavities [15, 16]. In this letter we compare
different LSW cavity setups including modification of
the CROWS [12]. Specifically, we study four setups:

(i) an electromagnetic pump mode plus static mag-
netic field in the emitter cavity, static magnetic field in
the receiver cavity [10], we call this setup MF emitter
+ M∗F receiver;

(ii) two electromagnetic pump modes in the emitter
cavity; an electromagnetic pump mode in the receiver
cavity [15], we specify this facility as MM emitter+
+M∗M receiver;

(iii) two electromagnetic pump modes in the emit-
ter cavity, static magnetic field in receiver cavity [16],
we label this proposal as MM emitter + M∗F (RF)
receiver;

(iv) an electromagnetic pump mode plus static mag-
netic field in the emitter cavity, an electromagnetic
pump mode in the receiver cavity, we denote this setup
as MF emitter + M∗M receiver.

Another aspect of our analysis is geometry of the
setup which can be adjusted in order to achieve higher
sensitivity to ALPs parameters. We study transfer of
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Table 1. Comparison of the characteristics for various experimental setups. The geometrical formfactor |G| and the setup sensitivity
gaγγ are presented for the best ratio of R/L of coaxial location and the mass of ALPs ma . ωa/2

Type of the setup B
em,(1)
0 B

em,(2)
0 Brec

0 Qrec Pem |G| gaγγ

MF em. + M∗F rec. 0.01T 3T 3T 105 100 kW 10−2 3× 10−11 GeV−1

MM em. + M∗M rec. 0.1T 0.1T 0.1T 1010 0.1 kW 10−3 5× 10−11 GeV−1

MM em. + M∗F rec. 0.1T 0.1T 3T 105 0.1 kW 10−3 3× 10−10 GeV−1

MF em. + M∗M rec. 0.01T 3T 0.1T 1010 100 kW 10−3 9× 10−11 GeV−1

Fig. 1. Two specific types of the experimental configura-
tion consisting of two cylindrical cavities with (left panel)
coaxial or (right panel) parallel orientation and screened
by axion-penetrable wall. Wavy and solid lines represent
electromagnetic field (cavity mode or magnetic field) and
ALPs respectively

ALPs from the emitter to the receiver for all aforemen-
tioned designs (i-iv) and discuss their optimal configura-
tion, either coaxial or parallel (see, e.g., Fig. 1 for detail).
In addition, we investigate gaγγ sensitivity dependence
on the radius-to-length ratio of production cylindrical
cavity.

We summarize our results by presenting important
parameters for each setup in Table 1. We concluded that
the MF emitter + M∗F receiver and the MM emitter +
+ M∗M receiver setups can achieve the similar top sen-
sitivity gaγγ . (3− 5)× 10−11 GeV−1 at ma . ωa/2. In
particular, it turns out that the larger electromagnetic
field combination and the geometrical formfactor of RF
cavities compensate its smaller quality factor. Moreover,
we find that the best relative location of the cavities is
coaxial with the ratio of R/L ≃ 1.6.

The MF emitter + M∗F receiver setup is a modifica-
tion of the CROWS experiment [12] that implies larger
volume of the cavities Vem ≃ Vrec ≃ 1m3, lower temper-
ature, and narrower bandwidth of the signal, ∆ν ≃ 1/t.
However, there is a disadvantage of this setup that im-
plies the relatively large emitter power Pem ∼ 100 kW.

The advantage of the MM emitter + M∗M receiver
setup is that its emitter power is 4 orders of magnitude
smaller than the previous one. However, in this case the
main technical challenges would be related to the signal
mode filtering from the pump mode and fine tuning of
cavity sizes.

Given the benchmark parameters, the last two se-
tups, MM emitter + M∗F receiver and MF emitter +

+ M∗M receiver, has the weakest sensitivity, see Table 1.
Moreover, the typical bounds gaγγ . O(10−10)GeV−1

would be ruled out by the CAST. Also, there is a disad-
vantage of these proposals. In particular, the condition
ω1 + ω2 = ωs implies the specific type of the emitter
modes, the latter is linked to the sizes of the cavity.
Moreover, the modification of the pump modes would
require the changing of the receiver geometry. The dis-
advantages of the MF emitter + M∗M receiver include
also technical difficulties of the first two setups.

This is an excerpt of the article “Light-shining-
through-wall cavity setups for probing ALPs”. Full text
of the paper is published in JETP Letters journal.
DOI: 10.1134/S0021364023600957
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Хорошо известно, что глюонная аномалия сообщает массу U(1) голдстоуновскому бозону. Здесь мы
обращаем внимание на другую ее особенность, которая проявляется в свойствах псевдоголдстоуновских
состояний: глюонная аномалия в следующем порядке 1/Nc разложения индуцирует взаимодействия, на-
рушающие правило Цвейга. Необходимым условием для этого является явное нарушение киральной
симметрии массами легких кварков. Одно из физических следствий – вывод, что η-η′ смешивание не
влияет на амплитуду η → 3π. Другое – подавление первой 1/Nc-поправки к углу η-η′ смешивания. По-
дробно обсуждается механизм такого подавления. Наши выводы основываются на 1/Nc разложении и
эффективном мезонном лагранжиане модели Намбу–Иона–Лазинио. Проводится сравнение с результа-
тами 1/Nc киральной теории возмущений.

DOI: 10.31857/S1234567823120042, EDN: evdgis

В физических свойствах псевдоскалярного ноне-
та мезонов η′, η, K, π удивительным образом пере-
плетены эффекты спонтанного, явного и аномаль-
ного нарушения киральной U(3)L × U(3)R симмет-
рии. Спонтанное нарушение симметрии сопровожда-
ется появлением кваркового конденсата и, как след-
ствие, возбуждением безмассовых голдстоуновских
мод. Благодаря явному нарушению симметрии нену-
левыми массами легких u, d и s кварков, голдсто-
уновские моды приобретают массу. Глюонная анома-
лия нарушает аксиальную U(1)A симметрию, в ре-
зультате в теории отсутствует сохраняющийся U(1)

заряд, а также легкая изоскалярная частица L с
квадратом массы m2

L ≤ 3m2
π [1]. Для последователь-

ной теоретической картины не менее важно понять
каким образом указанные выше процессы взаимосвя-
заны между собой и как эта взаимосвязь отражается
в наблюдаемых свойствах псевдоскаляров.

Известно, что качественно верная картина адро-
нов возникает в квантовой хромодинамике (КХД) в
приближении больших значений Nc, где Nc – число
цветовых степеней свободы кварк-глюонной системы
[2, 3]. Один из способов продвинуться в количествен-
ном описании – сформулировать правила Nc-счета
внутри конкретной эффективной теории. Это позво-
ляет перейти от рассмотрения предела больших Nc к
разложению по степеням 1/Nc и, как следствие, клас-
сифицировать вершины мезонного лагранжиана по
степени их важности, а значит, и отведенной им ро-

1)e-mail: aaosipov@jinr.ru

ли в киральной динамике адронов. Примером такого
подхода служит 1/Nc киральная теория возмущений
(1/NcχТВ) [4–7], где при построении эффективного
мезонного лагранжиана предполагается, что массы
легких (токовых) кварков mi (i = u, d, s), а также
квадраты импульсов имеют порядок 1/Nc. Первые
два шага такого разложения L = L(0) + L(1) имеют
порядок (1/Nc)

0 и (1/Nc)
1 соответственно и не со-

держат киральных логарифмов, которые возникают
только на следующем шаге разложения лагранжиа-
на псевдоголдстоуновских полей.

Недавно было замечено [8–11], что аналогич-
ное разложение может быть осуществлено в рам-
ках кварковой версии модели Намбу–Иона-Лазинио
(НИЛ) [12, 13]. Одной из важных особенностей мо-
дели является механизм генерации тяжелых (состав-
ляющих) масс кварков Mi (i = u, d, s), что позволяет
использовавать ее в качестве эффективной теории
для КХД при низких энергиях. Вершины эффек-
тивного мезонного лагранжиана получаются в ре-
зультате вычисления однопетлевых кварковых диа-
грамм [14, 15]. Поскольку массы составляющих квар-
ков велики, при вычислении кварковой петли мож-
но ограничиться первыми членами разложения по
степеням 1/M2

i , что удобнее всего осуществить, вос-
пользовавшись методом собственного времени Фока–
Швингера. В случае неравных масс кварков Mu 6=
6= Md 6= Ms, происходит перестройка ряда по сте-
пеням собственного времени, что связано с исполь-
зованием ряда Вольтерры. Последний позволяет по-
следовательно выделить эффекты явного наруше-
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ния киральной симметрии при разложении кварко-
вой петли [16–18]. Таким образом, модель НИЛ поз-
воляет описать взаимосвязь эффектов спонтанного
и явного нарушения киральной симметрии важных
при построении эффективного мезонного лагранжи-
ана. Такой подход, в частности, автоматически, т.е.
без каких-либо дополнительных киральных разло-
жений, позволяет получить результат Гелл–Манна–
Оакса–Ренера, утверждающий, что квадрат массы
псевдоскалярной частицы пропорционален величине
кваркового конденсата и сумме токовых масс квар-
ков (см. [8]).

В данной заметке я хочу обратить внимание на
новое интересное проявление аномального наруше-
ния U(1)A симметрии в спектре нейтральных псевдо-
скаляров, суть которого заключается в следующем.
В теории с явно нарушенной киральной симметри-
ей глюонная аномалия индуцирует вклады, наруша-
ющие правило Окубо–Цвейга–Иизуки (ОЦИ). Как
будет показано ниже, это приводит к частичному
подавлению эффекта явного нарушения киральной
симметрии в амплитуде η → 3π, а также заметному
уменьшению 1/Nc-поправки к углу η-η′ смешивания.

В качестве отправной точки рассмотрим сво-
бодный лагранжиан нейтральных членов псевдоска-
лярного нонета, который возникает из вычислений
кварковых однопетлевых диаграмм, и дополнитель-
но учтем вклад аксиальной U(1)A аномалии

Lφ2 =
∑

i=u,d,s

[

κAii

16GV
(∂µφi)

2 − Mimi

4GS
φ2i

]

− λU
2
φ20. (1)

Здесь φi – голые полевые функции, являющиеся диа-
гональными компонентами нелинейного псевдоска-
лярного поля U = eiφ, φ =

∑

r φrλr, принадлежаще-
го u(3) алгебре Ли, с базисом λr, r = 0, 1, 2 . . . , 8, где
λ0 =

√

2/3, а остальные семь составляют стандарт-
ный набор SU(3) матриц Гелл–Манна. В дальней-
шем, говоря о нейтральных компонентах, мы исполь-
зуем либо октет-синглетный базис (λ0, λ8, λ3), либо
флейворный (λu, λd, λs)

φ =
∑

a=0,8,3

φaλa =
∑

i=u,d,s

φiλi. (2)

Связь между ними имеет вид

λu =
λ3
2

+

√
2λ0 + λ8

2
√
3

= diag(1, 0, 0),

λd = −λ3
2

+

√
2λ0 + λ8

2
√
3

= diag(0, 1, 0),

λs =
λ0 −

√
2λ8√

6
= diag(0, 0, 1). (3)

Константы GS и GV характеризуют силу
U(3)L × U(3)R кирально симметричных четырех-
кварковых взаимодействий спина 0 и 1 соответ-
ственно. Они, в отличие от поля (2), размерны
[GS,V ] = M−2, и при больших значениях Nc убыва-
ют, как O(1/Nc).

Размерный коэффициент λU = O(N0
c ) в лагран-

жиане (1) является топологической проницаемостью
чисто глюонной теории [λU ] = M4. Эта часть Lφ2

следует из выражения, возникающего в результате
учета квантовых флуктуаций плотности топологиче-
ского заряда Q(x) = g2

32π2F
a
µν F̃

a
µν , которые описыва-

ются лагранжианом

L(0)
Q =

3

λU
Q2(x) +

i

2
Q(x)tr

(

lnU − lnU †) . (4)

Его причастность к решению U(1) проблемы подроб-
но исследовалась в работах [19–22]. В частности,
воспользовавшись уравнением движения поля Q(x)

можно исключить плотность топологического заря-
да в (4) и придти к лагранжиану

L(0)
Q → LU(1) =

λU
48

[

tr
(

lnU − lnU †)]2 , (5)

который явно нарушает U(1)A симметрию и после
подстановки U = eiφ приводит к последнему слагае-
мому в (1). В модели НИЛ лагранжиан (5) исполь-
зовался, например, в работе [14].

Поскольку непротиворечивое решение U(1) про-
блемы достигается в рамках 1/Nc разложения КХД,
представляется разумным взглянуть на эффектив-
ный мезонный лагранжиан (1), с той же точки зре-
ния. Это возможно, если мы воспользуемся прави-
лами счета, предложенными в работах [4, 5]. Дей-
ствительно, малые параметры низкоэнергетического
лагранжиана (1) удобно объединить в один параметр
δ, положив 1/Nc ∼ δ, ∂2 ∼ δ и mi ∼ δ. Мы видим,
что все три члена в (1) имеют одинаковый порядок
по δ (если κAii,Mi, φr ∼ δ0) и отвечают лидирующе-
му вкладу ∼ δ0.

В этом случае модель НИЛ позволяет продви-
нуться дальше и извлечь из (1) 1/Nc-поправку к ли-
дирующему вкладу. Для этого достаточно восполь-
зоваться уравнением щели, которое связывает массы
легких токовых кварков mi с массами тяжелых со-
ставляющих кварков Mi. Поскольку решением урав-
нения щели в данном случае будет ряд Тейлора по
степеням δ, вычисление первой поправки сведется к
определения линейного по mi члена в разложении
Mi = M0 + ami + O(m2

i ), где M0 = O(δ0) – масса
конституентного кварка в пределе Nc → ∞, и после-
дующей подстановки данного результата в (1).
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Подчеркнем существенное отличие данного под-
хода от стандартного. При стандандартном рассмот-
рении предполагается, что mi ∼ δ0. Решением урав-
нения щели будет вся функцияMi(mi), а вычисление
1/Nc-поправки потребует рассмотрения киральных
логарифмов, что подразумевает существенную моди-
фикацию модели НИЛ, которая, как было отмечено
в [23], может оказаться теоретически необоснованной
процедурой. Однако, если mi = O(1/Nc), то вклад
киральных логарифмов начинается только с порядка
(mi/Nc) lnmi ∼ δ2, т.е. с третьего шага разложения
по степеням δ. Именно с этим обстоятельством свя-
зана возможность гарантированного использования
эффективного лагранжиана 1/Nc-модели НИЛ для
оценки масс и других характеристик псевдоскаляр-
ного нонета мезонов в приближении O(δ). И именно
в этом случае ряд Вольтерры играет основную роль
в описании эффектов явного нарушения киральной
симметрии.

Диагональные элементы матрицы κA в (1) имеют
вид

(κA)
−1
ii = 1 +

π2

NcGVM2
i J1(Mi)

, (6)

где J1(M) – логарифмически расходящаяся часть од-
нопетлевой кварковой диаграммы

J1(M) = ln

(

1 +
Λ2

M2

)

− Λ2

Λ2 +M2
. (7)

Здесь используется регуляризация через обрезание
интегралов по собственному времени. Ковариантный
параметр обрезания Λ входит также и в уравнение
щели, и поэтому является характерным масштабом
спонтанного нарушения киральной симметрии. Счи-
тается, что Λ = 4πfπ ≃ 1.1ГэВ [24]. Более подробную
информацию о деталях получения приведенных вы-
ше выражений можно найти в работах [9, 11, 18].

Заметим, что если воспользоваться правилами
счета, принятыми в 1/NcχТВ, лидирующий порядок
членов лагранжиана (1) равен (1/Nc)

0. В этом поряд-
ке наш лагранжиан полностью совпадает с лагран-
жианом L(0) в 1/NcχТВ, низкоэнергетические кон-
станты которого могут быть выражены через па-
раметры модели НИЛ. Второе замечание касается
структуры выражения в квадратных скобках. Оно
имеет диагональную форму в кварк-флейворном ба-
зисе и при отсутствии U(1)A аномалии нейтральные
поля были бы чистыми флейворными состояниями.
Присутствие аномалии кардинально меняет ситуа-
цию, а именно, требует диагонализации массовой ча-
сти лагранжиана, и, как следствие, перехода к новым
полевым функциям, которые мы будем ассоцииро-
вать с октет-синглетным базисом.

Рассмотрим кинетическую часть лагранжиана
(1), которая после переопределения переменных

φi = f−1
i φRi (8)

примет канонический вид. Новые переменные отме-
чены индексом R и, как легко видеть, имеют размер-
ность массы, которую константам fi сообщает раз-
мерный параметр GV

fi =

√

κAii

4GV
= O(

√

Nc). (9)

В результате получаем

Lkin =
1

4

∑

i=u,d,s

(∂µφ
R
i )

2 =
1

2

∑

a=0,3,8

(∂µφ
R
a )

2. (10)

где связь компонент φu,d,s с компонентами φ0,3,8, так
же как и связь между компонентами φRu,d,s и φR0,3,8,
легко определяется из формулы (2).

Особенностью перехода от голых полей φa к по-
лям φRa , как несложно выяснить, является возникно-
вение примеси, а именно, голые поля представляют
суперпозицию из новых полей, и наоборот

φ0 =
φR0
f0

+

(

1

fu
− 1

fd

)

φR3√
6
+

(

1

fu
+

1

fd
− 2

fs

)

φR8
3
√
2
,

φ8 =
φR8
f8

+

(

1

fu
− 1

fd

)

φR3
2
√
3
+

(

1

fu
+

1

fd
− 2

fs

)

φR0
3
√
2
,

φ3 =
φR3
f3

+

(

1

fu
− 1

fd

)

φR8 +
√
2φR0

2
√
3

, (11)

где

f−1
0 =

1

3

(

f−1
u +f−1

d +f−1
s

)

,

f−1
8 =

1

6

(

f−1
u +f−1

d +4f−1
s

)

,

f−1
3 =

1

2

(

f−1
u +f−1

d

)

. (12)

Очевидно, что примешивание происходит только за
счет явного нарушения киральной симметрии, как
изоспиновой, так и SU(3)f флейворной. Отсюда сле-
дует, что при переходе к новым полевым переменным
аномальная часть лагранжиана (1), помимо лидиру-
ющего вклада ∼ (φR0 )

2, даст вклады порядка 1/Nc,
которые типичны для взаимодействий, нарушаюших
правило ОЦИ.

Действительно, в этом порядке 1/Nc разложения
присутствует ОЦИ, нарушающее взаимодействие [22]

L(1)
Q = i

√
6Q(x)

λZ
λU

tr
[

χ
(

U − U †)] , (13)
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которое после подстановки решения уравнения дви-
жения для поля Q(x), найденное из (4), примет сле-
дующий вид [25]

L(1)
Q → LOZI =

iλZ√
6

tr(φ) tr
[

χ
(

U − U †)] , (14)

где λZ = O(N0
c ) – размерная константа [λZ ] = M2,

а матрица χ = 2Bm явно нарушает SU(3) × SU(3)

симметрию и имеет вид

χ =
4GV

GS
diag

(

Mumu

κAuu
,
Mdmd

κAdd
,
Msms

κAss

)

. (15)

В этом случае лидирующий член разложения по мас-
сам легких кварков совпадает с известным выраже-
нием киральной теории возмущений χ = 2B0m +

+O(m2). Важно, что взаимодействие (14) не ассоци-
ируется с глюонной аномалией, т.е. имеет самосто-
ятельное значение. Его квадратичная часть ведет к
смешиванию синглетной компоненты с диагональны-
ми членами октета

LOZI → −8λZ
GV

GS
φ0
∑

i=u,d,s

Mimi

(κA)ii
φi, (16)

и поэтому будет интерферировать с соответствую-
щим вкладом глюонной аномалии.

Чтобы установить, как такая интерференция от-
ражается на спектре псевдоголдстоуновских состоя-
ний, обратимся к массовой матрице

Lm = −1

2

∑

a=0,8,3

φRa M2
abφ

R
b . (17)

Используя вышеприведенные формулы, представим
результат в виде суммы лидирующего вклада и пер-
вой 1/Nc поправки к нему Lm = L(0)

m + L(1)
m

M2
ab = µ2

ab +∆µ2
ab +O(1/N3

c ). (18)

Обратим внимание, что поля φRa = O(
√
Nc). Это сле-

дует из формул (8) и (9). Поэтому разложение (18),
содержащее члены порядка 1/N2

c , не превышает точ-
ности проводимых здесь вычислений.

Основной вклад порядка 1/Nc имеет вид

µ2
00 =

2

3
B0 (2m̂+ms) + λ2η,

µ2
88 =

2

3
B0 (m̂+ 2ms) ,

µ2
33 = 2B0m̂,

µ2
08 = −2

√
2

3
B0 (ms − m̂) ,

µ2
03 = −

√

2

3
B0 (md −mu) ,

µ2
38 = − 1√

3
B0 (md −mu) , (19)

где мы ввели обозначение λ2η = λU/F
2. Величина

константы слабого распада пиона в киральном пре-
деле равна F =

√

κA0/(4GV ), здесь κA0 – киральный
предел для константы (6). В формуле также исполь-
зуется стандартное обозначение для среднего значе-
ния масс нестранных кварков m̂ = (mu+md)/2. Кон-
станта

B0 =
2GVM0

GSκA0
=

M0

2GSF 2
= −〈q̄q〉0

F 2
(20)

выражается через массу составляющего кварка M0

в киральном пределе. Последняя определяется из
разложения в ряд по 1/Nc нетривиального решения
уравнения щели Mi(mi), где нам требуются только
два первых члена Mi(mi) =M0+ami+O(1/N2

c ). Ко-
эффициент a = π2/(NcGSM

2
0J1(M0)) [10]. Величи-

на кваркового конденсата 〈q̄q〉0 также отвечает слу-
чаю безмассовых токовых кварков. Формулы (19)
хорошо известны. В частности, их диагонализация
приводит к массе η-мезона mη = 494МэВ, кото-
рая значительно ниже феноменологического значе-
ния mη = 548МэВ. Поэтому необходимо сделать сле-
дующую шаг в разложении по 1/Nc.

Первая поправка к результату (19) имеет вид

∆µ2
00 =

2B0

3

[

(2m̂2 +m2
s)
δM
M0

− 2∆N (2m̂+ms)

]

,

∆µ2
08 =

2
√
2

3
B0(ms − m̂)

[

∆N − (ms + m̂)
δM
M0

]

,

∆µ2
88 =

2B0

3M0
(m̂2 + 2m2

s)δM ,

∆µ2
33 =

2B0

M0
m̂2δM ,

∆µ2
03 =

√

2

3
B0(md−mu)

(

∆N − 2m̂
δM
M0

)

,

∆µ2
38 = − 1√

3

B0

M0
(m2

d−m2
u)δM , (21)

где

∆N ≡ λUGS
a− δM
2M2

0

− 2
√
6
λZ
F 2

, (22)

и

a− δM = 2a(1− κA0)

[

1− Λ4J1(M0)
−1

(Λ2 +M2
0 )

2

]

. (23)

Поясним происхождение вкладов в формуле (21).
Члены, выживающие в пределе ∆N = 0, происходят
от разложения в ряд по степеням 1/Nc массовой ча-
сти лагранжиана (1), где предварительно необходи-
мо перейти к полевым функциям φRa . Этот результат
с точностью до общего множителя совпадает с ре-
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зультатом аналогичных вычислений в 1/NcχТВ [26].
Связь между множителями имеет вид

δM
M0

↔ 16
B0

F 2
(2L8 − L5) . (24)

Поправки, индуцированные аксиальной аномали-
ей, в формуле (21) пропорциональны λU и собраны
в ∆N . Вклад в ∆µ2

00 связан с учетом 1/Nc поправки
в константу f0. Другие два вклада в ∆µ2

08 и ∆µ2
03 –

эффект присутствия октетных компонент φR8 и φR3 в
голом синглетном поле φ0, что описывается форму-
лой (11). Таким образом аномалия, благодаря явно-
му нарушению киральной симметрии, приводит к до-
полнительному вкладу в коэффициент ∆N , который
в противном случае определялся бы только взаимо-
действиями, нарушающими правило ОЦИ. Послед-
ние, как мы уже отмечали, не связанны с аксиальной
аномалией. Сравнивая полученные здесь выражения
∆µ2

08, ∆µ
2
03 с аналогичными формулами в [26], мож-

но установить соответствие

∆N ↔ −ρ/2 = Λ1/2− Λ2 + 4L5M
2
0 /F

2
0 , (25)

где в правой части сохранены обозначения работы
[26]. Не следует путать используемое там обозначе-
ние M0 для массы синглета (которая у нас обозначе-
на, как λη) с массой составляющего кварка в кираль-
ном пределе, используемой здесь. В модели НИЛ
константа Λ1 = 0. Другой параметр Λ2 совпадает
с используемой здесь величиной 2

√
6λZ/F

2. Третье-
му слагаемому в (25) в точности соответствует наше
выражение

4L5M
2
0

F 2
0

↔ 4λ2η
F 2

(a− δM )F 2

16B0M0
= λUGS

a− δM
2M2

0

. (26)

Отсюда следует, что эффект, обсуждаемый здесь,
имеет место и в 1/NcχТВ, т.е. генерация посредством
аксиальной аномалии вкладов, нарушающих прави-
ло ОЦИ, – общее свойство любой эффективной тео-
рии с явно нарушенной киральной симметрией.

Чтобы сделать количественные оценки, необходи-
мо диагонализовать массовую матрицу M2

ab. Смеши-
вание φR3 с полями φR8 и φR0 происходит за счет нару-
шения изоспиновой симметрии. В первом порядке по
разности масс md−mu оно устраняется поворотом на
малые углы ǫ и ǫ′ соответственно. Смешивание ком-
понент φR0 и φR8 – результат нарушения SU(3)f сим-
метрии. Для его устранения необходимо осуществить
поворот на угол θ. С точностью до первого порядка
по нарушению изотопической симметрии преобразо-
вание нейтральных компонент к физическим состо-
яниям π0, η и η′ имеет вид

φR3 = π0 − ǫη − ǫ′η′,

φR8 = (ǫ cos θ + ǫ′ sin θ)π0 + cos θη + sin θη′,

φR0 = (ǫ′ cos θ − ǫ sin θ)π0 − sin θη + cos θη′. (27)

Поскольку массовая матрица (18) представляет
собой сумму двух вкладов, отвечающих лидирую-
щему приближению и первой поправки к нему, уг-
лы ортогонального преобразования (27) следует ис-
кать в виде такого же разложения: θ = θ0 + ∆θ,
ǫ = ǫ0 + ∆ǫ, и ǫ′ = ǫ′0 + ∆ǫ′. Здесь углы θ0, ǫ0 и ǫ′0
имеют порядок N0

c . Они отвечают за диагонализа-
цию основного вклада. 1/Nc поправки к ним ∆θ, ∆ǫ
и ∆ǫ′ обеспечивают диагональность массовой матри-
цы, в которой учтены и первые поправки. Очевидно,
что и собственные значения массовой матрицы m2

η′ ,
m2

η и m2
π0 , которые мы получим в результате орто-

гонального поворота (27), имеют аналогичный вид:
m2

η = µ2
η+∆µ2

η, m
2
η′ = µ2

η′ +∆µ2
η′ , и m2

π0 = µ2
33+∆µ2

33,
где

µ2
η,η′ = 1

2

[

µ2
00+µ

2
88∓

√

(µ2
00−µ2

88)
2+4µ4

08

]

,

∆µ2
η,η′ =

1

2

(

∆µ2
00 +∆µ2

88 ∓

∓ (µ2
00−µ2

88)(∆µ
2
00−∆µ2

88) + 4µ2
08∆µ

2
08

√

(µ2
00−µ2

88)
2+4µ4

08

)

. (28)

Мы не будем останавливаться на всех деталях
фиксации параметров модели. Это было сделано в
работах [10, 11], исходя из спектра заряженных псев-
доскаляров. Результаты собраны в двух приведен-
ных здесь табл. 1, 2. Отметим лишь, что рассмотре-
ние нейтральных псевдоскаляров потребовало при-
влечения двух новых констант λU и λZ , величины
которых мы определяем исходя из эксперименталь-
ных значений масс η и η′ мезонов. В результате на-
ходим: λU = (285МэВ)4 и λZ = (27.7МэВ)2. Теперь
убедимся, что параметр ∆N , имеющий порядок 1/Nc,
остается малым и при конечном значенииNc = 3. Его
величина определяется разностью (22), что численно
равно ∆N = 0.82− 0.46 = 0.36. Это разумная оценка.
Заметим, что в 1/NcχТВ ∆N = 1, т.е. наблюдается
существенная рассогласованность 1/Nc-разложения.

Обсудим роль вкладов, связанных с глюонной
аномалией, при расчете 1/Nc поправок к массам ней-
тральных псевдоскаляров. Начнем с величины 1/Nc

поправки к углу η-η′ смешивания ∆θ. Она была вы-
числена в работе [26] в 1/NcχТВ. Оказалось, что
результат основного приближения θ0 = −18.6◦, по-
сле учета 1/Nc поправки уменьшается до величины
θ0+∆θ = −10◦. Такое значительное снижение ставит
под сомнение предсказательную силу 1/Nc разложе-
ния.
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Таблица 1. Для фиксации шести параметров модели Λ, GS , GV , mu, md, и ms используются массы π0, π±, K0 K± мезонов,
величина константы распада пиона fπ и обрезание Λ. Электромагнитные поправки к массам заряженных частиц учитывают
отклонения от теоремы Дашена, возникающее в следующем порядке 1/Nc разложения. С этой целью мы дополнительно ис-
пользовали экпериментальное значение константы fK , а также феноменологические данные по ширине распада η → 3π. Все
единицы, за исключением [Λ] = ГэВ,

[

GS,V

]

= ГэВ−2 и безразмерных констант a и δM , приведены в МэВ

Λ GS GV mu md ms M0 −〈q̄q〉
1/3
0 Mu Md Ms F fπ fK δM a

1.1 6.6 7.4 2.6 4.6 84 274 275 283 290 567 90.5 92.2 111 0.67 3.50

Таблица 2. В первой строке, вариант (a), приводится результат диагонализации лидирующего вклада углами θ0, ǫ0 and ǫ′0.
Кварковые массы приведены в МэВ, θ в градусах, а углы ǫ и ǫ′ – в радианах. Величина константы λ2

η (в ГэВ2) определена
по экспериметальному значению массы η′ мезона. Во второй строке, вариант (b), учтены 1/Nc поправки (в том числе и при
извлечении значений легких масс кварков). Параметры λ2

η и ∆N , фиксируются по феноменологическим значениям масс η и η′

мезонов

mu md ms λ2
η ∆N θ θ0 ∆θ ǫ ǫ0 ∆ǫ ǫ′ ǫ′0 ∆ǫ′

(a) 2.6 4.6 93 0.671 − − −19.7◦ − − 0.0187 − − 0.0033 −

(b) 2.6 4.6 84 0.805 0.36 −15.76◦ −14.97◦ −0.79◦ 0.0114 0.0177 −0.0063 0.0021 0.0033 −0.0012

Как видно из табл. 2, угол θ0 = −15.0◦, получае-
мый в модели НИЛ, близок к указанной выше оцен-
ке [26]. С другой стороны, 1/Nc-поправка, получен-
ная нами, мала ∆θ = −0.8◦. Ее небольшая величина
– результат вклада аксиальной аномалии. Действи-
тельно, из наших вычислений следует, что

∆θ =
1

4
sin 4θ0

[

(ms + m̂)
δM
M0

(

1− tg 2θ0

2
√
2

)

−

− ∆N

(

1 +
1√
2

ms + 2m̂

ms − m̂
tg 2θ0

)]

=

= −0.056 + 0.042 = −0.014. (29)

Таким образом, вклад второго слагаемого ∼ ∆N (где
доминирует вклад, связанный с аксиальной аномали-
ей) существенно снижает величину поправки.

В качестве второго примера рассмотрим извест-
ную проблему [5], которая возникает при вычисле-
нии углов ǫ и ǫ′ в лидирующем порядке теории. Сра-
зу заметим, что на этом шаге модель НИЛ приво-
дит к тем же формулам, которые были получены в
1/NcχТВ [5]:

ǫ0 = ǭ0 cos θ0
cos θ0 −

√
2 sin θ0

cos θ0 + sin θ0/
√
2
,

ǫ′0 = ǭ0 sin θ0
sin θ0 +

√
2 cos θ0

sin θ0 − cos θ0/
√
2
, (30)

где угол π0-η смешивания ǭ0 был вычислен в работе
Гросса, Треймана и Вильчека [27] в пренебрежении
η-η′ смешиванием

ǭ0 =

√
3

4

md −mu

ms − m̂
= 0.011. (31)

Учет η-η′ смешивания значительно увеличивает ве-
личину угла ǫ0 по сравнению с ǭ0. Оценка ǫ0 = 0.018,

которую дают наши вычисления, согласуется с ре-
зультатом ǫ0 ≃ 2ǭ0, полученным Лойтвилером при
величине угла смешивания θ0 ≃ −22◦ [5], а также с
результатом ǫ0 = 0.017 ± 0.002 [28]. Все эти оценки
сделаны при одинаковых предположениях: использо-
вание теоремы Дашена и учет η-η′ смешивания. Та-
кая большая величина ǫ0 делает теоретическое значе-
ние ширины распада η → 3π неприемлемо большим.
Этот эффект анализировался в работе [5] в рамках
лидируещего приближения 1/NcχТВ, где, в частно-
сти, было высказано предположение, что проблема
может быть решена за счет учета 1/Nc поправки. По-
кажем, что это действительно имеет место, причем
главную роль здесь опять играет аксиальная анома-
лия.

Вклад в угол ∆ǫ формируется за счет трех сла-
гаемых ∆ǫ =

∑

i=1,2,3 ∆ǫi. Первое пропорционально
∆θ и поэтому пренебрежимо мало

∆ǫ1 = −∆θǫ′0

√
2− ctg θ0√
2 + tg θ0

= 2.0 · 10−4. (32)

Второе связано с поправками от разложений кон-
стант и масс конституентных кварков. Такая поправ-
ка пропорциональна δM и в данном случае имеет вид

∆ǫ2 = −δMǫ0
M0

[

ms−m̂+(ms+m̂)

(

sin 2θ0

2
√
2

−sin2 θ0

)]

=

= −0.145ǫ0. (33)

Третье слагаемое описывает вклад взаимодействия
нарушающего правило ОЦИ, а также вклад акси-
альной аномалии через явное нарушение киральной
симметрии
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∆ǫ3 =
√
2∆N ǫ0 sin θ0

[

1

cos θ0 −
√
2 sin θ0

+ cos θ0 ×

×
(

1 +
3m̂ sin θ0

(ms − m̂)(sin θ0 +
√
2 cos θ0)

)]

=

= −0.222ǫ0. (34)

В сумме ǫ = ǫ0 + ∆ǫ это ведет к фактору, который
восстанавливает результат работы [27]

ǫ = ǫ0(1− 0.367) = 0.011 ≃ ǭ0. (35)

Из приведеннных оценок видно, что основную роль в
восстановлении результата [27] играет вклад глюон-
ной аномалии, которая через описанный выше меха-
низм подавляет влияние η-η′ смешивания на ампли-
туду распада η → 3π, которая, как известно, пропор-
циональна ǫ. Это объясняет, почему в данном процес-
се эффект нарушения изоспиновой симметрии мал,
хотя рассмотрение лидирующего приближения ука-
зывает на обратное.

В заключение хочу подчеркнуть, что описан-
ный здесь механизм подавления глюонной аномали-
ей эффектов, связанных с нарушением флейворной
и изотопической симметрий, имеет общий характер,
несмотря на то, что все рассуждения здесь прово-
дились в рамках 1/Nc модели НИЛ. Это следует из
прямой связи между константами рассматриваемой
здесь модели и константами 1/NcχТВ. При этом чис-
ленные значения параметров 1/NcχТВ, получаемые
на основе модели НИЛ, находятся в прекрасном со-
гласии с их феноменологическими значениями (за
исключением параметра Λ1, который отсутствует в
модели НИЛ).
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Мы показали, что недавние экспериментальные результаты исследования процесса e+e− → ΛΛ̄ вбли-
зи порога могут быть прекрасно объяснены взаимодействием Λ и Λ̄ в конечном состоянии. Быстрый рост
сечения вблизи порога реакции связан с существованием слабосвязанного состояния или виртуального
уровня в соответствующем потенциале. Приведена простая аналитическая формула, которая очень хо-
рошо описывает экспериментальные данные.

DOI: 10.31857/S1234567823120054, EDN: evdxcg

В последнее время появились новые эксперимен-
тальные результаты изучения процесса аннигиляции
e+e− → ΛΛ̄ вблизи порога [1]. Они согласуются с
результатами предыдущих работ [2–4], но имеют го-
раздо более высокую точность. В экспериментах на-
блюдается сильная энергетическая зависимость сече-
ния вблизи порога. Аналогичный эффект проявляет-
ся в процессах e+e− → pp̄ [5–12], e+e− → nn̄ [13–15],
e+e− → ΛcΛ̄c [16, 17], e+e− → BB̄ [18], и других. Во
всех случаях формы околопороговых резонансов су-
щественно отличаются от стандартной параметриза-
ции Брейта–Вигнера. Происхождение этого явления
естественно объясняется сильным взаимодействием
рожденных частицы, вблизи порога (так называемое
взаимодействие в конечном состоянии). Поскольку
типичное значение соответствующего потенциала до-
статочно велико (сотни МэВ), то возможно существо-
вание или слабосвязанного состояния, или виртуаль-
ного уровня. В последнем случае небольшое углубле-
ние потенциала приводит к возникновению слабосвя-
занного состояния. В обоих случаях значение волно-
вой функции (или ее производной) внутри потенци-
альной ямы значительно превышает значение волно-
вой функции в отсутствие взаимодействия в конеч-
ном состоянии. В результате энергетическая зависи-
мость волновой функции внутри потенциальной ямы
является очень сильной. Так как кварки в e+e− анни-
гиляции рождаются на малых расстояниях ∼ 1/

√
s,

сильная энергетическая зависимость сечения вблизи
порога определяется исключительно энергетической

1)A.I.Milstein@inp.nsk.su; S.G.Salnikov@inp.nsk.su

зависимостью волновой функции рожденной пары
адронов на малых расстояниях. Такой естественный
подход позволяет хорошо описать энергетическую
зависимость практически всех известных околопоро-
говых резонансов (см. [19–25] и ссылки в этих ра-
ботах).

Процесс аннигиляции e+e− → ΛΛ̄ вблизи порога
является наиболее простым для исследования. Это
связано с тем, что система ΛΛ̄ имеет фиксирован-
ный изотопический спин I = 0, пара рождается в
основном в состоянии с угловым моментом l = 0

(вкладом состояния с l = 2 можно пренебречь), и
кулоновское взаимодействие между Λ и Λ̄ отсутству-
ет. Кроме того, наш анализ показывает, что мнимая
часть оптического потенциала взаимодействия ΛΛ̄,
которая учитывает возможность аннигиляции пары
ΛΛ̄ в мезоны, мало влияет на сечение. Поэтому мож-
но пренебречь мнимой частью потенциала. В резуль-
тате, сечение процесса e+e− → ΛΛ̄ может быть опи-
сано простой формулой (см. подробности в [25] и в
указанных там ссылках):

σ =
2πβα2

s
g2F 2

D(s) |ψ(0)|2 , (1)

где β = k/MΛ – скорость бариона, k =
√
MΛE,

s = (2MΛ + E)
2, E – кинетическая энергия па-

ры, FD(s) =
(

1− s/Λ2
)−2

– дипольный формфак-
тор, Λ – некоторый параметр, близкий к 1ГэВ. Мно-
житель g связан с вероятностью рождения пары на
малых расстояниях ∼ 1/

√
s и может рассматривать-

ся как независящая от энергии константа. В уравне-
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Зависимость от энергии E сечения аннигиляции e+e− → ΛΛ̄ (левый рисунок) и фактора
усиления |ψ(0)|2 (правый рисунок). Использованы параметры потенциала U0 = 584 МэВ и R = 0.45 фм. Эксперимен-
тальные данные взяты из работы [1]

нии (1) ψ(0) является волновой функцией пары ΛΛ̄

при r = 0.
Сечение (1) усиливается множителем |ψ(0)|2 ≫ 1,

если существует слабосвязанное состояние или вир-
туальный уровень ΛΛ̄ пары. В обоих случаях вели-
чина |a| (a – длина рассеяния Λ и Λ̄) велика по срав-
нению с характерным радиусом R потенциала вза-
имодействия ΛΛ̄. Для слабосвязанного состояния a

положительна и энергия связи равна ε = −1/MΛa
2.

Для виртуального уровня a отрицательна, а энер-
гия этого уровня определяется как ε = 1/MΛa

2. В
обоих случаях |ε| намного меньше, чем характерная
глубина потенциальной ямы. Энергетическая зависи-
мость |ψ(0)|2 для околопороговых резонансов явля-
ется более-менее универсальной и определяется дли-
ной рассеяния a и эффективным радиусом взаимо-
действия [26]. Поэтому можно использовать любую
удобную форму потенциала U(r) для описания око-
лопороговых резонансов.

В нашей работе мы параметризуем потенциал
формулой U(r) = −U0θ(R−r). Для этого потенциала
энергетическая зависимость |ψ(0)|2 хорошо известна
(см., например, учебник [26]):

|ψ(0)|2 =
q2

q2 cos2 (qR) + k2 sin2 (qR)
,

q =
√

MΛ(E + U0).

(2)

Вблизи порога имеем k ≪ q, и сечение (1) усилено,
если

q0R = π

(

n+
1

2

)

+ δ, |δ| ≪ 1, (3)

где q0 =
√
MΛU0 и n – целое число. При |δ| ≪ 1 длина

рассеяния a = 1/q0δ, где δ > 0 для связанного состо-

яния и δ < 0 для виртуального уровня. С помощью
уравнения (3) выражение (2) можно упростить:

|ψ(0)|2 ≈ γ U0

(E + ε0)
2
+ γ E

,

γ = 4κ2U0, ε0 = 2δ κU0, κ =
1

π(n+ 1/2)
. (4)

Соответствующая энергетическая зависимость сече-
ния (1) эквивалентна формуле Флатте [27], которая
выражается через длину рассеяния и эффективный
радиус взаимодействия r0. Заметим, что для пря-
моугольной потенциальной ямы r0 = R. Нетруд-
но проверить, что точная и приближенная форму-
лы для сечения хорошо согласуются друг с другом
для |δ| ≪ 1 и E . ε0 ≪ U0. Обратим внимание на
то, что |ε0| ≫ |ε| как для связанного состояния, так
и для виртуального уровня, а именно ε0 ≈ 2 |ε|a/R.
Однако положение пика в сечении, которое пропор-
ционально

√
E |ψ(0)|2, находится при энергии E ≈ |ε|

в обоих случаях.
На рисунке 1 показано сравнение наших пред-

сказаний для сечения с экспериментальными дан-
ными [1], а также коэффициент усиления |ψ(0)|2.
Использованы следующие параметры модели: U0 =

= 584МэВ, R = 0.45фм и g = 0.2 . В рассматривае-
мой области энергий зависимость наших предсказа-
ний от параметра Λ очень слабая. Для определен-
ности мы использовали значение Λ = 1ГэВ. Наша
модель, дающая χ2/Ndf = 9.8/13, хорошо описыва-
ет экспериментальные данные [1]. Видно, что учет
коэффициента усиления |ψ(0)|2 является очень важ-
ным для корректного описания экспериментальных
данных.

В рамках нашей модели мы также предсказываем
связанное состояние с энергией связи E0 ≈ −30MэВ.
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Наблюдение этого связанного состояния является
очень важным. Результаты работ [28–36] указывают
на аномальное поведение сечений процессов e+e− →
→ K+K−π+π−, e+e− → 2 (K+K−), e+e− → φK+K−

и других при
√
s ≈ 2.2ГэВ (это значение s соответ-

ствует E0 ≈ −30МэВ). Однако требуется более по-
дробное изучение этой энергетической области.

В заключение, предположение о существовании
слабосвязанного состояния или виртуального уров-
ня позволило нам достаточно точно описать недав-
ние и предыдущие экспериментальные данные для
сечения аннигиляции e+e− → ΛΛ̄ вблизи порога. На-
ша модель указывает на возможное существование
связанного состояния ΛΛ̄ с энергией E0 ≈ −30МэВ.

Мы выражаем благодарность А. Е. Бондарю за
полезные обсуждения.
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27. S.M. Flatté, Phys. Lett. B 63, 224 (1976).

28. B. Aubert, M. Bona, D. Boutigny et al. (BABAR

Collaboration), Phys. Rev. D 76, 012008 (2007).

29. Y.-W. Chang, M.-Z. Wang, I. Adachi et al. (BELLE

Collaboration), Phys. Rev. D 79, 052006 (2009).

30. M. Ablikim, M. N. Achasov, P. Adlarson et al. (BESIII

Collaboration), Phys. Rev. D 100, 032009 (2019).

31. M. Ablikim, M.N. Achasov, S. Ahmed et al. (BESIII

Collaboration), Phys. Rev. D 99, 032001 (2019).

32. M. Ablikim, M. N. Achasov, P. Adlarson et al. (BESIII

Collaboration), Phys. Rev. Lett. 124, 112001 (2020).

33. M. Ablikim, M. N. Achasov, P. Adlarson et al. (BESIII

Collaboration), Phys. Rev. D 102, 012008 (2020).

34. M. Ablikim, M. N. Achasov, P. Adlarson et al. (BESIII

Collaboration), Phys. Rev. D 104, 032007 (2021).

35. M. Ablikim, M. N. Achasov, P. Adlarson et al. (BESIII

Collaboration), arXiv:2112.13219 [hep-ex].

36. L. Xia, Supl. la Rev. Mex. F́ısica 3, 1 (2022).

Письма в ЖЭТФ том 117 вып. 11 – 12 2023



Письма в ЖЭТФ, том 117, вып. 12, с. 904 – 911 © 2023 г. 25 июня

Учет энергетического распределения свободных носителей
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Проведено исследование динамики свободных носителей в CaF2, индуцированных мощным фемто-
секундным лазерным излучением ближнего (1.24 мкм) и среднего (4.4 мкм) инфракрасного диапазонов.
Показано, что при флюенсах лазерного излучения, достаточных для активного действия ударной иони-
зации, после прохождения лазерного импульса формируется такое распределение носителей по энергии,
форма которого не зависит от параметров лазерного излучения (флюенса, длительности, длины волны)
и ширины запрещенной зоны материала. При этом средняя кинетическая энергия свободных носителей
после действия импульса составляет 0.56 от ширины запрещенной зоны. Учет дисперсионного слагаемого
в скоростных моделях динамики носителей позволяет снизить на 30 % расхождение в средней кинетиче-
ской энергии со статистической моделью Фоккера–Планка. Применение скоростных моделей динамики
носителей вместо требующих больших временных и вычислительных ресурсов статистических моделей
позволяет проводить расчеты в несколько десятков раз быстрее.

DOI: 10.31857/S1234567823120066, EDN: evvooq

Введение. Одним из механизмов генерации гар-
моник в диэлектриках при воздействии на них мощ-
ного фемтосекундного лазерного излучения являет-
ся динамика свободных носителей в зоне проводи-
мости, индуцированных лазерным излучением [1–
4]. Возбуждение в среде свободных носителей обу-
славливает поглощение лазерной энергии и дефоку-
сировку лазерного пучка при его распространении
через среду. К настоящему времени развиты раз-
личные экспериментальные методы диагностики со-
стояния среды и определения энергетических поро-
гов модификации ее объема: оптическая микроско-
пия локального изменения показателя преломления
[5], регистрация изменения коэффициента пропуска-
ния [6], темнопольная микроскопия [7, 8]. Комплекс-
ное исследование диагностики состояния среды про-
изводится в тесном контакте экспериментальных ис-
следований с теоретическими расчетами. Например,
задача генерации мощного когерентного излучения
требует теоретического рассмотрения откликов элек-
тронов в атоме на лазерное поле и формирование ими
макроскопического тока носителей [9]. Для разработ-
ки способов получения сверхкоротких лазерных им-

1)e-mail: lvov.kv14@physics.msu.ru

пульсов необходимо более тщательное изучение ме-
ханизмов воздействия лазерного поля на среду [10].
Изучение методов модификации поверхности и объ-
ема материалов невозможно без анализа механизмов
передачи лазерной энергии твердому телу [11, 12].
Эти важные для практического применения научные
задачи требуют исследования процессов генерации
свободных электронов в диэлектриках и полупровод-
никах и их динамики в зоне проводимости, вызван-
ной действием мощного фемтосекундного лазерного
излучения.

Наиболее корректными с физической точки зре-
ния моделями динамики свободных носителей явля-
ются статистические модели, основанные на уравне-
нии Больцмана [13, 14], либо его упрощении – уравне-
нии Фоккера–Планка [15, 16]. Согласно последнему,
динамика плотности распределения носителей f(ε, t)
в зоне проводимости описывается уравнением:

∂f

∂t
= − ∂

∂ε

(

1

3
σ(ε)E2(t)f(ε, t)

)

+

+
1

2

∂2

∂ε2

(

4

3
εσ(ε)E2(t)f(ε, t)

)

+ Sε(ε, t), (1)

где Sε(ε, t) – плотность генерации (или рекомби-
нации) носителей, E2(t) – квадрат огибающей ла-
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зерного поля, ε – кинетическая энергия носителей,
σ(ε) = e2ν(ε)

me(ν2(ε)+ω2) – проводимость носителей, e – за-
ряд электрона, me – эффективная масса носителей,
ν(ε) – частота столкновений носителей, ω – частота
лазерного поля.

Правая часть уравнения (1) – первые два слага-
емых в разложении уравнения Больцмана по поли-
номам Лежандра. Первое слагаемое описывает ла-
зерный нагрев свободных носителей, в то время как
второе слагаемое – дисперсию плотности распреде-
ления носителей по энергии. Второе слагаемое мо-
жет быть истолковано как диффузия носителей по
энергетическому спектру с характерным “коэффици-
ентом диффузии” D = 2

3εσ(ε)E
2(t). С физической

точки зрения оно означает “расплывание” плотности
носителей по энергетическому спектру при наличии
локальных градиентов в плотности распределения
носителей, возникающих, например, при фотоиони-
зации или ударной ионизации.

Несмотря на высокую точность расчетов по мо-
дели Фоккера–Планка (F-Pl), ее применение в зада-
че распространения лазерного излучения через ве-
щество выглядит плохо реализуемым из-за большой
длительности вычислений и повышенных требова-
ний к производительности вычислительных машин.

Альтернативой статистическим моделям служат
скоростные модели динамики носителей, описы-
вающих их распределение по конечному числу
дискретных уровней энергии в зоне проводимости:
SRE (Single Rate Equation) [17], MRE (Multiple Rate

Equation) [18] и другие модификации этих моделей,
учитывающих все более тонкие эффекты. Так,
например, в улучшенной модели MRE (EMRE) [19]
учитываются столкновения электронов между собой
и с нейтральными атомами, вводится усредненный
уровень, учитывающий наличие носителей выше
верхнего энергетического уровня, а также рассмат-
ривается ударная ионизация по модели Келдыша
[20]. В модели [21], также основанной на MRE,
добавляется взаимодействие электронов с фонона-
ми, предлагается использовать ее для определения
порога лазерного пробоя полупроводников. Ключе-
вой особенностью всех существующих скоростных
моделей является их учет только первого слагаемого
в правой части уравнения (1), описывающего нагрев
носителей под действием лазерного излучения.

В данной работе исследуется динамика носите-
лей с учетом дисперсионного слагаемого (второе сла-
гаемое в правой части уравнения (1)), описываю-
щее “расплывание” плотности распределения носи-
телей по зоне проводимости. Дисперсионное слага-
емое внедряется в модель EMRE [19] и анализиру-

ется его влияние на генерируемую плотность инду-
цированных носителей и их среднюю кинетическую
энергию при воздействии мощного фемтосекундно-
го лазерного излучения на диэлектрическую среду.
Кроме того, в работе демонстрируется способ учета
в модели EMRE распределения носителей в высоко-
энергетичной части энергетического спектра.

Методы.

Модель Фоккера–Планка (F-Pl). В уравнении
Фоккера–Планка (1) в качестве источника свобод-
ных носителей рассматривается фотоионизация,
скорость которой W (I(t)) зависит от интенсивности
лазерного излучения I(t) и описывается формулой
Келдыша [22], а также ударная ионизация νimp(ε):

Sε(ε, t) = w(ε, I(t)) − νimp(ε)f(ε, t) +

+ 2βνimp(βε)f(βε, t). (2)

Скорость ударной ионизации νimp(ε) отлична от
нуля только для тех носителей, чья энергия превы-

шает критическое значение εcr =
(

1 + mr

mh

)

Eg, где
mr – приведенная масса электрона и дырки, чьи
эффективные массы равны me и mh, Eg – шири-
на запрещенной зоны. Выражение для νimp(ε) бы-
ло получено Келдышем в работе [20], однако толь-
ко для энергий, близких к критическому значению:
ε − εcr ≪ εcr. Поскольку при численном решении
уравнения (1) учитываются также области энергии
ε≫ εcr, то требуется использовать более общую фор-
мулу, полученную в работе [23]:

νimp(ε) = ρat

√

2ε

me
· 4πa20

(

Ry
Eg

)2

· εcr
ε

·
(

ε− εcr
ε+ εcr

)3/2

·

·
(

1 +
2

3

(

1− εcr
2ε

)

ln

(

2.7 +

√

ε

εcr
− 1

))

, (3)

где ρat – плотность атомов, a0 – боровский радиус,
Ry – постоянная Ридберга.

Числовой коэффициент β в (2) показывает, во
сколько раз уменьшается энергия электрона, участ-
вующего в одном акте ударной ионизации. В пред-
положении параболичности валентной зоны и зоны
проводимости значение этого коэффициента напря-
мую следует из законов сохранения энергии и им-
пульса:

β =

(

2−mr/me

1−mr/me

)2

. (4)

Нагрев носителей в лазерном поле определяется
проводимостью σ(ε) = e2ν(ε)

me(ν2(ε)+ω2) , при этом учи-
тывались только электрон-электронные и электрон-
нейтральные столкновения, зависимость частоты ко-

Письма в ЖЭТФ том 117 вып. 11 – 12 2023



906 К. В. Львов, С. Ю. Стремоухов

торых от энергии носителей задается следующими
выражениями [24]:

ν(ε) = νee(ε) + νen(ε),

νee(ε) = ρ〈ν〉σee =
32ǫ0
3e2

√

2πε

3me
εmean,

νen(ε) = (ρat − ρ)〈ν〉σen ≈
√

16ε

3πme
(ρat − ρ)σen, (5)

где 〈ν〉 – средняя скорость носителей с энергией ε,
ǫ0 – диэлектрическая постоянная, εmean – средняя ки-
нетическая энергия носителей, ρ – полная плотность
свободных носителей, σen ≈ 3 · 10−16 см2 – сечение
электрон-нейтральных столкновений.

В данной работе по результатам расчетов динами-
ки плотности распределения носителей в зоне прово-
димости вычислялись полная плотность свободных
носителей ρ(t):

ρ(t) =

∫ ∞

0

f(ε, t)dε (6)

и средняя кинетическая энергия носителей εmean(t):

εmean(t) =

∫∞
0 εf(ε, t)dε

ρ(t)
. (7)

Для численного решения уравнения Фоккера–
Планка (1) была построена 6-точечная разностная
схема, которая является явной по времени и неяв-
ной по энергии. На каждом шаге по времени методом
прогонки вычислялись значения плотности распре-
деления f(ε, t) для каждого значения энергии, при
этом граничные условия при ε → ∞ обеспечивали
условие f(ε → ∞, t) → 0 а граничные условия при
ε = 0 – неизменность полной плотности носителей в
отсутствии источников носителей (при S(ε, t) = 0).

Уравнение Фоккера–Планка, являющееся при-
ближением уравнения Больцмана, справедливо, если
средняя энергия, полученная носителями в электри-
ческом поле за среднее время столкновений, меньше
энергии носителей [15]: e2E2ν

me(ω2+ν2) · 1
ν < ε. Из этого

условия можно получить оценку максимальной ин-
тенсивности лазерного излучения Imax, при которой
модель F-Pl остается справедливой:

Imax =
εmeω

2cn0ǫ0
2e2

≈ 4 · 1012 · Eg[эВ]
λ2 [мкм]

Вт
см2

, (8)

где c – скорость света в вакууме, n0 – показатель
преломления среды, λ – длина волны лазерного из-
лучения.

Модель EMRE. В скоростной модели динамики
свободных носителей EMRE, используемой в данной

работе, плотность распределения носителей f(ε, t)

в зоне проводимости заменяется на уровни энер-
гии εk = k∆ε, отделенные друг от друга энерги-
ей фотона ∆ε = ~ω и характеризуемые населенно-
стью ρk(t) =

∫ εk+∆ε/2

εk−∆ε/2
f(ε, t)dε (рис. 1). Динамика на-

селенностей уровней энергии описывается системой
обыкновенных дифференциальных уравнений, кото-
рая подробно описана в [19]. Модель EMRE основы-
вается на более известной модели MRE [18], однако
отличается от нее двумя особенностями:

Рис. 1. Схема энергетических уровней и процессы,
определяющие динамику свободных носителей в моде-
ли EMRE

1) скорости однофотонного поглощения α1ph(ε) и
ударной ионизации νimp(ε) зависят от энергии носи-
телей (см. формулы (3), (5));

2) все уровни энергии, расположенные выше кри-
тического значения энергии εcr, объединены в один
усредненный уровень, характеризуемый населенно-
стью ρa(t) и плотностью энергии ua(t):

ρa(t) =

∫ ∞

εcr

f(ε, t)dε,

ua(t) =

∫ ∞

εcr

εf(ε, t)dε.

(9)

Для внедрения дисперсионного слагаемого (вто-
рого слагаемого в правой части уравнения (1)) в мо-
дель EMRE, уравнение (1) было проинтегрировано
по интервалам энергии [εk −∆ε/2, εk +∆ε/2]:

∂ρk
∂t

= −1

3
σ(ε)E2(t)f(ε, t)

∣

∣

∣

∣

εk+∆ε/2

+

+
1

3
σ(ε)E2(t)f(ε, t)

∣
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Рис. 2. (Цветной онлайн) (а) – Плотность распределения носителей по зоне проводимости для разных моментов време-
ни при прохождении через CaF2 лазерного импульса с флюенсом F = 2 Дж/см2. Кривые нормированы на максималь-
ное значение. (b) – Динамика средней кинетической энергии носителей при разных флюенсах лазерного излучения.
Длина волны λ = 1.24 мкм

Применяя конечно-разностную аппроксимацию
производной по энергии и оценку f(εk, t) ≈ ρk(t)

∆ε ,
получим систему обыкновенных дифференциальных
уравнений:

∂ρk
∂t

=
E2(t)

3∆ε
·
((

1

2
+

2εk−1

∆ε

)

σ(εk−1)ρk−1 +

+
4εk
∆ε

σ(εk)ρk +

(

−1

2
+

2εk+1

∆ε

)

σ(εk+1)ρk+1

)

+

+ S(εk, t). (11)

Совершенно аналогично модернизируется урав-
нение для населенности ρa усредненного уровня и
плотности его энергии ua. При этом делается пред-
положение об экспоненциальном затухании плотно-
сти распределения при энергиях выше критического
уровня:

f(ε > εcr) = f(εcr)e
− ε−εcr

δε =
ρ2a
ua
e
− ε−εcr

ua
ρa

−εcr , (12)

что подтверждается результатами моделирования
при решении уравнения Фоккера–Планка (1) (см.
рис. 2а). Величина δε является шириной распределе-
ния носителей на усредненном уровне. С учетом экс-
поненциального распределения свободных носителей
в области ε > εcr, для населенности ρa и плотности
энергии ua усредненного уровня скоростные уравне-
ния будут следующими:

∂ρa
∂t

= E2(t)σ(εcr)
ρ2a

ua − εcrρa
−

− 2

3
E2(t)

∂

∂ε
(εcrσ(εcr)f(εcr)), (13)

∂ua
∂t

= E2(t)ρa

(

σ(εcr)
εcrρa

ua − εcrρa
+ σ

(

ua
ρa

))

+

+
2

3
E2(t)

(

εcrσ(εcr)f(εcr)−

− εcr
∂

∂ε
(εcrσ(εcr)f(εcr))

)

. (14)

Результаты и обсуждение. Динамика свобод-
ных носителей исследовалась в диэлектрике CaF2

(ширина запрещенной зоны 12 эВ, эффективная мас-
са носителей me = mh = 9.1 ·10−31 кг, плотность ато-
мов ρat = 5.6 · 1022 см−3), на который падает мощное
фемтосекундное лазерное излучение длительностью
170 фс (с гауссовской формой огибающей) и флюен-
сом до F = 8Дж/см2. Начальное распределение но-
сителей по зоне проводимости было выбрано экспо-
ненциальным (что оправдано в силу широкозонно-
сти выбранного материала), так чтобы полная плот-
ность носителей составляла величину ρ0 = 10−20ρat

(что обусловлено возможным наличием примесей и
дефектов в решетке диэлектрика), а средняя кине-
тическая энергия носителей – εmean = 0.04 эВ (что
соответствует комнатной температуре). Исследова-
лось два диапазона длин волн: ближний инфракрас-
ный (λ = 1.24мкм, соответствует излучению хром-
форстеритового лазера) и средний инфракрасный
(λ = 4.4мкм, соответствует излучению Fe2+:ZnSe ла-
зера [11]). Заметим, что, согласно (8), модель F-Pl
применима при интенсивностях лазерного излуче-
ния, по порядку величины, меньших чем 40 ТВт/см2

(при λ = 1.24мкм), что соответствует флюенсу ла-
зерного излучения F = 5.8Дж/см2, и 10 ТВт/см2
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Динамика: (а) – полной плотности свободных носителей и (b) – их средней кинетической
энергии при разных флюенсах лазерного излучения, рассчитанных по моделям F-Pl, EMRE с учетом и без учета
дисперсионного слагаемого. Длина волны λ = 1.24 мкм

(F = 1.3Дж/см2, при λ = 4.4мкм). Полученные
оценки являются немного заниженными, поскольку
при увеличении энергии свободных носителей в про-
цессе их разогрева в лазерном поле также увеличи-
вается частота столкновений, которая уменьшает ле-
вую часть выражения (8) и смещает область приме-
нимости модели F-Pl в сторону больших флюенсов.
В силу этого, в данной работе для λ = 1.24мкм ис-
пользовались флюенсы вплоть до F = 8Дж/см2, а
для λ = 4.4мкм – до F = 2Дж/см2.

На рисунке 2 представлена динамика свободных
носителей, индуцированных лазерным излучением с
длиной волны 1.24 мкм, с использованием модели
F-Pl. Плотность распределения носителей по зоне
проводимости для различных моментов времени по-
казана на рис. 2а (F = 2Дж/см2). Для более удоб-
ного сравнения кривых каждая из них была нор-
мирована на свое максимальное значение. Первона-
чально узкое распределение вблизи дна зоны прово-
димости становится шире благодаря фотоионизации,
создающей свободные носители с энергией ∼ 0.51 эВ
(синяя кривая), а также нагреву в лазерном по-
ле индуцированных носителей. По мере прохожде-
ния лазерного импульса и увеличения интенсивно-
сти поля максимум плотности распределения носи-
телей смещается в область больших энергий. Фото-
ионизация также создает свободные носители с боль-
шей энергией в силу эффективного уширения за-
прещенной зоны, происходящего из-за осцилляций
валентных электронов в лазерном поле. Носители,
имеющие энергию больше критической, которая для
CaF2 составляет 1.5Eg = 18 эВ, участвуют в удар-
ной ионизации. В результате этого существенно по-
нижается населенность области энергии выше 18 эВ,

но, напротив, увеличивается населенность области
2.1 эВ.

На рисунке 2b показано изменение средней кине-
тической энергии свободных носителей при прохож-
дении лазерного импульса. При малых флюенсах ла-
зерного излучения (F < 0.03Дж/см2) средняя ки-
нетическая энергия носителей монотонно увеличи-
вается, что свидетельствует о постепенном нагреве
носителей в лазерном поле (наибольший рост сред-
ней кинетической энергии наблюдается в центре им-
пульса – при наибольшей интенсивности лазерного
излучения). Совершенно другая динамика наблюда-
ется при больших флюенсах (F > 0.3Дж/см2). Во-
первых, плавный нагрев носителей передним фрон-
том импульса сменяется падением их средней кине-
тической энергии, вызванным активным действием
ударной ионизации и переносом носителей из высо-
коэнергетичной области (> 18 эВ) в низкоэнергетич-
ную (около 2 эВ).

Причина этого состоит в том, что носители ста-
ли в значительной мере концентрироваться в области
энергии выше критической (см. плотность распреде-
ления при t = −100фс на рис. 2а). С этого момен-
та времени полная плотность носителей в зоне про-
водимости нарастает лавинообразно (см. рис. 3а). В
центре импульса за счет достигнувшей своего мак-
симального значения интенсивности лазерного излу-
чения средняя кинетическая энергия носителей про-
должает увеличиваться. Небольшие скачки, замет-
ные на рис. 2b при F = 2 и 7 Дж/см2 обусловле-
ны изменением порядка многофотонности процесса
фотоионизации вследствие увеличения эффективной
ширины запрещенной зоны при росте интенсивности
лазерного излучения [22].
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На заднем фронте импульса практически не про-
исходит нагрева носителей, однако ударная иониза-
ция продолжает свое действие, снижая среднюю ки-
нетическую энергию носителей до значения 6.7 эВ,
что составляет 0.56Eg. Примечательным является
тот факт, что вне зависимости от флюенса лазерно-
го излучения, если он превышает определенное зна-
чение (F > 0.05Дж/см2), то после прохождения ла-
зерного импульса средняя кинетическая энергия но-
сителей принимает одно и то же значение. Расче-
ты, проведенные для других длительностей лазер-
ного импульса (в пределах от 80 до 400 фс), другой
длины волны (4.4 мкм), а также для модельной сре-
ды с вдвое меньшей шириной запрещенной зоны (ре-
зультаты расчетов не отображены в работе) показы-
вают, что конечное значение средней кинетической
энергии остается одним и тем же (0.56Eg). Данный
факт свидетельствует о том, что распределение но-
сителей в зоне проводимости после прохождения ла-
зерного импульса имеет один и тот же вид, незави-
симо от параметров лазерного излучения и ширины
запрещенной зоны. Ключевым механизмом, форми-
рующим распределение носителей на хвосте лазер-
ного импульса, является ударная ионизация. Наблю-
даемая особенность позволяет заключить, что дости-
гается динамический баланс между лазерным нагре-
вом носителей и ударной ионизации: увеличение ско-
рости лазерного нагрева вследствие роста флюенса
лазерного излучения приводит к усилению ударной
ионизации, которая формирует точно такое же рас-
пределение носителей по зоне проводимости, но лишь
с увеличенной полной плотностью носителей.

С практической точки зрения, данный факт ука-
зывает на возможность без проведения расчетов ди-
намики свободных носителей заряда, возникающей
под действием лазерного импульса, использования
эффективной частоты столкновений и эффективной
энергии носителей (получаемых при усреднении этих
величин по энергетическому распределению носите-
лей) для анализа процессов, следующих за фотовоз-
буждением носителей: электрон-фононной релакса-
ции, люминесценции.

Применение модели F-Pl, например, в задаче рас-
пространения лазерного излучения требует огром-
ных вычислительных ресурсов, поскольку необхо-
дима достаточная степень дискретизации расчетной
сетки энергии носителей. Наиболее простым и логич-
ным способом упростить расчеты является использо-
вание скоростных моделей динамики носителей. Ни-
же представлены результаты с использованием мо-
дели EMRE с учетом дисперсионного слагаемого (на
рис. 3–5 обозначена как “EMRE with disp”) и без него

(обозначена как “EMRE w/o disp”). Заметим, что, со-
гласно рис. 2а, плотность распределения носителей
при энергии выше критической (> 18 эВ) близка к
экспоненциальной, что оправдывает сделанное в мо-
дели EMRE предположение о распределении носите-
лей на усредненном уровне (см. формулу (12)).

Динамика полной плотности носителей в зоне
проводимости (рис. 3а) демонстрирует небольшое от-
личие скоростных моделей от более точной моде-
ли F-Pl: значения отличаются в 1.1 раза при F =

= 0.7Дж/см2, в 1.4 раза при F = 2Дж/см2 и в 3.1 ра-
за при F = 7Дж/см2. Следует отметить, что увели-
чение точности при учете дисперсионного слагаемого
не наблюдается. Однако динамика средней кинети-
ческой энергии носителей показывает существенное
количественное отличие на заднем фронте импульса
(рис. 3b). Использование модели EMRE без диспер-
сионного слагаемого приводит к отличию в средней
кинетической энергии на 2.6 эВ, что составляет около
40 %. Учет же дисперсионного слагаемого сокраща-
ет это отличие до 0.7 эВ, что составляет всего 11 %.
В некоторых практических приложениях, например,
при определении энергетического порога оптическо-
го пробоя, времени релаксации импульса и энергии
свободных носителей увеличение точности расчетов
энергетического распределения носителей оказыва-
ется важным.

Одной из причин наблюдаемых различий в сред-
ней кинетической энергии носителей и их полной
плотности в зоне проводимости, рассчитанных по мо-
дели EMRE и по модели F-Pl, является грубость рас-
четной сетки, используемой в скоростных моделях
(шаг сетки равен энергии фотона ∼ 1 эВ для длины
волны 1.24 мкм). Эти различия можно сократить при
уменьшении шага расчетной сетки, т.е. при переходе
в более длинноволновую область. Кроме того, дина-
мика носителей под действием лазерного поля сред-
него инфракрасного диапазона является перспектив-
ной и интересной темой для исследований, особенно
в свете создания новых перестраиваемых лазерных
источников в этом диапазоне [25]. На рисунках 4а
и b показана динамика полной плотности свободных
носителей и их средней кинетической энергии соот-
ветственно. Действительно, отличие в плотности ге-
нерируемых свободных носителей сократилось и со-
ставляет 1.04 раза при F = 0.2Дж/см2, 1.2 раза при
F = 0.8Дж/см2 и 1.6 раза при F = 2Дж/см2, а сред-
няя кинетическая энергия носителей после прохож-
дения лазерного импульса принимает те же самые
значения, что в случае длины волны 1.24 мкм, как
и было отмечено выше. При этом учет дисперсион-
ного слагаемого позволяет заметно снизить отличие

Письма в ЖЭТФ том 117 вып. 11 – 12 2023



910 К. В. Львов, С. Ю. Стремоухов

Рис. 4. (Цветной онлайн) Динамика: (а) – полной плотности свободных носителей и (b) – их средней кинетической
энергии при разных флюенсах лазерного излучения, рассчитанных по моделям F-Pl, EMRE с учетом и без учета
дисперсионного слагаемого. Длина волны λ = 4.4 мкм

между EMRE и моделью F-Pl только для динамики
средней кинетической энергии носителей.

С точки зрения дальнейшего применения моде-
лей динамики свободных носителей в задаче распро-
странения лазерного излучения через среду, наибо-
лее привлекательной является модель EMRE с до-
бавленным дисперсионным слагаемым. Во-первых,
точность расчетов с помощью этой модели позволяет
использовать ее взамен статистических моделей (на-
пример, F-Pl). Во-вторых, что не менее важно, дли-
тельность проводимых с ее помощью расчетов при-
мерно в 20 раз меньше, чем при использовании мо-
дели F-Pl (рис. 5). При этом коэффициент ускорения
остается практически неизменным во всем диапазоне
анализируемых флюенсов лазерного излучения.

Рис. 5. (Цветной онлайн) Сравнение длительности про-
водимых расчетов динамики свободных носителей для
разных моделей

Заключение. В работе проведено исследование
динамики свободных носителей в CaF2, индуциро-
ванных мощным фемтосекундным лазерным излуче-
нием ближнего (1.24 мкм) и среднего (4.4 мкм) ин-
фракрасного диапазонов. Проведено сравнение ра-
нее разработанной модели EMRE с моделью, осно-
ванной на уравнении Фоккера–Планка. При флю-
енсах лазерного излучения, достаточных для актив-
ного действия ударной ионизации (F > 0.3Дж/см2

для длины волны λ = 1.24мкм и F > 0.1Дж/см2

для λ = 4.4мкм) возникает сложная динамика сред-
ней кинетической энергии носителей, определяемая
скоростью нагрева носителей (пропорциональна ин-
тенсивности лазерного излучения) и ударной иониза-
ции (пропорциональна плотности носителей с энер-
гией выше критической). В частности, в центре ла-
зерного импульса, средняя кинетическая энергия но-
сителей может достигать значений порядка Eg, тогда
как после прохождения лазерного импульса средняя
кинетическая энергия принимает значение 0.56Eg.
Данное значение не зависит от параметров лазер-
ного излучения (флюенса, длины волны в пределах
от 1.24 до 4.4 мкм, длительности в пределах от 80
до 400 фс), что свидетельствует о формировании по-
сле прохождения импульса независимой от этих па-
раметров формы функции распределения носителей
в зоне проводимости. К похожему результату – неиз-
менности формы функции распределения носителей
при прохождении лазерного импульса, но в случае,
если возникло лавинообразное увеличение плотности
носителей – пришли также в работе [16].

Добавление к модели EMRE дисперсионного сла-
гаемого не приводит к существенному уменьшению

Письма в ЖЭТФ том 117 вып. 11 – 12 2023



Учет энергетического распределения свободных носителей в скоростных уравнениях. . . 911

расхождения в полной плотности носителей в зоне
проводимости, полученных в рамках моделей EMRE
и F-Pl (отличие составляет не более чем 3 раза для
λ = 1.24мкм и 1.6 раза для λ = 4.4мкм). Однако
это дополнительное слагаемое позволяет уменьшить
на 30 % (для λ = 1.24мкм) расхождение в средней
кинетической энергии. Средняя кинетическая энер-
гия отражает распределение носителей по зоне про-
водимости, от которого зависит эффективная часто-
та столкновения носителей с частицами (электрона-
ми и ионными остовами) и квазичастицами (фоно-
нами). Поэтому учет дисперсионного слагаемого ва-
жен в таких практических приложениях, как опреде-
ление энергетического порога оптического пробоя и
времени релаксации импульса и энергии свободных
носителей.

Применение скоростных моделей (EMRE) вместо
более сложных и требующих больших временных
ресурсов статистических моделей (F-Pl) становится
оправдано при решении более масштабной задачи –
распространения лазерного излучения через матери-
ал. Как показано в данной работе, использование мо-
дели EMRE с дисперсионным слагаемым позволяет
проводить расчеты в 20 раз быстрее.

Увеличение флюенса лазерного излучения вы-
ше тех значений, что представлены в данной рабо-
те, будет приводить к истощению валентной зоны
и полной однократной ионизации материала. Уве-
личение длины волны лазерного излучения снижа-
ет максимальное значение интенсивности, при кото-
ром модель F-Pl применима. В этих режимах (боль-
ший флюенс и большая длина волны) применение
представленных в данной работе моделей динамики
свободных носителей представляется невозможным
и требуется решение более общего уравнения Больц-
мана [13, 14].

Следует подчеркнуть, что в данной работе не бра-
лись во внимание любые другие процессы передачи
импульса и энергии между частицами и квазичасти-
цами, кроме фотоионизации, нагрева носителей в ла-
зерном поле в результате электрон-электронных и
электрон-нейтральных столкновений, а также удар-
ной ионизации. Однако при исследовании механиз-
мов передачи лазерной энергии кристаллической ре-
шетке и динамики этих процессов требуется также
учет электрон-фононных столкновений и релаксации
импульса и энергии свободных носителей вследствие
них [16, 21].

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского фонда фундаментальных исследований
(проект # 19-29-12030). К. В. Львов является стипен-

диатом Фонда развития теоретической физики и ма-
тематики “Базис”.
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Для определения параметров энергетического спектра валентной зоны в квантовых ямах (QW) HgTe
шириной (dQW) 20–200 нм измерены магнитополевые и температурные зависимости сопротивления и эф-
фекта Холла. Сопоставление концентрации дырок, определенных из периода осцилляций Шубникова–де
Гааза (SdH), и эффекта Холла показывает, что во всем диапазоне dQW кратность вырождения состояний
потолка валентной зоны равна 2, а циклотронная масса, mh, определенная из температурной зависи-
мости амплитуды осцилляций SdH, монотонно возрастает от 0.2m0 до 0.3m0 (m0 – масса свободного
электрона) с ростом концентрации дырок, p, от 2 · 1011 до 6 · 1011 см−2. Проведено сопоставление с тео-
ретическими зависимостями mh(p, dQW), рассчитанными в рамках 4-х зонной kP -модели. Эти расчеты
предсказывают скачкообразный рост mh примерно в 2 раза за счет попарного слияния боковых экс-
тремумов при увеличении концентрации дырок, который при dQW = 20 нм должен наблюдаться при
p = (4−4.5) · 1011 см−2 и при p = 4 · 1010 см−2 в QW 200 нм. Это предсказание радикально отличается от
экспериментальных зависимостей. Показано, что учет дополнительных факторов (электрическое поле в
QW, величина деформации) не снимает противоречия между экспериментом и теорией. Это вызывает
сомнения в том, что используемые kP расчеты адекватно описывают валентную зону при всех dQW.

DOI: 10.31857/S1234567823120078, EDN: ewbpkj

1. Введение. Структуры с квантовыми ямами
HgTe привлекают большое внимание по многим при-
чинам: 1) QW формируется из бесщелевого полу-
проводника, а барьеры (HgCdTe) формируются из
полупроводника с нормальным зонным упорядоче-
нием2); 2) зонный спектр родительских материалов
HgTe, HgCdTe детально изучен и их параметры хо-
рошо известны; 3) расчеты энергетического спектра
E(k) в квантовых ямах на основе HgTe в рамках
многозонного kP -метода хорошо развиты (см., на-
пример, [1–4] и ссылки в них). Они показывают, что
в зависимости от ширины квантовой ямы dQW реа-

1)e-mail: Grigori.minkov@urfu.ru
2)Нормальным порядком зон в точке Γ в полупроводниках

A2B6 является дважды вырожденный терм Γ6 – зона прово-
димости, четырехкратно вырожденный терм Γ8 образует ва-
лентную зону, состоящую из зон тяжелых и легких дырок и
дважды вырожденный терм Γ7 – спин-орбитально отщеплен-
ная валентная зона.

лизуются самые разные типы энергетического спек-
тра: от спектра, подобного спектру узкозонного по-
лупроводника при dQW меньше 6.3 нм, до полуме-
таллического при dQW больше ≈ 15 нм; 4) теория
предсказывает, что при dQW > 6.5 нм QW HgTe яв-
ляется двумерным топологическим изолятором, ко-
гда наряду с двумерными состояниями формиру-
ются одномерные краевые состояния. А при dQW

больше 60–80 нм, она является трехмерным топо-
логическим изолятором, когда образуются двумер-
ные односпиновые поверхностные состояния с харак-
терной длиной локализации в z-направлении мно-
го меньше, чем dQW (z – направление, перпендику-
лярное плоскости QW); 5) технология выращивания
структур HgCdTe/HgTe/HgCdTe хорошо разработа-
на [5, 6].

Казалось бы, все это позволяет детально по-
нять все свойства (транспортные, оптические и т.д.)
структур HgCdTe/HgTe/HgCdTe.
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Теоретические расчеты предсказывают, что зона
проводимости довольно простая – она близка к изо-
тропной и непараболической. Ее спектр достаточно
подробно изучен в структурах с dQW = (4−80)нм
различными методами: оптическими, фотоэлектри-
ческими в широком диапазоне энергий квантов, на-
чиная с ТГц, магнитотранспортными [8–12]. Было
показано, что в основном энергетический спектр ра-
зумно описывается в рамках 4-х зонной kP -модели,
а некоторые несоответствия теории с экспериментом
обсуждались в [13].

Энергетический спектр валентной зоны значи-
тельно сложнее. Теория предсказывает, что при
dQW < 7−7.5 нм потолок валентной зоны расположен
при k = 0 и имеет кривизну (массу) близкую к кри-
визне зоны проводимости. При dQW > 7−7.5 нм по-
толок валентной зоны формируется четырьмя боко-
выми экстремумами, так что в симметричных ямах
кратность вырождения состояний потолка зоны K =

= 8 (2 за счет “спина”, 4 – количество боковых экстре-
мумов). Вблизи экстремумов их анизотропия неве-
лика и при p < (5−9) · 1011 см−2 циклотронная мас-
са дырок, mh = (~2/π)dS/dE, где S – площадь изо-
энергетического сечения при энергии E, составляет
(0.2−0.3)m0.

Учет отсутствия инверсионной симметрии в
структурах HgCdTe/HgTe/HgCdTe за счет асим-
метрии границ (interface inversion asymmetry, IIA),
который рамках 4-х зонной kP -модели описывается
одним параметром g4 [14], приводит к “спиновому”
расщеплению состояний потолка валентной зоны,
так что кратность вырождения уменьшается до 4-х.
На рисунке 1 приведены изоэнергетические контуры
верхнего отщепленного состояния, рассчитанные с
учетом IIA в QW 8.3 нм с параметром g4 = 0.8. Этот
рисунок показывает, что при уменьшении энер-
гии (т.е. с ростом концентрации) до (18–18.5) мэВ
изоэнергетические контуры двух приведенных на
рисунке экстремумов сливаются, что должно приво-
дить к удвоению циклотронной массы, mh за счет
удвоения dS/dE.

Экспериментально энергетический спектр ва-
лентной зоны в целом изучен значительно меньше
[15–17]. Было показано, что при dQW (5–7) нм, когда
экстремум валентной зоны находится при k = 0, он
сильно расщеплен за счет IIA [15, 17].

При d > (7−7.5)нм, когда потолок валентной зо-
ны формируется четырьмя латеральными экстрему-
мами, энергетический спектр экспериментально изу-
чен существенно меньше. В работе [18] было показа-
но, что в QW с dQW = (8−20)нм при p = (2−5) ×
× 1011 см−2, эффективная масса близка к теоретиче-

Рис. 1. (Цветной онлайн) Изоэнергетические контуры
верхнего отщепленного состояния, рассчитанные с уче-
том IIA. Изоэнергетические контуры нижнего отщеп-
ленного состояния подобны и расположены примерно
на 6мэВ ниже по энергии. Ориентация подложки (013),
ширина QW 8.3 нм, g4 = 0.8. Приведена половина кар-
тинки, вторая часть – зеркальное отображение. Энер-
гия отсчитывается от E(k = 0). Шаг 1 мэВ. Энергии
для некоторых контуров показаны на графике. Пунк-
тирная линия показывает направление, которое прохо-
дит через максимум E(k)

ской, но кратность вырождения, K = 2, а не 4, как
должно быть с учетом IIA в симметричной яме. Было
показано, что учет дополнительной асимметрии (на-
пример, различная ширины гетерограниц, или раз-
личные значения параметра, учитывающего вклад
IIA на левой и правой стенках, g4L и g4R, соответ-
ственно) приводит к 2-х кратному уменьшению K и,
таким образом, позволяет снять это расхождение с
теорией.

Экспериментальные исследования циклотронной
массы дырок в QW с dQW = 8−20 нм в диапазоне
концентраций p = (2−5) · 1011 см−2, показали, что
эффективная масса близка к теоретической [17]. Ре-
зультаты этой работы приведены на рис. 2.

Сколь-нибудь детальные экспериментальные ре-
зультаты при dQW > 20 нм отсутствуют.

В настоящей работе представлены результаты
экспериментальных исследований эффективной мас-
сы дырок и кратности вырождения потолка валент-
ной зоны в QW с dQW = (20−200)нм в диапазоне
концентраций дырок (2−6) · 1011 см−2.

2. Экспериментальные результаты

и обсуждение. Исследованные структуры
Hg1−xCdxTe/HgTe/Hg1−xCdxTe (x = 0.6−0.7)
были выращены методом молекулярно-лучевой
эпитаксии на полуизолирующей подложке GaAs
с ориентацией (013) с ширинами квантовых ям
dQW = 22, 32, 46, 80, 88, 120, 200 нм (кроме того,
одна из структур с dQW = 80 нм была выращена
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Значения циклотронной мас-
сы дырок при различных концентрациях в структурах
с dQW от 8.3 до 20 нм (из работы [18]). Кривые – за-
висимости mh/m0, рассчитанные для dQW 8.3 и 20 нм
при значении g4L = 0.8, g4R = 1. Штриховой четырех-
угольник показывает область значений mh/m0, в кото-
рой лежат все экспериментальные результаты

на подложке (100)). Измерения проводились на
холловских мостиках с шириной канала 0.5 мм и
расстоянием между потенциальными контактами
0.5 мм. После нанесения на поверхность мостиков
подзатворного диэлектрика (парилена), в качестве
затвора напылялся алюминий. Измерения прово-
дились на постоянном токе, в линейном режиме, в
диапазоне температур (1.3–4)K, в магнитных полях,
B, до 5 Tл.

Экспериментальные результаты и их обработка
одинакова для всех структур, исследованных в этой
работе. Мы подробно рассмотрим их на примере
структуры 180824 с dQW = 32 нм.

Зависимости продольного сопротивления, Rxx, и
коэффициента Холла, RH , от магнитного поля, при-
веденные на рис. 3а, показывают, что в транспорте
принимают участие по крайней мере 2 типа носи-
телей: электроны, которые определяют зависимости
Rxx и RH от магнитного поля в малых магнитных
полях, B < 0.3−0.5Тл (аналогичные зависимости на-
блюдаются при всех Vg < 0). При Vg > 0 дырочный
вклад в проводимость исчезает и Rxx, RH определя-
ются только электронами зоны проводимости. Это
является следствием того, что при dQW > 14−15 нм
квантовая яма HgTe являются полуметаллом: дно зо-
ны проводимости, которое находится в центре зоны
Бриллюэна, при k = 0, расположено ниже по энер-
гии, чем боковые экстремумы валентной зоны (встав-
ка на рис. 3а). Зависимость концентрации дырок и

электронов от Vg приведена на рис. 3b. Концентра-
ция электронов при Vg < 0 определялась из анализа
зависимостей Rxx и RH от магнитного поля в интер-
вале 0.03 < B < 0.6Тл в модели проводимости двумя
типами носителей, а при Vg > 0 из эффекта Холла
при B = 0.03Тл, n = 1/eRH .

Концентрация дырок определялась как из анали-
за зависимостей Rxx и RH от магнитного поля в ин-
тервале 0.05 < B < 1Тл в модели проводимости дву-
мя типами носителей, так и из частоты (F ) осцил-
ляций SdH, pSdH = (e/h)F · K (рис. 4а). Рисунок 3b
показывает, что при K = 2, pSdH в пределах экспери-
ментальной ошибки совпадает с холловской концен-
трацией дырок3).

Рисунок 3b показывает также, что зависимость
заряда квантовой ямы от Vg линейна во всем диапа-
зоне Vg, что свидетельствует об отсутствии неучтен-
ных каналов проводимости. Этот вывод подтвержда-
ется тем, что наклон зависимости Q/(e · Vg) в преде-
лах ошибки совпадает с C/Sg, где C – емкость между
2D-газом и затвором, Sg – площадь затвора.

Для примера рассмотрим осцилляции Rxx(B) в
дырочной области при Vg = −4B, приведенные на
рис. 3а. Спектр Фурье осциллирующей части Rxx

(δRxx = (Rxx − Rmon)/Rmon, где Rmon – монотонная
часть магнитосопротивления) при Vg = −4B при-
веден на рис. 4а. Низкочастотная компонента спек-
тра соответствует вкладу электронов в осцилляции
Rxx(B), а высокочастотная – вкладу дырок. Это сра-
зу следует из температурной зависимости амплиту-
ды этих компонент (рис. 4а). При увеличении T от
1.32 до 2.4 K амплитуда низкочастотной компоненты
уменьшается всего лишь на 20 % (это соответствует
малой эффективной массе электронов), а амплитуда
высокочастотной примерно в 5 раз.

Первый вывод, который можно сделать из рис. 3b
и 4а, заключается в том, что кратность вырождения
уровней Ландау в валентной зоне равна 2. Это следу-
ет из того, что концентрация дырок, определенная из
периода высокочастотных осцилляций, считая, что
уровни Ландау 2-х кратно вырождены, в пределах
ошибки совпадает с холловской концентрацией.

Для определения эффективной массы дырок по
температурной зависимости амплитуды осцилляций,
Ampl, эти осцилляции были восстановлены обрат-
ным Фурье преобразованием отфильтрованного (как
показано штриховой линией на рис. 4а) спектра Фу-

3)Эта работа посвящена изучению спектра валентной зоны,
поэтому здесь мы не будем обсуждать поведение Rxx и RH в
электронной области. Подробный анализ для этой структуры
в электронной области приведен в работе [18].
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Рис. 3. (Цветной онлайн) (а) – Зависимости Rxx и RH , от магнитного поля. На вставке – эскиз Ec(k), Ev(k) при
dQW > 14 нм. (b) – Зависимости концентраций дырок, p, и электронов, n, от Vg, найденных в модели проводимости
двумя типами носителей при напряжении затвора Vg < 0, и p, определенной из периода осцилляций SdH, в предпо-
ложении 2-х кратного вырождения уровней Ландау, и зависимость заряда ямы Q/e = −p + n от Vg, где e – заряд
электрона. На вставке – зависимость подвижности дырок от их концентрации

рье (рис. 4b). На рисунке 4с точками показаны зна-
чения Ampl для нескольких температур в магнитном
поле 1.5 Тл. Приведенная на этом рисунке кривая, со-
ответствует формуле Лифшица–Косевича, дающая
наилучшее согласие с экспериментальными результа-
тами. Оно достигается при mh/m0 = 0.22. Для оцен-
ки ошибки величина mh/m0 определялась при раз-
личных магнитных полях. Эти результаты приведе-
ны на рис. 4d. Таким образом, при p = 4.05·1011 см−2,
mh/m0 = 0.22±0.03. Такие измерения и анализ были
проведены во всем доступном интервале концентра-
ций и эти результаты приведены на рис. 5 вместе с
рассчитанной зависимостью mh(p)/m0.

Видно, что при концентрации дырок меньше 3 ×
× 1011 см−2 mh/m0 хорошо согласуется как с с ре-
зультатами при dQW 8–20 нм (рис. 2), так и с теорети-
ческой зависимостью. Но резкого роста mh/m0, свя-
занного с попарным слиянием боковых экстремумов,
не наблюдается.

Рассчитанные зависимости mh/m0 от концентра-
ции дырок, при некоторых dQW, в диапазоне (20–
200) нм приведены на рис. 6. На этом рисунке мы

привели экспериментальные результаты mh/m0, по-
лученные лишь в структурах с dQW = 200 нм. Экс-
периментальные значения mh/m0 в структурах с
dQW = 22, 32,46, 60, 88, 120 нм попадают в штриховой
четырехугольник (экспериментальные значения мы
не привели, потому что их слишком много и понять,
к какой структуре относятся те или другие символы,
очень трудно).

Видно, что концентрация дырок, при которой
происходит скачок mh/m0, связанный с попарным
слиянием боковых экстремумов, очень сильно дол-
жен уменьшаться с ростом dQW и при dQW =

= 200 нм такой скачок должен наблюдаться при p =

= 0.4 · 1011 см−2. Однако экспериментальные значе-
нияmh/m0 при всех dQW близки друг к другу и плав-
но возрастают от (0.2± 0.03) при p = 2 · 1011 см−2 до
(0.3± 0.03) при p = 5 · 1011 см−2.

Можно подумать, что mh/m0 сильно зависит от
ориентации QW. Мы имели возможность проверить
это для QW с dQW = 80 нм, которые мы имели с дву-
мя ориентациями подложки – (013) и (100). Экспери-
ментальные значенияmh/m0 при различных концен-
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Рис. 4. (Цветной онлайн) (а) – Спектр Фурье осцилляций Rxx, приведенных на рис. 3а; штриховой линией показан
фильтр, для выделения вклада дырок в осцилляции Rxx. (b) – Осцилляции SdH дырок, найденные после фильтрации
спектра Фурье, как показано на рис. 4а. (с) – Точки – амплитуда SdH осцилляций при различных температурах в поле
1.5 Тл. Кривая соответствует формуле Лифшица–Косевича с mh/m0 = 0.22. (d) – Значения mh/m0, определенные при
различных значениях B

трациях, приведенные на вставке рис. 6, показывают,
что mh(p)/m0 в пределах экспериментальной ошиб-
ки от ориентации не зависит.

Таким образом, во всем диапазоне dQW от 8 до
200 нм, при концентрациях дырок (1.5−5.5)·1011 см−2

кратность вырождения состояний вблизи потолка ва-
лентной зоны равна 2. Эффективная масса дырок
при всех dQW монотонно возрастает с ростом их кон-
центрации сmh/m0 = (0.2±0.03) до (0.3±0.03). Такое
поведение разительно отличается от теоретического
расчета спектра в рамках 4-х зонной kP -модели, ко-
торым предсказывается скачкообразное (примерно в
2 раза) увеличение mh/m0 при концентрации дырок
(4−4.5) · 1011 см−2 в QW 20 нм и при концентрации
дырок 0.4 · 1011 см−2 в QW 200 нм.

С чем могло бы быть связано такое отличие? 1)
В эксперименте концентрация дырок изменялась на-
пряжением затвора, т.е. при наличии электрического
поля в яме (Ez), а расчет сделан для “пустого” спек-
тра. Для более строгих самосогласованных расчетов

необходимо знать распределение заряда дырок по z,
т.е. необходимо знать волновые функции при энерги-
ях меньше энергии Ферми, при всех значениях kx, ky.
Эта задача представляется слишком сложной и для
оценки роли электрического поля в яме мы ограни-
чимся рассмотрением влияния Ez = const). Резуль-
таты расчета зависимости mh/m0 от концентрации
дырок при Ez = 5 · 102 В/см, приведенные на рис. 7,
показывают, что двукратно вырожденные состояния
потолка валентной зоны расщепляются и скачок мас-
сы в одной ветви сдвигается в сторону меньших кон-
центраций, а в другой – в сторону больших. В по-
ле 5 · 102 В/см при p < 2.5 · 1010 см−2 заполнено
лишь одно верхнее состояние, так что кратность вы-
рождения в этом диапазоне должна быть равна 1,
а mh/m0 ≈ 0.17. При 2.5 · 1010 < p < 5 · 1010 см−2

заполнены оба: верхнее и нижнее (обозначенные на
рис. 7 как upper and bottom) состояния, так что крат-
ность вырождения должна быть равна 2, а mh/m0 ≈
≈ (0.17−0.18). При 5 · 1010 < p < 1.2 · 1011 см−2 за-

Письма в ЖЭТФ том 117 вып. 11 – 12 2023



Энергетический спектр валентной зоны в квантовых ямах HgTe. . . 917

Рис. 5. Точки – масса дырок при различных концен-
трациях при dQW = 32 нм. Кривая – рассчитанная
зависимость mh/m0. Стрелка показывает концентра-
цию дырок, при которой должны попарно сливаться
боковые экстремумы, что приводит к резкому росту
mh/m0. Штриховой четырехугольник тот же, что на
рис. 2. Он показывает область значений mh/m0, в ко-
торой лежат все экспериментальные результаты при
8 < dQW < 20 нм [18]

Рис. 6. (Цветной онлайн) Кривые – рассчитанные зави-
симости mh(p)/m0 при некоторых dQW. Точки – экс-
периментальные значения для самой большой dQW =

= 200 нм. Штриховой четырехугольник тот же, что на
рис. 2 и 5. Он показывает область значений mh/m0, в
которой лежат все экспериментальные результаты при
8 < dQW < 20 нм (рис. 2) и при dQW = 22, 32, 46, 60,
88, 120 нм. На вставке приведены экспериментальные
значения mh/m0 для двух структур с dQW = 80 нм с
ориентациями подложки (013) и (100)

полнено верхнее состояние, масса в котором стала
mh/m0 ≈ 0.36 и нижнее с массой mh/m0 ≈ 0.18.
А при p > 2 · 1011 см−2 заполнены оба состояния
с близкими массами mh/m0 ≈ (0.35−0.38). Таким

Рис. 7. (Цветной онлайн) Зависимости mh/m0 от кон-
центрации в каждой из расщепленных электрическим
полем Ez ветвях спектра (upper and bottom). На встав-
ке – зависимости mh/m0 от энергии, отсчитанной от по-
толка валентной зоны, при различных значениях элек-
трического поля Ez

образом, теория предсказывает, что в структуре с
dQW 80 нм при наличии электрического поля Ez, с
ростом концентрации дырок должна изменяться как
кратность вырождения, так и величина эффектив-
ной массы. Но при p > 2·1011 см−2 как и в отсутствии
поля, кратность вырождения должна быть равна 2,
а mh/m0 ≈ 0.4−0.45.

Такое поведение mh/m0 не наблюдается – mh/m0

во всем интервале концентраций остается в интер-
вале 0.2–0.3. Таким образом, расхождение теории с
экспериментом не связано с тем, что на рис. 6 приве-
дены результаты несамосогласованных расчетов.

2) Во всех расчетах мы полагали, что деформа-
ция в квантовой яме остается такой же, как в узких
ямах. Но в широких ямах она может частично сни-
маться. Чтобы оценить роль этого фактора мы рас-
считали зависимость mh(p)/m0 при двух значениях
добавки к гамильтониану, Hp, учитывающей вклад
деформации:Hp, соответствующей полной деформа-
ции (узкие ямы) и 0.5Hp (рис. 8).

Видно, что концентрация, при которой должен
наблюдаться скачок mh/m0, практически не зависит
от деформации.

Таким образом, причины разительного отличия
зависимостей mh(p)/m0 от теоретических остается
не известными. Это вызывает сомнения в том, что
используемые kP расчеты адекватно описывают ва-
лентную зону при всех dQW.

Следует отметить, что прямых эксперименталь-
ных свидетельств (доказательств) существования че-
тырех достаточно высоких боковых экстремумов нет.
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Рис. 8. (Цветной онлайн) Зависимость mh(p)/m0 при
при двух значениях добавки к гамильтониану, описы-
вающему вклад деформации Hp и 0.5Hp

То, что при dQW < 20 нм и p < 4 · 1011 см−2 удает-
ся согласовать эксперимент с теорией, таким доказа-
тельством не является.

В заключение, исследования энергетического
спектра потолка валентной зоны в квантовых ямах
HgTe шириной от 8 до 200 нм показывают, что при
концентрации дырок p < 6 · 1011 см−2, кратность
вырождения состояний потолка валентной зоны
равна 2, циклотронная масса дырок монотонно воз-
растает с ростом концентрации от 1.5 · 1011 см−2 до
5.5·1011 см−2, с mh от 0.2m0 до 0.3m0. Сопоставление
с проведенными в рамках 4-х зонной kP -модели
расчетами mh(p)/m0, показывает разительное отли-
чие от экспериментальных зависимостей mh(p)/m0.
Проведенные оценки роли электрического поля Ez в
яме и роли деформации не могут объяснить отличия
экспериментальных результатов от теоретических.

Причины такого отличия остаются неясными.
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Продемонстрирован новый механизм фотоусиления (индуцирования) экситонного упорядочения в
сильно коррелированных системах со спиновым кроссовером, обусловленный возникновением массив-
ной моды в спектре коллективных возбуждений.
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1. Введение. Изучение неравновесной динами-
ки сильно коррелированных систем может дать но-
вые знания в понимании их свойств и новые способы
управления различными упорядоченными состояни-
ями, возникающими в результате фазовых перехо-
дов. Например, сейчас широко изучаются неравно-
весные свойства сверхпроводников. Сообщалось как
об индуцированном светом усилении сверхпроводи-
мости [1–3], так и о наблюдении моды Хиггса [4–6]. В
последнее время интерес вызывает и родственное се-
мейство упорядоченных состояний – экситонные ди-
электрики [7–12]. Среди теоретических работ в этом
направлении нам бы хотелось выделить работу [13], в
которой авторам удалось продемонстрировать новый
механизм фотоусиления экситонного порядка в рам-
ках двухзонной модели бесспиновых фермионов, свя-
занных с фононами. По мнению авторов [13], соче-
тание фотовозбуждения и понижения симметрии га-
мильтониана может предоставить новую стратегию
для увеличения сверхпроводящего параметра поряд-
ка в сверхпроводниках. Некоторая схожесть состо-
яния экситонного конденсата со сверхпроводящим
делает интересным изучение неравновесных свойств
таких систем.

Что касается сильно коррелированных систем
со спиновым кроссовером, до сих пор теоретиче-
ские и экспериментальные работы по экситонно-
му упорядочению в них фокусировались на иссле-
довании их равновесных свойств [14–24]. Изучение
же неравновесных свойств только началось. В свя-
зи с развитием в последнее время спектроскопии

1)e-mail: jso.krasn@mail.ru

накачки-зондирования (pump-probe) с высоким вре-
менным разрешением интерес представляет возмож-
ность кроссовера под действием фемтосекундных ла-
зерных импульсов [25, 26].

В противоположность традиционным экситон-
ным диэлектрикам, где кулоновское взаимодействие
ответственно за электрон-дырочное спаривание и
формирование экситонов, в случае систем со спи-
новым кроссовером взаимодействие, приводящее к
экситонному упорядочению, обусловлено межузель-
ным электронным перескоком. Тем не менее, ме-
ханизм фотоусиления, предложенный в [13], может
быть реализован и в этом случае. Нам удалось про-
демонстрировать, что в сильно коррелированных си-
стемах со спиновым кроссовером возможно фотоуси-
ление экситонного конденсата, не связанное с пе-
реходом в метастабильное или какое-либо возбуж-
денное состояние. Научная новизна настоящей ра-
боты заключается в выявлении кооперативных эф-
фектов, обусловленных межатомным экситонным и
электрон-фононным взаимодействиями, в условиях
неравновесности.

2. Эффективный гамильтониан. Минималь-
ной моделью сильнокоррелированных систем со спи-
новым кроссовером является двухзонная модель
Хаббарда–Канамори. Гамильтониан модели может
быть представлен в виде

Ĥ = Ĥ∆ + Ĥt + ĤCoulomb. (1)

Здесь первое слагаемое

Ĥ∆ = ε1
∑

i,γ

c†1iγc1iγ + ε2
∑

i,γ

c†2iγc2iγ (2)
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содержит одноионную энергию электронов в одноча-
стичных состояниях с уровнями энергии ε1 и ε2 =

= ε1 + ∆, где ∆ – энергия электронов в кристалли-
ческом поле (из соображений удобства можно поло-
жить ε1 = 0), i – номер узла решетки, γ = ±1/2 –
проекция спина электрона. Второе слагаемое

Ĥt = t11
∑

〈i,j〉,γ
c†1iγc1jγ + t22

∑

〈i,j〉,γ
c†2iγc2jγ +

+ t12
∑

〈i,j〉,γ

(

c†2iγc1jγ + c†1iγc2jγ
)

, (3)

где tλλ′ – параметры перескока (λ, λ′ = 1, 2 – ор-
битальный индекс) описывают перескок электронов
между ближайшими соседними узлами кристалли-
ческой решетки с уровнями энергии ε1 и ε2. Третье
слагаемое

ĤCoulomb = U
∑

λ,i

c†λi↑c
†
λi↓cλi↑cλi↓ +

+ V
∑

λ6=λ′,i

c†λi↑c
†
λ′i↓cλi↑cλ′i↓ +

+ V
∑

λ>λ′,i,γ

c†λiγc
†
λ′iγcλiγcλ′iγ +

+ JH
∑

λ>λ′,i,γ

c†λiγc
†
λ′iγcλ′iγcλiγ +

+ JH
∑

λ6=λ′,i

c†λi↑c
†
λ′i↓cλ′i↑cλi↓ +

+ J ′
H

∑

λ6=λ′,i

c†λi↑c
†
λi↓cλ′i↑cλ′i↓ (4)

содержит одноузельную энергию кулоновского вза-
имодействия электронов (электрон-электронное вза-
имодействие рассматривается в приближении Кана-
мори с диагональным по орбитальным индексам мат-
ричным элементом U и недиагональным V , а так-
же хундовскими параметрами обменного взаимодей-
ствия JH , J ′

H [27]).
Важной особенностью такой двухорбитальной

модели является возможность формирования в
случае половинного заполнения (Ne = 2 – среднее
число электронов на узел кристаллической решет-
ки) и в нулевом приближении по межузельным
перескокам tλλ′ = 0 различных локализованных
многоэлектронных (двухчастичных) состояний
(термов), которые характеризуются значениями
спина S = 0, 1 и кроссовера между ними с ростом

∆. В области ∆ < ∆C =
√

(U − V + JH)
2
+ J ′

H
2

основным является триплетное (S = 1) HS-состояние
|σ〉 с энергией EHS , трехкратно вырожденное по
проекции спина σ = 0,±1:

|σ〉 =















a†1↑a
†
2↑ |0〉 , σ = +1,

1√
2

(

a†1↑a
†
2↓ |0〉+ a†1↓a

†
2↑ |0〉

)

, σ = 0,

a†1↓a
†
2↓ |0〉 , σ = −1

а при ∆ > ∆C основным является синглетное (S = 0)
LS-состояние |s〉 = C1 (∆) a†1↑a

†
1↓ |0〉−C2 (∆) a†2↑a

†
2↓ |0〉

с энергией ELS , где C1 (∆) =
√

1− C2
2 (∆), C2 (∆) =

= x/2
(

1 + x+
√
1 + x

)

– нормировочные коэффици-

енты (x = J ′
H

2
/

∆2).

Для вывода эффективного гамильтониана удоб-
но использовать X-операторы Хаббарда Xp,q =

= |p〉 〈q| [28], построенные на собственных состояниях
гамильтониана Ĥ∆ + ĤCoulomb

(

Ĥ∆ + ĤCoulomb

)

|p〉 = Ep |p〉 (5)

с различным числом электронов Ne = 0, 1, 2, 3, 4.
Поскольку операторы Хаббарда образуют линейно
независимый базис, то любой локальный оператор
может быть выражен через линейную комбинацию
X-операторов, в том числе одноэлектронный опера-
тор уничтожения (рождения):

cλiγ =
∑

pq

|p〉 〈p |cλiγ | q〉 〈q| =
∑

pq

χλγ (p, q)X
p,q
i . (6)

Или, поскольку число различных пар состояний
(p, q), отличающихся на единицу числом электронов,
конечно, можно их пронумеровать и каждой паре по-
ставить в соответствие номер l [29], имеющий смысл
зонного индекса локальных фермиевских квазича-
стиц. Тогда ciλγ =

∑

l

χλγ (l)X
l
i , c

†
iλγ =

∑

l

χ∗
λγ (l)X

l†
i .

С помощью (6) аномальные средние
〈

a†2fγa1fγ
〉

(без

переворота спина) и
〈

a†2fγ̄a1fγ
〉

(с переворотом спи-

на, γ̄ = −γ) могут быть представлены в виде
〈

c†2fγc1fγ
〉

≈ −γ
√
2
(

C2

〈

Xs,0
f

〉

+ C1

〈

X0,s
f

〉)

, (7)

〈

c†2fγ̄c1fγ
〉

≈ 2γ

(

γ − 1

2

)

(

C2

〈

Xs,−1
f

〉

+ C1

〈

X−1,s
f

〉)

−

− 2γ

(

γ +
1

2

)

(

C2

〈

Xs,+1
f

〉

+ C1

〈

X+1,s
f

〉)

. (8)

В выражениях (7) и (8) отброшены средние от
X-операторов, построенных на состояниях с числом
электронов меньше или больше двух. Мы рассматри-
ваем случай половинного заполнения (двухчастич-
ные состояния) с фиксированным числом электронов
на узел кристаллической решетки (гомополярная мо-
дель твердого тела), поэтому вклад таких средних
пренебрежимо мал.
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Как видно из формул (7) и (8), экситонное
спаривание описывается ненулевыми средни-
ми синглет-триплетных возбуждений. Здесь и
ниже угловые скобки 〈...〉 обозначают квантово-
статистическое среднее. Отличие от нуля средних

〈Xσ,s
i 〉 =

〈

(Xs,σ
i )

†
〉

= 〈Xs,σ
i 〉∗ означает кванто-

вомеханическое смешивание LS- и HS-состояний,
но в отсутствии спин-орбитального взаимодей-
ствия. В представлении X-операторов Хаббарда
гамильтониан (1) имеет вид:

Ĥ =
∑

i,p

EpX
p,p
i +

∑

〈i,j〉

∑

l,k

tlkX l†
i X

k
j . (9)

Здесь Ep – энергия многоэлектронных термов, tlk =

=
∑

λ,λ′,γ

tλλ′χ∗
λγ (l)χλ′γ (k) – перенормированные па-

раметры перескока.
Используя гамильтониан (9) как исходный, мы

можем получить эффективный гамильтониан, ис-
ключив из него межзонные перескоки. Для этого ис-
пользуем метод проекционных операторов, развитый
в работе [30] для модели Хаббарда и в [31] для p-d-
модели (см. также [15, 14]). Эффективный гамильто-
ниан имеет вид

Ĥeff = ĤS + ĤnLSnLS
+ Ĥex. (10)

Здесь первое слагаемое – гамильтониан гейзенбер-
говского типа содержит межатомное обменное вза-
имодействие

ĤS =
1

2
J
∑

〈i,j〉

(

Ŝi · Ŝj −
1

4
n̂in̂j

)

, (11)

где Ŝi – оператор спина S = 1: Ŝ+
i =

=
√
2
(

X+1,0
i +X0,−1

i

)

, Ŝ−
i =

√
2
(

X0,+1
i +X−1,0

i

)

и

Ŝz
i = X+1,+1

i −X−1,−1
i [32]; J =

(

t211 + 2t212 + t222
)/

Ωg –
величина межатомного обменного взаимодействия,
Ωg – энергия переноса заряда между центрами
верхних и нижних хаббардовских подзон [30, 31];

n̂i = 2

(

Xs,s
i +

∑

σ
Xσ,σ

i

)

= 2
(

n̂LS
i + n̂HS

i

)

– оператор

числа частиц на узле i (n̂LS(HS)
i – оператор числа

заполнения LS(HS)-состояния). Используя условие
полноты Xs,s +

∑

σ
Xσ,σ = 1, можно показать, что

〈n̂i〉 = 2
(〈

n̂LS
i

〉

+
〈

n̂HS
i

〉)

= 2 (nLS + nHS) = 2, где
nLS(HS) – среднее число частиц в LS(HS)-состоянии
(nLS + nHS = 1).

Второе слагаемое

ĤnLSnLS
=

1

2
J̃
∑

〈i,j〉
Xs,s

i ·Xs,s
j (12)

описывает взаимодействие типа плотность-
плотность низкоспиновых состояний, J̃ =

=
[

1− (2C1C2)
2
]

(

t211 − 2t212 + t222
)/

Ωg.

Третий член в (10) содержит межатомный
перескок экситонов с амплитудой J ′

ex и рожде-
ние/уничтожение на соседних узлах биэкситонов
с амплитудой J ′′

ex с учетом энергии электронных
конфигураций LS- и HS-состояний

Ĥex = −εS
2

∑

i

(

Xs,s
i −

+S
∑

σ=−S

Xσ,σ
i

)

+

+
∑

σ

∑

〈i,j〉

[

1

2
J ′
ex

(

Xσ,s
i Xs,σ

j +Xs,σ
i Xσ,s

j

)

−

− 1

2
J ′′
ex(−1)|σ|

(

Xσ,s
i X σ̄,s

j +Xs,σ
i Xs,σ̄

j

)

]

, (13)

где εS = EHS − ELS – спиновая щель, в отсут-
ствие всех кооперативных взаимодействий отрица-
тельному значению спиновой щели соответствует ос-
новное HS-состояние, а в случае положительной спи-
новой щели в качестве основного состояния реали-
зуется LS-состояние; J ′

ex = 2C1C2

(

t11t22 − t212
)/

Ωg,
J ′′
ex =

(

t11t22 − t212
)/

Ωg, σ̄ = −σ. В (13) операторы
Хаббарда Xσ,s

i и Xs,σ
i описывают возбуждения бозе-

типа (экситоны) на узле i из низкоспинового синглет-
ного состояния |s〉 в высокоспиновое триплетное |σ〉
с проекцией спина σ = 0,±1 и наоборот. Первое сла-
гаемое в квадратных скобках (13) описывает диспер-
сию экситонов за счет межатомных перескоков, та-
кая дисперсия была рассмотрена еще в работе Вон-
совского и Свирского [33]. Второе слагаемое в (13)
содержит рождение и уничтожение биэкситонов на
соседних узлах решетки (i, j), что сразу усложняет
дисперсию экситонов по сравнению с обычной в ме-
тоде сильной связи [33]. Вблизи спинового кроссове-
ра C1 ≈ 1, а C2 ≈ 0, поэтому J ′

ex ≈ 0. В этих услови-
ях биэкситонные возбуждения играют главную роль
в формировании дисперсии экситонов. Гамильтони-
ан (13) описывает кинетическое экситон-экситонное
взаимодействие [34] в представлении X-операторов
Хаббарда.

Если ввести обозначения d̂x = 1√
2

(

−d̂+ + d̂−
)

,

d̂y = 1√
2i

(

d̂+ + d̂−
)

, d̂z = d̂0 [20], где d̂+ = Xs,+,

d̂− = Xs,−, d̂0 = Xs,0, то последнее слагаемое в (13)
можно представить в виде

J ′
ex

2

∑

〈i,j〉

(

d̂
†
i · d̂j + d̂i · d̂†

j

)

−J
′′
ex

2

∑

〈i,j〉

(

d̂
†
i · d̂†

j + d̂i · d̂j

)

.

(14)

Вектор d̂ =
(

d̂x, d̂y, d̂z

)

соответствует так называе-
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мому d-вектору в теории триплетной сверхпроводи-
мости.

В работе [35] нами рассмотрены особенности
формирования экситонного бозе-конденсата, пред-
ставляющего собой конденсацию локальных (на уз-
ле кристаллической решетки) магнитных экситонов
(экситонов малого радиуса), в сильно коррелирован-
ных системах вблизи спинового кроссовера, описы-
вающегося гамильтонианом (13) и экситонным пара-
метром порядка ∆σ

ex = 〈Xs,σ
i 〉. В [35] показано со-

существование антиферромагнетизма и экситонного
конденсата и возникновение дальнего антиферромаг-
нитного порядка вследствие экситонного упорядоче-
ния даже в отсутствие межатомного обменного вза-
имодействия (11).

В дальнейшем для удобства все величины мы
будем указывать в единицах обменного взаимодей-
ствия J = 28 K [36] даже тогда, когда это взаимодей-
ствие не учитывается.

С учетом электрон-фононного взаимодействия
будем иметь

Ĥ = Ĥeff + Ĥ1ph + Ĥ2ph, (15)

где

Ĥ1ph = ω0(1)

∑

i

(

a†iai +
1

2

)

+

+ g1
∑

i

(

ai + a†i

)

(

Xs,s
i −

+1
∑

σ=−1

Xσ,σ
i

)

(16)

содержит диагональное электрон-фононное
взаимодействие и описывает изотропное сжа-
тие/расширение катион-анионного октаэдра (“a”
типа фононная мода соответствует дыхательной
моде октаэдра металл-лиганд).

Ĥ2ph = ω0(2)

∑

i

+1
∑

σ=−1

(

b†i,σbi,σ +
1

2

)

+

+ g2
∑

i

+1
∑

σ=−1

(

bi,σ + b†i,σ

)

(Xs,σ
i +Xσ,s

i ) (17)

описывает недиагональные электрон-фононные про-
цессы перехода из синглета |s〉 в триплет |σ〉 и об-
ратно. Здесь g1(2) – константы электрон-фононного
взаимодействия, ω0(1,2) – частоты фононов “a” и “b”
типа.

3. Игрушечная модель. Фотоусиление экси-
тонного конденсата в одномерной двухзонной модели
безспиновых фермионов, взаимодействующих с фо-
нонами “a” и “b” типа, обсуждалось в работе [13].
Решая систему уравнений движения для операторов

электронной и фононной подсистем и их средних в
приближении зависящего от времени среднего поля
с учетом внешней накачки, авторам [13] удалось про-
демонстрировать новый механизм фотоусиления эк-
ситонного упорядочения, обусловленный возникно-
вением массивной моды (открытием щели) в спектре
коллективных возбуждений и изменением основно-
го состояния под действием внешнего излучения и
не связанный с возбуждением метастабильных или
каких-либо других лежащих выше по энергии состо-
яний системы. В отличие от [13], где кулоновское
взаимодействие ответственно за электрон-дырочное
спаривание и формирование экситонов, в нашем слу-
чае взаимодействия J ′

ex и J ′′
ex в гамильтониане (13)

имеют кинематическую природу и обусловлены пере-
скоком электронов между узлами кристаллической
решетки, но механизм фотоусиления [13] может быть
реализован и в этом случае. Однако решение систе-
мы уравнений движения дляX-операторов Хаббарда
с гамильтонианом (15) является довольно громозд-
кой задачей. Попробуем максимально упростить рас-
смотренный выше случай и проанализировать меха-
низм фотоусиления на примере искусственно упро-
щенного гамильтониана двухуровневой системы ло-
кальных одноэлектронных состояний “0” и “1” с энер-
гией ε0 и ε1. Для этого вместо (13) запишем, анало-
гичное по своему содержанию, выражение (18), но в
представлении одночастичных фермиевских безспи-
новых операторов cλi (c†λi) уничтожения (рождения)
электронов на узле i в состоянии λ = 0, 1

Ĥex = ε0
∑

i

c†0ic0i + ε1
∑

i

c†1ic1i +

+
J ′
ex

2

∑

〈i,j〉

(

c†0ic1ic
†
1jc0j + c†1ic0ic

†
0jc1j

)

+

+
J ′′
ex

2

∑

〈i,j〉

(

c†1ic0ic
†
1jc0j + c†0ic1ic

†
0jc1j

)

. (18)

Если в (13), к примеру, оператор Xσ,s
i описывал пе-

реход из двухчастичного синглетного |s〉 состояния в
состояние триплета |σ〉, то аналогичную роль в (18)
играет операторная конструкция c†1ic0i.

С учетом электрон-фононного взаимодействия
будем иметь

Ĥ = Ĥex + Ĥ1ph + Ĥ2ph, (19)

где

Ĥ1ph = ~ω0(1)

∑

i

(

a†iai +
1

2

)

+

+ g1
∑

i

(

ai + a†i

)(

c†0ic0i − c†1ic1i
)

(20)
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аналогично (16) содержит диагональное электрон-
фононное взаимодействие, а

Ĥ2ph = ~ω0(2)

∑

i

(

b†i bi +
1

2

)

+

+ g2
∑

i

(

bi + b†i

)(

c†1ic0i + c†0ic1i
)

(21)

аналогично (17) описывает недиагональные
электрон-фононные процессы перехода из состояния
“0” в “1” и обратно.

В приближении среднего поля (MF) гамильтони-
ан (18) имеет вид (22)

ĤMF
ex = ε0

∑

i

c†0ic0i + ε1
∑

i

c†1ic1i +

+
∑

i

[

(zJ ′
exφ+ zJ ′′

exφ
∗) c†1ic0i +

+ (zJ ′
exφ

∗ + zJ ′′
exφ) c

†
0ic1i

]

−

− zJ ′
exNφφ

∗ − z
J ′′
ex

2
N (φφ + φ∗φ∗) , (22)

где φ =
〈

φ̂i

〉

≡
〈

c†0ic1i
〉

– экситонный параметр по-

рядка, аналогичный ∆σ
ex = 〈Xs,σ

i 〉 в случае (13); N –
число узлов кристаллической решетки.

Решая самосогласованно задачу на собственные
значения

ĤMF |i,m〉 = Em |i,m〉 , (23)

где |i,m〉 (m = 0, 1, ...,N ) – собственные состояния
гамильтониана ĤMF = ĤMF

ex + Ĥ1ph + Ĥ2ph, можно
найти интересующие средние

φ =
1

Z

∑

m

〈

i,m
∣

∣

∣
φ̂i

∣

∣

∣
i,m

〉

e−Em/kBT , (24)

отвечающие глобальному минимуму свободной энер-
гии F = −kBT lnZ, где Z =

∑

m
e−Em/kBT – стати-

стическая сумма системы, для различных значений
щели εS = ε1 − ε0 (или внешнего приложенного дав-
ления P ) и температуры T . Решения (23) и (24), от-
вечающие локальным минимумам свободной энергии
F , являются метастабильными.

На рисунке 1 представлена зависимость φ от ве-
личины расщепления εS , полученная в приближе-
нии среднего поля при T = 0. Красной штрихо-
вой линией показан результат расчета без электрон-
фононного взаимодействия, а синей сплошной лини-
ей при g2 = 1.25J и g1 = 0. Видно, что недиаго-
нальное электрон-фононное взаимодействие приво-
дит к увеличению экситонной области. Наоборот, при
g2 = 0 и g1 = 1.25J (зеленая сплошная линия на
рис. 1) область экситонного упорядочения уменьша-
ется.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Зависимость экситонного па-
раметра порядка φ от величины расщепления εS, по-
лученная в приближении среднего поля при T = 0 без
учета (красная штриховая линия, g1 = 0, g2 = 0), с уче-
том недиагонального (синяя сплошная линия, g1 = 0,
g2 = 1.25J) и диагонального (зеленая сплошная ли-
ния, g1 = 1.25J , g2 = 0) электрон-фононного взаимо-
действия. Расчеты выполнены для следующего набора
параметров: z = 4, J = 28 K, J ′′

ex = −0.5J

4. Спектр возбуждений. Для нахождения
спектра экситонных возбуждений: коллективных –
в фазе экситонного конденсата (φ 6= 0 на рис. 1) и
квазичастичных (одночастичных) – вне области эк-
ситонного упорядочения (φ = 0 на рис. 1), исполь-
зуем обобщенный метод спиновых волн. Ниже мы
вкратце изложим содержание метода. Для более де-
тального ознакомления можно обратиться к рабо-
там [37, 38, 14].

С учетом определения оператора φ̂i ≡ c†0ic1i, по-
следние два слагаемых в (18) могут быть представ-
лены в виде, аналогичном (14):

J ′
ex

2

∑

〈i,j〉

(

φ̂
†
i · φ̂j + φ̂i · φ̂

†
j

)

+

+
J ′′
ex

2

∑

〈i,j〉

(

φ̂i · φ̂j + φ̂
†
i · φ̂

†
j

)

. (25)

Гамильтониан (19) может быть представлен в
виде

Ĥ = ĤMF + δĤex, (26)
где

δĤex =
1

2
J ′
ex

∑

〈i,j〉

(

δφ̂i · δφ̂
†
j + δφ̂

†
i · δφ̂j

)

+

+
1

2
J ′′
ex

∑

〈i,j〉

(

δφ̂i · δφ̂j + δφ̂
†
i · δφ̂

†
j

)

(27)

описывает взаимодействия за среднем полем, δφ̂i =

= φ̂i −
〈

φ̂
〉

MF
.
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Спектр возбуждений. В верхнем ряду приведены результаты расчета в отсутствие электрон-
фононного взаимодействия при εS/J = 1.5 (a) – в фазе экситонного конденсата и при εS/J = 2.5 (b), 3.5 (c) – вне
фазы экситонного конденсата. В нижнем ряду приведены результаты расчета при наличии недиагонального электрон-
фононного взаимодействия (g1 = 0, g2 = 1.25J) для εS/J = 2 (d) – в области экситонного упорядочения и для εS/J = 3

(e), 4 (f) – вне области экситонного упорядочения. Цветом показано распределение спектрального веса. Расчеты вы-
полнены для следующего набора параметров: z = 4, J = 28 K, J ′′

ex = −0.5J

Локальную флуктуацию δφ̂i можно разложить по
X-операторам Хаббарда, построенным на собствен-
ных состояниях гамильтониана ĤMF , которые опре-
деляются из решения самосогласованной задачи на
собственные значения (23)–(24). Таким образом, по-
лучаем

δφ̂i =
∑

m,n

〈

i,m
∣

∣

∣
δφ̂i

∣

∣

∣
i, n
〉

Xm,n
i =

∑

m,n

γ (m,n)Xm,n
i ,

(28)
где Xm,n

i = |i,m〉 〈n, i|.
В обобщенном представлении Гольдштейна–

Примакова

Xm,0
i = h†im

(

1−
N
∑

n=1

h†inhin

)1/2

(29)

и X0,m
i =

(

Xm,0
i

)†
для m ≥ 1,

Xm,n
i = h†imhin (30)

для m,n ≥ 1 и

X0,0
i = 1−

N
∑

n=1

h†inhin, (31)

где h†in (hin) – бозе-операторы рождения (уничноже-
ния) Гольдштейна–Примакова. Выражение (31) есть

следствие условия: 1 ≡ X0,0
i +

N
∑

n=1
h†inhin. Разлагая

(29) в ряд и используя, что при низких температу-

рах
〈

i, 0
∣

∣

∣
δφ̂i

∣

∣

∣
i, 0
〉

=
〈

i, 0
∣

∣

∣
φ̂i

∣

∣

∣
i, 0
〉

−
〈

φ̂
〉

MF
≈ 0 или

γ (0, 0) ≈ 0, гамильтониан (26) можно представить в
виде квадратичной формы, отбросив слагаемые бо-
лее высокого порядка:

ĤSW =
∑

q,m≥1

∆Emh
†
qmhqm +

+
∑

q,m≥,n≥1,

γq

{

Jmnh
†
qmh

†
−qn + J̃mnh

†
qmhqn + h.c.

}

,

(32)

где ∆Em = Em − E0, γq =
∑

ρ

eiq·ρ (вектор ρ

пробегает по всем ближайшим соседям), hqm =

= 1√
N

∑

i

e−iq·rihim,

Jmn =
J ′
ex

2
{γ∗ (0,m) γ (n, 0) + γ (m, 0) γ∗ (0, n)}+

+
J ′′
ex

2
{γ (m, 0) γ (n, 0) + γ∗ (0,m) γ∗ (0, n)} ,

J̃mn =
J ′
ex

2
{γ∗ (0,m) γ (0, n) + γ (m, 0) γ∗ (n, 0)}+

+
J ′′
ex

2
{γ (m, 0) γ (0, n) + γ∗ (0,m) γ∗ (n, 0)} . (33)

С помощью параунитарного преобразования [39]
гамильтониан (32) может быть приведен к диаго-
нальному виду
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ĤSW =
∑

q,µ

ωqµα
†
qµαqµ + const. (34)

Обобщенный метод спиновых волн позволяет
определять динамическую восприимчивость. В на-
шем случае для гамильтониана (19) удобно ввести
псевдоспин P̂ с компонентами P̂x = φ̂ + φ̂† и P̂y =

= i
(

φ̂− φ̂†
)

и определить соответствующую псевдо-

спиновую восприимчивость. При T = 0 динамиче-
ская псевдоспиновая восприимчивость имеет вид:

χξξ′ (q, ω) = i

∞
∫

0

dt
〈

0
∣

∣

∣

[

δP̂qξ (t) , δP̂−qξ′

]
∣

∣

∣
0
〉

eiωt−δt =

= −
∞
∫

−∞

dE
Aξξ′ (q, E)

ω − E + iδ
, (35)

где |0〉 – вакуумное состояние для операторов αqµ,
Aξξ′ (q, E) – спектральная функция, описывающая
распределение спектрального веса коллективных
возбуждений в зоне Бриллюэна.

Aξξ′ (q, E) = − 1

π

∑

µ

WqξµW
∗
qξ′µIm

(

1

E − ωqµ + iδ

)

,

(36)

где Wqξµ =
∑

q′

〈

0
∣

∣

∣
δP̂qξ

∣

∣

∣
µ,q′

〉〈

µ,q′
∣

∣

∣
δP̂−qξ′

∣

∣

∣
0
〉

,

|µ,q〉 = α†
qµ |0〉.

На рисунке 2 штриховой линией показан закон
дисперсии ωqµ, а цветом – распределение полного
спектрального веса A (q, E) = Axx (q, E)+Ayy (q, E).
В верхнем ряду приведены результаты расчета в от-
сутствие электрон-фононного взаимодействия, в фа-
зе (a) и вне фазы (b), (c) экситонного конденсата.
Везде вне фазы экситонного конденсата спектр име-
ет щель (рис. 2b, c), которая обращается в нуль на
границе фазового перехода второго рода, что согла-
суется с общими представлениями о том, что ниже
точки фазового перехода должна возникнуть беc-
щелевая голдстоуновская мода (рис. 2a), описываю-
щая коллективные возбуждения в фазе экситонного
конденсата. Cпектр на рис. 2b, c описывает коллек-
тивные с точки зрения электронной (фермиевской)
системы возбуждения, но к нему можно относить-
ся как к спектру квазичастичных (одночастичных)
возбуждений системы бозе-частиц, описываемых эф-
фективным гамильтонианом (18). Появлению беcще-
левой голдстоуновской моды (рис. 2a) предшествует
закрытие щели в спектре квазичастичных экситон-
ных возбуждений (рис. 2b, c).

Диагональное электрон-фононное взаимодей-
ствие g1 не приводит к качественным изменениям

в спектре. Напротив, недиагональное электрон-
фононное взаимодействие g2 (в нижнем ряду на
рис. 2 приведены результаты расчета при наличии
только недиагонального электрон-фононного взаи-
модействия (g2 = 1.25J) в области (d) и вне области
(e), (f) экситонного упорядочения) приводит к от-
крытию щели в спектре коллективных возбуждений
(рис. 2d). В этом случае бозевский спектр возбуж-
дений – одночастичных экситонных (рис. 2e, f) и
коллективных в экситонной фазе (рис. 2d) – по
обе стороны точки фазового перехода имеет щель.
Спектр одиночных (одночастичных) возбуждений
был рассчитан нами в работе [40] методом двухвре-
менных температурных функций Грина и полностью
согласуется со спектром, полученным обобщенным
методом спиновых волн в настоящей работе.

Наличие щели в спектре коллективных и одноча-
стичных возбуждений, как мы увидим ниже, играет
ключевую роль в фотоусилении и фотоиндуцирова-
нии экситонного упорядочения.

5. Фотоусиление. Добавим к (19) слагаемое,
описывающее взаимодействие с внешним излуче-
нием:

Ĥ (t) = Ĥ + V̂ (t) , (37)

где

V̂ (t) = E (t)
∑

i

(

c†1iγc0iγ + c†0iγc1iγ
)

. (38)

Внешнее поле E (t) в (38) зададим в виде цуга E (t) =

= E0 sin (Ωt) exp
[

−(t− tp)
2
/

(

2σ2
p

)

]

с Ω = 6τ−1
0 , σp =

= 3τ0, tp = 25τ0 и E0 = 0.15J , где τ0 = 10−12 с.
Для получения замкнутой системы уравнений

движения для экситонного параметра порядка в

уравнении φ̇i = −i
〈[

φ̂i, Ĥ (t)
]〉

используем рас-

цепление, соответствующее приближению среднего
поля. Другими словами, вместо (18) в (37) будем ис-
пользовать (22), с зависящим от времени экситонным
параметром порядка φ (t) (зависящее от времени
приближение среднего поля). Кроме того, исполь-

зуем приближение
(

b†i + bi

)(

c†i,1ci,0 + c†i,0ci,1
)

→
→ X (t)

(

c†i,1ci,0 + c†i,0ci,1
)

+ 2Reφ (t)
(

b†i + bi

)

[13],

где X (t) =
〈

b†i + bi

〉

. При таком расцеплении

уравнений движения теряется информация о спек-
тре коллективных возбуждений (рис. 2). Чтобы
сохранить кооперативность и учесть наличие кол-
лективных возбуждений, добавим к гамильтониану
(22) малый межузельный перескок

∑

〈i,j〉,λ=0,1

tλc
†
λicλj
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимость экситонного параметра порядка |φ| от времени после воздействия внешнего
импульса излучения. Слева приведены результаты расчета в отсутствие электрон- фононного взаимодействия при
εS/J = 1.5 (a), 2.5 (c) и 3.5 (e). Справа приведены результаты расчета при наличии недиагонального электрон- фонон-
ного взаимодействия (g2 = 1.25J) для εS/J = 2 (b), 3 (d) и 4 (f). Начальное термодинамически равновесное состояние
отмечено штриховой линией. Красной сплошной линией показано среднее значение, около которого осциллирует пара-
метр порядка после выключения внешнего излучения. Время t указано в единицах τ0 = 10−12 c. Расчеты выполнены
для следующего набора параметров: z = 4, J = 28 K, J ′′

ex = −0.5J

(tλ = (−1)
λ+1

0.07J), тогда в представлении волно-
вого вектора будем иметь:

φ̇q (t) = −iεS (q)φq (t)− (39)

− i {zJ ′
exφ (t) + zJ ′′

exφ
∗ (t) + g2X (t) + E (t)}∆nq (t) ;

∆ṅq (t) = 4zJ ′
ex [Reφ (t) Imφq (t)− Reφq (t) Imφ (t)] +

+ 4zJ ′′
ex [Reφ (t) Imφq (t) + Reφq (t) Imφ (t)] +

+ 4 [g2X (t) + E (t)] Imφq; (40)

Ẍ (t) = −ω2
0(2)X (t)− 2g2ω0(2) [φ (t) + φ∗ (t)] , (41)

где ∆nq (t) ≡
〈

c†0qc0q
〉

−
〈

c†1qc1q
〉

, φq (t) ≡
〈

c†0qc1q
〉

,

φ (t) = 1
N

∑

q

φq (t) и εS (q) ≡ (t1q − t0q) + εS .

На рисунке 3 приведены результаты решения си-
стемы уравнений (39)–(41) при g2 = 0 (слева) и при
g2 = 1.25J (справа). Далеко вне экситонной обла-
сти (рис. 3e, f) в обоих случая система после выклю-
чения внешнего излучения возвращается в исход-
ное термодинамически равновесное состояние, отме-
ченное штриховой линией на всех рисунках. Вбли-
зи экситонной области (рис. 3c, d) после выключе-
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ния внешнего воздействия параметр порядка испы-
тывает временные осцилляции около среднего значе-
ния, отмеченного красной сплошной линией на всех
рисунках, отличного и больше равновесного (фо-
тоиндуцирование экситонного упорядочения). Нако-
нец в экситонной области (рис. 3a, b) мы наблюда-
ем два противоположных результата: в отсутствии
электрон-фононного взаимодействия (рис. 3a) проис-
ходит уменьшение параметра порядка, а при g2 =

= 1.25J (рис. 3b) имеет место фотоусиление экси-
тонного конденсата. Наблюдаемое поведение можно
понять, используя представление о спектре коллек-
тивных возбуждений (рис. 2). При g2 = 0 в экси-
тонной фазе (рис. 3a) наличие безмассовых голдсто-
уновских мод ведет к бесщелевому энергетическо-
му спектру системы (рис. 2a), поэтому любое малое
внешнее воздействие приводит к возбуждению кол-
лективных мод и уменьшению параметра порядка
(рис. 3a). В отсутствии релаксационных и диссипа-
тивных процессов в уравнениях движения (39)–(41),
система остается в возбужденном состоянии после
выключения накачки. При g2 = 1.25J в экситонной
фазе (рис. 3b) в спектре возбуждений открывается
щель (рис. 2d) и возбуждение коллективных мод в
этом случае становится затруднительным. Внешнее
излучение приводит к изменению основного состоя-
ния – его временной зависимости и большему смеши-
ванию состояний “0” и “1”. Вне экситонной области
в обоих случаях (рис. 3c, d) в спектре уже одиноч-
ных экситонных возбуждений также имеется щель
(рис. 2b, e), поэтому мы наблюдаем фотоиндуцирова-
ние экситонного конденсата (рис. 3c, d). Далеко вне
экситонный фазы (при больших εS/J , рис. 3e, f) энер-
гетический интервал между состояниями “0” и “1”
становится непреодолимо большим и фотоиндуциро-
вание экситонного конденсата становится невозмож-
ным.

Как уже отмечалось выше, существует довольно
сильная взаимосвязь между экситонным и магнит-
ным упорядочением [35], поэтому изменение экситон-
ного конденсата неизбежно приведет к отклику маг-
нитной подсистемы.

Мы надеемся, что наша работа послужит сти-
мулом для дальнейших экспериментальных иссле-
дований сильно коррелированных систем со спино-
вым кроссовером с применением современных мето-
дов спектроскопии накачки-зондирования с высоким
временным разрешением.
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Рассматривается релаксация компонент многоквантового спектра ЯМР твердого тела под влияни-
ем диполь-дипольных взаимодействий на периоде эволюции. Учтено, что на подготовительном периоде
образуются кластеры динамически коррелированных спинов разных размеров, деградация которых за-
висит от их размера и порядка когерентности. Для расчетов функции распределения кластеров по раз-
мерам и функции их деградации предложена и развивается физическая модель, позволившая получить
для многоквантового спектра аналитический результат, учитывающий релаксационные процессы. Полу-
чено согласие теоретических и экспериментальных зависимостей скоростей деградации когерентности в
адамантане, масштабируемых на квадратный корень из среднего размера кластера. Из сравнения этих
зависимостей между собой найдены параметры вышеупомянутых функций.

DOI: 10.31857/S1234567823120091, EDN: ewirns

Процессы возникновения и разрастания динами-
ческих корреляций между частицами, и их релакса-
ции, вызываемой различными механизмами деграда-
ции, играют фундаментальную роль в физике мно-
гих тел. Прежде подобного рода исследования про-
водились, в целях развития неравновесной статисти-
ческой механики [1]. Однако в настоящее время их
изучение стало необходимым для практической ре-
ализации квантовых приборов и технологий [2–4].
В том числе при создании и применении так назы-
ваемых NISQ-компьютеров [5, 6] (Noisy intermediate-

scale quantum computers), размер которых ограни-
чен процессами декогерентизации. Например, в ра-
боте [7] NISQ-компьютер реализован на динамически
коррелированных спинах ядер 1Н в поликристалли-
ческом адамантане. Управление спиновой системой
осуществляется методами ядерного магнитного ре-
зонанса (ЯМР) с помощью последовательности ко-
герентных радиочастотных (РЧ) импульсов. В усло-
виях эксперимента достигнутый размер регистра со-
ставлял 25 спинов.

Среди методов изучения многочастичных дина-
мических корреляций выделяется многоквантовая
(МК) ЯМР спектроскопия твердых тел [8, 9]. В МК
экспериментах, посредством облучения спиновой си-

1)e-mail: rsa@iph.krasn.ru; ya-andylun2012@yandex.ru

стемы последовательностью когерентных РЧ им-
пульсов, исследователи преобразуют гамильтониан
межъядерных спин-спиновых взаимодействий (как
правило – диполь-дипольный) в некоторый “запла-
нированный” заранее межъядерный спин-спиновый
гамильтониан, называемый эффективным. Затем, с
его помощью, не только наблюдают развитие многос-
пиновых корреляций (среди нескольких тысяч спи-
нов) [10–13], но и управляют ростом этих корредя-
ций и их деградацией [8, 14–16]. Несмотря на боль-
шое число публикуемых работ, в этой области по-
прежнему присутствует множество нерешенных про-
блем [15, 16]. Одной из центральных (но и наиболее
сложных) проблем в области МК спиновой динами-
ки является описание деградации больших МК клас-
теров в зависимости от размера и квантового числа
(порядка когерентности).

В пионерской работе [10] в поликристаллическом
адамантане была измерена релаксация компонент
МК спектра при увеличении длительности интерва-
ла эволюции с гамильтонианом диполь-дипольных
взаимодействий (ДДВ), располагавшимся между
подготовительным периодом и периодом смешива-
ния. Найдена зависимость скорости декогерентиза-
ции от порядка когерентности и от размера среднего
кластера динамически коррелированных спинов,
который образуется вследствие двухквантового-
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двухспинового взаимодействия на подготовительном
периоде и определяется его длительностью.

Первый теоретический анализ этих результатов
был дан в работе [17]. Авторы предложили поле
от ДДВ со спинами кластера делить на коррелиро-
ванную и некоррелированную части. Исходя из это-
го, сигнал от компоненты МК спектра представлен
в виде суммы двух слагаемых от спинов, динами-
ку которых определяет или коррелированное поле,
или некоррелированное поле, соответственно. Первое
слагаемое является функцией от порядка когерент-
ности, а второе – от числа спинов в кластере. Степень
коррелированности определяется соотношением ам-
плитуд двух слагаемых.

Несмотря на сходство теоретических зависимо-
стей с результатами, полученными в эксперимен-
те, в рассматриваемой однородной спиновой систе-
ме адамантана при высоких температурах предпо-
лагаемая гетерофазность искомой сложной времен-
ной корреляционной функции (ВКФ) нуждается в
обосновании. Более естественным и давно использу-
емым при объяснении динамики ядерной спиновой
системы твердого тела является предположение, что
локальное поле состоит из двух частей на каждом
спине, а не на разных спинах. Так, например, раз-
деление локального поля на некотором выделенном
(любом) спине на две компоненты: от ближайших со-
седей (ячейки) и от более далеких спинов (далекое
окружение) впервые позволило дать объяснение ха-
рактерным особенностям сигнала свободной прецес-
сии (фурье-образа спектра поглощения ЯМР) в твер-
дом теле [18] и добиться корректного их описания.

Выполнив разделение локального поля от ДДВ
на каждом из спинов кластера динамически корре-
лированных спинов на две компоненты [19], мы по-
лучили функцию, описывающую деградацию класте-
ра, в виде произведения двух сомножителей от двух
вкладов в локальное поле:

ΓKM (t1) = exp
(

−KB2t21/2
)

exp
(

−A2M2t21
)

, (1)

где t1 – длительность интервала эволюции,K – число
спинов в кластере, а M – порядок когерентности. Па-
раметр B2 характеризует некоррелированный вклад
в локальное поле на каждом из спинов кластера,
независящий от локального поля на других спинах.
Параметр же A2 характеризует среднее по класте-
ру поле, коррелировано действующее на все спины
кластера. Порядок величины параметров B2 и A2

определяется вторым моментом спектра автокорре-
ляционной функции одного спина m2, но точный их
расчет практически невозможен [19]. Поэтому мы их
будем полагать далее некоторыми феноменологиче-

скими константами, определяемыми из эксперимен-
тальных данных. На основании представления (1) в
работе [19] мы выполнили свой анализ эксперимен-
тальных зависимостей из работ [10, 11]. Учитывая
быстро увеличивающуюся с ростом M погрешность
экспериментов (см. рис. 5 из работы [10]), достига-
ющую при больших значениях M величин, близких
к 100 % и необычную форму приведенных кривых,
при обработке эксперимента для извлечения данных
нам пришлось ограничиться лишь центральной ча-
стью экспериментальных результатов [19].

В описанных выше теоретических подходах, в по-
лученных формулах зависимость скорости деграда-
ции кластера от порядка когерентностиM есть толь-
ко у вклада от коррелированного поля, тогда как
вклад от некоррелированных полей на спинах клас-
тера не зависит от M , а зависит только от числа спи-
нов в кластере. Дело в том, что в обеих теориях рас-
сматривается деградация на эволюционном периоде
под действием ДДВ кластера коррелированных спи-
нов среднего размера K̄, образовавшегося на подго-
товительном периоде. На самом же деле в конце под-
готовительного периода матрица плотности являет-
ся суммой кластеров разного размера K, каждый из
которых будет деградировать со своей скоростью на
эволюционном периоде.

В настоящей работе мы рассчитаем зависимость
от M скорости декогерентности компонент МК спек-
тра, учтя образование на подготовительном периоде
кластеров разного размера. Для задания весов клас-
теров разного размера используем функцию распре-
деления, предложенную нами в работах [20–24] на
основании простой модели, соответствующей экспе-
рименту и приводящей к экспоненциальному росту
среднего размера кластера коррелированных спинов
при увеличении длительности подготовительного пе-
риода.

Теперь представим наблюдаемый МК спектр
GM (T, t1) в виде суммы МК спектров gKM клас-
теров разного размера K, образовавшихся на
подготовительном периоде длительностью T и
деградировавших затем на эволюционном периоде
длительности t1:

GM (T, t1) =
∞
∑

K=|M|
gKMΓKM (t1)P (K,T ), (2)

где ΓKM (t1) – функция деградации (1), а P (K,T )

представляет собой распределение по числу клас-
теров с K спинами. Следуя комбинаторной теории
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[8], для МК спектра отдельного кластера использу-
ем функцию Гаусса:

gKM =
1√
πK

exp

(

−M
2

K

)

. (3)

В качестве распределения кластеров по размерам
возьмем функцию

P (K,T ) =
(th2(T/

√
2))K−1K

ch4(T/
√
2)

, (4)

полученную в работах [22–24] на основании простой
модели роста кластеров. Она удовлетворяет условию

нормировки:
∞
∑

K=1

P (K,T ) = 1 и обеспечивает для

среднего размера кластера:

K̄0(T ) =

∞
∑

K=1

KP (K,T ) = 1 + 2sh2(T/
√
2) (5)

экспоненциальный рост K̄0(T ) ∼ exp
(√

2T
)

/2 (при
T ≫ 1), характерный для плотных спиновых систем,
таких как адамантан или флюорит [20, 21]. (Здесь и
ниже время выражено в единицах обратного второго
момента (1/

√
m2) автокорреляционной функции.)

Совершенно очевидно, что при больших време-
нах T основной вклад в МК спектр, определяемый
суммой (2), будут вносить большие кластеры (K ≫
≫ 1). Используя формулу (5), позволяющую выра-
зить гиперболические функции в соотношении (4)
через K̄0(T ), формулы преобразования гиперболи-
ческих функций и второй замечательный предел,
несложно получить для больших значений K:

P (K,T ) = K

(

2

K̄0 + 1

)2(
K̄0 − 1

K̄0 + 1

)K−1

≈

≈ K

(

2

K̄0 + 1

)2

exp

(

−2
K − 1

K̄0 + 1

)

∼

∼ K

(

2

K̄0

)2

exp

(

−2
K

K̄0

)

. (6)

Подставим (1) и (6) в (2). Заменив суммирование
интегрированием с равным нулю нижним пределом,
что справедливо по-крайней мере для больших клас-
теров, и вынеся вклад от коррелированного поля за
знак интеграла, вычислим интеграл [25]

GM (T, t1) = exp
(

−A2M2t21
)

·
(

2

K̄0

)2

×

×
∞
∫

0

exp

{

−K 2

K̄0
(1 + K̄0B

2t21/4)−
M2

K

}

√

K/πdK =

=
1

2(q)3/2
(1+2|M |√q) exp(−2|M |√q) exp

(

−A2M2t21
)

.

(7)

Здесь q = (2/K̄0)(1 + K̄0B
2t21/4).

Вследствие деградации суммарная интенсивность
МК спектра

N(T, t1) =

∞
∫

−∞

GM (T, t1)dM (8)

уменьшается с ростом t1. Форму МК спектра описы-
вает функция, получающаяся из (7) после нормиров-
ки на N(T, t1). В частности, при отсутствие корре-
лированного вклада в локальное поле (т.е. при зна-
чении константы A = 0) получаем универсальную
форму МК спектра

f1(M) = GM (T, t1)/N(T, t1) =

=
1

√

2K̄1

(

1 + 2

√

2M2

K̄1

)

exp

(

−2

√

2M2

K̄1

)

, (9)

масштабируемую на средний размер кластера корре-
лированных спинов,

K̄1 = 2〈M2〉 = K̄0/(1 + K̄0B
2t21/4), (10)

полученный при учете деградации только от незави-
симого вклада в локальное поле и равный удвоен-
ному второму моменту МК спектра. Хотя соотноше-
ние среднего размера кластера со вторым моментом
спектра 〈M2〉 такое же, как у функции Гаусса (3),
задаваемая соотношением (9) форма спектра суще-
ственно отличается от гауссовской. Полученная экс-
поненциальная зависимость спектра от M линейна в
отличие от квадратичной гауссовской зависимости:
M2. Кроме того, найденный спектр спадает в e раз
при Me ≈ 1.05

√

〈M2〉, тогда как для гауссовской
функции падение в е раз происходит при значении
Me =

√

2〈M2〉. Тем самым, развиваемая в настоящей
работе модель, позволила объяснить экспоненциаль-
ную форму МК спектров, наблюдаемую в экспери-
ментах [14, 26].

Найденный для МК спектра результат (7) поз-
воляет рассчитать скорость релаксаии спектральной
компоненты с порядком когерентности M , опреде-
ляемую через время τ = t1, при котором ее ампли-
туда уменьшается в “e” раз. Эта скорость релакса-
ции впервые измерялась еще при экспериментах [10]
с целью изучения зависимости скорости деградации
кластера от порядка когерентности M . Таким обра-
зом, из (7) следует уравнение:

GM (T, t1 = 0)

GM (T, t1 = τ)
= e =

Письма в ЖЭТФ том 117 вып. 11 – 12 2023 9∗



932 В. Е. Зобов, А. А. Лундин

= exp
(

2
√

qM2 − 2
√

q0M2 +A2M2τ2
)

×

× 1 + 2
√

q0M2

1 + 2
√

qM2

(

q

q0

)3/2

, (11)

где q0 = 2/K̄0. Для решения уравнения (11) в нем
целесообразно перейти к новым переменным, “мас-
штабирующим” координатные оси:

m2 = q0M
2 = 2M2/K̄0;

z =
√

q/q0 = (1 + K̄0B
2τ2/4)1/2.

(12)

В новых переменных A2M2τ2 = 2αm2(z2 − 1) (где
α = A2/B2) и уравнение (11) примет вид при m ≥ 0:

exp{2m(z − 1) + 2αm2(z2 − 1)} 1 + 2m

1 + 2mz
z3 = e. (13)

Приближенные решения уравнения (13) для боль-
ших и малых значений m могут быть найдены ана-
литически. Так при m2 ≪ 1 находим:

R(m) =
1

√

K̄0Bτ
=

1

2
√
z2 − 1

≈

≈ 1

2
√
e2/3 − 1

[1 +m2(1 + α)
2

3
e2/3] =

= 0.5136 [1 + 1.298m2(1 + α)]. (14)

Если m2 ≫ 1, то для решения уравнения (13) нахо-
дим:

R(m) ≈ 1

2
√
2δ0

(

1 +
1

2m(1 + 2αm)
− δ0

4

)

, (15)

δ0 =
1/m

1 + 2αm+
√

(1 + 2αm)2 + 2α
, (16)

где δ0 – решение, обеспечивающее равенство 1 пока-
зателя экспоненты в (13). В частности, при m2 ≫ 1

и α = 0:

R(m) =
1

√

K̄0Bτ
=

√
m

2

(

1 +
3

8m

)

, (17)

а при m2 ≫ 1 и mα≫ 1:

R(m) ≈
√
αm√
2

≈
(

1 +
1

4αm
+

1

16αm2

(

1 +
2.5

α

))

.

(18)

Найденное численно решение уравнения (13) при
различных значениях α приведено на рис. 1 в мас-
штабированных координатах:

R(m) =
1

√

K̄0Bτ
в зависимости от m =

√

2M2/K̄0.

(19)

Приведенные там же на рисунке приближенные за-
висимости, рассчитанные по формуле (15), хорошо
описывают результаты точных расчетов при боль-
ших m. Появление дополнительного вклада в спи-
новую релаксацию кластеров, возникающего от воз-
действия “коррелированного поля” (т.е. A 6= 0), при-
водит к убыстрению скорости роста R в зависимости
от M .

Рис. 1. Масштабированная скорость релаксации (де-
когерентизации) компоненты МК спектра R(m) =

= 1√
K̄0Bτ

как функция масштабированного порядка

когерентности m =
√

2M2/K̄0 при разных значениях
параметра α = A2/B2, показанных цифрами у кривых.
Линиями показаны приближенные зависимости (15),
тогда как соответствующие результаты численного ре-
шения уравнения (13) показаны фигурами

Полученные зависимости от порядка когерентно-
сти M скоростей релаксации R компонент МК спек-
тра демонстрируют с ростом M переход от квад-
ратичной зависимости R(m) ∼ M2 (14) к корневой
R(m) ∼

√
M (17). Подобное замедление роста скоро-

сти релаксации наблюдалось экспериментально (см.
рис. 5 из [10]). Именно для объяснения этого эф-
фекта в работе [17] предложена формула с суммой
двух вкладов в релаксацию. Для более обстоятель-
ного сравнения предлагаемой нами теории с экспе-
риментом данные (их часть при M ≥ 0), приведен-
ные на рис. 5 из работы [10], были оцифрованы и пе-
рестроены на рис. 2 в координатах, масштабируемых
на

√
K̄. По вертикальной оси приведены эксперимен-

тальные скорости релаксации, деленные на величину√
K̄. По горизонтальной оси – mg =

√

2M2/K̄. Отме-
тим, что пропорциональность скорости релаксации
величине

√
K̄ была обнаружена экспериментально в

работе [10]. Из этой же работы нами взяты значения
K̄ при разных длительностях T , которые вычисля-
лись через ширины МК спектров на половине вы-
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Рис. 2. Экспериментальные скорости релаксации (де-
когерентизации) [10], деленные на

√
K̄, как функ-

ции порядка когерентности M , взятого в виде mg =

=
√

2M2/K̄. Результаты, полученные при разных
средних размерах кластеров K̄ = K̄0g (колонка цифр
на рисунке), показаны разными фигурами. Теорети-
ческие результаты, найденные численным решением
уравнения (13), показаны линиями в виде функций
13R(0.7134 ·mg)/мс при трех значениях параметра α:
α = 0 (пунктирная линия), α = 0.1 (штриховая линия)
и α = 0.5 (сплошная линия)

соты σ. Авторы полагали, что спектр имел гауссову
форму, задаваемую формулой (3), и, следовательно,

K̄ = K̄0g =
1

ln 2

(σ

2

)2

. (20)

Однако, полученное нами выше выражение (9)
для формы спектра влечет иное соотношение меж-
ду K̄ = K̄0 и этой шириной:

K̄ = K̄0 = 2

(

2

x

)2
(σ

2

)2

. (21)

Здесь x ≈ 1.68 решение уравнения ex = 2(1 + x).
Таким образом, приходим к соотношению:

K̄0g/K̄0 ≈ 0.509 = (0.7134)2. (22)

На рисунке 2, помимо экспериментальных, приве-
дены теоретические зависимости скорости релакса-
ции когерентных состояний, полученные численным
решением уравнения (13) при трех значениях пара-
метра α: α = 0 (пунктирная линия), α = 0.1 (штри-
ховая линия) и α = 0.5 (сплошная линия). Учитывая
соотношение (22) и взятое из эксперимента значение
параметра B = 9.27 · 10−3 (1/мкс), эти зависимости
представлены функцией R(0.7134 · mg)13/мс. Пояс-
ним ее вид: во-первых, теоретическая скорость R(m)

(рис. 1) является функцией от m =
√

2M2/K̄0, тогда
как экспериментальная скорость на рис. 2 – функция
от mg =

√

2M2/K̄0g Между аргументами соотноше-
ние: m =

√

K̄0g/K̄0mg = 0.7134mg. Во-вторых, мы
хотим, чтобы при M = 0 теоретическая скорость ре-
лаксации (14) R(0) = 1√

K̄0Bτ
= 0.5136 совпала с экс-

периментальной 1

τ
√

K̄0g

≈ 6.68 1
мс . Отсюда находим

значения коэффициента 13 1
мс ≈ B

√
K̄0√

K̄0g
и параметра

B ≈ 0.7134 · 13 1
мс = 9.2742 1

мс .

При масштабировании данных на рис. 2 мы ис-
ходили из результата (7). Ранее в МК спектроско-
пии масштабирование данных выполнялось в рабо-
тах [15, 26, 27]. В работе [26] выполнено масштабиро-
вание каждого МК спектра, получаемого при увели-
чении времени приготовления, на его ширину (пусть
и с некоторыми оговорками). В работах [15, 27] изу-
чалось влияние возмущения, добавляемого на под-
готовительном периоде, и проведены масштабирова-
ния роста среднего размера кластера [27] и затуха-
ния суммарной интенсивности МК спектра [15]. Для
масштабирования взяты степенные функции с под-
бираемыми показателями степеней.

Как видно из рис. 2, зависимость с α = 0.5

несколько лучше согласуется с экспериментальными
результатами [10], чем при других использованных
нами значениях α. Однако, хорошее согласие с экс-
периментом наблюдается в области значений m по-
рядка единицы, тогда как при больших m теорети-
ческая зависимость от m сильнее, чем эксперимен-
тальная. По-видимому, это свидетельствует о том,
что представление функцией Гаусса от M вклада в
деградацию от коррелированного поля (1) является
неточным для больших значениях M , т.е. для боль-
ших кластеров. Следует учесть топологию класте-
ров, что приведет к замене одной функции релакса-
ции на сумму функций, зависящих от размера клас-
тера и отношения его поверхности к объему [28]. В
качестве примера негауссовой зависимости скорости
релаксации от M укажем работу [29]. В этой работе
выполнен численный расчет релаксации компонент
МК спектра для системы с большим числом эквива-
лентных спинов. Поскольку константы ДДВ одина-
ковы между всеми спинами, то остается только кор-
релированный вклад в локальное поле. В работе по-
казано, что время релаксации уменьшается при уве-
личении числа спинов и порядка МК когерентности .
При этом скорость изменения замедляется при боль-
ших значениях M .

Таким образом, развиваемая в предлагаемой ра-
боте физическая модель, впервые позволила учесть
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как распределение кластеров динамически коррели-
рованных спинов по размеру, так и исследовать их
деградацию под действием возмущения. Ранее в ра-
боте [19] мы анализировали зависимость скорости ре-
лаксации от порядка когерентности М в модели одно-
го кластера, имеющего некоторый средний размер. В
частности, мы нашли для величины коррелированно-
го вклада, единственно отвечающего при таком под-
ходе за зависимость от M , значение: A2 = 205(1/мс)2

(при T = 660мкс). В настоящей же работе, выпол-
ненный учет распределения кластеров по размерам
(2), позволил рассчитать вклад некоррелированно-
го поля из (1) в зависимость скорости релаксации
от величины M . Выделение этого вклада привело
к уменьшению вклада второго сомножителя в (1)
до величины A2 ≈ 43/(мс)2. Таким образом, под-
тверждена гипотеза авторов работы [10] о возмож-
ной связи наблюдаемой зависимости скорости релак-
сации от порядка M с наличием кластеров разного
размера. Наконец, в настоящей работе показано, что
сопоставление предлагаемой теории с эксперимен-
том открывает, возможность “численного” разделе-
ния коррелированного и некоррелированного вкла-
дов, как в локальное поле на ядрах многоспинового
кластера, так и в скорость декогерентизации.
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В образцах полевых транзисторов на основе гетероструктур GaAs/AlGaAs с электронной систе-
мой в одиночной квантовой яме GaAs шириной 50 нм обнаружен стимулированный квантующим маг-
нитным полем переход из двухслойного состояния системы в нулевом магнитном поле в однослойное
при заполнении нижнего уровня Ландау. В отличие от результатов для квантовой ямы шириной 60 нм
(S. I. Dorozhkin, A.A. Kapustin, I. B. Fedorov, V. Umansky, and J. H. Smet, Phys. Rev. B 102, 235307 (2020))
однослойное состояние наблюдается не только в несжимаемых состояниях электронной системы на фак-
торах заполнения единица и двойка, реализующих состояния квантового эффекта Холла, но и в сжи-
маемых состояниях между этими факторами заполнения. Установлено пространственное расположение
однослойной системы в квантовой яме, которое оказалось независящим от распределения электронов по
слоям в слабом магнитном поле, и дано качественное объяснение этому наблюдению. Обнаруженный пе-
реход, предположительно, объясняется отрицательной сжимаемостью двумерных электронных систем,
обусловленной обменно-корреляционными вкладами в электрон-электронное взаимодействие.

DOI: 10.31857/S1234567823120108, EDN: ewmklk

Cтимулированное перпендикулярным магнитным
полем перераспределение электронов между слоями
двухслойной электронной системы (ЭС) при боль-
ших значениях факторов заполнения уровней Лан-
дау является хорошо установленным фактом. Оно
реализуется в двухслойных системах, создаваемых
как в двойных [1, 2], так и широких [3] квантовых
ямах и может быть описано в рамках приближения
Хартри (см., например, работу [4] и ссылки в ней).
Это перераспределение обусловлено магнетоосцил-
ляциями химического потенциала в слоях, асинхрон-
ными в случае различной плотности электронов в
них. Такой механизм обычно приводит к частичному
изменению плотности электронов в слоях, сохраняя
двухслойное состояние ЭС. В недавней работе [5] на
образцах с одиночными квантовыми ямами шириной
60 нм за счет применения оригинальной емкостной
методики нами были обнаружены стимулированные
магнитным полем возвратные переходы между двух-
слойным и однослойным состояниями ЭС. Однослой-
ные состояния реализовывались в состояниях цело-

1)e-mail: dorozh@issp.ac.ru

численного квантового эффекта Холла (КЭХ), воз-
никавших при равенстве полной плотности электро-
нов в ЭС числу одноэлектронных состояний на одном
или двух спиновых подуровнях, т.е. при значениях
полного фактора заполнения ν единица и двойка. В
существующих теориях квантового эффекта Холла
в двухслойных системах такая ситуация может воз-
никать при формировании когерентных межслоевых
состояний (см. обзорную статью [6]) или локализации
электронов в одном из слоев [7]. В обоих этих случа-
ях эффект обусловлен обменным и корреляционным
вкладами в электрон-электронное взаимодействие. В
первом случае центр тяжести многоэлектронной вол-
новой функции находится между слоями, а во вто-
ром случае – в одном из слоев. До появления ра-
боты [5] экспериментальных исследований влияния
перпендикулярного магнитного поля на распределе-
ние электронной плотности в направлении оси ро-
ста гетероструктур в номинально двухслойных элек-
тронных системах не проводилось. Отметим только
моделирование такого изменения в работе [8], при-
влекавшееся для объяснения существования состоя-
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ний КЭХ на факторах заполнения единица и двойка
в широком диапазоне экспериментальных парамет-
ров.

В данной работе на образцах с меньшей шири-
ной квантовой ямы (50 нм) по сравнению с 60 нм в
работе [5] нами обнаружен переход из двухслойно-
го состояния в нулевом магнитном поле в однослой-
ное при полном факторе заполнения ν ≤ 2, соот-
ветствующее концентрации всех электронов в одном
слое независимо от соотношения между плотностями
электронов в слоях. Это наблюдение демонстриру-
ет существование индуцированного магнитным по-
лем однослойного состояния не только в состояни-
ях КЭХ, но и в сжимаемых состояниях ЭС, возмож-
ность чего до сих пор даже не рассматривалась. Дано
качественное объяснение индуцированного магнит-
ным полем перехода в однослойное состояние и на-
блюдаемой асимметрии в локализации электронной
плотности в квантовой яме.

Эксперименты выполнены на двух образцах,
изготовленных из одной шайбы гетероструктуры
GaAs/AlGaAs, выращенной методом молекулярно-
пучковой эпитаксии. Электронная система в ис-
следованных образцах создавалась в квантовой
яме GaAs шириной 50 нм. Профиль потенциальной
ямы и заполнение ее электронами изменялись при
помощи двух затворных напряжений, прикладывае-
мых между затворами, расположенными по разные
стороны квантовой ямы, и легированным контактом
к электронной системе (см. рис. 1a). Нижний затвор
(BG) создавался в процессе роста гетероструктуры
и представлял собой слой сильно легированного
GaAs. Верхний тонкопленочный затвор Шоттки
(TG) наносился на поверхность гетероструктуры,
имел площадь S = 0.4мм2 и покрывал около 95 %
площади ЭС. Расстояние между нижним (верхним)
затвором и нижней (верхней) стенкой квантовой
ямы составляло dbg = 1000 нм (dtg = 120 нм).
При нулевых затворных напряжениях около верх-
ней стенки квантовой ямы возникала двумерная
электронная система (TL) за счет стекания туда
электронов из слоя селективного легирования (DL),
который создавался в барьерном слое AlGaAs за
спейсором шириной 91 нм, расположенным выше
квантовой ямы. При приложении положительного
затворного напряжения на нижний затвор второй
двумерный слой (BL) образовывался около нижней
стенки ямы, как это показано на рис. 1a. Приводи-
мые в этой работе результаты были получены при
нулевом напряжении на верхнем затворе (Vtg = 0).
Образцы имели латеральную геометрию холловских
мостиков. В эксперименте могли одновременно

Рис. 1. (a) – Схема полевого транзистора при Vbg > Vth

с двумя слоями электронов (TL и BL), расположен-
ными около противоположных стенок квантовой ямы
(WQW). DL – слой положительно заряженных доно-
ров. (b) – Зависимости емкостей между электронной
системой и нижним (Cbg, темная сплошная линия, ле-
вая шкала) и верхним (Ctg, светлая линия, правая шка-
ла) затворами от напряжения Vbg на нижнем затво-
ре, измеренные в нулевом магнитном поле при напря-
жении на верхнем затворе Vtg = 0 В и температуре
T = 1.5 K. Значками отмечены значения емкости Cbg,
полученные из кривых магнетоемкости (см. рис. 3 и
текст статьи) в нулевом магнитном поле (окружности)
и при значении полного фактора заполнения уровней
Ландау ν = 3/2 (треугольники). Сплошным кружком
показано значение емкости, вычисленное для ν = 3/2

при Vbg = 0 по формуле (1). Стрелкой отмечено значе-
ние затворного напряжения Vth ≈ 0.65 B, соответству-
ющее образованию второго слоя электронов

измеряться емкости между обоими затворами и
электронной системой, а также сопротивление и
холловское сопротивление образца. Детали экспе-
риментальной методики описаны в работах [9, 5],
включая способ определения паразитных величин
емкостей. Измерения емкостей между различными
затворами и электронной системой позволяют ха-
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рактеризовать распределение электронов поперек
квантовой ямы, а также определять плотность
электронов в слоях из периодичности квантовых
магнетоосцилляций емкости [9]. Измерения межпод-
зонных магнетоосцилляций сопротивления [10, 11],
наблюдаемых в слабых магнитных полях и при
сравнительно высоких температурах (4.2 К в нашем
эксперименте), позволяли определять разность
плотностей электронов в двух подзонах размерного
квантования. Эксперименты были выполнены в
интервале температур от 0.5 до 4.2 К в криостате
с 3He в качестве хладоагента. Магнитное поле с
индукцией до 11 Тл создавалось сверхпроводящим
соленоидом и было направлено перпендикулярно
плоскости квантовой ямы.

Экспериментальные свидетельства заполнения
второго слоя в нулевом и слабых магнитных полях
представлены на рис. 1b и 2. В первую очередь это
скачки емкостей между затворами и электронной
системой при Vbg = Vth, показанные на рис. 1b. Из
величины скачка δCbg в предположении постоянной
величины диэлектрической проницаемости гетеро-
структуры прямо определяется изменение расстоя-
ния ∆dbg от нижнего затвора до слоя, выполняющего
роль второй обкладки соответствующего плоского
конденсатора: ∆dbg = −dbgδCbg/Cbg ≈ 25 нм. Учи-
тывая, что аналогичная величина, определяемая из
скачка емкости δCtg: ∆dtg = −dtgδCtg/Ctg, не пре-
вышает 0.7 нм, естественная интерпретация скачка
в Cbg на рис. 1b состоит в образовании второго слоя
электронов около нижней стенки квантовой ямы,
так что расстояние между слоями d ∼ ∆dbg ≈ 25 нм.
Такая интерпретация подтверждается изменениями
магнетоемкости в слабых магнитных полях, показан-
ными на рис. 2a и b. Действительно, в соответствии
с расчетами для модельной двойной квантовой
ямы и экспериментом [12, 5] в случае существова-
ния только одного слоя нормированные значения
магнетоемкостей Cbg,n0 = Cbg(B)/Cbg(B = 0) и
Ctg,n0 = Ctg(B)/Ctg(B = 0) между электронной
системой и разными затворами в отсутствие ре-
зистивных эффектов должны совпадать, как это
и наблюдается на кривых на рис. 2a, измеренных
при Vbg = 0.2 В < Vth. При Vbg = 1.0В > Vth
(см. рис. 2b) емкостные кривые Ctg,n0 и Cbg,n0 в
слабых магнитных полях демонстрируют магнето-
осцилляции разных периодов, из которых может
быть определена плотность электронов в слое,
ближайшем к соответствующему затвору [9]. Такие
исследования, выполненные на подобных образцах
с квантовой ямой шириной 60 нм [9], показали,
что в двухслойном состоянии (Vbg > Vth, слабое

Рис. 2. Нормированные магнетоемкости Cbg,n0 =

= Cbg(B)/Cbg(B = 0) (темные кривые) и Ctg,n0 =

= Ctg(B)/Ctg(B = 0) (светлые кривые) в случае запол-
нения одного (a) – (Vbg < Vth) и двух (b) – (Vbg > Vth)
слоев электронов. На панели (b) темная кривая Cbg,n0

для ясности смещена вниз на 0.03. Минимумы в емко-
стях, отмеченные треугольниками, соответствуют ука-
занным около них факторам заполнения в однослой-
ной системе (ν, открытые символы, рис. 2a), в верхнем
(νTL, светлые сплошные символы, рис. 2b) и нижнем
(νBL, темные сплошные символы, рис. 2b) слоях двух-
слойной электронной системы

магнитное поле), основным эффектом увеличения
Vbg является возрастание плотности электронов в
нижнем слое. Одновременно наблюдается неболь-
шое уменьшение плотности в верхнем слое. Такое
поведение плотностей электронов в двухслойных
системах довольно хорошо известно (для случая
двойных квантовых ям см., например, работу [13]),
и связано с отрицательным вкладом в сжимаемость
электронов, большим по модулю в слое меньшей
плотности.

Основным результатом этой работы является на-
блюдение перехода изучаемой системы при Vbg > Vth
из двухслойного состояния в слабых магнитных по-
лях в однослойное состояние в сильных полях, в ре-
зультате которого в системе остается единственный
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электронный слой, локализованный около верхней
стенки квантовой ямы, как это было в однослой-
ной системе при Vbg < Vth. О таком переходе сви-
детельствуют результаты измерений магнетоемкости
Cbg, приведенные на рис. 3 в функции обратной ве-
личины ν−1 полного фактора заполнения ν = nt/N0,
где N0 = eB/hc – вырожденность одного спиново-
го подуровня. Величина ν−1 = eB/hcnt пропорци-
ональна магнитному полю B с коэффициентом про-
порциональности, определяемым полной плотностью
электронов nt. На рисунке 3 приведены 4 из 14 кри-

Рис. 3. Четыре репрезентативные кривые магнетоем-
кости, представленные в функции обратной величины
фактора заполнения ν−1 = eB/hcnt, пропорциональ-
ной магнитному полю. Различные кривые измерены
при Vtg = 0 В и различных затворных напряжениях
Vbg , указанных на рисунке (и, соответственно, различ-
ных плотностях электронов nt). Основным результа-
том, демонстрируемым этими данными, является неза-
висимость емкости Cbg(ν−1 ≈ 2/3), измеренной при
факторе заполнения ν = 3/2, от напряжения на ниж-
нем затворе Vbg , несмотря на наличие скачка емкости
в нулевом магнитном поле (сравни светлую сплошную
кривую с тремя другими, а также см. рис. 1)

вых, измеренных в одной экспериментальной серии
при Vtg = 0В и различных значениях Vbg из ин-
тервала 0–2.6 В. Ключевым экспериментальным ре-
зультатом, демонстрируемым этим рисунком, явля-
ется совпадение значений емкостей, измеренных при
всех значениях Vbg (и nt), наблюдаемое в окрестно-
сти ν−1 = 2/3 (ν = 3/2), несмотря на их различие
при ν−1 = 0 для случаев Vbg < Vth и Vbg > Vth. Этот
факт был установлен для всех 14 значений Vbg из
исследованного интервала, что демонстрируется со-
вокупностью экспериментальных точек, показанных
значками на рис. 1b. Такая независимость величины

емкости Cbg, измеренной при ν = 3/2, от Vbg застав-
ляет предположить, что в соответствующих магнит-
ных полях электронная система является однослой-
ной, причем оказывается локализованной так же, как
и при Vbg = 0, т.е. около верхней стенки кванто-
вой ямы. Для подтверждения этой гипотезы, а так-
же установления области существования однослой-
ного состояния по магнитному полю мы выполни-
ли сравнение магнетоемкостных кривых Cbg,n(B) и
Cfg,n(B), полученных нормировкой на значения ем-
костей при ν = 3/2: Cj,n(B) = Cj(B)/Cj(ν = 3/2),
где индекс j означает bg или tg. Соответствующие
данные приведены на рис. 4. Независимо от величи-

Рис. 4. Сравнение нормированных значений магнетоем-
костей Cbg,n(B) = Cbg(B)/Cbg(ν = 3/2) (темные кри-
вые) и Ctg,n(B) = Ctg(B)/Ctg(ν = 3/2) (светлые кри-
вые), измеренных при Vtg = 0 В и Vbg = 2.6 В, T = 0.5 К
(a) и Vbg = 2.2 В, T = 3 К (b). Треугольниками отме-
чены значения факторов заполнения ν, обсуждаемые
в тексте. Горизонтальными скобками с аббревиатурой
SL отмечены области существования однослойного со-
стояния электронной системы

ны затворного напряжения мы наблюдаем практиче-
ское совпадение нормированных емкостей, измерен-
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ных c использованием различных затворов, в силь-
ных магнитных полях. Такое совпадение имеет ме-
сто, начиная с магнитного поля, примерно соответ-
ствующего фактору заполнения ν = 2, для всех ис-
следованных значений Vbg > Vth, включая два, пред-
ставленных на рис. 4. Таким образом, мы заключа-
ем, что формирование состояния квантового эффек-
та Холла с полным фактором заполнения ν = 2 в
исследованных образцах сопровождается переходом
электронной системы в однослойное состояние, со-
храняющееся в более сильных полях при меньших
факторах заполнения, в том числе и в сжимаемых
состояниях при 2 > ν > 1. Отметим дополнитель-
но совпадение амплитуд минимумов емкостей Cbg,n

и Ctg,n на рис. 4a на факторах заполнения ν = 4/3

и 5/3, соответствующих состояниям дробного кван-
тового эффекта Холла. Наблюдение двух таких со-
стояний является дополнительным свидетельством
однослойного характера ЭС, так как оно является
естественным для однослойной системы, в то вре-
мя как возникновение состояния с ν = 5/3 в случае
двухслойной системы потребовало бы специальных
предположений для его объяснения. При низких тем-
пературах неизбежно влияние резистивных эффек-
тов [14] на величину глубоких минимумов в емкости
(в нашем случае такие эффекты заведомо существен-
ны, если провалы в емкости в состояниях квантового
эффекта Холла превышают 10 %). Кривые, показан-
ные на рис. 4b, были измерены при T = 3K, когда
резистивные эффекты отсутствовали во всем диа-
пазоне магнитных полей. Они демонстрируют очень
хорошее совпадение амплитуд минимумов в разных
нормированных емкостях на факторах заполнения 1
и 2, доказывающее однослойный характер системы
в соответствующих состояниях квантового эффекта
Холла, аналогично тому, как это наблюдалось в ра-
боте [5].

Обсудим дополнительно наблюдаемое на рис. 3
совпадение емкостей, измеренных при разных зна-
чениях плотности электронов, именно на факторе
заполнения ν = 3/2 и их расхождение при отходе
от этого значения. Этот факт связан с сильной за-
висимостью сжимаемости двумерных электронных
систем в квантующем магнитном поле от фактора
заполнения и величины поля. Точки на различных
кривых, имеющие одинаковую абсциссу, соответству-
ют различным значениям магнитного поля. Так, на-
пример, в самом сильном поле (на сплошной тем-
ной кривой) становятся выраженными минимумы
сжимаемости, соответствующие состояниям дробно-
го квантового эффекта Холла на факторах заполне-
ния ν = 5/3 и 4/3. На факторе же заполнения ν = 3/2

не ожидается возникновения никаких несжимаемых
состояний, а уровень Ферми лежит в центре верх-
него спинового подуровня, где велика плотность од-
ночастичных состояний и, соответственно, ее вклад
в сжимаемость двумерной электронной системы. В
работе [15] было установлено, что изменение сжима-
емости двумерных электронных систем при увеличе-
нии магнитного поля от нуля до значения, соответ-
ствующего фактору заполнения ν = 1/2, когда уро-
вень Ферми оказывается в центре нижнего спиново-
го подуровня, близко к изменению сжимаемости си-
стемы невзаимодействующих электронов. Этот факт
свидетельствует о том, что вклад эффектов взаимо-
действия в величину сжимаемости двумерной элек-
тронной системы примерно одинаков в нулевом поле
и на факторе заполнения ν = 1/2. В результате зна-
чения емкости C полевого транзистора в этих двух
состояниях оказываются связанными следующим со-
отношением [15]:

C−1(ν = 1/2) = C−1(B = 0)− π~2/m∗e2S. (1)

Здесь m∗ – эффективная масса двумерных электро-
нов, S – площадь двумерной системы под затвором.
В нашем случае этот результат оказывается справед-
ливым и для фактора заполнения ν = 3/2 вслед-
ствие большой одночастичной плотности состояний
при этом факторе заполнения. Этот факт демонстри-
руется на рис. 1b сравнением экспериментального и
вычисленного значений емкости при ν = 3/2 для
однослойного состояния электронной системы при
Vbg = 0.

В случае двухслойной электронной системы клас-
сификация электронных состояний помимо их рас-
пределения по слоям, являющегося основным пред-
метом наших исследований, может осуществляться
по их принадлежности к одной из (двух) подзон раз-
мерного квантования. Соответствующие классы со-
стояний совпадают в случае слабой туннельной свя-
зи между слоями и значительной разности плотно-
стей электронов в слоях (асимметрии электронной
системы). В таком случае электроны двух разных
подзон оказываются локализованными в разных сло-
ях. В симметричном состоянии (в состоянии баланса)
при наличии туннелирования распределение элек-
тронов становится совершенно иным. В этом слу-
чае плотности электронов одинаковы в разных сло-
ях и различаются в разных подзонах, соответствую-
щих симметричным и антисимметричным волновым
функциям. При этом разность энергий между донья-
ми подзон (межподзонное расщепление) ∆ достигает
минимального значения ∆SAS , являющегося мерой
туннельной связи между слоями и широко извест-
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ного как симметрично-антисимметричное расщепле-
ние. Величина межподзонного расщепления может
быть определена из межподзонных магнетоосцилля-
ций сопротивления, положения максимумов которых
определяются условием совпадения уровней Ландау
двух разных подзон: ∆ = n~ωc, где n = 1, 2, 3... (см.,
например, работу [16] и ссылки в ней). Это усло-
вие эквивалентно соизмеримости разности плотно-
стей электронов в двух подзонах ∆ns с вырожден-
ностью уровня Ландау: ∆ns = 2nN0. Результаты
измерений ∆ns(Vbg) представлены на рис. 5. Мини-

Рис. 5. Зависимость от Vbg разности плотностей элек-
тронов ∆ns в двух подзонах размерного квантования,
определенной из периодичности межподзонных маг-
нетоосцилляций сопротивления. Положение минимума
∆ns(Vbg) при Vbg = Vbal соответствует электронной
конфигурации с равными плотностями электронов в
разных слоях. Измерения выполнены при Vtg = 0 и
T = 4.2 K. На верхней шкале приведена полная плот-
ность электронов в системе nt

мум на этой зависимости соответствует точке балан-
са, достигающейся при Vbg = Vbal ≈ 2В, в которой
плотность электронов в верхнем слое, ns,TL, равна
плотности электронов в нижнем слое, ns,BL. Ключе-
вое же наблюдение независимости емкости Cbg при
ν = 3/2 от затворного напряжения Vbg выполняет-
ся при всех исследованных значениях Vbg: как при
Vbg < Vbal, так и при Vbg > Vbal (см. рис. 1b и 3). Сле-
довательно, локализация электронов в однослойном
состоянии именно около верхнего края ямы происхо-
дила в нашем эксперименте независимо от соотноше-
ния между плотностями электронов в разных слоях
двухслойного состояния: как при ns,TL > ns,BL, так
и при выполнении обратного неравенства.

Отметим, что наблюдаемый нами переход из
двухслойного состояния в однослойное соответствует

переходу электронов из минимума потенциала около
нижней стенки квантовой ямы в минимум, располо-
женный около верхней стенки, как это схематически
показано на рис. 6b, c. В этом случае представляет-

Рис. 6. Схематическое изображение формы потенци-
альной ямы и распределения поперек ямы плотности
электронов в верхнем, |Ψt|2, и нижнем, |Ψb|2, слоях
для различных экспериментальных условий. (a) – Од-
нослойная система при Vbg = 0, B = 0. (b) – Двухслой-
ная электронная система в симметричной конфигура-
ции при Vbg = Vbal, B = 0. (c) – Однослойная элек-
тронная система при Vbg = Vbal в сильных магнитных
полях при ν < 2

ся удивительным существование глубокого миниму-
ма потенциала около нижней стенки ямы, незапол-
ненного электронами (рис. 6c). Такой факт, однако,
может быть качественно объяснен отрицательным
вкладом в сжимаемость двумерных электронных
систем, обусловленным обменным взаимодействием.
Этот вклад был получен теоретически [17] и прямо
наблюдался экспериментально [18, 19]. Абсолютное
значение этого вклада возрастает при уменьшении
плотности электронов и сопровождается возрастани-
ем химического потенциала, способствующим опу-
стошению слоя с меньшей плотностью. Более того,
идея о возможности спонтанного заполнения только
одной из двух близко расположенных квантовых ям
в результате обменного взаимодействия электронов,
была высказана в работе [20] для случая нулевого
магнитного поля и вызвала довольно широкую дис-
куссию [21–24]. Факторами, препятствующими реа-
лизации этой идеи, являются увеличение кинетиче-
ской энергии электронов и энергии электрического
поля, происходящие при заполнении только одной
из двух квантовых ям. В нашем же случае сильно-
го магнитного поля (ν < 2) и узких уровней Лан-
дау переход электронов между ямами не сопровож-
дается изменением их кинетической энергии, равной
половине циклотронной. Этот фактор, по-видимому,
является решающим для реализации наблюдаемого
в нашем эксперименте перехода именно в сильном
магнитном поле. Кроме того, в случае узких уров-
ней Ландау сжимаемость электронной системы пол-
ностью определяется электрон-электронным взаимо-
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действием и является отрицательной (см., например,
работы [18, 19]). Что касается изменения энергии
электрического поля, в нашем случае асимметрич-
ной структуры с легированием только с одной сто-
роны квантовой ямы этот фактор, наоборот, способ-
ствует наблюдаемому переходу электронов именно в
верхний слой, ближайший к слою доноров. Это мож-
но качественно пояснить следующим образом. От-
влечемся для простоты от наличия верхнего затво-
ра, находящегося при нулевом напряжении. В та-
ком случае, электрическое поле выше потенциаль-
ной ямы является фиксированным, определяемым
плотностью заряда ионизованных доноров, и не зави-
сит от распределения электронов поперек квантовой
ямы. С другой же стороны ямы электрическое поле
может изменяться, так как фиксированным являет-
ся затворное напряжение на нижнем затворе. В этом
случае при переходе электронов из нижнего слоя
в верхний происходит уменьшение емкости плоско-
го конденсатора, образованного нижним затвором и
электронной системой, что при постоянном затвор-
ном напряжении соответствует уменьшению энергии
электрического поля. Таким образом, наблюдаемый
нами эффект перераспределения электронов может
быть качественно объяснен высокой степенью вы-
рожденности уровней Ландау, отрицательной сжи-
маемостью электронов и специальной асимметрич-
ной архитектурой используемого полевого транзи-
стора. Полное описание наблюдаемого эффекта тре-
бует самосогласованного расчета подзон размерного
квантования в широкой квантовой яме с учетом эф-
фектов обмена и корреляции и является отдельной
задачей для будущего.

О результатах подобного расчета для состояний
квантового эффекта Холла в широкой квантовой яме
на факторах заполнения ν = 2 и 4, выполненного
в приближении локальной плотности, кратко сооб-
щалось в работе [7]. Расчет был выполнен для объ-
яснения экспериментальных результатов по гистере-
зису магнетосопротивления. Расчет связал наблюда-
емый гистерезис с квантовыми переходами первого
рода, состоящими в перераспределении электронов
между слоями, сопровождающемся полным опусто-
шением одного из уровней Ландау. В случае сим-
метричной квантовой ямы перераспределение элек-
тронов приводит к спонтанному нарушению симмет-
рии с возможностью противоположных знаков пара-
метра асимметрии в разных латеральных областях
образца, что соответствует возникновению доменной
структуры. В случае фактора заполнения двойка та-
кое перераспределение означало бы полное опусто-
шение одного из слоев аналогично нашему результа-

ту, что, впрочем, в работе [7] отмечено не было. До-
бавим, что все рассмотрение этой работы относилось
исключительно к целочисленным значениям факто-
ра заполнения ν = 2 и 4.

Резюмируя, нами обнаружен переход электрон-
ной системы, создаваемой в широкой квантовой яме
GaAs из двухслойного состояния в нулевом магнит-
ном поле в однослойное в квантующем поле, проис-
ходящий при факторе заполнения разрешенных по
спину уровней Ландау, равном двум. Переход соот-
ветствует заполнению двумерного слоя, расположен-
ного около стенки ямы, ближайшей к слою селектив-
ного легирования, независимо от соотношения плот-
ностей электронов в разных слоях в нулевом поле.
Предложено качественное объяснение наблюдаемого
эффекта.
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Осуществлено Монте-Карло исследование неравновесных эффектов памяти в двумерной чистой и
структурно неупорядоченной XY -модели в низкотемпературной фазе Березинского. Показаны особен-
ности взаимосвязи эффектов памяти и старения. Выявлено качественно новое для эффектов памяти
явление: притяжение динамических кривых автокорреляционной функции во временном диапазоне тер-
моциклирования к динамическим зависимостям с исходной температурой. Показана уникальная реали-
зация эффектов памяти как при термоциклированном замораживании, так и нагревании системы при
условии, что температуры замораживания и нагревания находятся в низкотемпературной фазе Бере-
зинского. Осуществлен анализ влияния структурного беспорядка на эффекты памяти и выявлено их
усиление в структурно неупорядоченной системе за счет усиления эффектов старения.

DOI: 10.31857/S123456782312011X, EDN: exfasy

Современное состояние статистической физики
в области фазовых переходов определяется преж-
де всего изучением неравновесного критического
поведения макроскопических объемных и низкораз-
мерных систем [1–6], что обусловлено их аномально
медленной динамикой, характеризующейся возник-
новением эффектов старения и памяти, а также на-
рушением флуктуационно-диссипативной теоремы
[2, 4]. Неравновесные эффекты старения проявляют-
ся в замедлении релаксационных и корреляционных
процессов в системе с ростом возраста образца [1].
Эффекты старения в критической релаксации неупо-
рядоченных статистических систем исследовались в
работах [6–8]. Эффекты памяти в системах с медлен-
ной динамикой проявляются в возвращении времен-
ных зависимостей характеристик неравновесной ре-
лаксации к изначальным зависимостям и состояниям
после кратковременного воздействия на систему [4].
При исследовании эффектов памяти в критических
явлениях выбирается температурное воздействие в
виде термоциклированного изменения состояния си-
стемы [9–11].

Понижение размерности системы и переход к
системам с непрерывным вырождением сопровож-
дается существенным усилением флуктуационных
эффектов [12]. Особое место среди двумерных
классических спиновых моделей статистической
механики занимает двумерная XY -модель [12, 13].

1)e-mail: popova.theorphys@gmail.com

В данной модели возникает топологический фазовый
переход Березинского–Костерлица–Таулесса (БКТ)
[14–18] при температуре TBKT. Низкотемпературная
фаза Березинского при T < TBKT характеризуется
возникновением квазидальнего порядка и непре-
рывным множеством неподвижных точек ренорм-
группового преобразования [13, 15], поэтому каждая
температура в низкотемпературной фазе, вплоть
до точки фазового перехода TBKT, является “подо-
бием” критической точки. Природа неравновесных
релаксационных процессов в двумерной XY -модели
существенно зависит от ее начального состояния
[19–21]: при эволюции из высокотемпературного
начального состояния релаксация преимущественно
вихревая, а из низкотемпературного начального
состояния – спин-волновая.

Из-за непрерывного множества псевдокритиче-
ских точек в низкотемпературной фазе исследо-
вание неравновесных процессов в двумерной XY -
модели [4] вызывает особый интерес в связи с воз-
можностью проявления эффектов медленной дина-
мики в широком температурном диапазоне T 6

6 TBKT, а не только вблизи критической точки Tc,
как в случае применения других классических мо-
делей статистической физики [6, 7, 9–11]. Предсказы-
ваемое и наблюдаемое явление низкотемпературно-
го огрубления в системах с дальним порядком при
T < Tc [22] характеризуется заметно более быстрым
спаданием двухвременных характеристик – автокор-
реляционной функции и функции отклика, от време-
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ни наблюдения и гораздо более слабыми эффектами
старения, чем в данных системах при T = Tc, а тем
более для двумерной XY -модели с очень медленной
динамикой и долговременными эффектами старения
при T 6 TBKT. Эти свойства приводят к практиче-
ски ненаблюдаемым эффектам долговременной па-
мяти в системах с дальним порядком при температу-
рах замораживания вне критической области. Дан-
ная особенность низкотемпературной фазы Березин-
ского позволила осуществить исследование в двумер-
ной XY -модели неравновесных эффектов старения
и нарушения флуктуационно-диссипативной теоре-
мы с учетом влияния температурного фактора [19–
21]. Рассмотрение влияния структурного беспорядка
приводит в двумерной XY -модели к возникновению
эффекта пиннинга вихрей на дефектах структуры.
В моделях с подвижными дефектами пиннинг вих-
рей может приводить и к обратному воздействию на
структурный беспорядок, а именно, к неравновесно-
му вихревому отжигу структурного беспорядка [23].

Возникновение эффектов памяти при термоцик-
лировании в неравновесном критическом поведении
ряда классических моделей статистической физики
изучалось в работах [9–11]. Однако в случае су-
ществования в системе одной критической точки
Tc, данные исследования были ограничены воздей-
ствием температурного замораживания, которое вре-
менно понижает температуру системы относитель-
но критической температуры Tc, так как при на-
гревании таких систем эффектов памяти в них не
возникает. В настоящей работе осуществлено иссле-
дование эффектов памяти в неравновесном поведе-
нии двумерной чистой и структурно неупорядочен-
ной XY -модели при их релаксации из начального
высокотемпературного состояния как при заморажи-
вании, так и нагревании относительно температуры
T в низкотемпературной фазе, что является специ-
фической особенностью данной модели. Выбор на-
чального состояния связан с реализацией канониче-
ского старения в неравновесной динамике двумерной
XY -модели при эволюции из высокотемпературно-
го начального состояния [19, 21]. Релаксация систе-
мы из начального низкотемпературного состояния
сопровождается реализацией явлений сверхстарения
и субстарения [20], поэтому выбор такого начально-
го состояния существенно искажает общую картину
неравновесных эффектов памяти и в данной работе
не рассматривается.

Эффекты памяти в медленной динамике системы
проявляются в первую очередь как возвращение ха-
рактеристик релаксации к исходным значениям по-
сле кратковременного внешнего воздействия, в ка-

честве которого в данной работе использовано тер-
моциклирование как с охлаждением, так и нагрева-
нием. Основной особенностью проявления эффектов
памяти в двумерной XY -модели является переход
процессов неравновесной релаксации системы из од-
ной критической точки в другую. Из-за этого ожи-
дается, что во временном диапазоне термоциклиро-
вания система, удаляясь от исходной неподвижной
точки, будет притягиваться к другой неподвижной
точке, соответствующей температуре термоциклиро-
вания, если она находится в низкотемпературной фа-
зе Березинского. Подобное проявление неравновес-
ных эффектов свойственно только двумерной XY -
модели благодаря существованию низкотемператур-
ной фазы Березинского.

Ожидается, что неравновесные эффекты старе-
ния и памяти будут демонстрировать взаимосвязь,
что может проявиться в замедлении процесса вос-
становления критической релаксации системы после
воздействия на систему. Поэтому исследование эф-
фектов памяти в данной работе основано на анали-
зе двухвременных зависимостей спин-спиновой авто-
корреляционной функции C(t, tw) [20]:

C (t, tw) =

[〈

1

pL2

∑

i

piSi(t)Si(tw)

〉]

, (1)

где угловые 〈. . .〉 и квадратные [. . .] скобки соот-
ветствуют процедурам статистического усреднения
и усреднения по различным конфигурациям распре-
деления дефектов для структурно неупорядоченной
системы.

Основное проявление эффектов медленной дина-
мики в двухвременной зависимости C(t, tw) проис-
ходит в режиме старения на характерных временах
t− tw ∼ tw [19–21]. Поэтому время t1 начала термо-
циклирования выбрано равным времени ожидания
t1 − tw = tw, а продолжительность термоциклирова-
ния t2 − t1 была выбрана t2 − t1 = tw, 2tw и 3tw. Тер-
моциклирование осуществлялось как путем пониже-
ния температуры T системы при замораживании на
величину ∆T = 0.5 T , так и нагреванием на вели-
чину ∆T = T , т.е. при изменении температуры си-
стемы во временном интервале термоциклирования в
два раза. Необходимо отметить, что проявление эф-
фектов памяти ожидается только, когда температу-
ры замораживания T и термоциклирования T +∆T

находятся в низкотемпературной фазе Березинского
с T, T +∆T 6 TBKT.

Гамильтониан H [S] структурно неупорядоченной
двумерной XY -модели в настоящей работе выбран в
следующем виде
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H [S] = −J
2

∑

〈i,j〉
pipjSiSj , (2)

где Si – планарный классический спин единичной
длины, связанный с i-м узлом двумерной квадратной
решетки с линейным размером L; pi – число запол-
нения i-го узла: если pi = 1, то в узле расположен
спин, а если pi = 0 – дефект структуры. Дефекты
распределялись по решетке равномерно с вероятно-
стью 1 − p, где p – спиновая концентрация. Сумми-
рование 〈i, j〉 проводится по всем парам ближайших
соседей. Температура T измеряется в единицах об-
менного интеграла J > 0.

Моделирование неравновесного критического
поведения двумерной XY -модели из начального
высокотемпературного состояния в данной рабо-
те осуществляется с использованием алгоритма
Метрополиса. Динамика, реализуемая алгоритмом
Метрополиса, соответствует релаксационной крити-
ческой динамике с несохраняющимся параметром
порядка [19]. В качестве единицы времени исполь-
зуется шаг Монте-Карло на спин (MCS/s), под
которым понимается N = pL2 переворотов спинов
в единицу времени. В настоящей работе выбраны
значения спиновой концентрации p = 1.0 (чистая
система), 0.9 и 0.8 (структурно неупорядоченная
система). Для данных значений p спиновой концен-
трации существуют достаточно точно вычисленные
значения температуры TBKT(p) фазового перехода
БКТ, с использованием которых в работах [21]
выполнены детальные исследования эффектов
старения в двумерной XY -модели.

Системе задавался старт из начального высоко-
температурного состояния со значением намагничен-
ности m0 ≪ 1, которое приготавливалось при темпе-
ратуре T0 ≫ TBKT(p). Температуры системы выбира-
лись в диапазоне T 6 TBKT(p) с T/TBKT(p) = 1.0, 0.5,
0.25 и 0.125. Времена ожидания tw брались равными
100, 400, 1000 и 2000 MCS/s. Время наблюдения t−tw
было выбрано 10000 MCS/s, что позволило исследо-
вать двухвременные зависимости C(t, tw) критиче-
ской релаксации двумерной XY -модели для основ-
ных динамических режимов t−tw ≪ tw и t−tw ≫ tw,
между которыми наблюдается область динамическо-
го кроссовера t − tw ∼ tw. Линейный размер систе-
мы L = 256 был выбран из соображений, что кор-
реляционная длина ξ(t) ≪ L на рассматриваемых
временах t, что позволяет выявить асимптотические
свойства критической релаксации системы [21]. Ста-
тистическое усреднение динамических зависимостей
для чистой системы проводилось по 3000 статистиче-
ским конфигурациям. При моделировании структур-

но неупорядоченной системы усреднение проводи-
лось по 1000 конфигурациям распределения струк-
турного беспорядка в системе и по 10 статистическим
конфигурациям для каждой примесной конфигура-
ции с концентрацией спинов p.

Рассчитанные с учетом процессов термоцикли-
рования двухвременные динамические зависимости
C(t, tw) критической релаксации двумерной XY -
модели с различными спиновыми концентрациями p
представлены на рис. 1. Они демонстрируют как осо-
бенности влияния понижения температуры системы
T = TBKT(p) до температуры TBKT(p)/2 (рис. 1 a1–
a3), так и ее повышения от T = TBKT(p)/2 до темпе-
ратуры TBKT(p) (рис. 1 b1–b2). Так, реакция системы
на замораживание характеризуется начальным уве-
личением значений C(t, tw) по сравнению со значени-
ем при TBKT(p) и последовательным приближением
к значениям C(t, tw) для температуры TBKT(p)/2 с
увеличением временного интервала замораживания
t2 − t1 в единицах tw. С момента времени t2 возвра-
щения температуры системы к TBKT(p) идет процесс
спадания значений автокорреляционной функции и
C(t, tw) стремится вернуться к кривой при TBKT(p).
Реакция системы на нагревание характеризуется об-
ратным эффектом, а именно, уменьшением значений
C(t, tw) по сравнению со значением при TBKT(p)/2

и приближением к кривой C(t, tw) при температуре
TBKT(p). С момента времени t2 возвращения темпе-
ратуры системы к TBKT(p)/2 идет процесс увеличе-
ния значений автокорреляционной функции и при-
ближения к кривой C(t, tw) при TBKT(p)/2.

Для выявления эффектов памяти и сопоставле-
ния зависимостей C(t, tw) у системы с термоцик-
лированием и без термоциклирования необходимо
в C(t, tw) (рис. 1a, b) “вырезать” временные диапа-
зоны, на которых осуществлялось изменение тем-
пературы [9–11]. Такие двухвременные зависимости
C(t, tw) с “вырезанными” временными диапазона-
ми термоциклирования представлены на рис. 1 c1–c3
для случая замораживания системы от температу-
ры T = TBKT(p) до T = TBKT(p)/2. Представленные
результаты демонстрируют особенности проявления
эффектов памяти: если для зависимостей C(t, tw) из
времени наблюдения t − tw вычесть интервал вре-
мени t2 − t1 термоциклирования, то автокорреля-
ционная функция стремится вернуться к значению,
которое она имела в момент времени заморажива-
ния t1, и происходит плавное возвращение зависи-
мостей C(t, tw) для термоциклированной системы на
исходные кривые при температуре T для системы
без термоциклирования, сопровождаемые переход-
ным релаксационным процессом. Из анализа кривых

10 Письма в ЖЭТФ том 117 вып. 11 – 12 2023



946 А. П. Попова, И. С. Попов, С. П. Чемерис и др.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Двухвременные зависимости автокорреляционной функции C(t, tw) термоциклированной
критической релаксации двумерной XY -модели для спиновых концентраций p = 1.0 (чистая система), 0.9 и 0.8 (струк-
турно неупорядоченная система) для времени ожидания tw = 100 MCS/s: (a1)–(a3) – при процессах замораживания
от температуры T = TBKT(p) до TBKT(p)/2; (b1)–(b2) – при процессах нагревания от температуры T = TBKT(p)/2 до
TBKT(p); (b3) – при процессе нагревания от температуры T = TBKT(p = 1.0) до 2TBKT(p = 1.0); (c1)–(c3) – зависимости
C(t, tw) с “вырезанными” временными диапазонами термоциклирования. Для сравнения приведены кривые C(t, tw)

для систем без термоциклирования при температурах T и 0.5 T . Сопоставление результатов (b1)–(b2) и (b3) демон-
стрирует исчезновение эффектов памяти при выходе температуры термоциклирования из низкотемпературной фазы
T + ∆T > TBKT(p)

на рис. 1 c1–c3 видно, что для чистой модели с p = 1.0

возвращение C(t, tw) к значению в момент замора-
живания при t1 осуществляется для всех рассмот-
ренных интервалов замораживания, в то время как с
ростом концентрации дефектов память о состоянии в
момент замораживания t1 восстанавливается только
после более коротких временных интервалов замора-
живания [tw, 3tw] для модели с p = 0.9 и [tw, 2tw] для
модели с p = 0.8. Для более длинных временных ин-
тервалов замораживания структурно неупорядочен-
ной системе необходимы значительно большие време-
на наблюдения t − tw, чтобы проявилось возвраще-
ние C(t, tw) к значению в момент замораживания t1.
Таким образом, можно утверждать об усилении эф-
фектов памяти в неравновесном критическом пове-
дении двумерной XY -модели с ростом концентрации

дефектов: при этом такая система не только дольше
“помнит” состояние в момент t1 замораживания, но
и дольше его “вспоминает”.

Необходимо отметить, что если при нагревании
состояние двумерной XY -модели попадает в высо-
котемпературную фазу с T > TBKT(p), то в этой об-
ласти температур автокорреляционная функция ха-
рактеризуется экспоненциальным временным спада-
нием C(t, tw) ∼ exp[−(t− tw)/tcor], где tcor – время
корреляции, и при термоциклировании у C(t, tw) не
возникает эффектов памяти – возвращения к состоя-
нию в момент нагревания t1 и к зависимости C(t, tw)
при исходной температуре T 6 TBKT(p). Это показа-
но на рис. 1 b3 для рассчитанной зависимости C(t, tw)
в чистой модели при ее нагревании от исходной тем-
пературы T = TBKT до температуры 2TBKT.
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Двухвременные зависимости автокорреляционной функции C(t, tw) термоциклированной
критической релаксации двумерной XY -модели с “вырезанными” временными диапазонами замораживания системы:
(a1)–(a3) сравнение кривых для различных времен ожидания tw при спиновой концентрации p = 0.9 и исходных
температурах системы T = 1.0, 0.5, 0.25 TBKT(p); (b1)–(b3) – сравнение кривых для различных значений спиновой
концентрации p при исходных температурах T = 1.0, 0.5, 0.25 TBKT(p) и времени ожидания tw = 400 MCS/s. Для
сравнения приведены кривые C(t, tw) для систем без термоциклирования

Для анализа влияния времени ожидания tw и
продолжительности интервала замораживания на
проявление эффектов памяти кривые двухвремен-
ных зависимостей C(t, tw) при различных значени-
ях tw были построены совместно на рис. 2 a1–a3. Из
представленных результатов видно, что с ростом tw
происходит замедление переходного релаксационно-
го процесса. При этом, на выбранных в данной ра-
боте временах наблюдения t − tw = 10000 MCS/s,
полноценное совпадение кривых C(t, tw) наблюдает-
ся только для малых времен ожидания tw = 100 и
400 MCS/s. При больших значениях tw сближение
кривых C(t, tw) с термоциклированием и без термо-
циклирования хотя и наблюдается, но для полного их
совпадения выбранного времени наблюдения t−tw =

= 10000 MCS/s оказывается недостаточно. Отметим,
что данное замедление свойственно именно процессу
сближения динамических кривых C(t, tw). Продол-
жительность переходного процесса, в рамках которо-
го наблюдается резкий спад C(t, tw), увеличивается
незначительно с ростом tw. При этом в представлен-
ном на рис. 2 a1–a3 логарифмическом масштабе по
времени наблюдения t− tw данный переходный про-
цесс становится более резким, а именно, увеличива-
ется величина ∆C(t, tw), на которую резко уменьша-
ется автокорреляционная функция C(t, tw). Увели-
чение длительности интервала термоциклирования

(в единицах tw) также сопровождается замедлени-
ем переходного релаксационного процесса и, следо-
вательно, замедлением процесса сближения кривых
C(t, tw) с термоциклированием и без термоциклиро-
вания. Данное явление связано с влиянием эффек-
тов старения [19, 21] на эффекты памяти, а именно,
что с ростом времени ожидания tw система дольше
“вспоминает” свое исходное состояние.

С целью исследования влияния температуры си-
стемы T на проявление эффектов памяти было осу-
ществлено сравнение рассчитанных двухвременных
зависимостей автокорреляционной функции C(t, tw)

(рис. 2 a1–a3) при процессах замораживания относи-
тельно различных исходных значений температуры
T . На представленных рисунках видно, что с пони-
жением температуры T происходит замедление пере-
ходных процессов. В результате, сближение кривых
C(t, tw) для процессов с термоциклированием и без
термоциклирования осуществляется на значительно
больших временах наблюдения t−tw. Однако продол-
жительность переходного процесса, характеризуемо-
го резким спадом C(t, tw), с понижением температу-
ры T существенно уменьшается. Данный переходный
процесс становится более резким с понижением T за
счет увеличения значения ∆C(t, tw), характеризую-
щего резкий спад величины C(t, tw). Данные особен-
ности связаны с замедлением релаксационных про-
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Двухвременные зависимости автокорреляционной функции C(t, tw) во временном интервале
замораживания длительностью 3tw, сопоставленные с кривыми C(t, tw) при температуре замораживания T/2: (a1)–
(a3) – сравнение кривых при различных временах ожидания tw для чистой системы с исходными температурами
T = 1.0, 0.5, 0.25 TBKT(p); (b1)–(b3) – сравнение кривых для систем с различными спиновыми концентрациями p и
исходными температурами T = 1.0, 0.5, 0.25 TBKT(p), время ожидания tw = 100 MCS/s

цессов в двумерной XY -модели с понижением темпе-
ратуры T в низкотемпературной фазе Березинского
T < TBKT(p), что отмечалось ранее в работах [19, 21].

Для выделения роли структурного беспорядка в
проявлении эффектов памяти в критической дина-
мике двумерной XY -модели на рис. 2 b1–b3 пред-
ставлено сравнение двухвременных зависимостей ав-
токорреляционной функции C(t, tw) для систем с
различными значениями спиновой концентрации p.
Видно, что с увеличением концентрации дефек-
тов (понижением p) и понижением температуры T

в низкотемпературной фазе Березинского с T 6

6 TBKT(p) происходит сильное замедление корре-
ляционных процессов, которое способствует усиле-
нию эффектов памяти, когда память о состоянии в
момент замораживания t1 восстанавливается полно-
стью после более длительных временных интерва-
лов замораживания для структурно неупорядочен-
ных моделей по сравнению с чистой. Кроме того,
с ростом концентрации дефектов происходит замед-
ление переходных релаксационных процессов, воз-
никающих в системе на временах больших време-
ни окончания термоциклирования. Это приводит к
замедлению процесса сближения динамических кри-
вых C(t, tw) для систем с термоциклированием и без
термоциклирования.

Выделим в двухвременной зависимости C(t, tw)

только участки, соответствующие максимальному из
рассмотренных ранее интервалу замораживания 3tw.

Проведем сопоставление получаемых кривых в ин-
тервале замораживания с рассчитанной зависимо-
стью C(t, tw) при температуре замораживания 0.5 T

без термоциклирования системы для времен наблю-
дения, начинающихся с момента замораживания t1.
Итоговые динамические зависимости автокорреля-
ционной функции C(t, tw) представлены на рис. 3a, b.
Видно (рис. 3 a1–a3), что с увеличением длительно-
сти интервала замораживания, достигаемой увеличе-
нием рассматриваемых времен ожидания от tw = 100

MCS/s до tw = 2000 MCS/s, кривые, соответствую-
щие динамическим зависимостям C(t, tw) в интерва-
ле замораживания, асимптотически приближаются к
невозмущенным зависимостям C(t, tw) при темпера-
туре замораживания 0.5 T . Следует отметить важ-
ную особенность, а именно, что с понижением темпе-
ратуры системы T происходит более быстрое сбли-
жение кривых C(t, tw) в интервале замораживания
с невозмущенными термоциклированием зависимо-
стями C(t, tw) при температуре 0.5 T . Это связано
с уменьшением величины температурного возмуще-
ния ∆T при уменьшении температуры системы T .
С дальнейшим увеличением длительности интерва-
ла замораживания, а фактически времени tw, мож-
но ожидать наложения данных кривых и реализации
критической динамики, описываемой невозмущен-
ными зависимостями C(t, tw). Этот эффект является
особенностью свойств именно низкотемпературной
фазы Березинского по сравнению с другими стати-
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стическими системами [9–11], когда изменение тем-
пературы не выводит систему из критической точки,
а переводит систему из одного критического состоя-
ния в другое. Представленные на рис. 3 b1–b3 резуль-
таты для различных значений спиновой концентра-
ции p демонстрируют важную особенность: с ростом
концентрации дефектов структуры за счет сильного
замедления корреляционных характеристик в систе-
ме, проявляющихся в замедления спадания C(t, tw)

с ростом tw при температуре замораживания 0.5T ,
происходит увеличение времени сближения кривых
C(t, tw) с ростом tw. Это связано с усилением эф-
фектов старения в структурно неупорядоченных си-
стемах по сравнению с чистыми системами, что от-
мечалось в работах [19, 21].

В результате проведенного численного исследо-
вания двухвременной автокорреляционной функции
впервые были выявлены неравновесные эффекты па-
мяти в двумерной XY -модели в низкотемператур-
ной фазе Березинского T 6 TBKT(p) относительно
процессов термоциклирования. Они имеют принци-
пиальные отличия от аналогичных явлений в дру-
гих статистических системах, связанных с непрерыв-
ным множеством неподвижных точек в низкотемпе-
ратурной фазе. Температурное воздействие не выво-
дит систему из критического состояния, а переводит
систему в другое критическое состояние низкотем-
пературной фазы и обеспечивает устойчивость эф-
фектов памяти, так как система дольше “помнит” об
изначальном неравновесном состоянии до термоцик-
лирования. В работе выявлены особенности взаимо-
связи эффектов памяти и старения. Дефекты струк-
туры играют определяющую роль в усилении эффек-
тов памяти и старения. Полученные результаты су-
щественно расширяют представления об эффектах
медленной динамики в неравновесном критическом
поведении двумерной XY -модели.

Работа выполнена при поддержке Российско-
го фонда фундаментальных исследований, проект
20-32-90207 и при поддержке Минобрнауки РФ, со-
глашение 0741-2020-0002.
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В рамках флуктуационной электродинамики с учетом температурного изменения материальных
свойств проводятся расчеты силы трения Казимира–Лифшица и скоростей нагрева двух металличе-
ских пластин с узкой вакуумной щелью при нерелятивистском движении одной из них. Показано, что
одинаковые пластины с равной начальной температурой имеют одинаковую скорость нагрева, опреде-
ляемую мощностью силы трения, и обосновывается возможность измерения силы трения по кинетике
нагрева пластин немагнитных металлов с температурой 1 ÷ 10 K.

DOI: 10.31857/S1234567823120121, EDN: exfetb

Система двух толстых металлических (диэлек-
трических) пластин, разделенных вакуумным про-
межутком c шириной a, является одной из про-
стейших и наиболее распространенных при изуче-
нии статического [1, 2] и динамического [3–5] эффек-
тов Казимира, привлекающих очень большое вни-
мание исследователей в последние два десятилетия.
Это отражено в недавних обзорах [6–8]. По сути,
данная система является компактной “лаборатори-
ей” для теоретического и экспериментального иссле-
дования квантовых и тепловых флуктуаций элек-
тромагнитного поля. Одним из направлений “физи-
ки Казимира” (по терминологии [6]) является изу-
чение диссипативных тангенциальных сил, возни-
кающих между пластинами при их относительном
движении. При ширине щели a ≥ 10 нм и темпе-
ратурах T < θD (θD – температура Дебая), ко-
гда нельзя пренебечь эффектом запаздывания и за-
висимостью материальных свойств тел от темпе-
ратуры, для диссипативных латеральных сил, обу-
словленных флуктуациями электромагнитного поля,
уместно использовать общее название “силы трения
Казимира–Лифшица”, хотя применяются также тер-
мины “трение Ван-дер-Ваальса” [9], “трение Казими-
ра” [10], “квантовое трение” [11]. Несмотря на много-
летние исследования, убедительные эксперименталь-
ные измерения этих сил до сих пор отсутствуют. По-
нашему мнению, это связано не только с малостью
сил трения Казимира–Лифшица по сравнению с

1)См. дополнительный материал к данной статье на сайте
нашего журнала www.jetpletters.ac.ru

2)e-mail: gv_dedkov@mail.ru

“обычными” флуктуационно-электромагнитными си-
лами (силами притяжения), но также с недостатка-
ми “маятниковой” схемы измерений с применением
атомно-силового микроскопа [12], в которой эффек-
тивная площадь взаимодействия и величина отно-
сительной скорости сущеcтвенно ограничены. Кро-
ме того, до сих пор недостаточное внимание уде-
лялось роли теплового фактора. Более экзотиче-
ские экспериментальные сценарии рассматривались
в [9, 13—17]. В [15–17], в частности, предлагается ис-
пользовать накопление геометрической фазы вакан-
сионным центром азота (NV) в алмазе при вращении
со скоростью 103 ÷ 104 об/c вблизи поверхности ди-
электрика c покрытием n-Si или Au. Как известно,
NV центры предлагаются в качестве базовых элемен-
тов процессоров квантовых компьютеров [18].

В наших недавних работах [19, 20] обсуждались
условия значительного возрастания силы трения
Казимира–Лифшица, обусловленного изменением
диэлектрических свойств металлических тел при
температурах T < θD и аномального нагрева метал-
лической частицы при движении вблизи поверхности
металлической пластины [21]. Помимо детального
исследования этих особенностей в конфигурации
двух пластин, основной целью данной работы яв-
ляется теоретическое обоснование возможности
определения силы трения из тепловых измерений.
В отличие от [19, 20], впервые исследуется общее
интегральное выражение для силы трения без
линейного разложения по скорости, полученное в
рамках флуктуационной электродинамики [22, 23], и
связь кинетики нагрева с силой трения. Обращается
внимание на тот важный факт, что при нереля-
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тивистском относительном движении пластин с
постоянной скоростью V , поддерживаемой внешним
агентом, в силу симметрии, одинаковые пластины,
имеющие одинаковые локальные начальные темпе-
ратуры, будут нагреваться с одинаковой скоростью,
определяемой мощностью силы трения, не зави-
сящей от выбора системы отсчета, совмещенной
с одной из пластин. В то же время пластины с
разной начальной температурой достаточно быстро
приходят к квазитепловому равновесию, продолжая
нагреваться. Это позволяет находить силу трения
по кинетике нагрева пластин. Возможная схема экс-
перимента кратко обсуждается в заключительной
части статьи.

Рис. 1. Конфигурация параллельных пластин

Используем стандартную постановку задачи, в
которой пластины предполагаются изготовленными
из однородных и изотропных металлов с магнит-
ными проницаемостями µ1, µ2 и диэлектрическими
проницаемостями ε1, ε2, зависящими от частоты ω

и локальных температур T1 и T2 (рис. 1). Следуя
[19, 20, 22], выразим мощность, развиваемую силой
трения Fx, действующей на пластину 2, движущу-
юся со скоростью V относительно пластины 1, свя-
занной с лабораторной системой отсчета, через ради-
ационные потоки тепла пластин (векторы Пойнтинга
флуктуационного электромагнитного поля) P1 и P2,
вычисленные в их собственных системах покоя (ин-
дексы 1 и 2 здесь и далее соответствуют нумерации
пластин на рис. 1, и все величины отнесены к едини-
це площади пластин)

FxV = P1 + P2/γ, (1)

где γ = (1−V 2/c2)−1/2, c – скорость света. Общие ре-
лятивистские выражения для P1 и P2 были впервые
получены Полевым [22]. В нерелятивистском пределе
V/c≪ 1 c учетом эффекта запаздывания они приво-
дятся к более компактному виду [23]
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~

4π2
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∫
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dωω
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(

q1
µ1

)

Im
(

q̃2
µ2

)

×

×
[

cth
(

~ω

2T1

)

− cth
(

~ω−

2T2

)]
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)
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+ (µ1,2 ↔ ε1,2), (3)

где ω− = ω−kxV , T1,2 – локальные температуры пла-
стин в энергетических единицах, q =

√

k2 − ω2/c2,
q1,2 =

√

k2 − ε1,2µ1,2ω2/c2; при вычислении q̃2 ис-
пользуется выражение для q2, в котором зависящие
от ω величины берутся на частоте ω−, а Qm опреде-
ляется выражением (a – ширина щели на рис. 1)

Qm = (q + q1/µ1)(q + q̃2/µ̃2) exp(qa)−
− (q − q1/µ1)(q − q̃2/µ̃2)(−qa). (4)

Выражения для величин (µ1,2 ↔ ε1,2) в (2), (3) ана-
логичны первым слагаемым с надлежащими замена-
ми. Они описывают вклады электромагнитных мод
P -поляризации и при a ≤ 1мкм (для хорошо прово-
дящих пластин) пренебрежимо малы по сравнению с
вкладами мод S-поляризации, обусловленными вих-
ревыми токами Фуко (первые слагаемые в (2), (3)). В
дальнейшем металлы предполагаются немагнитны-
ми (µ1 = µ2 = 1), а вклады P -мод опускаются. Заме-
тим еще, что в рассматриваемом нерелятивистском
пределе V/c ≪ 1 величины P1 и P2 непосредственно
связаны со скоростями нагрева (охлаждения) пла-
стин соотношениями dQ1/dt = −P1 и dQ2/dt = −P2.

Учитывая (1)–(4), для мощности силы трения
FxV = P1 + P2 получим

FxV =
~

4π2

∞
∫

0

dω

∫

d2k(kxV )
|q|2

|Qm|2 Im(q1)Im(q̃2)×

×
[

cth
(

~ω

2T1

)

− cth
(

~ω−

2T2

)]

. (5)

При T1 = T2 скорости нагрева одинаковых пластин,
вычисляемые по формулам (2), (3), равны, поэто-
му FxV = 2P1,2. Соответственно, можно находить
силу трения по тепловому нагреву любой пласти-
ны. При T1 6= T2, соответственно, P1 6= P2, одна-
ко, в силу симметрии системы, выполняется соотно-
шение P1(T1, T2) = P2(T2, T1), поэтому P1(T1, T2) +

+ P2(T1, T2) = P1(T1, T2) + P1(T2, T1) = P2(T1, T2) +

+ P2(T2, T1). Таким образом, и в этом случае доста-
точно контролировать кинетику нагрева только од-
ной пластины.
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В режиме квазитеплового равновесия T1 = T2 =

= T и линейном приближении по скорости Fx = −ηV
(η = const) из (5) следует более простое выражение
для коэффициента трения

η =
~
2

8π2T

∞
∫

0

dω sinh(~ω/2T )
−2 ×

×
∫

d2kk3|q|2Im(q1)Im(q2)|Qm|−2, (6)

причем в (4) нужно сделать замену q̃2 → q2. Соответ-
ственно, скорость нагрева каждой пластины будет
определяться соотношением dQ/dt = 0.5ηV 2. Экви-
валентные формы (5), (6) в терминах френелевских
коэффициентов отражения приведены в [9, 23].

Режим квантового трения пластин (T1 = T2 = 0)
изначально является термически неравновесным, по-
скольку они должны нагреваться, увеличивая тем-
пературу. Формально из (5) следует (здесь φ – угол
между вектором скорости и двумерным волновым
вектором флуктуационного электромагнитного по-
ля)

Fx = − ~

π2

∞
∫

0

dkk2
π/2
∫

0

dφ cosφ×

×
kV cosφ
∫

0

dω
|q|2

|Qm|2 Im(q1)Im(q̃2). (7)

В этом случае, в рамках модели Друде для диэлек-
трической проницаемости металла (см. далее (13)
и дополнительные материалы) сила трения возни-
кает только при конечном остаточном сопротивле-
нии ρ0 с частотой релаксации ν0. Сила трения име-
ет асимптотику Fx ∼ V 3 при V ≪ cν0/ωp, достига-
ет максимума и быстро убывает при V ≫ ν0a. При
a = 10 нм, в частности, величина максимума ηmax =

= 2.5 · 10−8 кг/м2 · c достигается при V ≈ 3.7ν0a, а
при V ≪ cν0/ωp из (7) следует

η =
~

212π

(ωp

c

)4
(

V

aν0

)2

. (8)

Кинетика нагрева пластин в общем случае опи-
сывается уравнениями

P1(T1, T2)∆t = −hρc1(T1)∆T1, P2(T1, T2)∆t =

= −hρc2(T2)∆T2, (9)

где ci(Ti) – зависящие от температуры удельные теп-
лоемкости (i = 1, 2), h и ρ – толщина и плотность ма-
териала пластин, Pi(T1, T2) определяются из (2), (3),

а приращения температуры ∆Ti соответствуют ин-
тервалу времени ∆t. Из (9) также следует уравнение
для определения зависимостей T2(T1) или T1(T2)

dT2
dT1

=
P1(T1, T2)c1(T1)

P2(T1, T2)c2(T2)
. (10)

В случае одинаковых пластин в (10) можно сде-
лать замену P2(T1, T2) → P1(T2, T1) или P1(T1, T2) →
→ P2(T2, T1). При записи уравнений (9), (10) учте-
но, что, в силу высокой теплопроводности, скорость
нагрева пластин за счет радиационной передачи теп-
ла значительно меньше скорости диффузии тепла в
их объемах. Поэтому в каждый фиксированный мо-
мент времени пластины имеют одинаковую темпера-
туру во всех точках. В самом деле, из уравнения теп-
ловой диффузии ∂T/∂t = a2∂2T/∂z2 по нормали к
пластинам следует, что характерное время установ-
ления теплового равновесия составляет τ = h2/a2,
где a2 = κ/cρ, κ – коэффициент теплопроводно-
сти. Тогда τ = h2cρ/κ и, например, в случае золо-
та при T = 10K и h = 500мкм (c = 2.2Дж/кг ·K,
κ = 3200Вт/м ·K, ρ = 19.8 · 103 кг/м3 [24]) получим
оценку τ ≃ 3мкс, в то время как кинетика нагре-
ва за счет трения характеризуется десятками секунд
или минутами, в зависимости от скорости и других
параметров (см. далее).

Для одинаковых пластин с одинаковой начальной
температурой T0, полагая Pi(T, T ) = −0.5η(T, V )V 2,
из (9) получим

t =
2hρ

V 2

T
∫

T0

c(T )

η(T, V )
dT, (11)

где t – время нагрева от температуры T0 до темпе-
ратуры T . В простейшем случае η = const и (T ) =

= a1T + a2T
3 из (11) следует

T (t) = (−β +
√

β2 + T 4
0 + 2βT 2

0 + 2ηV 2t/hρa2)
1/2,

(12)

где β = a1/a2.
Для проведения численных расчетов коэффици-

ентов трения и скоростей нагрева используем при-
ближение Друде для диэлектрической проницаемо-
сти ε(ω) материала пластин

ε(ω) = 1− ω2
p

ω(ω + i · ν(T )) , (13)

где ωp – плазменная частота, а ν(T ) = ω2
pρ(T )/4π –

частота релаксации электронов металла с удельным
сопротивлением ρ(T ). Характерные зависимости
ρ(T ) для золота с нулевым и конечным остаточным
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сопротивлением ρ0 = 2.3 · 10−10 Ом ·м показаны
на рис. S1 (см. дополнительные материалы). Они
соответствуют приближению Блоха–Грюнайзена
[25] и модифицированному приближению Блоха–
Грюнайзена [26] (далее обозначаемые BG и BGM).

Примеры расчета скоростей нагрева и коэффици-
ентов трения η = Fx/V по формулам (2)–(6) для оди-
наковых пластин золота показаны на рис. 2 (модель

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимости скорости нагре-
ва (а) и коэффициента трения (b) пластины 1 от ско-
рости движения пластины 2 в модели BG при разных
тепловых условиях. Конфигурации T1 = 6, T2 = 4 K и
T1 = 4, T2 = 6 K имеют одинаковый коэффициент тре-
ния. Конфигурации T = 4 K и T = 6 K соответствуют
квазистационарному тепловому режиму. Значения P1

и η на кривых с символами ∆ (а) и ♦ (b) увеличены в
3 раза

Рис. 3. Зависимости скорости нагрева (a) и коэффици-
ента трения (b) пластины 1 от скорости движения пла-
стины 2 в модели BGM при разных тепловых условиях.
Конфигурации T1 = 6, T2 = 4 K и T1 = 4, T2 = 6 K име-
ют одинаковый коэффициент трения. Конфигурации
T = 4 K и T = 6 K соответствуют квазистационарному
тепловому режиму

BG) и рис. 3 (модель BGM). Во всех расчетах, если
не оговорено, использовано значение ширины щели
a = 10 нм. Детали вычисления интегралов в (2), (3),
(5) приведены в дополнительных материалах. Заме-
тим, что на расстояниях a > 10 нм практически от-
сутствуют процессы экстремального теплообмена и
трения, обусловленные туннелированием электронов
и фононов [27, 28] и другими эффектами [9, 29–31].

Из рисунков 2, 3 видно,что при V < 10м/с (рис. 2a)
и V < 103 м/с (рис. 3a) скорости нагрева пластин 1 и
2 имеют разный знак, будучи равны по модулю: пла-
стина 1 нагревается, а пластина 2 охлаждается в со-
ответствии с их температурами T1 = 4K и T2 = 6K.
При этом коэффициенты трения слабо зависят от
скорости V (рис. 2b, 3b). Если скорость верхней пла-
стины превышает ранее указанные значения, то обе
пластины нагреваются быстрее, причем наблюдает-
ся “аномальный” нагрев движущейся пластины 2: ее
температура увеличивается, хотя температура непо-
движной пластины 1 меньше (скорость нагрева пла-
стины 2 при T1 = 4, T2 = 6K соответствует скорости
нагрева пластины 1 при T1 = 6, T2 = 4K). Эта ситуа-
ция аналогична случаю нагрева металлической час-
тицы золота, движущейся над поверхностью золота
[21]. Однако при T1 = 4, T2 = 6K скорость нагрева
неподвижной пластины 1 (верхняя кривая с �) выше
скорости нагрева движущейся пластины 2 (нижняя
кривая с �), поэтому ее температура “догоняет” тем-
пературу последней, и затем обе пластины нагрева-
ются с одинаковой скоростью.

При достаточно высоких скоростях движения
пластины 2 коэффициенты трения быстро убывают
(рис. 2b, 3b). Это связано с влиянием допплеровской
частоты ω− = ω − kxV = ω − kV cosφ в (5). Ха-
рактерные значения двумерного волнового вектора
в данной ситуации составляют k ∼ 1/a, а величи-
на частоты поглощения при низких температурах
ω ∼ ν(T ). Поэтому частота ω− становится знакопере-
менной при V > ν(T )a. Тепловой фактор в (5) также
становится знакопеременным, что приводит к умень-
шению коэффициента трения. При этом характер-
ная величина скорости V для “излома” (максимума)
зависимости η(V ) коррелирует с величиной удель-
ного сопротивления, так как ν(T ) ∼ ρ(T ). Отноше-
ние сопротивлений ρBGM/ρBG при температурах T ∼
4÷10K как раз и составляет два-три порядка величи-
ны (см. дополнительные материалы). В то же время
отношение коэффициентов трения ηBGM/ηBG нахо-
дится в обратной пропорции, поскольку при ν(T ) <

T и V < ν(T )a возникает нетривиальная обратно-
пропорциональная зависимость коэффициента тре-
ния от удельного сопротивления ρ (η ∼ ρ−0.8 в ли-
нейном по скорости приближении для силы трения
[19, 20], см. подробнее дополнительные материалы).
Эта зависимость обусловлена смещением характер-
ной частоты поглощения металла в область частот
ниже частоты Вина с высокой плотностью электро-
магнитных мод и возрастанием глубины проникно-
вения электромагнитных мод S-поляризации. Зна-
чительный рост коэффициента трения c уменьшени-
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ем температуры ожидается и при движении малой
металлической частицы вблизи поверхности метал-
ла [21]. При дальнейшем уменьшении температуры
одно или оба указанных выше условия перестают вы-
полняться, и коэффициент трения уменьшается. Это
подтверждается результатами расчета коэффициен-
та трения в зависимости от температуры и ширины
щели, приведенными в дополнительных материалах
(см. табл. S1): наблюдается значительный рост η при
T < θD, более резкий в модели BG. Зависимость от a
близка к обратно-пропорциональной (η ∝ a−1). Это
согласуется с расчетами [19, 20]. В целом, как сле-
дует из расчетов для всех рассмотренных темпера-
тур и скоростей, максимальные значения коэффици-
ента трения η в области максимума (в моделях BG и
BGM) составляют 10−3 ÷ 10−6 кг/м3.

При T1 6= T2 величина скоростей нагрева (охла-
ждения) пластин оказывается значительно выше,
чем при квазитепловом равновесии (рис. 2, 3, кри-
вые с символами �), поэтому кинетика передачи
тепла, в соответствии с (9), характеризуется зна-
чительно меньшими временами. В начальной обла-
сти зависимостей P1 и P2 от скорости V , когда
P1(T1, T2) = −P2(T1, T2) ≈ const (рис. 2a и 3a), мож-
но приравнять левые части уравнений (9). Тогда, по-
лагая c1,2(T ) = a1T + a2T

3, для квазистационарной
температуры пластин получим

T =

(

−β +
√

β2 + β(T 2
1 + T 2

2 ) + T 4
1 + T 4

2

)1/2

, (14)

где T1 и T2 – начальные температуры. После установ-
ления квазитеплового равновесия температура пла-
стин будет возрастать в соответствии с (11)–(12). Ре-
зультаты расчета времени нагрева пластин при чис-
ленном интегрировании (10) от 4 до 5 K и от 4 до
6 K показаны на рис. 4. Значения параметров a1 =

0.0035Дж/кг ·K2, a2 = 0.0023Дж/кг ·K4 и β = 1.5

для золота в диапазоне температур 1 ÷ 20K были
получены по данным [24]. Как видно из рисунка,
достаточно “комфортные” значения времени нагре-
ва пластин можно получить в диапазоне скоростей
10÷ 103 м/с.

Преимущество низкотемпературных тепловых
измерений по сравнению с комнатными условиями,
помимо уменьшения шума и других нежелательных
эффектов, связано с тем, что во втором случае вре-
мя нагрева становится неприемлемо большим из-за
значительно меньшей силы трения и скорости на-
грева, приводящих к возрастанию подынтегральной
функции в (10). Так, нагрев на 1 K при T0 = 300K,
a = 10 нм, V = 1000м/с потребует около 2 ч, тогда

Рис. 4. (Цветной онлайн) Зависимость времени нагре-
ва пластин золота от скорости движения одной из них
при a = 10 нм и h = 500 мкм. Штриховые линии – мо-
дель BGM: нагрев от 4 до 6K (верхняя) и от 4 до 5K
(нижняя). Линии с символами – модель BG: нагрев от
4 до 6K (верхняя) и от 4 до 5K (нижняя).

как нагрев от 4 до 5 К при таких же других условиях
займет менее 10 с (рис. 4).

Как отмечалось в начале статьи, недостатками
“маятниковой” схемы измерений силы трения с АСМ
[12] является низкая скорость зонда и малая эффек-
тивная площадь взаимодействия. В этой связи, ана-
логично [15–17], представляется перспективным уве-
личение скорости за счет вращения. Так, в [17] пред-
полагается использовать диск с диаметром ∼ 10 см,
вращающийся с частотой до 104 об/c. В нашем слу-
чае возможная схема может включать два соосных
диска в общем термостате, один из которых может
вращаться с угловой скоростью Ω (см. дополнитель-
ные материалы, рис. S2). Неинерциальность системы
отсчета вращающегося диска не влияет на скорости
нагрева, рассчитываемые по формулам (2), (3), так
как частота вращения значительно меньше харак-
терных частот флуктуационного электромагнитно-
го поля в вакуумном зазоре. Возможным сценари-
ем измерений является вариант квазистационарно-
го температурного режима, когда температуры пла-
стин возрастают с одинаковой скоростью от началь-
ной температуры T0. Время нагрева варьируется пу-
тем изменения скорости V , ширины щели a, геомет-
рических размеров активной зоны взаимодействия и
материальных свойств пластин.
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Заключение. Одинаковые металлические пла-
стины, разделенные узким вакуумным промежутком
с шириной ∼ 10 нм и более, имеющие одинаковую на-
чальную температуру и движущиеся относительно
друг друга с нерелятивистской скоростью, нагрева-
ются одинаково быстро за счет работы силы флук-
туационного электромагнитного поля – силы тре-
ния Казимира–Лифшица. Пластины, имеющие раз-
ные начальные температуры, быстро приходят к со-
стоянию квазитеплового равновесия, продолжая на-
греваться. Величина силы трения и скорости нагре-
ва пластин значительно возрастают с уменьшением
температуры до некоторого предела, зависящего от
скорости и остаточного сопротивления металла, а за-
тем изменяются в квантовом режиме (T = 0), ко-
гда сила трения изменяется пропорционально кубу
скорости при низких скоростях (< 1 м/c), достигает
максимума и резко убывает при высоких скоростях
(> 103−104 м/c). Сила трения пластин золота может
быть измерена по их нагреву на 1÷ 2K (с временем
нагрева менее 1 мин) при температурах T < 10K в
системе двух соосных дисков с диаметром ∼ 10 см,
один из которых вращается с частотой 10÷ 103 об/c.

Автор благодарен К. Хенкелю (С. Henkel) за
предоставленные данные о сопротивлении золота и
обсуждение предварительных результатов работы.
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