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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Строится математическая модель процесса создания наноформ лекарственных препаратов
методом криохимического синтеза. Терапевтическая эффективность различных фармацевти-
ческих препаратов находится в прямой зависимости от размера и структуры формирующих
микрочастиц, влияющих на биоэффективность и биодоступность [1, 2]. Уменьшение лекар-
ственных частиц до наноразмеров позволяет добиваться большой площади реагирующей
поверхности и получать высокоэффективные препараты, следовательно, снижать дозировку
и возможные токсические эффекты от их применения [3]. Для получения лекарственных
наноформ используются различные физические и химические методы (см., например, [4–6]),
в том числе криохимический синтез [7–9]. Одним из эффективных активно развивающихся
методов является метод криохимического преобразования лекарственной субстанции, осно-
ванный на её возгонке в условиях высокого вакуума и переносе полученных паров потоком
газа-носителя с последующей низкотемпературной конденсацией газообразного потока мо-
лекул лекарственной субстанции на охлаждаемой поверхности.

Технология криохимической модификации фармацевтических веществ заключается в сле-
дующем. Исходное лекарственное вещество нагревается до определённой температуры в
потоке предварительно нагретого газа-носителя. Образующиеся пары́ исходного соедине-
ния захватываются потоком газа-носителя и выносятся через сопло во внешнее свободное
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вакуумируемое пространство химического реактора, заканчивающегося охлаждающей по-
верхностью. При движении от сопла формирователя к холодной поверхности смешанный
молекулярный поток резко охлаждается за счёт теплопроводности. В результате в систе-
ме создаются условия для быстрого газофазного “зародышеобразования”. В свою очередь,
высокая скорость зародышеобразования быстро обедняет газовую фазу пара́ми соединения,
что ограничивает дальнейший рост зародышей. Таким образом, удаётся получать формы
(кристаллиты) с размерами, близкими к размерам критических зародышей, составляющими
для органических соединений несколько десятков нанометров.

Задача математического описания процесса криохимической модификации фармацевти-
ческих субстанций разбивается на две:

1) расчёт температурного поля в потоке несущего газа, взаимодействующего с охлажда-
емой поверхностью;

2) построение кинетической модели, учитывающей процессы зарождения и роста нано-
частиц в газовой фазе в заданном температурном поле.

В данной работе исследуется задача 1), для решения которой необходимо сделать ряд
допущений:

– смешанный молекулярный поток не рассеивается при движении от сопла формирова-
теля молекулярного потока к холодной поверхности;

– смешанный молекулярный поток имеет одинаковую температуру по всему сечению;
– температура смешанного молекулярного потока равна температуре охлаждаемой по-

верхности при достижении её;
– теплофизические характеристики газа-носителя не изменяются при включении в него

молекул и наночастиц фармацевтической субстанции.
При этих допущениях для расчёта температурного поля, создаваемого потоком газа-

носителя, можно использовать уравнение теплопроводности с массопереносом для одномер-
ного случая:

𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝑣

𝜕𝑇

𝜕𝑥
− 𝜇

𝜌𝐶𝑉

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜆
𝜕𝑇

𝜕𝑥

)︂
. (1)

Здесь 𝜌, 𝜇, 𝜆 — соответственно плотность, молекулярный вес и температуропроводность
газа-носителя, 𝐶𝑉 — молярная теплоёмкость газа-носителя при постоянном объёме, 𝑣 —
линейная скорость фронта потока газа-носителя.

В стационарном случае (𝜕𝑇/𝜕𝑡=0) уравнение (1) приводится к обыкновенному диффе-
ренциальному уравнению

𝑑𝑇

𝑑𝑥
− 𝜇

𝜌𝑣𝐶𝑉

𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝜆
𝑑𝑇

𝑑𝑥

)︂
=0. (2)

Регулируемый поток газа-носителя, проходя через подогретый медный экран цилиндри-
ческой формы, нагревается до определённой температуры, захватывает пары́ исходного ве-
щества и выводит их в вакуумное пространство. Пусть площадь сопла формирователя
смешанного молекулярного потока равна 𝑆. Тогда молярный расход газа-носителя равен

𝑁̇ =
𝑑𝑁

𝑑𝑡
=
𝜌𝑣𝑆

𝜇
.

В этом случае отношение молярной скорости потока газа-носителя 𝑑𝑁/𝑑𝑡 к площади сопла
(т.е. плотность потока газа-носителя 𝑑𝑛/𝑑𝑡) может быть представлено в виде

𝑛̇=
𝑑𝑛

𝑑𝑡
=
𝑁̇

𝑆
=
𝜌𝑣

𝜇
.
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Теперь уравнение (2) можно записать как

𝑑𝑇

𝑑𝑥
− 𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝜆

𝐶𝑉 𝑛̇

𝑑𝑇

𝑑𝑥

)︂
=0. (3)

Уравнение (3) может быть решено аналитически с учётом зависимости теплопроводности
газа-носителя от температуры. Для большого количества газов (азот, гелий, аргон, углекис-
лый газ и т.д.) зависимость теплопроводности от температуры выражается приближённой
формулой

𝜆=
𝑖𝑘

3𝜋3/2𝑑2

√︃
𝑅𝑇

𝜇
, (4)

где 𝑖 — сумма поступательных и вращательных степеней свободы молекул (5 — для двух-
атомных газов, 3 — для одноатомных), 𝑘 — постоянная Больцмана, 𝜇 — молярная масса,
𝑇 — абсолютная температура, 𝑑 — эффективный диаметр молекул, 𝑅 — универсальная
газовая постоянная.

Представив 𝜆 в (4) как 𝛼
√
𝑇 с подходящим коэффициентом 𝛼, получим

𝜆

𝐶𝑉 𝑛̇
=
𝛼
√
𝑇

𝐶𝑉 𝑛̇
= 𝑏

√
𝑇 , 𝑏=

𝛼

𝐶𝑉 𝑛̇
.

Тогда уравнение (3) примет вид

𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑇 −𝑏

√
𝑇
𝑑𝑇

𝑑𝑥

)︂
=0, 𝑏> 0. (5)

2. ПОЛОЖИТЕЛЬНЫЕ УБЫВАЮЩИЕ РЕШЕНИЯ

Исследуем поведение положительных решений уравнения (5).
Теорема 1. Каждое положительное решение 𝑇 уравнения (5) либо постоянно, либо

строго монотонно. Любое строго убывающее решение имеет вид

𝑇 (𝑥)= 𝑐2Θ

(︂
𝑥−𝑥*

𝑏𝑐

)︂2
, (6)

где 𝑥* и 𝑐> 0 – произвольные константы, а функция Θ: (−∞, 0)→ (0, 1) убывает и неявно
задаётся формулой

𝑥=2Θ(𝑥)+ln
1−Θ(𝑥)

1+Θ(𝑥)
. (7)

Выражение 𝑇 − 𝑏
√
𝑇𝑑𝑇/𝑑𝑥 в (5) является постоянным и для решения вида (6) равно 𝑐2.

Максимально продолженное решение 𝑇 определено на интервале (−∞;𝑥*) и для него спра-
ведливы соотношения

𝑇 (𝑥)→ 𝑐2 и 𝑇 ′(𝑥)→ 0 при 𝑥→−∞, 𝑇 (𝑥)→ 0 и 𝑇 ′(𝑥)→−∞ при 𝑥→𝑥*. (8)

Доказательство. С помощью замены 𝑇 =𝑍2, где 𝑍 > 0, преобразуем уравнение (5) к
виду

(𝑍2−2𝑏𝑍2𝑍 ′)′=0,

откуда сразу следует, что
𝑍2−2𝑏𝑍2𝑍 ′=𝐶 =const .

Если 𝐶 =0, то или 𝑍 ≡ 0, или 1= 2𝑏𝑍 ′, это означает, что 𝑍 ′> 0 и 𝑍 строго возрастает.
Если 𝐶 =−𝑐2< 0, то получается 𝑍2+𝑐2=2𝑏𝑍2𝑍 ′, откуда опять вытекает, что 𝑍 ′> 0.
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Таким образом, 𝐶 = 𝑐2> 0, где 𝑐> 0, и имеем уравнение

𝑍2−𝑐2=2𝑏𝑍2𝑍 ′. (9)

Если 𝑍(𝑥) = 𝑐 в некоторой точке 𝑥, то (по теореме единственности) 𝑍 совпадает с
постоянным решением 𝑍 ≡ 𝑐. Если это не так, то на всей области определения либо 𝑍 >𝑐,
либо 𝑍 < 𝑐. Первый случай не рассматривается (для него из (9) следует 𝑍 ′ > 0), как и
предыдущий случай постоянного решения. Во втором случае положим

𝑍(𝑥)= 𝑐𝑧

(︂
𝑥

𝑏𝑐

)︂
, 0<𝑧 < 1,

что приводит (9) к уравнению
𝑧2−1=2𝑧2𝑧′, (10)

которое можно представить в виде

1=

(︂
2+

2

𝑧2−1

)︂
𝑧′.

Отсюда для случая 0<𝑧 < 1 получаем, что при некотором 𝑎 справедливо равенство

𝑥−𝑎=
𝑧(𝑥)ˆ

0

(︂
2+

2

𝜁2−1

)︂
𝑑𝜁 =2𝑧(𝑥)+ln

1−𝑧(𝑥)
1+𝑧(𝑥)

.

Итак, имеется общее семейство неявно определённых строго убывающих решений урав-
нения (10), удовлетворяющих условию 0 < 𝑧 < 1. Одно из них (при 𝑎 = 0) — в точности
функция Θ, неявно заданная уравнением (7). Все остальные решения могут быть получены
из Θ сдвигом по горизонтали. Таким образом, доказано соотношение (6).

Из (7) следует, что

Θ(𝑥)→ 0 при 𝑥→ 0, Θ(𝑥)→ 1 при 𝑥→−∞.

Отсюда, используя (10), получаем

Θ′(𝑥)→−∞ при 𝑥→ 0, Θ′(𝑥)→ 0 при 𝑥→−∞.

Вместе с (6) это даёт первые три предела в (8). Для четвертого предела, применив (9),
имеем

𝑇 ′=2𝑍𝑍 ′=
𝑍2−𝑐2

2𝑏𝑍
=
𝑇 −𝑐2

2𝑏
√
𝑇

→−∞ при 𝑇 → 0.

Теорема доказана.

3. О СУЩЕСТВОВАНИИ И ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЙ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ

Исследуем зависимость температуры потока 𝑇 от расстояния 𝑥 до сопла при трёх типах
граничных условий: Дирихле, Неймана и Робена. Отметим, что условие Дирихле задаёт
значение температуры на границе, условие Неймана — граничное значение для производной
температуры, условие Робена — линейную комбинацию значений температуры и производной
температуры на границе. Коэффициентом значения температуры в условии Робена является
число Био (отношение кондуктивного теплового сопротивления внутри объекта к конвек-
тивному сопротивлению на поверхности объекта). Аналогичные задачи рассматривались для
теплового процесса в статье [10].
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Теорема 2. Для любых постоянных 𝑥0 < 𝑥1 и 𝑇0 > 𝑇1 > 0 уравнение (5) имеет един-
ственное решение 𝑇 , определённое на отрезке [𝑥0, 𝑥1] и удовлетворяющее условиям

𝑇 (𝑥0)=𝑇0, 𝑇 (𝑥1)=𝑇1. (11)

Доказательство. Граничные условия (11) показывают, что в соответствии с теоремой 1
решение 𝑇 должно строго убывать и поэтому задаётся формулами (6) и (7). При этом
граничные условия принимают форму√︀

𝑇𝑗

𝑐
=Θ

(︂
𝑥𝑗−𝑥*

𝑏𝑐

)︂
, 𝑗 ∈{0, 1},

или, учитывая (7),
𝑥𝑗−𝑥*

𝑏𝑐
=2

√︀
𝑇𝑗

𝑐
+ln

𝑐−
√︀
𝑇𝑗

𝑐+
√︀
𝑇𝑗
, 𝑗 ∈{0, 1}. (12)

Осталось доказать существование и единственность пары чисел (𝑥*, 𝑐), удовлетворяю-
щей (12). Полагая

𝑞 :=
√︀
𝑇1/𝑇0 ∈ (0, 1) и 𝑘 :=

√︀
𝑇0/𝑐∈ (0, 1), (13)

запишем разность двух уравнений (12) как

𝑘(𝑥1−𝑥0)
𝑏
√
𝑇0

=2𝑘(𝑞−1)+ln
(1−𝑞𝑘)(1+𝑘)
(1+𝑞𝑘)(1−𝑘)

или
𝑥1−𝑥0
2𝑏
√
𝑇0

=𝐹𝑞(𝑘), (14)

где

𝐹𝑞(𝑘) := 𝑓(𝑘)−𝑞𝑓(𝑞𝑘), 𝑓(𝑘) :=
1

2𝑘
ln

1+𝑘

1−𝑘
−1. (15)

Лемма. Для любых 𝐴 > 0 и 𝑞 ∈ (0, 1) существует единственное число 𝑘 ∈ (0, 1), при
котором 𝐹𝑞(𝑘) = 𝐴, где 𝐹𝑞 задана равенствами (15). Отображение (𝐴, 𝑞) ↦→ 𝑘 является
функцией (0,+∞)×(0, 1)→ (0, 1) класса 𝐶1, строго возрастающей как по 𝐴, так и по 𝑞.

Доказательство. Заметим, что

𝑓(𝑘)=
ln(1+𝑘)

2𝑘
− ln(1−𝑘)

2𝑘
−1,

откуда имеем 𝑓(𝑘)→ 0 при 𝑘→ 0 (по правилу Лопиталя) и 𝑓(𝑘)→+∞ при 𝑘→ 1.
Теперь исследуем производную функции 𝑓 , используя ряды Тейлора, равномерно сходя-

щиеся на любом подотрезке интервала (0, 1). Из соотношений

𝑓 ′(𝑘)=
1

𝑘(1−𝑘2)
− ln(1+𝑘)

2𝑘2
+
ln(1−𝑘)

2𝑘2
=

∞∑︁
𝑛=1

2𝑛

2𝑛+1
𝑘2𝑛−1> 0

следует, что 𝑓(𝑘)> 0.
Далее, из 𝑓 ′′(𝑘)> 0 заключаем, что 𝑓 ′ строго возрастает и

𝑑𝐹𝑞
𝑑𝑘

(𝑘)= 𝑓 ′(𝑘)−𝑞2𝑓 ′(𝑞𝑘)> 0.
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Значит, 𝐹𝑞 строго возрастает по 𝑘, 𝐹𝑞(𝑘)→ 0 при 𝑘→ 0 и

𝐹𝑞(𝑘)= (1−𝑞)𝑓(𝑘)+𝑞(𝑓(𝑘)−𝑓(𝑞𝑘))> (1−𝑞)𝑓(𝑘)→+∞ при 𝑘→ 1.

Таким образом, 𝐹𝑞 принимает каждое значение 𝐴> 0 ровно один раз, что доказывает
первую часть леммы.

Вторая часть утверждения следует немедленно из теоремы о неявной функции и нера-
венств

𝜕(𝐹𝑞(𝑘)−𝐴)/𝜕𝐴=−1< 0, 𝜕(𝐹𝑞(𝑘)−𝐴)/𝜕𝑞=−𝑓(𝑞𝑘)−𝑞𝑘𝑓 ′(𝑞𝑘)< 0.

Лемма доказана.
Вернёмся к доказательству теоремы 2. Имея единственное значение 𝑘, удовлетворяющее

равенству (14), получим из (12) и (13) единственные значения

𝑐=

√
𝑇0
𝑘

>
√︀
𝑇0 и 𝑥*=𝑥1−2𝑏

√︀
𝑇1−𝑏𝑐 ln

𝑐−
√
𝑇1

𝑐+
√
𝑇1
,

что завершает доказательство теоремы 2.
Перейдём к формулировке и доказательству двух теорем, относящихся к другим гра-

ничным условиям для уравнения (5) (условиям Неймана (теорема 3) и Робена (теорема 4)).
Теорема 3. Для любых вещественных постоянных 𝑥0<𝑥1, 𝑇0>0 и 𝑈1<0 уравнение (5)

имеет единственное решение 𝑇 , определённое на [𝑥0, 𝑥1] и удовлетворяющее условиям

𝑇 (𝑥0)=𝑇0, 𝑇 ′(𝑥1)=𝑈1.

Теорема 4. Для любых вещественных постоянных 𝑥0<𝑥1, 𝑇0>0 и 𝑈1<0 уравнение (5)
имеет единственное решение 𝑇 , определённое на [𝑥0, 𝑥1] и удовлетворяющее условиям

𝑇 (𝑥0)=𝑇0, 𝑇 ′(𝑥1)=𝑈1𝑇 (𝑥1).

Доказательство теорем 3 и 4. Докажем существование и единственность постоянной
𝑇1∈ (0, 𝑇0), при которой единственное решение 𝑇 , существующее в соответствии с теоремой 2,
удовлетворяет граничным условиям соответствующей теоремы.

По теореме 1 имеем 𝑇 −𝑏
√
𝑇𝑇 ′= 𝑐2, откуда, используя обозначения (13), получаем

𝑇 ′(𝑥1)=
𝑇 (𝑥1)−𝑐2

𝑏
√︀
𝑇 (𝑥1)

=
𝑞2𝑇0−𝑇0/𝑘2

𝑏𝑞
√
𝑇0

=
𝑘2𝑞2−1

𝑘2𝑞

√
𝑇0
𝑏
,

𝑇 ′(𝑥1)

𝑇 (𝑥1)
=
𝑘2𝑞2−1

𝑘2𝑞3
1

𝑏
√
𝑇0
,

где число 𝑘∈ (0, 1) выбирается зависящим от 𝑞∈ (0, 1) так, чтобы обеспечивались граничные
условия (11) для решения 𝑇 , заданного формулой (6).

Из леммы следует, что дроби в правых частях последних уравнений являются отрица-
тельными. Теперь рассмотрим их пределы при стремлении аргумента к нулю и к единице.
Обе дроби стремятся к −∞ при 𝑞→ 0. Что касается случая 𝑞→ 1, то должен существовать
предел 𝑘1= lim𝑞→1 𝑘∈ (0, 1]. Если 𝑘1< 1, то из (14), (15) следует, что

0<
𝑥1−𝑥0
2𝑏
√
𝑇0

=𝐹1(𝑘1)= 𝑓(𝑘1)−1 ·𝑓(1 ·𝑘1)= 0.

Это противоречие показывает, что 𝑘1=1. (Для значения 𝑘1=1 противоречия не возникает,
поскольку 𝑓(𝑘)→+∞ при 𝑘→ 1.) Таким образом,

𝑇 ′(𝑥1)→ 0 и
𝑇 ′(𝑥1)

𝑇 (𝑥1)
→ 0 при 𝑞→ 1.

Следовательно, оба выражения строго возрастают от −∞ до 0, когда 𝑞 меняется от 0
до 1 (т.е. когда 𝑇1 меняется от 0 до 𝑇0). Таким образом, они оба должны принимать один
раз каждое отрицательное значение, что завершает доказательство теорем 3 и 4.
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4. О ЗАДАЧЕ СО СВОБОДНОЙ ГРАНИЦЕЙ

Следующая теорема даёт ответ на вопрос о том, на каком расстоянии может находиться
охлаждающая поверхность, если на левом конце отрезка нам задана температура, а на
правом — температура и её градиент.

Теорема 5. Если 𝑏> 0, 𝑇0>𝑇1> 0 и 𝑈1< 0, то неравенство

𝑏|𝑈1|
√︀
𝑇1>𝑇0−𝑇1 (16)

эквивалентно существованию на некотором отрезке [𝑥0, 𝑥1] строго убывающего решения 𝑇
уравнения (5), удовлетворяющего условиям

𝑇 (𝑥0)=𝑇0, (17)

𝑇 ′(𝑥1)=𝑈1, (18)

𝑇 (𝑥1)=𝑇1. (19)

Доказательство. Для любых 𝑥1, 𝑏>0, 𝑇1>0 и 𝑈1<0 существует решение уравнения (5),
заданное в некоторой окрестности точки 𝑥1 и удовлетворяющее условиям (18) и (19).

Согласно теореме 1 это решение строго убывает и, будучи максимально продолженным,
стремится на −∞ к константе 𝑐2=𝑇1−𝑏 𝑈1

√
𝑇1. Таким образом, существование точки 𝑥0<𝑥1,

в которой выполняется (17), эквивалентно неравенству 𝑇0<𝑐
2=𝑇1−𝑏𝑈1

√
𝑇1 или, что то же

самое, неравенству (16). Теорема доказана.
Замечание. Часть результатов данной статьи была анонсирована в [11]. Другие исследо-

вания авторов по математическому моделированию физических и биологических процессов
см., например, в работах [12–16].
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