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ВВЕДЕНИЕ

Рассматривается задача попадания на целевое множество за заданный конечный проме-
жуток времени для линейной системы дифференциальных уравнений, включающей управля-
ющие параметры и неопределённость с жёсткими выпуклыми ограничениями, из заданного
начального положения. Подобная постановка задачи восходит к работам [1, 2]. Для реше-
ния задачи о переводе на целевое множество можно использовать множество разрешимости,
которое строится в форме альтернированного интеграла [3]. Наибольшую вычислительную
сложность при его построении представляет вычисление геометрической разности целевого
множества и множества, определяемого помехой. Другой подход к решению задачи подобно-
го типа состоит в применении методов динамического программирования, согласно которому
множество разрешимости может быть найдено как множество уровня для специально скон-
струированной функции цены [4, с. 375–377], определяемой как решение краевой задачи для
уравнения Гамильтона–Якоби–Беллмана–Айзекса [5, с. 382–384].

В настоящей работе рассматривается система, на которую действует только неопреде-
лённость (отсутствуют управляющие параметры). Известно, что для линейной системы без
помехи функция цены, построенная для множества разрешимости, совпадает с расстоянием
от точки до множества разрешимости. При наличии помехи (неопределённости) значение
функции цены может не совпадать с расстоянием до множества разрешимости во всех точ-
ках. Так, в работе [6] рассмотрен пример системы, для которой выведено выражение для
функции цены и приведены точки, в которых значение этой функции не совпадает с рас-
стоянием до множества разрешимости. Таким образом, представляется интересным вывод
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уравнения, решением которого является расстояние до множества разрешимости. В случае
когда в системе есть как управление, так и помеха, ситуация будет ещё более сложной.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. ОСНОВНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Рассматривается линейная система

𝑥̇(𝜏)=𝐴(𝜏)𝑥(𝜏)+𝐶(𝜏)𝑣, 𝜏 ∈ [𝑡0, 𝑡1], 𝑥∈R𝑛, (1)

с непрерывными матричными коэффициентами 𝐴(𝜏), 𝐶(𝜏), 𝑣(𝜏)∈Q(𝜏) — помеха, где Q(𝜏) —
непрерывное в смысле метрики Хаусдорфа многозначное отображение, принимающее зна-
чения во множестве выпуклых компактов.

Пусть 𝑋(𝑡1, 𝜏) — фундаментальная матрица Коши для системы линейных дифференци-
альных уравнений с матрицей 𝐴(𝜏). Тогда с помощью преобразования 𝑧(𝜏) =𝑋(𝑡1, 𝜏)𝑥(𝜏)
система (1) может быть сведена к более простой линейно-выпуклой системе (см. [7, c. 2–3])
следующего вида:

𝑥̇(𝜏)= 𝑣, 𝜏 ∈ [𝑡0, 𝑡1], (2)

где на новую помеху 𝑣(𝜏)=𝑋−1(𝜏, 𝑡1)𝐶(𝜏)𝑣(𝜏) наложены поточечные ограничения

𝑣(𝜏)∈𝒬(𝜏), (3)

𝒬(𝜏)=𝑋−1(𝜏, 𝑡1)𝐶(𝜏)Q(𝜏). Для упрощения выкладок сначала будем считать, что выпуклый
компакт 𝒬 не зависит от времени (cлучай когда 𝒬 зависит от времени рассмотрен в п. 3).
Будем также считать, что 0∈𝒬.

Необходимо выяснить, попадёт ли состояние системы (2) в целевое множество 𝑀 в
конечный момент времени 𝑡1, несмотря на действие помехи (3). Предполагается, что 𝑀 —
непустое выпуклое компактное множество в пространстве R𝑛.

Определение 1. Множество разрешимости W[𝜏, 𝑡1,𝑀 ] в момент времени 𝜏 системы (2)
с ограничением (3) состоит из всех точек 𝑥𝜏 , для которых решения системы, выпущенные
из этих точек, достигают в момент времени 𝑡1 множества 𝑀 для любой помехи (3).

Множество разрешимости W[𝜏, 𝑡1,𝑀 ] в момент времени 𝜏 далее обозначается W[𝜏 ].
Определение 2. Геометрическая разность множеств 𝐴 и 𝐵 пространства R𝑛 опреде-

ляется как
𝐴 .−𝐵= {𝑐 : 𝑐+𝐵⊆𝐴}.

Также геометрическая разность множеств может быть записана в виде [8, с. 23]

𝐴 .−𝐵=
⋂︁
𝑏∈𝐵

(𝐴−𝑏).

Отсюда, в частности, следует, что геометрическая разность двух выпуклых компактных
множеств также является выпуклым компактным множеством.

Возьмём временной интервал 𝑡⩽ 𝜏 ⩽ 𝑡1 и рассмотрим разбиение Σ𝑘= {𝜎1, . . . , 𝜎𝑘}, 𝑡=𝜗𝑘,
𝜗𝑘−1, . . . , 𝜗1, 𝜗0= 𝑡1, 𝜎𝑖> 0, 𝜗𝑗 = 𝑡1−

∑︀𝑗
𝑖=1 𝜎𝑖.

Далее будем вычислять множество разрешимости в дискретные моменты времени 𝜗𝑗 :

W[𝜗𝑘] =W[𝜗𝑘−1]
.−

𝜗𝑘−1ˆ

𝜗𝑘

𝒬(𝜏) 𝑑𝜏 =

=

(︂(︂
𝑀 .−

𝑡1ˆ

𝜗1

𝒬(𝜏) 𝑑𝜏

)︂
.− . . .

)︂
.−

𝜗𝑘−1ˆ

𝜗𝑘

𝒬(𝜏) 𝑑𝜏 =𝑀 .−
𝑡1ˆ

𝑡

𝒬(𝜏) 𝑑𝜏. (4)
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Если множество 𝒬(𝜏) не зависит от 𝜏 , то формула (4) преобразуется как

W[𝑡] =W[𝜗𝑘] =𝑀 .−(𝑡1− 𝑡)𝒬. (5)

Если добавить в систему (2) управление 𝑢=𝑢(𝜏)∈𝒫(𝜏), то для полученной системы

𝑥̇(𝜏)=𝑢+𝑣, 𝜏 ∈ [𝑡0, 𝑡1],

множество разрешимости (альтернированная сумма с коррекциями управления в моменты
времени 𝜗𝑘) выглядит более сложным, но схожим образом (см. [3]):

W[𝜗𝑘] =W(𝜗𝑘, 𝜗𝑘−1,W[𝜗𝑘−1]) =

=

(︂(︂(︂
𝑀+

𝑡1ˆ

𝜗1

−𝒫(𝜏) 𝑑𝜏

)︂
.−

𝑡1ˆ

𝜗1

𝒬(𝜏) 𝑑𝜏

)︂
. . .+

𝜗𝑘−1ˆ

𝜗𝑘

−𝒫(𝜏) 𝑑𝜏

)︂
.−

𝜗𝑘−1ˆ

𝜗𝑘

𝒬(𝜏) 𝑑𝜏.

Здесь 𝒫(𝜏) – задающее поточечные ограничения на управление многозначное отображение,
непрерывное по 𝜏 ∈ [𝑡0, 𝑡1], принимающее выпуклые компактные значения.

Пусть 𝐴, 𝐵, 𝐶 — произвольные множества пространства R𝑛. Рассмотрим некоторые
свойства геометрической разности, которые можно вывести непосредственно из определений
алгебраической суммы и геометрической разности множеств.

1. Если 𝐵⊆𝐶 и 𝐵 .−𝐴 ̸= ∅, то 𝐶 .−𝐴 ̸= ∅ и 𝐵 .−𝐴⊆𝐶 .−𝐴.
2. Если 𝐴⊆𝐵 и 𝐶 .−𝐵 ̸= ∅, то 𝐶 .−𝐴 ̸= ∅ и 𝐶 .−𝐵⊆𝐶 .−𝐴.
3. 𝐴⊆ (𝐴+𝐵) .−𝐵.
Для доказательства достаточно заметить, что для любого 𝑎∈𝐴 выполняется 𝑎+𝐵⊆𝐴+𝐵

и далее воспользоваться определением геометрической разности множеств.
4. Если 𝐴 .−𝐵 ̸= ∅, то (𝐴 .−𝐵)+𝐵⊆𝐴.
5. Если 𝐴 .−𝐵 ̸= ∅, то 𝐵⊆𝐴 .−(𝐴 .−𝐵).
Из свойств 1 и 4 имеем

((𝐴 .−𝐵)+𝐵) .−(𝐴 .−𝐵)⊆𝐴 .−(𝐴 .−𝐵).

Из свойства 3 получаем 𝐵⊆𝐴 .−(𝐴 .−𝐵).
6. При условиях 𝐴 .−𝐵 ̸= ∅, 𝐴 .−(𝐴 .−𝐵) ̸= ∅, 𝐴 .−(𝐴 .−(𝐴 .−𝐵)) ̸= ∅ выполняется равенство

𝐴 .−(𝐴 .−(𝐴 .−𝐵))=𝐴 .−𝐵.

С одной стороны, из свойства 5 получаем, что 𝐴 .− (𝐴 .− (𝐴 .−𝐵))⊇𝐴 .−𝐵, а с другой —
из свойства 5 с применением свойства 2 имеем

𝐵⊆𝐴 .−(𝐴 .−𝐵) =⇒ 𝐴 .−𝐵⊇𝐴 .−(𝐴 .−(𝐴 .−𝐵)).

7. (𝐴 .−𝐵) .−𝐶 =𝐴 .−(𝐵+𝐶) (см. [8, c. 23]).
Выпуклое компактное множество разрешимости W[𝜗𝑗 ] может быть задано при помощи

своей опорной функции 𝜌(𝑙|W[𝜗𝑗 ]), 𝑙 ∈ R𝑛. Известно [9, с. 45–46], что опорная функция
геометрической разности множеств 𝐴 и 𝐵 вычисляется следующим образом:

𝜌(𝑙|𝐴 .−𝐵)= conv(𝜌(𝑙|𝐴)−𝜌(𝑙|𝐵)),

где conv — операция овыпукления (построения выпуклой оболочки) функции [10, с. 53].
Будем далее считать выполненным следующее предположение, обычно используемое при

построении альтернированных интегралов (см. подробнее в [3]).
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Предположение. Существует непрерывная функция 𝑟(𝑡)> 0, 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1], для которой
при любом рассматриваемом разбиении Σ выполнено условие

W(𝜗𝑗)
.−ℬ𝑟(𝜗𝑗)(0) ̸= ∅, 𝑗=0, 1, . . . , 𝑘.

Отсюда, в частности, следует, что множества разрешимости W(𝜗𝑗) не пусты.
Здесь ℬ𝑟(0) — замкнутый шар радиуса 𝑟 с нулевым центром, построенный с использо-

ванием евклидовой нормы в пространстве R𝑛.
При подсчёте опорной функции множеств W[𝜗𝑘] из (4) требуется вычисление опорной

функции геометрической разности выпуклых компактов, для чего необходимо овыпукление
разности опорных функций. Данная операция является достаточно затратной с точки зрения
вычислений.

Введём функцию цены

𝒱(𝑡, 𝑥)=max
𝑥(·)

{𝑑(𝑥(𝑡1),𝑀) : 𝑥(·)∈𝒳 (·)},

где 𝒳 (·) — множество решений задачи 𝑥̇∈𝒬(𝜏), 𝑥(𝑡0) = 𝑥, 𝜏 ∈ [𝑡0, 𝑡1]; 𝑑(𝑥,𝑀) — евклидово
расстояние от точки 𝑥 до множества 𝑀 . В точках дифференцируемости 𝒱(𝑡, 𝑥) удовлетворяет
уравнению Гамильтона–Якоби–Беллмана (см. [5, с. 11–13])

𝜕𝒱
𝜕𝑡

+ max
𝑣∈𝒬(𝜏)

⟨
𝜕𝒱
𝜕𝑥

, 𝑣

⟩
=0

и краевому условию
𝒱(𝑡1, 𝑥)= 𝑑(𝑥,𝑀).

Рассмотрим также функцию 𝑉 (𝑡, 𝑥) = 𝑑(𝑥,W[𝑡]). В работе [6] показано, что уравнение
Гамильтона–Якоби–Беллмана для 𝑉 (𝑡, 𝑥) не выполнено даже в точках дифференцируемости
этой функции.

2. МОДИФИКАЦИЯ ЗАДАЧИ

Рассмотрим вспомогательные конструкции, которые (при дополнительных предположе-
ниях) позволяют описать множества разрешимости W[𝜗𝑗 ] без использования операции овы-
пукления разности опорных функций.

Определение 3 [8, с. 324]. Пусть 𝑀 — выпуклое замкнутое множество в простран-
стве R𝑛. Множество 𝑀 называется порождающим, если для любого непустого множества 𝐴,
представимого в виде

𝐴=
⋂︁
𝑥∈𝑋

(𝑀+𝑥) (6)

для некоторого множества сдвигов 𝑋⊂R𝑛, существует выпуклое замкнутое множество 𝐵 та-
кое, что 𝐴+𝐵=𝑀 . Всякое непустое множество 𝐴 из этого определения называется 𝑀 -сильно
выпуклым множеством.

Для порождающего множества 𝑀 верно равенство

(𝑀 .−𝑌 )+(𝑀 .−(𝑀 .−𝑌 ))=𝑀,

где 𝑌 =−𝑋 из (6).
Определение 4. Пусть 𝑀⊆R𝑛 — выпуклое замкнутое множество, 𝑄 — такое множество,

что 𝑀 .−𝑄 ̸=∅. Множество str co𝑀 𝑄=𝑀 .−(𝑀 .−𝑄) называется 𝑀 -сильно выпуклой оболочкой
множества 𝑄.
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Определение 5. Хаусдорфово расстояние между компактными множествами 𝐴 и 𝐵
пространства R𝑛 определяется по формуле

ℎ(𝐴,𝐵)= inf
𝑟>0

{𝐴⊆𝐵+ℬ𝑟(0), 𝐵⊆𝐴+ℬ𝑟(0)}.

Определение 6. Пусть 𝑀 — выпуклый компакт в пространстве R𝑛, 𝑄 — произвольное
множество. Выпуклый компакт 𝑄̂ называется предельной 𝑀 -сильно выпуклой оболочкой 𝑄,
если

lim
𝜎→+0

ℎ(𝑄̂, 𝜎−1 str co𝑀 𝜎𝑄)= 0.

Предельную 𝑀 -сильно выпуклую оболочку множества 𝑄 обозначим lim str co𝑀 𝑄.
Для дальнейшего рассмотрения нам потребуются свойства, позволяющие сравнивать меж-

ду собой несколько сильно выпуклых оболочек множеств.
Теорема 1. 1. Пусть 𝑀1, 𝑀2, 𝑄 — выпуклые замкнутые множества, удовлетворяющие

следующим условиям: int dom 𝜌(𝑙 |𝑀1) ̸= ∅, 𝑀1+(𝑀2
.−𝑀1)=𝑀2, 𝑀1

.−𝑄 ̸= ∅. Тогда

𝑄⊆ str co𝑀2 𝑄⊆ str co𝑀1 𝑄.

2. Пусть 𝑀1, 𝑀2 — порождающие множества, 𝑀1+𝑀2 — замкнутое множество, 𝑄1,
𝑄2 — такие множества, что 𝑀𝑖

.−𝑄𝑖 ̸= ∅, 𝑖=1, 2. Тогда

str co𝑀1+𝑀2(𝑄1+𝑄2)⊆ str co𝑀1 𝑄1+str co𝑀2 𝑄2.

Доказательство теоремы см. в [8, с. 355–356].
Теорема 2 (теорема существования). Пусть 𝑀 и 𝑄 — выпуклые компакты в простран-

стве R𝑛 и 0∈𝑄. Пусть существует такое число 𝜎0>0, что 𝑀 .−𝜎0𝑄 ̸=∅. Тогда существует
предельная 𝑀 -сильно выпуклая оболочка 𝑄. При этом выполняются вложения

𝑄⊆ lim str co𝑀 𝑄⊆𝜎−1 str co𝑀 𝜎𝑄 для любого 𝜎 ∈ (0, 𝜎0].

Заметим, что если 0 ∈ 𝑄, то для любого 𝜎 ∈ (0, 𝜎0) справедливо 𝜎𝑄 ⊂ 𝜎0𝑄, и значит,
согласно свойству 2 из п. 1, 𝑀 .−𝜎𝑄 ̸= ∅.

Из п. 1 теоремы 1 следует, что для любого 𝜎 ∈ (0, 𝜎0) 𝑄⊆𝜎−1 str co𝑀 𝜎𝑄.
Далее справедливость утверждения теоремы 2 следует из двух следующих лемм.
Лемма 1. Многозначное отображение 𝐺(𝜎)=𝜎−1 str co𝑀 𝜎𝑄 при 𝜎∈ (0, 𝜎0] имеет непус-

тые выпуклые компактные значения и является неубывающим по вложению, т.е. 𝐺(𝜎1)⊆
⊆𝐺(𝜎2) при 0<𝜎1<𝜎2⩽𝜎0.

Доказательство. По определению 𝑀 -сильно выпуклой оболочки

𝐺(𝜎)=𝜎−1 str co𝑀 𝜎𝑄=str co𝜎−1𝑀 𝑄.

Из свойства 4 геометрической разности множеств следует, что

(𝜎−1
1 𝑀 .−𝜎−1

2 𝑀)+𝜎−1
2 𝑀 ⊆𝜎−1

1 𝑀.

Из выпуклости 𝑀 следует, что для любых 𝑥, 𝑦 ∈𝑀 (1−𝜎1(𝜎2)−1)𝑥+𝜎1(𝜎2)
−1𝑦 ∈𝑀 , а

значит, (𝜎−1
1 −𝜎−1

2 )𝑥+(𝜎−1
2 )𝑦 ∈ 𝜎−1

1 𝑀 . Отсюда вытекает, что (𝜎−1
1 −𝜎−1

2 )𝑥+(𝜎−1
2 )𝑀 ⊆ 𝜎−1

1 𝑀 ,
и потому (𝜎−1

1 −𝜎−1
2 )𝑥∈𝜎−1

1 𝑀 .−(𝜎−1
2 )𝑀 . Тем более выполнено включение

𝜎−1
1 𝑀 ⊆ (𝜎−1

1 𝑀 .−𝜎−1
2 𝑀)+𝜎−1

2 𝑀.

Объединяя полученные вложения, получаем равенство

𝜎−1
1 𝑀 =(𝜎−1

1 𝑀 .−𝜎−1
2 𝑀)+𝜎−1

2 𝑀.

Отсюда в силу п. 1 теоремы 1 получаем утверждение леммы.
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Лемма 2. Пусть {𝐴𝑛}∞𝑛=1 — последовательность непустых выпуклых компактов в про-
странстве R𝑛, невозрастающая по включению: 𝐴𝑛+1 ⊆𝐴𝑛, 𝑛 ∈ N. Тогда множество 𝐴=
=
⋂︀∞
𝑛=1𝐴𝑛 является непустым выпуклым компактом и совпадает с хаусдорфовым пределом

последовательности 𝐴𝑛:
lim
𝑛→∞

ℎ(𝐴,𝐴𝑛)= 0.

Доказательство. Покажем, что 𝐴 является непустым множеством. Возьмём последова-
тельность векторов 𝑥𝑛∈𝐴𝑛. В силу компактности множества 𝐴1 из этой последовательности
можно выделить сходящуюся подпоследовательность {𝑥̄𝑛}∞𝑛=1 с предельной точкой 𝑥̄. По по-
строению 𝑥̄ принадлежит всем множествам 𝐴𝑛, 𝑛∈N. Таким образом, 𝑥̄∈𝐴.

Расстояние ℎ𝑛=ℎ(𝐴,𝐴𝑛) убывает с ростом 𝑛 в силу монотонности последовательности 𝐴𝑛.
Пусть предел ℎ𝑛 отличен от нуля, т.е. ℎ(𝐴,𝐴𝑛)⩾𝜀>0, 𝑛∈N. Тогда существует последователь-
ность векторов 𝑥𝑛∈𝐴𝑛, для которых 𝑑(𝑥𝑛, 𝐴)⩾ 𝜀 (𝑑(𝑥𝑛, 𝐴) – евклидово расстояние от точки
𝑥𝑛 до множества 𝐴). В силу компактности множества 𝐴1 у последовательности {𝑥𝑛}∞𝑛=1

существует предельная точка 𝑥̄, которая должна принадлежать любому из множеств 𝐴𝑛.
Следовательно, 𝑥̄ ∈ 𝐴, но при этом из непрерывности расстояния имеем 𝑑(𝑥̄, 𝐴) ⩾ 𝜀 > 0.
Полученное противоречие означает, что lim𝑛→∞ ℎ(𝐴,𝐴𝑛)= 0. Лемма доказана.

Ниже будет показано, что исходная задача нахождения множества разрешимости для
системы (2) с ограничением (3) в случае фазового пространства R2 может быть сведена к
задаче с модифицированным множеством-помехой

𝒬̂(𝜏)= lim str co𝑀 .−𝜏𝒬𝒬, 𝜏 ∈ [0, 𝑡], (7)

причём множество разрешимости этой задачи совпадает с W[𝑡] из (4). Основные результаты
сформулированы далее в виде теорем 3, 5, 6, для доказательства которых потребуются
вспомогательные леммы.

Лемма 3. Пусть 𝑀 .−𝑄 ̸= ∅. Тогда
1) str co𝑀 𝑄 .−𝑄= {0};
2) str costr co𝑀 𝑄 𝑄=str co𝑀 𝑄.
Доказательство. 1. Из определения 𝑀 -сильно выпуклой оболочки множества 𝑄 полу-

чаем

(str co𝑀 𝑄) .−𝑄=(𝑀 .−(𝑀 .−𝑄)) .−𝑄=𝑀 .−((𝑀 .−𝑄)+𝑄)= (𝑀 .−𝑄) .−(𝑀 .−𝑄)= {0}.

Здесь дважды использовано свойство 7 геометрической разности множеств.
2. Также из определения 𝑀 -сильно выпуклой оболочки имеем

str costr co𝑀 𝑄 𝑄=str co𝑀 𝑄 .−(str co𝑀 𝑄 .−𝑄)= (str co𝑀 𝑄) .−{0}=str co𝑀 𝑄.

Лемма 4. Пусть 𝑀 — порождающее множество в пространстве R𝑛, 𝑄1, 𝑄2 — такие
множества, что 𝑀 .−𝑄1 ̸= ∅, (𝑀 .−𝑄1)

.−𝑄2 ̸= ∅. Тогда

str co𝑀 (𝑄1+𝑄2)= str co𝑀 𝑄1+str co𝑀 .−𝑄1 𝑄2. (8)

Доказательство. Из определения порождающего множества получаем, что для множе-
ства 𝑄1 такого, что 𝑀 .−𝑄1 ̸= ∅, выполнено равенство

𝑀 =(𝑀 .−𝑄1)+str co𝑀 𝑄1.

Тогда в силу п. 2 теоремы 1 и п. 2) леммы 3 имеем

str co𝑀 (𝑄1+𝑄2)⊆ str costr co𝑀 𝑄1 𝑄1+str co𝑀 .−𝑄1 𝑄2=str co𝑀 𝑄1+str co𝑀 .−𝑄1 𝑄2. (9)
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С другой стороны,

(str co𝑀 (𝑄1+𝑄2))
.−str co𝑀 𝑄1=(𝑀 .−(𝑀 .−(𝑄1+𝑄2)))

.−str co𝑀 𝑄1=

=(𝑀 .−str co𝑀 𝑄1)
.−(𝑀 .−(𝑄1+𝑄2))= (𝑀 .−𝑄1)

.−((𝑀 .−𝑄1)
.−𝑄2)= str co𝑀 .−𝑄1 𝑄2.

Здесь было дважды использовано свойство 7 геометрической разности множеств — анало-
гично доказательству п. 1) леммы 3. Используем теперь свойство 4 геометрической разности
множеств:

str co𝑀 (𝑄1+𝑄2)⊇(str co𝑀 (𝑄1+𝑄2))
.−str co𝑀 𝑄1+str co𝑀 𝑄1=str co𝑀 .−𝑄1 𝑄2+str co𝑀 𝑄1. (10)

Объединяя (9) и (10), получаем требуемое равенство (8). Лемма доказана.
Лемма 5. Пусть 𝑀 — выпуклое компактное множество в пространстве R𝑛, множе-

ство 𝑄∈R𝑛 такое, что 𝑀 .−𝜎0𝑄 ̸= ∅, 𝜎0> 0. Тогда

ℎ(str co𝑀 𝜎𝑄, 𝜎 lim str co𝑀 𝑄)= 𝑜(𝜎), 𝜎→+0.

Доказательство. Из определения предельной сильно выпуклой оболочки имеем

lim
𝜎→0

ℎ(lim str co𝑀 𝑄, 𝜎−1 str co𝑀 𝜎𝑄)= 0.

Воспользовавшись свойством расстояния Хаусдорфа [8, с. 35]

ℎ(𝛼𝐴,𝛼𝐵)⩽𝛼ℎ(𝐴,𝐵) для любого 𝛼> 0,

получаем, что

ℎ(str co𝑀 𝜎𝑄, 𝜎 lim str co𝑀 𝑄)⩽𝜎ℎ(𝜎−1 str co𝑀 𝜎𝑄, lim str co𝑀 𝑄)= 𝑜(𝜎).

Лемма доказана.
Теорема 3. Пусть для любого 𝜏 ∈ [0, 𝑡] множество 𝑀 .−(𝑡−𝜏)𝒬 является порождающим

и существует предельная 𝑀 -сильно выпуклая оболочка 𝒬̂𝑡(𝜏) = lim str co𝑀 .−(𝑡−𝜏)𝒬𝒬. Тогда
отображение 𝒬̂𝑡(𝜏) : [0, 𝑡]→ convR𝑛 полунепрерывно сверху и интегрируемо, а его интеграл
по указанному отрезку является выпуклым компактом.

Доказательство. Из лемм 1 и 2 следует, что для каждого фиксированного 𝜏 ∈ [0, 𝑡]
множество 𝒬̂𝑡(𝜏) является выпуклым компактом (как пересечение семейства выпуклых ком-
пактов).

По аналогии с леммой 1 введём следующее обозначение:

𝐺(𝜎, 𝜏)=𝜎−1 str co𝑀 .−(𝑡−𝜏)𝒬 𝜎𝒬.

Заметим, что так как множество 𝑀 .−(𝑡−𝜏)𝑄 порождающее, то для любого 𝑙∈R𝑛

𝜌(𝑙| str co𝑀 .−(𝑡−𝜏)𝒬 𝜎𝒬)= 𝜌(𝑙|𝑀 .−(𝑡−𝜏)𝒬)−𝜌(𝑙|(𝑀 .−(𝑡−𝜏)𝒬) .−𝜎𝒬)=

= 𝜌(𝑙|𝑀 .−(𝑡−𝜏)𝒬)−𝜌(𝑙|𝑀 .−(𝑡−𝜏+𝜎)𝒬).
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При любых фиксированных 𝜎 > 0, 𝜏, 𝜏+Δ𝜏 ∈ [0, 𝑡] справедлива оценка

ℎ(𝐺(𝜎, 𝜏+Δ𝜏), 𝐺(𝜎, 𝜏))⩽𝜎−1ℎ(str co𝑀 .−(𝑡−𝜏+Δ𝜏)𝒬 𝜎𝒬, str co𝑀 .−(𝑡−𝜏)𝒬 𝜎𝒬)=

=𝜎−1 sup
‖𝑙‖⩽1

|𝜌(𝑙| str co𝑀 .−(𝑡−𝜏+Δ𝜏)𝒬 𝜎𝒬)−𝜌(𝑙| str co𝑀 .−(𝑡−𝜏)𝒬 𝜎𝒬)|=

=𝜎−1 sup
‖𝑙‖⩽1

|𝜌(𝑙|𝑀 .−(𝑡−𝜏+Δ𝜏)𝒬)−𝜌(𝑙|𝑀 .−(𝑡−𝜏+Δ𝜏+𝜎)𝒬)−

−𝜌(𝑙|𝑀 .−(𝑡−𝜏)𝒬)+𝜌(𝑙|𝑀 .−(𝑡−𝜏+𝜎)𝒬)|⩽

⩽𝜎−1 sup
‖𝑙‖⩽1

|𝜌(𝑙|𝑀 .−(𝑡−𝜏+Δ𝜏)𝒬)−𝜌(𝑙|𝑀 .−(𝑡−𝜏)𝒬)|+

+𝜎−1 sup
‖𝑙‖⩽1

|𝜌(𝑙|𝑀 .−(𝑡−𝜏+𝜎)𝒬)−𝜌(𝑙|𝑀 .−(𝑡−𝜏+Δ𝜏+𝜎)𝒬)|=

=𝜎−1ℎ(𝑀 .−(𝑡−𝜏+Δ𝜏)𝒬,𝑀 .−(𝑡−𝜏)𝒬)+𝜎−1ℎ(𝑀 .−(𝑡−𝜏+𝜎)𝒬,𝑀 .−(𝑡−𝜏+Δ𝜏+𝜎)𝒬).

С учётом теоремы 4.4.4 из [8, с. 358] имеем

ℎ(𝑀 .−(𝑡−𝜏+Δ𝜏)𝒬,𝑀 .−(𝑡−𝜏)𝒬)⩽𝐿ℎ((𝑡−𝜏+Δ𝜏)𝒬, (𝑡−𝜏)𝒬)⩽ 𝐿̃|Δ𝜏 |,

ℎ(𝑀 .−(𝑡−𝜏+𝜎)𝒬,𝑀 .−(𝑡−𝜏+Δ𝜏+𝜎)𝒬)⩽𝐿ℎ((𝑡−𝜏+𝜎+Δ𝜏)𝒬, (𝑡−𝜏+𝜎)𝒬)⩽ 𝐿̃|Δ𝜏 |.

Здесь 𝐿=1+diam(𝑀)
(︀
min𝑡∈[𝑡0,𝑡1] 𝑟(𝑡)

)︀−1
>0, 𝐿̃=𝐿diam(𝒬), а функция 𝑟(𝑡) была определена в

сформулированном выше предположении. Объединяя полученные неравенства, получаем, что
многозначное отображение 𝐺(𝜎, 𝜏) непрерывно в смысле метрики Хаусдорфа (ℎ-непрерывно)
по переменной 𝜏 при любом фиксированном значении параметра 𝜎 > 0.

Из леммы 1 следует, что
𝒬̂𝑡(𝜏)=

⋂︁
𝜎∈(0,𝜎0)

𝐺(𝜎, 𝜏).

Так как 𝐺(𝜎, 𝜏) при любом фиксированном 𝜎 удовлетворяет условию Липшица по перемен-
ной 𝜏 с постоянной 2𝜎−1𝐿̃, то существует число 𝐶 > 0 такое, что

diam(𝒬̂(𝜏))⩽diam(𝐺(𝜎, 𝜏))⩽𝐶

для любого 𝜏 ∈ [0, 𝑡] и для некоторого фиксированного 𝜎 ∈ (0, 𝜎0). Используя теперь тео-
рему 2.3.4 из [11, с. 121–122] и следствие из неё, заключаем, что многозначное отображение
𝒬̂𝑡(𝜏) полунепрерывно сверху по 𝜏 , откуда следует его измеримость [11, с. 130]. Согласно
теореме 1 из [12, с. 60] многозначное отображение 𝒬̂𝑡(𝜏) интегрируемо на отрезке [0, 𝑡]. Более
того, из теоремы Ляпунова о векторных мерах [13] вытекает, что многозначный интеграл´ 𝑡
0 𝒬̂𝑡(𝜏) 𝑑𝜏 является выпуклым компактным множеством.

Поскольку дальнейшие построения существенно опираются на требование, чтобы рассмат-
риваемое множество 𝑀 было порождающим, то необходимо упомянуть следующий важный
результат относительно достаточно широкого класса таких множеств. Справедлива

Теорема 4 [8, с. 336–339]. В пространстве R2 любое непустое выпуклое замкнутое
множество является порождающим.

Следующая теорема позволяет перейти от задачи (2) с ограничением 𝑣(𝜏)∈𝒬 и множе-
ством разрешимости (4) к эквивалентному классу задач (см. теорему 6).
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Теорема 5. Пусть выполнены условия теоремы 3 для некоторого значения 𝑡 > 0, для
которого 𝑀 .− 𝑡𝒬 ≠ ∅. Тогда выполняется равенство

str co𝑀 𝑡𝒬=

𝑡ˆ

0

lim str co𝑀 .−𝜏𝒬𝒬 𝑑𝜏.

Доказательство. Разобьём отрезок [0, 𝑡] на 𝑁 частей с шагом дискретизации 𝜉= 𝑡/𝑁 .
Используя лемму 4, представим множество str co𝑀 𝑡𝒬 в виде суммы сильно выпуклых обо-
лочек:

str co𝑀 𝑡𝒬=str co𝑀 𝑁𝜉𝒬=str co𝑀 𝜉𝒬+str co𝑀 .−𝜉𝒬(𝑁−1)𝜉𝒬=

=str co𝑀 𝜉𝒬+str co𝑀 .−𝜉𝒬 𝜉𝒬+str co𝑀 .−2𝜉𝒬(𝑁−2)𝜉𝒬=

𝑁−1∑︁
𝑛=0

str co𝑀 .−𝑛𝜉𝒬 𝜉𝒬.

В последнем выражении перейдём к сумме предельных сильно выпуклых оболочек с по-
мощью леммы 5:

𝑁−1∑︁
𝑛=0

str co𝑀 .−𝑛𝜉𝒬 𝜉𝒬=

𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝜉 lim str co𝑀 .−𝑛𝜉𝒬𝒬+𝑜(𝑁𝜉) →
𝜉→0

𝑡ˆ

0

lim str co𝑀 .−𝜏𝒬𝒬𝑑𝜏.

Существование интеграла следует из теоремы 3. Теорема доказана.
Следствие 1. Пусть 𝑀 — компактное порождающее множество, 𝒬 — такое множе-

ство, что существует 𝑡> 0, для которого 𝑀 .− 𝑡𝒬 ≠ ∅. Тогда

𝑀 .− 𝑡𝒬=𝑀 .−
𝑡ˆ

0

lim str co𝑀 .−𝜏𝒬𝒬 𝑑𝜏.

Для опорных функций справедливо соотношение

𝜌(𝑙 |𝑀 .− 𝑡𝒬)= 𝜌(𝑙 |𝑀)−
𝑡ˆ

0

𝜌(𝑙 | lim str co𝑀 .−𝜏𝒬𝒬) 𝑑𝜏.

Доказательство. Используем теорему 5 и определение 𝑀 -сильно выпуклой оболочки:

𝑀 .−
𝑡ˆ

0

lim str co𝑀 .−𝜏𝒬𝒬 𝑑𝜏 =𝑀 .− str co𝑀 𝑡𝒬=𝑀 .−(𝑀 .−(𝑀 .− 𝑡𝒬)).

Выражение в правой части равно 𝑀 .− 𝑡𝒬 (свойство 6 геометрической разности множеств).
Так как множество 𝑀 порождающее, то (𝑀 .−𝑡𝒬)+str co𝑀 𝑡𝒬=𝑀 . Значит, для опорных

функций выполняется следующее равенство:

𝜌(𝑙 |𝑀)−𝜌(𝑙 | str co𝑀 𝑡𝒬)= 𝜌(𝑙 |𝑀 .− 𝑡𝒬),

причём по теореме 5

𝜌(𝑙 | str co𝑀 𝑡𝒬)=

𝑡ˆ

0

𝜌(𝑙 | lim str co𝑀 .−𝜏𝒬𝒬) 𝑑𝜏.
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Замечание 1. Результаты теоремы 5 и следствия 1 останутся справедливыми, если
заменить отрезок [0, 𝑡] на [𝑡, 𝑡1]. В этом случае

str co𝑀 (𝑡1− 𝑡)𝒬=

𝑡1ˆ

𝑡

lim str co𝑀 .−(𝑡1−𝜏)𝒬 𝑄𝑑𝜏,

𝑀 .−(𝑡1− 𝑡)𝒬=𝑀 .−
𝑡1ˆ

𝑡

lim str co𝑀 .−(𝑡1−𝜏)𝒬𝒬 𝑑𝜏,

𝜌
(︀
𝑙 |𝑀 .−(𝑡1− 𝑡)𝒬

)︀
= 𝜌(𝑙 |𝑀)−

𝑡1ˆ

𝑡

𝜌
(︀
𝑙 | lim str co𝑀 .−(𝑡1−𝜏)𝒬𝒬

)︀
𝑑𝜏.

Теорема 6. Пусть 𝑀 , 𝒬 — выпуклые компактные множества в R2. Предположим,
что на временно́м отрезке 𝜏 ∈ [𝑡, 𝑡1] определена предельная сильно выпуклая оболочка 𝒬̂𝑡1(𝜏).
Тогда множество разрешимости в момент времени 𝑡 может быть найдено по формуле

W[𝑡] =𝑀 .−
𝑡1ˆ

𝑡

lim str co𝑀 .−(𝑡1−𝜏)𝒬𝒬 𝑑𝜏.

Для опорной функции множества разрешимости верно следующее выражение:

𝜌(𝑙|W[𝑡]) = 𝜌(𝑙 |𝑀)−𝜌
(︂
𝑙

⃒⃒⃒⃒ 𝑡1ˆ

𝑡

lim str co𝑀 .−(𝑡1−𝜏)𝒬𝒬 𝑑𝜏

)︂
. (11)

Доказательство. Из теоремы 4 следует, что множество 𝑀 является порождающим.
Далее необходимо воспользоваться формулой (5), теоремой 5 и следствием 1 (замечанием 1).

Таким образом, для линейной системы (2) с ограничением 𝑣∈𝒬 выведен эквивалентный
класс задач с той же трубкой разрешимости W[𝑡], 𝑡∈ [𝑡0, 𝑡1]. При построении последней не
требуется прибегать к операции овыпукления геометрической разности множеств. Описаны
свойства множеств этого класса задач.

3. МОДИФИКАЦИЯ ЗАДАЧИ ДЛЯ СЛУЧАЯ ПОМЕХИ ИЗ МНОЖЕСТВА 𝒬(𝑡)

Пусть теперь множество 𝒬(𝑡), задающее поточечные ограничения для помехи 𝑣(𝑡), зависит
от 𝑡. Более того, будем предполагать, что при любом фиксированном векторе 𝑙∈R𝑛 опорная
функция 𝜌(𝑙|𝒬(𝑡)) липшицева по 𝑡 с некоторой константой 𝐿̂> 0, причём 𝐿̂ не зависит от 𝑙
и 𝑡∈ [𝑡0, 𝑡1]. Тогда

ℎ(𝒬(𝑡+Δ𝑡),𝒬(𝑡))⩽ 𝐿̂Δ𝑡,

многозначное отображение 𝒬(𝑡) интегрируемо на отрезке [𝑡0, 𝑡1] и

ℎ

(︂
𝜎𝒬(𝑡),

𝑡+𝜎ˆ

𝑡

𝒬(𝜏) 𝑑𝜏

)︂
⩽
𝐿̂𝜎2

2
=𝑂(𝜎2).

Используя теорему 4.4.4 из [8, с. 358] и предположение, получаем следующую оценку:

ℎ

(︂
str co𝑀

𝑡+𝜎ˆ

𝑡

𝒬(𝜏) 𝑑𝜏, 𝜎−1 str co𝑀 𝜎𝒬(𝑡)

)︂
⩽𝐿ℎ

(︂ 𝑡+𝜎ˆ

𝑡

𝒬(𝜏) 𝑑𝜏, 𝜎𝒬(𝑡)

)︂
=𝑂(𝜎2), (12)

где постоянная 𝐿> 0 та же, что была ранее введена при доказательстве теоремы 3.
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Теорема 7. Предположим, что для любого 𝜏 ∈ [0, 𝑡] множество 𝑀 .−
´ 𝑡
𝜏 𝒬(𝑠) 𝑑𝑠 является

порождающим и существует предельная 𝑀 -сильно выпуклая оболочка

𝒬̂𝑡(𝜏)= lim str co𝑀 .−
´ 𝑡
𝜏 𝒬(𝑠) 𝑑𝑠𝒬(𝜏).

Тогда отображение 𝒬̂𝑡(𝜏) : [0, 𝑡]→ convR𝑛 является полунепрерывным сверху, интегрируе-
мым, а его интеграл по указанному отрезку будет выпуклым компактом.

Доказательство. Как и в теореме 3, получаем, что для каждого фиксированного 𝜏 ∈ [0, 𝑡]
множество 𝒬̂𝑡(𝜏) является выпуклым компактом. Введём следующее обозначение:

𝐺(𝜎, 𝜏)=𝜎−1 str co𝑀 .−
´ 𝑡
𝜏 𝒬(𝑠) 𝑑𝑠 𝜎𝒬(𝜏).

Так как множество 𝑀 .−
´ 𝑡
𝜏 𝒬(𝑠) 𝑑𝑠 является порождающим, то для любого 𝑙∈R𝑛

𝜌(𝑙| str co𝑀 .−
´ 𝑡
𝜏 𝒬(𝑠) 𝑑𝑠 𝜎𝒬(𝜏))= 𝜌

(︂
𝑙

⃒⃒⃒⃒
𝑀 .−

𝑡ˆ

𝜏

𝒬(𝑠) 𝑑𝑠

)︂
−𝜌

(︂
𝑙

⃒⃒⃒⃒
𝑀 .−

(︂ 𝑡ˆ

𝜏

𝒬(𝑠) 𝑑𝑠+𝜎𝒬(𝜏)

)︂)︂
.

При любых фиксированных 𝜎 > 0, 𝜏, 𝜏+Δ𝜏 ∈ [0, 𝑡] справедлива оценка

ℎ(𝐺(𝜎, 𝜏+Δ𝜏), 𝐺(𝜎, 𝜏))⩽𝜎−1ℎ
(︁
str co𝑀 .−

´ 𝑡
𝜏+Δ𝜏 𝒬(𝑠) 𝑑𝑠 𝜎𝒬(𝜏+Δ𝜏), str co𝑀 .−

´ 𝑡
𝜏 𝒬(𝑠) 𝑑𝑠 𝜎𝒬(𝜏)

)︁
=

=𝜎−1 sup
‖𝑙‖⩽1

⃒⃒⃒
𝜌
(︁
𝑙
⃒⃒⃒
str co𝑀 .−

´ 𝑡
𝜏+Δ𝜏 𝒬(𝑠)𝑑𝑠 𝜎𝒬(𝜏+Δ𝜏)

)︁
−𝜌

(︁
𝑙
⃒⃒⃒
str co𝑀 .−

´ 𝑡
𝜏 𝒬(𝑠) 𝑑𝑠 𝜎𝒬(𝜏)

)︁⃒⃒⃒
=

=𝜎−1 sup
‖𝑙‖⩽1

⃒⃒⃒⃒
𝜌

(︂
𝑙

⃒⃒⃒⃒
𝑀 .−

𝑡ˆ

𝜏+Δ𝜏

𝒬(𝑠) 𝑑𝑠

)︂
−𝜌

(︂
𝑙

⃒⃒⃒⃒
𝑀 .−

(︂ 𝑡ˆ

𝜏+Δ𝜏

𝜏𝒬(𝑠) 𝑑𝑠+𝜎𝒬(𝜏+Δ𝜏)

)︂)︂
−

−𝜌
(︂
𝑙

⃒⃒⃒⃒
𝑀 .−

𝑡ˆ

𝜏

𝒬(𝑠) 𝑑𝑠

)︂
+𝜌

(︂
𝑙

⃒⃒⃒⃒
𝑀 .−

(︂ 𝑡ˆ

𝜏

𝒬(𝑠) 𝑑𝑠+𝜎𝒬(𝜏)

)︂)︂⃒⃒⃒⃒
⩽

⩽𝜎−1ℎ

(︂
𝑀 .−

𝑡ˆ

𝜏+Δ𝜏

𝒬(𝑠) 𝑑𝑠,𝑀 .−
𝑡ˆ

𝜏

𝒬(𝑠) 𝑑𝑠

)︂
+

+𝜎−1ℎ

(︂
𝑀 .−

(︂ 𝑡ˆ

𝜏+Δ𝜏

𝒬(𝑠) 𝑑𝑠+𝜎𝒬(𝜏+Δ𝜏)

)︂
,𝑀 .−

(︂ 𝑡ˆ

𝜏

𝒬(𝑠) 𝑑𝑠+𝜎𝒬(𝜏)

)︂)︂
⩽

⩽𝜎−1𝐿ℎ

(︂ 𝑡ˆ

𝜏+Δ𝜏

𝒬(𝑠) 𝑑𝑠,

𝑡ˆ

𝜏

𝒬(𝑠) 𝑑𝑠

)︂
+𝜎−1𝐿ℎ

(︂ 𝑡ˆ

𝜏+Δ𝜏

𝒬(𝑠) 𝑑𝑠+𝜎𝒬(𝜏+Δ𝜏),

𝑡ˆ

𝜏

𝒬(𝑠) 𝑑𝑠+𝜎𝒬(𝜏)

)︂
⩽

⩽ 2𝜎−1𝐿̃Δ𝜏+𝐿𝐿̂Δ𝜏.

Здесь 𝐿̃=𝐿max𝜏∈[0,𝑡] diam(𝒬(𝜏)), а постоянная 𝐿 была определена в доказательстве теоре-
мы 3. Таким образом удалось доказать, что функция 𝐺(𝜎, 𝜏) удовлетворяет условию Липшица
по переменной 𝜏 с константой 2𝜎−1𝐿̃+𝐿𝐿̂. Дальнейшее доказательство теоремы полностью
совпадает с доказательством теоремы 3.

Теорема 8. Пусть выполнены условия теоремы 7 для некоторого значения 𝑡 > 0, для
которого 𝑀 .−

´ 𝑡
0 𝒬(𝑠)𝑑𝑠 ̸= ∅. Тогда

str co𝑀

𝑡ˆ

0

𝒬(𝜏)𝑑𝜏 =

𝑡ˆ

0

lim str co𝑀 .−
´ 𝑡
𝜁 𝒬(𝜏) 𝑑𝜏 𝒬(𝜁) 𝑑𝜁.
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Доказательство. Разобьём отрезок [0, 𝑡] на 𝑁 частей длины 𝜉 = 𝑡/𝑁 . Аналогично до-
казательству теоремы 5, воспользовавшись леммами 4 и 5, а также оценкой (12), получим
соотношение

str co𝑀

𝑡ˆ

0

𝒬(𝜏)𝑑𝜏 =str co𝑀

𝑡ˆ

𝑡−𝜉

𝒬(𝜏) 𝑑𝜏+str co𝑀 .−
´ 𝑡
𝑡−𝜉 𝒬(𝜏) 𝑑𝜏

𝑡−𝜉ˆ

0

𝒬(𝜏) 𝑑𝜏 =

=str co𝑀

𝑡ˆ

𝑡−𝜉

𝒬(𝜏) 𝑑𝜏+str co𝑀 .−
´ 𝑡
𝑡−𝜉 𝒬(𝜏) 𝑑𝜏

𝑡−𝜉ˆ

𝑡−2𝜉

𝒬(𝜏) 𝑑𝜏+str co𝑀 .−
´ 𝑡
𝑡−2𝜉 𝒬(𝜏) 𝑑𝜏

𝑡−2𝜉ˆ

𝑡−3𝜉

𝒬(𝜏) 𝑑𝜏+ . . .

. . .+str co𝑀 .−
´ 𝑡
𝑡−(𝑁−1)𝜉 𝒬(𝜏) 𝑑𝜏

𝑡−(𝑁−1)𝜉ˆ

𝑡−𝑁𝜉

𝒬(𝜏) 𝑑𝜏 =
𝑁−1∑︁
𝑛=0

str co𝑀 .−
´ 𝑡
𝑡−𝑛𝜉 𝒬(𝜏) 𝑑𝜏

𝑡−𝑛𝜉ˆ

𝑡−(𝑛+1)𝜉

𝒬(𝜏) 𝑑𝜏 =

=
𝑁−1∑︁
𝑛=0

str co𝑀 .−
´ 𝑡
𝑡−𝑛𝜉 𝒬(𝜏) 𝑑𝜏 (𝜉𝒬(𝑡−(𝑛+1)𝜉)+𝑂(𝜉2))=

=
𝑁−1∑︁
𝑛=0

𝜉 lim str co𝑀 .−
´ 𝑡
𝑡−𝑛𝜉 𝒬(𝜏) 𝑑𝜏 (𝒬(𝑡−(𝑛+1)𝜉)+𝑂(𝜉))+𝑜(𝑁𝜉) →

𝜉→0

→
𝜉→0

𝑡ˆ

0

lim str co𝑀 .−
´ 𝑡
𝑡−𝑠 𝒬(𝜏) 𝑑𝜏 𝒬(𝑡−𝑠) 𝑑𝑠=

𝑡ˆ

0

lim str co𝑀 .−
´ 𝑡
𝜁 𝒬(𝜏) 𝑑𝜏 𝒬(𝜁) 𝑑𝜁.

Теорема доказана.
Следствие 2. Пусть 𝑀 — компактное порождающее множество, 𝒬(𝜏) — многозначное

отображение со значениями во множестве выпуклых компактов, опорная функция 𝜌(𝑙|𝒬(𝜏))
которого липшицева по 𝜏 . При условии непустоты геометрической разности 𝑀 и интеграла
от отображения на временно́м отрезке [0, 𝑡] справедливо соотношение

𝑀 .−
𝑡ˆ

0

𝒬(𝜏) 𝑑𝜏 =𝑀 .−
𝑡ˆ

0

lim str co𝑀 .−
´ 𝑡
𝜁 𝒬(𝜏) 𝑑𝜏 𝒬(𝜁) 𝑑𝜁.

Для опорных функций верно равенство

𝜌

(︂
𝑙

⃒⃒⃒⃒
𝑀 .−

𝑡ˆ

0

𝒬(𝜏)𝑑𝜏

)︂
= 𝜌(𝑙 |𝑀)−

𝑡ˆ

0

𝜌
(︁
𝑙
⃒⃒⃒
lim str co𝑀 .−

´ 𝑡
𝜁 𝒬(𝜏) 𝑑𝜏 𝒬(𝜁)

)︁
𝑑𝜁.

Доказательство аналогично доказательству следствия 1 к теореме 5.
Замечание 2. Результаты теоремы 8 и следствия 2 останутся справедливыми, если

заменить отрезок [0, 𝑡] на [𝑡, 𝑡1]. В этом случае

str co𝑀

𝑡1ˆ

𝑡

𝒬(𝜏) 𝑑𝜏 =

𝑡1ˆ

𝑡

lim str co𝑀 .−
´ 𝑡1
𝑠 𝒬(𝜏) 𝑑𝜏 𝒬(𝑠) 𝑑𝑠,

𝑀 .−
𝑡1ˆ

𝑡

𝒬(𝜏) 𝑑𝜏 =𝑀 .−
𝑡1ˆ

𝑡

lim str co𝑀 .−
´ 𝑡1
𝑠 𝒬(𝜏) 𝑑𝜏 𝒬(𝑠) 𝑑𝑠,

𝜌

(︂
𝑙

⃒⃒⃒⃒
𝑀 .−

𝑡1ˆ

𝑡

𝒬(𝜏) 𝑑𝜏

)︂
= 𝜌(𝑙 |𝑀)−

𝑡1ˆ

𝑡

𝜌
(︁
𝑙
⃒⃒⃒
lim str co𝑀 .−

´ 𝑡1
𝑠 𝒬(𝜏) 𝑑𝜏 𝒬(𝑠)

)︁
𝑑𝑠.
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Теорема 9. Для линейной системы с неопределённостью (2) и ограничением (3) мно-
жество разрешимости W[𝑡] может быть найдено из соотношения

W[𝑡] =𝑀 .−
𝑡1ˆ

𝑡

lim str co𝑀 .−
´ 𝑡1
𝑠 𝒬(𝜏) 𝑑𝜏 𝒬(𝑠) 𝑑𝑠.

Для опорной функции этого множества верно следующее выражение:

𝜌(𝑙 |W[𝑡]) = 𝜌(𝑙 |𝑀)−
𝑡1ˆ

𝑡

𝜌
(︁
𝑙
⃒⃒⃒
lim str co𝑀 .−

´ 𝑡1
𝑠 𝒬(𝜏) 𝑑𝜏 𝒬(𝑠)

)︁
𝑑𝑠. (13)

Доказательство следует из теоремы 8 и следствия 2.

4. УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ФУНКЦИИ ЦЕНЫ В МОДИФИЦИРОВАННОЙ ЗАДАЧЕ

Для системы (2) с ограничением (3) рассмотрим следующую функцию цены:

𝒱(𝑡, 𝑥)= max
𝑣∈𝒬̂𝑡1 (·)

𝑑(𝑥(𝑡1),𝑀).

Здесь 𝑑(𝑥(𝑡1),𝑀) — евклидово расстояние до целевого множества в момент времени 𝑡1, и в
каждый момент времени 𝜏 ∈ [𝑡, 𝑡1] 𝑣(𝜏)∈ 𝒬̂𝑡1(𝜏). Тогда

𝑑(𝑥,𝑀)= max
‖𝑙‖⩽1

{⟨𝑙, 𝑥⟩−𝜌(𝑙|𝑀)},

и, использовав выражение для положения системы в момент времени 𝑡, имеем

𝒱(𝑡, 𝑥)= max
𝑣∈𝒬̂𝑡1 (·)

max
‖𝑙‖⩽1

{︂⟨
𝑙, 𝑥+

𝑡1ˆ

𝑡

𝑣(𝜏) 𝑑𝜏

⟩
−𝜌(𝑙|𝑀)

}︂
.

Проводя максимизацию по помехе из расширенного множества 𝒬̂𝑡1(·), получаем

𝒱(𝑡, 𝑥)= max
‖𝑙‖⩽1

{︂
⟨𝑙, 𝑥⟩+

𝑡1ˆ

𝑡

𝜌(𝑙 | 𝒬̂𝑡1(𝜏)) 𝑑𝜏−𝜌(𝑙 |𝑀)

}︂
=

=max
‖𝑙‖⩽1

{︂
⟨𝑙, 𝑥⟩−

(︂
𝜌(𝑙 |𝑀)−

𝑡1ˆ

𝑡

𝜌(𝑙 | 𝒬̂𝑡1(𝜏)) 𝑑𝜏

)︂}︂
=

=max
‖𝑙‖⩽1

{︂
⟨𝑙, 𝑥⟩−𝜌

(︂
𝑙

⃒⃒⃒⃒
𝑀 .−

𝑡1ˆ

𝑡

𝒬̂𝑡1(𝜏) 𝑑𝜏

)︂}︂
= 𝑑

(︂
𝑥,𝑀 .−

𝑡1ˆ

𝑡

𝒬̂𝑡1(𝜏) 𝑑𝜏

)︂
= 𝑑(𝑥,W[𝑡]).

Переход от разности опорных функций целевого множества и интеграла от множества
𝒬̂𝑡1(𝜏) к опорной функции геометрической разности множеств выполняется в силу (11), (13).
Получаем, что при замене в исходной задаче множества 𝒬(𝑡) на 𝒬̂𝑡1(𝑡) функция цены равна
расстоянию до множества разрешимости в момент времени 𝑡.

Следующая теорема даёт уравнение Гамильтона–Якоби–Беллмана с помехой (7), которому
удовлетворяет функция расстояния до множества разрешимости.
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Теорема 10. Для линейно выпуклой задачи с неопределённостью (2), 𝜏 ∈ [𝑡, 𝑡1], ограниче-
нием 𝑣(𝜏)∈𝒬̂𝑡1(𝜏) (𝒬̂𝑡1(𝜏) — непустое компактное множество) в случае R2 функция цены

𝑉 (𝑡, 𝑥)= 𝑑(𝑥,W[𝑡])

в точках дифференцируемости является решением уравнения

𝜕𝑉

𝜕𝑡
(𝜏, 𝑥)+ max

𝑣∈𝒬̂𝑡1 (𝜏)

⟨
𝜕𝑉

𝜕𝑥
(𝜏, 𝑥), 𝑣

⟩
=0, 𝜏 ∈ [𝑡, 𝑡1],

с краевым условием 𝑉 (𝑡1, 𝑥)= 𝑑(𝑥,𝑀).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Построена модификация задачи разрешимости для линейной системы с неопределённо-
стью, для которой не требуется вычислительно сложная операция овыпукления геометри-
ческой разности. Изучен случай фазового пространства R2. Найдены условия, при которых
переход к указанной модификации возможен. Выведено уравнение типа Гамильтона–Якоби–
Беллмана, которому удовлетворяет расстояние до множества разрешимости. В дальнейших
исследованиях предполагается рассмотрение задачи с ненулевым управлением, а также обоб-
щение полученных результатов на случай фазового пространства R𝑛 при 𝑛> 2.
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