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АНАЛИЗ МНОГОТОЧЕЧНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ
ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО МАТРИЧНОГО
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

c© 2023 г. А. Н. Бондарев, В. Н. Лаптинский

Для нелинейного дифференциального матричного уравнения с помощью конструктивного
метода регуляризации по линейной части уравнения с использованием соответствующих
фундаментальных матриц исследована многоточечная краевая задача. По исходным дан-
ным задачи получены достаточные условия её однозначной разрешимости. Предложены
итерационные алгоритмы построения решения, содержащие сравнительно простые вычис-
лительные процедуры. Даны эффективные оценки, характеризующие скорость сходимости
итерационной последовательности к решению, а также оценки области локализации реше-
ния.

DOI: 10.31857/S0374064123120014, EDN: NUPTOT

Рассмотрим многоточечную краевую задачу для дифференциального матричного уравне-
ния

dX

dt
= A(t)X +XB(t) + F (t,X), X ∈ R

n×n, t ∈ I, (1)

с условием
k∑

i=1

MiX(ti) = 0, 0 = t1 < t2 < . . . < tk = ω, (2)

где A,B ∈ C(I,Rn×n), I = [0, ω]; F ∈ C(Dρ̃,R
n×n), Dρ̃ = {(t,X) : t ∈ I, ‖X‖ < ρ̃}; ω > 0,

0 < ρ̃ � ∞, Mi – вещественные постоянные n × n-матрицы. Предполагаем, что нелинейная
функция F (t,X) удовлетворяет в области Dρ̃ условию Липшица относительно X (локально)
и что F (t, 0) �≡ 0.
Задача (1), (2) изучается на основе применения метода регуляризации [1, с. 70] в смысле

[2, с. 156], при этом используются регуляризаторы различных типов (односторонний и двусто-
ронний), конструируемые по линейной части уравнения. В рассмотренных случаях получены
достаточные условия однозначной разрешимости задачи и алгоритмы построения решения, ос-
нованные на вычислительной схеме классического метода последовательных приближений [3,
с. 605]. Качественными методами эта задача исследовалась в статье [4]. С периодическими
краевыми условиями на основе метода регуляризации она рассматривалась в [5]. Настоящая
статья является обобщением и развитием работ [6, 7].
Задачу (1), (2) будем исследовать в конечномерной банаховой алгебре B(n) непрерывных

матричнозначных функций I → R
n×n с нормой ‖X‖C = max

t∈I
‖X(t)‖. Сначала применим

левостороннюю регуляризацию [1, гл. 1]. При этом для получения соответствующего экви-
валентного интегрального уравнения воспользуемся расщеплением (декомпозицией) матрицы
A(t) в виде

A(t) = A1(t) +A2(t), (3)

где матрица A1(t) выбирается специальным образом, например, согласно [1, гл. 1]. Доста-
точно эффективным является представление матрицы A(t) = (aij)

n
i,j=1, в котором в качестве

матрицы A1(t) используется диагональная часть матрицы A(t), т.е.

A1(t) = diag [a11(t), a22(t), . . . , ann(t)].

1591
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Возможны и другие способы расщепления матрицы A(t) [1, гл. 1, 5], в том числе и три-
виальные: A1(t) ≡ 0 и A1(t) ≡ A(t) (тогда соответственно A2(t) ≡ A(t) и A2(t) ≡ 0). При
выборе декомпозиции матриц целесообразно руководствоваться скоростью сходимости соот-
ветствующих алгоритмов.
Рассмотрим линейную дифференциальную систему

dU

dt
= A1(t)U, t ∈ I, (4)

и примем следующие обозначения: U(t) – какая-либо фундаментальная матрица системы (4),

Ui=U(ti), i=1, k, Dρ={(t,X) : t∈I, ‖X‖ � ρ}, H=

k∑

i=1

MiUi, γ=‖H−1‖, mi=‖Mi‖,

ui = ‖Ui‖, λ1 = max
t∈I

‖U(t)‖, λ2 = max
t∈I

‖U−1(t)‖, α2 = max
t∈I

‖A2(t)‖, β = max
t∈I

‖B(t)‖,

h = max
t∈I

‖F (t, 0)‖, q = q(ρ) = γλ1λ2(α2 + β + L)ω

k∑

i=1

miui, N = γλ1λ2hω

k∑

i=1

miui,

где 0 < ρ < ρ̃, ‖ · ‖ – некоторая фиксированная норма в B(n), например, любая из норм,
приведённых в книге [8, с. 21], L = L(ρ) – постоянная Липшица относительно X функции
F (t,X) для области Dρ.

Теорема 1. Если выполнены условия

detH �= 0, (5)

q < 1 и N � ρ(1− q), (6)

то задача (1), (2) однозначно разрешима в области Dρ. Её решение X(t) представимо в виде
предела равномерно сходящейся на отрезке I последовательности {Xp(t)}∞p=0 матричных
функций, определяемых рекуррентным интегральным соотношением

Xp(t) = U(t)H−1
k∑

i=1

MiUi

t∫

ti

U−1(τ)[A2(τ)Xp−1(τ) +Xp−1(τ)B(τ) + F (τ,Xp−1(τ))] dτ, (7)

где p ∈ N, а в качестве X0(t) может быть выбрана любая непрерывная функция; при этом
для решения справедлива оценка

‖X‖C � N

1− q
. (8)

Кроме того, каждая из функций Xp(t), p ∈ N, определяемая соотношением (7), удовле-
творяет краевому условию (2), т.е. условию

k∑

i=1

MiXp(ti) = 0, p ∈ N. (9)

Доказательство. С помощью регуляризатора типа [1, с. 70] на основании (3), (4) покажем
сначала, что задача (1), (2) при выполнении условия (5) равносильна интегральному урав-
нению

X(t) = U(t)H−1
k∑

i=1

MiUi

t∫

ti

U−1(τ)[A2(τ)X(τ) +X(τ)B(τ) + F (τ,X(τ))] dτ. (10)

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 12 2023
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Для упрощения записи в дальнейшем функцию A2(τ)X(τ)+X(τ)B(τ)+F (τ,X(τ)), стоя-
щую в квадратных скобках в правой части уравнения (10), обозначим через G(τ,X(τ)). Рас-
сматривая уравнение (1) как уравнение (4) с возмущением G(t,X), в силу формулы Лагранжа
вариации произвольных постоянных получим представление

X(t) = U(t)

[
U−1(t1)X(t1) +

t∫

t1

U−1(s)G(s,X(s)) ds

]
, t ∈ I. (11)

Подставим в это тождество ti вместо t и умножим затем его слева на матрицу Mi. Тогда,
просуммировав полученные равенства по i от 1 до k, будем иметь

k∑

i=1

MiX(ti) =
k∑

i=1

MiUiU
−1(t1)X(t1) +

k∑

i=1

MiUi

ti∫

t1

U−1(s)G(s,X(s)) ds.

В силу краевого условия (2) левая часть этого равенства равна нулю, поэтому, умножив его
слева на H−1, получим

U−1(t1)X(t1) = −H−1
k∑

i=1

MiUi

ti∫

t1

U−1(s)G(s,X(s)) ds. (12)

Заменив в равенстве (11) первое слагаемое в квадратных скобках согласно (12) и учитывая
определение матрицы H, приходим к тождеству

X(t) = U(t)

[
−H−1

k∑

i=1

MiUi

ti∫

t1

U−1(s)G(s,X(s)) ds +H−1
k∑

i=1

MiUi

t∫

t1

U−1(s)G(s,X(s)) ds

]
=

= U(t)H−1
k∑

i=1

MiUi

t∫

ti

U−1(s)G(s,X(s)) ds.

Итак, если дифференцируемая функция X(t) удовлетворяет уравнению (1) и краевому усло-
вию (2), то она удовлетворяет и интегральному уравнению (10).
Установим обратное: всякое дифференцируемое решение интегрального уравнения (10) яв-

ляется решением задачи (1), (2). Для этого сначала, продифференцировав обе части уравнения
(10), получим равенство

dX(t)

dt
= A1(t)X(t) + U(t)H−1

k∑

i=1

MiUiU
−1(t)G(t,X(t)) = A1(t)X(t) +G(t,X(t)),

которое, поменяв переменную t на τ, запишем в виде

G(τ,X(τ)) =
dX(τ)

dτ
−A1(τ)X(τ). (13)

Заменив теперь в уравнении (10) выражение в квадратных скобках равной ему правой частью
равенства (13), будем иметь

X(t) = U(t)H−1
k∑

i=1

MiUi

t∫

ti

U−1(τ)[dX(τ) −A1(τ)X(τ) dτ ],

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 12 2023
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т.е.

X(t) = U(t)H−1
k∑

i=1

MiUi

t∫

ti

U−1(τ)dX(τ) − U(t)H−1
k∑

i=1

MiUi

t∫

ti

U−1(τ)A1(τ)X(τ) dτ. (14)

Выполнив в первой сумме в (14) интегрирование по частям, получим последовательно

X(t) = U(t)H−1
k∑

i=1

MiUi

[
U−1(τ)X(τ)|tti +

t∫

ti

U−1(τ)A1(τ)X(τ) dτ

]
−

− U(t)H−1
k∑

i=1

MiUi

t∫

ti

U−1(τ)A1(τ)X(τ) dτ =

= U(t)H−1
k∑

i=1

MiUi

[
U−1(τ)X(t) − U−1(ti)X(ti) +

t∫

ti

U−1(τ)A1(τ)X(τ) dτ

]
−

− U(t)H−1
k∑

i=1

MiUi

t∫

ti

U−1(τ)A1(τ)X(τ) dτ =

= U(t)H−1
k∑

i=1

MiUi[U
−1(t)X(t) − U−1(ti)X(ti)] = X(t) + U(t)H−1

k∑

i=1

MiX(ti).

Отсюда имеем соотношение

U(t)H−1
k∑

i=1

MiX(ti) = 0,

а значит, и краевое условие (9).
Запишем уравнение (10) в операторном виде

X = L(X), (15)

где L – оператор, определяемый правой частью (10). Этот оператор действует из C(I,Rn×n) в
C1(I,Rn×n). Рассмотрим его на шаре D̃ρ = {X(t) : ‖X‖C � ρ} и установим, что из условий (6)
следует выполнение принципа сжимающих отображений Каччопполи–Банаха (см., например,
[3, с. 605]).
Сначала установим, что L(X) ∈ D̃ρ, если X ∈ D̃ρ. Выполнив соответствующие оценки,

получим

‖L(X)‖ � ‖U(t)‖‖H−1‖
k∑

i=1

‖Mi‖‖Ui‖
∣∣∣∣

t∫

ti

‖U−1(τ)‖[‖A2(τ)‖‖X(τ)‖ + ‖X(τ)‖‖B(τ)‖ +

+ ‖F (τ,X(τ)) − F (τ, 0)‖ + ‖F (τ, 0)‖] dτ
∣∣∣∣ � γλ1λ2[(α2 + β + L)ρ+ h]ω

k∑

i=1

miui = qρ+N.

На основании условий (6) справедлива оценка

‖L(X)‖C � ρ. (16)
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Далее из (15) для любых X̃ ∈ D̃ρ и
˜̃X ∈ D̃ρ имеем

‖L(X̃)− L( ˜̃X)‖ � ‖U(t)‖‖H−1‖
k∑

i=1

‖Mi‖‖Ui‖
ω∫

0

‖U−1(τ)‖[(‖A2(τ)‖+ ‖B(τ)‖)‖X̃(τ)− ˜̃X(τ)‖ +

+ ‖F (τ, X̃(τ))− F (τ, ˜̃X(τ))‖] dτ � γλ1λ2(α2 + β + L)ω

k∑

i=1

miui‖X̃ − ˜̃X‖C = q‖X̃ − ˜̃X‖C ,

т.е.
‖L(X̃)− L( ˜̃X)‖C � q‖X̃ − ˜̃X‖C . (17)

Таким образом, на шаре D̃ρ при выполнении условий (6) справедливы неравенства (16) и
(17), означающие, что к уравнению (15) применим принцип сжимающих отображений. На ос-
новании этого заключаем, что решение X = X(t) данного уравнения на шаре D̃ρ существует
и единственно. Другими словами, задача (1), (2) однозначно разрешима в области Dρ; при
этом на основании (5), (6) справедлива оценка (8).
Решение уравнения (10) будем строить с помощью классического метода последовательных

приближений [3, с. 605] в виде (7). В качестве начального приближения принимаем произволь-
ную функцию X0(t) ∈ C(I,Rn×n). Очевидно, алгоритм (7) определяет последовательность
{Xp(t)}∞p=0 ⊂ C(I,Rn×n), при этом {Xp(t)}∞p=1 ⊂ C1(I,Rn×n).

Доказательство того, что функции X1(t), X2(t), . . . удовлетворяют краевому условию (9)
аналогично доказательству эквивалентности интегрального уравнения (10) задаче (1), (2).
Изучим вопрос сходимости этой последовательности. Следуя известному приёму, этот во-

прос заменим эквивалентным вопросом о сходимости ряда

X0(t) + (X1(t)−X0(t)) + . . .+ (Xp(t)−Xp−1(t)) + . . . (18)

Докажем равномерную по t ∈ I сходимость ряда (18). Для этого построим сходящийся чис-
ловой ряд, который мажорирует на отрезке I матричный функциональный ряд (18).
Из (7) имеем

Xp+1(t)−Xp(t) = L(Xp)− L(Xp−1), p ∈ N, (19)

где, согласно определению оператора L,

L(Y ) = U(t)H−1
k∑

i=1

MiUi

t∫

ti

U−1(τ)[A2(τ)Y (τ) + Y (τ)B(τ) + F (τ, Y (τ))] dτ.

Выполнив оценки по норме в (19) и использовав соотношение (17), получим

‖Xp+1 −Xp‖C � q‖Xp −Xp−1‖C , p ∈ N,

откуда следует окончательная оценка

‖Xp −Xp−1‖C � qp‖X1 −X0‖C , p ∈ N, (20)

при этом ‖X1 −X0‖C = ‖L(X0)−X0‖C .
Используя (20), несложно доказать, что последовательность {Xr}∞r=0 сходится равномерно

по t ∈ I к решению уравнения (10), при этом справедливо неравенство

‖X −Xr‖C � qr

1− q
‖X1 −X0‖C , r ∈ N

⋃
{0}. (21)

Вследствие (20), (21) имеем оценку области локализации решения X(t), определяемую
согласно алгоритму (7):

‖X‖C � ‖X0‖C +
‖X1 −X0‖C

1− q
. (22)
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Покажем, что из (22) при X0(t) ≡ 0 следует оценка (8), при этом ‖X1 −X0‖C = ‖X1‖C =
= ‖L(0)‖C . Так как

‖L(0)‖ � ‖U(t)‖‖H−1‖
k∑

i=1

‖Mi‖‖Ui‖
ω∫

0

‖U−1(τ)F (τ, 0)‖ dτ � γλ1λ2ωh
k∑

i=1

miui = N,

то неравенство (22) влечёт за собой оценку (8). Теорема доказана.
Далее проведём аналогичный анализ на основе правосторонней регуляризации задачи (1),

(2), используя расщепление матрицы B(t) в виде

B(t) = B1(t) +B2(t),

где матрицы B1(t), B2(t) выбираются указанными выше способами.
Наряду с принятыми выше обозначениями, будем использовать также следующие: V (t) –

фундаментальная матрица линейного дифференциального уравнения

dV

dt
= V B1(t), t ∈ I,

Vi = V (ti), vi = ‖Vi‖, α = max
t∈I

‖A(t)‖, β2 = max
t∈I

‖B2(t)‖,

μ1 = max
t∈I

‖V (t)‖, μ2 = max
t∈I

‖V −1(t)‖,

Φ – линейный оператор, задаваемый равенством ΦY ≡
∑k

i=1 MiY Vi (см. [4]) и

γ̃ = ‖Φ−1‖, q̃ = q̃(ρ) = γ̃μ1μ2(α+ β2 + L)ω
k∑

i=1

mivi, Ñ = γ̃μ1μ2hω
k∑

i=1

mivi.

Теорема 2. Если оператор Φ однозначно обратим и выполнены условия q̃ < 1, Ñ � ρ(1−
− q̃), то задача (1), (2) однозначно разрешима в области Dρ. Её решение X(t) представимо
в виде предела равномерно сходящейся на отрезке I последовательности {Xp(t)}∞p=0 мат-
ричных функций, определяемых рекуррентным интегральным соотношением

Xp(t)=

(
Φ−1

{ k∑

i=1

Mi

t∫

ti

[A(τ)Xp−1(τ) +Xp−1(τ)B2(τ) +F (τ,Xp−1(τ))]V
−1(τ) dτVi

})
V (t), (23)

где p ∈ N, а в качестве X0(t) может быть выбрана любая непрерывная функция; при этом
для решения справедлива оценка

‖X‖C � Ñ

1− q̃
.

Кроме того, каждая из функций Xp(t), p ∈ N, определяемая соотношением (23), удовле-
творяет краевому условию (9).
Для доказательства теоремы 2 достаточно воспользоваться регуляризатором типа [1, с. 70]

при получении эквивалентной интегральной задачи

X(t) =

(
Φ−1

{ k∑

i=1

Mi

t∫

ti

[A(τ)X(τ) +X(τ)B2(τ) + F (τ,X(τ))]V −1(τ) dτVi

})
V (t), (24)

а затем выполнить соответствующие выкладки в рамках применения принципа сжимающих
отображений. Выкладки, связанные с обоснованием сходимости и скорости сходимости алго-
ритма (23), проводятся аналогично.
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В работе [4] задача (1), (2) рассмотрена качественными методами с использованием фун-
даментальных матриц, определяемых слагаемыми линейной части уравнения (1).
Метод регуляризации [1, с. 70] позволяет выполнить более эффективный анализ задачи

(1), (2) на основе двойного расщепления коэффициентов уравнения (1), а именно:

A(t) = A1(t) +A2(t), B(t) = B1(t) +B2(t),

где матрицы Ai(t) и Bi(t) (i = 1, 2) выбираются описанными выше способами.
Наряду с обозначениями, принятыми для теорем 1 и 2, будем использовать следующие:

Ψ – линейный оператор, задаваемый равенством ΨY ≡
∑k

i=1MiUiY Vi [4] и

˜̃γ = ‖Ψ−1‖, ˜̃q = ˜̃q(ρ) = ˜̃γλ1λ2μ1μ2(α2 + β2 + L)ω

k∑

i=1

miuivi,

q0 = ˜̃γλ1λ2μ1μ2Lω

k∑

i=1

miuivi,
˜̃N = ˜̃γλ1λ2μ1μ2hω

k∑

i=1

miuivi.

Теорема 3. Если оператор Ψ однозначно обратим и выполнены условия ˜̃q < 1, ˜̃N � ρ(1−
− ˜̃q), то задача (1), (2) однозначно разрешима в области Dρ. Её решение X(t) представимо
в виде предела равномерно сходящейся на отрезке I последовательности {Xp(t)}∞p=0 мат-
ричных функций, определяемых рекуррентным интегральным соотношением

Xp(t) = U(t)Ψ−1

{ k∑

i=1

MiUi

t∫

ti

U−1(τ)[A2(τ)Xp−1(τ) +Xp−1(τ)B2(τ) +

+ F (τ,Xp−1(τ))]V
−1(τ) dτVi

}
V (t), (25)

где p ∈ N, а в качестве X0(t) может быть выбрана любая непрерывная функция; при этом
для решения справедлива оценка

‖X‖C �
˜̃N

1− ˜̃q
.

Кроме того, каждая из функций Xp(t), p ∈ N, определяемая соотношением (25), удовле-
творяет краевому условию (9).

Доказательство теоремы 3 аналогично доказательству теорем 1 и 2. При этом вместо
интегральных уравнений (10) и (24) получается следующее эквивалентное задаче (1), (2) ин-
тегральное уравнение:

X(t)=U(t)Ψ−1

{ k∑

i=1

MiUi

t∫

ti

U−1(τ)[A2(τ)X(τ)+X(τ)B2(τ)+F (τ,X(τ))]V −1(τ) dτVi

}
V (t). (26)

Соответствующие оценки для алгоритма (25) выполняются так же, как и в случае теорем 1
и 2.

Следствие (ср. [4]). Пусть оператор Ψ однозначно обратим и выполнены условия q0 < 1,
˜̃N � ρ(1 − q0). Тогда задача (1), (2) однозначно разрешима; её решение X(t) представимо в
виде предела равномерно сходящейся последовательности матричных функций, определяемых
рекуррентным интегральным соотношением вида (25) и удовлетворяющих условию (9); при
этом справедлива оценка

‖X‖C �
˜̃N

1− q0
.
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В силу произвольности расщепления матриц A(t), B(t) полагаем A2(t) ≡ 0, B2(t) ≡ 0.
Тогда U(t) и V (t) – фундаментальные матрицы уравнений dU/dt = A(t)U(t) и dV/dt =
= V (t)B(t) соответственно. При таком расщеплении из интегрального уравнения (26) следует
уравнение (ср. [4])

X(t) = U(t)Ψ−1

{ k∑

i=1

MiUi

t∫

ti

U−1(τ)F (τ,X(τ))V −1(τ) dτVi

}
V (t). (27)

Разумеется, в конструкции оператора Ψ в (27) участвуют соответствующие матрицы U(t)
и V (t).

Замечание. В работе [4] данная задача рассмотрена в области I × R
n×n. Исследование

в этой области её однозначной разрешимости существенно не отличается от линейного слу-
чая, рассмотренного в [6, 7]: в основном всё сводится к оценкам коэффициентов сжатия со-
ответствующих интегральных операторов, полученных различными методами, при этом в [4]
громоздкими и сложными. Методика, используемая в [6, 7] и в предлагаемой работе, вполне
конструктивная, поскольку позволяет получить сравнительно простые условия однозначной
разрешимости и несложные алгоритмы построения решения задачи (1), (2) для области бо-
лее общей конфигурации. Если в настоящей статье условия разрешимости содержат оценки
нормы фундаментальных матриц линейных слагаемых в (1), то в [6, 7] соответствующие усло-
вия представлены явно в терминах задачи в рассматриваемых случаях вырождения краевых
условий, характеризующих связь между матрицами Mi.
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Доказано существование двумерной линейной системы ẋ = A(t)x, t � t0, с ограничен-
ными бесконечно дифференцируемыми коэффициентами и всеми положительными харак-
теристическими показателями, а также бесконечно дифференцируемого m-возмущения
f(t, y), имеющего порядок m > 1 малости в окрестности начала координат y = 0 и не
превосходящего m порядок роста вне её, таких, что возмущённая система ẏ = A(t)y +
+ f(t, y), y ∈ R

2, t � t0, имеет решение y(t) с отрицательным показателем Ляпунова.

DOI: 10.31857/S0374064123120026, EDN: NUWDWF

Рассматриваем линейные дифференциальные системы

ẋ = A(t)x, x ∈ R
n, t � t0, (1)

с ограниченными бесконечно дифференцируемыми коэффициентами и характеристическими
показателями λ1(A) � . . . � λn(A). Вместе с ними рассматриваем и нелинейные системы

ẏ = A(t)y + f(t, y), y ∈ R
n, t � t0, (2)

с m-возмущениями f(t, y), также бесконечно дифференцируемыми порядка m > 1 малости
в окрестности начала координат y = 0 и допустимого роста вне её:

‖f(t, y)‖ � Cf‖y‖m, m > 1, Cf = const, y ∈ R
n, t � t0. (3)

Эффект Перрона [1; 2, c. 50–51] в двумерном случае устанавливает существование сис-
темы (1) с отрицательными показателями и 2-возмущение (3) таких, что все нетривиальные
решения двумерной системы (2) бесконечно продолжимы вправо и часть из них имеет совпада-
ющие положительные показатели, а в оставшейся непустой части – отрицательный показатель.
Этот эффект смены отрицательных показателей системы (1) на положительные для решений
системы (2) исследован нами (в том числе и совместно с С.К. Коровиным) в серии работ, завер-
шившейся полным описанием [3, 4] совокупностей как положительных, так и отрицательных
(и при их отсутствии) показателей всех нетривиальных решений системы (2).
Бо́льший интерес своими возможными приложениями представляет антиперроновский [5,

6] эффект смены всех положительных показателей системы линейного приближения (1) на
отрицательные для решений систем с малыми возмущениями (линейными экспоненциально
убывающими, линейными стремящимися к нулю на бесконечности, нелинейными высшего по-
рядка малости). При этом в статье [5] реализована смена показателей

λ1(A) > 0 	→ λn−1(A+Q) < 0 < λn(A+Q)

экспоненциально убывающими линейными возмущениями f(t, y) = Q(t)y (остался открытым
случай λn(A+Q) < 0), а в [6] – полная смена показателей λ1(A) > 0 	→ λn(A + Q) < 0
возмущениями Q(t) → 0 для t → +∞.
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В настоящей работе реализован следующий вариант антиперроновского эффекта: смена
положительных показателей двумерного линейного приближения (1) на отрицательный для
нетривиального решения нелинейной системы (2) с m-возмущением (3).
Справедлива следующая
Теорема. Для любых параметров m > 1, θ > 1, λ > 0 существуют:
1) двумерная линейная система (1) с ограниченной бесконечно дифференцируемой матри-

цей коэффициентов A(t) и характеристическими показателями λ1(A) = λ2(A) = λ > 0,
2) также бесконечно дифференцируемое по своим аргументам m-возмущение

f(t, y) : [t0,+∞)× R
2 → R

2

такие, что возмущённая нелинейная система (2) имеет решение y(t) с показателем Ля-
пунова

λ[y] = −λ
θ + 1

mθ − 1
< 0. (4)

Доказательство. 1◦. Построение системы линейного приближения.По числу α =
= λ(θ + 1)/(θ − 1), точкам tk = θk, k ∈ N0 ≡ N

⋃
{0}, функциям ε(t) = exp(−t2), t � 1, и

Гелбаума–Олмстеда [7, с. 54]

eβγ(τ, τ1, τ2) = β + (γ − β) exp{−(τ − τ1)
−2 exp[−(τ − τ2)

−2]}, τ ∈ (τ1, τ2),

принимающей на концах интервала значения β и γ и нулевые значения своих односторон-
них производных любого порядка, определим ограниченные бесконечно дифференцируемые
коэффициенты необходимой диагональной системы

ẋ = diag [a1(t), a2(t)]x = A(t)x, x ∈ R
2, t � t0 = 1. (5)

Для этого на промежутке [t2k, t2k+2) с произвольным фиксированным k ∈ N0 положим

a2(t) =

{
−α, t ∈ [t2k, t

′
2k+1],

e−α,α(t, t
′
2k+1, t2k+1), t ∈ (t′2k+1, t2k+1),

t′k ≡ tk − ε(tk),

a2(t) =

{
α, t ∈ [t2k+1, t

′
2k+2],

eα,−α(t, t
′
2k+2, t2k+2), t ∈ (t′2k+2, t2k+2),

a1(t) = −a2(t), t ∈ [t2k, t2k+2), k ∈ N0.

Для вычисления характеристических показателей системы (5) рассмотрим другую диаго-
нальную систему

ẋ = diag [a′1(t), a
′
2(t)]x = A′(t)x, x ∈ R

2, t � t0, (5′)

с кусочно-постоянными коэффициентами

a′2(t) =

{
−α, t ∈ [t2k, t2k+1),

α, t ∈ [t2k+1, t2k+2),
a′1(t) = −a′2(t), t ∈ [t2k, t2k+2).

Из очевидных равенств

(t2k+2 − t2k)
−1

t2k+2∫

t2k

a′2(τ) dτ = (t2k+3 − t2k+1)
−1

t2k+3∫

t2k+1

a′1(τ) dτ = α
θ − 1

θ + 1
= λ,

справедливых при всех k ∈ N0, для характеристических показателей системы (5′) следуют
необходимые представления λ1(A

′) = λ2(A
′) = λ.
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Матрицы A(t) и A′(t) на промежутке [tk, tk+1) отличаются друг от друга на величину,
не превосходящую 2α, причём это происходит на промежутке длины ε(tk+1). Таким образом,
имеет место неравенство

+∞∫

t0

‖A(τ) −A′(τ)‖eMτ dτ < +∞

при любом конечном M > 0.
Поэтому, согласно [8], системы (5) и (5′) являются асимптотически эквивалентными (при-

водимыми друг к другу линейным преобразованием Ляпунова). Тем самым справедливы и
необходимые равенства

λ1(A) = λ2(A) = α
θ − 1

θ + 1
= λ.

2◦. Построение возмущённой системы и её решения с отрицательным показа-
телем. Сначала изложим алгоритм такого построения на отрезке [t2k, t2k+2] с произвольно
фиксированным k > 1.
Определим величины

β1 = θβ2 − (θ − 1)α, β2 = −α
θ − 1

mθ − 1
(6)

и будем строить на этом отрезке возмущённую систему с m-возмущением

f(t, y) = (f1(t, y2), f2(t, y1))
т, t ∈ [t2k, t2k+2], y ∈ R

2
+ ≡ {(y1, y2)т : y1 � 0, y2 � 0},

и её решение y(t) = (y1(t), y2(t))
т с начальными значениями

y1(t2k) = eβ1t2k , y2(t2k) = c2ke
β2t2k . (7)

Здесь и ниже

c2k(t) ≡ exp

( t∫

t′2k

[−α+ eα,−α(τ, t
′
2k, t2k)] dτ

)
, t ∈ [t′2k, t2k], (8)

c2k+1(t) ≡ exp

( t∫

t′2k+1

[α+ e−α,α(τ, t
′
2k+1, t2k+1)] dτ

)
, t ∈ [t′2k+1, t2k+1];

будем также использовать обозначение ck(tk) = ck.
Для последних функций справедливы оценки

e−2αε(t2k) � c2k(t) � 1, t ∈ [t′2k, t2k].

Положив
1 � c2k+1(t) � e2αε(t2k+1), t ∈ [t′2k+1, t2k+1],

f1(t, y2) ≡ 0, t ∈ [t2k, t2k+1], (9)

для первой компоненты y1(t) строящегося решения получим представление

y1(t) = eβ1t2k+α(t−t2k) ×
{
1, t ∈ [t2k, t

′
2k+1],

c−1
2k+1(t), t ∈ [t′2k+1, t2k+1].

(10)

При определении необходимого бесконечно дифференцируемого m-возмущения f2(t, y1) и
построении второй компоненты y2(t) этого решения на отрезке [t2k, t2k+1] следует иметь в
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виду, что сама функция ym1 , y1 � 0, для m > 1, отличных от натуральных значений, не
является бесконечно дифференцируемой в точке y1 = 0. Поэтому воспользуемся следующими
двумя бесконечно дифференцируемыми (с нулевыми значениями односторонних производных
любого порядка на концах соответствующих промежутков) функциями:

E(τ, τ1, τ2, τ3, τ4) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

e01(τ, τ1, τ2), τ ∈ [τ1, τ2],

1, τ ∈ (τ2, τ3],

e10(τ, τ3, τ4], τ ∈ [τ3, τ4],

(11)

Fk(yi) =

{
ymi e01(yi, 0, ε(tk)), yi ∈ [0, ε(tk)],

ymi , yi > ε(tk),
i ∈ {1, 2}. (12)

Следует отметить, что необходимое уменьшение величин положительных компонент yi(t)
строящегося решения y(t) (и тем самым в итоге необходимую реализацию отрицательности
показателя решения y(t), построенного на всей полуоси [t0,+∞)) будем осуществлять нену-
левыми и только отрицательными значениями компонент m-возмущения.
В соответствии с этим компонента f2(t, y1) m-возмущения f(t, y) на отрезке [t2k, t2k+1]

имеет представление

f2(t, y1) =

{
0, t ∈ [t2k, η2k+1],

−d2k+1F2k+1(y1)E(t, η2k+1, η
′
2k+1, t

′
2k+1, t2k+1), t ∈ (η2k+1, t2k+1],

(13)

в котором η2k+1 ≡ t2k+1 − 1, η′2k+1 = η2k+1 + ε(t2k+1), y1 � 0, а постоянная d2k+1 > 0
подлежит последующему определению.
Бесконечная дифференцируемость функции f2(t, y1) обеспечивается аналогичным свой-

ством функций Гелбаума–Олмстеда и нулевыми значениями их односторонних производных
любого порядка в концевых точках промежутков определения, а также значениями самих этих
функций в указанных точках.
По определению постоянной β1 < 0 для первой компоненты y1(t) наряду с представлени-

ями (8) и (10) справедливы равенства

y1(t) = eβ2t2k+1 + α(t− t2k+1)×
{
1, t ∈ [t2k, t

′
2k+1],

c−1
2k+1(t), t ∈ [t′2k+1, t2k+1].

(14)

Для этой компоненты на отрезке [t2k+1 − 1, t2k+1], во всех внутренних точках которого
возмущение f2(t, y1) при y1 > 0 отрицательно, в соответствии с его определением (11)–(13)
установим неравенство

y1(t) > ε(t2k+1), t ∈ [t2k+1 − 1, t2k+1]. (15)

Так как β2 > −α, то неравенство (15) на отрезке [t2k+1−1, t′2k+1] получается из представ-
ления (14) следующим образом:

ln y1(t) > −α(1 + t2k+1) > −2αt2k+1 > −t22k+1 ≡ ln ε(t2k+1),

что обеспечивается выбором

k > k0 : tk > tk0 = θk0 > 4(1 + α).

Таким образом, неравенство (15) полностью доказано. Оно позволяет представить возму-
щение f2[t, y1(t)] в виде

f2[t, y1(t)] = −d2k+1E(t, . . .)ym1 (t), t ∈ [t2k+1 − 1, t2k+1]. (16)
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Вторая компонента y2(t) с начальным значением y2(t2k) = c2k exp(β2t2k) является на
отрезке [t2k, t2k+1] решением линейного неоднородного уравнения

ẏ2 = a2(t) + f2(t, y1(t)), t ∈ [t2k, t2k+1].

Это решение в силу равенств (11)–(14) и (16) имеет представление

y2(t) = z1(t) + z2(t), t ∈ [t2k, t2k+1],

z1(t) = y2(t2k)e
−α(t−t2k) ×

{
1, t ∈ [t2k, t

′
2k+1),

c2k+1(t), t ∈ [t′2k+1, t2k+1],
(17)

z2(t) = 0, t ∈ [t2k, η2k+1),

z2(t) = −d2k+1e
mβ2t2k+1

t∫

η2k+1

c1−m
2k+1(τ)E(τ, . . .)eα(τ−t)+mα(τ−t2k+1) dτ ≡

≡ −d2k+1e
mβ2t2k+1J2k+1(η2k+1, t), t ∈ [η2k+1, t2k+1]. (18)

При этом, согласно оценкам (9) для функций ck(t), отличных от единицы лишь на интер-
валах (t′k, tk), справедливы неравенства

J2k+1(η2k+1, t) � e2mα, t ∈ [η2k+1, t2k+1],

e−2mα � J2k+1(η
′
2k+1, t

′
2k+1) < J2k+1(η2k+1, t2k+1). (19)

По определению (6) величины β2 справедливо равенство

β2 − (θ − 1)α = mθβ2.

Поэтому функция z1(t), найденная по формуле (17), принимает значение

z1(t2k+1) = c2k exp(mβ2t2k+1). (20)

Постоянную d2k+1 определим из условия

y2(t2k+1) = z1(t2k+1) + z2(t2k+1) = exp(β1t2k+1).

Сравнивая значения (18) и (20), для постоянной d2k+1 получаем представление

d2k+1 =
c2k − exp(βt2k+1)

J2k+1(η2k+1, t2k+1)
,

в котором величина β = β1−mβ2 является в соответствии с определением (6) отрицательной:

β = (θ −m)β2 − (θ − 1)α = −α(1 +m)
θ − 1

mθ − 1
< 0.

Поэтому для k � k0 : θk0 > mθ/(θ− 1)2 постоянная d2k+4 будет положительной и ограничен-
ной сверху величиной e2mα.
С учётом оценок (9) и соотношений (17)–(19) для второй компоненты y2(t) справедливы

неравенства
|y2(t)| = e2α+β2t2k−α(t−t2k) � e2α+β2t, t ∈ [t2k, η2k+1),

поскольку β2t > −α в силу (6);

|y2(t)| � z1(t) + |z2(t)| � e2α+β2t2k−α(t−t2k) + d2k+1e
mβ2t2k+1J2k+1(η2k+1, t) �
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� e4mα(+β2t2k−α(t2k+1−t2k)) + e4mα+mβ2t2k+1 =

= 2e4mα+mβ2t2k+1 � e4mα+β2t, t ∈ [η2k+1, t2k+1],

так как β2 < 0, и поэтому
mβ2t2k+1 < β2t2k+1 � β2t.

Для первой же компоненты y1(t) в силу оценок (9), представления (10) и определения β1
справедливы соотношения

0 < y1(t) � exp[α+ β1t2k + α(t− t2k)] = exp[α+ β2t2k+1 − α(t2k+1 − t)] �

� exp(α+ β2t), t ∈ [t2k, t2k+1].

Полученные на завершающем этапе построения на отрезке [t2k, t2k+1] возмущённой систе-
мы и её решения равенства

y1(t2k+1) = c−1
2k+1 exp(β2t2k+1), y2(t2k+1) = exp(β1t2k+1)

являются начальными значениями компонент решения y(t) для их построения на следующем
отрезке [t2k+1, t2k+2]. Они идентичны предыдущим начальным значениям (7) с заменой y1
на y2 и наоборот. Поэтому необходимые построения на отрезке [t2k+1, t2k+2] повторяют с
указанной заменой построения на предыдущем отрезке [t2k, t2k+1].
В итоге на всем отрезке [t2k, t2k+2] построены двумерная нелинейная система с необходи-

мым m-возмущением и её нетривиальное решение y(t) с компонентами y1(t) и y2(t), прини-
мающими значения

y1(t2k) = eβ1t2k , y1(t2k+1) = c−1
2k+1e

β2t2k+1 ,

y2(t2k) = c2ke
β2t2k , y2(t2k+1) = eβ1t2k+1 , k � k0, (21)

и удовлетворяющими оценкам

|yi(t)| � 2 exp(4mα+ β2t), i = 1, 2, t ∈ [t2k, t2k+2], (22)

с числом k0 ∈ N, наибольшим из определённых выше.
Методом математической индукции распространим приведённое на отрезке [t2k, t2k+2] по-

строение нелинейной системы с m-возмущением и её решения y(t) на всю полуось t � T0 =
= θ2k0 . При этом для всех k � k0 сохранятся значения (21) и оценки (22) для компонент
решения y(t). Тем самым очевидны представления λ[y] = β2 и (4) для показателя этого
решения.
На отрезке [t0, T0 + 2], t0 = 1, положим f(t, y) ≡ 0, y � 0, и построенное решение y(t)

продолжим по непрерывности на этот отрезок решением системы линейного приближения.
Положим также f(t, y) ≡ 0 для всех y �∈ R

2
+ и t � t0. Теорема доказана.

В заключение отметим очевидную бесконечную продолжимость вправо всех решений по-
строенной возмущённой системы.
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УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

УДК 517.956.4

О ГЛАДКОСТИ ПОТЕНЦИАЛА ПУАССОНА
ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ
ВТОРОГО ПОРЯДКА НА ПЛОСКОСТИ

c© 2023 г. Е. А. Бадерко, К. Д. Федоров

Рассматривается решение задачи Коши в полосе на плоскости для однородной параболиче-
ской системы второго порядка. Коэффициенты системы удовлетворяют двойному условию
Дини. Начальная функция непрерывна и ограничена вместе со своими первой и второй
производными. С помощью потенциала Пуассона исследуется характер гладкости этого
решения и доказываются соответствующие оценки.

DOI: 10.31857/S0374064123120038, EDN: NUZIJI

Введение. В настоящей работе предметом исследования является характер гладкости ре-
шения задачи Коши в полосе D на плоскости для однородной параболической системы вто-
рого порядка с коэффициентами, удовлетворяющими двойному условию Дини. В силу теорем
о единственности решения задачи Коши (см. [1, c. 29] и [2]) этот вопрос сводится к изучению
характера гладкости потенциала Пуассона.
Если коэффициенты параболической системы удовлетворяют условию Гёльдера, то, как

следует из работы [3] (см. также [1, c. 361]), для любой начальной функции из класса H2+α(R),
где 0 < α < 1, решение задачи Коши принадлежит классу H2+α,1+α/2(D).
В случае одного параболического уравнения в статье [4] установлена принадлежность по-

тенциала Пуассона пространству H2+ω1,1+ω2(D), где ω1, ω2 – некоторые модули непрерыв-
ности. При этом предполагается, что модуль непрерывности коэффициентов уравнения удо-
влетворяет тройному условию Дини, начальная функция непрерывна и ограничена вместе со
своими первой и второй производными, причём её вторая производная Дини-непрерывна.
Если коэффициенты параболической системы в полосе D удовлетворяют двойному усло-

вию Дини, то в [5] установлены оценки для потенциала Пуассона и его первой пространствен-
ной производной в предположении, что начальная функция непрерывна и ограничена вместе
со своей первой производной.
В настоящей статье для параболической системы с коэффициентами, удовлетворяющими

двойному условию Дини, рассматривается случай, когда начальная функция является непре-
рывной и ограниченной вместе со своими первой и второй производными, и доказывается
теорема о принадлежности потенциала Пуассона пространству Ĉ2,1(D) (см. ниже (1)).
Заметим, что достаточно слабые условия на коэффициенты системы и на плотность потен-

циала Пуассона не позволяют воспользоваться известными методами исследования характера
регулярности решения задачи Коши (см. [1, c. 441; 3; 4; 6]). Поэтому предлагаемый нами метод
отличается от известных до сих пор и существенно опирается на свойства фундаментальных
матриц решений параболических систем.
Работа состоит из трёх пунктов: в п. 1 приводятся необходимые для дальнейшего изло-

жения сведения и формулируется основная теорема, в п. 2 доказываются вспомогательные
утверждения, касающиеся характера гладкости фундаментальных матриц решений, п. 3 по-
свящён доказательству основной теоремы.

1. Предварительные сведения и формулировка основного результата. Через
C2(R) обозначим пространство (вектор-) функций h : R → R

m, m ∈ N, непрерывных и
ограниченных вместе со своими первой и второй производными, с нормой

‖h;R‖2 = sup
x∈R

|h(x)| + sup
x∈R

|h′(x)|+ sup
x∈R

|h′′(x)|.
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Пусть T > 0 фиксировано. На плоскости R
2 переменных x и t рассматриваем полосу

D = {(x, t) ∈ R
2 : x ∈ R, 0 < t � T}.

Следуя [1, c. 16], через H2+α,1+α/2(D), 0 < α < 1, обозначим пространство (вектор-)
функций u, непрерывных вместе со своими первыми по x, t и второй по x производными в
D, для которых конечно выражение

‖u‖(2+α)
D =

∑

2r+s�2

sup
(x,t)∈D

∣∣∣∣
∂r+su

∂tr∂xs
(x, t)

∣∣∣∣+
∑

2r+s=2

(
sup

(x,t),(x+Δx,t)∈D
|Δx|�=0

1

|Δx|α

∣∣∣∣Δx
∂r+su

∂tr∂xs
(x, t)

∣∣∣∣+

+ sup
(x,t),(x,t+Δt)∈D

|Δt|�=0

1

|Δt|α/2

∣∣∣∣Δt
∂r+su

∂tr∂xs
(x, t)

∣∣∣∣

)
+ sup

(x,t),(x,t+Δt)∈D
|Δt|�=0

1

|Δt|(1+α)/2

∣∣∣∣Δt
∂u

∂x
(x, t)

∣∣∣∣,

где
Δxf(x, t) = f(x+Δx, t)− f(x, t), Δtf(x, t) = f(x, t+Δt)− f(x, t)

для любой функции f.

Через Ĉ2,1(D) обозначим пространство (вектор-) функций u, непрерывных и ограничен-
ных вместе со своими первыми по x, t и второй по x производными в D, для которых
конечно выражение

‖u;D‖(2) =
∑

2r+s�2

sup
(x,t)∈D

∣∣∣∣
∂r+su

∂tr∂xs
(x, t)

∣∣∣∣+ sup
(x,t),(x,t+Δt)∈D

|Δt|�=0

1

|Δt|1/2

∣∣∣∣Δt
∂u

∂x
(x, t)

∣∣∣∣. (1)

Заметим, что пространство Ĉ2,1(D) совпадает с пространством H2+α,1+α/2(D) при подста-
новке в определение последнего α = 0.
Под значениями (вектор-) функций и их производных на границе области понимаем их

предельные значения “изнутри” области.
Для любой матрицы B (или вектора b) под |B| (соответственно |b|) понимаем максимум

из модулей элементов B (компонент b).
Модулем непрерывности, согласно [7, с. 150–151], называем непрерывную, неубывающую,

полуаддитивную функцию ω : [0,+∞) → R такую, что ω(0) = 0.
Пусть ω0 – модуль непрерывности, удовлетворяющий двойному условию Дини:

˜̃ω0(z) =

z∫

0

y−1 dy

y∫

0

ω0(ξ)ξ
−1 dξ < ∞, z > 0,

и такой, что для некоторого ε0 ∈ (0, 1) функция ν(z) = ω0(z)z
−ε0 , z > 0, почти убывает.

В полосе D рассмотрим равномерно параболический по Петровскому (см. [8]) оператор

Lu =
∂u

∂t
−

2∑

k=0

Ak(x, t)
∂ku

∂xk
,

где u = (u1, u2, . . . , um)т и Ak = ||aijk||mi,j=1, k = 0, 1, 2, – m×m-матрицы, элементы которых
суть вещественнозначные функции, определённые в D и удовлетворяющие условиям:
(a) для собственных чисел μr матрицы A2 выполнено Reμr(x, t) � δ для некоторого

δ > 0 и всех (x, t) ∈ D, r = 1,m;
(b) функции aijk ограничены в D и справедливы оценки

|aijk(x+Δx, t+Δt)− aijk(x, t)| � ω0(|Δx|+ |Δt|1/2),
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(x, t), (x +Δx, t+Δt) ∈ D, i, j = 1,m, k = 0, 1, 2.

Пусть

Z(x, t; ξ, τ) =
1

2π

+∞∫

−∞

eiσx exp(−A2(ξ, τ)σ
2t) dσ, t > 0, 0 � τ � T, x, ξ ∈ R.

Справедливы неравенства (см. [9, c. 296–297]):
∣∣∣∣
∂l+kZ

∂tl∂xk
(x, t; ξ, τ)

∣∣∣∣ � C(l, k)t−(2l+k+1)/2 exp(−cx2/t), (2)

∣∣∣∣
∂l+kZ

∂tl∂xk
(x, t; ξ +Δξ, τ)− ∂l+kZ

∂tl∂xk
(x, t; ξ, τ)

∣∣∣∣ � C(l, k)t−(2l+k+1)/2ω0(|Δξ|) exp(−cx2/t), (3)

где t > 0, 0 � τ � T, x, ξ, ξ +Δξ ∈ R, k, l � 0.
Положим D∗ = {(x, t; ξ, τ) ∈ D × D : t > τ}. Матрицу Γ(x, t; ξ, τ), (x, t; ξ, τ) ∈ D∗,

называем фундаментальной матрицей решений (далее – ф.м.р.) системы Lu = 0, если:
1) функции Γ, ∂Γ/∂t, ∂Γ/∂x, ∂2Γ/∂x2 непрерывны в D∗;
2) для любой фиксированной пары (ξ, τ) ∈ R× [0, T ) столбцы матрицы Γ(x, t; ξ, τ) явля-

ются решениями системы Lu = 0 по переменным (x, t) ∈ R× (τ, T ];
3) для любой финитной и непрерывной (вектор-) функции h : R→R

m, h=(h1, h2, . . . , hm)т,
и любого фиксированного τ ∈ [0, T ) потенциал Пуассона

u(x, t) =

+∞∫

−∞

Γ(x, t; ξ, τ)h(ξ) dξ, x ∈ R, t ∈ [τ, T ],

является классическим ограниченным решением задачи Коши

Lu = 0 в R× (τ, T ], u(x, τ) = h(x), x ∈ R,

и в случае m � 2 удовлетворяет условию: для любого t1 ∈ (τ, T ) существует постоянная
C1 = C1(t1) такая, что

∣∣∣∣
∂ku

∂xk
(x, t)

∣∣∣∣ � C1, k = 1, 2, (x, t) ∈ R× [t1, T ].

Из теорем единственности для решения задачи Коши (см. [1, c. 29], если m = 1, и [2], если
m � 2) следует единственность ф.м.р. для системы Lu = 0.
Известно (см. [10], если m = 1, и [11, 12], если m � 2), что при условиях (a), (b) существует

ф.м.р. Γ(x, t; ξ, τ) системы Lu = 0, для неё выполнены оценки
∣∣∣∣
∂l+kΓ

∂tl∂xk
(x, t; ξ, τ)

∣∣∣∣ � C(t− τ)−(2l+k+1)/2 exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

)
, 0 � 2l + k � 2, (4)

и, кроме того, для функции

W (x, t; ξ, τ) ≡ Γ(x, t; ξ, τ) − Z(x− ξ, t− τ ; ξ, τ)

справедливы неравенства
∣∣∣∣
∂l+kW

∂tl∂xk
(x, t; ξ, τ)

∣∣∣∣ � Cω̃0((t− τ)1/2)(t− τ)−(2l+k+1)/2 exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

)
, 0 � 2l + k � 2, (5)
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∣∣∣∣Δt
∂W

∂x
(x, t; ξ, τ)

∣∣∣∣ � C
|Δt|1/2ω̃0((t− τ)1/2)

(t− τ)3/2
exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

)
, (6)

(x, t; ξ, τ), (x, t +Δt; ξ, τ) ∈ D∗, 0 < Δt � t− τ.
Здесь и далее через C и c обозначаем положительные постоянные, зависящие от T, δ,

m и коэффициентов оператора L, конкретный вид которых для нас не важен.
Рассмотрим задачу Коши:

Lu = 0 в D, u(x, 0) = h(x), x ∈ R. (7)

Из свойств ф.м.р. следует, что для любой непрерывной и ограниченной (вектор-) функции h
классическим решением задачи (7) является потенциал Пуассона

Ph(x, t) =

+∞∫

−∞

Γ(x, t; ξ, 0)h(ξ) dξ, h = (h1, h2, . . . , hm)т, (8)

и имеет место оценка
|Ph(x, t)| � C sup

x∈R
|h(x)|, (x, t) ∈ D.

Если m = 1, то (8) является единственным классическим решением задачи (7) в классе
непрерывных и ограниченных функций (см. [1, c. 29]). Если m � 2, то (8) является един-
ственным классическим решением задачи (7) в пространстве непрерывных и ограниченных
функций, пространственные производные первого и второго порядков которых непрерывны и
ограничены в каждом слое R × [t1, T ], t1 ∈ (0, T ] (см. [2]). Поэтому исследование решения
задачи Коши (7) сводится к изучению свойств потенциала Пуассона (8).
Основным результатом работы является следующая
Теорема. Пусть выполнены условия (a), (b). Тогда для любой функции h ∈ C2(R) потен-

циал Пуассона (8) принадлежит пространству Ĉ2,1(D) и справедлива оценка

‖Ph;D‖(2) � C‖h;R‖2,

при этом

lim
(x,t)→(x0,0)

(x,t)∈D

∂kPh

∂xk
(x, t) = h(k)(x0), k = 0, 1, 2, (9)

причём стремление к пределу равномерно по x0 ∈ R, если k = 0, 1, и стремление к пределу
равномерно по x0 ∈ [−d, d] для любого d > 0, если k = 2.

2. Фундаментальные матрицы решений. Для операторов

L0u =
∂u

∂t
−A2(x, t)

∂2u

∂x2
и L1u =

∂u

∂t
−A2(x, t)

∂2u

∂x2
−A1(x, t)

∂u

∂x

соответствующие ф.м.р. Γi(x, t; ξ, τ), i = 0, 1, имеют вид

Γi(x, t; ξ, τ) = Z(x− ξ, t− τ ; ξ, τ) +Wi(x, t; ξ, τ), (x, t; ξ, τ) ∈ D∗. (10)

Слагаемые Wi в (10) удовлетворяют оценкам (5), (6).
Из единственности решения задачи Коши для параболических систем (см. [2]) следует, что

справедливы равенства

+∞∫

−∞

(ξ − z)Γ0(x, t; ξ, τ) dξ = (x− z)E, x, z ∈ R, 0 � τ < t � T, (11)
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и
+∞∫

−∞

Γ1(x, t; ξ, τ) dξ = E, (x, t) ∈ D, 0 � τ < t � T, (12)

где E – единичная матрица.
Ф.м.р. Γ(x, t; ξ, τ) и Γ1(x, t; ξ, τ) систем Lu = 0 и L1u = 0, соответственно, могут быть

представлены в виде
Γ(x, t; ξ, τ) = Γ1(x, t; ξ, τ) +W2(x, t; ξ, τ), (13)

Γ1(x, t; ξ, τ) = Γ0(x, t; ξ, τ) +W3(x, t; ξ, τ), (14)

где

W2(x, t; ξ, τ) =

t∫

τ

dη

+∞∫

−∞

Γ(x, t; y, η)A0(y, η)Γ1(y, η; ξ, τ) dy, (15)

W3(x, t; ξ, τ) =

t∫

τ

dη

+∞∫

−∞

Γ1(x, t; y, η)A1(y, η)
∂Γ0

∂y
(y, η; ξ, τ) dy, (16)

(x, t; ξ, τ) ∈ D∗.
Установим свойства функций W2, W3, которые будем использовать в дальнейшем.
Лемма 1. Пусть выполнены условия (a), (b). Тогда имеют место оценки

∣∣∣∣
∂kW2

∂xk
(x, t; ξ, τ)

∣∣∣∣ � C(t− τ)(1−k)/2 exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

)
, k = 0, 1, (17)

∣∣∣∣Δt
∂W2

∂x
(x, t; ξ, τ)

∣∣∣∣ � C
(Δt)1/2

(t− τ)1/2
exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

)
, (18)

(x, t; ξ, τ), (x, t +Δt; ξ, τ) ∈ D∗, 0 < Δt � t− τ ;

∣∣∣∣
∂kW3

∂xk
(x, t; ξ, τ)

∣∣∣∣ � C(t− τ)−k/2 exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

)
, k = 0, 1, (19)

∣∣∣∣Δt
∂W3

∂x
(x, t; ξ, τ)

∣∣∣∣ � C
(Δt)1/2

t− τ
exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

)
, (20)

(x, t; ξ, τ), (x, t +Δt; ξ, τ) ∈ D∗, 0 < 2Δt � t− τ.
Доказательство. Из определения (15) сразу получаем оценку (17):

∣∣∣∣
∂kW2

∂xk
(x, t; ξ, τ)

∣∣∣∣ � C(t− τ)−1/2 exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

) t∫

τ

(t− η)−k/2 dη �

� C(t− τ)(1−k)/2 exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

)
, k = 0, 1.

Докажем неравенство (18). Пусть 0 < Δt � t− τ. Положим

Δt
∂W2

∂x
(x, t; ξ, τ) =

t+Δt∫

t−Δt

dη

+∞∫

−∞

∂Γ

∂x
(x, t+Δt; y, η)A0(y, η)Γ1(y, η; ξ, τ) dy −
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−
t∫

t−Δt

dη

+∞∫

−∞

∂Γ

∂x
(x, t; y, η)A0(y, η)Γ1(y, η; ξ, τ) dy +

+

t−Δt∫

τ

dη

+∞∫

−∞

Δt
∂Γ

∂x
(x, t; y, η)A0(y, η)Γ1(y, η; ξ, τ) dy ≡

≡ I1(x, t,Δt, τ)− I2(x, t,Δt, τ) + I3(x, t,Δt, τ).

Интегралы I1 и I2 оцениваются аналогичным образом. Оценим, например, I2 :

|I2(x, t,Δt, τ)| � C(t− τ)−1/2 exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

) t∫

t−Δt

dη

(t− η)1/2
�

� C(Δt)1/2(t− τ)−1/2 exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

)
.

Оценим I3. Из представления

I3(x, t,Δt, τ) =

t−Δt∫

τ

dη

+∞∫

−∞

Δt
∂Z

∂x
(x− y, t− η; y, η)A0(y, η)Γ1(y, η; ξ, τ) dy +

+

t−Δt∫

τ

dη

+∞∫

−∞

Δt
∂W

∂x
(x, t; y, η)A0(y, η)Γ1(y, η; ξ, τ) dy

и оценок (2), (6) следует неравенство

|I3(x, t,Δt, τ)| � C
(Δt)1/2

(t− τ)1/2
exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

) t−Δt∫

τ

(
(Δt)1/2

(t− η)3/2
+

ω̃0((t− η)1/2)

t− η

)
dη �

� C

(
1 + ˜̃ω0((t− τ)1/2)

)
(Δt)1/2(t− τ)−1/2 exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

)
.

Оценку (19) сразу получаем из определения (16):

∣∣∣∣
∂kW3

∂xk
(x, t; ξ, τ)

∣∣∣∣ � C(t− τ)−1/2 exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

) t∫

τ

(t− η)−k/2(η − τ)−1/2 dη �

� C(t− τ)−k/2 exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

)
, k = 0, 1.

Наконец, докажем неравенство (20). Пусть 0 < 2Δt � t− τ. Положим

Δt
∂W3

∂x
(x, t; ξ, τ) =

t+Δt∫

t−Δt

dη

+∞∫

−∞

∂Γ1

∂x
(x, t+Δt; y, η)A1(y, η)

∂Γ0

∂y
(y, η; ξ, τ) dy −

−
t∫

t−Δt

dη

+∞∫

−∞

∂Γ1

∂x
(x, t; y, η)A1(y, η)

∂Γ0

∂y
(y, η; ξ, τ) dy +
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+

t−Δt∫

τ

dη

+∞∫

−∞

Δt
∂Γ1

∂x
(x, t; y, η)A1(y, η)

∂Γ0

∂y
(y, η; ξ, τ) dy ≡

≡ J1(x, t,Δt, τ)− J2(x, t,Δt, τ) + J3(x, t,Δt, τ).

Оценим интеграл J2 (интеграл J1 оценивается аналогично):

|J2(x, t,Δt, τ)| � C

t− τ
exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

) t∫

t−Δt

dη

(t− η)1/2
� C(Δt)1/2

t− τ
exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

)
.

Из представления

J3(x, t,Δt, τ) =

t−Δt∫

τ

dη

+∞∫

−∞

Δt
∂Z

∂x
(x− y, t− η; y, η)A1(y, η)

∂Γ0

∂y
(y, η; ξ, τ) dy +

+

t−Δt∫

τ

dη

+∞∫

−∞

Δt
∂W1

∂x
(x, t; y, η)A1(y, η)

∂Γ0

∂y
(y, η; ξ, τ) dy

и оценок (2), (6) следует неравенство для интеграла J3 :

|J3(x, t,Δt, τ)| � C
(Δt)1/2

(t− τ)1/2
exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

)( t∫

(t+τ)/2

+

(t+τ)/2∫

τ

)(
(Δt)1/2

(t− η)3/2(η − τ)1/2
+

+
ω̃0((t− η)1/2)

(t− η)(η − τ)1/2

)
dη � C

(
1 + ˜̃ω0((t− τ)1/2)

)
(Δt)1/2

t− τ
exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

)
.

Лемма доказана.
Лемма 2. Пусть выполнены условия (a), (b). Тогда имеют место оценки

∣∣∣∣
∂2W2

∂x2
(x, t; ξ, τ)

∣∣∣∣ � C

(t− τ)1/2
exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

)
, (21)

∣∣∣∣
∂2W3

∂x2
(x, t; ξ, τ)

∣∣∣∣ � C

t− τ
exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

)
, (22)

(x, t; ξ, τ) ∈ D∗, и предельные соотношения

lim
t→τ+0

+∞∫

−∞

∂2W2

∂x2
(x, t; ξ, τ) dξ = 0, (23)

lim
t→τ+0

+∞∫

−∞

(ξ − x)
∂2W3

∂x2
(x, t; ξ, τ) dξ = 0, (24)

x ∈ R, τ ∈ [0, T ), причём сходимость равномерна по x ∈ R, τ ∈ [0, T ).
Доказательство. Докажем оценку (21). Имеет место представление

∂2W2

∂x2
(x, t; ξ, τ) =

t∫

τ

dη

+∞∫

−∞

∂2Z

∂y2
(x− y, t− η;x, η)[A0(y, η)Γ1(y, η; ξ, τ) −
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−A0(x, η)Γ1(x, η; ξ, τ)] dy +

t∫

τ

dη

+∞∫

−∞

[
∂2Z

∂x2
(x− y, t− η; y, η) −

− ∂2Z

∂y2
(x− y, t− η;x, η)

]
A0(y, η)Γ1(y, η; ξ, τ) dy +

+

t∫

τ

dη

+∞∫

−∞

∂2W

∂x2
(x, t; y, η)A0(y, η)Γ1(y, η; ξ, τ) dy ≡ I1(x, t; ξ, τ) + I2(x, t; ξ, τ) + I3(x, t; ξ, τ).

Рассмотрим I1 :

I1(x, t; ξ, τ) =

t∫

τ

dη

+∞∫

−∞

∂2Z

∂y2
(x− y, t− η;x, η)[A0(y, η)−A0(x, η)]Γ1(y, η; ξ, τ) dy +

+

t∫

τ

dη

+∞∫

−∞

∂2Z

∂y2
(x− y, t− η;x, η)A0(x, η)[Γ1(y, η; ξ, τ) − Γ1(x, η; ξ, τ)] dy ≡

≡ I11(x, t; ξ, τ) + I12(x, t; ξ, τ).

Оценим I11. Из условия (b) получаем

|I11(x, t; ξ, τ)| � C(t− τ)−1/2 exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

) t∫

τ

ω0((t− η)1/2)

t− η
dη �

� C
ω̃0((t− τ)1/2)

(t− τ)1/2
exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

)
. (25)

Оценим I12. Из представления

I12(x, t; ξ, τ) = −
t∫

τ

dη

+∞∫

−∞

∂Z

∂y
(x− y, t− η;x, η)A0(x, η)

∂Γ1

∂y
(y, η; ξ, τ) dy (26)

следует неравенство

|I12(x, t; ξ, τ)| � C(t− τ)−1/2 exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

)
.

Рассмотрим I2. Из оценки (3) имеем

|I2(x, t; ξ, τ)| � C(t− τ)−1/2 exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

) t∫

τ

ω0((t− η)1/2)

t− η
dη �

� C
ω̃0((t− τ)1/2)

(t− τ)1/2
exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

)
. (27)

Из оценки (5) следует неравенство для интеграла I3 :

|I3(x, t; ξ, τ)| � C(t− τ)−1/2 exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

) t∫

τ

ω̃0((t− η)1/2)

t− η
dη �
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� C
˜̃ω0((t− τ)1/2)

(t− τ)1/2
exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

)
. (28)

Из оценок для интегралов I1, I2, I3 получаем неравенство (21).
Докажем предельное соотношение (23). Рассмотрим I12. Из представления (26), теоремы

Фубини (см., например, [13, c. 453–455; 14, c. 160–161]) и равенства (12) имеем

+∞∫

−∞

I12(x, t; ξ, τ) dξ = −
t∫

τ

dη

+∞∫

−∞

∂Z

∂y
(x− y, t− η;x, η)A0(x, η) dy

+∞∫

−∞

∂Γ1

∂y
(y, η; ξ, τ) dξ = 0,

x ∈ R, 0 � τ < t � T. Отсюда и из оценок (25), (27), (28) следует соотношение (23).
Далее докажем оценку (22). В силу равенства (12) имеет место представление

∂2W3

∂x2
(x, t; ξ, τ) =

t∫

(t+τ)/2

dη

+∞∫

−∞

(
∂2Γ1

∂x2
(x, t; y, η)

)
A1(x, η)

[
∂Γ0

∂y
(y, η; ξ, τ) − ∂Γ0

∂x
(x, η; ξ, τ)

]
dy +

+

(t+τ)/2∫

τ

dη

+∞∫

−∞

(
∂2Γ1

∂x2
(x, t; y, η)

)
A1(x, η)

∂Γ0

∂y
(y, η; ξ, τ) dy +

+

t∫

τ

dη

+∞∫

−∞

(
∂2Γ1

∂x2
(x, t; y, η)

)
[A1(y, η)−A1(x, η)]

∂Γ0

∂y
(y, η; ξ, τ) dy ≡

≡ J1(x, t; ξ, τ) + J2(x, t; ξ, τ) + J3(x, t; ξ, τ).

Имеем

|J1(x, t; ξ, τ)| � C(t− τ)−3/2 exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

) t∫

τ

dη

(t− η)1/2
� C

t− τ
exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

)
,

|J2(x, t; ξ, τ)| � C(t− τ)−3/2 exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

) t∫

τ

dη

(η − τ)1/2
� C

t− τ
exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

)
,

|J3(x, t; ξ, τ)| � C

(t− τ)1/2
exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

) t∫

τ

ω0((t− η)1/2)

(t− η)(η − τ)1/2
dη �

� C
ω̃0((t− τ)1/2)

t− τ
exp

(
− c

(x− ξ)2

t− τ

)
. (29)

Из оценок для интегралов J1, J2, J3 получаем неравенство (22).
Наконец, докажем предельное соотношение (24). Из теоремы Фубини и равенств (11), (12)

заключаем, что
+∞∫

−∞

(ξ − x)J1(x, t; ξ, τ) dξ =

=

t∫

(t+τ)/2

dη

+∞∫

−∞

∂2Γ1

∂x2
(x, t; y, η)A1(x, η) dy

+∞∫

−∞

(ξ − x)

[
∂Γ0

∂y
(y, η; ξ, τ) − ∂Γ0

∂x
(x, η; ξ, τ)

]
dξ = 0
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и

+∞∫

−∞

(ξ − x)J2(x, t; ξ, τ) dξ =

(t+τ)/2∫

τ

dη

+∞∫

−∞

∂2Γ1

∂x2
(x, t; y, η)A1(x, η) dy

+∞∫

−∞

(ξ − x)
∂Γ0

∂y
(y, η; ξ, τ) dξ =

=

(t+τ)/2∫

τ

dη

+∞∫

−∞

∂2Γ1

∂x2
(x, t; y, η)A1(x, η) dy = 0,

x ∈ R, 0 � τ < t � T. Отсюда и из оценки (29) следует соотношение (24). Лемма доказана.
3. Доказательство теоремы. Достаточно установить следующие неравенства:

∣∣∣∣
∂kPh

∂xk
(x, t)

∣∣∣∣ � C‖h;R‖2, k = 0, 1, 2, (30)

∣∣∣∣Δt
∂Ph

∂x
(x, t)

∣∣∣∣ � C‖h;R‖2|Δt|1/2, (31)

где (x, t), (x, t +Δt) ∈ D, и, в силу непрерывности h, h′, h′′, предельные соотношения:

lim
t→+0

∂kPh

∂xk
(x, t) = h(k)(x), k = 0, 1, 2, (32)

в которых сходимость равномерна по x ∈ R, если k = 0, 1, и равномерна по x ∈ [−d, d] для
любого d > 0, если k = 2.
Из представления (см. (12), (13))

Ph(x, t) = h(x) +

+∞∫

−∞

Γ1(x, t; ξ, 0)(h(ξ) − h(x)) dξ +

+∞∫

−∞

W2(x, t; ξ, 0)h(ξ) dξ

и оценок (4), (17) сразу следуют неравенство (30) и предельное соотношение (32) при k = 0.
Из представления (см. (11)–(14))

∂Ph

∂x
(x, t) =

+∞∫

−∞

(
∂Γ

∂x
(x, t; ξ, 0)

)
(h(ξ)− h(x)− h′(x)(ξ − x)) dξ +

+

( +∞∫

−∞

∂W2

∂x
(x, t; ξ, 0) dξ

)
h(x) + h′(x) +

+

( +∞∫

−∞

(ξ − x)

(
∂W2

∂x
(x, t; ξ, 0) +

∂W3

∂x
(x, t; ξ, 0)

)
dξ

)
h′(x), (33)

неравенства
|h(ξ)− h(x)− h′(x)(ξ − x)| � C‖h;R‖2|ξ − x|2

и оценок (4), (17), (19) следуют неравенство (30) и предельное соотношение (32) при k = 1.
Далее докажем (30) и (32) для k = 2. Имеет место представление (см. (11)–(14))

∂2Ph

∂x2
(x, t) =

+∞∫

−∞

(
∂2Γ

∂x2
(x, t; ξ, 0)

)
(h(ξ) − h(x) − h′(x)(ξ − x)) dξ +
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+

( +∞∫

−∞

∂2W2

∂x2
(x, t; ξ, 0) dξ

)
h(x) +

( +∞∫

−∞

(ξ − x)

(
∂2W2

∂x2
(x, t; ξ, 0) +

+
∂2W3

∂x2
(x, t; ξ, 0)

)
dξ

)
h′(x) ≡ I1(x, t) + I2(x, t) + I3(x, t), (x, t) ∈ D.

Из неравенства

|I1(x, t)| � C‖h;R‖2
+∞∫

−∞

|ξ − x|2
t3/2

exp

(
− c

(x− ξ)2

t

)
dξ � C‖h;R‖2

и оценок (21), (22) следует (30) при k = 2.
Докажем (32) для k = 2. Из оценки (21) и предельных соотношений (23), (24) получаем

lim
t→+0

Ik(x, t) = 0, k = 2, 3, (34)

причём стремление к пределу равномерно по x ∈ R.
Рассмотрим I1. Пользуясь равенством

h(ξ)− h(x)− h′(x)(ξ − x) =
h′′(x+Θ(ξ − x))

2
(ξ − x)2,

Θ = Θ(x, ξ) ∈ (0, 1), (35)

перепишем I1 в виде

I1(x, t) =

( +∞∫

−∞

(ξ − x)2
∂2Γ

∂x2
(x, t; ξ, 0) dξ

)
h′′(x)

2
+

+
1

2

+∞∫

−∞

(ξ − x)2
∂2Γ

∂x2
(x, t; ξ, 0)(h′′(x+Θ(ξ − x))− h′′(x)) dξ ≡ I11(x, t) + I12(x, t).

Рассмотрим I11 :

I11(x, t) =

( +∞∫

−∞

(ξ − x)2
∂2Z

∂ξ2
(x− ξ, t;A2(x, 0)) dξ

)
h′′(x)

2
+

+

( +∞∫

−∞

(ξ − x)2
(
∂2Z

∂x2
(x− ξ, t;A2(ξ, 0)) −

∂2Z

∂ξ2
(x− ξ, t;A2(x, 0)) +

+
∂2W

∂x2
(x, t; ξ, 0)

)
dξ

)
h′′(x)

2
= h′′(x) + Î11(x, t).

Из оценок (3), (5) следует неравенство |Î11(x, t)| � Cω̃0(t
1/2), из которого имеем

lim
t→+0

Î11(x, t) = 0,

причём стремление к пределу равномерно по x ∈ R.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 12 2023



О ГЛАДКОСТИ ПОТЕНЦИАЛА ПУАССОНА 1617

Рассмотрим I12. Зафиксируем произвольно d > 0. Пусть ε > 0 произвольно. Обозначим
модуль непрерывности функции h′′ на отрезке [−2d, 2d] через ωh′′,2d, а именно, полагаем

ωh′′,2d(z) = sup
|Δx|�z

x,x+Δx∈[−2d,2d]

|h′′(x+Δx)− h′′(x)|.

Тогда выполняется неравенство (см. (35))

|h′′(x+Θ(ξ − x))− h′′(x)| � ωh′′,2d(δ), если x ∈ [−d, d], |ξ − x| � δ < d.

Отсюда, из представления

I12(x, t) =
1

2

( ∫

|ξ−x|�δ

+

∫

|ξ−x|>δ

)
∂2Γ

∂x2
(x, t; ξ, 0)(h′′(x+Θ(ξ − x))− h′′(x))(ξ − x)2 dξ

и оценки (4) следует неравенство

|I12(x, t)| � C(ωh′′,2d(δ) + exp(−cδ2/t)),

из которого, выбирая последовательно достаточно малое δ = δ(ε, d) > 0 и затем достаточно
малое t = t(δ) > 0, получаем

|I12(x, t)| � ε.

Таким образом, lim
t→+0

I12(x, t) = 0 и, следовательно,

lim
t→+0

I1(x, t) = h′′(x),

причём сходимость равномерна на [−d, d]. Отсюда и из (34) следует равенство (32) при k = 2.
Наконец, докажем оценку (31). Не ограничивая общности, считаем Δt > 0. В случае

2Δt � t > 0 неравенство (31) следует из представления (33) и оценок (4), (17), (19):
∣∣∣∣Δt

∂Ph

∂x
(x, t)

∣∣∣∣ �
∣∣∣∣
∂Ph

∂x
(x, t+Δt)− h′(x)

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
∂Ph

∂x
(x, t) − h′(x)

∣∣∣∣ �

� C‖h;R‖2(|t+Δt|1/2 + |t|1/2) � C‖h;R‖2|Δt|1/2.
В случае 0 < 2Δt � t неравенство (31) следует из представления (см. (33))

Δt
∂Ph

∂x
(x, t) =

+∞∫

−∞

Δt

(
∂Z

∂x
(x− ξ, t;A2(ξ, 0))

)
(h(ξ) − h(x)− h′(x)(ξ − x)) dξ +

+

+∞∫

−∞

Δt

(
∂W

∂x
(x, t; ξ, 0)

)
(h(ξ)− h(x) − h′(x)(ξ − x)) dξ +

( +∞∫

−∞

Δt
∂W2

∂x
(x, t; ξ, 0) dξ

)
h(x) +

+

( +∞∫

−∞

(ξ − x)

(
Δt

∂W2

∂x
(x, t; ξ, 0) + Δt

∂W3

∂x
(x, t; ξ, 0)

)
dξ

)
h′(x)

и оценок (2), (6), (18), (20). Теорема доказана.
Замечание. Из доказательства теоремы следует, что если функция h′′ ограничена и рав-

номерно непрерывна, то сходимость в предельном соотношении (9) равномерна по x0 ∈ R.
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Рассматриваются уравнения и системы эллиптического типа со степенными нелинейностя-
ми. Такие уравнения встречаются при моделировании распределённых формаций роботов,
в химической кинетике, в биологии, астрофизике и многих других областях. Изучается
задача построения многомерных точных решений. Предлагается использовать специаль-
ного вида анзацы, сводящие задачу к решению систем алгебраических уравнений. Получен
ряд многопараметрических семейств новых точных многомерных решений (как радиаль-
но симметричных, так и анизотропных), представимых явными формулами. Приводятся
примеры, иллюстрирующие найденные точные решения.

DOI: 10.31857/S037406412312004X, EDN: NVACCC

Введение. В последнее десятилетие наметился существенный прогресс в направлении
развития техники, связанном с использованием организованных управляемых групп роботов,
называемых формациями, широко применяемым во многих областях. К числу характерных
представителей таких формаций относятся группы автономных мобильных роботов, стаи и
рои беспилотных летательных аппаратов и т.п. В недавнем подробном (181 источник в списке
литературы) обзоре [1] отмечается, что теоретические научные исследования роевой робототех-
ники нацелены в основном на математическое моделирование поведения роя. Дифференциаль-
ные уравнения в частных производных начали использоваться при моделировании движения
формаций подвижных объектов с распределёнными характеристиками. В работе [2] приводит-
ся одномерное уравнение в частных производных Фоккера–Планка, описывающее диффузию
плотности агентов, а для описания изменения плотности роя используется линейное одномер-
ное уравнение реакции–диффузии. В статье [3] для моделирования формации с управлением
по принципу отклонения от движения лидера применялось одномерное уравнение параболи-
ческого типа.
В обзоре [4] отмечается, что в последние годы при моделировании роевой робототехники

стали использоваться уравнения в частных производных, однако одна из основных проблем
при этом заключается в том, что находить точные решения удаётся только в небольшом числе
специальных случаев. Ранее нами [5] была предложена математическая модель процесса рас-
пространения двух взаимодействующих распределённых формаций роботов с некоторой базы
в окружающее пространство, описываемая системой двух уравнений параболического типа.
Были построены параметрические семейства точных решений, которые можно использовать
для отыскания законов управления граничными условиями, обеспечивающих распространение
формаций на область заданных размеров за заданное время. Если же плотности на границе
будут поддерживаться постоянными, то с течением времени плотности формаций, удовлетво-
ряющие параболической системе, могут стабилизироваться на стационарных решениях, кото-
рые удовлетворяют эллиптической системе. Поэтому точные решения эллиптической системы,
соответствующей стационарному случаю предложенной в [5] модели взаимодействующих фор-
маций с распределёнными параметрами, описываемых параболической системой, представля-
ют несомненный интерес для роевой робототехники. Кроме того, эллиптические системы и
отдельные уравнения такого степенного вида встречаются во многих других моделях и при-
кладных задачах. Построение многомерных точных решений таких эллиптических систем и
отдельных уравнений со степенными нелинейностями и рассматривается в данной статье.
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1. Изучаемые уравнения и постановка задачи. Будем рассматривать задачу постро-
ения точных многомерных решений нелинейной системы двух эллиптических уравнений вида

ΔU = αUp + γUa1V b1 , ΔV = βV q + δUa2V b2 , (1)

где U = U(x), V = V (x) – искомые функции, x ∈ R
n, n � 2; Δ – оператор Лапласа в

R
n; p, q, a1, a2, b1, b2 – параметры нелинейности; α, β, γ �= 0, δ �= 0 – произвольные
коэффициенты. Система (1) является стационарным аналогом нелинейной эволюционной мо-
дели реакции–диффузии, в которой члены γUa1V b1 и δUa2V b2 отвечают за взаимодействие
(реакцию). В статье будут также представлены результаты по построению точных решений
отдельных эллиптических уравнений со степенной нелинейностью следующих видов:

ΔU = αUλ, (2)

ΔU = αUλ + γU2λ−1, (3)

которые получаются из системы (1) при некоторых значениях коэффициентов. В уравнениях
(2), (3) предполагается, что λ �= 1, в противном случае они становятся линейными и в рамках
данного исследования интереса не представляют.
Актуальность построения точных многомерных решений нелинейной системы (1) и урав-

нений (2), (3), помимо ценности и значимости самих точных решений, обусловлена также
широким спектром применения указанных уравнений и систем в различных областях физики
и механики. Например, (2) является стационарным аналогом параболического уравнения Фуд-
житы [6] и встречается в теории горения и теории массопереноса с объёмной реакцией λ-го
порядка в плоском случае [7, с. 5, 57]. Уравнение (2) с λ = λ∗, где

λ∗ =
n+ 2

n− 2
, (4)

встречается в огромном количестве публикаций, так как λ∗ является критическим показате-
лем Соболева [8] с точки зрения вложения H1

0 (Ω) ⊂ Lλ∗
(Ω), где Ω – ограниченная область

в R
n, n � 3, в которой задано уравнение (2) с α = −1. Отметим, что в этой статье мы

построим точное многомерное радиально-симметричное решение уравнения (2) с λ = λ∗ для
любого n > 2 и анизотропное по пространственным переменным точное решение для показа-
теля λ = (m+ 2)/(m − 2), m � n, m �= 2. В случае λ = 2 и n = 2 уравнение (2) описывает
пространственные околозвуковые течения идеального политропного газа [9, 10]. В статье [10]
отмечается, что уравнение (2) с параметром λ = 2 представляет определённый интерес и
с точки зрения теории нелинейных уравнений как уравнение с ведущим чётным нелиней-
ным оператором. Уравнение (2) в литературе иногда называют уравнением Эмдена–Фаулера
(Лейна–Эмдена), при отрицательных λ – сингулярным уравнением Эмдена–Фаулера, точные
радиальные решения которого для некоторых значений λ представляют интерес в астрофи-
зике [11, 12]. В случае λ = −1 получим уравнение, которое возникает при исследовании одной
нелинейной системы двух параболических уравнений четвёртого порядка [13] (см. пример 4).
Уравнение (2) с показателем λ = 5 исследовалось в работе [14]. При λ = 2 старшая степень
в правой части уравнения (3) будет третьей, такого рода нелинейности встречаются в популя-
ционной динамике, когда рассматриваются кубические функции роста [15, 16]. В статье [17]
рассматривалось уравнение

−ΔU = U s + εU r, s = λ∗, 1 < r < s, n � 3,

которое получается из уравнения (3) в случае λ = r = n/(n−2), α = −1, β = −ε. Отдельное
внимание в [17] уделено случаю s = 5 и r = 3, возникающему при рассмотрении задачи в
трёхмерном координатном пространстве (n = 3).
Так же как и отдельные уравнения (2), (3), нелинейная эллиптическая система (1) встре-

чается во многих задачах физики и биологии. Теория реакции–диффузии для формирования
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биологических паттернов была применена А. Тьюрингом в его основополагающей работе о хи-
мических основах морфогенеза [18]. Эта теория получила большое развитие и теперь для задач
математического моделирования паттернов используются различные вариации безразмерной
двухвидовой модели Тьюринга [19]

Ut = ΔU + f(U, V ), Vt = ΔV + g(U, V ). (5)

Система (1) является стационарным аналогом модели Тьюринга (5), в случае когда кине-
тические члены реакции f, g задаются степенными функциями. Во многих публикациях
встречается нелинейная система вида

ΔU = γV a, ΔV = δU b, (6)

которую называют расширением (обобщением) уравнения Эмдена–Фаулера [20, 21]. Если в (1)
положить α = β = 0, a1 = b2 = 0, a2 = b1 = 1/2, то получим частный случай системы
(6) вида ΔU = γV 1/2, ΔV = δU1/2. Важным источником систем эллиптических уравнений
типа (1) являются нелинейные системы параболических уравнений со степенными нелинейно-
стями. Так, при условии λ �= −1, μ �= −1, полагая в формулах (1)

p =
1

1 + λ
, a1 =

1− λ

1 + λ
, b1 =

μ

1 + μ
, q =

1

1 + μ
, a2 =

λ

1 + λ
, b2 =

1− μ

1 + μ
,

получаем систему вида

ΔU = U (1−λ)/(1+λ)(αUλ/(1+λ) + γV μ/(1+μ)), ΔV = V (1−μ)/(1+μ)(δUλ/(1+λ) + βV μ/(1+μ)), (7)

возникающую при исследовании стационарных решений параболической системы двух нели-
нейных уравнений

ut = ∇ · (uλ∇u) + au1−λvμ− cu, vt = ∇ · (vμ∇v) + buλv1−μ− dv. (8)

Систему (8) можно использовать [5] в качестве математической модели распространения вза-
имодействующих распределённых формаций автономных роботов с некоторой базы в окружа-
ющее пространство (при n = 3) или на прилегающую территорию (при n = 2). При этом
u(x, t), v(x, t) трактуются как плотности формаций. Параболические системы вида (8) опи-
сывают также процессы нелинейной диффузии в реагирующих двухкомпонентных сплошных
средах [22–26], где u = u(x, t), v = v(x, t) – функции, которые можно трактовать как кон-
центрации взаимодействующих друг с другом компонентов некоторой смеси веществ; ∇ –
градиент; a, b, c, d – некоторые параметры, знаки которых характеризуют либо расхо-
дование, либо синтез компоненты смеси в ходе реакции. Стационарные решения u(x), v(x)
удовлетворяют следующей системе уравнений:

0 = ∇ · (uλ∇u) + au1−λvμ− cu, 0 = ∇ · (vμ∇v) + buλv1−μ− dv. (9)

Нелинейная эллиптическая система (7) получается из (9) преобразованием u1+λ = U, v1+μ =
= V при условии λ �= −1, μ �= −1. Отметим, что в статье [27] исследовался частный случай
системы (8) при c = d = 0, для которой строились точные многомерные решения с использо-
ванием конструкции

W (x) =
1

2
(Ax,x) + (B,x) + C, x ∈ R

n. (10)

Как будет показано ниже, конструкцию вида (10) можно использовать для построения точных
многомерных решений уравнений (2), (3) и нелинейных эллиптических систем (7). Ранее [28–
30] функция W (x) уже использовалась нами при построении точных многомерных решений
уравнения нелинейной теплопроводности, систем реакции–диффузии и системы нелинейных
уравнений в частных производных первого порядка методом обобщённого разделения перемен-
ных. Отметим также, что при равенствах λ = −1 и μ = −1 система уравнений (9) сводится
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к системе с экспоненциальными нелинейностями, точные решения которой построены в рабо-
те [31].
Пусть p �= 1, q �= 1, тогда для построения точных решений системы (1) и отдельно

каждому из уравнений (2), (3) будем использовать метод редукции и степенные анзацы

U(x) = [W1(x)]
l, V (x) = [W2(x)]

k (11)

с квадратичными функциями

Wi(x) =
1

2
(Aix,x) + (Bi,x) + Ci, i = 1, 2, x ∈ R

n. (12)

При этом ненулевые числовые симметрические матрицы Ai размера n× n, постоянные век-
торы Bi ∈ R

n и константы Ci ∈ R, i = 1, 2, подлежат определению. Очевидно, что анзацы
(11) будут удовлетворять системе (1) не для всех значений параметров p, q, ai, bi, l, k.
Чтобы осуществить редукцию к алгебраическим уравнениям, для нахождения коэффициен-
тов функций (12) должны выполняться следующие равенства:

pl + 2− l = 1 или pl + 2− l = 0, (13)

qk + 2− k = 1 или qk + 2− k = 0, (14)

a1 =
l − 2

l
, b1 =

1

k
, a2 =

1

l
, b2 =

k − 2

k
. (15)

C учётом формул (13)–(15) получим четыре вида различных систем, для которых можно осу-
ществить необходимую редукцию с использованием анзацев (11). Так, для первых равенств
соотношений (13), (14) с учётом формул (15) система (1) запишется как

I. ΔU = αUp + γU2p−1V 1−q, ΔV = βV q + δU1−pV 2q−1, (16)

при этом степенные анзацы для этой системы имеют вид

U(x) = [W1(x)]
1/(1−p), V (x) = [W2(x)]

1/(1−q). (17)

Для трёх оставшихся возможных случаев система (1) получит следующие варианты правых
частей и соответствующие им анзацы:

II. ΔU = αUp + γU2p−1V (1−q)/2, ΔV = V q(β + δU1−p), (18)

U(x) = [W1(x)]
1/(1−p), V (x) = [W2(x)]

2/(1−q);

III. ΔU = Up(α+ γV 1−q), ΔV = βV q + δU (1−p)/2V 2q−1, (19)

U(x) = [W1(x)]
2/(1−p), V (x) = [W2(x)]

1/(1−q);

IV. ΔU = Up(α+ γV (1−q)/2), ΔV = V q(β + δU (1−p)/2), (20)

U(x) = [W1(x)]
2/(1−p), V (x) = [W2(x)]

2/(1−q).

Напомним, что в формулах (16)–(20) мы полагаем p �= 1, q �= 1. Значения p = 1, q = 1 также
представляют интерес, при этом функции F и G будут следующими: F (U, V ) = γU lnV,
G(U, V ) = δV lnU. В этом случае для построения точных решений системы

ΔU = αU + γU lnV, ΔV = βV + δV lnU (21)

мы должны применять экспоненциальные анзацы

U(x) = exp(W1(x)), V (x) = exp(W2(x)),
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где функции Wi(x), i = 1, 2, задаются формулой (12). Положим p = 1/(1 + λ), λ �= {−1; 0},
q = 1/(1+μ), μ �= {−1; 0}, тогда система (16) примет вид (7). Как уже было отмечено, система
вида (7) возникает при исследовании стационарных решений параболической системы (8) со
степенными нелинейностями. Из-за ограничения объёма статьи построение точных решений
проведём только для нелинейной системы вида (7) и отдельно для уравнений (2), (3), которые
получаются из (16) при определённых значениях параметров и коэффициентов.
Изложение результатов проведём последовательно: сначала будем искать точные много-

мерные решения нелинейных эллиптических уравнений (2), (3), затем перейдём к построению
точных многомерных решений нелинейной эллиптической системы (7).

2. Многомерные точные решения эллиптических уравнений со степенной нели-
нейностью. Используя конструкцию вида (10), построим точные многомерные решения эл-
липтических уравнений (2), (3) со степенной нелинейностью для параметра λ �= 1.

Утверждение 1. Нелинейное эллиптическое уравнение (2) с параметром λ �= 1 имеет
частное точное многомерное решение

U(x) =

[
1

2
(Ax,x) + (B,x) + C

]1/(1−λ)

, x ∈ R
n, (22)

где ненулевая числовая симметрическая матрица A, постоянный вектор B ∈ R
n и кон-

станта C ∈ R удовлетворяют алгебраической системе

ΘA+
2λ

1− λ
A2 = 0, ΘB+

2λ

1− λ
AB = 0, ΘC +

λ

1− λ
‖B‖2 = 0, (23)

где Θ = trA− α(1 − λ), trA – след матрицы A, ‖ · ‖ – евклидова норма в R
n.

Доказательство. Подставив функцию

U(x) = [W (x)]1/(1−λ) (24)

в уравнение (2), после элементарных преобразований придём к равенству

WΔW +
λ

1− λ
‖∇W‖2 − α(1 − λ)W = 0. (25)

Пусть функция W (x) задаётся формулой (10), в которой матрица A является симметриче-
ской. В силу симметричности матрицы A из (10) прямым вычислением находим

‖∇W (x)‖2 = (A2x,x) + 2(AB,x) + ‖B‖2, ΔW (x) = trA. (26)

С учётом соотношений (26), приравнивая выражения при одинаковых степенях x, равенство
(25) сводится к системе алгебраических уравнений (23). Утверждение доказано.
Рассмотрим разрешимость матричного уравнения (23) в классе вещественных матриц. От-

метим, что оно всегда имеет тривиальное решение A = 0, поэтому далее будем рассматривать
только нетривиальные решения этого уравнения в предположении trA �= 0.

Утверждение 2. Пусть Em – диагональная матрица, у которой на диагонали произволь-
ным образом расположены m ∈ {1, 2, . . . , n} единиц и n − m нулей. Тогда при выполнении
условия

(1− λ)m+ 2λ �= 0 (27)

матрица

A = νSEmSт, ν =
α(1− λ)2

(1− λ)m+ 2λ
, (28)

где S – произвольная ортогональная матрица, является решением матричного уравне-
ния (23).
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Доказательство. Пусть выполнено условие (27), тогда след матрицы A, определяемой
по формуле (28), имеет вид

trA = mν ≡ αm(1 − λ)2/((1 − λ)m+ 2λ).

С учётом этого соотношения матричное уравнение (23) запишется как νA = A2. Легко про-
верить, что решением этого матричного уравнения является A = νP, где P – произвольная
идемпотентная матрица, т.е. матрица, удовлетворяющая равенству P 2 = P. Известно [32,
с. 196], что любую идемпотентную матрицу P можно записать как P = MEmM−1, где M –
произвольная невырожденная матрица порядка n, Em – диагональная матрица, у которой на
диагонали произвольным образом расположены m ∈ {1, 2, . . . , n} единиц и n−m нулей; Em

также является идемпотентной: E2
m = Em. Поскольку нас интересуют только симметрические

матрицы A, то идемпотентные матрицы P мы должны взять также симметрическими, т.е.
P = SEmSт, где S – произвольная ортогональная матрица. Отсюда получим окончательный
вид матрицы A, определяемой формулой (28). Утверждение доказано.
Векторные уравнения (23) представляют собой системы n линейных однородных алгеб-

раических уравнений относительно компонент b1, . . . , bn искомого вектора B. Для любой
фиксированной матрицы (28) с rankA = m < n всегда существует нетривиальное решение
линейной однородной системы, причём компоненты b1, . . . , bm вектора B могут быть вы-
браны произвольно из m-мерного линейного многообразия. В случае когда rankA = m ≡ n,
т.е. при Em ≡ E, линейная однородная система уравнений имеет решение – произвольный
вектор B ∈ R

n. После того как последовательно найдены решения матричного и векторного
уравнений, постоянные C определяются из скалярных уравнений (23) единственным образом.

Замечание. Если m = 1, то условие (27) равносильно условию λ �= −1. Следовательно,
если в уравнении (2) λ �= −1, то в формуле точного решения (22) мы должны использовать
матрицу A с условием rankA > 1. Если m = 2, то условие (27) выполнено для всех λ. Если
m > 2, то условие (27) равносильно условию λ �= m/(m−2). Следовательно, если в уравнении
(2) λ = m/(m − 2), m > 2, то в формуле точного решения (22) мы должны использовать
матрицу A, ранг которой не равен m. Если λ = n/(n − 2), n > 2, то в формуле точного
решения (22) мы должны использовать матрицу A, ранг которой меньше n и не равен m.

Следствие 1. Нелинейное эллиптическое уравнение (2) с параметром λ �= 1, λ �= n/(n−
− 2), n > 2, имеет частное точное радиально-симметричное решение

U(x) =

[
α(1 − λ)2

2(1− λ)n+ 4λ
‖x‖2 + (b,x) +

(1− λ)n + 2λ

2α(1 − λ)2
‖b‖2

]1/(1−λ)

, x ∈ R
n,

где b ∈ R
n – произвольный постоянный вектор.

Покажем, что при некоторых значениях параметра λ уравнение (2) помимо решения (22)
обладает и другими точными решениями. Перед тем как сформулировать соответствующий
результат, введём для удобства матрицу En−m = E − Em, где E – единичная матрица.

Утверждение 3. Нелинейное эллиптическое уравнение

ΔU = αU (m+2)/(m−2) , (29)

где m ∈ N, m �= 2, m � n, имеет частное точное многомерное решение

U(x) =

[
ν

2
(SEmSтx,x) + (B,x) +

1

2ν
‖B‖2 − 2α

νm(m− 2)

]1−m/2

, x ∈ R
n. (30)

Здесь Em – диагональная матрица, у которой на диагонали произвольным образом располо-
жены m ∈ {1, 3, 4, . . . , n} единиц и n −m нулей; S – произвольная ортогональная матри-
ца; B – постоянный вектор, удовлетворяющий системе линейных алгебраических уравнений
SEn−mSтB = 0; ν �= 0 – произвольный параметр.
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Доказательство. Подстановкой U(x) = [Ω(x)]1−m/2, m �= 2, уравнение (29) после эле-
ментарных преобразований сводится к равенству

ΩΔΩ− m

2
‖∇Ω‖2 + 2α

m− 2
= 0. (31)

Так как
Ω(x) =

ν

2
(SEmSтx,x) + (B,x) +

1

2ν
‖B‖2 − 2α

νm(m− 2)
,

то прямым вычислением находим

‖∇Ω‖2 = ν2(SEmSтx,x) + 2ν(SEmSтB,x) + ‖B‖2, ΔΩ = mν.

С учётом этих соотношений равенство (31) упростится и примет вид

(B,x)− (SEmSтB,x) = 0.

Для этого соотношения справедлива цепочка равенств

(B,x) − (SEmSтB,x) = (EB,x) − (SEmSтB,x) = (SESтB,x)− (SEmSтB,x) =

= (S(E − Em)SтB,x) = (SEn−mSтB,x) = 0.

Осталось показать, что система линейных уравнений SEn−mSтB = 0 является разрешимой.
Если m = n, то матрица коэффициентов этой системы является нулевой, следовательно, её
решением является произвольный вектор B. Если m < n, то rankSEn−mSт = n − m <
< n и для указанной системы алгебраических уравнений всегда существует нетривиальное
решение, причём компоненты b1, . . . , bn−m вектора B могут быть выбраны произвольно из
(n−m)-мерного линейного многообразия. Утверждение доказано.

Следствие 2. Пусть m = n, тогда из утверждения 3 следует, что нелинейное эллип-
тическое уравнение

ΔU = αU (n+2)/(n−2) (32)

имеет частное точное радиально-симметричное решение

U(x) =

[
q

2
‖x‖2 + (b,x) +

1

2q
‖b‖2 − 2α

qn(n− 2)

]1−n/2

, x ∈ R
n, n > 2, (33)

где b – произвольный постоянный вектор, q �= 0 – произвольная постоянная.
Как было отмечено в п. 1, уравнение (32) встречается в огромном количестве публикаций,

так как показатель степени λ∗ является критическим с точки зрения вложения Соболева. Ещё
одна интересная особенность показателя (4) состоит в том, что при построении радиальных
решений уравнения (2) соответствующее ему редуцированное обыкновенное дифференциаль-
ное уравнение (ОДУ) допускает разделение переменных только при значении λ = λ∗. Будем
отыскивать радиально-симметричные решения уравнения (2) в виде

U(x) = U(ξ), ξ = ‖x‖ =

( n∑

i=1

x2i

)1/2
. (34)

После подстановки функции (34) в (2) и несложных преобразований придём к одной из форм
уравнения Эмдена–Фаулера

d2U(ξ)

dξ2
+

n− 1

ξ

dU(ξ)

dξ
= αU(ξ)λ. (35)

Отметим, что уравнение Эмдена–Фаулера в виде (35) приведено в справочнике [33, с. 497] и
статье [12], где оно записано для случая n = 3 и α = ±1. В [33, с. 497, 498] указаны два
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частных точных решения уравнения (35) для λ = 2 и λ = 5. Кроме того, при n = 3 заменой
U(ξ) = ξ−1V (ξ) ОДУ (35) запишется как

d2V (ξ)

dξ2
= αξ1−λV (ξ)λ. (36)

Уравнение Эмдена–Фаулера вида (36) встречается в монографии [34, с. 171] и справочнике [35,
с. 236]. ОДУ (35) является обобщённо-однородным и подстановкой U(ξ) = ξkU(η), где η = ln ξ,
k = −2/(λ− 1), приводится к автономному виду

d2U(η)

dη2
+

λ(n− 2)− (n+ 2)

λ− 1

dU(η)

dη
=

2(λ(n − 2)− n)

(λ− 1)2
U(η) + αU(η)λ,

а заменой dU(η)/dη = Y (U) сводится к ОДУ первого порядка

Y (U)
dY (U)

dU
+

λ(n− 2)− (n+ 2)

λ− 1
Y (U) =

2(λ(n− 2)− n)

(λ− 1)2
U + αUλ.

Видно, что это ОДУ является дифференциальным уравнением с разделяющимися переменны-
ми в случае λ(n−2)− (n+2) = 0, т.е. когда параметр λ задаётся соотношением (4). Положив
λ = λ∗, придём к следующей квадратуре:

∫
dU√

aU2 + bUk + C1

= η +C2, a =
1

4
(n− 2)2, b =

α(n− 2)

n
, k =

2n

n− 1
, (37)

где C1, C2 – константы интегрирования. При C1 = 0 интеграл в формуле (37) легко вычис-
ляется:

∫
dU

|U |
√
a+ bUk−2

=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

2

(k − 2)
√
a
Arth

(√
a+ bUk−2

√
a

)
, если U < 0,

− 2

(k − 2)
√
a
Arth

(√
a+ bUk−2

√
a

)
, если U > 0.

В итоге мы получим частное точное решение уравнения (32), которое является частным слу-
чаем решения (33) при нулевом векторе b.
Теперь перейдём к построению точных многомерных решений нелинейного эллиптического

уравнения (3), для которого справедливо
Утверждение 4. Нелинейное эллиптическое уравнение (3) с параметрами λ �= 1, αγ �= 0

имеет частное точное многомерное решение (22), где ненулевая числовая симметрическая
матрица A, постоянный вектор B ∈ R

n удовлетворяют первым двум уравнениям алгебра-
ической системы (23), а константа C ∈ R находится из скалярного уравнения

ΘC +
λ

1− λ
‖B‖2 − γ(1 − λ) = 0,

где Θ = trA− α(1 − λ), trA – след матрицы A.
Доказательство этого утверждения аналогично доказательству утверждения 1. Как видно,

результаты утверждений 1, 4 совпадают в случае γ = 0.
Следствие 3. Нелинейное эллиптическое уравнение (3) с параметрами λ �= 1, λ �=

�= n/(n − 2), n > 2, αγ �= 0 имеет частное точное радиально-симметричное решение

U(x) =

[
1

2

α(1− λ)2

(1− λ)n + 2λ
‖x‖2 + (b,x) +

(1− λ)n+ 2λ

2α(1 − λ)2
‖b‖2 − γ((1− λ)n + 2λ)

2αλ

]1/(1−λ)

,

где b ∈ R
n – произвольный постоянный вектор.
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В заключение этого пункта покажем, что степенной анзац вида (24) является не единствен-
ным, с помощью которого можно строить точные многомерные решения уравнения (2). Пусть
U = f(W ) и аргумент W задаётся формулой (10), причём числовая симметрическая матрица
A, постоянный вектор B ∈ R

n и константа C ∈ R удовлетворяют алгебраической системе

σA− 2A2 = 0, σB− 2AB = 0, σC − |B|2 = 0, (38)

где σ �= 0 – произвольная постоянная. Тогда после подстановки функции U = f(W ) в урав-
нение (2) придём к равенству

σW
d2f(W )

dW 2
+ τ

df(W )

dW
= α[f(W )]λ. (39)

Здесь τ ≡ trA = const. Соотношение (39) можно рассматривать как ОДУ для определения
функции f(W ), которое является обобщённо-однородным. ОДУ (39) подстановкой f(W ) =

= W 1/(1−λ)g(ξ), ξ = lnW, λ �= 1, приводится к автономному уравнению для функции g(ξ) :

σg′′(ξ) +

(
σ(1 + λ)

1− λ
+ τ

)
g′(ξ) = αgλ(ξ)− 1

1− λ

(
σλ

1− λ
+ τ

)
g(ξ). (40)

Легко видеть, что ненулевая константа g0, которая удовлетворяет равенству

αgλ0 − 1

1− λ

(
σλ

1− λ
+ τ

)
g0 = 0,

является частным решением ОДУ (40). Определяя из этого равенства значение константы g0,
получаем по формуле f(W ) = g0W

1/(1−λ), λ �= 1, частное точное решение ОДУ (39) вида

f(W ) =

[
α(1 − λ)2

σλ+ (1− λ)τ
W

]1/(1−λ)

. (41)

Отметим, что решению (41) отвечает степенной анзац вида (24). Перейдём к поиску нетри-
виальных решений ОДУ (40), которое заменой g′(ξ) = Z(g) сводится к уравнению Абеля
второго рода

σZ(g)Z ′(g) + εZ(g) = αgλ − 1

1− λ

(
σλ

1− λ
+ τ

)
g, (42)

где ε = σ(1 + λ)/(1 − λ) + τ. Решения уравнения (42) в параметрическом виде для ε �= 0 и
некоторых показателей λ приведены в справочнике [35, с. 70, 83]. Видно, что ОДУ (42) при
ε = 0 является уравнением с разделяющимися переменными. Равенство ε = 0 возможно в
двух случаях: 1) λ = −1 и τ = 0; 2) σ = τ(λ − 1)/(λ + 1), при этом λ �= −1 и τ �= 0.
В случае 1) всё сводится к следующей квадратуре:

Φ1(g) ≡
∫ (

2α

σ
ln g +

1

4
g2 + C1

)−1/2

dg = ξ + C2.

Очевидно, что ни при каких значениях параметров α �= 0, σ �= 0 и постоянных C1, C2

из уравнения Φ1(g) = ξ + C2 функцию g(ξ) выразить не удастся и, следовательно, этот
случай интереса не представляет. Пусть имеет место случай 2), тогда уравнение (42) легко
интегрируется и мы придём к квадратуре

Φ2(g) ≡
∫

dg√
Agλ+1 +Bg2 + C1

= ξ + C2, A =
2α

τ(λ− 1)
, B =

1

(λ− 1)2
, (43)

где C1, C2 – константы интегрирования. Очевидно, что интеграл в равенстве (43) вычисляется
только при некоторых значениях параметра λ �= 1. При этом важно не только вычислить
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интеграл (43), но и из уравнения Φ2(g) = ξ+C2 выразить функцию g(ξ) в явном виде, а для
этого могут потребоваться дополнительные условия на постоянные τ, α, C1. Пусть C1 = 0,
тогда из соотношения (43) находим

g1,2(ξ) =

[
τ

2α(λ − 1)

(
Φ

(
ξ

2
+ C2

)
− 1

)]1/(λ−1)

,

где Φ(·) = {th2(·), cth2(·)}. С учётом формулы f(W ) = g(ξ)W 1/(1−λ) имеем

f1,2(W ) =

[
τ

2α(λ− 1)W

(
Φ

(
1

2
lnW + C2

)
− 1

)]1/(λ−1)

.

Так как U = f(W ), то в этом частном случае уравнение (2) с параметрами λ �= ±1 обладает
частными точными многомерными решениями

U1(x) =

[
− χ

(C3W (x) + 1)2

]1/(λ−1)

, U2(x) =

[
χ

(C3W (x)− 1)2

]1/(λ−1)

, (44)

где χ = 2(λ+1)σC3/(α(λ−1)2), C3 = exp(C2), C2 – произвольная постоянная, функция W (x)
задаётся формулой (10), а ненулевая числовая симметрическая матрица A, постоянный век-
тор B ∈ R

n и константа C ∈ R определяются из алгебраической системы (38) с постоянной
σ �= 0. Заметим, что матричное уравнение системы (38) подобно матричному уравнению (23).
Используя утверждение 2, получаем, что решение матричного уравнения системы (38) зада-
ётся формулой

A∗ =
σ

2
SEmSт,

где τ = mσ/2 – след матрицы A∗. C другой стороны, в рассматриваемом случае должно вы-
полняться равенство τ = (λ+1)σ/(λ− 1). Сравнив два равенства для параметра τ, получим,
что показатель степени λ в этом случае задаётся соотношением λ = (m+2)/(m− 2), m �= 2.
Нетрудно показать, что переобозначением постоянных и несложными преобразованиями ре-
шения (44) можно свести к решению (30) из утверждения 3. Точные решения уравнения (2)
вида (44) имеют место для любого λ �= ±1. При этом для некоторых конкретных значений
λ из формулы (43) можно найти точные решения с другой функциональной зависимостью.
Пусть, например, λ = 2, тогда трёхчлен в формуле (43) будет кубическим и дискриминант
кубического уравнения 2αg3/τ + g2 + C1 = 0 имеет вид D = −4C1(27α

2C1 + τ2)/τ. В случае
D = 0 интеграл в формуле (43) легко вычисляется в элементарных функциях. Случай C1 = 0
был рассмотрен выше. Полагая C1 = −τ2/(27α2), находим

g3(ξ) =
τ

6α

[
3 tg2

(
1

2
ξ + C2

)
+ 1

]
.

При этом непосредственной проверкой можно убедиться в том, что решением уравнения (40)
будет также функция g3(ξ), в которой тангенс нужно заменить на котангенс. Здесь и далее
решение с котангенсом приводить не будем. Для функции g3(ξ) получим следующее частное
точное решение ОДУ (39):

f3(W ) =
τ

6αW

[
3 tg2

(
1

2
lnW + C2

)
+ 1

]
.

Так как λ = 2, то из равенства σ = τ(λ − 1)/(λ + 1) получим τ = 3σ. Помимо приведён-
ного решения в элементарных функциях, можно также записать решение уравнения (39) с
использованием эллиптического синуса Якоби. Легко проверить, что функция

f4(W ) =
6σ

αW

[
b2k2 sn2(b lnW + C2, k) −

4b2(k2 + 1) + 1

12

]
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является точным решением уравнения (39), где sn( · , k) – эллиптический синус Якоби, а ве-
щественный модуль k �= 0 и произвольная вещественная постоянная b �= 0 удовлетворяют
равенству

16b4(k4 − k2 + 1)− 1 = 0. (45)

Теперь мы должны предъявить нетривиальное решение алгебраической системы (38) с
дополнительным условием σ = τ/3, с учётом которого из равенства τ = mσ/2 имеем m = 6.
Таким образом, в этом случае мы можем записать явные точные решения уравнения

∂2U

∂x21
+

∂2U

∂x22
+ . . .+

∂2U

∂x2n
= αU2, U = U(x), x ∈ R

n, n � 6, (46)

причём при n = 6 получим радиально-симметричные точные решения, а в случае n > 6 –
анизотропные решения уравнения (46). Пусть n = 7 и матрица A∗ имеет вид

A∗ = σ

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1/2 0 0 0 0 0 0
0 1/2 0 0 0 0 0
0 0 1/2 0 0 0 0
0 0 0 1/2 0 0 0
0 0 0 0 221/450 −14/225 1/45
0 0 0 0 −14/225 29/450 7/45
0 0 0 0 1/45 7/45 4/9

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

Тогда по формуле (10) запишем функцию W (x), x ∈ R
7 :

W (x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7) =
σ

900

[
225(x21 + x22 + x23 + x24) +

+ 221x25 + 29x26 + 200x27 − 56x5x6 + 20x5x7 + 140x6x7

]
. (47)

Здесь, для краткости, компоненты вектора B и константу C положили равными нулю. Окон-
чательно получим, что нелинейное эллиптическое уравнение (46) в случае n = 7 имеет сле-
дующие точные анизотропные решения:

U3(x) =
σ

2α

3 tg2(0.5 lnW (x) + C2) + 1

W (x)
,

U4(x) =
6σ

αW (x)

[
b2k2 sn2(b lnW (x) +C2, k)−

4b2(k2 + 1) + 1

12

]
,

где σ �= 0, C2, C3 �= 0 – произвольные постоянные, а ненулевые константы b и k удовлетво-
ряют равенству (45).
Помимо этих решений можно также записать точное решение уравнения (46) с использо-

ванием функции (41):
U5(x) = − α

σW (x)
.

В формулах точных решений U1(x)−U4(x) функция W (x) определяется соотношением (47).
Пусть m = n = 6, тогда имеем

W0(x) =
σ

4
(x21 + x22 + x23 + x24 + x25 + x26).

С функцией W0(x) решения U3(x) − U5(x) уравнения (46) являются радиально-симметрич-
ными в 6-мерном координатном пространстве.
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Таким образом, мы показали, что для построения точных решений уравнения (2) можно
использовать не только степенной анзац U = [W ]1/(1−λ), но и анзац вида U = f(W ), где
функция f(W ) удовлетворяет ОДУ (39). Отметим также, что анзац вида U = f(W ) можно
применять и для уравнения (3). В этом случае если коэффициенты функции (10) удовлетворя-
ют алгебраической системе (38), то для определения функции f(W ) мы получим следующее
дифференциальное уравнение:

σW
d2f(W )

dW 2
+ τ

df(W )

dW
= α[f(W )]λ + γ[f(W )]2λ−1. (48)

Заметим, что ОДУ (48) уже не является обобщённо-однородным ни при каких λ �= 1. Более
того, для нелинейной системы (16) помимо степенных анзацев (17) можно также использо-
вать анзацы U = f(W ), V = g(W ), где аргумент W задаётся формулой (10), причём ко-
эффициенты функции W удовлетворяют алгебраической системе (38), а неизвестные f, g
удовлетворяют системе ОДУ

σW
d2f(W )

dW 2
+ τ

df(W )

dW
= α[f(W )]p + γ[f(W )]2p−1[g(W )]1−q,

σW
d2g(W )

dW 2
+ τ

dg(W )

dW
= β[g(W )]q + δ[f(W )]1−p[g(W )]2q−1, (49)

но это предмет отдельного исследования. В конце статьи мы только приведём пример точного
решения системы (16), которое будет построено с использованием анзацев U = f(W ), V =
= g(W ) и соответственно системы ОДУ (49).

3. Многомерные точные решения нелинейных эллиптических систем. Далее, ис-
пользуя конструкцию вида (10), построим точные многомерные решения нелинейной эллип-
тической системы (7).

Утверждение 5. Нелинейная эллиптическая система вида (7) с параметрами λ �= −1,
λ �= 0, μ �= −1, μ �= 0 обладает точным многомерным решением

U(x) = [W1(x)]
(1+λ)/λ, V (x) = [W2(x)]

(1+μ)/μ, (50)

где функции Wi(x) задаются формулой (12), причём числовые симметрические матрицы
Ai, постоянные векторы Bi ∈ R

n и константы Ci ∈ R, i = 1, 2, удовлетворяют системе
алгебраических уравнений

A1Θ1 +
2

λ
A2

1 −
γλ

1 + λ
A2 = 0, A2Θ2 +

2

μ
A2

2 −
δμ

1 + μ
A1 = 0,

B1Θ1 +
2

λ
A1B1 −

γλ

1 + λ
B2 = 0, B2Θ2 +

2

μ
A2B2 −

δμ

1 + μ
B1 = 0,

C1Θ1 +
1

λ
|B1|2 −

γλ

1 + λ
C2 = 0, C2Θ2 +

1

μ
|B2|2 −

δμ

1 + μ
C1 = 0, (51)

где введены обозначения

Θ1 = trA1 −
αλ

1 + λ
, Θ2 = trA2 −

βμ

1 + μ
. (52)

Доказательство утверждения 5 повторяет схему доказательства утверждения 1, поэтому
приводить его не будем.

Утверждение 6. Система матричных уравнений (51) обладает частным решением

A1 = νSEmSт, A2 =
ν

γ

(
(1 + λ)(mλ+ 2)

λ2
ν − α

)
SEmSт, (53)
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где S – произвольная ортогональная матрица, Em – диагональная матрица, у которой на
диагонали произвольным образом расположены m ∈ {1, 2, . . . , n} единиц и n − m нулей, а
параметр ν �= 0 является вещественным корнем кубического уравнения

(1 + λ)2

γ2λ2

(
m+

2

λ

)2(
m+

2

μ

)
ν3 − 2α(1 + λ)

γ2λ

(
m+

2

λ

)(
m+

2

μ

)
ν2 +

+

(
α2

γ2

(
m+

2

μ

)
− β(1 + λ)μ

γλ(1 + μ)

(
m+

2

λ

))
ν +

δμ

1 + μ

(
αβ

γδ
− 1

)
= 0 (54)

и удовлетворяет условию
(1 + λ)(mλ+ 2)

λ2
ν − α �= 0. (55)

Доказательство. Будем отыскивать числовую симметричную матрицу A1 в виде A1 =
= νSEmSт, где S – произвольная ортогональная матрица, Em – диагональная матрица, у ко-
торой на диагонали произвольным образом расположены m ∈ {1, 2, . . . , n} единиц и n−m ну-
лей, ν �= 0 – вещественный параметр, подлежащий определению. После подстановки матрицы
A1 в первое матричное уравнение системы (51) и элементарных преобразований получим вы-
ражение для матрицы A2 следующего вида:

A2 =
(1 + λ)ν

γλ

(
2ν

λ
+Θ1

)
SEmSт. (56)

При этом имеем

trA1 = mν, trA2 =
m(1 + λ)ν

γλ

(
2ν

λ
+Θ1

)
.

C учётом соотношений (52) находим

Θ1 = mν − αλ

1 + λ
, Θ2 =

(1 + λ)m

γλ

(
m+

2

λ

)
ν2 − mα

γ
ν − βμ

1 + μ
.

Подставляя выражение для Θ1 в формулу (56), получаем окончательный вид матрицы A2,
определяемый формулой (53). Теперь подставим матрицы (53) во второе матричное уравнение
системы (51) и после несложных преобразований придём к равенству

ν

[
(1 + λ)2

γ2λ2

(
m+

2

λ

)2(
m+

2

μ

)
ν3 − 2α(1 + λ)

γ2λ

(
m+

2

λ

)(
m+

2

μ

)
ν2 +

+

(
α2

γ2

(
m+

2

μ

)
− β(1 + λ)μ

γλ(1 + μ)

(
m+

2

λ

))
ν +

δμ

1 + μ

(
αβ

γδ
− 1

)]
SEmSт = 0.

По предположению ν �= 0, поэтому чтобы это равенство обращалось в тождество мы долж-
ны потребовать равенство нулю выражения, стоящего в квадратных скобках, которое можно
рассматривать как кубическое уравнение (54) относительно искомого параметра ν. Посколь-
ку кубическое уравнение (54) имеет по крайней мере один вещественный корень, то матрицы
A1, A2, определяемые формулами (53), с вещественным параметром ν будут также веще-
ственными. Кроме того, найденный из уравнения (54) вещественный параметр ν должен удо-
влетворять условию (55), выполнение которого гарантирует нетривиальность матрицы A2.
Утверждение доказано.

Следствие 4. Нелинейная эллиптическая система вида (7) с параметрами λ �= −1, λ �=
�= 0, μ �= −1, μ �= 0 имеет частное точное радиально-симметричное решение

U(x) =

[
ν

2
‖x‖2

](1+λ)/λ

, V (x) =

[
ν

2γ

(
(1 + λ)(nλ+ 2)

λ2
ν − α

)
‖x‖2

](1+μ)/μ

, x ∈ R
n,
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где постоянная ν удовлетворяет условию ν(1 + λ)(nλ + 2) − αλ2 �= 0 и является веще-
ственным корнем кубического уравнения (54), в котором параметр m нужно положить
равным n.
Отметим, что матрицы A1, A2, определяемые формулами (53), являются не единственны-

ми решениями системы матричных уравнений (51). Ниже в примере 7 мы приведём матрицы
A1, A2, которые удовлетворяют системе (51) и получены при определённых соотношениях на
параметры системы, но не задаются формулами (53).

4. Примеры. Приведём примеры, иллюстрирующие полученные выше результаты.
Пример 1. Пусть n = 3 и ортогональная матрица S имеет вид

S =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3
√
3

8

√
3

4
−5

8

−1

8

3

4

3
√
3

8
3

4
−1

2

√
3

4

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Матрицы Em возьмём трёх возможных рангов rankEm = m = 1, rankEm = m = 2 и
rankEm = m = 3:

E1 =

⎛

⎝
1 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞

⎠, E2 =

⎛

⎝
1 0 0
0 1 0
0 0 0

⎞

⎠, E3 =

⎛

⎝
1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞

⎠.

Тогда по формуле (28) матрицы

A1 =
α(1 − λ)2

1 + λ

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

27

64

3
√
3

64

9
√
3

32
3
√
3

64

1

64

3

32
9
√
3

32

3

32

9

16

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, λ �= −1, λ �= 1,

A2 =
1

2
α(1− λ)2

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

39

64

15
√
3

64

5
√
3

32
15
√
3

64

37

64
− 9

32
5
√
3

32
− 9

32

13

16

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, λ �= 1,

A3 =
α(1 − λ)2

3− λ

⎛

⎝
1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞

⎠, λ �= 1, λ �= 3,

являются решением матричного уравнения (23). Здесь и далее в этом примере нижние индексы
у матриц A, векторов B, констант C и решений U(x, y, z) означают ранг соответствующей
матрицы Em. Для матриц Ai, i = 1, 2, 3, векторное и скалярное уравнения (23) имеют,
соответственно, следующие решения:

B1 = col

(√
3

2
b,
1

6
b, b

)
, C1 =

8(1 + λ)b2

9α(1 − λ)2
, b ∈ R,

B2 = col

(
b1,

5
√
3

9
b1 −

2

3
b2, b2

)
, C2 =

52b21 − 20
√
3b1b2 + 39b22

27α(1 − λ)2
, b1, b2 ∈ R,
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B3 = col(b1, b2, b3), C3 =
(3− λ)(b21 + b22 + b23)

α(1 − λ)2
, b1, b2, b3 ∈ R.

Для найденных матриц A, векторов B и постоянных C получим, что нелинейное эллиптиче-
ское уравнение (2) в трёхмерном координатном пространстве имеет параметрические семей-
ства точных многомерных решений

U1(x, y, z) =

[
α(1 − λ)2

1152(1 + λ)

(
9
√
3x+ 3y + 18z +

32b(1 + λ)

α(1− λ)2

)2]1/(1−λ)

,

U2(x, y, z) =

[
α(1 − λ)2

256
(39x2 + 37y2 + 52z2 + 30

√
3xy + 20

√
3xz − 36yz) +

+ b1x+

(
5
√
3

9
b1 −

2

3
b2

)
y + b2z +

52b21 − 20
√
3b1b2 + 39b22

27α(1 − λ)2

]1/(1−λ)

,

U3(x, y, z) =

[
α(1 − λ)2

2(3− λ)
(x2 + y2 + z2) + b1x+ b2y + b3z +

(3− λ)(b21 + b22 + b23)

2α(1 − λ)2

]1/(1−λ)

.

Решение U1(x, y, z) является формально одномерным, так как зависит от линейной комби-
нации пространственных координат и имеет место для всех λ ∈ R \ {−1; 1}. анизотропное
решение представлено функцией U2(x, y, z) и имеет место для всех λ, кроме λ = 1. Решение
U3(x, y, z) является радиально-симметричным и имеет место для любых параметров λ �= 1

и λ �= 3. Переобозначением констант bi по формулам bi =
α(1− λ)2

(3− λ)
ci, i = 1, 2, 3, решение

U3(x, y, z) можно записать как

U3(x, y, z) =

[
α(1 − λ)2

2(3− λ)

]1/(1−λ)

[(x+ c1)
2 + (y + c2)

2 + (z + c3)
2]1/(1−λ),

где ci – произвольные постоянные.
Пример 2. В этом примере построим частные точные анизотропные решения нелинейного

эллиптического уравнения

∂2U

∂x21
+

∂2U

∂x22
+

∂2U

∂x23
+

∂2U

∂x24
= αU5, U = U(x1, x2, x3, x4).

Положив λ = 5, n = 4, m = 3, из утверждения 1 получим

U1(x) =

[
− α

16
(39x21 + 37x22 + 52x23 + 64x24 + 30

√
3x1x2 + 20

√
3x1x3 − 36x2x3)

]−1/4

.

Пусть n = 4, m = 3, тогда из утверждения 2 находим

U2(x) =

[
ν

18
(5x21 + 8x22 + 5x23 + 9x24 + 4x1x2 + 8x1x3 − 4x2x3)−

2α

3ν

]−1/2

,

где ν �= 0 – произвольная постоянная. Для краткости записи в решениях U1(x), U2(x) ком-
поненты вектора B и константу C положили равными нулю.

Пример 3. В этом примере построим точные многомерные решения нелинейного эллип-
тического уравнения

ΔU = αU3, U = U(x), x ∈ R
n, n � 4. (57)

При λ = 3, n = 4, m = 2 из утверждения 1 находим анизотропное решение

U1(x) =

[
α

225
(121x21 + 4x22 + 100x23 + 225x24 + 44x1x2 + 220x1x3 + 40x2x3)

]−1/2

.
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Пусть λ = 3, n = 4, m = 4, тогда из утверждения 3 получим радиально-симметричное
решение

U2(x) =
4ν

2ν2(x21 + x22 + x23 + x24)− α
,

где ν �= 0 – произвольная постоянная. Аналогичное решение можно получить из следствия 2.
Полагая C1 = τ/(64α), из формулы (43) при λ = 3 получаем

g(ξ) =

√
2

4

√
τ

α
tg

(√
2

4
ξ + C2

)
.

Пусть n = 5, m = 4. Тогда имеем τ = 2σ и с учётом равенств U = f(W ), f(W ) =
= g(ξ)W 1/(1−λ), ξ = lnW получим анизотропное решение уравнения (57) следующего вида:

U3(x) =
1

2

1√
W (x)

√
σ

α
tg

(√
2

4
lnW (x) + C2

)
, x ∈ R

5,

W (x) =
σ

16
(3x21 + x22 + 4(x23 + x24 + x25) + 2

√
3x1x2),

где σ �= 0, C2 – произвольные постоянные. Для краткости записи в решениях U1(x), U2(x)
и функции W (x) компоненты вектора B и константу C положили равными нулю.

Пример 4. Пусть λ = −1, тогда нелинейное эллиптическое уравнение (2) примет вид

ΔU = αU−1. (58)

В работе [13] уравнение (58) с α = 1 возникает при построении точных решений следующей
системы параболических уравнений четвёртого порядка:

ut = Δ(uΔu) + k1v, vt = Δ(vΔv) + k2u.

Воспользовавшись результатами примера 1, легко записать анизотропное точное решение урав-
нения (58) в трёхмерном координатном пространстве:

U(x, y, z) =

[
α

64
(39x2 + 37y2 + 52z2 + 30

√
3xy + 20

√
3xz − 36yz) +

+ b1x+

(
5
√
3

9
b1 −

2

3
b2

)
y + b2z +

1

α108
(52b21 − 20

√
3b1b2 + 39b22)

]1/2
,

где b1, b2 – произвольные постоянные. Отметим, что в [13] получено только радиально-сим-
метричное решение уравнения (58), которое для любого n > 1 приведено в следствии 1.

Пример 5. В этом примере, используя результаты утверждения 4 и примера 1, постро-
им частные точные многомерные решения нелинейного эллиптического уравнения (3). Так, в
трёхмерном случае уравнение (3) имеет анизотропное частное точное решение

U(x, y, z) =

[
α(1− λ)2

256
(39x2 + 37y2 + 52z2 + 30

√
3xy + 20

√
3xz − 36yz) +

+ b1x+

(
5
√
3

9
b1 −

2

3
b2

)
y + b2z +

52b21 − 20
√
3b1b2 + 39b22

27α(1 − λ)2
− β

αλ

]1/(1−λ)

и радиально-симметричное частное точное решение вида

U(x, y, z) =

[
α(1− λ)2

2(3 − λ)

]1/(1−λ)[
(x+ c1)

2 + (y + c2)
2 + (z + c3)

2 − β(3− λ)2

α2λ(1− λ)2

]1/(1−λ)

,
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где λ �= 1, α �= 0, β, ci, i = 1, 2, 3, – произвольные параметры. Поскольку радиально-
симметричное решение получается для матрицы A полного ранга, то легко записать решение
нелинейного эллиптического уравнения (3) в случае произвольной размерности:

U(x) =

[
α(1− λ)2

2(n+ (2− n)λ)
|x|2 − β(n + (2− n)λ)

2αλ

]1/(1−λ)

.

Пример 6. Пользуясь результатами утверждения 6 и примера 1, построим точное анизо-
тропное решение нелинейной эллиптической системы (7) в трёхмерном координатном прост-
ранстве. Как уже было отмечено выше, для построения анизотропных точных решений мы
должны использовать матрицы Em ранга m = 2. Кроме того, мы должны предъявить веще-
ственное решение кубического уравнения (54). Для упрощения задачи параметры α, β, γ, δ
системы (7) возьмём единичными, тогда уравнение (54) имеет три вещественных корня:

ν1 = 0, ν2 =
λ(λ+ 2λμ+ μ)

2(1 + λ)2(1 + μ)
, ν3 =

λ(λ− μ)

2(1 + λ)2(1 + μ)
.

Корень ν1 интереса не представляет, так как приводит к тривиальному решению матричной
системы (51). В случае λ = μ получим ν3 = 0. Поэтому при равенстве параметров λ и μ из
кубического уравнения (54) получим единственный нетривиальный корень ν = λ2/(1 + λ)2.
В этом примере будем использовать корень ν2, ортогональную матрицу S и матрицу E2,
приведённые в примере 1. Также должно выполняться условие на параметры λ+2λμ+μ �= 0,
которое гарантирует нетривиальность матрицы A2. Кроме того, с учётом неравенства (55)
параметры системы (7) должны удовлетворять дополнительному ограничению

2(λ+ 2λμ + μ)− αλ(1 + μ) �= 0.

Таким образом, получим, что нелинейная эллиптическая система (7) с параметрами α =
= β = γ = δ = 1 имеет анизотропное параметрическое семейство точных решений вида

U(x, y, z) =

[
λ(λ+ 2λμ+ μ)(39x2 + 37y2 + 52z2 + 30

√
3xy + 20

√
3xz − 36yz)

256(1 + λ)2(1 + μ)
+

+ bx+
5
√
3

9
by +

52

27

(1 + λ)2(1 + μ)

λ(λ+ 2λμ + μ)
b2
](1+λ)/λ

,

V (x, y, z) =

[
μ(λ+ 2λμ + μ)(39x2 + 37y2 + 52z2 + 30

√
3xy + 20

√
3xz − 36yz)

256(1 + λ)2(1 + μ)
+

+
(1 + λ)μ

λ(1 + μ)
bx+

5
√
3

9

(1 + λ)μ

λ(1 + μ)
by +

52

27

(1 + λ)3μ

λ2(λ+ 2λμ+ μ)
b2
](1+μ)/μ

,

где b – произвольный параметр.
Пример 7. В случае когда параметры матричной системы (51) удовлетворяют некоторым

соотношениям можно получить решение этой системы, отличное от матриц, приведённых в
утверждении 6. Пусть выполнены равенства

α =
28(1 + λ)2

5λ2
, β =

28(1 + μ)2

5μ2
, γ =

8(1 + λ)

5λ2
, δ =

48(1 + μ)

5μ2
, (59)

тогда в трёхмерном случае матричная система (51) имеет следующее решение:

A1 =

⎛

⎝
2 0 0
0 4 0
0 0 −2/5

⎞

⎠, A2 =

⎛

⎝
−2 0 0
0 6 0
0 0 8/5

⎞

⎠.
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Для этих матриц нелинейная эллиптическая система уравнений (7) с параметрами, заданными
формулами (59), имеет частное точное анизотропное решение

U(x, y, z) =

(
x2 + 2y2 − 1

5
z2
)(1+λ)/λ

, V (x, y, z) =

(
−x2 + 3y2 +

4

5
z2
)(1+μ)/μ

.

В частном случае при λ = μ = 1 получим, что нелинейная эллиптическая система вида

ΔU =
112

5
U1/2 +

16

5
V 1/2, ΔV =

112

5
V 1/2 +

96

5
U1/2

обладает точным решением

U(x, y, z) =

(
x2 + 2y2 − 1

5
z2
)2

, V (x, y, z) =

(
−x2 + 3y2 +

4

5
z2
)2

.

Пусть теперь выполнены соотношения

α =
(5λ− 2)(1 + λ)

λ2
, β =

7(μ + 2)(1 + μ)

μ2
, γ =

4(1 + λ)

λ2
, δ = −12(1 + μ)

μ2
, (60)

тогда матричная система (51) в трёхмерном случае имеет решение

A1 =

⎛

⎝
1 0 0
0 2 0
0 0 2

⎞

⎠, A2 =

⎛

⎝
1 0 0
0 3 0
0 0 3

⎞

⎠. (61)

Нелинейная эллиптическая система уравнений (7) с параметрами, заданными по формулам
(60), имеет частное точное анизотропное решение

U(x, y, z) =

(
1

2
x2 + y2 + z2

)(1+λ)/λ

, V (x, y, z) =

(
1

2
x2 +

3

2
y2 +

3

2
z2
)(1+μ)/μ

.

Если λ = 2/5, μ = −2, то в силу (60) имеем α = β = 0, γ = 35, δ = 3, в этом случае
система уравнений (7) упростится и примет вид

ΔU = 35U3/7V 2, ΔV = 3U2/7V −3.

Эта нелинейная эллиптическая система уравнений имеет частное точное анизотропное реше-
ние

U(x, y, z) =

(
1

2
x2 + y2 + z2

)7/2
, V (x, y, z) =

(
1

2
x2 +

3

2
y2 +

3

2
z2
)1/2

.

Пример 8. Рассматривается нелинейная эллиптическая система уравнений

ΔU = αU2/3 + γU1/3V 1/5, ΔV = βU4/5 + δU1/3V 3/5, (62)

которая получается из (7) при λ = 1/2, μ = 1/4. Для указанных значений параметров λ, μ
из равенств (60) имеем

α = 3, β = 315, γ = 24, δ = −240. (63)

В этом случае с использованием матриц (61) можно построить точное анизотропное решение
системы (62), которое имеет вид

U1(x, y, z) =

(
1

2
x2 + y2 + z2

)3
, V1(x, y, z) =

(
1

2
x2 +

3

2
y2 +

3

2
z2
)5

.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 12 2023



О ТОЧНЫХ РЕШЕНИЯХ МНОГОМЕРНОЙ СИСТЕМЫ 1637

C другой стороны, по утверждению 6 матричная система (51) имеет частное решение (53),
где параметр ν является вещественным корнем уравнения (54). Пусть λ = 1/2, μ = 1/4,
m = 2 и α, β γ, δ задаются формулами (63), тогда кубическое уравнение (54) имеет три
вещественных корня:

ν1 =
3

2
, ν2 = − 7

12
+

1

20

√
2785, ν3 = − 7

12
− 1

20

√
2785.

Для построения точных решений системы (62) возьмём матрицы S и E2, приведённые в
примере 1, также, для краткости, векторы Bi, постоянные Ci, i = 1, 2, положим равными
нулю. Заметим, что для корня ν1 матрицы A1 и A2 совпадают. В этом случае получим
точное решение системы (62) вида

U2(x, y, z) =

(
3

256
(39x2 + 37y2 + 52z2 + 30

√
3xy + 20

√
3xz − 36yz)

)3

,

V2(x, y, z) =

(
3

256
(39x2 + 37y2 + 52z2 + 30

√
3xy + 20

√
3xz − 36yz)

)5
.

Для корней ν2, ν3 имеем, соответственно, следующие точные решения системы (62):

U3(x, y, z) =

(
−35 + 3

√
2785

7680
(39x2 + 37y2 + 52z2 + 30

√
3xy + 20

√
3xz − 36yz)

)3
,

V3(x, y, z) =

(
111−

√
2785

2560
(39x2 + 37y2 + 52z2 + 30

√
3xy + 20

√
3xz − 36yz)

)5
,

U4(x, y, z) =

(
−35 + 3

√
2785

7680
(39x2 + 37y2 + 52z2 + 30

√
3xy + 20

√
3xz − 36yz)

)3
,

V4(x, y, z) =

(
111 +

√
2785

2560
(39x2 + 37y2 + 52z2 + 30

√
3xy + 20

√
3xz − 36yz)

)5
.

Воспользовавшись результатами примера 6, получим при α = β = γ = δ = 1 следующее
анизотропное параметрическое семейство точных решений системы (62):

U(x, y, z) =

(
13

480
x2 +

√
3

48
xy +

√
3

72
xz +

37

1440
y2 − 1

40
yz +

13

360
z2
)3

,

V (x, y, z) =

(
13

800
x2 +

√
3

80
xy +

√
3

120
xz +

37

2400
y2 − 3

200
yz +

13

600
z2
)5

.

Пример 9. В этом примере мы построим точное решением системы (16) с использованием
анзацев U = f(W ), V = g(W ). Пусть p = q = 2, тогда система (16) запишется как

ΔU = αU2 + γU3V −1, ΔV = βV 2 + δU−1V 3. (64)

После подстановки функций U = f(W ), V = g(W ) и несложных преобразований с учётом
формулы (10) и равенств

|∇W |2 = σW, ΔW = trA ≡ τ

придём к системе ОДУ (49), для которой при условии τ = 3σ можно получить частное точное
решение. Как уже было отмечено выше, равенство τ = 3σ приводит к необходимости рас-
смотрения задачи в пространстве шести и более переменных. Пусть искомые функции U(x),
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V (x) и оператор Лапласа Δ заданы в 7-мерном координатном пространстве, тогда система
(64) обладает частными точными анизотропными решениями в элементарных функциях

U1(x) = PF1(x), V1(x) =
2γP 2

σ − 2αP
F1(x), x ∈ R

7,

U2(x) = QF2(x), V2(x) = − 2γQ2

6σC3 + αQ
F2(x), x ∈ R

7,

F1(x) =
3 tg2(0.5 lnW (x) +C2) + 1

W (x)
, F2(x) = (C3W (x) + 1)−2,

где σ �= 0, C2, C3 �= 0 – произвольные постоянные; ненулевые константы P �= σ/(2α), Q �=
�= −6σC3/α являются вещественными решениями следующих кубических уравнений:

8γ(αβ − γδ)P 3 + 4σ(α2 − βγ)P 2 − 4ασ2P + σ3 = 0,

γ(αβ − γδ)Q3 − 6σC3(α
2 − βγ)Q2 − 72ασ2C2

3Q− 216C2
3σ

3 = 0,

а функция W (x) задаётся формулой (47).
Заключение. В статье получены формулы новых точных многомерных решений нелиней-

ной эллиптической системы (7) и нелинейных эллиптических уравнений (2), (3) с использова-
нием конструкции (10), которая в работах других авторов не применялась. При этом исполь-
зовались не только степенные анзацы (22), (50), но и анзацы с другой функциональной зави-
симостью. В частности, построено точное многомерное решение уравнения (2) с показателем
λ = 2, которое выражается формулой, содержащей эллиптический синус Якоби. Полезная осо-
бенность конструкции (10) с точки зрения построения точных многомерных решений состоит в
том, что помимо линейных слагаемых она содержит квадратичную форму (Ax,x) n перемен-
ных. Из полученных результатов следует, что пространственная структура решений опреде-
ляется рангом матрицы A. Если rankA = 1, то имеем “псевдомногомерные” точные решения,
т.е. решения с линейной комбинацией пространственных переменных. Если 1 < rankA < n,
то получим анизотропные точные решения. Наконец, если rankA = n, то имеем радиально-
симметричные точные решения. Определённые ограничения на существование решений вида
(22) с заданной пространственной структурой при некоторых значениях параметров λ накла-
дывает условие (27). Так, при λ = −1 уравнение (2) не имеет точных решений вида (22) ранга
1, т.е. решений с линейной комбинацией переменных. Нелинейное эллиптическое уравнение (2)
размерности n ∈ N, n > 2, с показателем λ = n/(n − 2) не имеет радиально-симметричных
решений вида (22) соответствующей размерности. Нелинейное эллиптическое уравнение (2)
размерности n = 2 не имеет точных анизотропных решений вида (22). Отметим, что в спра-
вочниках [7, 36, 37] приведено радиально-симметричное решение уравнения (2) в двумерном
координатном пространстве. Нелинейное эллиптическое уравнение (3) с показателем λ = 5 в
трёхмерном координатном пространстве не имеет точных анизотропных решений вида (30).
В статье остались не рассмотренными нелинейные системы (18)–(21) (по причине ограничения
объёма), для них мы только указали анзацы точных решений; этим системам будут посвящены
отдельные исследования. Задача построения точных решений с использованием функциональ-
ных анзацев U = f(W ), V = g(W ) сводится к нелинейным ОДУ второго порядка (39), (48) и
системе ОДУ (49), детальное исследование которых также осталось за рамками данной статьи.
Все полученные новые результаты подкреплены соответствующими примерами, а найденные
явные выражения точных многомерных решений в элементарных и специальных функциях
могут иметь не только теоретическое, но и прикладное значение, поскольку их можно исполь-
зовать для тестирования, настройки и адаптации численных методов и алгоритмов построения
приближённых решений краевых задач для нелинейных систем вида (7), (16) и нелинейного
эллиптического уравнения (2) большой размерности.
Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 22-29-

00819).
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УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

УДК 517.956.4

НАЧАЛЬНО-КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ
ДЛЯ ОДНОРОДНЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ
В ПОЛУОГРАНИЧЕННОЙ ПЛОСКОЙ ОБЛАСТИ

И УСЛОВИЕ ДОПОЛНИТЕЛЬНОСТИ
c© 2023 г. С. И. Сахаров

Рассмотрены начально-краевые задачи для однородных параболических систем с коэффи-
циентами, удовлетворяющими двойному условию Дини, с нулевыми начальными условиями
в полуограниченной плоской области с негладкой боковой границей. Методом граничных
интегральных уравнений доказана теорема об однозначной классической разрешимости
таких задач в пространстве функций, непрерывных вместе со своей пространственной про-
изводной первого порядка в замыкании области. Дано интегральное представление полу-
ченных решений. Показано, что рассматриваемое в работе условие разрешимости постав-
ленных задач эквивалентно известному условию дополнительности.

DOI: 10.31857/S0374064123120051, EDN: NVAUBL

Введение. Теория однозначной разрешимости начально-краевых задач для параболиче-
ских систем общего вида с гёльдеровскими коэффициентами в пространствах Hk+α,(k+α)/2(Ω),
k � 2, 0 < α < 1, в областях с гладкими боковыми границами построена в работе [1] (см.
также [2, c. 705]). Особый интерес указанные задачи представляют в случае областей с неглад-
кими боковыми границами, допускающими, в частности, “клювы”. В случае параболических
систем с гёльдеровскими коэффициентами первая и вторая начально-краевые задачи в плос-
ких областях с негладкими боковыми границами из класса Жевре H(1+α)/2 рассматривались
в статьях [3–8]. В случае параболических систем с коэффициентами, удовлетворяющими двой-
ному условию Дини, в [9–14] доказаны теоремы о существовании и единственности решений
из пространства C1,0(Ω) первой, второй и смешанной начально-краевых задач в областях с
боковыми границами из класса H1/2+ω, где ω удовлетворяет условию Дини.
Естественно возникает вопрос об исследовании начально-краевых задач для параболиче-

ских систем в областях с негладкими боковыми границами, на которых задаются граничные
условия общего вида. В настоящей работе доказана однозначная классическая разрешимость в
пространстве C

0

1,0(Ω) начально-краевых задач общего вида для однородных параболических
систем с коэффициентами, удовлетворяющими двойному условию Дини, c нулевыми началь-
ными условиями в полуограниченной области с боковой границей из класса Дини–Гёльдера
H1/2+ω , где ω удовлетворяет условию Дини. Коэффициенты в граничных условиях являются
постоянными. Показано, что рассматриваемое в данной статье условие разрешимости постав-
ленных задач эквивалентно известному условию дополнительности (см. [2, c. 700; 15, с. 360]).
Построен пример, иллюстрирующий тот факт, что в общем случае это условие может не вы-
полняться. Приведён алгоритм вычислений, связанный с проверкой выполнения указанного
условия разрешимости.
Работа состоит из четырёх пунктов. В п. 1 приводятся необходимые определения и форму-

лируются основные результаты. В п. 2 доказывается теорема об однозначной разрешимости в
пространстве C[0, T ] систем граничных интегральных уравнений, которые индуцируются гра-
ничными условиями поставленных задач. Доказательству основной теоремы об однозначной
разрешимости рассматриваемых задач посвящён п. 3. В п. 4 доказывается эквивалентность
условия разрешимости из основной теоремы и известного условия дополнительности, кроме
того, строится пример, показывающий, что в общем случае это условие может не выполнять-
ся, а также приводится алгоритм вычислений, связанный с проверкой выполнения указанного
условия.
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1. Необходимые сведения и формулировка основного результата. Следуя [16,
c. 151], модулем непрерывности называем непрерывную неубывающую полуаддитивную
функцию ω : [0,+∞) → R, для которой ω(0) = 0. Говорят, что модуль непрерывности ω
удовлетворяет условию Дини, если

ω̃(z) =

z∫

0

y−1ω(y) dy < +∞, z > 0. (1)

Через D обозначим множество модулей непрерывности, удовлетворяющих условию Дини (1).
Пусть T > 0 – фиксированное число. Через C[0, T ] обозначим пространство непрерывных

на отрезке [0, T ] вектор-функций с нормой ‖ψ; [0, T ]‖0 = max
t∈[0,T ]

|ψ(t)|. Положим C
0
[0, T ] = {ψ ∈

∈ C[0, T ] : ψ(0) = 0}.
Здесь и далее для числового вектора a (числовой матрицы A) под |a| (соответственно

|A|) понимаем максимум из модулей его компонент (её элементов).
Пусть ω – некоторый модуль непрерывности. Введём пространства

Hq+ω[0, T ] =

{
ψ ∈ C[0, T ] : ‖ψ; [0, T ]‖q+ω = ‖ψ; [0, T ]‖0 + sup

t,t+Δt∈(0,T )

Δt�=0

|Δtψ(t)|
|Δt|qω(|Δt|1/2)

< ∞
}
,

H
0

q+ω[0, T ] = {ψ ∈ Hq+ω[0, T ] : ψ(0) = 0}, q = 0, 1/2,

где Δtψ(t) = ψ(t+Δt)− ψ(t).
Пусть

∂1/2ϕ(t) =
1√
π

d

dt

t∫

0

(t− τ)−1/2ϕ(τ) dτ, t ∈ [0, T ],

– оператор дробного дифференцирования порядка 1/2. Следуя [3, 4], введём пространство

C
0

1/2[0, T ] = {ψ ∈ C
0
[0, T ] : ∂1/2ψ ∈ C

0
[0, T ], ‖ψ; [0, T ]‖1/2 = ‖ψ; [0, T ]‖0 + ‖∂1/2ψ; [0, T ]‖0 < ∞}.

Функция ν(z), z � 0, называется почти убывающей, если для некоторой постоянной C >
> 0 выполняется неравенство ν(z1) � Cν(z2), z1 � z2 � 0.
В полосе D = {(x, t) ∈ R

2 : x ∈ R, t ∈ (0, T )} выделим область Ω = {(x, t) ∈ D : x > g(t)},
где g удовлетворяет условию

g ∈ H1/2+ω1 [0, T ], ω1 ∈ D, (2)

причём для некоторого ε1 ∈ (0, 1) функция z−ε1ω1(z), z > 0, почти убывает.
Через C0(Ω) обозначим пространство непрерывных и ограниченных в Ω вектор-функ-

ций u с нормой ‖u; Ω‖0 = sup
(x,t)∈Ω

|u(x, t)|.

Под значениями функций и их производных на границе произвольной области Ω ⊂ R
2

понимаем их предельные значения “изнутри” Ω.
Положим C1,0(Ω) = {u ∈ C0(Ω) : ∂xu ∈ C0(Ω)}, ‖u; Ω‖1,0 =

∑1
l=0 ‖∂l

xu; Ω‖0, C
0

1,0(Ω) =

= {u ∈ C1,0(Ω) : ∂l
xu(x, 0) = 0, l = 0, 1}.

Пусть число m ∈ N, m � 2, зафиксировано. Рассмотрим в полосе D равномерно парабо-
лический по Петровскому (см. [17]) оператор

Lu = ∂tu−
2∑

l=0

Al(x, t)∂
l
xu, u = (u1, . . . , um)т,
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где Al = ‖ajkl‖ – m × m-матрицы, элементами которых являются вещественные функции,
определённые и ограниченные в D, и выполнены условия:
(a) собственные числа μr, r = 1,m, матрицы A2 подчиняются неравенствам Reμr(x, t) �

� δ для некоторого δ > 0 и всех (x, t) ∈ D;

(b) |ajkl(x + Δx, t + Δt) − ajkl(x, t)| � ω0(|Δx| + |Δt|1/2), (x + Δx, t + Δt), (x, t) ∈ D, где
ω0 – модуль непрерывности, удовлетворяющий двойному условию Дини

˜̃ω0(z) =

z∫

0

y−1 dy

y∫

0

x−1ω0(x)dx < +∞, z > 0,

причём для некоторого ε0 ∈ (0, 1) функция z−ε0ω0(z), z > 0, почти убывает.
Пусть

Z(x, t;A2(ξ, τ)) =
1

2π

+∞∫

−∞

eixy exp{−y2A2(ξ, τ)t} dy, (x, t) ∈ R× (0,+∞), (ξ, τ) ∈ D. (3)

Обозначим D∗ = {(x, t; ξ, τ) ∈ D ×D : t > τ}. Известно (см. [18]), что при выполнении усло-
вий (a) и (b) у системы Lu = 0 существует фундаментальная матрица решений Γ(x, t; ξ, τ),
(x, t; ξ, τ) ∈ D∗, справедливы оценки

|∂k
t ∂

l
xΓ(x, t; ξ, τ)| � C(t− τ)−(2k+l+1)/2 exp{−c(x− ξ)2/(t− τ)}, (x, t; ξ, τ) ∈ D∗, 2k + l � 2,

и, кроме того, для разности

W (x, t; ξ, τ) ≡ Γ(x, t; ξ, τ)− Z(x− ξ, t− τ ;A2(ξ, τ)), (x, t; ξ, τ) ∈ D∗, (4)

выполнены оценки

|∂k
t ∂

l
xW (x, t; ξ, τ)| � C(t− τ)−(2k+l+1)/2ω̃0((t− τ)1/2) exp{−c(x− ξ)2/(t− τ)}, 2k + l � 2,

|Δt∂xW (x, t; ξ, τ)| � C(Δt)1/2(t− τ)−3/2ω̃0((t− τ)1/2) exp{−c(x− ξ)2/(t− τ)},
(x, t; ξ, τ), (x, t +Δt; ξ, τ) ∈ D∗, 0 < Δt � t− τ.
Пусть mj ∈ N

⋃
{0}, j = 0, 1, и m0 + m1 = m, и пусть заданы m0 × m-матрица B0 =

= ‖bjk0‖ и m1 ×m-матрицы B1 = ‖bjk1‖, B̂1 = ‖b̂jk1‖, где bjk0, bjk1, b̂jk1 – вещественные
числа.
Рассмотрим задачу о нахождении вектор-функции u ∈ C

0

1,0(Ω), являющейся классическим
решением системы

Lu(x, t) = 0, (x, t) ∈ Ω, (5)

удовлетворяющей начальному условию

u(x, 0) = 0, x � g(0), (6)

и граничным условиям
B0u(g(t), t) = ψ0(t), (7)

B1∂xu(g(t), t) + B̂1u(g(t), t) = ψ1(t), t ∈ [0, T ]. (8)

Положим

A(t) = A2(g(t), t), M(t) =
1√
π

+∞∫

−∞

exp{−y2A(t)} dy, (9)
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G(t) =

(
B0

B1M(t)

)
, t ∈ [0, T ]. (10)

Заметим, что из равенства (см. [19]) M2(t) = (A(t))−1, t ∈ [0, T ], следует, что

detM(t) �= 0, t ∈ [0, T ]. (11)

Основным результатом настоящей работы является следующая
Теорема 1. Пусть выполнены условия (а), (b), (2) и, кроме того,

detG(t) �= 0, t ∈ [0, T ]. (12)

Тогда для любых вектор-функций ψ0 ∈ C
0

1/2[0, T ] и ψ1 ∈ C
0
[0, T ] существует единственное

классическое решение u ∈ C
0

1,0(Ω) задачи (5)–(8) и справедлива оценка

‖u; Ω‖1,0 � C{‖ψ0; [0, T ]‖1/2 + ‖ψ1; [0, T ]‖0}. (13)

При этом для решения u ∈ C
0

1,0(Ω) задачи (5)–(8) справедливо интегральное представление
в виде векторного параболического потенциала простого слоя

u(x, t) =

t∫

0

Γ(x, t; g(τ), τ)ϕ(τ) dτ, (x, t) ∈ Ω, (14)

где ϕ ∈ C
0
[0, T ] – единственное в пространстве C[0, T ] решение системы граничных инте-

гральных уравнений Вольтерры первого и второго рода

B0

t∫

0

Γ(g(t), t; g(τ), τ)ϕ(τ) dτ = ψ0(t), (15)

−1

2
B1(A(t))

−1ϕ(t) +

t∫

0

[B1∂xΓ(g(t), t; g(τ), τ) +

+ B̂1Γ(g(t), t; g(τ), τ)]ϕ(τ) dτ = ψ1(t), t ∈ [0, T ]. (16)

Здесь и далее через C, c обозначаем положительные постоянные, зависящие от чисел T,
m, коэффициентов оператора L, элементов матриц Bj , j = 0, 1, B̂1 и модуля непрерывно-
сти ω1.

Замечание 1. Пусть E – единичная m×m-матрица. Для первой начально-краевой задачи
(m0 = m, B0 = E) и второй начально-краевой задачи (m1 = m, B1 = E, B̂1 = 0) теорема 1
следует из [9, 10, 13].
В настоящей работе также проверяется, что условие (12) эквивалентно известному (см. [2,

c. 700; 15, с. 360]) условию дополнительности: для произвольно фиксированных чисел p ∈ C,
Re p > 0, и t ∈ [0, T ]

det

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

B0

∫

γ+(p,t)

(pE + y2A(t))−1 dy

B1

∫

γ+(p,t)

y(pE + y2A(t))−1 dy

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
�= 0, (17)

где γ+(p, t) – произвольный простой замкнутый контур, содержащийся в полуплоскости
{Im y > 0} и охватывающий корни уравнения det (pE+y2A(t)) = 0, имеющие положительную
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мнимую часть (здесь и далее обход кривых, по которым ведётся интегрирование, предполага-
ется направленным против часовой стрелки). А именно, доказывается следующая

Теорема 2. Если выполняется условие (a), то условие (12) имеет место тогда и только
тогда, когда выполняется условие (17).
Из теоремы 2 следует, в частности, что для первой и второй начально-краевых задач усло-

вие (17) выполнено. Для первой начально-краевой задачи это было ранее показано в моногра-
фии [2, c. 715], для второй – в работах [10, 13].
В общем случае условие (12) может не выполняться. Соответствующий пример приводится

ниже в п. 4.
Заметим, что если известна такая матрица F (t), t ∈ [0, T ], что A(t) = F−1(t)A(t)F (t),

t ∈ [0, T ], где A – жорданова форма матрицы A, то элементы матрицы G из условия (12)
могут быть легко вычислены. Алгоритм такого вычисления приводится в п. 4. В некоторых
случаях вычисление элементов матрицы G можно провести даже если матрица F неизвестна
(см. п. 4).

2. Система граничных интегральных уравнений. Приведём сведения, которые будут
использованы в дальнейшем.

Лемма 1 [20]. Пусть ω ∈ D. Тогда ∂1/2 является ограниченным оператором из прост-
ранства H

0

1/2+ω[0, T ] в пространство H
0

ω̃[0, T ].

Следуя А.Н. Тихонову (см. [21]), назовём оператор K : C[0, T ] → C[0, T ] вольтерровым,
если для любого t ∈ [0, T ] из равенства ϕ1 = ϕ2 на [0, t] следует, что Kϕ1 = Kϕ2 на [0, t].

Лемма 2 [22]. Пусть ω – некоторый модуль непрерывности и K : C[0, T ] → H
0

ω[0, T ] –

линейный ограниченный вольтерров оператор. Тогда для любой вектор-функции ψ ∈ C[0, T ]
уравнение ϕ+Kϕ = ψ имеет единственное решение ϕ ∈ C[0, T ] и справедлива оценка

‖ϕ; [0, T ]‖0 � C‖ψ; [0, T ]‖0.

Докажем, что справедлива
Теорема 3. Пусть выполнены условия (а), (b), (2) и (12). Тогда для любых вектор-функ-

ций ψ0 ∈ C
0

1/2[0, T ] и ψ1 ∈ C
0
[0, T ] система (15), (16) имеет единственное в пространстве

C[0, T ] решение ϕ ∈ C
0
[0, T ] и справедлива оценка

‖ϕ; [0, T ]‖0 � C{‖ψ0; [0, T ]‖1/2 + ‖ψ1; [0, T ]‖0}. (18)

Замечание 2. Для первой и второй начально-краевых задач теорема 3 доказана в рабо-
тах [9] и [10] соответственно.

Доказательство теоремы 3. Полагая (см. (4))

N0(t, τ) = B0[Z(g(t)− g(τ), t − τ ;A(τ)) − Z(0, t− τ ;A(τ)) +W (g(t), t; g(τ), τ)],

N1(t, τ) = B1∂xΓ(g(t), t; g(τ), τ) + B̂1Γ(g(t), t; g(τ), τ), 0 � τ < t � T,

систему (15), (16) можно записать в виде

t∫

0

B0Z(0, t− τ ;A(τ))ϕ(τ) dτ +

t∫

0

N0(t, τ)ϕ(τ) dτ = ψ0(t), (19)

−1

2
B1(A(t))

−1ϕ(t) +

t∫

0

N1(t, τ)ϕ(τ) dτ = ψ1(t), t ∈ [0, T ]. (20)
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Пусть оператор дробного интегрирования действует на функцию ϕ ∈ C[0, T ] по формуле

I1/2ϕ(t) =
1√
π

t∫

0

(t− τ)−1/2ϕ(τ) dτ, t ∈ [0, T ].

В силу (3) и (9)

Z(0, t− τ ;A(τ)) =
1

2
√

π(t− τ)
M(τ), 0 � τ < t � T,

поэтому уравнение (19) может быть записано в виде

1

2
B0I

1/2(Mϕ)(t) +

t∫

0

N0(t, τ)ϕ(τ) dτ = ψ0(t), t ∈ [0, T ]. (21)

Введём операторы Hl, l = 0, 1, действующие на функцию ϕ ∈ C[0, T ], по формулам

(Hlϕ)(t) =

t∫

0

Nl(t, τ)ϕ(τ) dτ, t ∈ [0, T ],

и запишем систему (21), (20) в операторном виде

1

2
B0I

1/2(Mϕ) +H0ϕ = ψ0, (22)

−1

2
B1A

−1ϕ+H1ϕ = ψ1. (23)

Положим ω2(z) = ω̃0(z)+ω1(z), z � 0. Из [9, 10] следует, что H0 – ограниченный оператор
из C[0, T ] в H

0

1/2+ω2 [0, T ] и H1 – ограниченный оператор из C[0, T ] в H
0

ω̃2 [0, T ].

Применив к обеим частям уравнения (22) оператор дробного дифференцирования ∂1/2, в
силу приведённых свойств операторов Hl, l = 0, 1, леммы 1 и справедливых для χ ∈ C[0, T ],

ψ ∈ C1/2[0, T ] равенств ∂1/2I1/2χ = χ, I1/2∂1/2ψ = ψ, получим систему интегральных урав-
нений Вольтерры второго рода, эквивалентную (22), (23) для ϕ ∈ C[0, T ] :

B0Mϕ+K0ϕ = 2∂1/2ψ0, (24)

B1A
−1ϕ+K1ϕ = −2ψ1, (25)

где K0 = 2∂1/2H0, K1 = −2H1.
Положим

K =

(
K0

K1

)
, ψ =

(
2∂1/2ψ0

−2ψ1

)
.

В силу (11) и (12) систему (24), (25) можно записать как

ϕ+ K̂ϕ = ψ̂, (26)

где K̂ = (GM)−1K, ψ̂ = (GM)−1ψ ∈ C
0
[0, T ]. Из свойств операторов Hl, l = 0, 1, и леммы 1

следует, что K̂ : C[0, T ] → H
0

ω̃2 [0, T ] – линейный ограниченный вольтерров оператор, тогда по

лемме 2 уравнение (26) имеет единственное в C[0, T ] решение ϕ, причём выполнено неравен-
ство ‖ϕ; [0, T ]‖0 � C‖ψ; [0, T ]‖0. Отсюда получаем оценку (18). Кроме того, из вида уравнения
(26) следует, что ϕ(0) = 0. Теорема 3 доказана.
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3. Доказательство теоремы 1. Сначала докажем существование решения задачи (5)–
(8). Это решение будем искать в виде потенциала простого слоя (14) с плотностью ϕ ∈ C[0, T ],
подлежащей определению. Для любой ϕ ∈ C[0, T ] потенциал (14) является решением систе-
мы (5) и удовлетворяет начальному условию (6). Подставив (14) в граничные условия (7) и
(8), получим систему интегральных уравнений Вольтерры первого и второго рода (15) и (16).
Из теоремы 3 следует, что система (15), (16) имеет единственное в пространстве C[0, T ] ре-
шение ϕ ∈ C

0
[0, T ], подставив которое в потенциал (14), получим решение задачи (5)–(8).

Из оценки (18) и свойств потенциала простого слоя (см. [18]) делаем вывод, что найденное
решение принадлежит пространству C

0

1,0(Ω) и выполнено неравенство (13).

Далее докажем единственность решения задачи (5)–(8). Пусть u ∈ C
0

1,0(Ω) – классическое

решение задачи (5)–(8) при ψj(t) = 0, t ∈ [0, T ], j = 0, 1. Тогда вектор-функция u является
единственным (см. [13]) в пространстве C

0

1,0(Ω) классическим решением второй начально-
краевой задачи

Lu(x, t) = 0, (x, t) ∈ Ω, u(x, 0) = 0, x � g(0),

∂xu(g(t), t) = ψ(t), t ∈ [0, T ],

где ψ ∈ C
0
[0, T ], и для неё справедливо интегральное представление (см. [10])

u(x, t) =

t∫

0

Γ(x, t; g(τ), τ)ϕ(τ) dτ, (x, t) ∈ Ω, (27)

где ϕ ∈ C
0
[0, T ]. Подставив выражение (27) в граничные условия (7) и (8) с нулевыми правыми

частями, получим, что ϕ ∈ C
0
[0, T ] одновременно является решением однородной системы

уравнений (15), (16) и, следовательно, в силу теоремы 3 ϕ(t) = 0, t ∈ [0, T ]. Возвращаясь к
представлению (27), получаем, что u(x, t) = 0, (x, t) ∈ Ω. Теорема 1 доказана.

4. Доказательство теоремы 2. Следуя [23, с. 139], приведём определение показательной
функции матрицы и её свойства. Показательной функцией eH ≡ exp{H} квадратной матрицы
H называется сумма ряда

∑+∞
j=0 H

j/j!. Она обладает следующими свойствами:

exp{Hт} = (exp{H})т, (28)

d

dt
etH = HetH , t ∈ R, (29)

eR+H = eReH , если RH = HR. (30)

Пусть H – жорданова форма матрицы H, s – количество жордановых клеток Kj в H, kj –
размеры этих клеток, νj – соответствующие им собственные числа. Пусть F – такая матрица,
что H = F−1HF. Имеют место равенства

etH = FetHF−1, (31)

etH = diag [etK1 , . . . , etKs ], (32)

etKj = etνj

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
t

1!

t2

2!
· · · tkj−1

(kj − 1)!

0 1
t

1!
· · · tkj−2

(kj − 2)!

0 0 1 · · · tkj−3

(kj − 3)!
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 · · · 0 1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, t ∈ R, j = 1, s. (33)
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Из (32) и (33) следует, в частности, что

eyE = eyE, y ∈ C. (34)

Пусть P (y), y � 0, – m × m-матрица, элементами которой являются полиномы, νj(y),
j = 1,m, – собственные числа P (y). Имеют место оценки (см. [24, с. 171])

| exp{τP (y)}| � C(1 + τ1/2 + τ1/2y)2(m−1) exp{τ max
j∈{1,...,m}

Re νj(y)}, y � 0, τ � 0. (35)

Далее обозначим через Km пространство (кольцо) m×m-матриц над полем C. Следуя [25,
с. 7], нормой на Km назовём функционал ‖ · ‖ : Km → [0,+∞), удовлетворяющий следующим
условиям для всех H,R ∈ Km :
1) ‖H‖ = 0 тогда и только тогда, когда H = 0;
2) ‖λH‖ = |λ|‖H‖, λ ∈ C;
3) ‖H +R‖ � ‖H‖+ ‖R‖;
4) ‖HR‖ � ‖H‖‖R‖.
Известно [26, c. 354], что функционал H 	→ m|H|, H ∈ Km, является нормой на Km.
Доказательство. Зафиксируем произвольно t0 ∈ [0, T ], p0 ∈ C, Re (p0) > 0, и положим

M = M(t0), A = A(t0), γ+ = γ+(p0, t0). Достаточно доказать справедливость равенств

M =
1√
πp̂0

∫

γ+

(p0E + y2A)−1 dy, (36)

A−1 =
1

πi

∫

γ+

y(p0E + y2A)−1 dy, (37)

где

p̂0 =

√
π

|p0|1/2

(
cos

α

2
− i sin

α

2

)
, α = Arg (p0) ∈

(
−π

2
,
π

2

)
.

Докажем (36). Из равенств (см. [27, с. 27])

+∞∫

0

τ−1/2 cos(|p0|τ sinα) exp{−|p0|τ cosα} dτ =

√
π

|p0|1/2
cos

α

2
,

+∞∫

0

τ−1/2 sin(|p0|τ sinα) exp{−|p0|τ cosα} dτ =

√
π

|p0|1/2
sin

α

2
,

где α = Arg (p0), следует, что

+∞∫

0

τ−1/2e−p0τ dτ =

+∞∫

0

τ−1/2 exp{−|p0|τ(cosα+ i sinα)} dτ =

=

+∞∫

0

τ−1/2 cos(|p0|τ sinα) exp{−|p0|τ cosα} dτ − i

+∞∫

0

τ−1/2 sin(|p0|τ sinα) exp{−|p0|τ cosα} dτ = p̂0.

Отсюда, учитывая (30) и (34), получаем

M =
1√
πp̂0

+∞∫

0

τ−1/2e−p0τ dτ

+∞∫

−∞

exp{−y2A} dy =
1√
πp̂0

+∞∫

0

e−p0τ dτ

+∞∫

−∞

exp{−τy2A} dy =
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=
1√
πp̂0

+∞∫

0

dτ

+∞∫

−∞

exp{−τ(p0E + y2A)} dy = lim
ε→+0
b→+∞

2√
πp̂0

b∫

ε

dτ

+∞∫

0

exp{−τ(p0E + y2A)} dy.

Известно (см. [2, c. 699]), что уравнение

det (p0E + y2A) = 0 (38)

имеет m корней с положительной мнимой частью и m корней с отрицательной мнимой ча-
стью. Следовательно, det (p0E + y2A) – полином степени 2m, причём

det (p0E + y2A) �= 0, y ∈ R, (39)

и
(p0E + y2A)−1 =

∥∥∥∥
Ajk(y)

det (p0E + y2A)

∥∥∥∥, y ∈ R, (40)

где Ajk, j, k = 1,m, – полиномы степени не выше 2(m− 1).
Зафиксируем произвольные ε, b, 0 < ε < b. Используя равенство (30), оценку (35) и

свойство 4) нормы m| · |, с учётом условия (a) получаем

| exp{−τ(p0E + y2A)}| = 1

m
m| exp{−τ(p0E + y2A)}| � m| exp{−τp0E}|| exp{−τy2A}| �

� C(1 + b1/2 + b1/2y)2(m−1) exp{−cε(1 + y2)}, y � 0, τ ∈ [ε, b].

Следовательно, интеграл
+∞∫

0

exp{−τ(p0E + y2A)} dy

сходится равномерно по τ ∈ [ε, b]. Отсюда, учитывая (29) и (39), имеем

M = lim
ε→+0
b→+∞

2√
πp̂0

+∞∫

0

dy

b∫

ε

exp{−τ(p0E + y2A)} dτ =

= − lim
ε→+0
b→+∞

2√
πp̂0

+∞∫

0

dy

b∫

ε

(p0E + y2A)−1 ∂

∂τ
exp{−τ(p0E + y2A)} dτ =

= lim
ε→+0
b→+∞

2√
πp̂0

+∞∫

0

(p0E + y2A)−1[exp{−ε(p0E + y2A)} − exp{−b(p0E + y2A)}] dy. (41)

Зафиксируем произвольно y0 > 0. Используя оценку (35), получаем

| exp{−b(p0E + y2A)}| � C(1 + b1/2 + b1/2y0)
2(m−1)e−cb, y ∈ [0, y0]. (42)

Кроме того, в силу (40) отображение y 	→ (p0E + y2A)−1 непрерывно на [0, y0]. Отсюда и из
(39), (42) следует, что

lim
b→+∞

(p0E + y2A)−1 exp{−b(p0E + y2A)} = 0, (43)

причём стремление к пределу равномерно по y ∈ [0, y0].
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Далее положим

B = {(y, ε) ∈ R
2 : y ∈ [0, y0], ε ∈ [0, 1]}, Q(y, ε) = exp{−ε(p0E + y2A)}, (y, ε) ∈ B.

В силу равномерной непрерывности отображения Q на множестве B для любого κ > 0
найдётся такое δ > 0, что при 0 � ε < δ

|Q(y, ε) −Q(y, 0)| = |Q(y, ε) − E| < κ, y ∈ [0, y0],

и, следовательно,

lim
ε→+0

(p0E + y2A)−1 exp{−ε(p0E + y2A)} = (p0E + y2A)−1, (44)

причём стремление к пределу равномерно по y ∈ [0, y0].
Из (43) и (44) вытекает равенство

lim
ε→+0
b→+∞

d∫

0

(p0E+y2A)−1[exp{−ε(p0E+y2A)}−exp{−b(p0E+y2A)}] dy =

d∫

0

(p0E+y2A)−1 dy, (45)

где d = 2max{1, |a1|, . . . , |a2m|}, aj , j = 1, 2m, – корни уравнения (38).
Далее докажем, что интеграл

+∞∫

d

(p0E + y2A)−1[exp{−ε(p0E + y2A)} − exp{−b(p0E + y2A)}] dy (46)

сходится равномерно по ε, b > 0. Пусть F такая матрица, что A = F−1AF, где A – жорданова
форма матрицы A. Обозначим через s количество жордановых клеток Kj в A, через kj –
размеры этих клеток, а через μj – соответствующие им собственные числа матрицы A. Тогда,
учитывая (31)–(33),

exp{−τy2A} = F diag [exp{−τy2K1}, . . . , exp{−τy2Km}]F−1, y � d, τ � 0,

причём

exp{−τy2Kj} = exp{−τy2μj}

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
−τy2

1!

(−τy2)2

2!
· · · (−τy2)kj−1

(kj − 1)!

0 1
−τy2

1!
· · · (−τy2)kj−2

(kj − 2)!

0 0 1 · · · (−τy2)kj−3

(kj − 3)!
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 · · · 0 1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, j = 1, s. (47)

Положим

Rjl(y, τ) = exp{−τy2μl}
(−τy2)j

j!
, y � 0, τ � 0, j = 0, kl − 1, l = 1, s.

В силу условий (a) справедливы оценки

|Rjl(y, τ)| � C, y � 0, τ � 0, j = 1, kl − 1, l = 1, s.
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Отсюда, используя равенства (30), (34), (47) и свойство 4) нормы m| · |, получаем

| exp{−τ(p0E + y2A)}| � m| exp{−τpE}|| exp{−τy2A}| � C, y � 0, τ � 0. (48)

Кроме того, из равенства (40) следует, что

|(p0E + y2A)−1| � C
1

y2
, y � d.

Поэтому в силу (48) интеграл (46) сходится равномерно по ε, b > 0. Отсюда и из (43)–(45),
переходя к пределу в (41) при ε → +0, b → +∞ и учитывая (40), получаем (см. [28, c. 219])

M =
1√
πp̂0

+∞∫

−∞

(p0E + y2A)−1 dy =
1√
πp̂0

∫

γ+

(p0E + y2A)−1 dy.

Следовательно, выполняется равенство (36).
Докажем равенство (37). Известно (см. [15, c. 357]), что

A−1 =
1

2πi

∫

CR

y(p0E + y2A)−1 dy, (49)

где CR = {z ∈ C : |z| = R} – окружность достаточно большого радиуса R > 0, охватывающая
корни уравнения (38). Заметим, что

R∫

−R

y(p0E + y2A)−1 dy = 0

и, следовательно, справедливы равенства
∫

C+
R

y(p0E + y2A)−1 dy =

∫

γ+

y(p0E + y2A)−1 dy, (50)

где C+
R = {z ∈ CR : Im z � 0}. Далее имеем

∫

C+
R

y(p0E + y2A)−1 dy = i

π∫

0

R2e2iϕ(p0E +R2e2iϕA)−1dϕ =

∫

C−
R

y(p0E + y2A)−1 dy,

где C−
R = {z ∈ CR : Im z � 0}. Отсюда и из (49), (50) вытекает равенство (37). Теорема 2

доказана.
Замечание 3. Условие (12) может не выполняться.
Например, если m0 = m1 и для некоторого t0 ∈ [0, T ] имеет место равенство B0 =

= B1M(t0), то detG(t0) = 0. В частности, если

A(t) ≡ A =

⎛

⎜⎝

1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 1 1

⎞

⎟⎠, t ∈ [0, T ], B0 =

(
1 −1/2 1 0
0 1 −1/2 1

)
, B1 =

(
1 0 1 0
0 1 0 1

)
,

то, применив (28), (32), (33), равенства
∞∫

0

y2ke−ay2 dy =
(2k − 1)!!

2k+1ak

√
π

a
, k ∈ N, a > 0, (51)
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и формулы (9), (10), последовательно найдём

M(t) ≡ M =

⎛

⎜⎝

1 −1/2 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 −1/2 1

⎞

⎟⎠, G(t) ≡ G =

⎛

⎜⎝

1 −1/2 1 0
0 1 −1/2 1
1 −1/2 1 0
0 1 −1/2 1

⎞

⎟⎠.

Отсюда вытекает равенство detG = 0.
Заметим, что можно описать конкретный алгоритм вычисления элементов матрицы G(t)

в том случае, если известна такая матрица F (t), что

A(t) = F−1(t)A(t)F (t), t ∈ [0, T ], (52)

где A – жорданова форма матрицы A. Для этого зафиксируем произвольно t0 ∈ [0, T ] и
положим A = A(t0), A = A(t0), M = M(t0), F = F (t0), G = G(t0). Обозначим через s
количество жордановых клеток Kj в составе A, через kj – размеры этих клеток, а через μj –
соответствующие этим клеткам собственные числа матрицы A. Используя (31)–(33), получаем

e−y2A = F diag [e−y2K1 , . . . , e−y2Ks ]F−1, (53)

e−y2Kj = e−y2μj

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
−y2

1!

y4

2!
· · · (−y)2kj−2

(kj − 1)!

0 1
−y2

1!
· · · (−y)2kj−4

(kj − 2)!

0 0 1 · · · (−y)2kj−6

(kj − 3)!
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 · · · 0 1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, y ∈ R, j = 1, s. (54)

Используя (9), (51)–(54) и учитывая условие (a), можно вычислить элементы матрицы M, а
затем по формуле (10) – элементы матрицы G.
Заметим, что приведённый выше пример показывает, что вычисление элементов матрицы

G в отдельных случаях возможно без предварительного нахождения матрицы F из (52).
Автор выражает благодарность профессору Е.А. Бадерко за постановку задачи и постоян-

ное внимание к работе.
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ности дифференциального оператора, действующего на гладких сечениях векторных
расслоений. Для связных некомпактных многообразий показано, что эти условия выво-
дятся из условий регулярности и свойства единственности продолжения решений. Приве-
дено приложение этих результатов к эллиптическим операторам (точнее, к операторам с
сюрьективным главным символом) с аналитическими коэффициентами, к эллиптическим
операторам второго порядка на линейных расслоениях с вещественной старшей частью и к
оператору Ходжа–Лапласа–де Рама. Показано, что старшая группа когомологий де Рама
(соответственно Дольбо) на связном некомпактном гладком (соответственно комплексно-
аналитическом) многообразии обнуляется. Для эллиптических операторов доказано, что
разрешимость в гладких сечениях влечёт за собой разрешимость в обобщённых сечениях.
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Введение. Имеется большое количество исследований разрешимости (или, что равно-
сильно, сюрьективности) скалярных линейных дифференциальных операторов в пространстве
гладких функций. Для операторов с гладкими коэффициентами на открытом подмножестве
в пространстве R

n были получены окончательные результаты, содержащие необходимые и
достаточные условия разрешимости в гладких функциях. Точные формулировки и обзор ре-
зультатов по данному вопросу можно найти в работе [1] (для случая операторов с постоян-
ными коэффициентами см. также [2, гл. 10]). Для скалярных дифференциальных (и даже
псевдодифференциальных) операторов на произвольных многообразиях существует подход,
основанный на теории распространения особенностей (см. [3, 4]). Данный подход применял-
ся в различных контекстах, включая операторы первого порядка (см. [3, 5]) и инвариантные
операторы на однородных пространствах групп Ли (см. [6, 7]). Цель данной статьи – найти
удобные для применения условий замкнутости образа или разрешимости линейные дифферен-
циальные операторы, действующие на гладких сечениях векторных расслоений, аналогичные
установленным в [1] для скалярных операторов. По-видимому, такие результаты встречаются
в литературе довольно редко. В [8] разрешимость исследовалась для операторов, действующих
в пространствах сечений векторных расслоений над аналитическим многообразием, принад-
лежащих классу Жевре. В работе [9] утверждается (без доказательства), что эллиптический
оператор с аналитическими коэффициентами на связном некомпактном аналитическом много-
образии разрешим в гладких сечениях (мы доказываем это утверждение в п. 5). В [10] утвер-
ждается, что эллиптический оператор второго порядка, действующий на гладких сечениях
векторного расслоения над связным некомпактным многообразием, разрешим. Это утвержде-
ние в приведённой общности, по всей видимости, неверно, так как эллиптический оператор
второго порядка с непостоянными коэффициентами (в случае когда расслоение имеет раз-
мерность больше единицы) может иметь нетривиальные функции с компактным носителем в
ядре (см. [11, пример 1.11]). Тем не менее можно доказать разрешимость оператора Ходжа–
Лапласа–де Рама (для связных некомпактных многообразий), который в [10] приведён как
основной мотивирующий пример.
Статья организована следующим образом. В п. 1 приводится вся необходимая предвари-

тельная информация и фиксируются основные обозначения. В п. 2 доказывается главный
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результат по аналогии с теоремой 3.14 из [1], дающий критерий замкнутости образа диф-
ференциального оператора, а также доказывается, что если оператор обладает дополнитель-
ными свойствами регулярности, то условия основной теоремы несколько упрощаются. Рас-
пространение результатов о разрешимости в гладких сечениях на обобщённые сечения для
эллиптических операторов рассматривается в п. 3. В п. 4 описывается случай когда многооб-
разие связно и некомпактно, показывается, что условия разрешимости могут быть получены
из условия регулярности и свойства единственности продолжения решений. Наконец, в п. 5
собраны некоторые приложения полученных результатов для операторов с аналитическими
коэффициентами, эллиптических операторов второго порядка с вещественной главной частью
на линейных расслоениях и оператора Ходжа–Лапласа–де Рама.

1. Предварительные сведения. Мы используем слово “гладкий” исключительно как си-
ноним “класса C∞ ”. На протяжении данной статьи все многообразия по умолчанию считаются
гладкими и без края, а векторные расслоения – гладкими и комплексными. Для расширения
многих результатов этой статьи на случай вещественных расслоений достаточно рассмотреть
комплексификации.
Целью этого пункта является фиксация обозначений и необходимых результатов из теории

обобщённых функций (сечений расслоений) и дифференциальных операторов на многообрази-
ях, поскольку единого подхода к этим понятиям в литературе на данный момент не существует.
Приведённое ниже определение обобщённого сечения векторного расслоения широко известно
и может быть найдено в книге [12, гл. 3] (см. также [13, гл. 8] для случая тривиальных рассло-
ений). Чтобы удобно и бескоординатно определять топологии на пространствах обобщённых
сечений векторных расслоений над многообразиями, мы будем свободно использовать поня-
тия проективной и индуктивной локально выпуклых топологий (см. [14, II.5–6]). Определения
линейного дифференциального оператора на векторных расслоениях и его главного символа
можно найти в [15, гл. IV] или [16, гл. 4]. Тем не менее, в отличие от авторов этих источников,
будем отталкиваться от понятия транспонированного оператора (а не сопряжённого), чтобы
избежать необходимости фиксировать плотности и эрмитовы структуры. Книги [14] и [16]
будут использоваться как основные источники по теории многообразий и функциональному
анализу соответственно. Все необходимые сведения из теории пучков содержатся в [16, гл. 2].
Наконец, для краткости будем называть топологию σ(T ′, T ) на сопряжённом пространстве
T ′ к локально выпуклому пространству T ∗-слабой топологией.

1.1. Обобщённые сечения векторных расслоений. Пусть M – многообразие, а E –
векторное расслоение над M. Через C∞(M,E) и D(M,E) обозначаем пространства глад-
ких сечений и гладких сечений с компактным носителем расслоения E соответственно. Эти
пространства наделяются стандартными топологиями пространства Фреше и LF-пространства
соответственно. Очевидно, что D(M,E) плотно в C∞(M,E).
Если M – гладкое многообразие, то через VolM обозначается (комплексное) расслоение

плотностей на M (определение и основные свойства расслоения VolM можно найти в [12,
разд. 3.1.2]). Отметим, что VolM тривиально, и ненулевое сечение этого расслоения можно
построить, выбрав риманову метрику на M. Для непрерывного сечения φ расслоения VolM
с компактным носителем канонически определяется число

∫
M φ. Для векторного расслоения

E над M положим E• = E∗⊗VolM (как обычно, E∗ обозначает сопряжённое расслоение
к E, т.е. Hom(E,C)), так что имеется канонический морфизм cE : E

⊗
E• → VolM . Для

таких непрерывных сечений φ и ψ векторных расслоений E и E•, что suppφ
⋂

suppψ ⊂ M
компактно, положим 〈φ,ψ〉E =

∫
M cE(φ

⊗
ψ). Билинейная форма 〈 · , · 〉E определяет двой-

ственность между C∞(M,E) и D(M,E•), а также между D(M,E) и C∞(M,E•). Обозначим
через D ′(M,E) сопряжённое пространство к D(M,E•) (наделённое топологией сильного со-
пряжённого). Элементы этого пространства называются обобщёнными сечениями расслоения
E. Пространство C∞(M,E) канонически вложено в D ′(M,E), и с этого момента мы будем
отождествлять C∞(M,E) с его образом вложения в D ′(M,E). Пространство обобщённых
сечений расслоения E может быть определено над любым открытым U ⊂ M, и совокупность
таких пространств образует пучок (ограничения определяются стандартным способом). Опре-
делим носитель обобщённого сечения, как это принято в теории пучков, как множество таких
x ∈ M, что росток данного сечения в точке x отличен от нуля. Как обычно, обобщённое

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 12 2023 5∗



1656 СМИРНОВ

сечение φ ∈ D ′(M,E) имеет компактный носитель тогда и только тогда, когда φ непрерывен
на D(M,E•) по отношению к топологии, индуцированной из C∞(M,E•). Таким образом,
пространство E ′(M,E), состоящее из обобщённых сечений расслоения E с компактным но-
сителем, канонически изоморфно сопряжённому пространству к C∞(M,E•). Также отметим,
что (E•)• канонически изоморфно E, поскольку Vol∗M

⊗
VolM канонически изоморфно рас-

слоению M×C (ввиду того, что VolM одномерно), а E∗∗ канонически изоморфно E. Отсюда
получаем канонические изоморфизмы

(C∞(M,E))′ ∼= E ′(M,E•) и (D(M,E))′ ∼= D ′(M,E•).

Пространство тех обобщённых сечений расслоения E, что локально принадлежат (при-
надлежит ограничение на каждую относительно компактную карту, над которой расслоение
E тривиально) пространству Соболева Hs, обозначается через Hs

loc(M,E) (см. [17, § I.7]).
На этом пространстве есть естественная топология пространства Фреше: она определяется
стандартным образом если M является открытым подмножеством в R

n, а E тривиально,
в то время как для общего случая она определяется как проективная топология по отноше-
нию к ограничениям на относительно компактные карты, над которыми E тривиализуется.
Пространство элементов Hs

loc(M,E), имеющих носитель в компакте K ⊂ M, обозначается че-
рез Hs(K,M,E). Это пространство замкнуто в Hs

loc(M,E), а его топология нормируема (т.е.
порождается некоторой нормой). Отметим, что теорема вложения Соболева (см., например,
[17, теорема I.7.6]) влечёт за собой, что C∞(M,E) =

⋂
s∈RHs

loc(M,E), причём топология на
C∞(M,E) совпадает с топологией проективного предела. Наконец, определим Hs

c (M,E) =
= Hs

loc(M,E)
⋂

E ′(M,E). Очевидно, что Hs
c (M,E) совпадает с объединением пространств

Hs(K,M,E) по всем компактам K ⊂ M. Мы наделяем Hs
c (M,E) топологией индуктивного

предела, т.е.
Hs

c (M,E) = lim−→Hs(K,M,E).

Следующие свойства описанных выше пространств выделим в отдельное предложение.
Предложение 1. Пусть M – многообразие, а E – векторное расслоение над M. Тогда

выполнены следующие утверждения:
(i) пусть s, t ∈ R, s < t и K ⊂ M – компакт, тогда оператор вложения Ht(K,M,E) →

→ Hs(K,M,E) компактен;
(ii) двойственный оператор к оператору вложения C∞(M,E•) → Hs

loc(M,E•) задаёт
топологический изоморфизм пространства (Hs

loc(M,E•))′ на H−s
c (M,E);

(iii) множество B ⊂ E ′(M,E) равностепенно непрерывно тогда и только тогда, когда
найдутся такие s ∈ R и компакт K ⊂ M, что B содержится и ограничено в Hs(K,M,E).

Доказательство. Чтобы доказать утверждение (i), достаточно воспользоваться теоремой
Реллиха (см. [2, теорема 10.1.10]) для открытых подмножеств в R

n и очевидным рассуждени-
ем, использующим разбиение единицы (см. также [17, теорема I.7.4], где в случае тривиального
расслоения используется другой подход).
Теперь докажем (ii). Доказательство локальной версии этого утверждения (т.е. случая от-

крытого подмножества в R
n и тривиального расслоения) можно найти в работах [18] или [17,

теорема I.7.7]. Приводимое далее рассуждение является прямым обобщением доказательства
из [18, разд. 3], поэтому опустим детали. Очевидно, что C∞(M,E•) плотно в Hs

loc(M,E•),
а потому каноническое отображение (Hs

loc(M,E•))′ → E ′(M,E) инъективно. Из локальной
версии утверждения (ii) и рассуждения, использующего разбиение единицы, легко вытекает,
что образ вложения равен H−s

c (M,E). Также легко видеть, что обратное отображение к нему
непрерывно. Остаётся показать, что топология на H−s

c (M,E) слабее сильной топологии прост-
ранства, сопряжённого к Hs

loc(M,E•). Заметим, что сопряжённое к H−s
c (M,E) пространство

канонически отождествляется с Hs
loc(M,E•), так что топология на H−s

c (M,E) согласована
с двойственностью между Hs

loc(M,E) и его сопряжённым пространством. Таким образом, из
теоремы Макки–Аренса (см. [14, теорема IV.3.2]) следует, что топология на H−s

c (M,E) слабее
топологии Макки, которая, в свою очередь, слабее сильной топологии.
Наконец, утверждение (iii) напрямую выводится из (ii). Действительно, раз C∞(M,E•)

является проективным пределом пространств Hs
loc(M,E•), получаем, что B ⊂ E ′(M,E) =
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= (C∞(M,E•))′ равностепенно непрерывно тогда и только тогда, когда найдётся такое s ∈
∈ R, что B содержится в (Hs

loc(M,E•))′ и ограничено там по отношению к сильной топо-
логии. Иначе говоря, B ⊂ E ′(M,E) равностепенно непрерывно тогда и только тогда, когда
B содержится и ограничено в Hs

c (M,E) для некоторого s ∈ R. Доказательство завершает-
ся применением результатов [14, II.6.5], поскольку Hs

c (M,E) является строгим индуктивным
пределом последовательности Hs(K1,M,E) ⊂ Hs(K2,M,E) ⊂ . . . для произвольной последо-
вательности K1 ⊂ K2 ⊂ . . . , если

⋃
nKn = M и Kn ⊂ IntKn+1 для всех n (Int обозначает

внутренность). Предложение доказано.
1.2. Дифференциальные операторы на векторных расслоениях. Пусть M – мно-

гообразие, а E и F – векторные расслоения над M. Будем обозначать через Diffk(M,E,F )
пространство линейных дифференциальных операторов из E в F, имеющих порядок не вы-
ше k (и гладкие коэффициенты). В дальнейшем все операторы предполагаются линейными
без явного указания на это. Для L ∈ Diffk(M,E,F ) будем обозначать той же буквой L дей-
ствие этого оператора из C∞(U,E) в C∞(U,F ) для любого открытого U ⊂ M. Указанный
оператор непрерывен. Отметим, что для расслоений E, F и G над M и дифференциаль-
ных операторов L ∈ Diffk(M,E,F ) и N ∈ Diffm(M,F,G) композиция NL также является
дифференциальным оператором порядка не выше m+ k, т.е. NL ∈ Diffm+k(M,E,G).
Ключевую роль в дальнейшем будет играть транспонированный оператор tL дифферен-

циального оператора L ∈ Diffk(M,E,F ). По определению tL – это единственный такой опе-
ратор из Diffk(M,F •, E•), что 〈Lφ,ψ〉F = 〈φ, tLψ〉E для всех таких φ ∈ C∞(M,E) и ψ ∈
∈ C∞(M,F •), что suppφ

⋂
suppψ ⊂ M – компакт. Единственность tL очевидна. Также су-

ществование тривиально доказывается в случае, когда M – открытое подмножество в R
n, а

E и F тривиальны. Для доказательства существования в общем случае достаточно склеить
(в смысле теории пучков) транспонированные операторы к ограничениям L на карты, над
которыми E и F тривиальны.
Существование транспонированного оператора позволяет определить действие дифферен-

циальных операторов на обобщённые сечения. Действительно, для L ∈ Diffk(M,E,F ) суще-
ствует единственный непрерывный оператор из D ′(M,E) в D ′(M,F ), продолжающий дей-
ствие L с пространства C∞(M,E), и, кроме того, этот оператор совпадает с двойственным
оператором к tL : D(M,F •) → D(M,E•). Этот расширенный оператор мы также будем
обозначать через L. Отметим, что L(D(M,E)) ⊂ D(M,F ), L(C∞(M,E)) ⊂ C∞(M,F ),

L(E ′(M,E)) ⊂ E ′(M,F ), L(Hs
loc(M,E)) ⊂ Hs−k

loc (M,F ) и L(Hs
c (M,E)) ⊂ Hs−k

c (M,F ) для
всех s ∈ R; L(Hs(K,M,E)) ⊂ Hs−k(K,M,E) для s ∈ R и компактных K ⊂ M. Во всех пе-
речисленных включениях оператор L непрерывен по отношению к естественным топологиям
на этих пространствах.
Пусть L ∈ Diffk(M,E,F ). Обозначим главный символ оператора L через σk(L), так что

σk(L) – это морфизм расслоений π∗E → π∗F, где π : T ∗
0M → M – каноническая проекция,

T ∗
0M – кокасательное расслоение над M без нулевого сечения, а π∗ – обратный образ. Извест-
но, что σk+m(NL) = σm(N)σk(L) для произвольных L ∈ Diffk(M,E,F ) и N ∈ Diffk(M,F,G).
Напомним, что оператор L называется эллиптическим, если σk(L) – изоморфизм. Перейдём
к вычислению главного символа оператора tL. Для начала заметим, что π∗F • канонически
изоморфно (π∗F )∗

⊗
π∗VolM . Из прямого вычисления tL в картах легко показать, что σk(

tL)
совпадает с (−1)kσk(L)

∗⊗ Idπ∗VolM , или, точнее, диаграмма

π∗F • σk(
tL)−−−−−−−−→ π∗E•

⏐⏐!
⏐⏐!

(π∗F )∗
⊗

π∗VolM
(−1)kσk(L)

∗
⊗

Idπ∗VolM−−−−−−−−−−−−−−−−→ (π∗E)∗
⊗

π∗VolM

коммутативна, где вертикальные стрелки – упомянутые канонические изоморфизмы. Теперь
очевидно, что сюрьективность (соответственно инъективность) главного символа оператора L
влечёт за собой инъективность (соответственно сюрьективность) главного символа tL. В част-
ности, из эллиптичности L следует эллиптичность оператора tL.
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В дальнейшем будем пользоваться коммутативностью диаграмм

(C∞(M,F ))′
L′

−−−−→ (C∞(M,E))′
⏐⏐!

⏐⏐!

E ′(M,F •)
tL−−−−→ E ′(M,E•)

(D(M,F ))′
L′

−−−−→ (D(M,E))′
⏐⏐!

⏐⏐!

D ′(M,F •)
tL−−−−→ D ′(M,E•)

(1)

для произвольных векторных расслоений E и F и произвольного дифференциального опе-
ратора L ∈ Diffk(M,E,F ) (вертикальные стрелки в (1) – канонические изоморфизмы, инду-
цированные изоморфизмами расслоений (E•)• ∼= E и (F •)• ∼= F ).
Предположим, что зафиксирована всюду положительная плотность μ ∈ C∞(M,VolM ) и

эрмитовы структуры на расслоениях E и F. В этом случае понятие транспонированного
оператора для L ∈ Diffk(M,E,F ) может быть заменено понятием сопряжённого оператора.
Говоря точнее, определим 〈φ,ψ〉E,μ =

∫
(φ,ψ)Eμ, где φ и ψ – такие непрерывные сечения E,

что suppφ
⋂

suppψ ⊂ M компактно, а (φ,ψ)E – поточечное скалярное произведение. Тогда
сопряжённый оператор L∗ к оператору L ∈ Diffk(M,E,F ) определяется как единственный
оператор из Diffk(M,F,E), удовлетворяющий условию 〈Lφ,ψ〉F,μ = 〈φ,L∗ψ〉E,μ для всех та-
ких φ ∈ C∞(M,E) и ψ ∈ C∞(M,F ), что suppφ

⋂
suppψ ⊂ M компактно. Очевидно, имеется

тесная связь между операторами tL и L∗. Именно, диаграмма

C∞(M,F •)
tL−−−−→ C∞(M,E•)

⏐⏐!
⏐⏐!

C∞(M,F )
L∗

−−−−→ C∞(M,E)

(2)

коммутативна (вертикальные стрелки индуцированы каноническими сопряжённо-линейными
изоморфизмами E• ∼= E и F • ∼= F, порождаемыми эрмитовыми структурами и тривиализа-
цией VolM сечением μ). Наконец отметим, что σk(L

∗) = (−1)kσk(L)
∗ : π∗F → π∗E (здесь

сопряжённый морфизм к σk(L) понимается в смысле канонических эрмитовых структур на
π∗E и π∗F, индуцированных эрмитовыми структурами на E и F соответственно).
Оператор L ∈ Diffk(M,E,F ) называется гипоэллиптическим, если из условий φ∈D ′(U,E)

и Lφ ∈ C∞(U,F ) следует, что φ ∈ C∞(U,E) для произвольного открытого U ⊂ M. В даль-
нейшем нам понадобятся более тонкие условия регулярности для оператора L. Будем гово-
рить, что оператор L является r-гипоэллиптическим для r ∈ R, если условия φ ∈ D ′(U,E)
и Lφ ∈ Hs

loc(U,F ) влекут φ ∈ Hs+r
loc (U,F ) на произвольном открытом U ⊂ M. Очевидно,

что r-гипоэллиптичность (для некоторого r ∈ R) влечёт за собой гипоэллиптичность. Напом-
ним теорему регулярности для эллиптических операторов, утверждающую, что эллиптический
оператор L ∈ Diffk(M,E,F ) является k-гипоэллиптическим (для доказательства достаточно
заметить, что r-гипоэллиптичность – локальное свойство, а потому теорему достаточно дока-
зать для открытых подмножеств в R

n, см., например, [13, следствие 7.20]). Наконец, отметим,
что оператор L ∈ Diffk(M,E,F ), главный символ которого инъективен, также является k-
гипоэллиптическим. Действительно, зафиксируем положительную плотность на M и эрми-
товы структуры на E и F и рассмотрим оператор N = L∗L. Этот оператор эллиптичен и
имеет порядок 2k, так что он 2k-гипоэллиптический. Значит, если Lφ ∈ Hs(U,F ), то L∗Lφ ∈
∈ Hs−k(U,E), откуда φ ∈ Hs+k(M,E).

2. Основные теоремы о замкнутости образа.
Лемма 1 (ср. с теоремой 1.3 из [1]). Пусть T1 и T2 – пространства Фреше, а u : T1 → T2 –

непрерывный линейный оператор. Тогда следующие утверждения эквивалентны:
(i) u(T1) замкнуто в T2;
(ii) для любого равностепенно непрерывного A ⊂ T ′

1 найдётся такое равностепенно непре-
рывное B ⊂ T ′

2, что A
⋂

u′(T ′
2) ⊂ u′(B);

(iii) для любого равностепенно непрерывного A ⊂ T ′
1 найдётся такое подпространство

R ⊂ T2, что (u′)−1(A) ⊂ R◦, и для всех y ∈ u(T1) найдётся такое x ∈ T1, что u(x)−y ∈ R.
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Доказательство. Покажем сначала, что из (ii) следует утверждение (i). Достаточно до-
казать, что u′(T ′

2) ⊂ T ′
1 ∗-слабо замкнуто (см. [14, IV.7.7]). Поскольку пространства Фреше

B-полны (см. [14, IV.8]), остаётся показать, что A
⋂

u′(T ′
2) ∗-слабо замкнуто в A для любого

равностепенно непрерывного A ⊂ T ′
1. Пусть B ⊂ T ′

2 равностепенно непрерывно и u′(B) ⊃
⊃ A

⋂
u′(T ′

2). Заметим, что A
⋂

u′(T ′
2) = A

⋂
u′(B), где замыкание понимается в ∗-слабой

топологии. Действительно, раз u′(B) ⊂ u′(T ′
2), имеем

A
⋂

u′(B) ⊂ A
⋂

u′(T ′
2).

С другой стороны, A
⋂

u′(T ′
2) ⊂ u′(B) ⊂ u′(B). Теперь, так как B равностепенно непрерывно,

а B ∗-слабо компактно, получаем, что A
⋂

u′(B) = A
⋂

u′(T ′
2) ∗-слабо замкнуто в A.

Поскольку импликация (i) ⇒ (iii) очевидна (достаточно взять R = {0}), завершим дока-
зательство, показав, что (iii) ⇒ (ii). Пусть A ⊂ T ′

1 равностепенно непрерывно, а R ⊂ T2 –
линейное подпространство, удовлетворяющее условиям (iii) по отношению к A. Обозначим
через θ : T ′

2 → (u(T1))
′ двойственный оператор к оператору вложения u(T1) → T2, а че-

рез w : (u(T1))
′ → T ′

1 – двойственный оператор к оператору u : T1 → u(T1), так что wθ =
= u′. Утверждаем, что множество θ((u′)−1(A)) равностепенно непрерывно как подмножество
в (u(T1))

′. Достаточно проверить, что оно ∗-слабо ограничено, так как пространство u(T1)

бочечно (см. [14, IV.5.2]). Рассмотрим y ∈ u(T1) и возьмём такой x ∈ T1, что u(x) − y ∈ R.
Тогда для любого g ∈ θ((u′)−1(A)) выполнено g(y) = g(u(x)) = w′(g)(x), где w′(g) ∈ A,
так как w′(g) ∈ w(θ((u′)−1(A))) = u′((u′)−1(A)) ⊂ A. Таким образом, множество {g(y) : g ∈
∈ θ((u′)−1(A))} ⊂ C ограничено для любого y ∈ u(T1), что влечёт за собой ∗-слабую огра-
ниченность θ((u′)−1(A)). Значит, найдётся такая выпуклая закругленная окрестность нуля
U ⊂ T2, что θ((u′)−1(A)) ⊂ (U

⋂
u(T1))

◦. Из теоремы Хана–Банаха (см. [14, II.3.2]) следует,
что (U

⋂
u(T1))

◦ ⊂ θ(U◦). Наконец,

u′(U◦) = w(θ(U◦)) ⊃ w(θ((u′)−1(A))) = u′((u′)−1(A)) = A
⋂

u′(T ′
2).

Таким образом, утверждение (ii) доказано. Лемма доказана.
Определение 1. Пусть M – многообразие, E и F – векторные расслоения над M и L ∈

∈ Diffk(M,E,F ). Будем говорить, что M является L-выпуклым, если для любого компакта
K ⊂ M и любого s ∈ R найдётся такой компакт K ′ ⊂ M, что условия φ ∈ E ′(M,F •) и
tLφ ∈ Hs(K,M,E•) влекут suppφ ⊂ K ′.

Определение 2. Пусть M – многообразие, E и F – векторные расслоения над M и
L ∈ Diffk(M,E,F ). Оператор L называется полуглобально нормально разрешимым, если для
любого относительно компактного открытого U ⊂ M и любого φ ∈ L(C∞(M,E)) найдётся
такое ψ ∈ C∞(M,E), что Lψ совпадает с φ на U. Если описанное выше условие выполняется
для произвольного φ ∈ C∞(M,F ), то оператор L называется полуглобально разрешимым.
В доказательстве следующей теоремы будем неоднократно использовать первую диаграм-

му из (1), чтобы заменить двойственный оператор на транспонированный и применить лем-
му 1.

Теорема 1. Пусть M – многообразие, E и F – векторные расслоения над M и L ∈
∈ Diffk(M,E,F ). Тогда следующие утверждения эквивалентны:
(i) L(C∞(M,E)) замкнуто в C∞(M,F );
(ii) для любого s ∈ R и любого компакта K ⊂ M найдутся такие t ∈ R и компакт

K ′ ⊂ M, что выполнены условия:
a) если φ ∈ E ′(M,F •) и tLφ ∈ Hs(K,M,E•), то φ ∈ Ht(K ′,M,F •),
b) если U ⊂ Ht(K ′,M,F •) – окрестность нуля, то множество tL(U)

⋂
Hs(K,M,E•)

является окрестностью нуля в tL(E ′(M,F •))
⋂

Hs(K,M,E•) по отношению к топологии,
индуцированной из пространства Hs(K,M,E•);
(iii) многообразие M является L-выпуклым, а оператор L полуглобально нормально раз-

решим.
Доказательство. Докажем, что из (i) следует утверждение (ii). Рассмотрим произволь-

ное s ∈ R и компакт K ⊂ M. Пусть V – ограниченная окрестность нуля в Hs(K,M,E•).

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 12 2023



1660 СМИРНОВ

Поскольку V равностепенно непрерывное подмножество в E ′(M,E•), из леммы 1 вытекает,
что найдётся такое равностепенно непрерывное множество B ⊂ E ′(M,F •), что

V
⋂ tL(E ′(M,F •)) ⊂ tL(B).

Пусть t ∈ R и компакт K ′⊂M выбраны так, что B содержится и ограничено в Ht(K ′,M,F •)
(см. предложение 1 (iii)). Очевидно, что t и K ′ удовлетворяют условию а) из (ii), поскольку V
поглощает каждую точку пространства Hs(K,M,E•). Наконец, пусть U ⊂ Ht(K ′,M,F •) –
окрестность нуля. Тогда U поглощает B, а значит, tL(U) поглощает V

⋂
tL(E ′(M,F •)).

Таким образом, множество tL(U)
⋂

Hs(K,M,E•) поглощает окрестность нуля в пространстве
tL(E ′(M,F •))

⋂
Hs(K,M,E•), откуда следует, что оно само является окрестностью нуля.

Покажем, что из (ii) следует утверждение (i). Пусть A ⊂ E ′(M,E•) равностепенно непре-
рывно. Рассмотрим такие s ∈ R и компакт K ⊂ M, что A содержится и ограничено в
Hs(K,M,E•). Пусть t и K ′ удовлетворяют условиям a) и b) из (ii). Выберем ограничен-
ную окрестность нуля U ⊂ Ht(K,M,F •), так что tL(U)

⋂
Hs(K,M,E•) – окрестность нуля в

tL(E ′(M,F •))
⋂

Hs(K,M,E•). Поскольку A ограничено, tL(U) поглощает tL(E ′(M,F •))
⋂

A.
Значит, найдётся такая постоянная C > 0, что A

⋂
tL(E ′(M,F •)) ⊂ tL(CU). Поскольку U

ограничено в Ht(K,M,F •), множество CU равностепенно непрерывно в E ′(M,F •). Таким
образом, оператор L удовлетворяет условиям (ii) леммы 1, что доказывает замкнутость образа
оператора L.
Импликация (i) ⇒ (iii) очевидна (заметим, что L-выпуклость следует из условия а) в (ii)),

так что остаётся доказать импликацию (iii) ⇒ (i). Рассмотрим равностепенно непрерывное
A ⊂ E ′(M,E•) и выберем такие s ∈ R и компакт K ⊂ M, что A ⊂ Hs(K,M,E•). Пусть K ′ ⊂
⊂ M – такой компакт, что suppφ ⊂ K ′ для всех таких φ ∈ E ′(M,F •), что tLφ ∈ Hs(K,M,E•).
Наконец, пусть U ⊂ M – произвольное относительно компактное открытое множество, содер-
жащее K ′. Мы утверждаем, что линейное пространство R = {φ ∈ C∞(M,F ) : φ|U = 0}
удовлетворяет условию (iii) леммы 1 для A. Действительно, если tL(φ) ∈ A, то suppφ ⊂ K ′

и φ ∈ R◦. Второе условие на R (iii) из леммы 1 является прямым следствием полуглобаль-
ной нормальной разрешимости L. Так что утверждение (i) вытекает из леммы 1. Теорема
доказана.

Следствие 1. Пусть M – многообразие, E и F – векторные расслоения над M и L ∈
∈ Diffk(M,E,F ). L(C∞(M,E)) = C∞(M,F ) тогда и только тогда, когда многообразие M
является L-выпуклым, а оператор L полуглобально разрешим.
Обычно полуглобальную (нормальную) разрешимость достаточно трудно проверить для

данного оператора (исключение составляют операторы с постоянными коэффициентами на
открытых подмножествах в R

n, для которых полуглобальная разрешимость вытекает из тео-
ремы Мальгранжа–Эренпрейса, см. [2, теорема 7.3.10]). Поэтому в дальнейшем мы не будем
пользоваться условием (iii) из теоремы 1, а сосредоточим внимание на условии (ii).
Упростим условия теоремы 1 для операторов, удовлетворяющих условиям регулярности

(а именно, для операторов с r-гипоэллиптическим транспонированным). Пусть оператор L ∈
∈ Diffk(M,E,F ) гипоэллиптичен. Тогда для компакта K ⊂ M введём обозначение kerKL для
пространства таких φ ∈ D ′(M,E), что Lφ = 0 и suppφ ⊂ K. Гипоэллиптичность L влечёт
за собой гладкость сечений из kerKL. Отметим, что kerKL – замкнутое подпространство в
Hs(K,M,E) для любого s ∈ R.

Лемма 2. Пусть M – многообразие, E и F – векторные расслоения над M, а L ∈
∈ Diffk(M,E,F ) r-гипоэллиптичен. Тогда выполнены следующие утверждения:
(i) пусть K ⊂ M компактен, а s и t – такие вещественные числа, что t < s+r, прост-

ранство T (t, s,K) = {φ ∈ Ht(K,M,E) : Lφ ∈ Hs(K,M,F )} полно и нормируемо относитель-
но проективной топологии, порождённой оператором вложения T (t, s,K) → Ht(K,M,E) и
оператором L : T (t, s,K) → Hs(K,M,F );
(ii) пусть K, s, t такие же как в (i), тогда T (t, s,K) ⊂ Hs+r(K,M,E) и оператор

вложения непрерывен;
(iii) если K ⊂ M компактен, s ∈ R, а φn ∈ Hs+r(K,M,E) – такая последователь-

ность, что Lφn лежит в Hs(K,M,F ) и сходится там к нулю, то канонический образ φn

в пространстве Hs+r(K,M,E)/kerKL сходится к нулю (относительно фактор-топологии).
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Доказательство. Пространство T (t, s,K), очевидно, хаусдорфово, так как оператор вло-
жения T (t, s,K)→Ht(K,M,E) инъективен и пространство Ht(K,M,E) хаусдорфово. Прост-
ранство T (t, s,K) также нормируемо, поскольку его топология проективна по отношению к
конечному набору операторов в нормируемые пространства. Остаётся показать, что T (t, s,K)
полно. Пусть φn ∈ T (t, s,K) – последовательность Коши. Тогда φn и Lφn – последовательно-
сти Коши в пространствах Ht(K,M,E) и Hs(K,M,F ) соответственно, а значит, они сходятся
там к φ ∈ Ht(K,M,E) и ψ ∈ Hs(K,M,F ) соответственно. Легко показать, что Lφ = ψ, так
как оператор L : E ′(M,E) → E ′(M,F ) непрерывен, а сходимости φn → φ, Lφn → ψ имеют
место в пространствах обобщённых сечений с компактным носителем. Значит, φ ∈ T (t, s,K) и
очевидно, что φn → φ в топологии пространства T (t, s,K). Таким образом, T (t, s,K) полно
и утверждение (i) доказано.
Вложение T (t, s,K) ⊂ Hs+r(K,M,E) следует из r-гипоэллиптичности оператора L. Не-

прерывность оператора вложения элементарно следует из теоремы о замкнутом графике [14,
теорема IV.8.5]. Таким образом, доказали (ii).
Зафиксируем s ∈ R, обозначим через P пространство Hs+r(K,M,E)/kerKL, и пусть θ

обозначает фактор-отображение из Hs+r(K,M,E) в P. Заметим, что пространство P нор-
мируемо, а значит, там есть ограниченная окрестность U нуля. Предположим, что утвер-
ждение (iii) не выполнено. Тогда найдётся такая последовательность ψn ∈ Hs+r(K,M,E),
что θ(ψn) ∈ P не сходится к нулю, а Lψn лежит в Hs(K,M,F ) и сходится там к нулю.
Очевидно, что можно найти такое число ε > 0, что некоторая подпоследовательность по-
следовательности θ(ψn) лежит целиком вне εU. Не ограничивая общности, можем считать,
что θ(ψn) /∈ εU для всех n ∈ N, переходя к этой подпоследовательности. Наконец, найдутся
такие числа Cn > ε, что θ(ψn)/Cn ∈ 2U \ U. Получаем, что последовательность φn = ψn/Cn

обладает следующими свойствами: Lφn лежит в Hs(K,M,F ) и сходится там к нулю, притом
что θ(φn) – ограниченная последовательность в P, лежащая за пределами U. В частности,
ни одна подпоследовательность в θ(φn) не сходится к нулю в P. Поскольку θ(φn) огра-
ничена, а Hs(K,M,E) нормируемо, найдётся такая ограниченная последовательность φ′

n ∈
∈ Hs(K,M,E), что θ(φn) = θ(φ′

n) для всех n. Пусть t – такое число, что t < s+r.Тогда най-
дётся подпоследовательность последовательности φ′

n, сходящаяся в Ht(K,M,E) (см. пред-
ложение 1 (i)). Меняя обозначения, можем считать, что φ′

n сама сходится в Ht(K,M,E) к
некоторому элементу, который мы обозначим через φ. Поскольку последовательности φ′

n и
Lφn = Lφ′

n сходятся к φ и к нулю соответственно в топологии пространств D ′, а оператор
L : D ′(M,E) → D ′(M,F ) непрерывен, имеем

Lφ = limLφ′
n = limLφn = 0.

Таким образом, φ′
n сходится к φ в Ht(K,M,E), а Lφ′

n = Lφn сходится к Lφ = 0 в
Hs(K,M,F ). По определению проективной топологии на T (t, s,K) получаем, что φ′

n схо-
дится к φ в этом пространстве. Отсюда, по утверждению (ii), сходимость имеет место в
Hs+r(K,M,E). Непрерывность оператора θ влечёт за собой

θ(φn) = θ(φ′
n) → θ(φ) = 0,

так как φ ∈ kerKL. Мы пришли к противоречию, поскольку θ(φn) содержится в P \ U, где
U – окрестность нуля. Лемма доказана.

Теорема 2. Пусть M – многообразие, E и F – векторные расслоения над M и L ∈
∈ Diffk(M,E,F ). Если оператор tL r-гипоэллиптичен для некоторого r ∈ R, а многообра-
зие M L-выпукло, то L(C∞(M,E)) замкнуто в C∞(M,F ).

Доказательство. Покажем, что L удовлетворяет условию (ii) из теоремы 1. Пусть K ⊂
⊂ M компактно, а s ∈ R. Поскольку M является L-выпуклым, найдётся такой компакт
K ′ ⊂ M, что условия φ ∈ E ′(M,F •) и tLφ ∈ Hs(K,M,E•) влекут suppφ ⊂ K ′. Отсю-
да очевидно, что t = r + s и K ′ удовлетворяют условию (ii), a) теоремы 1. Рассмотрим
окрестность нуля U ⊂ Ht(K ′,M,F •) и предположим, что tL(U)

⋂
Hs(K,M,E•) не являет-

ся окрестностью нуля в tL(E ′(M,F •))
⋂

Hs(K,M,E•). Тогда найдётся последовательность
φn ∈ tL(E ′(M,F •))

⋂
Hs(K,M,E•), сходящаяся к нулю и не лежащая в tL(U) для всех n.
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Выберем произвольные ψn ∈ Ht(K ′,M,F •) так, что tLψn = φn для всех n. Из леммы 2 (iii)
следует, что образ ψn в пространстве Ht(K ′,M,F •)/kerK ′ tL сходится к нулю. Значит, най-
дётся такое n, что ψn ∈ U + kerK ′ tL. Отсюда имеем

φn = tLψn ∈ tL(U + kerK ′ tL) = tL(U).

Пришли к противоречию. Теорема доказана.
Стоит отметить, что компактное многообразие M L-выпукло для любого оператора L.

Значит если tL r-гипоэллиптичен, то L имеет замкнутый образ, а предложение 1 (i) влечёт за
собой конечномерность kerM

tL. Отсюда нетрудно вывести фредгольмовость таких операторов
L ∈ Diffk(M,E,F ), что L и tL оба r-гипоэллиптичны для некоторого r ∈ R. По-видимому,
более точной информации с помощью описанных выше методов в случае компактного много-
образия получить невозможно. Изучение фредгольмовых дифференциальных операторов на
компактных многообразиях (чаще всего эллиптических операторов) обычно основывается на
методах алгебраической топологии и K-теории (детальное изложение см., например, в [15; 16,
гл. 4, 5; 2, гл. 19, 20]).

3. Достаточное условие разрешимости в обобщённых сечениях. Далее покажем,
что для гипоэллиптических операторов порядка k с k-гипоэллиптическим транспонирован-
ным оператором разрешимость в гладких сечениях влечёт за собой разрешимость в обобщён-
ных сечениях. В частности, этот результат применим к эллиптическим операторам. Начнём
со следующего простого результата о замкнутости образа в пространствах Соболева.

Предложение 2. Пусть M – многообразие, E и F – векторные расслоения над M
и L ∈ Diffk(M,E,F ). Предположим, что оператор tL k-гипоэллиптичен и пространство
L(C∞(M,E)) замкнуто в C∞(M,F ). Тогда L(Hs

loc(M,E)) замкнуто в Hs−k
loc (M,F ) для всех

s ∈ R.
Доказательство. Поскольку Hs

loc(M,E) и Hs−k
loc (M,F ) являются пространствами Фре-

ше, а L действует там непрерывно, достаточно показать, что двойственный оператор имеет
∗-слабо замкнутый образ (см. [14, IV.7.7]). Ввиду предложения 1 (ii) очевидно, что двойствен-
ный оператор отождествляется с tL : H−s+k

c (M,F •) → H−s
c (M,E•). Пусть φ лежит в за-

мыкании пространства tL(H−s+k
c (M,F •)) в ∗-слабой топологии на H−s

c (M,E•). Очевидно,
что φ ∈ tL(E ′(M,F •)), так как последнее пространство ∗-слабо замкнуто в E ′(M,E•) и
вложение H−s

c (M,E•) → E ′(M,E•) непрерывно в ∗-слабых топологиях. Так что найдётся
такое ψ ∈ E ′(M,F •), что φ = tLψ. Из k-гипоэллиптичности оператора tL следует, что ψ ∈
∈ H−s+k

c (M,F •), откуда получается, что tL(H−s+k
c (M,F •)) ∗-слабо замкнуто. Предложение

доказано.
Следствие 2. Пусть M – многообразие, E и F – векторные расслоения над M и

L ∈ Diffk(M,E,F ). Предположим, что оператор tL k-гипоэллиптичен и L(C∞(M,E)) =

= C∞(M,F ). Тогда L(Hs
loc(M,E)) = Hs−k

loc (M,F ) для всех s ∈ R.
Введём некоторые обозначения. Если M – многообразие, а E – векторное расслоение над

M, то через C∞(E) (соответственно D ′(E)) обозначаем пучок гладких (соответственно обоб-
щённых) сечений E, т.е. пучок, который сопоставляет пространство C∞(U,E) (соответствен-
но D ′(U,E)) открытому множеству U ⊂ M со стандартными операторами ограничения. Для
L ∈ Diffk(M,E,F ) обозначим той же буквой L морфизмы пучков L : C∞(E) → C∞(F ) и
L : D ′(E) → D ′(F ), заданные оператором L. Отметим, что описанные выше пучки тонкие, а
значит, и мягкие (см. [16, предложение 3.5]).

Теорема 3. Пусть M – многообразие, E и F – векторные расслоения над M, а опе-
ратор L ∈ Diffk(M,E,F ) гипоэллиптичен. Предположим, что tL k-гипоэллиптичен и
L(C∞(M,E)) = C∞(M,F ). Тогда L(D ′(M,E)) = D ′(M,F ).

Доказательство. Пусть kerL обозначает ядро морфизма пучков L : D ′(E) → D ′(F ).
Поскольку L гипоэллиптичен, очевидно, что kerL также является ядром морфизма L :
C∞(E) → C∞(F ). Мы утверждаем, что морфизмы L : D ′(E) → D ′(F ) и L : C∞(E) →
→ C∞(F ) являются эпиморфизмами (в смысле теории пучков). Действительно, эпиморфность
L на пучках гладких сечений следует из сюрьективности на глобальных сечениях и мягкости
пучков. Эпиморфность морфизма на обобщённых сечениях вытекает из следствия 2, поскольку
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L получается сюрьективным на ростках обобщённых сечений в каждой точке многообразия M
(каждое обобщённое сечение локально лежит в некотором пространстве Соболева). Таким
образом, доказана точность последовательностей

0 → kerL → C∞(E)
L−→ C∞(F ) → 0, 0 → kerL → D ′(E)

L−→ D ′(F ) → 0. (3)

Первая из последовательностей в (3) приводит к длинной точной последовательности (см. [16,
теорема II.3.11 (c)])

0 → kerL(M) → C∞(M,E)
L−→ C∞(M,F ) → H1(kerL) → H1(C∞(E)) → . . . ,

где оператор L : C∞(M,E) → C∞(M,F ) сюрьективен, а H1(C∞(E)) = 0 (так как C∞(E)
мягкий, см. [16, теорема II.3.11 (a)]). Таким образом, H1(kerL) = 0. Наконец, вторая точная
последовательность в (3) приводит к точности последовательности

0 → kerL(M) → D ′(M,E)
L−→ D ′(M,F ) → H1(kerL) = 0,

что доказывает сюрьективность оператора L : D ′(M,E) → D ′(M,F ). Теорема доказана.
4. Роль свойства единственности продолжения решений.
Определение 3. Пусть M – многообразие, а E и F – векторные расслоения над M. Диф-

ференциальный оператор L ∈ Diffk(M,E,F ) удовлетворяет свойству единственности продол-
жения решений, если для любого связного открытого множества U ⊂ M и условий Lφ = 0 и
suppφ �= U следует, что φ = 0 для φ ∈ C∞(U,E).
Отметим, что свойство единственности продолжения решений является локальным. Говоря

точнее, если U это открытое покрытие M и ограничение L на каждый элемент U удовле-
творяет этому свойству, то L удовлетворяет ему на многообразии M. Благодаря локальности
мы можем применять известные результаты о единственности продолжения для операторов на
открытых подмножествах в R

n (таких как в [19] или [2, § 17.2]) к операторам на произвольных
многообразиях.
Напомним, что топологическое пространство X называется локально связным, если для

любого x ∈ X найдётся базис связных окрестностей точки x. Компонентой пространства
X называется непустое связное открыто-замкнутое подмножество X. Две различные компо-
ненты пространства X не могут пересекаться. В дальнейшем будем использовать следующие
свойства локально связных пространств: открытое подмножество локально связного простран-
ства само локально связно, локально связное пространство совпадает с объединением своих
компонент (см., например, [20, гл. 3]). Следующая лемма была доказана в работе [10], но для
полноты изложения мы приведём её доказательство здесь.

Лемма 3. Пусть X – связное, локально связное, локально компактное, хаусдорфово то-
пологическое пространство. Тогда если K ⊂ X компактно, то объединение K и всех отно-
сительно компактных компонент пространства X \K является компактным подмноже-
ством в X.

Доказательство. Пусть V обозначает множество всех компонент пространства X \ K.
Пусть V0 ⊂ V – подмножество относительно компактных элементов в V. Рассмотрим произ-
вольное относительно компактное открытое множество U, содержащее K. Поскольку ∂U =
= U \U компактно, а V – дизъюнктное открытое покрытие ∂U, получаем, что ∂U пересекает
только конечное число элементов V и, в частности, V0. Мы утверждаем, что если V ∈ V и
V
⋂

∂U = ∅, то V ⊂ U. Действительно, если V
⋂

∂U = ∅, то V = (V
⋂

U)
⋃

(V \ U). Так
как V связно, то либо V

⋂
U = ∅, либо V \ U = ∅. Значит, остаётся понять, что V

⋂
U �=

�= ∅. Заметим, что если V
⋂

U = ∅, то V замкнуто в X, поскольку V
⋂
K = ∅. Но, кроме

того, V открыто в X, что противоречит связности X. Значит, если V ∈ V и V
⋂

∂U = ∅,
то V ⊂ U. Таким образом, объединение K ′ множества K и всех элементов V0 содержится
в объединении U и тех элементов V0, что пересекают ∂U. Следовательно, K ′ относитель-
но компактно. Остаётся заметить, что K ′ замкнуто, так как X \ K ′ =

⋃
V ∈V\V0

V открыто.
Лемма доказана.
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Лемма 4. Пусть M – связное некомпактное многообразие, E и F – векторные рассло-
ения над M, а L ∈ Diffk(M,E,F ) гипоэллиптичен. Тогда выполнены следующие утвержде-
ния:
(i) если имеет место свойство единственности продолжения решений оператора L, то

L : E ′(M,E) → E ′(M,F ) инъективен;
(ii) предположим, что L удовлетворяет свойству единственности продолжения реше-

ний вне компакта Q ⊂ M и пусть K ⊂ M – компакт, тогда условия φ ∈ E ′(M,E) и
suppLφ ⊂ K влекут suppφ ⊂ K ′, где K ′ – объединение K

⋃
Q и всех относительно ком-

пактных компонент пространства M \ (K
⋃

Q).
Доказательство. Чтобы доказать утверждение (i) рассмотрим такое φ ∈ E ′(M,E), что

Lφ = 0. Гипоэллиптичность L влечёт за собой φ ∈ C∞(M,E). Раз M связно и suppφ �= M,
из свойства единственности продолжения решений следует, что φ = 0.
Теперь докажем (ii). Пусть U – компонента M\(K

⋃
Q), не являющаяся относительно ком-

пактной. Поскольку Lφ = 0 всюду на U, из гипоэллиптичности следует, что φ ∈ C∞(U,E).
Поскольку φ имеет компактный носитель и U не является относительно компактным, по-
лучаем, что φ = 0 всюду на U из свойства единственности продолжения решений. Таким
образом, suppφ ⊂ K ′. Лемма доказана.
Прямым следствием лемм 3 и 4, а также теоремы 2 является
Теорема 4. Пусть M – связное некомпактное многообразие, E и F – векторные рас-

слоения над M и L ∈ Diffk(M,E,F ). Предположим, что оператор tL r-гипоэллиптичен
для некоторого r ∈ R. Если tL удовлетворяет свойству единственности продолжения ре-
шений вне некоторого компакта, то L(C∞(M,E)) замкнуто в C∞(M,F ). Если tL удовле-
творяет свойству единственности продолжения решений всюду на M, то L(C∞(M,E)) =
= C∞(M,F ).

5. Примеры и приложения.
5.1. Операторы с аналитическими коэффициентами. На протяжении этого пунк-

та будем использовать слово “аналитический” как синоним термина “вещественно аналитиче-
ский”. В качестве источника по теории аналитических многообразий мы следуем книге [21].
Пусть M – аналитическое многообразие, а E и F – аналитические векторные расслоения

над M. Определим подпространство DiffA
k (M,E,F ) ⊂ Diffk(M,E,F ), состоящее из операто-

ров с аналитическими коэффициентами. Отметим, что расслоение VolM также аналитично,
и если L ∈ DiffA

k (M,E,F ), то tL ∈ DiffA
k (M,F •, E•) (это можно проверить прямым вычисле-

нием в картах). Будем использовать очевидное следствие из теоремы Петровского (см. [22]), а
именно, если L ∈ DiffA

k (M,E,F ) эллиптичен, φ ∈ D ′(M,E) и Lφ = 0, то φ – аналитическое
сечение E. Отметим, что данное утверждение элементарно распространяется на операторы
с аналитическими коэффициентами и инъективным главным символом. Как следствие, полу-
чаем свойство единственности продолжения решений для таких операторов.

Предложение 3. Пусть M – некомпактное связное аналитическое многообразие, E и
F – аналитические векторные расслоения над M, а оператор L ∈ Diffk(M,E,F ) имеет
сюрьективный главный символ. Тогда выполнены следующие утверждения:
(i) если L имеет аналитические коэффициенты за пределами компактного множества,

то L(C∞(M,E)) замкнуто в C∞(M,F );
(ii) если L ∈ DiffA

k (M,E,F ), то L(C∞(M,E)) = C∞(M,F );

(iii) если L эллиптичен и L ∈ DiffA
k (M,E,F ), то L(D ′(M,E)) = D ′(M,F ).

Доказательство. Действительно, tL имеет инъективный главный символ, а потому он k-
гипоэллиптичен, а также удовлетворяет свойству единственности продолжения решений всю-
ду, где его коэффициенты аналитичны. Таким образом, все утверждения следуют из теорем 4
и 3. Предложение доказано.
Можно применить предложение 3 к оператору Коши–Римана

∂
E
q,p ∈ DiffA

1 (M,E
⊗

Λq,pT ∗M,E
⊗

Λq,p+1T ∗M),

где M – комплексно-аналитическое многообразие, а E – голоморфное векторное расслоение
над M (определения см. в [16, § II.3]). Отметим, что при p = dimCM −1 этот оператор имеет

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 12 2023



О РАЗРЕШИМОСТИ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ 1665

сюрьективный символ (см. [16, пример IV.2.7]). Таким образом, мы можем доказать обнуление
старшей группы когомологий Дольбо на связном некомпактном комплексно-аналитическом
многообразии.

Следствие 3. Пусть M – некомпактное связное комплексно-аналитическое многооб-
разие, а E – голоморфное векторное расслоение над M. Тогда группа когомологий Дольбо
Hq,n(M,E) равна нулю при q � 0 и n = dimCM.
Частные случаи следствия 3 имеют полезные применения. В качестве примера можно при-

вести простое доказательство классической теоремы Бенке–Штейна [23, § 26] о том, что неком-
пактные римановы поверхности являются многообразиями Штейна. Действительно, если X –
некомпактная риманова поверхность, то по следствию 3 H0,1(X) ∼= H1(X,O) = 0, откуда
элементарно выводятся теоремы Вейерштрасса и Миттаг-Лёффлера для X (см. [23, § 26]).
После этих замечаний завершение доказательства теоремы Бенке–Штейна не представляет
труда. Кроме того, тривиальность группы Hn(U,O) для открытого U ⊂ C

n использовалась
в статье [24] для анализа скорости аппроксимации аналитических функций полиномами.

5.2. Эллиптические операторы второго порядка с вещественной главной частью
на линейных расслоениях. Пусть M – многообразие, а E – вещественное векторное рассло-
ение над M. Тогда на сечениях комплексификации CE = E

⊗
R
C канонически определены

операции взятия вещественной и мнимой частей, а также сопряжение. Морфизм u : CE →
→ CF называется вещественным, если u(φ) = u(φ) для любого сечения φ из E (или, что
эквивалентно, u является комплексификацией морфизма вещественных расслоений E → F ).
Более обобщённо, оператор L ∈ Diffk(M,CE,CF ) имеет вещественные коэффициенты, если
оператор Lφ = Lφ для всех φ ∈ C∞(M,CE). Легко проверить, что данное определение экви-
валентно тому, что L имеет вещественные коэффициенты в каждой карте, над которой E и
F тривиализуются. Мы также будем говорить, что L ∈ Diffk(M,CE,CF ) имеет веществен-
ную главную часть, если главный символ σk(L) : π∗

CE → π∗
CF является вещественным

морфизмом. Очевидно, что оператор с вещественными коэффициентами имеет вещественную
главную часть. Также отметим, что если L имеет вещественные коэффициенты (или веще-
ственную главную часть), то tL обладает тем же свойством (тут важно уточнить, что расслое-
ние плотностей есть комплексификация расслоения вещественных плотностей VolRM , а значит
(CE)• является комплексификацией расслоения E∗⊗

R
VolRM ).

Для скалярных эллиптических операторов с вещественной главной частью на открытых
подмножествах в пространстве R

n известно свойство единственности продолжения решений
(см., например, [19] или [2, теорема 17.2.6]). Отсюда получаем, что эллиптический оператор
L ∈ Diff2(M,CE,CF ) с вещественной главной частью удовлетворяет свойству единственности
продолжения решений, если E и F одномерны (иначе говоря, являются линейными рас-
слоениями). Поскольку tL наследует все необходимые свойства от оператора L, получаем
следующий факт.

Предложение 4. Пусть M – связное некомпактное многообразие, E и F – веществен-
ные линейные расслоения над M, L ∈ Diff2(M,CE,CF ) – эллиптический оператор. Если L
имеет вещественную главную часть за пределами некоторого компакта, то L(C∞(M,E))
замкнуто в C∞(M,F ). Если L всюду имеет вещественную главную часть, то

L(C∞(M,E)) = C∞(M,F ) и L(D ′(M,E)) = D ′(M,F ).

5.3. Оператор Ходжа–Лапласа–де Рама. Пусть M – риманово многообразие. Рима-
нова метрика определяет положительную плотность на M. Пусть Ωp

M обозначает векторное
расслоение CΛp(T ∗M), так что сечения Ωp

M являются комплекснозначными p-формами на
M (для удобства мы считаем Ωp

M нулевым расслоением, если p < 0 или p > dimM). Рима-
нова метрика на M индуцирует эрмитову структуру на Ωp

M . Через dp ∈ Diff1(M,Ωp
M ,Ωp+1

M )
обозначим дифференциал де Рама (для p < 0 или p � n положим dp = 0) и пусть δp = d∗p ∈
∈ Diff1(M,Ωp+1

M ,Ωp
M ). Оператором Ходжа–Лапласа–де Рама будем называть эллиптический

оператор Δp ∈ Diff2(M,Ωp
M ,Ωp

M ), равный по определению −(δpdp + dp−1δp−1). В работе [16,
пример IV.5.4] можно найти доказательство эллиптичности оператора Δp. В [19, с. 248] было
показано, что Δp удовлетворяет условию единственности продолжения решений.
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Предложение 5. Пусть M – связное некомпактное риманово многообразие. В этом
случае Δp(C

∞(M,Ωp
M )) = C∞(M,Ωp

M ) и Δp(D
′(M,Ωp

M )) = D ′(M,Ωp
M ).

Доказательство. По теореме 4 достаточно показать, что tΔp удовлетворяет условию
единственности продолжения решений. Ввиду того что Δ∗

p = Δp, это нетрудно вывести из (2)
и свойства единственности продолжения решений оператора Δp. Предложение доказано.
Из предложения 5 выведем существование разложения Гельмгольца и обнуление старшей

группы когомологий де Рама.
Следствие 4. Пусть M – связное некомпактное риманово многообразие. Тогда для лю-

бого ω ∈ C∞(M,Ωp
M ) найдутся такие φ ∈ C∞(M,Ωp−1

M ) и ψ ∈ C∞(M,Ωp+1
M ), что ω = δpφ+

+ dp−1ψ. То же утверждение верно, если заменить гладкие сечения на обобщённые. Наконец,
если ω – вещественнозначное сечение, то φ и ψ можно выбрать такими же.

Доказательство. Пусть ω′ ∈ C∞(M,Ωp
M ) удовлетворяет равенству Δpω

′ = ω. Тогда ω =
= δpφ+dp−1ψ, где φ = −dpω

′ и ψ = −δp−1ω
′. Для случая обобщённых сечений доказательство

аналогично. Если же ω вещественнозначно, то, поскольку Δk, dk и δk имеют вещественные
коэффициенты, мы можем заменить ω′ на Re(ω′), так что φ и ψ тоже вещественнозначны.
Следствие доказано.

Следствие 5. Пусть M – связное некомпактное многообразие. Тогда группа когомологий
де Рама Hn

dR(M) равна нулю при n = dimM.
Доказательство. Пусть ω ∈ C∞(M,Ωn

M ) – вещественнозначная форма. Выберем произ-
вольную риманову метрику на M и применим следствие 4. Получаем существование такой
вещественнозначной формы ψ ∈ C∞(M,Ωn−1

M ), что ω = dn−1ψ. Таким образом, ω – точная
форма, а значит, Hn

dR(M) = 0. Следствие доказано.
Отметим, что следствие 5 можно установить, не обращаясь к вопросам разрешимости урав-

нений в частных производных (см., например, [25, теоремы 17.32, 17.34]).
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УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

УДК 517.955+517.957

ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ НАГРУЖЕННОГО
УРАВНЕНИЯ КОРТЕВЕГА–ДЕ ФРИЗА
В КЛАССЕ ПЕРИОДИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

c© 2023 г. А. Б. Хасанов, Т. Г. Хасанов

К нахождению решения задачи Коши для нагруженного уравнения Кортевега–де Фриза
в классе периодических бесконечнозонных функций применён метод обратной спектраль-
ной задачи. Предложены простой алгоритм построения уравнения Кортевега–де Фриза
высокого порядка с нагруженными членами и вывод аналога системы дифференциальных
уравнений Дубровина. Показано, что сумма равномерно сходящегося функционального ря-
да, построенного с помощью решения системы уравнений Дубровина и формулы первого
следа, действительно удовлетворяет нагруженному нелинейному уравнению Кортевега–де
Фриза. Кроме того, доказано, что если начальная функция является действительной π-пе-
риодической аналитической функцией, то и решение задачи Коши тоже является действи-
тельной аналитической функцией по переменной x, а также что если число π/n, n ∈ N,
n � 2, является периодом начальной функции, то число π/n является периодом для ре-
шения задачи Коши по переменной x.

DOI: 10.31857/S0374064123120075, EDN: NVRNLU

1. Введение. Постановка задачи. Рассмотрим задачу Коши для нагруженного нели-
нейного уравнения Кортевега–де Фриза (КдФ)

qt = a(t)q(x0, t)(qxxx − 6qqx) + b(t)q(x1, t)qx, (1)

q(x, t)|t=0 = q0(x), x ∈ R, t > 0, (2)

в классе бесконечнозонных π-периодических по x функций

q(x+ π, t) = q(x, t) ∈ C3
x(t > 0)

⋂
C1
t (t > 0)

⋂
C(t � 0). (3)

В уравнении (1) коэффициенты a(t), b(t) ∈ C[0,∞) – ограниченные действительные функции,
а x0, x1 ∈ R.
Целью настоящей работы является разработка алгоритма построения решения q(x, t), x ∈

∈ R, t > 0, задачи (1)–(3) в рамках метода обратной спектральной задачи для оператора
Хилла

L(t)y ≡ −y′′ + q(x, t)y = λy, x ∈ R, t > 0, λ ∈ C. (4)

Метод обратной задачи берёт своё начало с работы [1], в которой удалось найти глобальное
решение задачи Коши для уравнения Кортевега–де Фриза

qt − 6qqx + qxxx = 0, q(x, t)|t=0 = q0(x), x ∈ R,

сведением её к обратной задаче рассеяния для оператора Штурма–Лиувилля

Ly ≡ −y′′ + q(x)y = λy, |q(x)|(1 + |x|) ∈ L1(R).

Эта обратная задача рассеяния впервые была решена в статье [2], а затем рассматривалась в
работах [3, 4] и др. В статье [5] отмечена универсальность метода обратной задачи рассеяния
(МОЗР) и обобщено уравнение КдФ с помощью введённого понятия высшего уравнения КдФ.
С помощью МОЗР для оператора Хилла, когда в спектре имеется только конечное число

нетривиальных лакун, в работах [6, 7] была доказана полная интегрируемость уравнения КдФ
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в классе конечнозонных периодических и квазипериодических функций. Более подробно эта
теория изложена в монографиях [3, 4, 8, 9].
Отметим, что в задаче

qt − 6qqx + qxxx = 0, q(x, 0) = 2a cos(2x), a �= 0,

нам не удалось найти для решения q(x, t) аналог формулы Итса–Матвеева [6].
Известно [10], что если q(x) = 2a cos(2x), a �= 0, то открыты все лакуны в спектре

оператора Хилла Ly ≡ −y′′ + q(x)y = λy, x ∈ R, иначе говоря, q(x) – бесконечнозонный
π-периодический потенциал. В связи с этим мы изучаем задачу Коши (1)–(3) в классе перио-
дических бесконечнозонных функций. К данной задаче можно применить метод из статьи [11],
при этом её решение получится в виде равномерно сходящегося функционального ряда. Сле-
дует отметить, что решения в классе периодических функций для нелинейных эволюционных
уравнений в различных постановках изучались в работах [12–17].
В связи с интенсивным исследованием задач оптимального управления, применяемых в

агроэкосистеме (например, задачи долгосрочного прогнозирования и регулирования уровня
грунтовых вод и почвенной влаги), существенно вырос интерес к нагруженным уравнениям.
Нагруженными дифференциальными уравнениями в литературе принято называть уравне-
ния, содержащие в коэффициентах или в правой части какие-либо функционалы от решения,
в частности значения решения или его производных на многообразиях меньшей размерности.
Исследование таких уравнений представляет интерес как с точки зрения построения общей
теории дифференциальных уравнений, так и с точки зрения приложений. Среди работ, посвя-
щённых нагруженным уравнениям, следует особо отметить работы А.М. Нахушева [18, 19] и
А.И. Кожанова [20].
Уравнения вида (1) без нагруженного члена встречаются также в прикладной механике.

Например, в [21, 22] система уравнений, описывающая распространение одномерных нелиней-
ных волн в неоднородной газожидкостной среде, сводится к одному уравнению вида

uτ + α(τ)uuη + β(τ)uηηη − μ(τ)uηη +

(
k

2τ
+ δ(τ)

)
u = 0.

В частности, при μ = 0, k = 1, δ = 0 показано, что при определённых условиях цилиндри-
ческие волны могут существовать в виде солитонов.
В настоящей работе предлагаются простой алгоритм построения уравнения КдФ высокого

порядка с нагруженными членами и вывод аналога системы дифференциальных уравнений
Дубровина. Отметим, что существуют несколько методов построения высших уравнений КдФ.
Важно также уточнить, что найденное нами высшее уравнение КдФ также включает в себя и
уравнение КдФ с нагруженными членами.

2. Вывод уравнения КдФ высокого порядка с нагруженными членами. Рассмот-
рим нелинейное уравнение

qt = P [q], x ∈ R, t > 0, (5)

с начальным условием
q(x, 0) = q0(x), x ∈ R. (6)

Здесь q = q(x, t) – достаточно гладкая π-периодическая по x функция, а P [q] – многочлен
от q и его производных по x.
Построим многочлен P [q] таким образом, чтобы задача Коши (5), (6) интегрировалась

при помощи обратной задачи для оператора Хилла с коэффициентом q(x, t) :

L(t)y ≡ −y′′ + q(x, t)y = λy, x ∈ R, λ ∈ C. (7)

Обозначим через yn = yn(x, t), n � 1, ортонормированные собственные функции, соответ-
ствующие собственным значениям ξn = ξn(t), n � 1, задачи Дирихле (y(0, t) = 0, y(π, t) = 0)
для уравнения (7).
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Продифференцировав по t тождество ξn(t) = (L(t)yn, yn), n � 1, и использовав симмет-
ричность оператора L(t), будем иметь

ξ̇n(t) =

π∫

0

qty
2
n dx. (8)

Подставим выражение (5) в формулу (8) и получим равенство

ξ̇n(t) =

π∫

0

P [q]y2n dx.

Ищем далее первообразную подынтегральной функции в виде квадратичной формы от yn и
y′n, т.е. пусть

(ay2n + byny
′
n + cy′

2
n)

′ = P [q]y2n, (9)

где функции a = a(x, t, ξn), b = b(x, t, ξn), c = c(x, t, ξn) не зависят от yn и y′n. Используя
равенство y′′n = (q − ξn)yn и приравнивая соответствующие коэффициенты, из (9) найдём

b = −c′, a =
1

2
c′′ − c(q − ξn), P [q] =

1

2
c′′′ − 2c′(q − ξn)− cqx. (10)

Левые части равенств (10) не зависят от ξn, поэтому и правые части также не должны зависеть
от ξn. Функцию c(x, t, ξn) будем искать в виде многочлена от ξn :

c(x, t, ξn) =

N∑

k=0

ck(x, t, )ξ
N−k
n . (11)

Подставив выражение (11) в (10), будем иметь

P [q] = 2c′0(x, t)ξ
N+1
n +

N−1∑

k=0

[
1

2
c′′′k (x, t)− 2qc′k(x, t) − qxck(x, t) + 2c′k+1(x, t)

]
ξN−k
n +

+
1

2
c′′′N (x, t)− 2qc′N (x, t)− qxcN (x, t),

откуда с учётом независимости многочлена P [q] от ξn получаем

c′0(x, t) = 0, c′k+1(x, t) = −1

4
[c′′′k (x, t) − 4qc′k(x, t)− 2qxck(x, t)], k = 0, N − 1,

P [q] =
1

2
c′′′N (x, t) − 2qc′N (x, t)− qxcN (x, t).

Теперь рассмотрим уравнение

qt =
1

2
c′′′N − 2qc′N − qxcN , x ∈ R, t > 0, (12)

где функция cN = cN (x, t) выражается через q = q(x, t) следующим образом: по заданным
непрерывным функциям dk = dk(t), k = 0, N, строим последовательность функций

c0(x, t) = d0(t), ck+1(x, t) = −1

4
c′′k(x, t) + qck(x, t)−

1

2

x∫

0

qxck(x, t) dx+ dk+1(t), k = 0, N − 1.
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Так, например,

c1(x, t) =
1

2
d0(t)[q + q(0, t)] + d1(t),

c2(x, t) =
1

8
d0(t)[−qxx + 3q2 + 2qq(0, t) + 3q2(0, t)] +

1

2
d1(t)[q + q(0, t)] + d2(t)

и т.д.
Нелинейное уравнение (12) называется высшим уравнением Кортевега–де Фриза. В случае

N = 1 оно принимает вид

qt =
1

4
d0(t)(qxxx − 6qqx)−

1

2
[2d1(t) + d0(t)q(0, t)]qx.

В частности, при d0(t) = 0 и d1(t) = −1 отсюда получаем уравнение

qt = qx,

а при d0(t) = 4, d1(t) = −2q(0, t) – уравнение КдФ

qt = qxxx − 6qqx.

При d0(t) = 4a(t)q(0, t), d1(t) = −2a(t)q2(0, t) получаем нелинейное уравнение КдФ с нагру-
женным членом

qt = a(t)q(0, t)(qxxx − 6qqx),

а при d0(t) = 4, d1(t) = c(t)q(0, t) – уравнение

qt = qxxx − 6qqx + γ(t)q(0, t)qx.

Точно также можно найти и другие уравнения Кортевега–де Фриза с нагруженными членами:

qt = a(t)q(x0, t)(qxxx − 6qqx) + b(t)q(x1, t)qx, qt = a(t)q(x0, t)(qxxx − 6qqx) + P1[q(x1, t)]qx.

В случае N = 2 уравнение (12) принимает вид

qt = − 1

16
d0(t)(qxxxxx − 10qqxxx − 20qxqxx + 30q2qx) +

+
1

8
(d0(t)q(0, t) + 2d1(t))(qxxx − 6qqx)−

1

8
(3d0(t)q

2(0, t) + 4d1(t)q(0, t) + 8d2(t))qx. (13)

В частности, из (13) при d0 = −16, d1 = 8q(0, t), d2 = 2q2(0, t) получаем нелинейное уравне-
ние

qt = qxxxxx − 10qqxxx − 20qxqxx + 30q2qx.

В случае d0(t) = −16 уравнение (13) можно записать как

qt = qxxxx − 10qqxxx − 20qxqxx + 30q2qx + P1[q(0, t)](qxxx − 6qqx) + P2[q(0, t)]qx,

где
P1[y] = a0(t)y + a1(t), P2[y] = a0(t)y

2 + a1(t)y + a2(t).

3. Предварительные сведения. Далее для полноты изложения представим некоторые
из основных свойств оператора Хилла.
Рассмотрим в пространстве L2(R) оператор Хилла

Ly ≡ −y′′ + q(x)y = λy, x ∈ R, (14)

где q(x) ∈ C1(R) – действительная π-периодическая функция, λ ∈ C – комплексный пара-
метр. Обозначим через c(x, λ) и s(x, λ) решения уравнения (14), удовлетворяющие начальным
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условиям c(0, λ) = 1, c′(0, λ) = 0 и s(0, λ) = 0, s′(0, λ) = 1. Функция Δ(λ) = c(π, λ)+ s′(π, λ)
называется функцией Ляпунова. Функции

ψ± = c(x, λ) +
s′(π, λ) − c(π, λ) ∓

√
Δ2(λ)− 4

2s(π, λ)
s(x, λ)

называются решениями Флоке уравнения (14).
Спектр оператора L представляет собой следующее множество [23, 24]:

σ(L) ≡ E = {λ ∈ R : |Δ(λ)| � 2} = R

∖{
(−∞, λ0)

⋃ ∞⋃

n=1

(λ2n−1, λ2n)

}
,

при этом интервалы (−∞, λ0), (λ2n−1, λ2n), n � 1, называются лакунами, где λ0, λ4k−1,
λ4k – собственные значения периодической задачи (y(0) = y(π), y′(0) = y′(π)), а λ4k+1,
λ4k+2 – собственные значения антипериодической задачи (y(0) = −y(π), y′(0) = −y′(π)) для
уравнения (14).
Через ξn, n � 1, обозначим собственные значения задачи Дирихле (y(0) = 0, y(π) = 0)

для уравнения (14), при этом имеют место включения ξn ∈ [λ2n−1, λ2n], n � 1.
Определение 1. Числа ξn, n � 1, вместе со знаками σn = sign {s′(π, ξn)− c(π, ξn)} = ±1,

n � 1, называются спектральными параметрами оператора L.
Определение 2. Спектральные параметры ξn, σn, n � 1, и границы λn, n � 0, спектра

называются спектральными данными оператора L.
Задача нахождения спектральных данных оператора L называется прямой спектральной

задачей, а восстановление потенциала q(x) по спектральным данным – обратной спектраль-
ной задачей для оператора L.
Потенциал q(x) определяется единственным образом (см. [25]) по спектральным данным

{λn−1, ξn, σn, n � 1}.
Если в уравнении (14) вместо q(x) использовать q(x+ τ), то границы λn(τ), n � 0, спек-

тра получаемого оператора L(τ)y ≡ −y′′ + q(x+ τ)y = λy не будут зависеть от параметра τ :
σ(L(τ)) = σ(L), λn(τ) ≡ λn, n � 0, а спектральные параметры – будут: ξn = ξn(τ), σn =
= σn(τ), n � 1. Эти спектральные параметры удовлетворяют системе дифференциальных
уравнений Дубровина

ξ̇n(τ) = 2(−1)n−1σn(τ)
√

(ξn − λ2n−1)(λ2n − ξn) thn(ξ),

hn(ξ) =

√√√√(ξn − λ0)

∞∏

k �=n

(λ2k−1 − ξn)(λ2k − ξn)

(ξk − ξn)2
, n � 1, (15)

где знак σn(τ) = ±1 меняется на противоположный при каждом столкновении точки ξn(τ) с
границами своей лакуны [λ2n−1, λ2n].
Система дифференциальных уравнений Дубровина и формула первого следа

q(τ) = λ0 +

∞∑

k=1

(λ2k−1 + λ2k − 2ξk(τ)) (16)

приводят к методу решения обратной задачи.
Обратные задачи для конечнозонных потенциалов впервые были рассмотрены в работе [26],

поиск их решений был сведён к проблеме обращения Якоби абелевых интегралов. В статье [6]
найдена явная формула для конечнозонных потенциалов. В случае конечнозонных потенциа-
лов система дифференциальных уравнений (15) впервые была получена в [11], в случае пери-
одических потенциалов – в [27], а для почти периодических бесконечнозонных потенциалов –
в работе [4].
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Отметим, что впервые формула типа (16) была получена в [28] в случае, когда в спектре
оператора L имеется конечное число лакун. Позже аналогичные формулы следов удалось
получить и другим авторам [4, 14, 29, 30].
В процессе изучения обратной спектральной задачи для оператора L найдена связь между

гладкостью потенциала q(x) и длиной лакун (см., например, [3, 27, 31, 32]).
Теорема 1 [3]. Если q(x) ∈ W̃ n

2 [0, π] и Im q(x) = 0, то собственные значения периодиче-
ской и антипериодической задач для оператора L удовлетворяют равенствам

√
λ2k−1,

√
λ2k = k +

∑

1�2j+1�n+2

a2j+1

(2k)2j+1
∓ |ln(2k)|

(2k)n+1
+

γ±k
kn+2

, (17)

где a2j+1, b2j+1 не зависят от k и

a1 = b1 =
1

π

π∫

0

q(t) dt, ln(p) =
1

π

π∫

0

q(n)(x)e−ipx dx,

∞∑

k=0

|γ±k |
2 < ∞.

Здесь W̃ n
2 [0, π] – подпространство пространства Соболева W n

2 [0, π], состоящее из функций
f(x) ∈ W̃ n

2 [0, π], удовлетворяющих периодическим краевым условиям f (k)(0) = f (k)(π), k =

= 0, n − 1. Заметим, что W 0
2 [0, π] = W̃ 0

2 [0, π] = L2[0, π].
Из асимптотических формул (17) вытекает следующая оценка для длин лакун:

γk = λ2k − λ2k−1 =
1

2n−1
k−n|ln(2k)| +

αk

kn+1
,

∞∑

k=1

α2
k < ∞. (18)

Теорема 2 [27]. Для экспоненциального убывания длины лакун оператора L с π-периоди-
ческим действительным потенциалом q(x) необходима и достаточна аналитичность q(x).

Теорема 3 [33]. Для того чтобы число π/n, n � 2, было периодом потенциала q(x) опе-
ратора L, необходимо и достаточно исчезновение всех лакун, номера которых не кратны n.
Эта теорема была доказана в статье [34] для n = 2.

4. Эволюция спектральных данных. Основной результат настоящей работы содержит-
ся в следующей теореме.

Теорема 4. Пусть q(x, t), x ∈ R, t > 0, – решение задачи (1)–(3). Тогда границы спектра
λn(t), n � 0, оператора L(t) не зависят от параметра t, т.е. λn(t) = λn, n � 0, а
спектральные параметры ξn(t), σn(t), n � 1, удовлетворяют аналогу системы уравнений
Дубровина:

ξ̇n(t) = 2(−1)nσn(t)hn(ξ)[a(t)q(x0, t)(2q(0, t) + 4ξn(t))− b(t)q(x1, t)], n � 1, (19)

где

hn(ξ) =
√

(ξn − λ2n−1)(λ2n − ξn) h̄n(ξ), h̄n(ξ) =

√√√√(ξn − λ0)

∞∏

k=1, k �=n

(λ2k−1 − ξn)(λ2k − ξn)

(ξk − ξn)2
.

Здесь знак σn(t) меняется на противоположный при каждом столкновении точки ξn(t) с
границами своей лакуны [λ2n−1, λ2n]. Кроме того, выполняются следующие начальные ус-
ловия:

ξn(t)|t=0 = ξ0n, σn(t)|t=0 = σ0
n, n � 1,

где ξ0n, σ0
n, n � 1, – спектральные параметры оператора L(0).

Доказательство. Пусть q(x, t) – π-периодическая по x функция, удовлетворяющая урав-
нению (1). Обозначим через yn = yn(x, t), n � 1, ортонормированные собственные функции
задачи Дирихле (y(0, t) = 0, y(π, t) = 0) для уравнения (4), соответствующие собственным
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значениям ξn = ξn(t), n � 1. Дифференцируя по t тождество (L(t)yn, yn) = ξn(t), n � 1, и
используя симметричность оператора L(t), будем иметь

ξ̇n(t) =

π∫

0

qt(x, t)y
2
n(x, t) dx. (20)

Используя уравнение (1), из равенства (20) получаем

ξ̇n(t) =

π∫

0

{a(t)q(x0, t)(qxxx − 6qqx) + b(t)qqx}y2n dx = I1. (21)

Ищем первообразную подынтегральной функции в виде квадратичной формы от yn и y′n,
т.е. пусть

(ay2n + byny
′
n + cy′

2
n)

′ = [a(t)q(x0, t)(qxxx − 6qqx) + b(t)q(x1, t)qx]y
2
n, (22)

где функции a = a(x, t, ξn), b = b(x, t, ξn) и c = c(x, t, ξn) не зависят от yn и y′n. Используя
равенство y′′n = (q(x, t)− ξn(t))yn и приравнивая коэффициенты, из (22) найдём

b = −c′, a =
1

2
c′′ − c(q − ξn),

1

2
c′′′ − 2c′(q − ξn)− cqx = a(t)q(x0, t)(qxxx − 6qqx) + b(t)q(x1, t)qx. (23)

Нетрудно заметить, что
c(x, t, ξn) = 2a(t)q(x0, t)q(x, t) + α(t),

где α(t) = 4a(t)q(x0, t)ξn(t)− b(t)q(x1, t) удовлетворяет равенству (23).
Таким образом, при

a(x, t, ξn) = a(t)q(x0, t)qxx − [2a(t)q(x0, t)q + 4a(t)q(x0, t)ξn − b(t)q(x1, t)](q − ξn),

b(x, t, ξn) = −2a(t)q(x0, t)qx, c(x, t, ξn) = a(t)q(x0, t)q(x, t) + 4a(t)q(x0, t)ξn − b(t)q(x1, t)

выполняется соотношение (22). Значит,

I1 = (ay2n + byny
′
n + cy′

2
n)|π0 = c(x, t, ξn)y

′2
n(x, t)|π0 =

= [a(t)q(x0, t)(2q(0, t) + 4ξn(t))− b(t)q(x1, t)][y
′2
n(π, t)− y′

2
n(0, t)]. (24)

Подстановка формулы (24) в (21) даёт

ξ̇n(t) = [y′
2
n(π, t) − y′

2
n(0, t)][a(t)q(x0, t)(2q(0, t) + 4ξn(t))− b(t)q(x1, t)]. (25)

Так как собственные значения ξn(t) задачи Дирихле для уравнения (4) простые, то по-
лучим

yn(x, t) =
1

αn(t)
s(x, ξn(t), t),

где

α2
n(t) =

π∫

0

s2(x, ξn(t), t) dx = s′(π, ξn(t), t)
∂s(π, ξn(t), t)

∂λ
,

откуда будем иметь равенство

y′
2
n(π, t)− y′

2
n(0, t) =

(
∂s(π, ξn(t), t)

∂λ

)−1(
s′(π, ξn(t), t) −

1

s′(π, ξn(t), t)

)
.
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Подставив в него выражение

s′(π, ξn(t), t) −
1

s′(π, ξn(t), t)
= σn(t)

√
Δ2(ξn(t))− 4,

получим

y′
2
n(π, t)− y′

2
n(0, t) = σn(t)

√
Δ2(ξn(t))− 4

(
∂s(π, ξn(t), t)

∂λ

)−1

.

Здесь

σn(t) = sign

(
s′(π, ξn(t), t) −

1

s′(π, ξn(t), t)

)
.

Из разложений

Δ2(λ)− 4 = 4π2(λ0 − λ)

∞∏

k=1

(λ2k−1 − λ)(λ2k − λ)

k4
, s(π, λ, t) = π

∞∏

k=1

ξk(t)− λ

k2

следует, что
y′

2
n(π, t)− y′

2
n(0, t) = 2(−1)nσn(t)hn(t).

Если подставим это равенство в (25), то получим систему (19).
Теперь докажем независимость от t собственных значений λn(t), n � 0, периодической

и антипериодической задач для уравнения (4). Обозначим через νn(x, t) нормированную соб-
ственную функцию, соответствующую собственному значению λn(t), n � 0, периодической и
антипериодической задач для уравнения (4). Действуя приведённым выше образом, получим
равенство

λ̇n(t) = [a(t)q(x0, t)(2q(0, t) + 4λn(t))− b(t)q(x1, t)][v
′2
n(π, t)− v′

2
n(0, t)],

из которого следует, что λ̇n(t) = 0, n � 0, так как νn(0, t) = ±νn(π, t), ν ′n(0, t) = ±ν ′n(π, t).
Это и означает независимость границы спектра оператора L(t) от параметра t.

Следствие 1. Обозначим через λn, n � 0, ξ0n(τ), σ0
n(τ), n � 1, спектральные данные

оператора
L(τ)y ≡ −y′′ + q0(x+ τ)y = λy, x ∈ R, λ ∈ C.

Пусть q(x, t), x ∈ R, t > 0, – решение задачи (1)–(3). Тогда спектральные данные λn(τ, t),
n � 0, ξn(τ, t), σn(τ, t), n � 1, оператора

L(τ, t)y ≡ −y′′ + q(x+ τ, t)y = λy, x ∈ R, λ ∈ C,

удовлетворяют аналогу системы уравнений Дубровина

λn(τ, t) = λn,

∂ξn(τ, t)

∂t
= 2(−1)nσn(τ, t)hn(ξ(τ, t))[a(t)q(x0, t)(2q(τ, t) + 4ξn(τ, t))− b(t)q(x1, t)]. (26)

Здесь знак σn(τ, t) меняется на противоположный при каждом столкновении точки ξn(τ, t)
с границами своей лакуны [λ2n−1, λ2n]. Кроме того, выполняются следующие начальные ус-
ловия:

ξn(τ, t)|t=0 = ξ0n(τ), σn(τ, t)|t=0 = σ0
n(τ), n � 1. (27)

Замечание 1. С помощью формулы первого следа

q(τ, t) = λ0 +
∞∑

k=1

(λ2k−1 + λ2k − 2ξk(τ, t)) (28)
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систему дифференциальных уравнений (26) можно записать в замкнутой форме:

∂ξn(τ, t)

∂t
= 2(−1)nσn(τ, t)hn(ξ)

[
a(t)

(
λ0 +

∞∑

k=1

(λ2k−1 + λ2k − 2ξk(x0, t))

)(
2λ0 +

+2

∞∑

k=1

(λ2k−1+λ2k−2ξk(τ, t))+4ξn(τ, t)

)
−b(t)

(
λ0+

∞∑

k=1

(λ2k−1+λ2k−2ξk(x1, t))

)]
, n � 1. (29)

В результате замены переменных по формуле

ξn(τ, t) = λ2n−1 + (λ2n − λ2n−1) sin
2 xn(τ, t), n ∈ N,

систему дифференциальных уравнений Дубровина (29) и начальные условия (27) можно за-
писать в виде одного уравнения в банаховом пространстве K :

dx(τ, t)

dt
= H(x(τ, t)), x(τ, 0) = x0(τ) ∈ K,

где

K =

{
x(τ, t) = (x1(τ, t), x2(τ, t), . . . , xn(τ, t), . . .)‖x(τ, t)‖ =

∞∑

n=1

(λ2n − λ2n−1)xn(τ, t) < ∞
}
,

H(x) = (H1(x),H2(x), . . . ,Hn(x), . . .),

Hn(x) = (−1)nσ0
n(τ)gn(. . . , λ2n−1 + (λ2n − λ2n−1) sin

2 xn(τ, t), . . .)×

× fn(. . . , λ2n−1 + (λ2n − λ2n−1) sin
2 xn(τ, t), . . .) = (−1)nσ0

n(τ)gn(x(τ, t))fn(x(τ, t)),

gn(ξ(τ, t)) = a(t)

(
λ0+

∞∑

k=1

(λ2k−1λ2k−2ξk(x0, t))

)(
4ξn(τ, t)+2λ0+2

∞∑

k=1

(λ2k−1−λ2k−2ξk(τ, t))

)
−

− b(t)

(
λ0 +

∞∑

k=1

(λ2k−1 − λ2k − 2ξk(x, t))

)
,

fn(ξ(τ, t)) =

√√√√(ξn(τ, t)− λ0)

∞∏

k=1, k �=n

(λ2k−1 − ξn(τ, t))(λ2k − ξn(τ, t))

(ξk(τ, t)− ξn(τ, t))2
,

ξ = ξ(τ, t) = (ξ1(τ, t), ξ2(τ, t), . . . , ξn(τ, t), . . .),

σ = σ(τ, t) = (σ1(τ, t), σ2(τ, t), . . . , σn(τ, t), . . .),

x = x(τ, t) = (x1(τ, t), x2(τ, t), . . . , xn(τ, t), . . .).

Лемма. Если начальная функция q0(x) удовлетворяет условию q0(x + π) = q0(x) ∈
∈ C4(R), то вектор-функция H(x(τ, t)) удовлетворяет условию Липшица в банаховом прост-
ранстве K, т.е. существует константа L > 0 такая, что для произвольных элементов
x(τ, t), y(τ, t) ∈ K выполняется следующее неравенство:

‖H(x(τ, t)) −H(y(τ, t))‖ � L‖x(τ, t)− y(τ, t)‖,

где

L =

∞∑

n=1

n3γn < ∞.
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Таким образом, условие Липшица выполняется. Поэтому решение задачи Коши (26), (27)
для всех t > 0 и τ ∈ R существует и единственно.

Следствие 2. Лемма даёт метод решения задачи (1)–(3). Обозначим через λn, n � 0,
ξn(τ, t), σn(τ, t), n � 1, спектральные данные оператора L(τ, t). Сначала найдём спектраль-
ные данные λn, n � 0, ξ0n(τ), σ0

n(τ), n � 1, для оператора L(τ). После этого в уравнении
(29) и в начальных условиях (27) последовательно положим τ = x0 и τ = x1. Решив полу-
ченные задачи Коши, найдём ξn(x0, t) и ξn(x1, t). Затем из формулы (28) определим функции
q(x0, t) и q(x1, t). Далее, подставив эти данные в систему уравнений (26) и решив задачу
Коши (26), (27) при произвольном значении τ, получим ξn(τ, t), n � 1. Из формулы следов
(28) найдём q(τ, t).
До сих пор мы предполагали, что задача Коши (1)–(3) имеет решение. От этого предполо-

жения нетрудно освободиться, непосредственно убедившись, что полученная таким способом
функция q(τ, t) действительно удовлетворяет уравнению (1).

Замечание 2. Покажем, что найденная функция q(τ, t) действительно удовлетворяет
уравнению (1). Для этого используем систему уравнений Дубровина

∂ξn
∂τ

= 2(−1)n−1σn(τ, t)hn(ξ), n � 1, (30)

и вторую формулу следов

q2(τ, t)− 1

2
qττ (τ, t) = λ2

0 +
∞∑

k=1

(λ2
2k−1 + λ2

2k − 2ξ2k(τ, t)). (31)

Из систем (26) и (30) имеем

∂ξn(τ, t)

∂t
= [−a(t)q(x0, t)(2q(τ, t) + 4ξn(τ, t)) + b(t)q(x1, t)]

∂ξn(τ, t)

∂τ
. (32)

Продифференцировав формулу первого следа (28) по t, с учётом (32) найдём

qt = −2
∞∑

k=1

∂ξk
∂t

= 2a(t)q(x0, t)

(
2q(τ, t)

∞∑

k=1

∂ξk
∂τ

+ 4
∞∑

k=1

ξk
∂ξk
∂τ

)
− 2b(t)q(x1, t)

∞∑

k=1

∂ξk
∂τ

. (33)

Далее продифференцировав по τ формулы следов (28) и (31), будем иметь

2

∞∑

k=1

∂ξk
∂τ

= −qτ , 4

∞∑

k=1

ξk
∂ξk
∂τ

=
1

2
qτττ − 2qqτ .

Используя эти равенства, из (33) выводим

qt = a(t)q(x0, t)(qτττ − 6qqτ ) + b(t)q(x1, t)qτ .

Замечание 3. Равномерная сходимость рядов в указанных выше формулах следует из
(18) и оценки (см. [4, 27])

c1n � |h̄n(ξ)| � c2n, n � 1,

где c1 > 0 и c2 > 0 не зависят от n.
Теорема 5. Пусть функция q0(x) удовлетворяет условию

q0(x+ π) = q0(x) ∈ C4(R).

Тогда существует решение q(x, t), x ∈ R, t > 0, задачи (1)–(3), однозначно определяемое по
формуле (28) и принадлежащее классу

C3
x(t > 0)

⋂
C1
t (t > 0)

⋂
C(t � 0).
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Следствие 3. Если начальная функция q0(x) является действительной π-периодической
аналитической функцией, то решение q(x, t) задачи (1)–(3) тоже является действительной
аналитической функцией по x.
Это утверждение следует из теоремы Трубовица [27]. Так как длины лакун, соответствую-

щие потенциалу q0(x), убывают экспоненциально, а потенциалу q(x, t) соответствуют те же
лакуны, то q(x, t) является действительной аналитической функцией по x.

Следствие 4. Если число π/n, n ∈ N, n � 2, является периодом начальной функции
q0(x), то лакуны, номера которых не делятся на n, исчезают. Потенциалу q(x, t) соот-
ветствуют те же лакуны, значит, по теореме Хохштадта, число π/n является периодом
и для функции q(x, t) по переменной x. Здесь лакуна (λ2k−1, λ2k) имеет номер k.

Пример. Рассмотрим следующую задачу:

qt = a(t)q(x0, t)(qxxx − 6qqx) + b(t)q(x1, t)qx,

q(x, t)|t=0 = q0(x) ≡ 2℘(x− x̄0) +
c

6
,

где ℘(z) – эллиптическая функция Вейерштрасса, т.е. однозонный потенциал, задаваемый
спектром E = [λ0, λ1]

⋃
[λ2;∞) и спектральными параметрами ξ0(0) ∈ [λ1, λ2], σ0(0) = ±1, а

c = +2(λ0 + λ1 + λ2).
Нетрудно видеть, что решение этой задачи определяется по формуле

q(x, t) = 2℘

(
x+

t∫

0

b(τ)q(x1, τ) dτ + c

t∫

0

a(τ)q(x0, τ) dτ − x̄0

)
+

c

6
.

Таким образом, при наличии нагруженного коэффициента или члена в уравнении КдФ
скорость распространения периодической бегущей волны в зависимости от коэффициентов
a(t) и b(t) увеличивается или уменьшается, а амплитуда не меняется.
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УДК 517.968.23

ОБ АСИМПТОТИКЕ СПЕКТРА
ИНТЕГРАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА

С ЛОГАРИФМИЧЕСКИМ ЯДРОМ СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА
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Изучается асимптотическое поведение спектра интегрального оператора, схожего с инте-
гральным оператором с логарифмическим ядром, зависящим от суммы аргументов. Прос-
той заменой переменных соответствующее уравнение сводится к интегральному уравнению
типа свёртки, заданному на конечном отрезке (как известно, такие уравнения в общем
случае не решаются в квадратурах). Далее с помощью преобразования Фурье уравнение
сводится к задаче сопряжения аналитических функций, а затем – к бесконечной системе
линейных алгебраических уравнений, выделение главных членов в которой позволяет по-
лучить соотношение, определяющее спектр исходной задачи.

DOI: 10.31857/S0374064123120087, EDN: NXRBRI

Введение. В работе [1] было доказано, что интегральный оператор с логарифмическим
ядром, зависящим от суммы аргументов, вида

(Au)(x) =

1∫

δ

ln(t+ x)u(t) dt, δ � x � 1,

где 0 < δ < 1 – фиксированное число, имеет лишь одно положительное собственное значение.
В статье [2] найдена асимптотика спектра интегрального уравнения переноса

ϕ(x) = λ

1∫

−1

ϕ(t) dt

|t− x|α , x ∈ [−1, 1], 0 < α < 1.

В работах [3, 4] изучена асимптотика собственных значений и собственных функций более
общего семейства интегральных операторов типа свёртки

(Au)(τ) =

т∫

0

k(t− τ)u(τ) dτ, 0 � t � T,

для которых образ Фурье ядра k(s) – функция K(x) – является невырожденной однородной
функцией, т.е. K(cx) = c−γK(x) для любого c > 0 и любого вещественного x, где 0 < γ < 1.
Метод решения уравнений типа свёртки, рассматриваемых на конечном отрезке, при из-

вестных двух частных решениях, отвечающих правым частям специального вида, предложен
в [5]. В [6] изучена асимптотика собственных значений и собственных функций интеграль-
ного оператора свёртки с ядром k(x) = (πx)−1 sin(lx), l > 0, рассматриваемого на отрезке
[−1, 1], а в статье [7] исследована асимптотика собственных значений и собственных функций
интегрального оператора свёртки с логарифмическим ядром.

1. Постановка задачи. Рассмотрим задачу на собственные значения для интегрального
оператора, родственного используемому в работе [1]:

ψ(x) =
λ

π

1∫

δ

ln
γ
√
xt

t+ x
ψ(t)

dt√
xt

, δ � x � 1, (1)
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где 0 < δ < 1, γ > 0 – фиксированные числа. Изучим асимптотику спектра этого оператора
в предположении, что λ � 0.
Обозначив x =

√
δey, t =

√
δes, v(y) = ey/2ψ(

√
δey), a = − ln

√
δ, запишем (1) в виде

v(y) =
λ

π

a∫

−a

ln
γ/2

ch ((y − s)/2)
v(s) ds, −a � y � a. (2)

Заметим, что собственная функция уравнения (2) будет либо чётной, либо нечётной.
Рассмотрим сначала случай чётной собственной функции: v(y) = v(−y). Пусть T (y) –

чётная функция, удовлетворяющая условиям T ′′(y) = v(y), T (±a) = 0:

T (y) =

y∫

0

(y − t)v(t) dt −
a∫

0

(a− t)v(t) dt,

тогда с учётом равенства

T ′(a) =

a∫

0

v(t) dt = −T ′(−a)

уравнение (2) можно представить в виде

v(y) = w(y) − λ

4π

a∫

−a

T (s) ds

ch2((s − y)/2)
, −a � y � a, (3)

где

w(y) =
λ

π
T ′(a) ln

γ2/2

ch y + ch a
.

В соответствии с общей схемой, описанной в [8, с. 201], продолжим уравнение (3) на всю
вещественную прямую, доопределив функции v(y), w(y) и T (y) нулём вне отрезка [−a, a] :

v(y) = w(y)− λ

4π

+∞∫

−∞

T (s) ds

ch2((s − y)/2)
+ f+(y − a) + f+(−y − a), −∞ < y < +∞, (4)

где f+(y) = 0 при y � 0.
Перейдём в соотношении (4) к образам Фурье, обозначив

V (p) =

a∫

−a

v(y)eipy dy, W (p) =

a∫

−a

w(y)eipy dy, F+(p) =

+∞∫

0

f+(y)e
ipy dy.

В результате будем иметь

T ′(a) =

a∫

0

v(t) dt =
V (0)

2
,

a∫

−a

T (y)eipy dy =
V (0) cos(ap)− V (p)

p2
,

W (p) =
λ

π
V (0)

a∫

0

cos(py) ln
γ2/2

ch y + ch a
dy.
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Заметим, что

W (p) =
λ

π
V (0)

[
sin(ap)

p
ln

γ2/4

ch a
− cos(ap)

p2
th a

2
+

a∫

0

1 + ch y ch a

(ch y + ch a)2
cos(py)

p2
dy

]
,

так что при p → ∞ справедлива формула

W (p) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

λ

π
V (0)

sin(ap)

p
ln

γ2/4

ch a
+O

(
1

p2

)
, γ �= 2

√
ch a,

− λ

2π
V (0)

cos(ap)

p2
th a+O

(
1

p3

)
, γ = 2

√
ch a.

Тогда уравнение (4) можно записать в виде
(
1− λ

p sh (πp)

)
(V (p)−V (0) cos(ap)) = W̃ (p)+ eiapF+(p)+ e−iapF+(−p), −∞ < p < +∞, (5)

где W̃ (p) = W (p)− V (0) cos(ap).
Обозначим через μ вещественный положительный корень уравнения p sh (πp) = λ. Поло-

жив в (5) p = μ, получим условие, определяющее собственные значения исходной задачи:

− W̃ (μ) = eiaμF+(μ) + e−iaμF+(−μ). (6)

Введём каноническую функцию X(z) задачи сопряжения [9, с. 176] по правилу

1− λ

p sh (πp)
=

(
1− μ2

p2

)
X−(p)

X+(p)
, X(∞) = 1,

тогда

X(z) = exp

{
1

2πi

+∞∫

−∞

ln

(
sh (πt)

t

t2 − μ2

t sh (πt)− λ

)
dt

t− z

}
. (7)

Заметим, что X−(−z) = 1/X+(z).
Положим

Φ(z) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

z2 − μ2

z2X+(z)

(
V (z)eiaz − V (0)

1 + e2iaz

2

)
− W̃ (z)eiaz + F+(z)e2iaz

X−(z)
, Im z > 0,

F+(−z)

X−(z)
, Im z < 0.

В силу (5) Φ(z) будет мероморфной функцией, исчезающей на бесконечности, так что

Φ(z) =

∞∑

k=1

ak
z − zk

,

где через zk, k ∈ N, обозначены корни уравнения

z sh (πz) = λ, (8)

лежащие строго в верхней полуплоскости.
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2. Основные результаты. Справедливо следующее утверждение.
Лемма 1. Уравнение (8) не имеет кратных корней тогда и только тогда, когда выполнено

условие
Λ sin(λΛ) �= −1, (9)

где Λ =
√

(1 +
√

1 + (πλ/2)−2)/2.

Для доказательства достаточно исключить z из системы, состоящей из уравнения (8) и
уравнения sh (πz) + πz ch (πz) = 0, получающегося в результате дифференцирования уравне-
ния (8) по z.
В дальнейшем будем предполагать, что условие (9) выполнено.
Вычислив вычеты в выражении для функции Φ(z), находим

ak = − z2k − μ2

z2kX
+(zk)

F+(zk)e
2iazk + W̃ (zk)e

iazk

π cth (πzk) + 1/zk
, k ∈ N,

откуда при Im z > 0 следует, что

F+(z) = X−(−z)Φ(−z) = − 1

X+(z)

∞∑

k=1

ak
z + zk

.

Таким образом, мы получаем бесконечную систему линейных алгебраических уравнений
для определения коэффициентов ak, k ∈ N, в обозначениях p(z) = π cth (πz) + z−1, χ(z) =
= (e−iazX+(z))2/(1 − μ2z−2) :

am =
1

χ(zm)p(zm)

∞∑

k=1

ak
zm + zk

− 1− (μ/zm)2

X+(zm)

W̃ (zm)eiazm

p(zm)
, m ∈ N. (10)

Исследуем расположение и свойства корней zk, k ∈ N.
Лемма 2. Все невещественные корни уравнения (8) лежат в полосе |Re z| < μ.
Достаточно заметить, что если |Re z| � μ, Im z > 0, то

|z sh (πz)| � |z||sh (πz)| > |Re z| sh (π|Re z|) � μ shμ = λ.

Лемма 3. Количество корней уравнения (8), лежащих в прямоугольнике с вершинами
±μ+ i0, ±μ+ i2N, где N ∈ N, равно 2N.

Доказательство. Обозначим f(z) = z sh (πz)− λ, z = x+ iy, где x, y ∈ R, тогда

Re f(z) = x sh (πx) cos(πy)−y sin(πy)ch (πx)−λ, Im f(z) = x sin(πy) ch (πx)+y sh (πx) cos(πy).

Изучим приращение аргумента f(z) на сторонах рассматриваемого прямоугольника.
Подсчитаем количество точек пересечения графика f(z) с действительной осью на от-

резке [μ, μ + i2N ]. Уравнение Im f(z) = 0 запишем в виде tg (πy) = −y th (πμ)/μ. Так как
th (πμ)/μ > 0, то на каждом интервале вида (k− 1/2, k), k = 1, 2N, у этого уравнения будет
существовать ровно один корень yk; стало быть, общее количество корней равно 2N. При
этом для нечётных k выполняются неравенства sin(πyk) > 0, cos(πyk) < 0, так что

Re f(zk) = λ cos(πyk)− yk sin(πyk) ch (πμ)− λ < 0,

а для чётных k – неравенства sin(πyk) < 0, cos(πyk) > 0, а значит,

Re f(zk) = λ

(
cos(πyk) +

sin2(πyk) ch
2(πμ)

sh2(πμ) cos(πyk)
− 1

)
= λ

sh2(πμ)(1− cos(πyk)) + sin2(πyk)

cos(πyk) sh
2(πμ)

> 0.

С учётом ещё того, что f(μ) = 0, arg f(μ+ i0) = π/2 и f(μ+ i2N) = i2N sh (πμ), прира-
щение аргумента функции f(z) на отрезке [μ+ i0, μ + i2N ] равно 2πN.
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На отрезке [μ+ i2N,−μ + i2N ]

Re f(z) = Re f(x+ i2N) = x sh (πx)− λ � 0, Im f(z) = Im f(x+ i2N) = 2 sh (πx),

приращение аргумента равно π.
Так как на отрезке [−μ + i2N,−μ + i0] f(z) = f(−μ + iy) = f(μ − iy) = f(μ+ iy), то

приращение аргумента на этом отрезке равно 2πN ; на отрезке [−μ+ i0, μ + i0] приращение
аргумента, очевидно, равно −π. Таким образом, общее приращение аргумента при обходе
прямоугольника в направлении против часовой стрелки составляет 4πN, что и доказывает
лемму.

Следствие 1. Количество корней уравнения (8) с ненулевой мнимой частью конечно.
Два корня уравнения (8), ближайшие к iλ, обозначим через z∗1 , z∗2 ; возможны случаи

Re z∗1 = Re z∗2 = 0 или Re z∗1 = −Re z∗2 > 0, Im z∗1 = Im z∗2 .
Следствие 2. Для всех корней уравнения (8), кроме z∗1 , z∗2 , справедлива оценка

|zk − iλ| � 1.

Разобьём множество корней, отличных от z∗1 , z∗2 , на три дизъюнктных подмножества в
зависимости от знака их действительной части:

{zk}∞k=1\{z∗1 , z∗2} = {z+m}Mm=1

∐
{z−m}Mm=1

∐
{z0l }∞l=1,

Re z+m > 0, z−m = −z+m, m = 1,M, Re z0l = 0, l ∈ N,

занумеровав корни в каждом подмножестве в порядке возрастания их мнимых частей.
Лемма 4. Если |z| � 1, то |eπz − 1| � 2|z|e−π|z|/2.
Доказательство. Обозначим z = reiθ. Так как r < 1, то

∣∣∣∣ sin
(
πr

2
sin θ

)∣∣∣∣ � 2

π

πr

2
| sin θ| = r| sin θ|,

∣∣∣∣sh
(
πr

2
cos θ

)∣∣∣∣ � πr

2
| cos θ| � r| cos θ|,

поэтому
|eπz − 1|2 = 2eπr cos θ[ch (πr cos θ)− cos(πr sin θ)] =

= 4eπr cos θ
[
sh2

(
πr

2
cos θ

)
+ sin2

(
πr

2
sin θ

)]
� 4e−πr[(r cos θ)2 + (r sin θ)2] = 4r2e−πr,

откуда и вытекает искомое неравенство. Лемма доказана.
Лемма 5. Для корней z+m с номерами, удовлетворяющими условию 2m � μeCμ, где C <

< π – фиксированная константа, справедлива асимптотическая формула

z+m = μ+ 2im− π−1 ln(1 + 2im/μ) +O(1/μ).

Доказательство. Обозначим f(z) = z sh (πz) − λ, z+m,0 = μ + 2im − π−1 ln(1 + 2im/μ).

Воспользуемся теоремой Руше, положив ϕ(z) = −f(z+m,0). Пусть |δ| � 1, тогда

2f(z) = 2z sh (πz) − 2λ = μeπμ
[
z

μ
eπ(z−μ) − 1−

(
z

μ
e−π(z+μ) − e−2πμ

)]
,

|2f(z)| � μeπμ
(∣∣∣∣

z

μ
eπ(z−μ) − 1

∣∣∣∣−
∣∣∣∣
z

μ
e−π(z+μ) − e−2πμ

∣∣∣∣

)
,

|2f(z+m,0 + δ)| � μeπμ(|eπδ − 1| − T ),

где

T = eπ
∣∣∣∣
δ − π−1 ln(1 + 2im/μ)

μ+ 2im

∣∣∣∣+ e−2πμ

(
1 + eπ

∣∣∣∣

(
1 +

δ − π−1 ln(1 + 2im/μ)

μ+ 2im

)(
1 +

(
2m

μ

)2)∣∣∣∣

)
.
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Так как ∣∣∣∣
δ − π−1 ln(1 + 2im/μ)

1 + 2im/μ

∣∣∣∣ = O(1),

∣∣∣∣

(
1 +

δ − π−1 ln(1 + 2im/μ)

μ+ 2im

)(
1 +

(
2m

μ

)2)∣∣∣∣ �
(
1 +

O(1)

μ

)
e2Cμ,

то в силу леммы 4 справедливо неравенство |2f(z)| � μeπμ(2|δ|e−π/2 +O(1/μ)).
Далее, поскольку

2ϕ = μeπμ
[
1

πμ

ln(1 + 2im/μ)

1 + 2im/μ
+

(
1− 1

πμ

ln(1 + 2im/μ)

1 + 2im/μ

)(
1 +

2im

μ

)2
e−2πμ − e−2πμ

]
,

то |2ϕ(z)| = O(eπμ), поэтому существует такая константа C0, не зависящая ни от m, ни от μ,
что на окружности |δ| = C0/μ выполняется неравенство |f | > |ϕ|, что и доказывает лемму.
Изучим теперь свойства канонической функции (7).
Лемма 6. Справедливо неравенство

t

sh (πt)

t sh (πt)− λ

t2 − μ2
> 1, t ∈ R.

Достаточно заметить, что

t

sh (πt)

t sh (πt)− λ

t2 − μ2
=

1

t2 − μ2

(
t2 − t

μ sh (πμ)

sh (πt)

)
= 1 +

μ sh (πμ)

t2 − μ2

(
μ

sh (πμ)
− t

sh (πt)

)
,

и записать искомое неравенство в виде

t/sh (πt)− μ/sh (πμ)

t2 − μ2
< 0.

Изучим теперь поведение канонической функции (7) в верхней полуплоскости.
Теорема. Пусть z = μ+ iμξ, Re ξ > 0, тогда

ln(X+(z))−2 = μ

[
ξ ln

(
1 +

1

iξ(2 + iξ)

)
2i ln

(
1 +

1

1 + iξ

)]
+

1

πi

1∫

0

ln
1 + iξ + s

1 + iξ − s

ds

s
+

+
1

πi

1∫

0

2s

1− s2
ln

(
iξ

iξ + 1− s

iξ + 1 + s

iξ + 2

)
ds+ 2

ξ − i

π

+∞∫

1

ln

(
s2

s2 − 1

)
ds

s2 − (1 + iξ)2
+

+
ξ − i

π(1 + iξ/2)

+∞∫

0

ln(1− e−t)
dt

t− iπμξ
+O

(
1

μ

)
.

Доказательство. Представим каноническую функцию (7) в виде

ln(X+(μ+ iμξ))−2 = 2
ξ − i

π

+∞∫

0

ln

(
s

s2 − 1

(
s− sh (πμ)

sh (πμs)

))
ds

s2 − (1 + iξ)2
=

3∑

k=1

Ik,

где

I1 = 2
ξ − i

π

1∫

0

ln eπμ(1−s) ds

s2 − (1 + iξ)2
= μ

[
ξ ln

(
1 +

1

iξ(2 + iξ)

)
+ 2i ln

(
1 +

1

1 + iξ

)]
,
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I2 = 2
ξ − i

π

1∫

0

ln

(
s

s2 − 1

(
se−πμ(1−s) − 1− e−2πμ

1− e−2πμs

))
ds

s2 − (1 + iξ)2
,

I3 = 2
ξ − i

π

+∞∫

1

ln

(
s

s2 − 1

(
s− sh (πμ)

sh (πμs)

))
ds

s2 − (1 + iξ)2
.

Вычислим второй интеграл. Для этого представим его в виде I2 = I21 + I22, где

I21 = 2
ξ − i

π

1∫

0

ln

(
s

1− e−2πμs

)
ds

s2 − (1 + iξ)2
=

1

πi

1∫

0

ln

(
s

1− e−2πμs

)
d ln

1 + iξ − s

1 + iξ + s
=

=
1

πi
ln(1− e−2πμ) ln

2 + iξ

iξ
− 1

πi

1∫

0

ln
1 + iξ − s

1 + iξ + s

ds

s
− 1

πi

1∫

0

2πμs

e2πμs − 1
ln

1 + iξ − s

1 + iξ + s

ds

s
=

=
1

πi
ln(1− e−2πμ) ln

2 + iξ

iξ
− 1

πi

1∫

0

ln
1 + iξ − s

1 + iξ + s

ds

s
− 1

πi

2πμ∫

0

ln
1 + iξ − t/(2πμ)

1 + iξ + t/(2πμ)

dt

et − 1
=

= − 1

πi
e−2πμ(1 +O(e−2πμ)) ln

2 + iξ

iξ
− 1

πi

1∫

0

ln
1 + iξ − s

1 + iξ + s

ds

s
−

− 1

πi

2πμ∫

0

(
− t

πμ(1 + iξ)
+O

((
t

2πμ(1 + iξ)

)2)) dt

et − 1
=

= −e−2πμ 1

πi
ln

2 + iξ

iξ
− 1

πi

1∫

0

ln
1 + iξ − s

1 + iξ + s

ds

s
+

1

π2μ(i− ξ)

+∞∫

0

t dt

et − 1
+O(μ−2);

I22 −
1

πi
ln(1− e−2πμ) ln

iξ

2 + iξ
=

=
1

πi

1∫

0

ln

(
e−πμ 2s sh (πμs)− 2 sh (πμ)

s2 − 1

)
d

(
ln

(
1 + iξ − s

1 + iξ + s

2 + iξ

iξ

))
− 1

πi
ln(1− e−2πμ) ln

iξ

2 + iξ
=

= − 1

πi

1∫

0

(
2s

1− s2
+

πμs ch (πμs) + sh (πμs)

s sh (πμs)− sh (πμ)

)
ln

(
1 + iξ − s

1 + iξ + s

2 + iξ

iξ

)
ds = I221 + I222,

I221 = − 1

πi

1∫

0

2s

1− s2
ln

(
1 + iξ − s

1 + iξ + s

2 + iξ

iξ

)
ds,

I222 = − 1

πi

1∫

0

πμs ch (πμs) + sh (πμs)

s sh (πμs)− sh (πμ)
ln

(
1 + iξ − s

1 + iξ + s

2 + iξ

iξ

)
ds =

= − 1

πi

πμ∫

0

e−t dt

e−t − 1

[
ln

(
1− t

iξπμ

)
− ln

(
1− t/(πμ)

2 + iξ

)]
+

1

πi

πμ∫

0

f1(t)

f2(t)
ln

(
iξ + t/(πμ)

2 + iξ − t/(πμ)

2 + iξ

iξ

)
dt,
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f1(t) = et−2πμ(1− e−t) +
e−t

πμ

(
1− t

1− e−t

)
+

et−2πμ

πμ

(
t

1− e−t
− 1− 2t

)
,

f2(t) =

(
1− t

πμ

)
(et−2πμ − e−t) + 1− e−2πμ.

Так как

|f2(t)| = 1− e−t + t(e−t − et−2πμ)/(πμ) + et−2πμ − e−2πμ � 1− e−t,

∣∣∣∣

(
1− t

1− e−t

)
(1− e−t)−1

∣∣∣∣ =
|1− t− e−t|
(1− e−t)2

=
e−t − 1 + t

(1− e−t)2
� 1

2
+ t,

∣∣∣∣

(
t

1− e−t
− 1− 2t

)
(1− e−t)−1

∣∣∣∣ =
(1 + 2t)(1 − e−t)− t

(1− e−t)2
=

1 + t− (1 + 2t)e−t

(1− e−t)2
� 3

2
+ t,

то при 0 � t � πμ справедлива оценка
∣∣∣∣
f1(t)

f2(t)

∣∣∣∣ � e−πμ +
e−t

πμ

(
1

2
+ t

)
+

e−πμ

πμ

(
3

2
+ t

)
.

Таким образом, I2 = J21(ξ) + J22, где

J21(ξ) =
1

πi

1∫

0

ln
1 + iξ + s

1 + iξ − s

ds

s
+

1

πi

1∫

0

2s

1− s2
ln

(
iξ

iξ + 1− s

iξ + 1 + s

iξ + 2

)
ds,

J22 =
1

πi
(e−2πμ + ln(1− e−2πμ)) ln

iξ

2 + iξ
+

1

π2μ(i− ξ)

+∞∫

0

t dt

et − 1
+O

(
1

μ2

)
+

+
1

πi

πμ∫

0

[
ln

(
1− t

iξπμ

)
− ln

(
1− t

(2 + iξ)πμ

)]
dt

et − 1
+

+
1

πi

πμ∫

0

O

(
e−πμ +

e−t

πμ

(
1

2
+ t

)
+

e−πμ

πμ

(
3

2
+ t

))
ln

(
iξ + t/(πμ)

2 + iξ − t/(πμ)

2 + iξ

iξ

)
dt = O

(
1

μ

)
.

Теперь вычислим третий интеграл. Для этого представим его в виде

I3−2
ξ − i

π

+∞∫

1

ln

(
s2

s2 − 1

)
ds

s2 − (1 + iξ)2
= 2

ξ − i

π

+∞∫

1

ln

(
1− e−πμ(s−1)(1− e−2πμ)

s(1− e−2πμs)

)
ds

s2 − (1 + iξ)2
=

= 2
ξ − i

π

+∞∫

0

ln

(
1− e−t(1− e−2πμ)

(1 + t/(πμ))(1 − e−2πμe−2t)

)
dt

(t− iπμξ)(2 + t/(πμ) + iξ)
=

=
ξ − i

π(1 + iξ/2)

+∞∫

0

ln(1− e−t)
dt

t− iπμξ
+ I30,

где

I30 = 2
ξ − i

π

+∞∫

0

ln

(
1− e−t(1− e−2πμ)

(1 + t/(πμ))(1 − e−2πμe−2t)

)
dt

(t− iπμξ)(2 + t/(πμ) + iξ)
−
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− ξ − i

π(1 + iξ/2)

+∞∫

0

ln(1− e−t)
dt

t− iπμξ
=

= 2
ξ − i

π

+∞∫

0

ln

(
1 +

1

πμ+ t

t

et − 1
+

e−t−2πμ(1 + e−t)

(1 + t/(πμ))(1 − e−2t−2πμ)

)
dt

(t− iπμξ)(2 + t/(πμ) + iξ)
−

− 1

π2μ

ξ − i

1 + iξ/2

+∞∫

0

t

t− iπμξ

ln(1− e−t) dt

2 + t/(πμ) + iξ
= O

(
1

μ

)
.

Теорема доказана.
Следствие 3. При z = μ+ iμξ, Re ξ > 0, справедливо представление

1

χ(z)
= exp{2iaμ + μf(ξ) + g(ξ) + . . .},

где
f(ξ) = −2ξ + ξ ln

(
1 +

1

iξ(2 + iξ)

)
+ 2i ln

(
1 +

1

1 + iξ

)
,

g(ξ) = ln
iξ(2 + iξ)

(1 + iξ)2
+

1

πi

1∫

0

ln
1 + iξ + s

1 + iξ − s

ds

s
+

1

πi

1∫

0

2s

1− s2
ln

(
iξ

iξ + 1− s

iξ + 1 + s

iξ + 2

)
ds+

+ 2
ξ − i

π

+∞∫

1

ln

(
s2

s2 − 1

)
ds

s2 − (1 + iξ)2
.

Заметим, что

h(ξ) ≡ Re f(ξ) = −2ξ + ξ ln(1 + ξ2)− ξ

2
ln(4 + ξ2)− ξ ln ξ + 2arctg ξ − 2 arctg

ξ

2
,

h(+0) = 0, h(+∞) = −∞, h(ξ) монотонно возрастает при 0 � ξ � ξmax и монотонно убывает
при ξmax � ξ < +∞, где ξmax – корень уравнения h′(ξ) = 0:

ξmax =
1√

e4 − 1

√
1− 3/2√

1− (3/4)e−4 + 1
.

Следовательно, на луче 0 < ξ < +∞ у функции h(ξ) существует в точности один корень
ξ0, причём в окрестности этого корня h(ξ) = h′(ξ0)(ξ− ξ0)+O((ξ− ξ0)

2). Таким образом, при
(ξ0 − δ)μ � m � (ξ0 + δ)μ

1

χ(z+m)
= exp{2iãμ+ 2f ′(ξ0)(m− S) + . . .},

где ã = a− if(ξ0)/2 (заметим, что Re f(ξ0) = 0), S – номер, ближайший к μξ0.
Изучим теперь систему линейных алгебраических уравнений (10).
Заново разобьём множество корней уравнения (8) на подмножества. Все корни, отличные

от a+1 , . . . , a
+
S , a−1 , . . . , a

−
S , a∗1, a∗2, обозначим через a01, a02, . . . , занумеровав их в порядке

возрастания мнимых частей, а при их равенстве – по убыванию действительных частей.
Так как S ∼ μξ0, то коэффициенты 1/(z−m + z+k ) малы, если хотя бы один из индексов

больше S. Таким образом, главные члены системы (10) можно записать в виде

S∑

k=1

a+k
z−m + z+k

− p(z−m)χ(z−m)a−m = X+(z−m)W̃ (z−m)e−iaz−m − a∗1
z−m + z∗1

− a∗2
z−m + z∗2

, m = 1, S; (11)
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− p(z+m)χ(z+m)a+m +

S∑

k=1

a−k
z+m + z−k

= X+(z+m)W̃ (z+m)e−iaz+m − a∗1
z+m + z∗1

− a∗2
z+m + z∗2

, m = 1, S;

a0m =
1

p(z0m)χ(z0m)

(
−X+(z0m)W̃ (z0m)e−iaz0m +

a∗1
z0m + z∗1

+
a∗2

z0m + z∗2

)
, m ∈ N;

p(z∗m)χ(z∗m)a∗m − a∗1
z∗m + z∗1

− a∗2
z∗m + z∗2

=

S∑

k=1

a+k
z∗m + z+k

+

S∑

k=1

a−k
z∗m + z−k

+

∞∑

k=1

a0k
z∗m + z0k

−

−X+(z∗m)W̃ (z∗m)e−iaz∗m , m = 1, 2.

Запишем главные члены первых двух групп уравнений системы (11) в матричной форме
AX = F, где

X = (a+1 , . . . , a
+
S , a

−
1 , . . . , a

−
S )

т, F = (f+
1 , . . . , f+

S , f−
1 , . . . , f−

S )т,

f+
m = X+(z−m)W̃ (z−m)e−iaz−m − a∗1

z−m + z∗1
− a∗2

z−m + z∗2
, m = 1, S,

f−
m = X+(z+m)W̃ (z+m)e−iaz+m − a∗1

z+m + z∗1
− a∗2

z+m + z∗2
, m = 1, S,

A =

(
Ω e2iãμD

e−2iãμD Ω

)
,

Ω = Ωт ∈ C
S×S – матрица, не зависящая от μ, D ∈ C

S×S – диагональная матрица, не
зависящая от μ. Обращая матрицу A, получаем

Ξ = Ω−1D, G = (I − Ξ2)−1Ω−1 = (gkm)Sk,m=1, H = −Ξ(I − Ξ2)−1Ω−1 = −ΞG = (hkm)Sk,m=1,

A−1 =

(
G e2iãμH

e−2iãμH G

)
.

Отсюда имеем X = A−1F,

a+k =

S∑

m=1

gkme−iaz−mX+(z−m)W̃ (z−m)− a∗1

S∑

m=1

gkm

z−m + z∗1
− a∗2

S∑

m=1

gkm

z−m + z∗2
+

+ e2iãμ
S∑

m=1

hkme−iaz+mX+(z+m)W̃ (z+m)− e2iãμa∗1

S∑

m=1

hkm

z+m + z∗1
− e2iãμa∗2

S∑

m=1

hkm

z+m + z∗2
,

a−k = e−2iãμ
S∑

m=1

hkme−iaz−mX+(z−m)W̃ (z−m)− e−2iãμa∗1

S∑

m=1

hkm

z−m + z∗1
− e−2iãμa∗2

S∑

m=1

hkm

z−m + z∗2
+

+

S∑

m=1

gkme−iaz+mX+(z+m)W̃ (z+m)− a∗1

S∑

m=1

gkm

z+m + z∗1
− a∗2

S∑

m=1

gkm

z+m + z∗2
, k = 1, S.

Таким образом, последние два уравнения системы (11) принимают вид
(
q11 q12
q21 q22

)(
a∗1
a∗2

)
=

(
r1
r2

)
,

где

q11 = p(z∗1)χ(z
∗
1)−

1

2z∗1
+

S∑

k=1

1

z∗1 + z+k

( S∑

m=1

gkm

z−m + z∗1
+ e2iãμ

S∑

m=1

hkm

z+m + z∗1

)
+
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+

S∑

k=1

1

z∗1 + z−k

(
e−2iãμ

S∑

m=1

hkm

z−m + z∗1
+

S∑

m=1

gkm

z+m + z∗1

)
−

∞∑

k=1

1

(z∗1 + z0k)
2

1

p(z0k)χ(z
0
k)
,

q12 = − 1

z∗1 + z∗2
+

S∑

k=1

1

z∗1 + z+k

( S∑

m=1

gkm

z−m + z∗2
+ e2iãμ

S∑

m=1

hkm

z+m + z∗2

)
+

+

S∑

k=1

1

z∗1 + z−k

(
e−2iãμ

S∑

m=1

hkm

z−m + z∗2
+

S∑

m=1

gkm

z+m + z∗2

)
−

∞∑

k=1

1

z∗1 + z0k

1

z∗2 + z0k

1

p(z0k)χ(z
0
k)
,

q21 = − 1

z∗2 + z∗1
+

S∑

k=1

1

z∗2 + z+k

( S∑

m=1

gkm

z−m + z∗1
+ e2iãμ

S∑

m=1

hkm

z+m + z∗1

)
+

+

S∑

k=1

1

z∗2 + z−k

(
e−2iãμ

S∑

m=1

hkm

z−m + z∗1
+

S∑

m=1

gkm

z+m + z∗1

)
−

∞∑

k=1

1

z∗2 + z0k

1

z∗1 + z0k

1

p(z0k)χ(z
0
k)
,

q22 = p(z∗2)χ(z
∗
2)−

1

2z∗2
+

S∑

k=1

1

z∗2 + z+k

( S∑

m=1

gkm

z−m + z∗2
+ e2iãμ

S∑

m=1

hkm

z+m + z∗2

)
+

+

S∑

k=1

1

z∗2 + z−k

(
e−2iãμ

S∑

m=1

hkm

z−m + z∗2
+

S∑

m=1

gkm

z+m + z∗2

)
−

∞∑

k=1

1

(z∗2 + z0k)
2

1

p(z0k)χ(z
0
k)
,

r1 =

S∑

k=1

1

z∗1 + z+k

( S∑

m=1

gkme−iaz−mX+(z−m)W̃ (z−m) + e2iãμ
S∑

m=1

hkme−iaz+mX+(z+m)W̃ (z+m)

)
+

+

S∑

k=1

1

z∗1 + z−k

(
e−2iãμ

S∑

m=1

hkme−iaz−mX+(z−m)W̃ (z−m) +

S∑

m=1

gkme−iaz+mX+(z+m)W̃ (z+m)

)
−

−
∞∑

k=1

1

z∗1 + z0k

1

p(z0k)χ(z
0
k)
e−iaz0kX+(z0k)W̃ (z0k) + e−iaz∗1X+(z∗1)W̃ (z∗1),

r2 =
S∑

k=1

1

z∗2 + z+k

( S∑

m=1

gkme−iaz−mX+(z−m)W̃ (z−m) + e2iãμ
S∑

m=1

hkme−iaz+mX+(z+m)W̃ (z+m)

)
+

+

S∑

k=1

1

z∗2 + z−k

(
e−2iãμ

S∑

m=1

hkme−iaz−mX+(z−m)W̃ (z−m) +

S∑

m=1

gkme−iaz+mX+(z+m)W̃ (z+m)

)
−

−
∞∑

k=1

1

z∗2 + z0k

1

p(z0k)χ(z
0
k)
e−iaz0kX+(z0k)W̃ (z0k)− e−iaz∗2X+(z∗2)W̃ (z∗2),

откуда и находим коэффициенты a∗1, a∗2.
Подстановка найденных коэффициентов в условие (6) даёт асимптотическое соотношение

для определения собственных значений, которое не записываем ввиду его громоздкости.
Случай нечётной собственной функции рассматривается аналогично; тогда функция T (y) –

это нечётная функция, удовлетворяющая условиям T ′′(y) = v(y), T ′(±a) = 0.
Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования

Российской Федерации в рамках реализации программы Московского центра фундаменталь-
ной и прикладной математики по соглашению № 075-15-2022-284.
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ТЕОРИЯ УПРАВЛЕНИЯ

УДК 517.977

ПОИСК ПАРАМЕТРОВ МОДЕЛИ
С НАИЛУЧШЕЙ ЛОКАЛЬНОЙ УПРАВЛЯЕМОСТЬЮ

c© 2023 г. М. А. Велищанский, В. Н. Четвериков

Исследуется задача оптимального выбора параметров модели относительно какого-ли-
бо функционала. Рассматриваются локально управляемые аффинные системы и инте-
гральные функционалы, зависящие от программного управления. Доказывается локальная
управляемость аффинных систем с неотрицательными входами в случае, когда столбцы
при управлениях образуют положительный базис. Для таких систем вводится коэффи-
циент локальной управляемости и ставится задача его максимизации в зависимости от
выбора параметров модели. В качестве примера рассматривается очень упрощённая мо-
дель подводного аппарата и исследуется задача такого расположения его управляющих
винтомоторных агрегатов, при котором энергопотребление аппарата минимально.

DOI: 10.31857/S0374064123120099, EDN: NWKEBC

Введение. В настоящее время существует множество видов автономных необитаемых под-
водных аппаратов, отличающихся размерами, формой, областью применения, видами и рас-
положением управляющих агрегатов и т.д. Задача выбора аппарата, оптимального в том или
ином смысле, решается, как правило, из механических или технических соображений. Напри-
мер, в работах [1, 2] задача снижения энергопотребления подводного аппарата решалась с
использованием обтекаемой конструкции корпуса и разрабатываемой в этих работах системы
управления солнечной энергией и энергией подводного аппарата.
Хорошо известно [3, с. 48], что движение подводного аппарата описывает динамическая

система управления с параметрами. Выбор параметров определяет, в частности, вид и рас-
положение управляющих агрегатов подводного аппарата. Энергия, потребляемая аппаратом,
равна интегральному функционалу, зависящему от управления системы. Задача поиска мо-
дели подводного аппарата с минимальным потреблением энергии формулируется на матема-
тическом языке как задача поиска параметров системы, при которых указанный функцио-
нал минимален. Аналогичные задачи формулируются для летательных аппаратов и наземных
транспортных средств, а также для других функционалов, например, характеризующих время
движения. Задача сравнения однотипных роботов по тому или иному критерию с использова-
нием математических методов актуальна ввиду бурного развития робототехники в настоящее
время.
Отметим, что рассматриваемая в работе задача близка задаче оптимального управления

по какому-либо критерию. Например, задачи оптимального управления по критерию быстро-
действия решались для перехвата движущейся по предписанной траектории цели машиной
Дубинса [4, 5] и для системы, состоящей из двух несинхронных осцилляторов [6].
Цель данной статьи – попытаться разработать математические методы для сравнения од-

нотипных моделей по тому или иному критерию. Мы не используем методы теории оптималь-
ного управления ввиду сложности их применения к данной задаче. Наш подход основан на
предположении, что в малой окрестности каждого допустимого состояния любая траектория
системы возможна и равновероятна. Из этого следует, в частности, локальная управляемость
системы. Кроме того, локальную траекторию системы можно считать случайной величиной.
Тогда значение функционала также есть случайная величина, а поставленную задачу можно
понимать как задачу минимизации математического ожидания значения функционала. Коэф-
фициент локальной управляемости системы относительно заданного функционала, определя-
емый нами как величина обратно пропорциональная указанному математическому ожиданию,
мы предлагаем использовать для сравнения систем с разными значениями параметров.
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Для упрощения определений и вычислений далее будем рассматривать только аффинные
системы с неотрицательными входами. Локальная управляемость таких систем исследуется с
использованием понятия положительного базиса, введённого в работах [7, 8]. Докажем простой
метод проверки положительного базиса, а также достаточное условие локальной управляемо-
сти систем указанного типа.
В качестве иллюстрации рассмотрен пример движения в вертикальной плоскости подвод-

ного аппарата, управляемого винтомоторными агрегатами (ВМА). Предполагаем, что тяга
каждого ВМА может быть направлена только в одну сторону. Показано, что такое движение
описывает аффинная система с неотрицательными управлениями, параметрами которой явля-
ются количество ВМА и их расположение. Доказано, что данная система локально управляе-
ма только в случае четырёх и более ВМА, расположенных определённым образом. В качестве
функционала, используемого для сравнения систем с разным расположением ВМА, мы рас-
сматриваем потребляемую энергию двигателями аппарата. Коэффициент локальной управля-
емости системы относительно этого функционала вычислен для разных значений параметров.
Найдены несколько точек локального максимума и соответствующие значения функционала
на четырёх выбранных траекториях.
Статья организована следующим образом. В п. 1 ставится задача и формулируется пример.

Определения локально управляемой системы и положительного базиса, а также факты о них
содержатся в п. 2. Алгоритм управления системами с положительным базисом формулируется
в п. 3. В п. 4 определяется коэффициент управляемости и вычисляется для рассматриваемого
примера, сравниваются системы с разными значениями параметров.

1. Постановка задачи. Рассмотрим систему

ẋ = f(x, u, α), x ∈ X ⊂ R
n, u ∈ U ⊂ R

m, α ∈ R
k, (1)

где x = (x1, . . . , xn) – состояние системы, u = (u1, . . . , um) – её управления, X – область
допустимых состояний, U – область допустимых управлений, α = (α1, . . . , αk) – набор па-
раметров, а ẋ ≡ dx/dt.
Пусть для системы (1) ставится задача выбора таких параметров α, для которых мини-

мален следующий функционал. Рассмотрим гладкую неотрицательную при x ∈ X и u ∈ U
функцию Φ(x, u) и отображение, которое каждому решению (x(t), u(t)) системы (1) ставит в
соответствие интеграл по промежутку [0, T ] функции Φ(x(t), u(t)). Упомянутый функционал
равен максимальному по решениям системы (1) значению этого отображения, т.е.

max
(x(t),u(t))

т∫

0

Φ(x(t), u(t)) dt. (2)

Рисунок. Упрощённая модель подводного аппарата.

Пример 1. Рассмотрим упрощённую
модель подводного аппарата, эволюция ко-
торого ограничена в вертикальной плоско-
сти (рисунок). Пусть (�i,�j,�k) – ортонорми-
рованный базис неподвижной системы ко-
ординат, а (�ib,�jb, �kb) – ортонормированный
базис подвижной системы координат, при-
креплённой к подводному аппарату. Обо-
значим через θ угол между этими систе-
мами координат. Аппарат имеет один более
мощный винтовой двигатель (с номером 0)
для движения вперед и lm винтовых двига-
телей малой мощности для разворота. Обо-
значим через P0, P1, . . . , Plm точки рас-
положения винтов.
На подводный аппарат действуют силы

�F0 = F0
�ib, �Fl = Fl(cos φl

�ib + sinφl
�kb), l = 1, lm,
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(m−mw)�g = −(m−mw)g�k,

где m – масса подводного аппарата; mw – масса воды, вытесненной подводным аппаратом;
φl – угол между �ib и �Fl, ψl – угол между �Fl и

−−→
PlC. Вес m�g и выталкивающая сила −mw�g

прикладываются к центру масс C; сила �Fl прикладывается к точке Pl, l = 0, lm, где

−−→
CPl = −|−−→CPl|(cos(ψl + φl)�ib + sin(ψl + φl)�kb).

Уравнения движения, записанные в терминах центра масс C, имеют вид

m�̇vC = (m−mw)�g +

lm∑

l=0

�Fl, �̇LC =

lm∑

l=0

−−→
CPl × �Fl,

где �vC – скорость, �LC – угловой момент относительно C. Спроецировав эти уравнения на
неподвижные оси, получим

ẍ = cos θ

(
u0 +

lm∑

l=1

ul cosφl

)
− sin θ

lm∑

l=1

ul sinφl,

z̈ = sin θ

(
u0 +

lm∑

l=1

ul cosφl

)
+ cos θ

lm∑

l=1

ul sinφl − κg, θ̈ =

lm∑

l=1

κlul sinψl, (3)

где

u0 =
F0

m
, κ =

m−mw

m
, ul =

Fl

m
, κl =

m|−−→CPl|
J

, l = 1, lm,

J – момент инерции подводного аппарата относительно оси Oy. Так как тяга каждого ВМА
может быть направлена только в одну сторону, то ul � 0, l = 0, lm.

Параметрами данной системы являются lm, φl, ψl, |−−→CPl|, т.е. количество винтов и их
расположение. В качестве функции Φ(x, ū), определяющей функционал (2), возьмём функцию
Φ =

∑lm
i=0 ui. Тогда функционал пропорционален потребляемой энергии всеми двигателями

аппарата.
2. Условия локальной управляемости. Рассмотрим систему

ẋ = f(x, u), x ∈ X ⊂ R
n, u ∈ U ⊂ R

m. (4)

Напомним, что состояние xf ∈ D ⊂ X называют достижимым из состояния x0 ∈ D ⊂ X в
области D, если существует решение (x(t), u(t)), t ∈ [t0, tf ], системы (4), удовлетворяющее
условиям

x(t0) = x0, x(tf ) = xf ,

x(t) ∈ D, u(t) ∈ U при t ∈ [t0, tf ]. (5)

Систему (4) называют управляемой в области D ⊂ X , если любое состояние xf ∈ D
достижимо из любого состояния x0 ∈ D в области D.

Пример 2. Запишем систему (3) как

u0 +

lm∑

l=1

ul cosφl = cos θ ẍ+ sin θ (z̈ + κg),

lm∑

l=1

ul sinφl = − sin θ ẍ+ cos θ (z̈ + κg),

lm∑

l=1

κlul sinψl = θ̈. (6)
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Система (6) имеет вид

lm∑

l=0

ulal(x̄) = ζ(x̄, ˙̄x, . . . , x̄(s)), x̄ ∈ X0 ⊂ R
n, ū = (u0, . . . , ulm)

т ∈ U , ul � 0, l = 0, lm. (7)

А именно, для системы (6) n = 3, s = 2, x̄ = (x, z, θ)т, a0, . . . , alm – столбцы высоты 3,
зависящие только от параметров системы.
Для системы (7) обозначим через M матрицу, состоящую из столбцов a0, a1, . . . , alm .

Если rangM = n, то для любой векторной функции x̄(t) ∈ D ⊂ X0, t ∈ [t0, tf ], существует
векторная функция ū(t) = (u0(t), . . . , ulm(t))т, удовлетворяющая вместе с x̄(t) системе (7).
Если при этом ū(t) ∈ U и ul(t) � 0 для t ∈ [t0, tf ] и l = 0, lm, то пара векторных функций
(x̄, ū(t)) удовлетворяет всем условиям (7).
Областью достижимости состояния xf ∈ X за время T > 0 в области D ⊂ X будем

называть множество таких состояний x0 ∈ X , что существует решение (x(t), u(t)), t ∈ [t0, tf ],
системы (4), удовлетворяющее условиям (5) при tf − t0 < T.
Систему (4) будем называть локально управляемой в точке xf ∈ X , если для любого T > 0

область достижимости состояния xf за время T в области X содержит окрестность точки
xf (см. [8]). Система (4) локально управляема в области X , если она локально управляема в
любой точке x0 ∈ X .

Замечание. В определении локальной управляемости рассматриваются траектории сис-
темы, которые начинаются в произвольной точке x0 ∈ X и заканчиваются в заданной точке
xf , а не наоборот. Такой выбор объясняется тем, что в начальный момент, как правило, опре-
делены значения u, а в конечный момент мы можем считать компоненты u произвольными.
Существуют системы, которые управляемы, но не локально управляемы.
Пример 3. Рассмотрим подводный аппарат с тремя винтами, т.е. lm = 2. Пусть винты

расположены так, что φ1 = π/2, ψ1 = 0, φ2 = 3π/4, ψ2 = π/2. Третье уравнения системы (3)
имеет вид θ̈ = κ2u2. Поскольку u2 � 0, то угол θ может только расти, т.е. аппарат может
поворачиваться только против часовой стрелки. Чтобы повернуть аппарат на угол θ0 > 0 по
часовой стрелке, необходимо повернуть его на угол 2π−θ0 против часовой стрелки. Если угол
θ0 мал, то угол 2π−θ0 не является малым, и сколь угодно уменьшать время движения нельзя,
потому что u2 ограничено сверху. Таким образом, система не локально управляема, хотя
управляема, если нет ограничения на время движения. Например, при движении из начального
состояния в конечное достаточно сначала развернуть аппарат, а потом двигаться по прямой.
Для формулировки условий локальной управляемости в случае ul � 0, l = 0, lm, нам пона-

добятся следующие понятия и результаты из работ [7, 8]. Говорят, что векторы a1, . . . , am ∈ R
N

составляют положительный базис пространства R
N , если для каждого a ∈ R

N найдутся та-
кие неотрицательные числа λ1, . . . , λm, что a = λ1a1 + . . . + λmam.
Сформулируем некоторые свойства положительного базиса, доказанные в [7, 8].
Свойство 1. Всегда существует положительный базис размерности N+1, т.е. m = N+1.
Свойство 2. Для любого положительного базиса имеем m � N + 1.
Свойство 3. Пусть векторы a1, . . . , am ∈ R

N составляют положительный базис. Тогда
найдутся такие положительные числа λ1, . . . , λm, что λ1a1 + . . .+ λmam = 0.

Свойство 4. Среди векторов, составляющих положительный базис, найдётся N линейно-
независимых, а значит, образующих обычный базис пространства R

N .
Учитывая свойство 1 положительного базиса, далее мы будем рассматривать только случай

m = N + 1. Докажем для этого случая ещё два свойства и теорему, дающую простой метод
проверки положительного базиса.

Свойство 5. В случае m = N + 1 любые N векторов положительного базиса образуют
обычный базис пространства R

N .
Доказательство. Из соображений размерности вытекает, что если N векторов простран-

ства R
N линейно независимы, то они образуют обычный базис этого пространства. Предпо-

ложим существование такого положительного базиса a0, a1, . . . , aN пространства R
N , что

векторы a1, . . . , aN линейно зависимы. Из свойства 4 положительного базиса следует, что
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среди векторов a0, a1, . . . , aN найдётся обычный базис пространства R
N . Этот базис содер-

жит вектор a0, пусть он состоит из векторов a0, a1, . . . , aN−1. Тогда векторы a1, . . . , aN−1

линейно независимы. Из линейной зависимости векторов a1, . . . , aN следует, что вектор aN
линейно выражается через векторы a1, . . . , aN−1. Из определения положительного базиса
следует представление

−a0 = λ0a0 + λ1a1 + . . .+ λNaN ,

где λi � 0, i = 0, N. Заменим в этом равенстве вектор aN на линейную комбинацию векторов
a1, . . . , aN−1 и получим представление

−a0 = λ0a0 + λ′
1a1 + . . . + λ′

N−1aN−1

с другими коэффициентами λ′
1, . . . , λ′

N−1, но с тем же λ0. Так как векторы a0, a1, . . . , aN−1

образуют обычный базис пространства R
N , то из полученного представления следует, что

λ0 = −1, λ′
1 = 0, . . . , λ′

N−1 = 0. Возникает противоречие с условием λ0 � 0. Поэтому векторы
a1, . . . , aN не могут быть линейно зависимыми, а значит, они также образуют обычный базис
пространства R

N . Свойство доказано.
Свойство 6. В случае m = N + 1 векторы a1, . . . , am ∈ R

N составляют положительный
базис тогда и только тогда, когда найдутся такие положительные числа α2, . . . , αm, что
a1 + α2a2 + . . .+ αmam = 0, причём числа α2, . . . , αm определяются однозначно.

Доказательство. Из свойства 3 положительного базиса находим такие положительные
числа λ1, . . . , λm, что λ1a1+ . . .+λmam = 0. Из свойства 5 следует линейная независимость
векторов a2, . . . , am ∈ R

N , а значит, λ1 �= 0 и при αi = λi/λ1, i = 2,m, получаем равенство
из свойства 6. Набор чисел α2, . . . , αm единственен, так как векторы a2, . . . , am линейно
независимы.
Рассмотрим какой-либо набор векторов a0, a1, . . . , an ∈ R

n и матрицу M размерности n×
× (n + 1), столбцы которой состоят из координат этих векторов. Минор, полученный из M
удалением i-го столбца, обозначим через Mi.

Теорема 1. Набор векторов a0, a1, . . . , an ∈ R
n образует положительный базис прост-

ранства R
n тогда и только тогда, когда M0 �= 0, а (−1)iMi/M0 > 0 для i = 1, n.

Доказательство. Рассмотрим (n+ 1)× (n+ 1)-матрицу, первая строка которой есть j-я
строка матрицы M для некоторого j = 1, n, а остальная часть совпадает с матрицей M. По-
лучим вырожденную матрицу. Разложив её определитель по первой строке, получим a0jM0−
− a1jM1 + . . . + (−1)nanjMn = 0, где aij – j-я координата вектора ai. Так как значение j
произвольно, то получаем соотношение

M0a0 −M1a1 + . . .+ (−1)nMnan = 0. (8)

Пусть векторы a0, a1, . . . , an составляют положительный базис. Из свойства 6 следует,
что M0 �= 0. Поэтому a0+λ1a1+. . .+λnan = 0, где λi = (−1)iMi/M0, причём это единственное
такое соотношение на векторы a0, a1, . . . , an ввиду линейной независимости векторов a1,
. . . , an. Из свойства 6 следует, что (−1)iMi/M0 > 0, i = 1, n. Обратное утверждение также
следует из свойства 6 и соотношения (8). Теорема доказана.
Отметим, что разложение a = α0a0 + . . . + αnan вектора a по положительному базису

a0, . . . , an неоднозначное, но всегда существует разложение, для которого хотя бы одно αi

нулевое, а остальные неотрицательные. Для построения такого разложения достаточно найти
какое-либо соотношение λ1a1 + . . .+ λmam = 0 из свойства 3 и получить разложение

a = (α0 − λ0αl0/λl0)a0 + . . .+ (αn − λnαl0/λl0)an,

где αl0/λl0 – минимальное из чисел αl/λl, l = 0, n. Тогда коэффициент при al0 нулевой, а
остальные неотрицательные. Назовём такое разложение вектора по положительному базису
минимальным. Ввиду свойства 5 оно единственно.

Теорема 2. Пусть для системы (7) с lm = n столбцы a0, . . . , an ∈ R
n в точке x̄f ∈ X0

образуют положительный базис пространства R
n, коэффициенты u0, . . . , un минималь-

ного разложения вектора ζ(x̄f , 0, . . . , 0) по этому базису составляют допустимое управ-
ление, функция ζ непрерывна в точке (x̄f , 0, . . . , 0), а компоненты столбцов a0, . . . , an
непрерывны в окрестности x̄f . Тогда система (7) локально управляема в точке x̄f .
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Доказательство. Если векторы a0(x̄f ), . . . , alm(x̄f ) ∈ R
n образуют положительный базис

пространства R
n, то в силу теоремы 1 и непрерывности функций ai(x̄) это свойство выпол-

няется и в некоторой окрестности U точки x̄f . Докажем непрерывность в точке (x̄f , 0, . . . , 0)

отображения F, которое отображает точку (x̄, ˙̄x, . . . , x̄(s)) в набор коэффициентов u0, . . . , un
минимального разложения вектора ζ(x̄, ˙̄x, . . . , x̄(s)) по положительному базису a0(x̄), . . .
. . . , an(x̄), x̄ ∈ U. Область определения этого отображение есть объединение множеств Xi,
i = 0, n, где Xj состоит из точек, для которых uj = 0. Обозначим через Ai(x̄) квадратную
матрицу, составленную из всех столбцов a0(x̄), . . . , an(x̄), кроме ai(x̄). Ввиду теоремы 1
матрицы Ai(x̄), i = 0, n, x̄ ∈ U, невырождены. Так как каждая такая матрица состоит из
непрерывных функций, то обратные им матрицы также состоят из непрерывных функций.
Ограничение отображения F на Xj есть Aj(x̄)

−1ζ(x̄, ˙̄x, . . . , x̄(s)) и поэтому непрерывно в
точке (x̄f , 0, . . . , 0), если эта точка лежит в Xj. Точка (x̄f , 0, . . . , 0) может быть граничной
точкой нескольких множеств Xj , но в силу единственности минимального разложения значе-
ние F (x̄f , 0, . . . , 0) не зависит от выбора Xj , а значит, отображение F непрерывно в точке
(x̄f , 0, . . . , 0).
По условию теоремы точка F (x̄f , 0, . . . , 0) принадлежит области допустимых управле-

ний U . Поэтому существует окрестность V точки (x̄f , 0, . . . , 0), образ которой при отоб-
ражении F лежит в U . Выберем такие положительные числа δ1 и δ2, что декартово произ-
ведение δ1-окрестности точки x̄f и δ2-окрестности точки (0, . . . , 0) лежит в V, т.е. Uδ1(x̄f )×
× Uδ2(0, . . . , 0) ⊂ V.
Пусть ξ – произвольный единичный вектор, β(t) – какая-либо s раз непрерывно диффе-

ренцируемая, убывающая на отрезке [0, T ] функция, β(T ) = 0,

R = max
t∈[0,T ]

‖(β̇(t), . . . , β(s)(t))‖.

Рассмотрим траекторию x̄(t) = x̄f + (δ2/R)β(t)ξ. Тогда x̄(T ) = x̄f , и за счёт выбора ξ и
t в качестве x̄(t) мы можем получить произвольную точку из δ-окрестности Uδ(x̄f ) точки
(x̄f , 0, . . . , 0), где δ = min(δ1, δ2β(0)/R). Поэтому окрестность Uδ(x̄f ) лежит в области дости-
жимости состояния xf за время T > 0 в Uδ(x̄f ), а значит, система (7) локально управляема
в точке xf . Теорема доказана.

Пример 4. Из свойства 2 положительного базиса следует, что случай, описанный в теоре-
ме 2, возможен только при lm � 3. Исследуем случай, когда в (3) lm = 2. Запишем систему (3)
в матричном виде ¨̄x = TθMū−B0, где

Tθ =

⎛

⎝
cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1

⎞

⎠, M =

⎛

⎝
1 cosφ1 cosφ2

0 sinφ1 sinφ2

0 κ1 sinψ1 κ2 sinψ2

⎞

⎠, ū =

⎛

⎝
u1
u2
u3

⎞

⎠, B0 =

⎛

⎝
0
κζ
0

⎞

⎠.

Рассмотрим функцию h(t, x̄) = C( ˙̄x+ tB0), где C – некоторая постоянная строка. Произ-
водная функции h в силу системы (3) равна ḣ = CTθMū. Пусть θf – θ-координата состояния
x̄f . Если матрица M невырождена, то, положив C = (1 1 1)M−1T−1

θf
, где M−1 – обратная к

M матрица, получим равенство

ḣ = (1 1 1)M−1Tθ−θfMū = u1 + u2 + u3 + α(θ − θf ),

где α(θ − θf ) → 0 при θ → θf . Поэтому если u1 + u2 + u3 �≡ 0, то ḣ(t, x̄) > 0 в некото-
рой окрестности точки x̄f (напомним, что ul � 0 для любого l). Следовательно, значение
функции h в окрестности точки x̄f может только расти, а значит, состояния x̄, для кото-
рых h(t, x̄) > h(t, x̄f ), не входят в область достижимости состояния x̄f за малое время и
система (3) не является локально управляемой в точке x̄f .
Если u1 + u2 + u3 ≡ 0, то ui ≡ 0, i = 1, 2, 3, и область достижимости состояния x̄f есть

кривая (не является открытым множеством), и система (3) не является локально управляемой
в точке x̄f и в этом случае.
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Если матрица M вырождена, то существует такая строка C0, что C0M = 0. Рассмотрим
функцию h(t, x̄) = C0T

−1
θf

( ˙̄x + tB), где θf – θ-координата состояния x̄f , а B – некоторый

постоянный столбец. Производная функции h в силу системы (3) равна ḣ = C0Tθ−θfMū +

+C0T
−1
θf

(B − B0), где первое слагаемое бесконечно малое при θ → θf , а второе слагаемое
можно сделать положительным за счёт выбора столбца B. При таком выборе B значение
функции h в окрестности точки x̄f может только расти, а значит, система (3) не является
локально управляемой в точке x̄f .
Таким образом, мы доказали, что система (3) может быть локально управляема только в

случае lm � 3.

3. Алгоритм управления системами с положительным базисом. Далее покажем
как построить управления для движения по заданной траектории системы с положительным
базисом. Рассмотрим систему (7) в случае lm = n. Пусть поставлена задача выбора таких
входов u(t), чтобы система двигалась по траектории x(t), t ∈ [t0, tf ], при этом u(t0) задано.
Шаг 1. Проверяем, что векторы a0, . . . , an ∈ R

n составляют положительный базис. Для
этого находим такие положительные числа λ0, . . . , λn, что λ0a0+ . . .+λnan = 0. Обозначаем
через ld какой-либо номер от 0 до n, а через B – набор, состоящий из всех векторов al, кроме
l = ld. (Из свойства 5 следует, что B образует обычный базис пространства R

N .) Определяем
K – количество шагов для перехода от начальной точки в конечную и шаг Δ = (tf − t0)/K.
Полагаем t = t0.
Шаг 2. Если u(t) /∈ U , то делаем вывод, что движение по заданной траектории при за-

данных ограничениях на управления невозможно и поэтому завершаем вычисления. Иначе
переходим на шаг 3.
Шаг 3. Если t = tf , то переходим на шаг 6. Иначе вычисляем

t := t+Δ, ζ(t) = ζ(x(t), ẋ(t), . . . , x(s)(t)).

Шаг 4. Раскладываем вектор ζ(t) по базису B :

ζ(t) =
∑

l �=ld

vlal, vld = 0.

Шаг 5. Если все полученные vl неотрицательны, то полагаем ul(t) = vl, l = 0, n, а затем
переходим на шаг 2. Иначе находим минимальное из чисел vl/λl, соответствующий номер
обозначаем через l0 (отметим, что vl0 < 0) и получаем разложение

ζ(t) =
∑

l �=ld

vlal −
vl0
λl0

n∑

l=0

λlal =
∑

l �=l0

(
vl −

vl0
λl0

λl

)
al.

Заменяем в B вектор al0 на вектор ald и полагаем, что

ul(t) = vl −
λl

λl0

vl0 , l = 0, n,

и ld = l0. Затем переходим на шаг 2.
Шаг 6. Завершаем вычисления и получаем ul(t), l = 0, n, t ∈ [t0, tf ].

4. Коэффициент локальной управляемости и задача его максимизации. Предпо-
ложим, что система (1) приведена к виду (7) и выбран функционал (2). Определим коэффици-
ент локальной управляемости, соответствующий этому функционалу. Для управления систе-
мой (7) будем использовать алгоритм, приведённый выше. Так как мы не обладаем какой-либо
информацией о возможных значениях правой части системы (7) (векторной функции ζ), бу-
дем считать, что любое достаточно малое значение ζ возможно и равновероятно. Понимая
ζ как случайный вектор, равномерно распределённый на шаре радиуса δ, рассмотрим ма-
тематическое ожидание M [Φ(xf , u)] случайной величины Φ(xf , u), где xf – фиксированная
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точка, а компоненты u есть коэффициенты разложения ζ по базису B, составленному из
части векторов a0, . . . , an (см. шаги 4 и 5 алгоритма). Коэффициент локальной управляемо-
сти системы (7) в состоянии xf относительно функционала (2) определим как величину,
обратную к пределу

k(xf ) = lim
δ→0

1

δ
M [Φ(xf , u)],

т.е. 1/k(xf ). Коэффициентом локальной управляемости системы (7) относительно функци-
онала (2) будем называть точную нижнюю грань коэффициентов локальной управляемости
системы (7) в её допустимых состояниях. Задача поиска параметров модели с наилучшей
управляемостью сводится к нахождению максимума по всем параметрам модели коэффици-
ента локальной управляемости системы, т.е. к поиску min

α
sup
xf

k(xf ).

Выведем формулу для k(x). Отметим, что на каждом шаге алгоритма по крайней мере од-
на компонента ū равна нулю. Обозначим через νi вложение пространства R

n в пространство
R
n+1, которое точку с координатами v = (v1, . . . , vn) отображает в точку u = (u0, . . . , un),
где uj = vj+1 при j < i, ui = 0, uj = vj при j > i. Пусть Ai – квадратная матрица, полу-
ченная из M удалением i-го столбца. Тогда если ζ раскладывается по базису, полученному
из набора a0, . . . , an удалением ai, то

ζ = Mνi(v) = Aiv.

Обозначим также через Vn(δ) объём n-мерного шара радиуса δ, а через Bi
δ – часть шара

радиуса δ, состоящую из точек ζ = Aiv. Тогда

M [Φ(xf , u)] =
n∑

i=0

∫

Bi
δ

1

Vn(δ)
Φ(xf , νi(A

−1
i ζ)) dζ.

В каждом интеграле, сделав замену ζ = δAiv, получим

M [Φ(xf , u)] =

n∑

i=0

|Mi|
Vn(1)

∫

Gi

Φ(xf , δνi(v)) dv,

где Mi = detAi, а Gi = {v = (v1, . . . , vn) ∈ R
n : ‖Aiv‖ � 1, vj � 0, j = 1, n}.

Пример 5. Рассмотрим подводный аппарат цилиндрической формы с закругленными кон-
цами, причём точки P1, . . . , Plm расположены на цилиндрической поверхности. В этом случае
|−−→CPl| = d/| sin(ψl + φl)|, где d – радиус цилиндрической поверхности аппарата. Из условия
локальной управляемости следует, что lm � 3. Рассмотрим случай lm = 3.
Для упрощения рассуждений разделим последнее уравнение системы (6) на −J/(md).

Матрица M коэффициентов при управлениях полученной системы (см. теорему 1) имеет вид

M =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 cosφ1 cosφ2 cosφ3

0 sinφ1 sinφ2 sinφ3

0
sinψ1

| sin(ψ1 + φ1)|
sinψ2

| sin(ψ2 + φ2)|
sinψ3

| sin(ψ3 + φ3)|

⎞

⎟⎟⎟⎠.

Отметим, что коэффициенты этой матрицы не зависят от x̄, а значит, коэффициент локальной
управляемости системы во всех состояниях одинаковый. Кроме того, n = 3, поэтому Vn(1) =
= 4π/3 и

k(xf ) =
3∑

i=0

3|Mi|
4π

∫

Gi

(v1 + v2 + v3) dv.
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Таким образом, задача поиска параметров модели с наилучшей управляемостью сводится
к нахождению минимума k = k(xf ) по φ1, ψ1, φ2, ψ2, φ3, ψ3, где φj ∈ [0, 2π], ψj ∈ [0, 2π],
j = 1, 2, 3.
Указанная экстремальная задача решалась численно. При этом для исключения деления на

малые величины были добавлены следующие ограничения на значения параметров: |tg (ψj +
+φj)| � 0.2, j = 1, 2, 3, и |Mi| > 0.1, i = 0, 1, 2, 3. Оказалось, что функция k(φi, ψi) имеет
большое количество точек локального минимума. Соответствующие значения коэффициента k
указаны в таблице.
Системы с полученными значениями параметров были протестированы на следующих че-

тырёх траекториях:
1) поворот

x(t) = 0, z(t) = 0, θ(t) = θf

(
2
t3

T 3
− 3

t2

T 2

)
, t ∈ [0, T ], θf =

π

4
, T = 2 с;

2) движение по синусоиде вниз

x(t) = 2 sin

(
πt

T

)
, z(t) = −2πt

T
, θ(t) = arcsin

1√
cos2(πt/T ) + 1

, t ∈ [0, T ], T = 18 с;

3) движение по горизонтальной синусоиде

x(t) =
40πt

T
, z(t) = 2 sin

(
20πt

T

)
, θ(t) = arctg cos

(
20πt

T

)
, t ∈ [0, T ], T = 350 с;

4) движение по эллипсу

x(t)=20 cos

(
2πt

T

)
, z(t)=10 sin

(
2πt

T

)
, θ(t)=arctg

(
1

2
ctg

(
2πt

T

))
, t∈ [0, T ], T =210 с.

Соответствующие значения функционала приведены в таблице.

Таблица. Значения функционала
∑3

i=0 ui

Параметры φ1, φ2, φ3, ψ1, ψ2, ψ3 k
Траектория

1) 2) 3) 4)

2.06, 2.16, 4.28, 1.84, 4.33, 2.70 4.68 5.51 61.23 1124.93 115.49
1.15, 1.12, 3.67, 1.79, 4.27, 3.19 7.41 11.64 40.82 1528.06 243.45
2.11, 1.97, 4.28, 1.23, 4.11, 6.26 4.50 5.49 59.51 1114.02 114.14
2.06, 4.17, 4.17, 0, 5.06, 1.92 4.48 5.44 67.26 1105.61 112.94

1.87, 2.35, 4.23, 2.05, 4.13, 2.83 4.86 5.54 58.03 1109.14 113.69
2.11, 2.11, 4.23, 1.23, 4.37, 3.14 4.44 5.53 62.32 1132.80 116.62
2.09, 2.09, 4.19, 1.22, 4.37, 0 4.37 5.47 61.61 1121.26 115.05

1.74, 4.06, 4.14, 0.27, 5.16, 1.89 4.64 6.42 54.70 1186.55 130.13
1.57, 3.14, 4.19, 3.14, 1.57, 4.71 7.87 5.73 47.84 1011.71 119.65

Заключение. В работе рассмотрены локально управляемые системы с положительны-
ми управлениями, введены системы, названные системами с положительным базисом. Для
таких систем доказано достаточное условие локальной управляемости, сформулирован алго-
ритм построения управления для движения по заданной траектории и определён коэффициент
локальной управляемости.
Введённые понятия были исследованы для системы, описывающей движение подводного

аппарата в вертикальной плоскости. Рассмотрен случай, когда аппарат управляется только
винтомоторными агрегатами, винты которых вращаются только в одну сторону. Показано,
что движение такого аппарата описывает система с положительным базисом. Она локально
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управляема, только если винтомоторных агрегатов не менее четырёх. Задача минимизации по-
требляемой энергии двигателями аппарата эквивалентна задаче максимизации коэффициента
управляемости для соответствующего функционала. Численные расчёты показали, что дан-
ный коэффициент имеет большое количество точек локального максимума. Значения функ-
ционала для некоторых наборов параметров на четырёх выбранных траекториях показали
(см. таблицу), что при движении по конкретной траектории модель с меньшим значением ко-
эффициента управляемости (с бо́льшим значением k) может быть более эффективной. Мы
объясняем это тем, что определение коэффициента управляемости основано на вероятност-
ных понятиях, и поэтому эффективность модели с максимальным значением коэффициента
управляемости должна сказаться при движении на продолжительных и разнообразных тра-
екториях.
Отметим также, что в работе рассмотрен только случай, когда сдвиг из любого состояния

в любом направлении возможен и равновероятен. Однако в реальной ситуации вероятность
сдвига в каком-либо направлении зависит от решаемой аппаратом задачи. По нашему мнению,
закон распределения вероятности сдвига в направлении может быть определён при дополни-
тельном исследовании траекторий аппарата с использованием искусственного интеллекта. При
этом изменение закона распределения приведёт к изменению зависимости коэффициента ло-
кальной управляемости от параметров и к другим оптимальным значениям параметров.
Работа выполнена при поддержке программы “Приоритет 2030” МГТУ им. Н.Э. Баумана.
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Получены достаточные условия существования оптимальных траекторий в общих задачах
оптимального управления со свободным терминальным временем, а также в сублоренцевых
задачах.
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Введение. Лоренцева геометрия является математической основой теории относительно-
сти [1–3], а сублоренцева геометрия – попыткой обобщения субримановой геометрии [4, 5],
задающейся распределением и положительно определённой в нём квадратичной формой, на
случай квадратичной формы единичного индекса [6–15]. В данной работе методами геометри-
ческой теории управления [16–18] получены достаточные условия существования оптимальных
траекторий в общих задачах оптимального управления со свободным терминальным временем,
а также в сублоренцевых задачах.

1. Существование оптимальных управлений в задачах со свободным терминаль-
ным временем. Рассмотрим задачу оптимального управления

q̇ = f(q, u), q ∈ M ⊂ R
n, u ∈ U ⊂ R

k, n, k ∈ N, (1)

q(0) = q0, q(t1) = q1, t1 свободно, (2)

J =

t1∫

0

ϕ(q, u) dt → min . (3)

Обозначим множества достижимости [16–18] этой системы из точки q0 :

Aq0 = {q(t1) : q(t), t ∈ [0, t1], траектория системы (1) т.ч. t1 � 0, q(0) = q0}

– множество достижимости за произвольное неотрицательное время;

A−
q0 = {q(t1) : q(t), t ∈ [t1, 0], траектория системы (1) т.ч. t1 � 0, q(0) = q0}

– множество достижимости за произвольное неположительное время;

At1
q0 = {q(t) : q(t), t ∈ [0, t1], траектория системы (1) т.ч. q(0) = q0}

– множество достижимости за время не больше t1 � 0.
Как известно (см. [17, п. 10.2]), исследование задачи оптимального управления (1)–(3) сво-

дится к исследованию множеств достижимости расширенной системы

˙̂q = f̂(q̂, u), q̂ = (y, q) ∈ M̂ = R×M, u ∈ U ⊂ R
k, (4)

f̂(q̂, u) = (ϕ(q, u), f(q, u)), (5)

q̂(0) = (0, q0), q(t1) = q1. (6)

А именно, траектория q(t), t ∈ [0, t1], оптимальна в задаче (1)–(3) с оптимальным значе-
нием функционала J тогда и только тогда, когда для соответствующей траектории q̂(t) =

= (
∫ t
0 ϕ(q, u) dt, q(t)) системы (4), (5) выполнено условие

Â(0,q0)

⋂
{(y, q1) : y < J} = ∅. (7)
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Здесь и далее Â(0,q0) есть множество достижимости системы (4), (5) из точки (0, q0) за про-
извольное неотрицательное время.

Теорема 1. Пусть для системы (4)–(6) выполнены условия:
1) множество U ⊂ R

k компактно;
2) для любого q̂ ∈ M̂ множество f̂U(q̂) = {f̂(q̂, u) : u ∈ U} ⊂ Tq̂M̂ выпукло;
3) существует компакт K̂ ⊂ M̂, содержащий образы всех траекторий q̂(t), t ∈ [0, t1],

системы (4), (5) с граничными условиями (6);
4) существует траектория q̂′(t) = (y′(t), q′(t)), t ∈ [0, t′1], системы (4), (5) с граничными

условиями q̂′(0) = (0, q0), q̂′(t′1) = (J ′, q1) такая, что для любой траектории q̂(t), t ∈ [0, t1],
системы (4), (5) с граничными условиями q̂(0) = (0, q0), q̂(t1) = (J, q1) из неравенства t1 > t′1
следует неравенство J > J ′.
Тогда в задаче оптимального управления (1)–(3) существует оптимальное управление.
Доказательство. Существует компакт K̂1 ⊂ M̂ такой, что K̂ ⊂ int K̂1. Возьмём любую

функцию a ∈ C∞(M̂ ) такую, что a|
̂K
≡ 1, a|

̂M\ ̂K1
≡ 0. Рассмотрим, наряду с системой (4),

систему
˙̂q = f(q̂, u) := a(q̂) · f̂(q̂, u), q̂ ∈ M̂, u ∈ U. (8)

В силу теоремы Филиппова [17, теорема 10.1] множества достижимости At
(0,q0) системы (8)

из точки (0, q0) за время не большее t компактны для любого t � 0, поэтому пересечение
At′1

(0,q0)

⋂
{(y, q1) ∈ M̂} компактно. Но системы (4) и (8) имеют одни и те же траектории с

граничными условиями (6), потому и пересечение

Ât′1
(0,q0)

⋂
{(y, q1) ∈ M̂} = At′1

(0,q0)

⋂
{(y, q1) ∈ M̂}

также компактно. Положим J̃ = min{y : (y, q1) ∈ Ât′1
(0,q0)

}. Существует траектория q̃(t), t ∈
∈ [0, t̃1], t̃1 � t′1, системы (4) с граничными условиями q̃(0) = (0, q0), q̃(t̃1) = (J̃ , q1). Соот-
ветствующая траектория q(t), t ∈ [0, t̃1], системы (1) оптимальна в задаче (1)–(3), так как

Â(0,q0)

⋂
{(y, q1) ∈ M̂ : y < J̃} = Ât′1

(0,q0)

⋂
{(y, q1) ∈ M̂ : y < J̃} = ∅

(ср. с (7)). Теорема доказана.
Замечание 1. Условие (4) теоремы 1 выполнено, в частности, если не существует траек-

тории q(t), t ∈ [0, t1], системы (1), удовлетворяющей граничным условиям (2) и неравенству
t1 > t′1.
Определим следующую функцию на M × M, задающую максимальное время движения

траекторий системы (1) от точки q0 до точки q1 :

T (q0, q1) := sup{t1 > 0 : существует траектория q(t) системы (1), t ∈ [0, t1],

такая, что q(0) = q0, q(t1) = q1}. (9)

Условие (4) теоремы 1 может быть ослаблено до более простого условия:
4′) T (q0, q1) < +∞.
Условие 4′) выполнено, если q = (x1, . . . , xn) ∈ M ⊂ R

n, и в силу управляемой системы
(1) для одной из координат имеет место неравенство ẋi � C > 0. В этом случае

T (q0, q1) � |xi1 − xi0|/C.

2. Существование сублоренцевых длиннейших. Рассмотрим задачу о длиннейших
для сублоренцевой структуры с ортонормированным репером X1, . . . ,Xk ∈ Vec(M) :

q̇ =

k∑

i=1

uiXi, q ∈ M, (10)
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u ∈ U =

{
u = (u1, . . . , uk) ∈ R

k : −u21 +
k∑

i=2

u2i � 0, −u1 � 0

}
, (11)

q(0) = q0, q(t1) = q1, t1 свободно, (12)

l =

t1∫

0

(
u21 −

k∑

i=2

u2i

)1/2
dt → max . (13)

Переходя на траекториях системы (10), (11) к новому времени s(t) =
∫ t
0 u1(τ) dτ, получаем

задачу оптимального управления, эквивалентную задаче (10)–(13):

q̇ =
k∑

i=1

uiXi, q ∈ M, (14)

u ∈ U ′ =

{
u = (u1, . . . , uk) ∈ R

k :

k∑

i=2

u2i � 1, u1 = 1

}
, (15)

q(0) = q0, q(t1) = q1, t1 свободно, (16)

l =

t1∫

0

(
1−

k∑

i=2

u2i

)1/2
dt → max . (17)

Траектории этих систем различаются лишь параметризацией времени с одним и тем же зна-
чением функционала качества l. Поэтому сублоренцевы длиннейшие в задаче (14)–(17) и в
задаче (10)–(13) существуют или не существуют одновременно.
Будем далее обозначать через T (q0, q1) функцию (9) для системы (14), (15).
Теорема 2. Пусть для задачи (14)–(17) выполнены условия:
1) q1 ∈ Aq0;
2) множество Aq0

⋂
A−

q1 компактно;
3) T (q0, q1) < +∞.
Тогда в задаче (14)–(17) существует оптимальная траектория.
Доказательство. Рассмотрим, наряду с первой задачей (14)–(17), вторую задачу

q̇ =

k∑

i=1

uiXi, q ∈ M, (18)

(u0, u) ∈ V =

{
(u0, u) ∈ R

k+1 : u0 ∈ [0, 1], u1 = 1,

k∑

i=2

u2i � 1

}
, (19)

q(0) = q0, q(t1) = q1, t1 свободно, (20)

J =

t1∫

0

ϕ(u) dt → min, ϕ(u) = −u0

(
1−

k∑

i=2

u2i

)1/2
. (21)

При u0 = 1 вторая задача (18)–(21) совпадает с первой задачей (14)–(17). При этом для второй
задачи любая траектория, для которой u0|S < 1 на множестве S ⊂ [0, t1] положительной
меры, неоптимальна. Поэтому оптимальные траектории в обеих задачах (14)–(17) и (18)–(21)
существуют или не существуют одновременно.
Проверим, что вторая задача (18)–(21) удовлетворяет условиям 1)–4) теоремы 1. Для этой

задачи расширенная система (4), (5) имеет вид

˙̂q = f̂(q̂, u0, u), q̂ = (y, q) ∈ M̂ = R×M, (u0, u) ∈ V, (22)
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f̂(q̂, u0, u) =

(
ϕ(u),

k∑

i=1

uiXi

)
. (23)

1. Множество значений управляющего параметра V компактно.
2. Для любого q̂ ∈ M̂ множество допустимых скоростей

f̂V (q̂) = {f̂(q̂, u0, u) : (u0, u) ∈ V }

выпукло. Действительно, выберем в TqM координаты (ẋ1, . . . , ẋn) так, чтобы Xi(q) = ∂q/∂xi,

i = 1, k, и обозначим координату в TyR через ẏ. Тогда

f̂(q̂, u0, u) = (ẏ, ẋ1, . . . , ẋn) = (ϕ(u), u1, . . . , uk, ẋk+1, . . . , ẋn)

и множество

f̂V (q̂) =

{
(ẏ, ẋ1, . . . , ẋn) ∈ Tq̂M̂ : ẏ2 � 1−

k∑

i=2

ẋ2i , ẏ � 0

}

выпукло.
3. Докажем, что существует компакт K̂ ⊂ M̂, содержащий носители всех траекторий

q̂(t) = (y(t), q(t)), t ∈ [0, t1], расширенной системы (22), (23) с граничными условиями (6).
Действительно, пусть q̂(t), t ∈ [0, t1], есть любая такая траектория. Тогда

{q(t) : t ∈ [0, t1]} ⊂ Aq0

⋂
A−

q1 , |y(t)| �
t∫

0

|ϕ(u)| dt � t � t1 � T (q0, q1),

так как ϕ|V � 1, откуда {y(t) : t ∈ [0, t1]} ⊂ [0, T (q0, q1)], и искомый компакт есть K̂ =
= [0, T (q0, q1)]× (Aq0

⋂
A−

q1).
Условие 4) теоремы 1 следует из условия 3) данной теоремы (см. замечание 1).
Все условия 1)–4) теоремы 1 выполнены, поэтому оптимальная траектория существует во

второй задаче (18)–(21), а также и в первой задаче (14)–(17) (а значит, и в задаче (10)–(13)).
Замечание 2. Условие 2) теоремы 2 может очевидным образом быть заменено более сла-

бым условием
2′) существует компакт K ⊂ M такой, что носитель любой траектории системы (10), (11)

с граничными условиями (12) содержится в K.
Замечание 3. Теорема 2 есть обобщение на сублоренцев случай аналогичной теоремы,

известной в лоренцевой геометрии [2, с. 66].
Замечание 4. М. Гроховским [7] доказано следующее утверждение.
Теорема 3. Пусть для любых q0, q1 ∈ M выполнены условия 2), 3) теоремы 2. Если для

некоторых q0, q1 ∈ M выполнено условие 1) теоремы 2, то для них существует оптималь-
ная траектория.
Теорема 3 следует из теоремы 2. Теорема 2 сильнее теоремы 3, так как в теореме 2 требуется

проверка условий 2), 3) лишь для точек q0, q1 из граничных условий задачи (16), а не для
всех точек q0, q1 ∈ M, как в теореме 3 (см. также далее примеры пп. 3.2, 3.5).

3. Примеры.
3.1. Пространство Минковского. Пусть M = R

n
x1,...,xn , Xi = ∂/∂xi, i = 1, n, qj =

= (x1j , . . . , x
n
j ) ∈ M, j = 0, 1. Тогда

Aq0 =

{
(x1, . . . , xn) ∈ M : x1 − x10 �

( n∑

i=2

(xi − xi0)
2

)1/2}
,

A−
q1 =

{
(x1, . . . , xn) ∈ M : x1 − x11 � −

( n∑

i=2

(xi − xi1)
2

)1/2}
,
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Рис. 1. Пространство Минковского.

и множество Aq0

⋂
A−

q1 компактно (рис. 1) для n = 3. Усло-
вие 3) теоремы 2 выполнено, так как ẋ1 = 1 для системы
(14), (15), откуда T (q0, q1) � |x10 − x11|. Если q1 ∈ Aq0 , то
лоренцева длиннейшая существует по теореме 2 – это пря-
молинейный отрезок, соединяющий q0 и q1 (см. [2]).

3.2. Лоренцева плоскость Лобачевского. Пусть
M = {(x, y) ∈ R

2 : y > 0}, X1 = y∂/∂x, X2 = y∂/∂y,
qi = (xi, yi) ∈ M, i = 0, 1. Тогда

Aq0 = {(x, y) ∈ M : x− x0 � |y − y0|},

A−
q1 = {(x, y) ∈ M : x− x1 � −|y − y1|}.

Случай 1. Если x1 − 1 < y1 � x1 + 1, y1 > 1 − x1, то
множество Aq0

⋂
A−

q1 есть непустой компакт (рис. 2). Усло-
вие 3) теоремы 2 выполнено, так как ẋ|Aq0

⋂

A−
q1

�C>0 для
системы (14), (15), откуда T (q0, q1) � |x0 − x1|/C. Поэтому
лоренцева длиннейшая существует по теореме 2 – это дуга

гиперболы или прямой, соединяющая q0 и q1 (см. [19]).
Случай 2. Если же y1 � x1 − 1, то множество Aq0

⋂
A−

q1 непусто и некомпактно. Кроме
того, нарушается условие 3) теоремы 2, так как возможно сколь угодно долгое движение
вблизи абсолюта {y = 0} (рис. 3). Лоренцева длиннейшая не существует (см. [19]).

Рис. 2. Лоренцева плоскость Лобачев-
ского, случай 1.

Рис. 3. Лоренцева плоскость Лобачев-
ского, случай 2.

Теорема 3 к данной задаче неприменима, так как существуют точки q0, q1 ∈ M, для кото-
рых нарушаются условия этой теоремы (см. случай 2).

3.3. Сублоренцева группа Гейзенберга. Пусть

M = R
3
x,y,z, X1 =

∂

∂x
− y

2

∂

∂z
, X2 =

∂

∂y
+

x

2

∂

∂z
, q0 = (0, 0, 0), q1 = (x1, y1, z1) ∈ M.

Тогда [6]

Aq0 =

{
(x, y, z) ∈ M : |z| � x2 − y2

4
, x � 0

}
,

A−
q1 =

{
(x, y) ∈ M :

∣∣∣∣z − z1 −
x1y − y1x

2

∣∣∣∣ � (x− x1)
2 − (y − y1)

2

4
, x � x1

}
,

и множества Aq0

⋂
A−

q1 компактны (рис. 4). Условие 3) теоремы 2 выполнено, так как ẋ = 1
для системы (14), (15), откуда T (q0, q1) � |x0−x1|. Если q1 ∈ Aq0 , то лоренцева длиннейшая
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существует по теореме 2. Если q1 ∈ ∂Aq0 , то длиннейшая анормальная и светоподобная, а в
случае q1 ∈ intAq0 длиннейшая нормальная и времениподобная.

3.4. Лоренцева структура на двумерном торе. Пусть

M = T
2
x,y = R

2/Z2, X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
, q0 = (0, 0), q1 = (x1, 0) ∈ M.

Тогда Aq0

⋂
A−

q1 компактно в силу компактности тора. Траектория etX1(q0) периодическая,
поэтому T (q0, q1) = +∞. Лоренцевой длиннейшей, соединяющей q0 и q1, не существует. Этот
пример показывает существенность условия 3) теоремы 2.

3.5. Геодезически неполная лоренцева структура на плоскости. Пусть

M = R
2
x,y, X1 =

∂

∂x
, X2 = (y2 + 1)

∂

∂y
, q0 = (0, 0), q1 = (x1, 0) ∈ M.

Тогда

Aq0 = {(x, y) ∈ R
2 : x � |arctg y|}, A−

q1 = {(x, y) ∈ R
2 : x− x1 � −|arctg y|}

и при x1 � π пересечение Aq0

⋂
A−

q1 ⊃ {(π/2, y) ∈ R
2} некомпактно (рис. 5). Однако ẋ = 1,

откуда T (q0, q1) = x1 при x1 � 0. Лоренцева длиннейшая, соединяющая q0 и q1, существует
(это прямолинейный отрезок), при x1 ∈ (0, π) это следует из теоремы 2. Данный пример пока-
зывает, что условие 2) теоремы 2 не является необходимым для существования длиннейших.

Рис. 4. Сублоренцева группа Гейзен-
берга.

Рис. 5. Лоренцева структу-
ра на плоскости.

Теорема 3 к данной задаче неприменима, так как существуют точки q0, q1 ∈ M, для кото-
рых нарушается условие 2) этой теоремы.

3.6. Сублоренцева структура на группе SH(2). Пусть M есть группа гиперболиче-
ских движений плоскости

SH(2) =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
ch z sh z x
sh z ch z y
0 0 1

⎞

⎠ : x, y, z ∈ R

⎫
⎬

⎭ ,

X1 = ch z
∂

∂x
+ sh z

∂

∂y
, X2 =

∂

∂z
, q0 = (0, 0, 0), q1 = (x1, y1, z1) ∈ M.
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Тогда
Aq0 = {(x, y, z) ∈ M : x � 0, |z| � arshx, ϕ1(x, z) � y � ϕ2(x, z)},

ϕ1(x, z) = 1 + ch z −
√

4 + (x− sh z)2, ϕ2(x, z) =
√

4 + (x+ sh z)2 − 1− ch z,

A−
q0 = {(x, y, z) ∈ M : x � 0, |z| � −arshx, ϕ1(x, z) � y � ϕ2(x, z)},

A−
q1 = q1A−

q0

Рис. 6. Группа CH(2).

и множества Aq0

⋂
A−

q1 компактны (рис. 6). Условие 3) тео-
ремы 2 выполнено, так как ẋ = ch z � 1 для системы (14),
(15), откуда T (q0, q1) � |x0 − x1|. Если q1 ∈ Aq0 , то суб-
лоренцева длиннейшая существует по теореме 2. Если q1 ∈
∈ ∂Aq0 , то эта длиннейшая анормальная и светоподобная,
а в случае q1 ∈ intAq0 длиннейшая нормальная и времени-
подобная.

3.7. Сублоренцевы структуры на группах SE(2),

S̃E (2).
Пусть M есть группа евклидовых движений плоскости

SE(2) =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
cos θ − sin θ x
sin θ cos θ y
0 0 1

⎞

⎠ : x, y ∈ R, θ ∈ R/(2πZ)

⎫
⎬

⎭ ,

X1 = cos θ
∂

∂x
+ sin θ

∂

∂y
, X2 =

∂

∂θ
, q0 = (0, 0, 0), q1 = (x1, y1, θ1) ∈ M.

Тогда [20] Aq0 = A−
q1 = M, T (q0, q1) = +∞, и сублоренцевой длиннейшей не существует.

Эти же факты справедливы для поднятия задачи на односвязную накрывающую S̃E(2).

Заключение. Примеры п. 3.2 (случай 2) и п. 3.7 показывают, что при нарушении условий
2) и 3) теоремы 2 сублоренцевы длиннейшие могут не существовать.
Примеры пп. 3.4, 3.6 показывают, что нарушение условия 3) теоремы 2 может приводить

к несуществованию длиннейших.
Остаётся открытым вопрос, может ли приводить к несуществованию длиннейших наруше-

ние лишь условия 2) теоремы 2?
Автор признателен рецензенту, полезные замечания которого побудили к рассмотрению

примеров из пп. 3.6, 3.7.
Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 22-11-

00140).
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

УДК 517.977.5

О СУЩЕСТВОВАНИИ УПРАВЛЕНИЯ С ОБРАТНОЙ
СВЯЗЬЮ ДЛЯ ОДНОЙ ДРОБНОЙ МОДЕЛИ ФОЙГТА

c© 2023 г. А. В. Звягин, Е. И. Костенко

Изучается задача управления с обратной связью для одной математической модели, опи-
сывающей движение вязкоупругой жидкости с памятью вдоль траекторий движения поля
скоростей. Доказывается существование оптимального управления, дающего минимум за-
данному ограниченному и полунепрерывному снизу функционалу качества.

DOI: 10.31857/S0374064123120117, EDN: NWUHBJ

1. Введение. Постановка задачи. В ограниченной области QT = [0, T ]×Ω, где T � 0,
Ω ⊂ R

n, n = 2, 3, с границей ∂Ω ⊂ C2 рассматривается задача

∂v

∂t
+

n∑

i=1

vi
∂v

∂xi
−μ0�v−μ1

1

Γ(1− α)
Div

t∫

0

e−(t−s)/λ(t− s)
−αE(v)(s, z(s; t, x)) ds+∇p = f(t, x); (1)

div v(t, x) = 0, (t, x) ∈ QT ; (2)

z(τ ; t, x) = x+

τ∫

t

v(s, z(s; t, x)) ds, t, τ ∈ [0, T ], x ∈ Ω̄; (3)

v(t, x)|[0,T ]×∂Ω = 0; v(0, x) = v0(x), x ∈ Ω. (4)

Здесь v(t, x) = (v1(t, x), . . . , vn(t, x)) и p(t, x) – искомые скорость и давление рассматривае-
мой среды; E(v) = {Eij}ni,j=1 – тензор скоростей деформации с элементами Eij = (∂vi/∂xj +

+ ∂vj/∂xi)/2; μ0 > 0, μ1 � 0, 0 < α < 1, λ > 0 – константы, отвечающие за вязкоупру-
гие свойства изучаемой жидкости; z(τ ; t, x) – траектория движения частицы жидкости; Γ(α) –
гамма-функция Эйлера (см. [1, с. 29]). Знак Div обозначает дивергенцию матрицы, т.е. вектор,
координатами которого являются дивергенции векторов-столбцов матрицы.
Начально-краевая задача (1)–(4) является математической моделью движения вязкоупру-

гой жидкости с памятью вдоль траектории движения частицы среды (см. работы [2–7], в
которых исследован вопрос слабой разрешимости частных случаев рассматриваемой модели).
Наличие интегрального слагаемого в уравнении (1) отражает учёт памяти сплошной среды,
которую необходимо учитывать вдоль траектории движения частицы среды. Таким образом,
возникает z(s; t, x)-траектория частицы среды, указывающая в момент времени s расположе-
ние частицы, находящейся в момент времени t в точке x. Данная траектория определяется
полем скоростей v. Необходимо, чтобы траектории z однозначно определялись полем ско-
ростей v, т.е. чтобы уравнение (3) имело единственное решение для поля скоростей v. Для
этого в работе разрешимость интегральной задачи Коши (3) изучается в терминах регулярных
лагранжевых потоков (РЛП) (см. [8–10]).
В данной статье для изучаемой математической модели рассматривается задача управ-

ления с обратной связью. Заметим, что задачам оптимального управления в механике жид-
кости посвящено большое число исследований (см., например, книгу [11] и приведённую в
ней библиографию), однако в большинстве из них изучаются различные задачи оптимального
управления для системы Навье–Стокса. Но в природе существует огромное число жидкостей,
которые описываются более сложными системами уравнений (такие жидкости называются
“неньютоновскими жидкостями”). Список работ, где рассматриваются задачи оптимального
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управления, в том числе и задачи с обратной связью для подобных моделей движения жид-
кости, существенно короче (см. [12–14]). В настоящей статье доказывается существование оп-
тимального управления с обратной связью для одной такой модели, описывающей движение
вязкоупругой среды с памятью.

2. Постановка задачи управления и основной результат. Рассмотрим пространство
C∞
0 (Ω) бесконечно-дифференцируемых вектор-функций из множества Ω в R

n с компактным
носителем в Ω. Обозначим множество V = {v ∈ C∞

0 (Ω), div v = 0}. Через V 0 обозначим
замыкание V по норме L2(Ω), через V 1 – по норме W 1

2 (Ω). Через V −1 будем обозначать
сопряжённое пространство к V 1. Введём пространство

W = {v ∈ L2(0, T ;V
1)
⋂

L∞(0, T ;V 0), v′ ∈ L4/3(0, T ;V
−1)},

в котором будет доказана разрешимость изучаемой задачи.
Перейдём к описанию задачи управления для изучаемой математической модели. Для это-

го рассмотрим многозначное отображение Ψ : W � L2(0, T ;V
−1), которое будет использовано

для определения обратной связи и задания ограничений на управление. Будем предполагать,
что Ψ удовлетворяет следующим условиям:

(Ψ1) отображение Ψ определено на пространстве W и имеет непустые компактные вы-
пуклые значения;

(Ψ2) отображение Ψ полунепрерывно сверху (т.е. для каждого v ∈ W и открытого мно-
жества V ⊂ L2(0, T ;V

−1) такого, что Ψ(v) ⊂ V, существует окрестность U(v) такая, что
Ψ(U(v)) ⊂ V ) и компактно (т.е. образ Ψ относительно компактен в L2(0, T ;V

−1));
(Ψ3) отображение Ψ глобально ограничено, т.е. существует константа M > 0 такая, что

‖Ψ(v)‖L2(0,T ;V −1) := sup{‖u‖L2(0,T ;V −1) : u ∈ Ψ(v)} � M для всех v ∈ W ;

(Ψ4) отображение Ψ слабо замкнуто в следующем смысле: если {vl}∞l=1 ⊂ W, vl ⇀ v0,
ul ∈ Ψ(vl) и ul → u0 в L2(0, T ;V

−1), то u0 ∈ Ψ(v0).
Будем рассматривать слабую постановку задачи управления с обратной связью для на-

чально-краевой задачи (1)–(4). Под обратной связью мы понимаем следующее условие:

f ∈ Ψ(v). (5)

Таким образом, в работе рассматриваем задачу управления с обратной связью (1)–(5).
Будем предполагать, что начальное условие v0 принадлежит пространству V 0.

Определение. Слабым решением задачи управления с обратной связью (1)–(5) называ-
ется пара функций (v, f) ∈ W × L2(0, T ;V

−1), удовлетворяющая:
a) условию обратной связи (5);
b) при любой ϕ ∈ V 1 и п.в. t ∈ (0, T ) тождеству

〈v′, ϕ〉 −
∫

Ω

n∑

i=1

viv
∂ϕ

∂xi
dx+ μ0

∫

Ω

∇v : ∇ϕdx+

+ μ1
1

Γ(1− α)

∫

Ω

t∫

0

e−(t−s)/λ(t− s)−αE(v)(s, z(s; t, x)) ds E(ϕ) dx = 〈f, ϕ〉,

где z – РЛП, порождённый v;
c) начальному условию v(0) = v0.
Справедлива следующая
Теорема 1. Пусть многозначное отображение Ψ удовлетворяет условиям (Ψ1)–(Ψ4).

Тогда существует хотя бы одно слабое решение задачи управления с обратной связью (1)–(5).
Обозначим через Σ ⊂ W × L2(0, T ;V

−1) множество всех слабых решений задачи (1)–(5).
Рассмотрим произвольный функционал качества Φ : Σ → R, удовлетворяющий следующим
условиям:
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(Φ1) существует число γ такое, что Φ(v, f) � γ для всех (v, f) ∈ Σ;
(Φ2) если vm ⇀ v∗ в W и fm → f∗ в L2(0, T ;V

−1), то Φ(v∗, f∗) � lim
m→∞

Φ(vm, fm).

Основным результатом работы является
Теорема 2. Если отображение Ψ удовлетворяет условиям (Ψ1)–(Ψ4), а функционал Φ

удовлетворяет условиям (Ψ1), (Ψ2), то задача оптимального управления с обратной связью
(1)–(5) имеет хотя бы одно слабое решение (v∗, f∗) такое, что Φ(v∗, f∗) = inf

(v,f)∈Σ
Φ(v, f).

Доказательство данных утверждений состоит из нескольких частей. Сначала на основе
аппроксимационно-топологического подхода к исследованию математических задач гидроди-
намики, разработанного В.Г. Звягиным [15, 16], доказывается существование слабых решений
исследуемой задачи управления с обратной связью. Для этого вводится семейство (0 � ξ � 1)
вспомогательных включений, зависящих от малого параметра ε > 0, доказываются априор-
ные оценки решений и на основе теории топологической степени для многозначных векторных
полей доказывается существование слабых решений вспомогательной задачи управления с об-
ратной связью при ξ = 1. Далее для доказательства разрешимости исходной задачи управле-
ния с обратной связью на основе необходимых оценок устанавливается предельный переход.
В заключение показывается, что во множестве решений найдётся хотя бы одно решение, даю-
щее минимум заданному функционалу качества.

3. Схема доказательства. Рассмотрим следующее семейство (0 � ξ � 1) вспомога-
тельных задач с малым параметром θ > 0. Необходимо найти пару функций (v, f) ∈ W1 ×
× L2(0, T ;V

−1) (W1 = {v ∈ C([0, T ];V 3), v′ ∈ L2(0, T ;V
3)}), удовлетворяющих:

a) условию обратной связи (5);
b) при любой ϕ ∈ V 1 и п.в. t ∈ (0, T ) тождеству

〈v′, ϕ〉 − ξ

∫

Ω

n∑

i,j=1

vivj
∂ϕj

∂xi
dx+ μ0

∫

Ω

∇v : ∇ϕdx− ξθ

∫

Ω

∇Δv′ : ∇ϕdx+

+
μ1ξ

Γ(1− α)

∫

Ω

t∫

0

e−(t−s)/λ(t− s)−αE(v)(s, z(s; t, x))E(ϕ) ds dx = ξ〈f, ϕ〉,

где z – РЛП, порождённый v;
c) начальному условию v(0) = ξv0.
Далее для изучения вспомогательной задачи перейдём к операторной трактовке. Введём

операторы

J : V 3 → V −1, 〈Jv, ϕ〉 =
∫

Ω

vϕdx, v ∈ V 3, ϕ ∈ V 1;

A : V 1 → V −1, 〈Av,ϕ〉 =
∫

Ω

∇v : ∇ϕdx, v ∈ V 1, ϕ ∈ V 1;

A2 : V
3 → V −1, 〈A2v, ϕ〉 = −

∫

Ω

∇Δv : ∇ϕdx, v ∈ V 3, ϕ ∈ V 1;

B : V 1×[0, T ]×[0, T ]×Ω →V −1, (B(v, z)(t), ϕ)=

( t∫

0

e−(t−s)/λ(t−s)−αE(v)(s, z(s; t, x)) ds, E(ϕ)
)
,

v ∈ V 1, z ∈ [0, T ]× [0, T ]× Ω, ϕ ∈ V 1, t ∈ (0, T );

K : L4(Ω) → V −1, 〈K(v), ϕ〉 =
∫

Ω

n∑

i,j=1

vivj
∂ϕj

∂xi
dx, v ∈ L4(Ω), ϕ ∈ V 1.

Также определим следующие операторы:

L : W1 → L2(0, T ;V
−1)× V 3, L(v) = ((J + θA2)v

′ + μ0Av, v|t=0);
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C : W1 → L2(0, T ;V
−1)× V 3, C(v) = (K(v), 0);

G : W1 → L2(0, T ;V
−1)× V 3, G(v) =

(
μ1

Γ(1− α)
B(v, z), 0

)
;

Y : W1 → L2(0, T ;V
−1)× V 3, Y(v) = (Ψ(v), v0).

Тогда задача о нахождении управления с обратной связью для вспомогательной задачи при
фиксированном 0 � ξ � 1, удовлетворяющего начальному условию v(0) = ξv0, эквивалентна
задаче о нахождении решения при фиксированном 0 � ξ � 1 операторного включения

v ∈ ξM, (6)

где M = L−1(Y + C(v)−G(v)).
Для введённых выше операторов справедливы следующие свойства.
Лемма 1. 1. Отображение L : W1 → L2(0, T ;V

−1) × V 3 обратимо и обратное к нему
отображение L−1 : L2(0, T ;V

−1)× V 3 → W1 является непрерывным.
2. Отображение K : W1 → L2(0, T ;V

−1) является компактным.
3. Отображение B : W1 → L2(0, T ;V

−1) является L-уплотняющим по мере некомпакт-
ности Куратовского γk.
Далее для операторного включения (6) доказываются априорные оценки.
Лемма 2. Если v ∈ W1 – решение семейства включений (6) для некоторого ξ ∈ [0, 1], то

для него имеет место оценка ‖v‖W1 � C, где константа C зависит от θ.
Из данной априорной оценки следует, что все решения операторного включения (6) лежат

в шаре BR ⊂ W1 с центром в нуле и радиуса R = C + 1. Согласно утверждению 1 леммы 1
оператор L : W1 → L2(0, T ;V

−1) × V 3 является обратимым. Тогда ни одно решение v ∈ ξM
не принадлежит границе шара BR.
В силу утверждения 1 леммы 1 оператор L−1 : L2(0, T ;V

−1) × V 3 → W2 является непре-
рывным. Согласно утверждениям 2 и 3 леммы 1 отображение (Y + C(v) − G(v)) : W1 →
→ L2(0, T ;V

−1) × V 3 является L-уплотняющим относительно меры некомпактности Кура-
товского γk. Следовательно, оператор M : W1 → W1 является уплотняющим относительно
меры некомпактности Куратовского γk.
Таким образом, векторное поле v− ξM невырождено на границе шара BR, а значит, для

этого векторного поля определена топологическая степень deg (I − ξM, BR, 0). По свойствам
гомотопической инвариантности и нормировки степени получим, что deg (I − M, BR, 0) =
= deg (I,BR, 0) = 1. Отличие от нуля степени отображения обеспечивает существование хотя
бы одного решения v ∈ W1 включения (6) при ξ = 1, а следовательно, и вспомогательной
задачи при ξ = 1.
Далее для полученного решения вспомогательной задачи при ξ = 1 доказывается следу-

ющая оценка решений.
Лемма 3. Если v ∈ W1 – решение семейства включений (6) для ξ = 1, то для него имеет

место оценка ‖v‖W � C1, где константа C1 не зависит от θ.
На основе оценки леммы 3, условий (Ψ1)–(Ψ4), плотного вложения пространства V 3 в V 0,

без ограничения общности (если необходимо переходя к подпоследовательности) получаем, что
для любого v∗0 ∈ V 0 существует последовательность vm0 ∈ V 3, сходящаяся к v∗0 в V 0; vm →
→ v∗ слабо в L2(0, T ;V

1) при m → ∞; vm → v∗ *-слабо в L∞(0, T ;V 0) при m → ∞;
(vm)′ → (v∗)′ слабо в L4/3(0, T ;V

−1) при m → ∞; zm(τ ; t, x) сходится по мере Лебега на
множестве [0, T ] × Ω по (τ, x) к z(τ ; t, x) для t ∈ [0, T ] и существует f∗ ∈ L2(0, T ;V

−1)
такое, что fm → f∗ ∈ Ψ(v∗) при m → ∞.
Переходя к пределу при θ → 0 в интегральном равенстве для вспомогательной задачи при

ξ = 1, получаем, что предельная пара функций (v∗, f∗) удовлетворяет интегральному равен-
ству из определения слабого решения задачи управления с обратной связью (1)–(5), условию
обратной связи (5) и начальному условию из (4). Это и завершает доказательство теоремы 1.
Из теоремы 1 следует, что множество решений Σ не пусто. Таким образом, существует

минимизирующая последовательность (vl, fl) ∈ Σ такая, что lim
l→∞

Φ(vl, fl) = inf
(v,f,)∈Σ

Φ(v, f).
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Как и ранее, используя оценку леммы 3, без ограничения общности (в случае необходимости
переходя к подпоследовательности), можем предположить, что vl ⇀ v∗ *-слабо в L∞(0, T ;V 0);
vl → v∗ сильно в L2(0, T ;L4(Ω)); vl ⇀ v∗ слабо в L2(0, T ;V

1); zl(τ ; t, x) → z∗(τ ; t, x) по норме
Лебега относительно (τ, x) ∈ [0, T ]×Ω; fl → f∗ ∈ Ψ(v∗) сильно в L2(0, T ;V

−1) при m → +∞.
Аналогично как в п. 2 перейдём к пределу во включении

Jv′l + μ0Avl +
μ1

Γ(1− α)
B(vl, zl)−K(vl) = fl ∈ Ψ(vl)

и получим включение

Jv′∗ + μ0Av∗ +
μ1

Γ(1− α)
B(v∗, z∗)−K(v∗) = f∗ ∈ Ψ(v∗).

Следовательно, (v∗, f∗) ∈ Σ. Поскольку функционал Φ полунепрерывен снизу относительно
слабой топологии, то имеем Φ(v∗, f∗) � inf

(v,f)∈Σ
Φ(v, f), откуда следует, что (v∗, f∗) – требуемое

решение. Это и завершает доказательство теоремы 2.
Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 23-71-

10026).
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КРАТКИЕ СООБЩЕНИЯ

УДК 517.926.4

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КОШИ
ДЛЯ ОДНОГО ВЫРОЖДАЮЩЕГОСЯ УРАВНЕНИЯ

С ДРОБНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ ДЖРБАШЯНА–НЕРСЕСЯНА
c© 2023 г. Б. Ю. Иргашев

Получено решение задачи Коши для одного вырождающегося уравнения с дробной произ-
водной Джрбашяна–Нерсесяна, частные решения которого представлены с помощью функ-
ции Килбаса–Сайго.

DOI: 10.31857/S0374064123120129, EDN: NWUWZQ

В последнее время интенсивно изучаются уравнения c производными дробного порядка с
переменными коэффициентами. В работе [1] изучалось уравнение

Dα
0xx

βu(x) = λu(x), 0 < x < b,

где 0 < α < 1, β � 0, λ – спектральный параметр. В статье [2] были найдены решения в
замкнутой форме уравнений дробного порядка

(Dα
0+y)(x) = axβy(x) + f(x), 0 < x < d � ∞, α > 0, β ∈ R, a �= 0,

(Dα
−y)(x) = axβy(x) + f(x), 0 � d < x < ∞, α > 0, β ∈ R, a �= 0,

с производными Римана–Лиувилля на полуоси (0,∞) (см. [3, с. 85]).
К таким уравнениям приводят многие прикладные задачи [4]. Примером является уравне-

ние теории полярографии [5]

(D
1/2
0+ y)(x) = axβy(x) + x−1/2, x > 0, −1/2 < β � 0,

возникающее при a = −1 в задачах диффузии [5].
Рассмотрим следующее уравнение:

D
{γ0,γ1,...,γm−1,γm}
0y u(y) = λysu(y), y > 0, λ, s ∈ R, (1)

где D
{γ0,γ1,...,γm−1,γm}
0y – оператор дробного дифференцирования Джрбашяна–Нерсесяна поряд-

ка α =
∑m

k=0 γk − 1 > 0, ассоциированный с последовательностью

{γk}m0 = {γ0, γ1, . . . , γm−1, γm}, γk ∈ (0, 1], k = 0,m,

определяемый соотношением [6]

D
{γ0,γ1,...,γm−1,γm}
0y = Dγm−1

0y D
γm−1

0y . . . Dγ1
0yD

γ0
0y ,

Dγ
0y – оператор дробного интегро-дифференцирования в смысле Римана–Лиувилля порядка γ

с началом в точке y = 0 [1, с. 9]:

Dγ
0yg(y) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

Γ(−γ)

y∫

0

g(t) dt

|y − t|1+γ , γ < 0,

g(y), γ = 0,(
d

dy

)p
Dγ−p

0y g(y), p− 1 < γ � p, p ∈ N.
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В работе [6] рассмотрена задача Коши для уравнения

n∑

k=0

akD
{γ0,...,γk}
0y u(y) = f(y) (2)

с переменными коэффициентами. Исследуемая задача эквивалентно сведена к интегральному
уравнению Вольтерры второго рода. Доказана теорема существования и единственности реше-
ния. В статье [7] в терминах функции Райта построено явное представление решения задачи
Коши для уравнения (2). В статье [8] для линейного обыкновенного дифференциального урав-
нения дробного порядка вида (2) с производными Римана–Лиувилля была сформулирована и
решена начальная задача.
В данной работе в терминах функции Килбаса–Сайго строится решение следующей задачи

Коши (см. [6]).
Задача Коши. Найти функцию u(y), удовлетворяющую уравнению (1) и следующим

условиям:
1) u(y) ∈ L1[0, l], 0 < l < +∞;

2) D
{γ0,γ1,...,γj}
0y u(y) ∈ AC[0, l], 0 � j � m− 1;

3) D{γ0,γ1,...,γm−1,γm}
0y u(y) = λysu, y > 0, 0 �= λ ∈ R, lim

y→0
D

{γ0}
0y u(y) = A0, lim

y→0
D

{γ0,γ1}
0y u(y) =

= A1, . . . , lim
y→0

D
{γ0,γ1,...,γm−1}
0y u(y) = Am−1, здесь Ai, i = 0,m− 1, – заданные константы.

Теорема. Пусть α > 0, γ0+γm+s > 1. Тогда задача Коши имеет единственное решение.
Доказательство. Решение задачи будем искать в виде

u(y) =

m−1∑

k=0

dkuk(y), (3)

где dk – произвольные постоянные и

uk(y) = yαkEα,(α+s)/α,(αk+s)/α(λy
α+s).

Здесь

Eα,m,l =
∞∑

i=0

ciz
i, c0 = 1, ci =

i∏

j=0

Γ(α(jm + l) + 1)

Γ(α(jm+ l + 1) + 1)
, i � 1,

– функция Килбаса–Сайго [2].
Для определения постоянных dk запишем функции uk в виде

uk(y) = c0y
αk + c1λy

αk+α+s + yαk

∞∑

n=2

cn(λy
α+s)

n
, k = 0,m− 1.

Учитывая неравенство γ0 + γm + s > 1 и применяя формулу (см. [6])

D
{γ0,γ1,...,γj}
0y yαk =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

0, 0 � k � j − 1,

Γ(1 + αk), k = j,
Γ(1 + αk)

Γ(1 + αk − αj)
yαk−αj , j < k � m,

из начальных условий 3) задачи Коши находим

dk =
Ak

Γ(αk + 1)
.
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Теперь покажем, что представление

u(y) =

m−1∑

k=0

Aky
αk

Γ(αk + 1)
Eα,(α+s)/α,(αk+s)/α(λy

α+s)

удовлетворяет уравнению (1). Из обобщённой формулы Ньютона–Лейбница (см., например, [9,
с. 15]) имеем

D
{γ0,γ1,...,γm}
0y u = Dα

0yu−
m−1∑

k=0

yαk−αAk

Γ(αk − α+ 1)
.

Далее, использовав формулу (10) из работы [2] (в нашем случае m = (α+s)/α, l = (αk+s)/α,
αk = α(l −m+ 1)), будем иметь

D
{γ0,γ1,...,γm−1,γm}
0y u(y) = λysu(y).

Перейдём к единственности решения. Пусть функция u(y) – решение задачи Коши. Из ре-
зультата работы [6, лемма 1] следует, что u(y) есть также решение следующего интегрального
уравнения Вольтерры:

u(y) =
m−1∑

k=0

Aky
αk

Γ(1 + αk)
+

1

Γ(α)

y∫

0

(y − t)α−1tsu(t) dt, 0 � y � l. (4)

Из условий 1) и 2) задачи Коши следует интегрируемость функции ysu(y). Это означает, что
интегральное уравнение (4) имеет единственное решение. Теорема доказана.
Из утверждения теоремы следует, что общее решение уравнения (1) из класса L1[0, l], 0 <

< l < +∞, можно представить в виде (3).
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для уравнений одномерной ионизации в случае постоянных скоростей атомов
и ионов 10 1335–1356

Галанин М.П., Родин А.С. Задача о неидеальном тепловом контакте 6 791–802

Глушак А.В. Задача Дирихле на полуоси для абстрактного уравнения
Эйлера–Пуассона–Дарбу, содержащего степени неограниченного оператора 10 1357–1372

Глызин С.Д., Колесов А.Ю. О некоторых свойствах отображения сдвига
на бесконечномерном торе 7 867–880

Голубев В.И., Никитин И.С., Бураго Н.Г., Голубева Ю.A. Явно-неявные схемы
расчёта динамики упруговязкопластических сред с малым временем релаксации 6 803–813

Голубева Ю.A. см. Голубев В.И. 6 803–813

Гомоюнов М.И., Лукоянов Н.Ю. Об оптимальной обратной связи
в линейно-квадратичной задаче оптимального управления системой дробного
порядка 8 1110–1122

Гомоюнов М.И. О связи принципа максимума Понтрягина и уравнения
Гамильтона–Якоби–Беллмана в задачах оптимального управления системами
дробного порядка 11 1515–1521

Гребенщиков Б.Г., Ложников А.Б. Асимптотические свойства одного класса
систем с линейным запаздыванием 5 569–581
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Давыдов А.А., Хачатрян Х.А., Петросян А.С. О решениях одной системы
нелинейных интегральных уравнений типа свёртки на всей числовой прямой 11 1500–1514

Данилин А.Р., Шабуров А.А. Асимптотика решения линейных сингулярно
возмущённых задач оптимального управления с интегральным выпуклым
критерием качества и “дешёвым” управлением 1 85–99

Деменчук А.К., Конюх А.В. О теореме Массеры о существовании
периодических решений линейных периодических систем и её обобщении 11 1580–1581

Деменчук А.К. Управление асинхронным спектром линейных периодических
систем с диагональным представлением среднего значения матрицы
коэффициентов 2 285–286

Денисов А.М., Дунцинь Чжу. Существование двух решений обратной задачи
для математической модели динамики сорбции 10 1433–1437

Денисов А.М. Аппроксимация решения обратной задачи для сингулярно
возмущённой системы уравнений в частных производных 6 746–751

Денисов Н.В., Васильев В.Д. Определение и свойства примитивной меры
устойчивости нулевого решения дифференциальной системы 11 1579–1580

Дунцинь Чжу см. Денисов А.М. 10 1433–1437

Дурдиев Д.К., Сафаров Ж.Ш. Определение двумерного ядра релаксации
интегро-дифференциального волнового уравнения 2 208–222

Дурдиев У.Д. Нелокальная обратная задача по времени для уравнения
колебаний балки с интегральным условием 3 358–367

Дурдиев У.Д. Обратная задача по определению неизвестного коэффициента
уравнения колебания балки в бесконечной области 4 456–466

Дюжева А.В. см. Кожанов А.И. 2 223–235

Евстафьева В.В., Камачкин А.М., Потапов Д.К. Об одном типе
колебательных решений обыкновенного дифференциального уравнения второго
порядка с трёхпозиционным гистерезисным реле и возмущением 2 150–163

Евстафьева В.В. Колебательные решения обыкновенного дифференциального
уравнения второго порядка с трёхпозиционным гистерезисным реле без выхода
в зоны насыщения 6 712–725

Евстафьева В.В. см. Камачкин А.М. 7 996–1000

Елисеев А.Г., Ратникова Т.А., Шапошникова Д.А. Решение сингулярно
возмущённой смешанной задачи на полуоси для параболического уравнения
при наличии “сильной” точки поворота у предельного оператора 8 1029–1045

Еремин Ю.А., Лопушенко В.В. Построение интегральных представлений
для полей в задачах дифракции на проницаемых телах вращения 9 1240–1246

Жуковская З.Т. см. Арутюнов А.В. 11 1443–1450

Жуковский Е.С., Серова И.Д. О задаче управления для системы неявных
дифференциальных уравнений 9 1283–1296

Жуковский С.Е. см. Арутюнов А.В. 11 1443–1450

Зайдель М.И. Полное описание пар индексов устойчивости и экспоненциальной
устойчивости линейной системы при экспоненциально убывающих
параметрических возмущениях 11 1582–1583

Зайцев В.А., Ким И.Г. Назначение конечного спектра и стабилизация
билинейных систем с сосредоточенным и распределённым запаздываниями 8 1148–1151

Зайцева Н.В., Муравник А.Б. Гладкие решения гиперболических уравнений
со сдвигом на произвольный вектор в свободном члене 3 368–373

Закора Д.А. Спектральные свойства оператора в задаче о колебаниях смеси
вязких сжимаемых жидкостей 4 467–482

Зверева М.Б. Задача о двумерных колебаниях струны с нелинейным условием 8 1046–1056
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Звягин А.В., Костенко Е.И. О существовании управления с обратной связью
для одной дробной модели Фойгта 12 1710–1714

Звягин В.Г., Устюжанинова А.С. Обратные аттракторы модели Бингама 3 374–379

Зезюлин Д.А. см. Борисов Д.И. 2 270–274

Ибадов Э.Дж. О свойствах систем корневых вектор-функций оператора типа
Дирака 2m-го порядка с суммируемым потенциалом 10 1299–1317

Иванов Н.О. см. Скубачевский А.Л. 7 881–892
Игнатьев А.О. О некоторых свойствах решений систем линейных разностных

уравнений с периодическими правыми частями 4 494–500

Изобов Н.А., Ильин А.В. Вариант антиперроновского эффекта смены
показателей Ляпунова у двумерных дифференциальных систем при возмущениях
высшего порядка малости 8 1143–1144

Изобов Н.А., Ильин А.В. Существование антиперроновского эффекта смены
положительных показателей системы линейного приближения на отрицательные
при возмущениях высшего порядка малости 12 1599–1605

Ильин А.В., Фурсов А.С. О задаче стабилизации переключаемой линейной
системы с соизмеримыми запаздываниями 2 283–284

Ильин А.В. см. Изобов Н.А. 12 1599–1605

Ильин А.В. см. Изобов Н.А. 8 1143–1144
Иргашев Б.Ю. Решение задачи Коши для одного вырождающегося уравнения

с дробной производной Джрбашяна–Нерсесяна 12 1715–1717

Исаков В.А. см. Абакумов М.В. 6 780–790

Кадиев Р.И. Устойчивость по части переменных систем линейных
дифференциальных уравнений Ито с последействием 10 1318–1334

Калимбетов Б.Т. см. Бободжанов А.А. 5 693–704
Камачкин А.М., Евстафьева В.В., Потапов Д.К. Существование

единственной неподвижной точки отображений, порождённых многомерной
системой с релейным гистерезисом 7 996–1000

Камачкин А.М. см. Евстафьева В.В. 2 150–163
Канатников А.Н., Ткачева О.С. Поведение траекторий четырёхмерной модели

ВИЧ-инфекции 11 1451–1461
Кангужин Б.Е., Кошанов Б.Д. Критерии единственности решения

нелокальной по времени задачи для дифференциально-операторного уравнения
l(·)−A с оператором Трикоми A 1 4–14

Капустин Н.Ю. О кратном спектре задачи для уравнения Бесселя целого
порядка с квадратом спектрального параметра в граничном условии 10 1438–1440

Карамзин Д.Ю. см. Арутюнов А.В. 4 520–530

Карачик В.В. Представление функции Грина задачи Дирихле
для полигармонического уравнения в шаре 8 1057–1069

Кашникова А.П. см. Кожевникова Л.М. 1 35–50
Кащенко С.А. Асимптотика релаксационных циклов в обобщённом

логистическом уравнении с запаздыванием 4 563–566

Керимов Н.Б. О спектральных свойствах дифференциальных операторов
высокого порядка с периодическими краевыми условиями 3 314–332

Ким И.Г. см. Зайцев В.А. 8 1148–1151
Климов В.С. Оценки интегрально ограниченных решений линейных

дифференциальных неравенств 9 1157–1171

Кожанов А.И., Дюжева А.В. Корректность обобщённой задачи
Самарского–Ионкина для эллиптических уравнений в цилиндрической области 2 223–235
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Кожевникова Л.М., Кашникова А.П. Эквивалентность энтропийных
и ренормализованных решений нелинейной эллиптической задачи
в пространствах Музилака–Орлича 1 35–50

Козлов А.А. Равномерная глобальная достижимость дискретных
периодических систем 2 289–290

Козлов В.В. Неаналитические первые интегралы аналитических систем
дифференциальных уравнений в окрестности устойчивых положений равновесия 6 843–846

Колесов А.Ю. см. Глызин С.Д. 7 867–880

Кондырев О.В. см. Смирнов Ю.Г. 8 1089–1097
Коненков А.Н. Существование и единственность классического решения

первой краевой задачи для параболических систем на плоскости 7 904–913

Коньков А.А. Об отсутствии решений у дифференциальных неравенств
с ∞-лапласианом 2 236–251

Конюх А.В. см. Деменчук А.К. 11 1580–1581

Корзюк В.И., Рудько Я.В. Классическое решение второй смешанной задачи
для телеграфного уравнения с нелинейным потенциалом 9 1222–1239

Корзюк В.И., Рудько Я.В. Классическое решение первой смешанной задачи
в криволинейном квадранте для телеграфного уравнения с нелинейным
потенциалом 8 1070–1083

Корпусов М.О. см. Артемьева М.В. 7 893–903
Косов А.А., Семенов Э.И. О точных решениях многомерной системы

эллиптических уравнений со степенными нелинейностями 12 1619–1640

Косов А.А., Семенов Э.И. Об одном нелинейном обыкновенном
дифференциальном уравнении второго порядка 1 138–141

Костенко Е.И. см. Звягин А.В. 12 1710–1714

Кошанов Б.Д. см. Кангужин Б.Е. 1 4–14

Крищенко А.П., Поддерегин О.А. Бифуркация Хопфа в системе
хищник–жертва с инфекцией 11 1566–1570

Круглов В.Е. Построение полиномиальных собственных функций линейного
дифференциального уравнения второго порядка 9 1172–1180

Крылов П.А. см. Фурсов А.С. 11 1541–1549

Крылов П.А. см. Фурсов А.С. 4 554–562

Кулаев Р.Ч., Уртаева А.А.О существовании решения краевой задачи на графе
для нелинейного уравнения четвёртого порядка 9 1181–1190

Курина Г.А., Хоай Нгуен Тхи.Проекторный подход к построению асимптотики
решения начальных задач для слабо нелинейных дискретных систем с малым
шагом в критическом случае 1 73–84

Ланеев Е.Б., Черникова Н.Ю. Принцип минимума функционала Тихонова
в задаче устойчивого продолжения поля потенциала с поверхности 6 752–762

Лаптинский В.Н. см. Бондарев А.Н. 12 1591–1598

Лашин Д.А. см. Асташова И.В. 6 847–849

Лашин Д.А. см. Асташова И.В. 8 1144–1146

Лобода Н.А., Сташ А.Х. Об управлении конечными спектрами показателей
колеблемости гиперкорней двумерных дифференциальных систем 6 862–863

Ложников А.Б. см. Гребенщиков Б.Г. 5 569–581

Ломов И.С. Спектральные свойства одного сингулярного дифференциального
оператора на отрезке с условиями сопряжения 5 582–587

Лопушенко В.В. см. Еремин Ю.А. 9 1240–1246
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Лукоянов Н.Ю. см. Гомоюнов М.И. 8 1110–1122

Ляхов Л.Н., Булатов Ю.Н., Рощупкин С.А., Санина Е.Л. Единственность
решения задач Дирихле для уравнения Пуассона с сингулярным ΔB -оператором
Киприянова 4 483–493

Максимов В.И. Об одной задаче позиционного управления нелинейным
уравнением с распределёнными параметрами 11 1522–1532

Максимов П.А. см. Бризицкий Р.В. 3 409–421

Мамажонов С.М. см. Апаков Ю.П. 2 183–192

Марголина Н.Л. см. Алимурадов Р.Г. 6 864

Мартынова В.Ю., Смирнов Ю.Г., Тихонравов А.В. Численный метод
оптимизации дифракционной эффективности тонкослойных покрытий
с дифракционными решётками 3 400–408

Мартынова В.Ю. см. Валовик Д.В. 3 303–313

Матус П.П., Пылак Д. Глобально устойчивые разностные схемы
для уравнения Фишера 7 960–967

Мачтаков А.И. см. Петров Н.Н. 7 933–943

Мельникова А.А., Точилин П.А. Об одной задаче вычисления множества
разрешимости для линейной системы с неопределённостью 11 1533–1540

Метельский А.В. Стабилизация дифференциально-разностной системы
запаздывающего типа 4 531–553

Миронов А.Н., Миронова Л.Б. К задаче Дарбу для гиперболических систем 5 642–651

Миронова Л.Б. см. Миронов А.Н. 5 642–651

Можегова Е.С., Петров Н.Н. Об одной задаче конфликтного взаимодействия
групп управляемых объектов во временны́х шкалах 8 1151–1152

Моисеев Т.Е. Задача Геллерстедта с нелокальным краевым условием
нечётности для уравнения Лаврентьева–Бицадзе 10 1373–1384

Мокейчев В.С., Сидоров А.М. Разрешимость линейных дифференциальных
уравнений 11 1462–1470

Морозов А.Ю., Ревизников Д.Л. Алгоритм подвижного окна
для параметрической идентификации динамических систем с прямоугольными
и эллипсоидными областями неопределённости параметров 6 814–827

Мосолова Ю.М. см. Фурсов А.С. 10 1425–1432

Муравник А.Б. см. Зайцева Н.В. 3 368–373

Мухамадиев Э., Наимов А.Н., Быстрецкий М.В. Об ограниченных
траекториях автономной системы с выделенной положительно однородной
нелинейностью 7 1001–1004

Мухамадиев Э., Наимов А.Н. О разрешимости периодической задачи
для системы обыкновенных дифференциальных уравнений с главной
положительно однородной нелинейностью 2 280–282

Мухсинов Е.М. Разрешимость задачи преследования для одной
дифференциальной игры в банаховом пространстве 1 142–146

Наимов А.Н. см. Мухамадиев Э. 2 280–282

Наимов А.Н. см. Мухамадиев Э. 7 1001–1004

Некролог. Власов Виктор Валентинович 2 149

Некролог. Евгений Иванович Моисеев 1 3

Нефедов Н.Н., Орлов А.О. Существование и устойчивость решений
с внутренним переходным слоем уравнения реакции–диффузии–адвекции
с KPZ-нелинейностью 8 1007–1021
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Никитин И.С. см. Голубев В.И. 6 803–813

Никишов В.А. см. Асташова И.В. 6 856–858
Николенко П.В. О некоторых экстремальных задачах, связанных

с перемещением в поле скоростей 3 422–431

Нормуродов Х.Н. см. Хасанов А.Б. 10 1412–1424

Орлов А.О. см. Нефедов Н.Н. 8 1007–1021

Петров И.Б. см. Хохлов Н.И. 7 983–995

Петров Н.Н., Мачтаков А.И. Линейная задача группового преследования
с дробными производными, простыми матрицами и разными возможностями
игроков 7 933–943

Петров Н.Н. см. Можегова Е.С. 8 1151–1152

Петросян А.С. см. Давыдов А.А. 11 1500–1514

Петросян А.С. см. Хачатрян Х.А. 3 380–388

Пивень В.Ф. Двумерные задачи фильтрации жидкости с граничными
источниками в анизотропном неоднородном слое 6 763–779

Пирматов Ш.Т. см. Алимов Ш.А. 5 596–607

Поддерегин О.А. см. Крищенко А.П. 11 1566–1570

Полехина Р.Р., Алексеев М.В., Савенков Е.Б. К вопросу о численном решении
неконсервативных гиперболических систем уравнений 7 968–982

Полосин А.А. Об асимптотике спектра интегрального оператора
с логарифмическим ядром специального вида 12 1680–1691

Поляков Д.М. О спектральных свойствах самосопряжённого оператора
четвёртого порядка 2 164–169

Попова С.Н., Федорова М.В. Необходимые и достаточные условия
пропорциональной локальной управляемости спектра показателей Ляпунова
линейной дифференциальной системы 2 287–288

Потапов Д.К. Аппроксимация задачи Штурма–Лиувилля с разрывной
нелинейностью 9 1191–1198
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