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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В книге [1, с. 28–38] представлены исследования автора по вопросам спектральной тео-
рии дифференциальных операторов второго порядка на отрезке с нелокальными краевыми
условиями, в частности, изучены спектральные свойства оператора Штурма–Лиувилля с ин-
тегрируемым на отрезке потенциалом. Цель данной статьи — показать, что часть из этих
свойств справедлива и для оператора Штурма–Лиувилля с потенциалами, имеющими неин-
тегрируемые особенности. Получены асимптотические формулы для решения задачи Коши
для уравнения с параметром, которые позволяют получить асимптотические представления
для собственных функций оператора с краевыми условиями и для сопряжённого оператора.
Установив асимптотические формулы для собственных значений, доказав справедливость
неравенства Бесселя для прямого и сопряжённого операторов и справедливость теоремы
полноты для каждого из операторов, применим теорему Бари и придём к теореме о без-
условной базисности систем собственных функций операторов в пространстве ℒ2.

Изучим свойства решения при произвольных значениях спектрального параметра 𝜆 сле-
дующей модельной задачи:

−𝑦′′(𝑥)+𝑞(𝑥)𝑦(𝑥)=𝜆𝑦(𝑥), 𝑥∈ (0, 1), (1)

𝑦(0)= 0, 𝑦′(0)= 1, 𝑦[1/2]= 0, 𝑦′[1/2]= 𝑦′(0)= 1. (2)

Будем изучать сильное решение задачи — решение, удовлетворяющее уравнению (1)
почти всюду на интервале 𝐺=(0, 1) при выполнении условий (2) в обычном смысле.

Задачу (1), (2) рассматриваем на множестве функций 𝑦(𝑥), абсолютно непрерывных
вместе с первой производной на каждом из отрезков [0, 1/2] и [1/2, 1] и принадлежащих
классу ℒ2(𝐺) функций, интегрируемых с квадратом на множестве 𝐺.
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Через 𝑦[1/2] обозначен скачок функции 𝑦(𝑥) в точке 𝑥=1/2: 𝑦[1/2]=𝑦(1/2+0)−𝑦(1/2−0),
𝑞(𝑥) — комплекснозначная функция из класса ℒ1

1−𝜀(𝐺) =
{︀
𝑓(𝑥) :

´ 1
0 𝑥

1−𝜀|𝑓(𝑥)| 𝑑𝑥 <∞
}︀

для
некоторого числа 𝜀∈ [0, 1]. Таким образом, потенциал 𝑞(𝑥) может иметь неинтегрируемую
особенность в нуле.

Отметим, что краевая задача для уравнения (1) с потенциалом 𝑞(𝑥)∈ℒ1
1−𝜀(𝐺), 𝜀∈ (1/2, 1],

исследована в статье [2]. Рассмотрены гладкие на интервале 𝐺 решения. Получены асимп-
тотические формулы для собственных функций и собственных значений соответствующего
оператора. Решена обратная задача по нахождению потенциала. Некоторые идеи из этой
статьи используются для получения оценок решения задачи (1), (2).

В работе [3] изучена краевая задача для уравнения (1) с потенциалом из класса ℒ1,𝜚(𝐺),
т.е. 𝜚(𝑥)𝑞(𝑥) ∈ ℒ1(𝐺), где через 𝜚(𝑥) обозначено расстояние от точки 𝑥 до границы ин-
тервала 𝐺. Рассмотрены гладкие на интервале 𝐺 решения, найдены условия безусловной
базисности в пространстве ℒ2(𝐺) системы корневых функций оператора.

В статье [4] для общего дифференцильного оператора второго порядка на интервале 𝐺
(в случае оператора Шрёдингера потенциал 𝑞(𝑥)∈ℒ1,

√
𝜚(𝐺)) найдены условия, гарантирую-

щие безусловную базисность системы корневых функций в пространстве ℒ2(𝐺). Рассмотрены
нерегулярные решения. В [3, 4] корневые функции понимаются в обобщённом по В.А. Ильину
смысле [5, с. 347].

Основы теории сингулярных задач Коши и теории сингулярных краевых задач на примере
двухточечных задач и задач об ограниченных и монотонных решениях дифференциальных
уравнений второго порядка изложены в фундаментальной работе [6].

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Выведем асимптотические формулы для функции 𝑦(𝑥, 𝜇, 𝑞)≡ 𝑦(𝑥) — решения задачи (1),
(2). Здесь 𝜇2=𝜆, Re𝜇⩾ 0.

Методом вариации постоянных найдём интегральные уравнения для функции 𝑦(𝑥) на
каждом из отрезков [0, 1/2] и [1/2, 1]. Пусть 𝜇 ̸= 0, ищем решение задачи в виде 𝑦(𝑥) =
= 𝑐1(𝑥) sin(𝜇𝑥)+𝑐2(𝑥) cos(𝜇𝑥) и получим следующие уравнения:

𝑦(𝑥)=
sin(𝜇𝑥)

𝜇
+

𝑥ˆ

0

sin(𝜇(𝑥− 𝑡))
𝜇

𝑞(𝑡)𝑦(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑥∈ [0, 1/2], (3)

𝑦(𝑥)=
sin(𝜇𝑥)

𝜇
+
sin(𝜇(𝑥−1/2))

𝜇
+

𝑥ˆ

0

sin𝜇(𝑥− 𝑡)
𝜇

𝑞(𝑡)𝑦(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑥∈ [1/2, 1], (4)

где функция 𝑦(𝑡) при 𝑡∈ [0, 1/2] в уравнении (4) является решением уравнения (3).
Прежде чем переходить к получению асимптотических формул для функции 𝑦(𝑥), убе-

димся в том, что особенность потенциала 𝑞(𝑥) в точке 𝑥 = 0 не мешает существованию
интегралов в правых частях равенств (3), (4). Из леммы 1.1 [6] следует, что для реше-
ния уравнения (1) с потенциалом 𝑞(𝑥) из рассматриваемого класса справедлива оценка
|𝑦(𝑥)|⩽ 𝑐𝑥 для значений 𝑥> 0, близких к точке 𝑥=0. Это означает, что поведение функции
𝑦(𝑥) в окрестности нуля компенсирует возможную особенность потенциала.

Будем использовать обозначение 𝜈= | Im𝜇|.
Лемма 1. Пусть коэффициент 𝑞(𝑥) уравнения (1) принадлежит пространству ℒ1

1−𝜀(𝐺)
для некоторого числа 𝜀∈ [0, 1]. Тогда для произвольного комплексного числа 𝜇 ̸=0 дифференци-
альное уравнение (1) при начальных условиях (2) в промежутке [0, 1/2] имеет единственное
решение 𝑦(𝑥), допускающее оценки

|𝑦(𝑥)|⩽ 𝑟(𝛿, 𝜇, 𝑥)|𝜇|−𝛿𝑥1−𝛿, 𝑥∈ [0, 1/2], 𝛿 ∈ [0, 𝜀], (5)
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⃒⃒⃒⃒
𝑦(𝑥)− sin(𝜇𝑥)

𝜇

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝑟(𝛿, 𝜇, 𝑥)|𝜇|−1−𝛿

𝑥ˆ

0

𝑡1−𝛿|𝑞(𝑡)|𝑑𝑡, 𝑥∈ [0, 1/2], 𝛿 ∈ [0, 𝜀], (6)

где 𝑟(𝛿, 𝜇, 𝑥)= exp
{︀
𝜈𝑥+ |𝜇|−𝛿

´ 𝑥
0 𝑡

1−𝛿|𝑞(𝑡)|𝑑𝑡
}︀
.

Доказательство. В силу леммы 1.1 [6] задача (1), (2) имеет единственное решение 𝑦.
Прежде чем доказывать оценки леммы, установим некоторые неравенства, связанные с функ-
цией sin 𝑧, 𝑧=𝑥+ 𝑖𝑦, 𝑥, 𝑦 ∈R:

| sin 𝑧|⩽ |𝑧| ch 𝑦⩽ |𝑧|𝑒|𝑦|, 𝑧 ∈C. (7)

Действительно, для значений |𝑧|⩽ 1 получаем оценку (7), исходя из известных соотно-
шений

| sin 𝑧|2=sh2 𝑦+sin2 𝑥⩽ 𝑦2 ch2 𝑦+𝑥2 ch2 𝑦=(𝑥2+𝑦2) ch2 𝑦,

где использованы неравенства ch 𝑦⩾ 1 и | th 𝑦|⩽ |𝑦| для 𝑦 ∈ [−1, 1].
Для |𝑧| > 1 имеем | sin 𝑧/𝑧| ⩽ | sin 𝑧| ⩽ ch 𝑦, тем самым устанавливаем оценку (7) для

остальных значений 𝑧.
При 𝜇∈C, 𝜇 ̸=0, 0⩽ 𝑡𝑗− 𝑡𝑗+1⩽ 1, 𝑡𝑗 , 𝑡𝑗+1 ∈ [0, 1], из неравенства (7) следует оценка

| sin(𝜇(𝑡𝑗− 𝑡𝑗+1))|
|𝜇|𝑡𝑗

⩽ 𝑒𝜈(𝑡𝑗−𝑡𝑗+1). (8)

Если число 𝛿 ∈ [0, 1], то из (8) получим

| sin(𝜇(𝑡𝑗− 𝑡𝑗+1))|
|𝜇|𝑡1−𝛿

𝑗

⩽ 𝑒𝜈(𝑡𝑗−𝑡𝑗+1).

Уточним последнюю оценку. Используя неравенство | sin 𝑧|⩽ ch 𝑦, справедливое для всех
значений 𝑧 ∈C, 𝑦=Im 𝑧, и оценку (8), будем иметь

| sin(𝜇(𝑡𝑗− 𝑡𝑗+1))|
|𝜇|𝑡1−𝛿

𝑗

=
| sin(𝜇(𝑡𝑗− 𝑡𝑗+1))|𝛿

|𝜇|𝛿
| sin(𝜇(𝑡𝑗− 𝑡𝑗+1))|1−𝛿

(|𝜇|𝑡𝑗)1−𝛿
⩽

⩽
1

|𝜇|𝛿
𝑒𝛿𝜈(𝑡𝑗−𝑡𝑗+1)𝑒(1−𝛿)𝜈(𝑡𝑗−𝑡𝑗+1)=

1

|𝜇|𝛿
𝑒𝜈(𝑡𝑗−𝑡𝑗+1),

т.е.
| sin(𝜇(𝑡𝑗− 𝑡𝑗+1))|

|𝜇|𝑡1−𝛿
𝑗

⩽
1

|𝜇|𝛿
𝑒𝜈(𝑡𝑗−𝑡𝑗+1), 𝜇 ̸=0. (9)

Из оценки (9) при 𝛿 ∈ [0, 1], 𝜇∈C, 𝜇 ̸=0, получим

| sin(𝜇𝑡𝑛)|
|𝜇|𝑡1−𝛿

𝑛

⩽
1

|𝜇|𝛿
𝑒𝜈𝑡𝑛 . (10)

Для установления оценки (5) используем представление (3) и неравенство (10). Имеем

|𝑦(𝑥)|⩽ 𝑒𝜈𝑥|𝜇|−𝛿𝑥1−𝛿+ |𝜇|−𝛿

𝑥ˆ

0

𝑒𝜈(𝑥−𝑡)(𝑥− 𝑡)1−𝛿|𝑞(𝑡)𝑦(𝑡)| 𝑑𝑡⩽ 𝑒𝜈𝑥|𝜇|−𝛿𝑥1−𝛿

(︂
1+

𝑥ˆ

0

𝑒−𝜈𝑡|𝑞(𝑡)𝑦(𝑡)| 𝑑𝑡
)︂

и, следовательно,

𝑒−𝜈𝑥|𝜇|𝛿𝑥𝛿−1|𝑦(𝑥)|⩽ 1+ |𝜇|−𝛿

𝑥ˆ

0

𝑡1−𝛿|𝑞(𝑡)|
(︀
𝑒−𝜈𝑡|𝜇|𝛿𝑡𝛿−1|𝑦(𝑡)|

)︀
𝑑𝑡, 𝑥∈ (0, 1/2].

Из этого неравенства, в силу леммы Гронуолла–Беллмана [7, с. 49; 8, с. 46], вытекает
оценка (5).
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С учётом полученной оценки (5) находим

⃒⃒⃒⃒ 𝑥ˆ

0

sin(𝜇(𝑥− 𝑡))
𝜇

𝑞(𝑡)𝑦(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⩽

1

|𝜇|

𝑥ˆ

0

𝑒𝜈(𝑥−𝑡)|𝑞(𝑡)||𝑦(𝑡)| 𝑑𝑡⩽ 1

|𝜇|

𝑥ˆ

0

𝑒𝜈(𝑥−𝑡)|𝑞(𝑡)|𝑟(𝛿, 𝜇, 𝑡) 𝑡
1−𝛿

|𝜇|𝛿
𝑑𝑡=

=
1

|𝜇|1+𝛿

𝑥ˆ

0

𝑒𝜈(𝑥−𝑡)𝑡1−𝛿|𝑞(𝑡)| exp
{︂
𝜈𝑡+

1

|𝜇|𝛿

𝑡ˆ

0

𝑡1−𝛿
1 |𝑞(𝑡1)| 𝑑𝑡1

}︂
𝑑𝑡⩽

⩽
1

|𝜇|1+𝛿
exp

{︂
𝜈𝑥+

1

|𝜇|𝛿

𝑥ˆ

0

𝑡1−𝛿|𝑞(𝑡)| 𝑑𝑡
}︂ 𝑥ˆ

0

𝑡1−𝛿|𝑞(𝑡)| 𝑑𝑡= 𝑟(𝛿, 𝜇, 𝑥)
1

|𝜇|1+𝛿

𝑥ˆ

0

𝑡1−𝛿|𝑞(𝑡)| 𝑑𝑡.

Отсюда и из представления (3) получаем оценку (6):

⃒⃒⃒⃒
𝑦(𝑥)− sin(𝜇𝑥)

𝜇

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒ 𝑥ˆ

0

sin(𝜇(𝑥− 𝑡))
𝜇

𝑞(𝑡)𝑦(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⩽ 𝑟(𝛿, 𝜇, 𝑥)

1

|𝜇|1+𝛿

𝑥ˆ

0

𝑡1−𝛿|𝑞(𝑡)| 𝑑𝑡, 𝑥∈ [0, 1/2].

Лемма доказана.
Используем интегральное уравнение (4) для получения оценок решения задачи (1), (2)

при 𝑥∈ [1/2, 1]. Обозначим

𝑐𝑞 = ‖̃︀𝑞‖1 𝑒‖̃︀𝑞‖1 , ̃︀𝑞(𝑥)=𝑥1−𝜀𝑞(𝑥), 𝑦0(𝑥)=

1/2ˆ

0

sin𝜇(𝑥− 𝑡)
𝜇

𝑞(𝑡)𝑦(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑥∈ [1/2, 1],

где ‖·‖1 — норма в пространстве ℒ1(𝐺).
Лемма 2. Пусть коэффициент 𝑞(𝑥) уравнения (1) принадлежит пространству ℒ1

1−𝜀(𝐺)
для некоторого числа 𝜀∈ [0, 1]. Тогда для любого комплексного параметра 𝜇, |𝜇|⩾ 1, задача
(1), (2) имеет единственное решение 𝑦(𝑥), допускающее оценки

|𝑦(𝑥)|⩽ 2+𝑐𝑞
|𝜇|

𝑒2𝜈+‖̃︀𝑞‖1 , |𝑦0(𝑥)|⩽
𝑟(𝜀, 𝜇, 1)

|𝜇|1+𝜀

1/2ˆ

0

𝑡1−𝜀|𝑞(𝑡)| 𝑑𝑡, 𝑥∈ [1/2, 1].

Для этого решения справедливо равенство

𝑦(𝑥)=
sin(𝜇𝑥)

𝜇
+
sin(𝜇(𝑥−1/2))

𝜇
+𝑦0(𝑥)+𝑂(𝜇−2), 𝑥∈ [1/2, 1], (11)

где слагаемое 𝑂(𝜇−2) удовлетворяет оценке

|𝑂(𝜇−2)|⩽ 2𝑐𝑞
2+𝑐𝑞
|𝜇|2

𝑒3𝜈 , 𝑥∈ [1/2, 1].

Доказательство. Запишем интегральное уравнение (4) для функции 𝑦(𝑥) в следующем
виде:

𝑦(𝑥)=
sin(𝜇𝑥)

𝜇
+
sin(𝜇(𝑥−1/2))

𝜇
+𝑦0(𝑥)+

𝑥ˆ

1/2

sin(𝜇(𝑥− 𝑡))
𝜇

𝑞(𝑡)𝑦(𝑡) 𝑑𝑡. (12)
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Применив неравенства (5) и (7), получим оценку слагаемого 𝑦0(𝑥):

|𝑦0(𝑥)|⩽
1/2ˆ

0

𝑒𝜇(𝑥−𝑡)

|𝜇|
|𝑞(𝑡)|𝑟(𝜀, 𝜇, 𝑡) 𝑡

1−𝜀

|𝜇|𝜀
𝑑𝑡=

=
1

|𝜇|1+𝜀

1/2ˆ

0

𝑒𝜈(𝑥−𝑡)𝑡1−𝜀|𝑞(𝑡)| exp
{︂
𝜈𝑡+

1

|𝜇|𝜀

𝑡ˆ

0

𝑡1−𝜀
1 |𝑞(𝑡1)| 𝑑𝑡1

}︂
𝑑𝑡⩽

⩽
1

|𝜇|1+𝜀
exp

{︂
𝜈𝑥+

1

|𝜇|𝜀

1/2ˆ

0

𝑡1−𝜀|𝑞(𝑡)| 𝑑𝑡
}︂ 1/2ˆ

0

𝑡1−𝜀|𝑞(𝑡)| 𝑑𝑡⩽

⩽
1

|𝜇|1+𝜀
exp

{︂
𝜈+

1

|𝜇|𝜀

1ˆ

0

𝑡1−𝜀|𝑞(𝑡)| 𝑑𝑡
}︂ 1/2ˆ

0

𝑡1−𝜀|𝑞(𝑡)| 𝑑𝑡= 𝑟(𝜀, 𝜇, 1)

|𝜇|1+𝜀

1/2ˆ

0

𝑡1−𝜀|𝑞(𝑡)| 𝑑𝑡, 𝑥∈ [1/2, 1],

здесь 𝜇 ̸= 0 — любое комплексное число. Если |𝜇| ⩾ 1, то справедлива оценка |𝑦0(𝑥)| ⩽
⩽ 𝑐𝑞|𝜇|−1−𝜀𝑒𝜈 .

Представим решение интегрального уравнения (12) в виде ряда

𝑦(𝑥)=
∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛(𝑥), 𝑐0(𝑥)=
sin(𝜇𝑥)

𝜇
+
sin(𝜇(𝑥−1/2))

𝜇
+𝑦0(𝑥), 𝑥∈ [1/2, 1],

𝑐𝑛(𝑥)=

𝑥ˆ

1/2

𝑑𝑡1

𝑡1ˆ

1/2

𝑑𝑡2 . . .

𝑡𝑛−1ˆ

1/2

[︂
sin(𝜇(𝑥− 𝑡1))

𝜇

𝑛−1∏︁
𝑗=1

sin(𝜇(𝑡𝑗− 𝑡𝑗+1))

𝜇
𝑐0(𝑡𝑛)

𝑛∏︁
𝑗=1

̃︀𝑞(𝑡𝑗)]︂𝑑𝑡𝑛.
Для коэффициента 𝑐0(𝑥) имеет место неравенство

|𝑐0(𝑥)|⩽
2+𝑐𝑞
|𝜇|

𝑒𝜈 , 𝑥∈ [1/2, 1], |𝜇|⩾ 1.

Чтобы получить оценки для остальных слагаемых ряда, воспользуемся неравенствами
(9), (10) и равенством

𝑥ˆ

0

𝑓(𝑡1)

𝑡1ˆ

0

𝑓(𝑡2) . . .

𝑡𝑛−1ˆ

0

𝑓(𝑡𝑛) 𝑑𝑡𝑛 𝑑𝑡𝑛−1 . . . 𝑑𝑡1=
1

𝑛!

(︂ 𝑥ˆ

0

𝑓(𝑡) 𝑑𝑡

)︂𝑛
, 𝑛⩾ 1,

для доказательства которого нужно последовательно вводить новые переменные

𝜉1=

𝑡𝑛−1ˆ

0

𝑓(𝑡𝑛) 𝑑𝑡𝑛, 𝜉2=

𝑡𝑛−2ˆ

0

𝑓(𝑡𝑛−1) 𝑑𝑡𝑛−1, . . . , 𝜉𝑛−1=

𝑡1ˆ

0

𝑓(𝑡2) 𝑑𝑡2

и интегрировать функции 𝜉𝑘 в промежутках
[︀
0,
´ 𝑡𝑛−𝑘

0 𝑓(𝑡𝑛−𝑘+1) 𝑑𝑡𝑛−𝑘+1

]︀
.

Тем самым будет установлена оценка для решения уравнения

|𝑦(𝑥)|⩽
∞∑︁
𝑛=0

|𝑐𝑛(𝑥)|⩽
2+𝑐𝑞
|𝜇|

𝑒2𝜈+‖̃︀𝑞‖1 , |𝜇|⩾ 1, 𝑥∈ [1/2, 1].
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Полученную для функции 𝑦(𝑥) оценку применим для доказательства равенства (11):

|𝑦(𝑥)−𝑐0(𝑥)|=
⃒⃒⃒⃒ 𝑥ˆ

1/2

sin(𝜇(𝑥− 𝑡))
𝜇

𝑞(𝑡)𝑦(𝑡) 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⩽

2+𝑐𝑞
|𝜇|

𝑒2𝜈+‖̃︀𝑞‖1 𝑒𝜈
|𝜇|

‖̃︀𝑞‖1=2𝑐𝑞
2+𝑐𝑞
|𝜇|2

𝑒3𝜈 ,

где |𝜇|⩾ 1, 𝑥∈ [1/2, 1]. Эта оценка доказывает соотношение (11). Лемма доказана.
Отметим, что лемму 2 можно было бы доказать с помощью неравенства Гронуолла–

Беллмана, как и при доказательстве леммы 1. При этом можно допустить наличие анало-
гичной сингулярной особенности у потенциала 𝑞(𝑥) и в точке 𝑥=1.

Сформулируем доказанные утверждения в виде следующей теоремы.
Теорема 1. Пусть коэффициент 𝑞(𝑥) уравнения (1) принадлежит пространству ℒ1

1−𝜀(𝐺)
для некоторого числа 𝜀∈ [0, 1]. Тогда для любого комплексного параметра 𝜇 ̸=0 задача (1), (2)
имеет единственное решение 𝑦(𝑥), для которого справедливы следующие асимптотические
формулы:

𝑦(𝑥)=
sin(𝜇𝑥)

𝜇
+𝑂

(︂
𝑒𝜈

𝜇1+𝜀

)︂
, 𝑥∈ [0, 1/2],

𝑦(𝑥)=
sin(𝜇𝑥)

𝜇
+
sin(𝜇(𝑥−1/2))

𝜇
+𝑂

(︂
𝑒𝜈

𝜇1+𝜀

)︂
+𝑂

(︂
𝑒3𝜈

𝜇2

)︂
, 𝑥∈ [1/2, 1],

здесь |𝜇|⩾ 1, 𝜈 = | Im𝜇|, оценки выражений 𝑂(·) в правых частях равенств равномерны по
переменной 𝑥.

Замечание. Рассмотрим уравнение (1) с краевыми условиями 𝑦(0)=0, 𝑦(1)=0 и усло-
виями сопряжения (2) в точке 𝑥=1/2. Если полученное в теореме 1 решение задачи (1), (2)
удовлетворяет условию 𝑦(1)=0, то для решения краевой задачи справедливы соотношения
теоремы 1. В противном случае аналогичные оценки можно получить, изменив интегральные
уравнения (3), (4). Решение ̃︀𝑦(𝑥) краевой задачи можно представить в виде ̃︀𝑦(𝑥)= ̃︀𝑦′(0)𝑦(𝑥),
где 𝑦(𝑥) — решение задачи (1), (2). При этом равенство 𝑦(1)≡ 𝑦(1, 𝜇)=0 будет уравнением
на собственные значения соответствующего дифференциального оператора.
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В гильбертовом пространстве вектор-функций 𝐿2
2(0,+∞) рассмотрим самосопряжённый

оператор Дирака 𝐷, порождённый дифференциальным выражением вида

𝑑𝑦= 𝑖

(︃
1 0

0 −1

)︃
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑖

(︃
0 −𝑞(𝑥)

𝑞(𝑥) 0

)︃
𝑦=𝜆𝑦, 𝑦=

(︃
𝑦1

𝑦2

)︃
, 0⩽𝑥<∞, (1)

с граничным условием
𝑦1(0)= 𝑦2(0), (2)

где функция 𝑞(𝑥) удовлетворяет условию

+∞ˆ

0

(1+𝑥)|𝑞(𝑥)−𝑚|𝑑𝑥<∞, (3)

а 𝑚> 0 — масса.
В качестве области определения этого оператора мы принимаем множество 𝐷𝐷 всех

вектор-функций 𝑓 , абсолютно непрерывных в каждом промежутке [0, 𝑎], 𝑎 > 0, таких,что
𝑓, 𝑑(𝑓)∈𝐿2

2(0,+∞) и 𝑓1(0)= 𝑓2(0). При 𝑓 ∈𝐷𝐷 будем полагать, что 𝐷𝑓 = 𝑑(𝑓).
Обратная задача рассеяния для системы уравнений (1) на полупрямой с граничным

условием 𝑦1(0) = 0 рассматривалась в статье [1]. Обобщение на случай 2𝑛-компонентных
векторов было получено в работе [2]. Для системы уравнений (1) с массой 𝑚=0 обратная
задача решена в работе [3]. Обратная задача рассеяния для уравнения Штурма–Лиувилля на
полупрямой изучена в [4]. Следует отметить, что задачи для несамосопряжённого оператора
Дирака на всей оси, а также на полуоси, исследованы в работах [5–9].

В настоящей статье решается прямая задача рассеяния для системы уравнений (1) с гра-
ничным условием (2).
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2. ИССЛЕДОВАНИЕ СПЕКТРА

Известно [10, стр. 57], что если выполняется условие (3), то система уравнений (1) при
действительных 𝜆 и |𝜆|>𝑚 имеет специальные решения

𝑓+(𝑥, 𝜆)=

(︃
𝑖(𝑘−𝜆)/𝑚

1

)︃
𝑒𝑖𝑘𝑥+

+∞ˆ

𝑥

Γ(𝑥, 𝑦)

(︃
𝑖(𝑘−𝜆)/𝑚

1

)︃
𝑒𝑖𝑘𝑦𝑑𝑦,

𝑓−(𝑥, 𝜆)=

(︃
1

𝑖(𝜆−𝑘)/𝑚

)︃
𝑒−𝑖𝑘𝑥+

+∞ˆ

𝑥

Γ(𝑥, 𝑦)

(︃
1

𝑖(𝜆−𝑘)/𝑚

)︃
𝑒−𝑖𝑘𝑦𝑑𝑦,

где 𝑘=
√
𝜆2−𝑚2, sign 𝑘(𝜆)= sign𝜆, ядро Γ(𝑥, 𝑦) удовлетворяет дифференциальному уравне-

нию
𝜕

𝜕𝑥
Γ(𝑥, 𝑦)+𝜎3

𝜕

𝜕𝑦
Γ(𝑥, 𝑦)𝜎3−𝑈0(𝑥)Γ(𝑥, 𝑦)+𝜎3Γ(𝑥, 𝑦)𝜎3𝑈 =0

и условиям Γ(𝑥, 𝑥)−𝜎3Γ(𝑥, 𝑥)𝜎3=𝑈−𝑈0(𝑥), lim𝑦→∞ Γ(𝑥, 𝑦)= 0, где

𝜎3=

(︃
1 0

0 −1

)︃
, 𝑈0=

(︃
0 𝑞(𝑥)

𝑞(𝑥) 0

)︃
, 𝑈 =

(︃
0 𝑚

𝑚 0

)︃
,

причём для элементов матрицы Γ(𝑥, 𝑦) справедливы оценки

|Γ𝑖𝑗 |⩽𝐶1/
(︀
(1+𝑥)(1+ 𝑡)1+𝜀

)︀
, 𝑖 ̸= 𝑗; |Γ𝑖𝑖|⩽𝐶1/(1+ 𝑡)

1+𝜀,

𝐶1 и 𝜀 — положительные константы.
При 𝜆∈ (−∞,−𝑚)∪(𝑚,+∞) имеет место свойство инволюции 𝜎1𝑓

−(𝑥, 𝜆)= 𝑓+(𝑥, 𝜆), где

𝜎1=

(︃
0 1

1 0

)︃
.

Отметим, что для ядра Γ(𝑥, 𝑦) справедливо свойство инволюции Γ(𝑥, 𝑦)=𝜎1Γ(𝑥, 𝑦)𝜎1.
Непрерывный спектр задачи (1), (2) состоит из вещественных 𝜆, удовлетворяющих усло-

вию 𝜆2⩾𝑚2. Множество таких 𝜆 обозначим через 𝑅𝑚, т.e.

𝑅𝑚= {𝜆 :𝜆∈𝑅1, 𝜆2⩾𝑚2}=(−∞,−𝑚)∪(𝑚,+∞).

Аналитические свойства решений 𝑓±(𝑥, 𝜆) естественно формулировать на римановой по-
верхности Γ функции 𝑘(𝜆). Эта поверхность состоит из двух частей Γ+ и Γ− комплексной
плоскости C с разрезами на вещественной оси от −∞ до −𝑚 и от 𝑚 до +∞ (рис. 1)
с отождествлёнными надлежащим образом берегами разрезов.

Рис. 1. Риманова поверхность.

Точку на поверхности Γ, отличную от точек
ветвления ±𝑚, будем задавать парой (𝜆, 𝜀), где
𝜆 — комплексное число, а 𝜀 = ±1, причём 𝜀 =
1 на листе Γ+ и 𝜀 = −1 на листе Γ−. Функция
𝑘(𝜆) вводится на Γ формулой 𝑘(𝜆)=

√
𝜆2−𝑚2, где

± Im 𝑘(𝜆)⩾0 на листах Γ± соответственно. Альтер-
нативным образом лист Γ+ характеризуется усло-
вием 𝑘(𝜆+𝑖0)>0 при Im𝜆=0 и 𝜆>𝑚; а 𝑘(𝜆+𝑖0)<0
при Im𝜆= 0, 𝜆 <−𝑚. Таким образом, равенство
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sign 𝑘(𝜆) = sign𝜆 выполняется для предельных значений 𝑘 на верхних берегах разрезов на
листе Γ+ и на нижних берегах разрезов на листе Γ−.

В дальнейшем будем опускать в тексте зависимость функции 𝑘(𝜆) от 𝜆, а в формулах,
где участвуют 𝑘 и 𝜆, всегда подразумевается, что 𝑘 является функцией от 𝜆.

При значениях 𝜆 вне разрезов вектор-функции

𝑓+0 (𝑥, 𝜆)=

(︃
𝑖(𝑘−𝜆)/𝑚

1

)︃
𝑒𝑖𝑘𝑥, 𝑓−0 (𝑥, 𝜆)=

(︃
1

𝑖(𝜆−𝑘)/𝑚

)︃
𝑒−𝑖𝑘𝑥

не являются ограниченными функциями от 𝑥. При этом 𝑓+0 (𝑥, 𝜆) на Γ+ и 𝑓−0 (𝑥, 𝜆) на Γ−
экспоненциально убывают при 𝑥→+∞.

Функция 𝑓+(𝑥, 𝜆) (𝑓−(𝑥, 𝜆)) допускает аналитическое продолжение по 𝜆 в верхнюю (ниж-
нюю) полуплоскость, причём при Im𝜆 > 0 𝑓+(𝑥, 𝜆) ∈ 𝐿2

2(0,+∞) (при Im𝜆 < 0 𝑓−(𝑥, 𝜆) ∈
∈𝐿2

2(0,+∞)).
При фиксированных 𝑥 и |𝜆|→∞ имеют место асимптотики

𝑓+(𝑥, 𝜆)𝑒−𝑖𝑘𝑥=

(︃
𝑖(𝑘−𝜆)/𝑚

1

)︃
+𝑂(1),

если 𝜆 на листе Γ+, и

𝑓−(𝑥, 𝜆)𝑒𝑖𝑘𝑥=

(︃
1

𝑖(𝜆−𝑘)/𝑚

)︃
+𝑂(1),

если 𝜆 на листе Γ−.
На поверхности Γ введём инволюцию 𝜆→𝜆, 𝑘→−𝑘, которую можно задать следующим

образом: 𝐽(𝜆, 𝜀)= (𝜆, 𝜀), так что она оставляет на месте листы Γ±. При всех 𝜆 из Γ+ и Γ−,
соответственно, имеем

𝑓+(𝑥, 𝐽(𝜆))=−𝜆+𝑘
𝑖𝑚

𝜎1𝑓
+(𝑥, 𝜆) и 𝑓−(𝑥, 𝐽(𝜆))=

𝜆+𝑘

𝑖𝑚
𝜎1𝑓

−(𝑥, 𝜆).

В частности, отсюда получим связь значений функций 𝑓±(𝑥, 𝜆) на верхних и нижних берегах
разрезов соответствующих листов аналитичности:

𝑓+(𝑥, 𝜆− 𝑖0)=−𝜆+𝑘
𝑖𝑚

𝜎1𝑓
+(𝑥, 𝜆+ 𝑖0), 𝑓−(𝑥, 𝜆− 𝑖0)= 𝜆+𝑘

𝑖𝑚
𝜎1𝑓

−(𝑥, 𝜆+ 𝑖0),

где 𝜆 вещественно, |𝜆|⩾𝑚.
Во всей полуплоскости Im𝜆⩾ 0 справедлива оценка

|𝑓+(𝑥, 𝜆)|⩽ exp

{︂
− Im𝜆𝑥+

+∞ˆ

𝑥

|𝑞(𝑦)−𝑚|𝑑𝑦
}︂
, (4)

где |𝑓+(𝑥, 𝜆)|= |𝑓+1 (𝑥, 𝜆)|+ |𝑓+2 (𝑥, 𝜆)| — векторная норма.
Вронскианом двух решений 𝑓(𝑥, 𝜆) и 𝑔(𝑥, 𝜆) уравнения (1) называется выражение

𝑊 (𝑓, 𝑔)= 𝑓1(𝑥, 𝜆)𝑔2(𝑥, 𝜆)−𝑓2(𝑥, 𝜆)𝑔1(𝑥, 𝜆). (5)

Легко доказать, что 𝑊 (𝑓, 𝑔) не зависит от 𝑥, т.е. 𝑑𝑊 (𝑓, 𝑔)/𝑑𝑥=0, а решения 𝑓(𝑥, 𝜆) и 𝑔(𝑥, 𝜆)
линейно независимы тогда и только тогда, когда 𝑊 (𝑓, 𝑔) ̸=0.
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При действительных 𝜆, |𝜆|>𝑚, решения 𝑓+(𝑥, 𝜆) и 𝑓−(𝑥, 𝜆) линейно независимы, что
видно из следующих равенств:

𝑊 (𝑓+, 𝑓−)= 𝑓+1 (𝑥, 𝜆)𝑓−2 (𝑥, 𝜆)−𝑓+2 (𝑥, 𝜆)𝑓−1 (𝑥, 𝜆)= lim
𝑥→+∞

𝑊 (𝑓+, 𝑓−)=− 2𝑘

𝑘+𝜆
.

В дальнейшем важную роль будет играть решение Φ(𝑥, 𝜆) системы уравнений (1) с на-
чальным условием

Φ1(0, 𝜆)=Φ2(0, 𝜆)= 1.

Известно [3], что это решение удовлетворяет системе интегральных уравнений

Φ1(𝑥, 𝜆)= 𝑒−𝑖𝜆𝑥− 1

𝑖

𝑥ˆ

0

𝑒𝜆(𝑦−𝑥)𝑞(𝑦)Φ2(𝑦, 𝜆)𝑑𝑦,

Φ2(𝑥, 𝜆)= 𝑒𝑖𝜆𝑥+
1

𝑖

𝑥ˆ

0

𝑒𝑖𝜆(𝑥−𝑦)𝑞(𝑦)Φ1(𝑦, 𝜆)𝑑𝑦.

Очевидно, что для любого 𝑥⩾ 0 векторная функция Φ(𝑥, 𝜆) является целой аналитической
функцией параметра 𝜆. Рассмотрим теперь связь решения Φ(𝑥, 𝜆) с решениями 𝑓±(𝑥, 𝜆).

Лемма 1. При всех вещественных значениях 𝜆, |𝜆|>𝑚, справедливо тождество

− 2𝑘

𝑘+𝜆

Φ(𝑥, 𝜆)

𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆)
= 𝑓−(𝑥, 𝜆)+𝑆(𝜆)𝑓+(𝑥, 𝜆), (6)

где

𝑆(𝜆)=
𝑓−2 (𝜆)−𝑓−1 (𝜆)

𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆)
=𝑆−1(𝜆).

Доказательство. Так как функции 𝑓+(𝑥, 𝜆) и 𝑓−(𝑥, 𝜆) при вещественных 𝜆, |𝜆|>𝑚,
образуют фундаментальную систему решений уравнения (1), то

Φ(𝑥, 𝜆)=𝐴(𝜆)𝑓+(𝑥, 𝜆)+𝐵(𝜆)𝑓−(𝑥, 𝜆).

Из формулы (5) вытекает, что

𝑊 (Φ, 𝑓−)=− 2𝑘

𝑘+𝜆
𝐴(𝜆), 𝑊 (Φ, 𝑓+)=

2𝑘

𝑘+𝜆
𝐵(𝜆).

Здесь

𝑊 (Φ, 𝑓±)= lim
𝑥→0

[︀
Φ1(𝑥, 𝜆)𝑓

±
2 (𝑥, 𝜆)−Φ2(𝑥, 𝜆)𝑓

±
1 (𝑥, 𝜆)

]︀
= 𝑓±2 (0, 𝜆)−𝑓±1 (0, 𝜆)= 𝑓±2 (𝜆)−𝑓±1 (𝜆),

т.е.
𝐴(𝜆)=−𝑘+𝜆

2𝑘

[︀
𝑓−2 (𝜆)−𝑓−1 (𝜆)

]︀
, 𝐵(𝜆)=−𝑘+𝜆

2𝑘

[︀
𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆)

]︀
.

Поэтому

Φ(𝑥, 𝜆)=−𝑘+𝜆
2𝑘

[︀
𝑓−2 (𝜆)−𝑓−1 (𝜆)

]︀
𝑓+(𝑥, 𝜆)− 𝑘+𝜆

2𝑘

[︀
𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆)

]︀
𝑓−(𝑥, 𝜆).

Отсюда имеем

− 2𝑘

𝑘+𝜆

Φ(𝑥, 𝜆)

𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆)
=𝑆(𝜆)𝑓+(𝑥, 𝜆)+𝑓−(𝑥, 𝜆),
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где

𝑆(𝜆)=
𝑓−2 (𝜆)−𝑓−1 (𝜆)

𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆)
=
𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆)

𝑓−2 (𝜆)−𝑓−1 (𝜆)
=

(︂
𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆)

𝑓−2 (𝜆)−𝑓−1 (𝜆)

)︂
=𝑆−1(𝜆).

Лемма доказана.
Функция

𝑆(𝜆)=
𝑓−2 (𝜆)−𝑓−1 (𝜆)

𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆)
(7)

называется функцией рассеяния задачи (1), (2).
Рассмотрим некоторые простейшие свойства функции 𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆).
Лемма 2. Функция 𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆) ̸=0 для всех 𝜆 при Im𝜆> 0.
Доказательство. Докажем это утверждение от противного. Допустим, что при неко-

тором 𝜆0, Im𝜆0 > 0, выполняется равенство 𝑓+1 (𝜆0)−𝑓+2 (𝜆0) = 0. Следовательно, функция
𝑓+(𝑥, 𝜆0)∈𝐿2

2(0,+∞) удовлетворяет уравнению (1) и граничному условию (2). Отсюда вы-
текает, что самосопряжённая задача (1), (2) имеет комплексное собственное значение 𝜆0, но
это невозможно. Полученное противоречие доказывает утверждение леммы.

Лемма 3. Для всех 𝜆 из интервалов (−∞,−𝑚)∪(𝑚,+∞) функция 𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆) отлична
от нуля.

Доказательство. При вещественном 𝜆, |𝜆|>𝑚, вронскиан двух решений уравнения (1)
не зависит от 𝑥 и 𝑊 (𝑓+, 𝑓−)=−2𝑘/(𝑘+𝜆). Пусть утверждение леммы неверно, т.е. существует
точка 𝜆0 ∈ (−∞,−𝑚)∪(𝑚,+∞) такая, что 𝑓+1 (𝜆0)−𝑓+2 (𝜆0)= 0.

Тогда

− 2𝑘

𝑘+𝜆0
=𝑊 (𝑓+, 𝑓−)= lim

𝑥→0

[︀
𝑓+1 (𝑥, 𝜆0)𝑓

−
2 (𝑥, 𝜆0)−𝑓+2 (𝑥, 𝜆0)𝑓

−
1 (𝑥, 𝜆0)

]︀
=

=

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑓+1 (𝜆0) 𝑓−1 (𝜆0)

𝑓+2 (𝜆0) 𝑓−2 (𝜆0)

⃒⃒⃒⃒
⃒=
⃒⃒⃒⃒
⃒𝑓+1 (𝜆0)−𝑓+2 (𝜆0) 𝑓−1 (𝜆0)−𝑓−2 (𝜆0)

𝑓+1 (𝜆0) 𝑓−1 (𝜆0)

⃒⃒⃒⃒
⃒ . (8)

Так как при 𝜆∈(−∞,−𝑚)∪(𝑚,+∞) 𝑓+1 (𝜆)=𝑓−2 (𝜆) и 𝑓+2 (𝜆)=𝑓−1 (𝜆), то 𝑓−1 (𝜆)−𝑓−2 (𝜆)=𝑓+2 (𝜆)−
−𝑓+1 (𝜆) = 𝑓+2 (𝜆)−𝑓+1 (𝜆). Отсюда и из 𝑓+1 (𝜆0)−𝑓+2 (𝜆0) = 0 следует, что 𝑓−1 (𝜆0)−𝑓−2 (𝜆0) = 0,
поэтому правая часть равенства (8) равна нулю, а левая отлична от нуля. Полученное
противоречие доказывает утверждение леммы.

Лемма 4. Оператор (1), (2) имеет только конечное число простых дискретных соб-
ственных значений из интервала (−𝑚,𝑚).

Доказательство. Из формулы (7) видно, что для того чтобы некоторое число 𝜆0 из
интервала (−𝑚,𝑚) было собственным значением задачи (1), (2), необходимо и достаточно,
чтобы выполнялось равенство 𝑓+1 (𝜆0)−𝑓+2 (𝜆0) = 0. Действительно, пусть при 𝜆0 ∈ (−𝑚,𝑚)
𝑓+1 (𝜆0)−𝑓+2 (𝜆0)=0, тогда 𝑓+1 (𝜆0)=𝑓

+
2 (𝜆0), и поэтому функция 𝑓+(𝑥, 𝜆0)∈𝐿2

2(0,+∞) является
решением системы уравнений (1) и удовлетворяет граничному условию (2), т.е. 𝑓+(𝑥, 𝜆0) —
собственная функция, соответствующая собственному значению 𝜆0 ∈ (−𝑚,𝑚).

Теперь предположим, что 𝜆0 ∈ (−𝑚,𝑚) — любое собственное значение задачи (1), (2),
тогда существует решение системы (1) 𝜙(𝑥, 𝜆0) ̸=0, принадлежащее пространству 𝐿2

2(0,+∞), и

𝜙1(0, 𝜆0)=𝜙2(0, 𝜆0).

Числа 𝜙1(0, 𝜆0), 𝜙2(0, 𝜆0) отличны от нуля, иначе в противном случае, в силу единственности
решения задачи Коши для системы (1), будет выполнено тождество 𝜙(𝑥, 𝜆0)≡ 0.
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Так как определитель Вронского решений 𝜙(𝑥, 𝜆0) и 𝑓+(𝑥, 𝜆0), принадлежащих 𝐿2
2(0,+∞),

не зависит от 𝑥, то существует последовательность {𝑥𝑛} такая, что

𝜙1(0, 𝜆0)
[︁
𝑓+2 (0, 𝜆0)−𝑓+1 (0, 𝜆0)

]︁
=𝑊 (𝜙, 𝑓+)=

= lim
𝑛→∞

[︁
𝜙1(𝑥𝑛, 𝜆0)𝑓

+
2 (𝑥𝑛, 𝜆0)−𝜙2(𝑥𝑛, 𝜆0)𝑓

+
1 (𝑥𝑛, 𝜆0)

]︁
=0.

Отсюда следует, что 𝑓+2 (0, 𝜆0)−𝑓+1 (0, 𝜆0)= 0.
Покажем, что корни уравнения 𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆)= 0 простые.
Условимся точками обозначать дифференцирование по 𝜆, а штрихами — по 𝑥:

𝑓+(𝑥, 𝜆)=
𝑑

𝑑𝜆
𝑓+(𝑥, 𝜆), 𝑓+

′
(𝑥, 𝜆)=

𝑑

𝑑𝑥
𝑓+(𝑥, 𝜆).

Продифференцировав систему уравнений

𝑓+
′

1 (𝑥, 𝜆)−𝑞(𝑥)𝑓+2 (𝑥, 𝜆)=−𝑖𝜆𝑓+1 (𝑥, 𝜆), 𝑓+
′

2 (𝑥, 𝜆)−𝑞(𝑥)𝑓+1 (𝑥, 𝜆)= 𝑖𝜆𝑓+2 (𝑥, 𝜆) (9)

по 𝜆, видим, что функция 𝑓+(𝑥, 𝜆) удовлетворяет системе уравнений

𝑓+
′

1 (𝑥, 𝜆)−𝑞(𝑥)𝑓+2 (𝑥, 𝜆)=−𝑖𝜆𝑓+1 (𝑥, 𝜆)− 𝑖𝑓+1 (𝑥, 𝜆),

𝑓+
′

2 (𝑥, 𝜆)−𝑞(𝑥)𝑓+1 (𝑥, 𝜆)= 𝑖𝜆𝑓+2 (𝑥, 𝜆)+ 𝑖𝑓+2 (𝑥, 𝜆). (10)

Первые уравнения систем (9) и (10) умножим соответственно на 𝑓+2 (𝑥, 𝜆) и 𝑓+2 (𝑥, 𝜆) и,
вычислив разность, получим

𝑓+
′

1 (𝑥, 𝜆)𝑓+2 (𝑥, 𝜆)−𝑓+′

1 (𝑥, 𝜆)𝑓+2 (𝑥, 𝜆)=

=−𝑖𝜆
[︀
𝑓+1 (𝑥, 𝜆)𝑓+2 (𝑥, 𝜆)−𝑓+1 (𝑥, 𝜆)𝑓+2 (𝑥, 𝜆)

]︀
+ 𝑖𝑓+1 (𝑥, 𝜆)𝑓+2 (𝑥, 𝜆). (11)

Вторые уравнения систем (9) и (10) умножим соответственно на 𝑓+1 (𝑥, 𝜆) и 𝑓+1 (𝑥, 𝜆) и,
вычислив разность, найдём

𝑓+
′

2 (𝑥, 𝜆)𝑓+1 (𝑥, 𝜆)−𝑓+′

2 (𝑥, 𝜆)𝑓+1 (𝑥, 𝜆)=

= 𝑖𝜆
[︀
𝑓+2 (𝑥, 𝜆)𝑓+1 (𝑥, 𝜆)−𝑓+2 (𝑥, 𝜆)𝑓+1 (𝑥, 𝜆)

]︀
− 𝑖𝑓+1 (𝑥, 𝜆)𝑓+2 (𝑥, 𝜆). (12)

Вычитая (11) из (12), получаем

𝑓+
′

2 (𝑥, 𝜆)𝑓+1 (𝑥, 𝜆)−𝑓+′

2 (𝑥, 𝜆)𝑓+1 (𝑥, 𝜆)−𝑓+′

1 (𝑥, 𝜆)𝑓+2 (𝑥, 𝜆)+𝑓+
′

1 (𝑥, 𝜆)𝑓+2 (𝑥, 𝜆)=

=−2𝑖𝑓+1 (𝑥, 𝜆)𝑓+2 (𝑥, 𝜆).

Это выражение можно записать как

𝑑

𝑑𝑥

[︀
𝑓+2 (𝑥, 𝜆)𝑓+1 (𝑥, 𝜆)−𝑓+2 (𝑥, 𝜆)𝑓+1 (𝑥, 𝜆)

]︀
=−𝑖𝑓+𝑇 (𝑥, 𝜆)𝜎1𝑓

+(𝑥, 𝜆),

а с помощью инволюции

𝑓+(𝑥, 𝜆)=−𝜆+𝑘
𝑖𝑚

𝜎1𝑓
+(𝑥, 𝜆)
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оно преобразуется к виду

(𝑓+2 (𝑥, 𝜆)𝑓+1 (𝑥, 𝜆)−𝑓+2 (𝑥, 𝜆)𝑓+1 (𝑥, 𝜆))
⃒⃒𝑏
𝑎
=− 𝑚

𝜆+𝑘

𝑏ˆ

𝑎

𝑓+
𝑇
(𝑥, 𝜆)𝑓+(𝑥, 𝜆) 𝑑𝑥.

Если 𝜆0 ∈ (−𝑚,𝑚) — нуль функции 𝑓+1 (𝜆)−𝑓+(𝜆), то 𝛾−1
0 = 𝑓+1 (𝜆0)= 𝑓+2 (𝜆0), и согласно

оценке (4) справедливы равенства

lim
𝑥→0

[︀
𝑓+2 (𝑥, 𝜆0)𝑓

+
1 (𝑥, 𝜆0)−𝑓+2 (𝑥, 𝜆0)𝑓

+
1 (𝑥, 𝜆0)

]︀
= 𝛾−1

0 (𝑓+1 (𝜆0)−𝑓+2 (𝜆0)),

lim
𝑥→+∞

[︀
𝑓+2 (𝑥, 𝜆0)𝑓

+
1 (𝑥, 𝜆0)−𝑓+2 (𝑥, 𝜆0)𝑓

+
1 (𝑥, 𝜆0)

]︀
=0,

из которых следует, что

𝑓+1 (𝜆0)−𝑓+2 (𝜆0)=
𝑚𝛾0
𝜆0+𝑘

+∞ˆ

0

𝑓+𝑇 (𝑥, 𝜆0)𝑓+(𝑥, 𝜆0) 𝑑𝑥=
𝑚𝛾0
𝜆0+𝑘

‖𝑓+(𝑥, 𝜆0)‖2.

Так как ‖𝑓+(𝑥, 𝜆0)‖> 0, то 𝑓+1 (𝜆0)−𝑓+2 (𝜆0) ̸=0 и простота нулей функции 𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆)
доказана.

Теперь докажем, что множество нулей функции 𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆) конечно. Для этого оценим
снизу расстояние между её соседними нулями.

Пусть 𝜆1 и 𝜆2 — какие-нибудь нули функции 𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆). Если функция 𝑓+(𝑥, 𝜆1)
удовлетворяет системе уравнений

𝑓+
′

1 (𝑥, 𝜆1)−𝑞(𝑥)𝑓+2 (𝑥, 𝜆1)=−𝑖𝜆1𝑓+1 (𝑥, 𝜆1),

𝑓+2 (𝑥, 𝜆1)−𝑞(𝑥)𝑓+1 (𝑥, 𝜆1)= 𝑖𝜆1𝑓
+
2 (𝑥, 𝜆1), (13)

то функция 𝑓+(𝑥, 𝜆2) удовлетворяет системе уравнений

(𝑓+1 (𝑥, 𝜆2))′−𝑞(𝑥)𝑓+2 (𝑥, 𝜆2)= 𝑖𝜆2𝑓
+
1 (𝑥, 𝜆2),

(𝑓+2 (𝑥, 𝜆2))′−𝑞(𝑥)𝑓+1 (𝑥, 𝜆2)=−𝑖𝜆2𝑓+2 (𝑥, 𝜆2). (14)

Первое уравнение системы (13) и второе уравнение системы (14) умножим соответственно
на 𝑓+1 (𝑥, 𝜆2) и 𝑓+2 (𝑥, 𝜆1) и, вычислив разность, получим

𝑓+
′

1 (𝑥, 𝜆1)𝑓
+
1 (𝑥, 𝜆2)−(𝑓+2 (𝑥, 𝜆2))′𝑓

+
2 (𝑥, 𝜆1)=−𝑖𝜆1𝑓+1 (𝑥, 𝜆1)𝑓

+
1 (𝑥, 𝜆2)+ 𝑖𝜆2𝑓

+
2 (𝑥, 𝜆2)𝑓

+
2 (𝑥, 𝜆1).

(15)
Второе уравнение системы (13) и первое уравнение системы (14) умножим соответственно
на 𝑓+2 (𝑥, 𝜆2) и 𝑓+1 (𝑥, 𝜆1) и, вычислив разность, получим

𝑓+
′

2 (𝑥, 𝜆1)𝑓
+
2 (𝑥, 𝜆2)−(𝑓+1 (𝑥, 𝜆2))′𝑓

+
1 (𝑥, 𝜆1)= 𝑖𝜆1𝑓

+
2 (𝑥, 𝜆1)𝑓

+
2 (𝑥, 𝜆2)− 𝑖𝜆2𝑓+1 (𝑥, 𝜆2)𝑓

+
1 (𝑥, 𝜆1). (16)

Вычитание (16) из (15) даёт

𝑑

𝑑𝑥

(︁
𝑓+1 (𝑥, 𝜆1)𝑓

+
1 (𝑥, 𝜆2)−𝑓+2 (𝑥, 𝜆1)𝑓

+
2 (𝑥, 𝜆2)

)︁
= 𝑖(𝜆2−𝜆1)𝑓+𝑇 (𝑥, 𝜆1)𝑓+(𝑥, 𝜆2),

𝑑

𝑑𝑥
𝑊
(︁
𝑓+(𝑥, 𝜆1), 𝜎1𝑓+(𝑥, 𝜆2)

)︁
= 𝑖(𝜆2−𝜆1)𝑓+𝑇 (𝑥, 𝜆1)𝑓+(𝑥, 𝜆2),

𝑊
(︁
𝑓+(𝑥, 𝜆1), 𝜎1𝑓+(𝑥, 𝜆2)

)︁⃒⃒⃒𝑏
𝑎
= 𝑖(𝜆2−𝜆1)

𝑏ˆ

𝑎

𝑓+𝑇 (𝑥, 𝜆1)𝑓+(𝑥, 𝜆2) 𝑑𝑥.
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При 𝑥= 0 имеем 𝑓+1 (𝜆1)−𝑓+2 (𝜆1) = 0 и 𝑓+1 (𝜆2)−𝑓+2 (𝜆2) = 0, следовательно, 𝑓+1 (𝜆1) = 𝑓+2 (𝜆1)

и 𝑓+1 (𝜆2)= 𝑓+2 (𝜆2), поэтому

lim
𝑥→0

𝑊
(︁
𝑓+(𝑥, 𝜆1), 𝜎1𝑓+(𝑥, 𝜆2)

)︁
=0.

Из оценки (4) следует, что

lim
𝑥→+∞

𝑊
(︁
𝑓+(𝑥, 𝜆1), 𝜎1𝑓+(𝑥, 𝜆2)

)︁
=0.

Таким образом,

𝑖(𝜆2−𝜆1)
+∞ˆ

0

𝑓+𝑇 (𝑥, 𝜆1)𝑓+(𝑥, 𝜆2) 𝑑𝑥=0. (17)

Обозначим через 𝛿 точную нижную границу расстояния между двумя соседними нулями
функции 𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆) и покажем, что 𝛿>0. Предполагая противное, мы смогли бы выделить
такие последовательности нулей {𝜆̃𝑘}, {𝜆𝑘} функции 𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆), что lim𝑘→∞(𝜆̃𝑘−𝜆𝑘)=0,
𝜆̃𝑘>𝜆𝑘⩾0 и max𝑘 𝜆̃𝑘<𝑀. Из оценки (4) следует, что при достаточно большом 𝐴 равномерно
относительно 𝑥∈ [𝐴,∞) и 𝜆∈ [0,∞) выполняется неравенство |𝑓+𝑇 (𝑥, 𝜆)|>𝑒−𝜆𝑥/2, так что

∞̂

𝐴

𝑓+𝑇 (𝑥, 𝜆̃𝑘)𝑓+(𝑥, 𝜆𝑘) 𝑑𝑥>
𝑒−𝐴(𝜆̃𝑘−𝜆𝑘)

4(𝜆̃𝑘−𝜆𝑘)
>
𝑒−2𝐴𝑀

8𝑀
. (18)

С другой стороны, из равенства (17) получаем

0=

∞̂

0

𝑓+𝑇 (𝑥, 𝜆̃𝑘)𝑓+(𝑥, 𝜆𝑘) 𝑑𝑥=

𝐴̂

0

𝑓+𝑇 (𝑥, 𝜆̃𝑘)
[︁
𝑓+(𝑥, 𝜆𝑘)−𝑓+(𝑥, 𝜆̃𝑘)

]︁
𝑑𝑥+

+

𝐴̂

0

𝑓+𝑇 (𝑥, 𝜆̃𝑘)𝑓+(𝑥, 𝜆̃𝑘) 𝑑𝑥+

∞̂

𝐴

𝑓+𝑇 (𝑥, 𝜆̃𝑘)𝑓+(𝑥, 𝜆𝑘) 𝑑𝑥

и, переходя к пределу при 𝑘→∞, находим

lim
𝑘→∞

∞̂

𝐴

𝑓+𝑇 (𝑥, 𝜆̃𝑘)𝑓+(𝑥, 𝜆𝑘) 𝑑𝑥⩽ 0, (19)

так как равномерно относительно 𝑥∈ [0, 𝐴] имеет место равенство

lim
𝑘→∞

[𝑓+(𝑥, 𝜆̃𝑘)−𝑓+(𝑥, 𝜆𝑘)] = 0.

Очевидно, что неравенства (18) и (19) приводят к противоречию, поэтому cделанное
предположение неверно, т.е. 𝛿 > 0, а функция 𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆) имеет конечное число нулей.
Лемма доказана.

Теорема 1. Если выполняется условие (3), то все числа 𝜆, такие что 𝜆 /∈ (−∞,−𝑚)∪
∪ (𝑚,+∞), 𝑓+1 (𝜆)− 𝑓+2 (𝜆) ̸= 0, принадлежат резольвентному множеству оператора 𝐷.
Резольвента 𝑅𝜆=(𝐷−𝜆𝐼)−1 является интегральным оператором вида

𝑅𝜆𝑔(𝑥)=

∞̂

0

𝑅(𝑥, 𝑦;𝜆)𝑔(𝑦) 𝑑𝑦

с ядром

𝑅(𝑥, 𝑦;𝜆)=

{︃
𝑅+(𝑥, 𝑦;𝜆), Im𝜆> 0,

𝑅−(𝑥, 𝑦;𝜆), Im𝜆< 0,
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где

𝑅±(𝑥, 𝑦;𝜆)=
−𝑖

𝑓±1 (𝜆)−𝑓±2 (𝜆)

{︃
𝑓±(𝑥, 𝜆)(𝜎1Φ(𝑦, 𝜆))

𝑇 , 𝑦 <𝑥,

Φ(𝑥, 𝜆)(𝜎1𝑓
±(𝑦, 𝜆))𝑇 , 𝑦 >𝑥.

Доказательство. Пусть Im𝜆 > 0 и резольвента 𝑅𝜆 существует, и пусть 𝑔(𝑥) входит
в область определения 𝑅𝜆. Положим 𝑅𝜆𝑔= 𝑦, тогда

𝐷𝑦−𝜆𝑦= 𝑔(𝑥). (20)

Равенство (20) означает, что 𝑦 является решением уравнения

𝑑𝑦−𝜆𝑦= 𝑔(𝑥), (21)

принадлежащим 𝐿2
2(0,+∞) и удовлетворяющим условию (2). Так как Φ(𝑥, 𝜆) и 𝑓+(𝑥, 𝜆) —

решения соответствующего однородного уравнения 𝑑𝑦−𝜆𝑦=0, то его общее решение будет
следующим:

𝑦= 𝑐1Φ(𝑥, 𝜆)+𝑐2𝑓
+(𝑥, 𝜆),

где 𝑐1 и 𝑐2 — произвольные постоянные.
Будем искать общее решение уравнения (21) в виде

𝑦= 𝑐1(𝑥)Φ(𝑥, 𝜆)+𝑐2(𝑥)𝑓
+(𝑥, 𝜆), (22)

где 𝑐1(𝑥) и 𝑐2(𝑥) — неизвестные функции.
Применяя метод вариации произвольных постоянных, найдём

𝑖𝜎3𝑐
′
1(𝑥)Φ(𝑥, 𝜆)+ 𝑖𝜎3𝑐

′
2(𝑥)𝑓

+(𝑥, 𝜆)= 𝑔(𝑥). (23)

Так как

𝜎−1
3 =

(︃
1 0

0 −1

)︃
=𝜎3,

то, умножив обе части равенства (23) на −𝑖𝜎3, получим

𝑐′1(𝑥)Φ(𝑥, 𝜆)+𝑐
′
2(𝑥)𝑓

+(𝑥, 𝜆)=−𝑖𝜎3𝑔(𝑥).

Найдём коэффициенты 𝑐1(𝑥) и 𝑐2(𝑥). Используя формулу для вронскиана 𝑊 (𝑦, 𝑧), можем
записать

𝑊 (−𝑖𝜎3𝑔, 𝑓+)=𝑊 (𝑐′1(𝑥)Φ(𝑥, 𝜆)+𝑐
′
2(𝑥)𝑓

+(𝑥, 𝜆), 𝑓+(𝑥, 𝜆))= 𝑐′1(𝑥)𝑊 (Φ, 𝑓+),

𝑐′1(𝑥)=
𝑊 (−𝑖𝜎3𝑔, 𝑓+)
𝑊 (Φ, 𝑓+)

=
−𝑖

𝑓+2 (𝜆)−𝑓+1 (𝜆)
𝑊 (𝜎3𝑔, 𝑓

+). (24)

Проинтегрировав обе части равенства (24) в пределах от 𝑥 до +∞ и воспользовавшись
условием при 𝑥→+∞, 𝑐1→ 0, находим

𝑐1(𝑥)=
𝑖

𝑓+2 (𝜆)−𝑓+1 (𝜆)

+∞ˆ

𝑥

𝑊 (𝜎3𝑔, 𝑓
+)(𝑦) 𝑑𝑦, (25)

а при 𝑥→ 0, 𝑐2→ 0 получаем

𝑐2(𝑥)=
−𝑖

𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆)

𝑥ˆ

0

𝑊 (𝜎3𝑔,Φ)(𝑦) 𝑑𝑦. (26)
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Подставив соответственно в (25) и (26) выражения для вронскиана

𝑊 (𝜎3𝑔, 𝑓
+)=𝑊

(︃(︃
𝑔1

−𝑔2

)︃
,

(︃
𝑓+1
𝑓+2

)︃)︃
= 𝑔1𝑓

+
2 +𝑔2𝑓

+
1 =(𝜎1𝑓

+(𝑥, 𝜆))𝑇 𝑔(𝑥),

𝑊 (𝜎3𝑔,Φ)= (𝜎1Φ(𝑥, 𝜆))
𝑇 𝑔(𝑥),

получим

𝑐1(𝑥)=
−𝑖

𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆)

+∞ˆ

𝑥

(𝜎1𝑓
+(𝑦, 𝜆))𝑇 𝑔(𝑦) 𝑑𝑦,

𝑐2(𝑥)=
−𝑖

𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆)

𝑥ˆ

0

(𝜎1Φ(𝑦, 𝜆))
𝑇 𝑔(𝑦) 𝑑𝑦. (27)

Подстановка в (22) выражений для 𝑐1(𝑥) и 𝑐2(𝑥) из (27) даёт

𝑦(𝑥)=
−𝑖

𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆)

𝑥ˆ

0

𝑓+(𝑥, 𝜆)(𝜎1Φ(𝑦, 𝜆))
𝑇 𝑔(𝑦) 𝑑𝑦+

+
−𝑖

𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆)

+∞ˆ

𝑥

Φ(𝑥, 𝜆)(𝜎1𝑓
+(𝑦, 𝜆))𝑇 𝑔(𝑦) 𝑑𝑦. (28)

Положим

𝑅+(𝑥, 𝑦;𝜆)=
−𝑖

𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆)

{︃
𝑓+(𝑥, 𝜆)(𝜎1Φ(𝑦, 𝜆))

𝑇 , 𝑦 <𝑥,

Φ(𝑥, 𝜆)(𝜎1𝑓
+(𝑦, 𝜆))𝑇 , 𝑦 >𝑥,

Im𝜆> 0,

тогда формула (28) принимает вид

𝑅𝜆𝑔(𝑥)= 𝑦(𝑥)=

+∞ˆ

0

𝑅+(𝑥, 𝑦;𝜆)𝑔(𝑦) 𝑑𝑦.

Для Im𝜆< 0 аналогично получим

𝑅𝜆𝑔(𝑥)= 𝑦(𝑥)=

+∞ˆ

0

𝑅−(𝑥, 𝑦;𝜆)𝑔(𝑦) 𝑑𝑦,

где

𝑅−(𝑥, 𝑦;𝜆)=
−𝑖

𝑓−1 (𝜆)−𝑓−2 (𝜆)

⎧⎨⎩𝑓
−(𝑥, 𝜆)(𝜎1Φ(𝑦, 𝜆))

𝑇 , 𝑦 <𝑥,

Φ(𝑥, 𝜆)(𝜎1𝑓
−(𝑦, 𝜆))𝑇 , 𝑦 >𝑥,

Im𝜆< 0,

т.е. резольвента 𝑅𝜆 есть интегральный оператор с ядром

𝑅(𝑥, 𝑦;𝜆)=

⎧⎨⎩𝑅
+(𝑥, 𝑦;𝜆), Im𝜆> 0,

𝑅−(𝑥, 𝑦;𝜆), Im𝜆< 0.

Теорема доказана.
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3. ТЕОРЕМА РАЗЛОЖЕНИЯ ПО СОБСТВЕННЫМ ФУНКЦИЯМ

Теорема 2. Если коэффициент 𝑞(𝑥) дифференциального оператора 𝐷 удовлетворяет
условию (3), то каждая вектор-функция 𝑔(𝑥)∈𝐿2

2(0,+∞) имеет следующее разложение:

𝑔(𝑥)=
1

𝜋

ˆ

|𝜆|>𝑚

−𝑘
(𝑘+𝜆)(𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆))(𝑓−1 (𝜆)−𝑓−2 (𝜆))

Φ(𝑥, 𝜆)Φ𝑇 (𝜆) 𝑑𝜆+

+
𝑛∑︁

𝑗=1

−𝑖
(𝑓+1 (𝜆𝑗)−𝑓+2 (𝜆𝑗))𝛾𝑗

Φ(𝑥, 𝜆𝑗)Φ
𝑇 (𝜆𝑗),

где

Φ𝑇 (𝜆)=

+∞ˆ

0

(𝜎1Φ(𝑥, 𝜆))
𝑇 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥.

Рис. 2. Контур интегрирования.

Доказательство. Сначала докажем теорему разложения для гладких финитных веще-
ственных вектор-функций 𝑔(𝑥), т.е. на плотном в 𝐿2

2(0,+∞) множестве. Интегрируя, как
обычно, 𝑅𝜆𝑔 по контуру (рис. 2), получаем

𝑔(𝑥)=
1

𝜋

ˆ

𝑅,𝜂

Im𝑅𝜆𝑔 𝑑𝜆+

𝑛∑︁
𝑗=1

Res
𝜆=𝜆𝑗

𝑅𝜆𝑔. (29)

Преобразуем формулу (29). Введём обозначение

Φ𝑇 (𝜆)=

+∞ˆ

0

(𝜎1Φ(𝑥, 𝜆))
𝑇 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥.

Тогда

2𝑖 Im𝑅𝜆𝑔=

+∞ˆ

0

[𝑅+(𝑥, 𝑦;𝜆+ 𝑖0)−𝑅−(𝑥, 𝑦;𝜆− 𝑖0)]𝑔(𝑦) 𝑑𝑦=

=−𝑖
𝑥ˆ

0

(𝑓−1 (𝜆)−𝑓−2 (𝜆))𝑓+(𝑥, 𝜆)−(𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆))𝑓−(𝑥, 𝜆)

(𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆))(𝑓−1 (𝜆)−𝑓−2 (𝜆))
(𝜎1Φ(𝑦, 𝜆))

𝑇 𝑔(𝑦) 𝑑𝑦−

− 𝑖
+∞ˆ

𝑥

Φ(𝑥, 𝜆)
(𝑓−1 (𝜆)−𝑓−2 (𝜆))(𝜎1𝑓

+(𝑦, 𝜆))𝑇 −(𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆))(𝜎1𝑓
+(𝑦, 𝜆))

(𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆))(𝑓−1 (𝜆)−𝑓−2 (𝜆))

𝑇

𝑔(𝑦) 𝑑𝑦=

=
−2𝑖𝑘

(𝑘+𝜆)(𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆))(𝑓−1 (𝜆)−𝑓−2 (𝜆))
Φ(𝑥, 𝜆)

+∞ˆ

0

(𝜎1Φ(𝑦, 𝜆))
𝑇 𝑔(𝑦) 𝑑𝑦=

=
−2𝑖𝑘

(𝑘+𝜆)(𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆))(𝑓−1 (𝜆)−𝑓−2 (𝜆))
Φ(𝑥, 𝜆)Φ𝑇 (𝜆). (30)

Для собственных значений 𝜆𝑗 ∈ (−𝑚,𝑚), 𝑗=1, 𝑛, выполняется равенство 𝑓+1 (𝜆𝑗)−𝑓+2 (𝜆𝑗)=0.
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Функции Φ(𝑥, 𝜆𝑗) и 𝑓+(𝑥, 𝜆𝑗) линейно зависимы, т.е. Φ(𝑥, 𝜆𝑗) = 𝛾𝑗𝑓
+(𝑥, 𝜆𝑗). Применяя

известные формулы для нахождения вычетов, определяем вычеты вектор-функции 𝑅𝜆𝑔
в точках 𝜆𝑗 (𝑗=1, 𝑛):

Res
𝜆=𝜆𝑗

𝑅𝜆𝑔= Res
𝜆=𝜆𝑗

+∞ˆ

0

𝑅+(𝑥, 𝑦;𝜆)𝑔(𝑦) 𝑑𝑦=

= Res
𝜆=𝜆𝑗

(︂
−𝑖

𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆)

𝑥ˆ

0

𝑓+(𝑥, 𝜆)(𝜎1Φ(𝑦, 𝜆))
𝑇 𝑔(𝑦) 𝑑𝑦+

+
−𝑖

𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆)

+∞ˆ

𝑥

Φ(𝑥, 𝜆)(𝜎1𝑓
+(𝑦, 𝜆))𝑇 𝑔(𝑦) 𝑑𝑦

)︂
=

=
−𝑖

𝑓+1 (𝜆𝑗)−𝑓+2 (𝜆𝑗)

𝑥ˆ

0

𝑓+(𝑥, 𝜆𝑗)(𝜎1Φ(𝑦, 𝜆𝑗))
𝑇 𝑔(𝑦) 𝑑𝑦+

+
−𝑖

𝑓+1 (𝜆𝑗)−𝑓+2 (𝜆𝑗)

+∞ˆ

𝑥

Φ(𝑥, 𝜆𝑗)(𝜎1𝑓
+(𝑦, 𝜆𝑗))

𝑇 𝑔(𝑦) 𝑑𝑦=

=
−𝑖

(𝑓+1 (𝜆𝑗)−𝑓+2 (𝜆𝑗))𝛾𝑗
Φ(𝑥, 𝜆𝑗)Φ

𝑇 (𝜆𝑗). (31)

Подставив (30) и (31) в (29), получим выражение

𝑔(𝑥)=
1

𝜋

ˆ

|𝜆|>𝑚

−𝑘
(𝑘+𝜆)(𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆))(𝑓−1 (𝜆)−𝑓−2 (𝜆))

Φ(𝑥, 𝜆)Φ𝑇 (𝜆) 𝑑𝜆+

+
𝑛∑︁

𝑗=1

−𝑖
(𝑓+1 (𝜆𝑗)−𝑓+2 (𝜆𝑗))𝛾𝑗

Φ(𝑥, 𝜆𝑗)Φ
𝑇 (𝜆𝑗). (32)

Интеграл в (32) сходится в пространстве 𝐿2
2(0,+∞). Обобщение на случай комплексных

𝑔 получается линейной комбинацией разложения (32) для Re 𝑔 и Im 𝑔.
Умножим теперь (32) на 𝑔𝑇 и проинтегрируем полученное соотношение по переменной 𝑥.

В результате имеем равенство Парсеваля для оператора 𝐷 в виде

‖𝑔‖2= 1

𝜋

ˆ

|𝜆|>𝑚

−𝑘
(𝑘+𝜆)(𝑓+1 (𝜆)−𝑓+2 (𝜆))(𝑓−1 (𝜆)−𝑓−2 (𝜆))

Φ(𝜆)Φ𝑇 (𝜆) 𝑑𝜆+

+

𝑛∑︁
𝑗=1

−𝑖
(𝑓+1 (𝜆𝑗)−𝑓+2 (𝜆𝑗))𝛾𝑗

Φ(𝜆𝑗)Φ
𝑇 (𝜆𝑗),

где

Φ(𝜆)=

+∞ˆ

0

𝑔𝑇 (𝑥)Φ(𝑥, 𝜆)𝑑𝑥.

Равенство Парсеваля по непрерывности распространяется на всё пространство. Используя
этот факт, замкнём (32) на всём пространстве 𝐿2

2(0,+∞). Теорема доказана.
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главной положительно однородной части системы уравнений. В условиях априорной
оценки, применяя и развивая методы вычисления вращения векторных полей, доказана
теорема о разрешимости периодической задачи, в которой обобщены полученные ранее
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим периодическую задачу

𝑥′′(𝑡)=𝑃 (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡))+𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡)), 𝑡∈ (0, 1), 𝑥(𝑡)∈R𝑛, (1)

𝑥(0)=𝑥(1), 𝑥′(0)=𝑥′(1). (2)

Здесь R𝑛 — евклидово пространство 𝑛-мерных векторов (𝑛⩾2) с вещественными координатами,
отображения 𝑃, 𝑓 : R2𝑛+1 ↦→R𝑛 заданы, непрерывны и удовлетворяют следующим условиям:

1) отображение 𝑃 (𝑡, 𝑦1, 𝑦2) по 𝑦1, 𝑦2 положительно однородно порядка 𝑚> 1:

𝑃 (𝑡, 𝜆𝑦1, 𝜆𝑦2)≡𝜆𝑚𝑃 (𝑡, 𝑦1, 𝑦2), 𝜆> 0;

2) порядок роста |𝑓(𝑡, 𝑦1, 𝑦2)| при больши́х значениях |𝑦1|+ |𝑦2| ограничен условием

lim
|𝑦1|+|𝑦2|→∞

(|𝑦1|+ |𝑦2|)−𝑚 sup
𝑡∈R

|𝑓(𝑡, 𝑦1, 𝑦2)|=0;

3) отображения 𝑃 (𝑡, 𝑦1, 𝑦2), 𝑓(𝑡, 𝑦1, 𝑦2) периодичны по 𝑡 с периодом, равным единице, т.е.

𝑃 (𝑡+1, 𝑦1, 𝑦2)≡𝑃 (𝑡, 𝑦1, 𝑦2), 𝑓(𝑡+1, 𝑦1, 𝑦2)≡ 𝑓(𝑡, 𝑦1, 𝑦2).

Учитывая условия 1) и 2), отображение 𝑃 называем главной положительно однородной
частью, а отображение 𝑓 — возмущением.

Решением задачи (1), (2) называем вектор-функцию 𝑥∈𝐶2([0, 1];R𝑛), удовлетворяющую
уравнениям системы (1) и условиям (2). Такое решение можно периодически продолжить
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на R, тогда 𝑥∈𝐶2(R;R𝑛) и при всех 𝑡∈R удовлетворяет уравнениям системы (1) и условию
периодичности 𝑥(𝑡+1)≡𝑥(𝑡).

Если 𝑥(𝑡) является решением задачи (1), (2), то пара функций (𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡)) будет нулём
вполне непрерывного векторного поля

Φ(𝑥, 𝑦) :=

(︂
𝑥(𝑡)−𝑥(1)−

𝑡ˆ

0

𝑦(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑦(𝑡)−𝑦(1)−
𝑡ˆ

0

(︀
𝑃 (𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠))+𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠))

)︀
𝑑𝑠

)︂
, (3)

определённого в банаховом пространстве 𝐸 :=𝐶([0, 1];R𝑛)×𝐶([0, 1];R𝑛) с нормой ‖(𝑥, 𝑦)‖𝐸 :=
:= ‖𝑥‖𝐶 +‖𝑦‖𝐶 , где ‖𝑥‖𝐶 =max{|𝑥(𝑡)| : 𝑡 ∈ [0, 1]}. И обратно, если пара (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸 является
нулём векторного поля Φ, то 𝑥′ = 𝑦 и 𝑥 будет решением задачи (1), (2). Таким образом,
разрешимость задачи (1), (2) сводится к нахождению нулей векторного поля Φ.

В настоящей работе задача (1), (2) исследуется в два этапа. На первом этапе выясня-
ется, при каких условиях на отображение 𝑃 для решений задачи (1), (2) имеет место так
называемая априорная оценка

‖𝑥‖𝐶+‖𝑥′‖𝐶 <𝑀, (4)

где положительное число 𝑀 не зависит от 𝑥(𝑡). Если имеет место априорная оценка (4),
то вполне непрерывное векторное поле Φ не обращается в нуль на сфере ‖(𝑥, 𝑦)‖𝐸 = 𝑟 при
𝑟 ⩾𝑀 . Поэтому, согласно теории вполне непрерывных векторных полей [1, с. 135], опре-
делено вращение 𝛾∞(Φ) векторного поля Φ на бесконечности, равное вращению (степени
отображения) Φ на сфере ‖(𝑥, 𝑦)‖𝐸 = 𝑟 при 𝑟⩾𝑀 . На втором этапе, применяя и развивая
методы вычисления вращения векторных полей, вычисляется 𝛾∞(Φ) через числовую харак-
теристику отображения 𝑃 . Если 𝛾∞(Φ) ̸=0, то согласно принципу ненулевого вращения [1,
с. 138] существует нуль векторного поля Φ, этим самым доказывается разрешимость задачи
(1), (2). Эта задача по изложенной выше схеме исследована в статьях [2–4]: в [2] при 𝑛=1;
в [3] при 𝑛⩾ 2, когда множество нулей отображения 𝑃 состоит из одной поверхности; в [4]
при 𝑛=2 в одном частном примере, когда множество нулей отображения 𝑃 состоит из двух
поверхностей. Ниже обобщены результаты перечисленных работ в предположении, что 𝑛⩾2
и множество нулей отображения 𝑃 состоит из конечного числа поверхностей. При этом
использована оценка вида

|𝑥′(𝑡)|⩽𝑀0(1+ |𝑥(𝑡)|), 𝑡∈ [0, 1], (5)

которая доказана в [5] для решений задачи (1), (2), здесь 𝑀0 > 0 и не зависит от 𝑥(𝑡).
Данная оценка также представляет интерес с точки зрения априорной оценки решений
обыкновенных дифференциальных уравнений, рассмотренной в работе [6].

Вопрос существования периодических решений для систем нелинейных обыкновенных
дифференциальных уравнений исследован в многочисленных работах других авторов. От-
метим статьи [7, 8], где применяются идеи и методы, близкие к настоящей работе. Например,
в работе [8] получены достаточные условия, которым должна удовлетворять асимптотиче-
ски устойчивая в целом автономная система дифференциальных уравнений, заданная в R𝑛,
чтобы при любом 𝜔-периодическом её возмущении она имела 𝜔-периодическое решение.

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Предположим, что наряду с условиями 1)–3) выполнены также следующие условия:
4) при любых фиксированных 𝑡0 ∈ [0, 1], 𝑥0 ∈R𝑛 автономная система

𝑦′(𝑡)=𝑃 (𝑡0, 𝑥0, 𝑦(𝑡)), 𝑦(𝑡)∈R𝑛, (6)

не имеет нестационарных ограниченных траекторий;
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5) множество нулей {(𝑡, 𝑦1, 𝑦2): 𝑃 (𝑡, 𝑦1, 𝑦2) = 0} отображения 𝑃 состоит из 𝑞 поверхно-
стей вида {(𝑡, 𝑦1, 𝑦2): 𝑦2 =𝐵𝑗(𝑡, 𝑦1)}, 𝑗 = 1, 𝑞, где отображения 𝐵𝑗(𝑡, 𝑥) : R1+𝑛 ↦→R𝑛, 𝑗 = 1, 𝑞,
непрерывны, периодичны по 𝑡 с периодом, равным единице, и удовлетворяют условиям:

а) 𝐵𝑗(𝑡, 𝜆𝑦1)≡𝜆𝐵𝑗(𝑡, 𝑦1) при любых 𝜆> 0, 𝑗=1, 𝑞;
б) 𝐵𝑗(𝑡, 𝑦1) ̸=𝐵𝑘(𝑡, 𝑦1) при любых 𝑡∈R, 𝑦1 ∈R𝑛 ∖{0}, 𝑗 ̸= 𝑘;
в) каждая из систем уравнений 𝑥′(𝑡) =𝐵𝑗(𝑡, 𝑥(𝑡)), 𝑗 =1, 𝑞, не имеет ненулевых периоди-

ческих решений с единичным периодом.
Справедлива следующая
Теорема 1. Пусть выполнены условия 1)–5). Тогда для решений задачи (1), (2) имеет

место априорная оценка (4).
Теорема 1 доказана в работе [2] при 𝑛=1, в работе [3] при 𝑛⩾ 2, 𝑞=1, а в работе [4]

при 𝑛=2, 𝑞=2 в одном частном примере.
Из теоремы 1 следует, что при выполнении условий 1)–5) для вполне непрерывного

векторного поля Φ, заданного формулой (3), определено его вращение 𝛾∞(Φ) на бесконеч-
ности. Если 𝛾∞(Φ) ̸= 0, то согласно принципу ненулевого вращения [1, с. 138] существует
нуль векторного поля Φ, этим самым доказывается разрешимость задачи (1), (2). Вычислим
𝛾∞(Φ) через числовую характеристику отображения 𝑃 . Основная идея вычисления состо-
ит в том, что на сфере ‖(𝑥, 𝑦)‖𝐸 = 𝑟 большого радиуса 𝑟 векторное поле Φ гомотопируется
к конечномерному векторному полю, определяемому отображением 𝑃 . Для построения такой
гомотопии требуется, кроме условий 1)–5), выполнение следующих условий:

6) отображение 𝑃 не зависит от 𝑡, т.е. 𝑃 (𝑡, 𝑦1, 𝑦2)≡𝑄(𝑦1, 𝑦2), в этом случае отображе-
ния 𝐵𝑗 , 𝑗=1, 𝑞, также не зависят от 𝑡;

7) при любом 𝑦1∈R𝑛∖{0} имеет место неравенство 𝑄(𝑦1, 0) ̸=0, что следует из условий 5);
8) при любом 𝜇∈ (0, 1] каждая из систем уравнений 𝑥′(𝑡) = 𝜇𝐵𝑗(𝑥(𝑡)), 𝑗 =1, 𝑞, не имеет

ненулевых периодических решений с единичным периодом;
9) отлично от нуля вращение 𝛾(𝑄(·, 0)) конечномерного векторного поля 𝑄(𝑦1, 0) на сфере

|𝑦1|=1 пространства R𝑛.
Верна следующая
Теорема 2. Если выполнены условия 1)–9), то существует хотя бы одно решение

задачи (1), (2).
В утверждении теоремы 2 фактически доказано равенство 𝛾∞(Φ) = 𝛾(𝑄(·, 0)). Отсюда,

в силу условия 9) и принципа ненулевого вращения [1, с. 138], вытекает разрешимость
задачи (1), (2). Теорема 2 в частных случаях доказана в работах [2–4].

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1

Предположим, что оценка (4) не верна. Тогда существует последовательность решений
𝑥𝑘(𝑡), 𝑘∈N, задачи (1), (2) такая, что

𝑟𝑘 := ‖𝑥𝑘‖𝐶+‖𝑥′𝑘‖𝐶 →∞, 𝑘→∞.

Рассмотрим вектор-функции 𝑦𝑘(𝑡)= 𝑟−1
𝑘 𝑥𝑘(𝑡), 𝑘∈N. Для них имеем

𝑟1−𝑚
𝑘 𝑦′′𝑘(𝑡)=𝑃 (𝑡, 𝑦𝑘(𝑡), 𝑦

′
𝑘(𝑡))+𝑟

−𝑚
𝑘 𝑓(𝑡, 𝑟𝑘𝑦𝑘(𝑡), 𝑟𝑘𝑦

′
𝑘(𝑡)), 𝑡∈ (0, 1),

𝑦𝑘(0)= 𝑦𝑘(1), 𝑦′𝑘(0)= 𝑦′𝑘(1), ‖𝑦𝑘‖𝐶+‖𝑦′𝑘‖𝐶 =1.

В силу условия 2) имеет место предел

𝑟−𝑚
𝑘 max

0⩽𝑡⩽1
|𝑓(𝑡, 𝑟𝑘𝑦𝑘(𝑡), 𝑟𝑘𝑦′𝑘(𝑡))|→ 0, 𝑘→∞.
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Без ограничения общности можно считать, что ‖𝑦𝑘−𝑦0‖𝐶 →0, 𝑘→∞. Вектор-функции 𝑦0(𝑡),
𝑦𝑘(𝑡), 𝑘∈N, можно считать периодически продолженными на всю числовую ось R. Отсюда
заключаем, что

𝑟1−𝑚
𝑘 𝑦′′𝑘(𝑡)=𝑃 (𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑦

′
𝑘(𝑡))+𝑜(1), 𝑡∈R,

‖𝑦0‖𝐶+‖𝑦′𝑘‖𝐶 → 1, 𝑘→∞.

Покажем, что
𝑦0(𝑡) ̸=0, 𝑡∈R. (7)

Прежде всего проверим, что 𝑦0(𝑡) ̸≡0. Действительно, если 𝑦0(𝑡)≡0, то ‖𝑦′𝑘‖𝐶 = |𝑦′𝑘(𝜏𝑘)|→1
при 𝑘→∞ и для вектор-функций 𝑧𝑘(𝑡)=𝑦′𝑘(𝜏𝑘+𝑟

1−𝑚
𝑘 𝑡), 𝑘∈N, имеем |𝑧𝑘(𝑡)|⩽1, 𝑡∈R, |𝑧𝑘(0)|→1

при 𝑘→∞,
𝑧′𝑘(𝑡)=𝑃 (𝜏𝑘+𝑟

1−𝑚
𝑘 𝑡, 0, 𝑧𝑘(𝑡))+𝑜(1), 𝑡∈R.

Переходя к пределу, получаем ненулевое ограниченное решение системы уравнений 𝑧′(𝑡) =
=𝑃 (𝜏0, 0, 𝑧(𝑡)), что противоречит условию 4). Следовательно, 𝑦0(𝑡) ̸≡ 0.

Пусть (𝛼, 𝛽) — наибольший интервал, где 𝑦0(𝑡) не обращается в нуль. Из оценки (5)
следует, что на произвольном отрезке [𝑎, 𝑏]⊂ (𝛼, 𝛽) имеет место неравенство

lim sup
𝑘→∞

max
𝑎⩽𝑡⩽𝑏

|𝑦′𝑘(𝑡)|
|𝑦𝑘(𝑡)|

⩽𝑀0.

Учитывая его и равенства

ln
|𝑦𝑘(𝑏)|
|𝑦𝑘(𝑎)|

=

𝑏ˆ

𝑎

(ln |𝑦𝑘(𝑡)|)′𝑑𝑡=
𝑏ˆ

𝑎

⟨
𝑦′𝑘(𝑡)

|𝑦𝑘(𝑡)|
,
𝑦𝑘(𝑡)

|𝑦𝑘(𝑡)|

⟩
𝑑𝑡,

где ⟨·, ·⟩ — евклидовое скалярное произведение в R𝑛, оценим при больших 𝑘 выражение⃒⃒⃒⃒
ln

|𝑦𝑘(𝑏)|
|𝑦𝑘(𝑎)|

⃒⃒⃒⃒
< (𝑀0+1)(𝑏−𝑎).

Переходя здесь к пределу, получаем соотношения

−(𝑀0+1)(𝑏−𝑎)⩽ ln
|𝑦0(𝑏)|
|𝑦0(𝑎)|

⩽ (𝑀0+1)(𝑏−𝑎).

Если 𝛼 конечно, то в неравенстве справа, устремляя 𝑎 к 𝛼, будем иметь 𝑦0(𝛼) ̸= 0, что
противоречит выбору 𝛼. Значит, 𝛼=−∞. Аналогичным образом из неравенства слева следует,
что 𝛽=+∞. Таким образом, свойство (7) верно.

Проверим, что
lim
𝑘→∞

𝑃 (𝑡, 𝑦0(𝑡), 𝑦
′
𝑘(𝑡))= 0, 𝑡∈R. (8)

Если это не так, то можно считать, что при некотором 𝑡0 ∈R существует ненулевой предел

lim
𝑘→∞

𝑃 (𝑡0, 𝑦0(𝑡0), 𝑦
′
𝑘(𝑡0))= 𝑣0, 𝑣0 ̸=0.

Для вектор-функций 𝑦𝑘(𝑡)= 𝑦′𝑘(𝑡0+𝑟
1−𝑚
𝑘 𝑡), 𝑘∈N, имеем

|𝑦𝑘(𝑡)|⩽ 1, 𝑡∈R,

𝑦′𝑘(𝑡)=𝑃 (𝑡0+𝑟
1−𝑚
𝑘 𝑡, 𝑦0(𝑡0+𝑟

1−𝑚
𝑘 𝑡), 𝑦𝑘(𝑡))+𝑜(1), 𝑡∈R,

lim
𝑘→∞

𝑃 (𝑡0, 𝑦0(𝑡0), 𝑦𝑘(0))= 𝑣0, 𝑣0 ̸=0.
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Переходя к пределу, получаем нестационарное ограниченное решение автономной системы
(6) при фиксированных 𝑡0, 𝑥0= 𝑦0(𝑡0), что противоречит условию 4).

Возьмём произвольную точку 𝜏 ∈R. Учитывая (8) и условие 5), без ограничения общности
можно считать, что

lim
𝑘→∞

𝑦′𝑘(𝜏)=𝐵1(𝜏, 𝑦0(𝜏)).

Покажем, что существует такое число 𝛿 > 0, что для любых 𝑡∈ (𝜏−𝛿, 𝜏+𝛿)

lim
𝑘→∞

𝑦′𝑘(𝑡)=𝐵1(𝑡, 𝑦0(𝑡)). (9)

Тогда в силу произвольности 𝜏 ∈R имеем

lim
𝑘→∞

𝑦′𝑘(𝑡)=𝐵1(𝑡, 𝑦0(𝑡)), 𝑡∈R.

Отсюда, переходя к пределу в равенстве

𝑦𝑘(𝑡)= 𝑦𝑘(0)+
ˆ 𝑡

0
𝑦′𝑘(𝑠)𝑑𝑠, 𝑡∈R,

получаем, что 𝑦0(𝑡) является ненулевым периодическим решением системы уравнений 𝑥′(𝑡)=
=𝐵1(𝑡, 𝑥(𝑡)) с периодом, равным единице. А это противоречит условию 5в).

Для доказательства (9) заметим, что из 𝑦0(𝜏) ̸=0 и условия 5б) вытекает, что

𝑑 := min
𝑗1 ̸=𝑗2

⃒⃒
𝐵𝑗1(𝜏, 𝑦0(𝜏))−𝐵𝑗2(𝜏, 𝑦0(𝜏))

⃒⃒
> 0.

Выберем число 𝛿 > 0 так, чтобы из условий

𝑠1, 𝑠2 ∈ (𝜏−𝛿, 𝜏+𝛿), |𝑢1−𝑦0(𝜏)|<𝛿, |𝑢2−𝑦0(𝜏)|<𝛿

следовало неравенство

min
𝑗1 ̸=𝑗2

⃒⃒
𝐵𝑗1(𝑠1, 𝑢1)−𝐵𝑗2(𝑠2, 𝑢2)

⃒⃒
>
𝑑

2
.

Предположим, что при некоторых 𝑡0 ∈ (𝜏−𝛿, 𝜏+𝛿) и 𝑗0 ̸=1 имеет место предел

lim
𝑘→∞

𝑦′𝑘(𝑡0)=𝐵𝑗0(𝑡0, 𝑦0(𝑡0)).

Тогда при больши́х 𝑘 существует 𝑡𝑘 между 𝜏 и 𝑡0 такое, что⃒⃒
𝑦′𝑘(𝑡𝑘)−𝐵𝑗0(𝑡𝑘, 𝑦𝑘(𝑡𝑘))

⃒⃒
=
𝑑

4
.

Отсюда, в силу выбора 𝛿, вытекает неравенство

min
𝑗

⃒⃒
𝑦′𝑘(𝑡𝑘)−𝐵𝑗(𝑡𝑘, 𝑦𝑘(𝑡𝑘))

⃒⃒
⩾
𝑑

4
.

Теперь, рассматривая вектор-функции 𝑧𝑘(𝑡)= 𝑦
′
𝑘(𝑡𝑘+𝑟

1−𝑚
𝑘 𝑡), 𝑘∈N, и переходя к пределу,

получаем ограниченную вектор-функцию 𝑧0(𝑡) такую, что

𝑧′0(𝑡)=𝑃 (𝑠0, 𝑦0(𝑠0), 𝑧0(𝑡)), 𝑡∈R, min
𝑗

⃒⃒
𝑧0(0)−𝐵𝑗(𝑠0, 𝑦0(𝑠0))

⃒⃒
⩾
𝑑

4
,

следовательно, 𝑃 (𝑠0, 𝑦0(𝑠0), 𝑧0(0)) ̸=0, что противоречит условию 4). Теорема доказана.
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4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2

В банаховом пространстве 𝐸 :=𝐶([0, 1];R𝑛)×𝐶([0, 1];R𝑛) с нормой ‖(𝑥, 𝑦)‖𝐸 :=‖𝑥‖𝐶+‖𝑦‖𝐶
рассмотрим вполне непрерывное векторное поле

Φ(𝑥, 𝑦) :=

(︂
𝑥(𝑡)−𝑥(1)−

𝑡ˆ

0

𝑦(𝑠)𝑑𝑠, 𝑦(𝑡)−𝑦(1)−
𝑡ˆ

0

(︀
𝑄(𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠))+𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠))

)︀
𝑑𝑠

)︂
.

Разрешимость задачи (1), (2) равносильна существованию нуля векторного поля Φ.
Из теоремы 1 следует, что определено вращение 𝛾∞(Φ) вполне непрерывного векторного

поля Φ на бесконечности. Докажем равенство

𝛾∞(Φ)= 𝛾(𝑄(·, 0)), (10)

тогда в силу условия 9) и принципа ненулевого вращения [1, с. 138] будет существовать хотя
бы один нуль векторного поля Φ. Этим самым будет доказана разрешимость задачи (1), (2).

По аналогии с теоремой 1 можно показать, что семейство вполне непрерывных векторных
полей(︂

𝑥(𝑡)−𝑥(1)−
𝑡ˆ

0

𝑦(𝑠)𝑑𝑠, 𝑦(𝑡)−𝑦(1)−
𝑡ˆ

0

(︀
𝑄(𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠))+𝜆𝑓(𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠))

)︀
𝑑𝑠

)︂
, 𝜆∈ [0, 1],

не обращается в нуль на сферах ‖(𝑥, 𝑦)‖𝐸 = 𝑟 больши́х радиусов 𝑟 пространства 𝐸. Поэтому,
согласно свойству вращения [1, с. 137], имеет место равенство

𝛾∞(Φ)= 𝛾∞(Φ0), (11)

где

Φ0(𝑥, 𝑦) :=

(︂
𝑥(𝑡)−𝑥(1)−

𝑡ˆ

0

𝑦(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑦(𝑡)−𝑦(1)−
𝑡ˆ

0

𝑄(𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠)) 𝑑𝑠

)︂
.

Вычислим 𝛾∞(Φ0), гомотопируя векторное поле Φ0 к конечномерному векторному полю
следующей формулой:

Φ𝜆(𝑥, 𝑦):=

(︂
𝑥(𝑡)−𝑥(1)−

𝑡ˆ

0

𝑦(𝑠) 𝑑𝑠−𝜆
1ˆ

𝑡

𝑦(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑦(𝑡)−𝑦(1)−
𝑡ˆ

0

𝑄(𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠)) 𝑑𝑠−𝜆
1ˆ

𝑡

𝑄(𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠)) 𝑑𝑠

)︂
,

𝜆∈ [0, 1].

Покажем, что семейство векторных полей Φ𝜆 не обращается в нуль вне некоторого шара
радиуса 𝑟0:

Φ𝜆(𝑥, 𝑦) ̸=0, 𝜆∈ [0, 1], (𝑥, 𝑦)∈𝐸, ‖(𝑥, 𝑦)‖𝐸 >𝑟0. (12)

Тогда из (11) и (12) вытекает равенство

𝛾∞(Φ)= 𝛾∞(Φ1). (13)

Для векторного поля Φ1 согласно определению вращения вполне непрерывного векторного
поля имеем

𝛾∞(Φ1)= 𝛾(𝐹1), (14)
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где 𝛾(𝐹1) — вращение конечномерного поля 𝐹1(𝜉, 𝜂) := (−𝜂,−𝑄(𝜉, 𝜂)), (𝜉, 𝜂) ∈ R𝑛×R𝑛, на
единичной сфере |𝜉|+|𝜂|=1 пространства R𝑛×R𝑛. На сфере |𝜉|+|𝜂|=1 векторное поле 𝐹1(𝜉, 𝜂)
гомотопируется к векторному полю 𝐹0(𝜉, 𝜂) := (−𝜂,−𝑄(𝜉, 0)) семейством векторных полей
(−𝜂,−𝑄(𝜉, 𝜆𝜂)), 𝜆∈ [0, 1], а для векторного поля 𝐹0 имеем 𝛾(𝐹0)=𝛾(𝑄(·, 0)). Следовательно,

𝛾(𝐹1)= 𝛾(𝑄(·, 0)). (15)

Из равенств (13)–(15) вытекает (10). Таким образом, для завершения доказательства тео-
ремы 2 остаётся проверить справедливость утверждения (12).

Предположим, что (12) не верно. Тогда существуют 𝜆𝑘 ∈ [0, 1], (𝑥𝑘, 𝑦𝑘)∈𝐸, 𝑘∈N, такие,
что

𝑥′𝑘(𝑡)= (1−𝜆𝑘)𝑦𝑘(𝑡), 𝑦′𝑘(𝑡)= (1−𝜆𝑘)𝑄(𝑥𝑘(𝑡), 𝑦𝑘(𝑡)), 𝑡∈ (0, 1),

𝑥𝑘(0)=𝑥𝑘(1), 𝑦𝑘(0)= 𝑦𝑘(1),

1ˆ

0

𝑦𝑘(𝑠) 𝑑𝑠=0,

1ˆ

0

𝑄(𝑥𝑘(𝑠), 𝑦𝑘(𝑠)) 𝑑𝑠=0,

𝑟𝑘 := ‖𝑥𝑘‖𝐶+‖𝑦𝑘‖𝐶 →∞, 𝑘→∞.

Обозначив 𝑥̃𝑘(𝑡)= 𝑟−1
𝑘 𝑥𝑘(𝑡), 𝑦𝑘(𝑡)= 𝑟−1

𝑘 𝑦𝑘(𝑡), получим

𝑥̃′𝑘(𝑡)= (1−𝜆𝑘)𝑦𝑘(𝑡), 𝑟1−𝑚
𝑘 𝑦′𝑘(𝑡)= (1−𝜆𝑘)𝑄(𝑥̃𝑘(𝑡), 𝑦𝑘(𝑡)), 𝑡∈ (0, 1),

𝑥̃𝑘(0)= 𝑥̃𝑘(1), 𝑦𝑘(0)= 𝑦𝑘(1), ‖𝑥̃𝑘‖𝐶+‖𝑦𝑘‖𝐶 =1,

1ˆ

0

𝑦𝑘(𝑠) 𝑑𝑠=0,

1ˆ

0

𝑄(𝑥̃𝑘(𝑠), 𝑦𝑘(𝑠)) 𝑑𝑠=0, 𝑘∈N.

Без ограничения общности можно считать, что 𝜆𝑘 →𝜆0, ‖𝑥̃𝑘− 𝑥̃0‖𝐶 → 0 при 𝑘→∞.
Если 𝜆0< 1, то для 𝑥̃𝑘(𝑡) имеем

𝑟1−𝑚
𝑘 𝑥̃′′𝑘(𝑡)= (1−𝜆0)2𝑄(𝑥̃0(𝑡), (1−𝜆0)−1𝑥̃′𝑘(𝑡))+𝑜(1), 𝑡∈ (0, 1),

𝑥̃𝑘(0)= 𝑥̃𝑘(1), 𝑥̃′𝑘(0)= 𝑥̃′𝑘(1), ‖𝑥̃𝑘‖𝐶+(1−𝜆𝑘)−1‖𝑥̃′𝑘‖𝐶 =1, 𝑘∈N.

Далее, рассуждая как при доказательстве теоремы 1, приходим к противоречию с усло-
вием 8).

Если 𝜆𝑘=1, то 𝑦𝑘(𝑡)≡0, 𝑥̃𝑘(𝑡)≡ 𝑥̃𝑘(0), |𝑥̃𝑘(0)|=1, 𝑄(𝑥̃𝑘(0), 0)=0. Полученное противоречит
условию 7).

Теперь рассмотрим случай, когда 𝜆𝑘<1 при всех 𝑘 и 𝜆𝑘→1 при 𝑘→∞. Тогда 𝑥̃0(𝑡)≡ 𝑥̃0(0).
Если ||𝑦𝑘||𝐶 → 0 при 𝑘→∞, то |𝑥̃0(0)|= 1 и 𝑄(𝑥̃0(0), 0) = 0, что противоречит условию 7).
Следовательно,

lim inf
𝑘→∞

‖𝑦𝑘‖𝐶 > 0.

Можно считать, что (1−𝜆𝑘)𝑟𝑚−1
𝑘 → 𝜇0 при 𝑘→ ∞, где 𝜇0 ⩽ +∞. Если 𝜇0 < +∞, то,

переходя к пределу, получаем

𝑦′0(𝑡)=𝜇0𝑄(𝑥̃0, 𝑦0(𝑡)), 𝑡∈ (0, 1),

𝑦0(0)= 𝑦0(1), |𝑥̃0|+‖𝑦0‖𝐶 =1,

1ˆ

0

𝑦0(𝑠) 𝑑𝑠=0, ‖𝑦0‖𝐶 > 0.
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Отсюда следует, с одной стороны, что вектор-функция 𝑦0(𝑡) не может быть постоянной
и 𝜇0> 0, а с другой — если 𝜇0> 0, то в силу условия 4) вектор-функция 𝑦0(𝑡) должна быть
постоянной. Значит, случай 𝜇0<+∞ невозможен.

Таким образом, (1−𝜆𝑘)𝑟𝑚−1
𝑘 →+∞ и ‖𝑥̃𝑘− 𝑥̃0‖𝐶 → 0 при 𝑘→∞, где 𝑥̃0 ∈R𝑛,

((1−𝜆𝑘)𝑟𝑚−1
𝑘 )−1𝑦′𝑘(𝑡)=𝑄(𝑥̃𝑘(𝑡), 𝑦𝑘(𝑡)), 𝑡∈ (0, 1),

𝑦𝑘(0)= 𝑦𝑘(1), ‖𝑥̃𝑘‖𝐶+‖𝑦𝑘‖𝐶 =1,

1ˆ

0

𝑦𝑘(𝑠) 𝑑𝑠=0, 𝑘∈N.

Если 𝑥̃0 = 0, то, рассматривая вектор-функции 𝑧𝑘(𝑡) = 𝑦𝑘(𝑡𝑘+((1−𝜆𝑘)𝑟𝑚−1
𝑘 )−1𝑡), 𝑘 ∈N, где

‖𝑦𝑘‖𝐶 = |𝑦𝑘(𝑡𝑘)|, и переходя к пределу, получаем ненулевое ограниченное решение системы
уравнений 𝑧′(𝑡) = 𝑄(0, 𝑧(𝑡)), что противоречит условию 4). А в случае 𝑥̃0 ̸= 0, используя
условия 4), 5) и рассуждая как при доказательстве теоремы 1, выводим, что при некотором
номере 𝑗0 имеет место предел 𝑦𝑘(𝑡)→𝐵𝑗0(𝑥̃0) при 𝑘→∞.

Переходя к пределу в равенстве
´ 1
0 𝑦𝑘(𝑠) 𝑑𝑠= 0, получаем 𝐵𝑗0(𝑥̃0) = 0. Отсюда, в силу

условия 5в), следует, что 𝑥̃0=0, тем самым пришли к противоречию. Теорема доказана.

5. ПРИМЕР

В качестве примера рассмотрим следующую систему уравнений на комплексной плоско-
сти:

𝑧′′(𝑡)= (𝑧′(𝑡)−𝐵1(𝑧(𝑡)))𝑚1 . . . (𝑧′(𝑡)−𝐵𝑞(𝑧(𝑡)))𝑚𝑞 +𝑓(𝑡, 𝑧(𝑡), 𝑧′(𝑡)), 𝑧(𝑡)∈C. (16)

Здесь C — комплексная плоскость; черта сверху означает операцию комплексного сопряже-
ния; 𝑞 > 1, 𝑚1, . . . , 𝑚𝑞 — натуральные числа; отображения 𝐵𝑗 :C ↦→C, 𝑗=1, 𝑞, непрерывны,
положительно однородны первого порядка. Предполагаем также, что 𝐵𝑗1(𝑧) ̸= 𝐵𝑗2(𝑧) при
любых 𝑧 ̸=0, 𝑗1 ̸= 𝑗2, и что при каждом 𝑗=1, 𝑞 автономная система 𝑧′(𝑡)=𝐵𝑗(𝑧(𝑡)) не имеет
ненулевых ограниченных траекторий. При таких предположениях выполнены условия 1)–8)
теоремы 2, кроме условия 4). Главная нелинейная часть системы уравнений (16) определена
отображением

𝑄(𝑧1, 𝑧2)= (𝑧2−𝐵1(𝑧1))𝑚1 . . . (𝑧2−𝐵𝑞(𝑧1))𝑚𝑞 , 𝑧1, 𝑧2 ∈C.

Для векторного поля 𝑄(·, 0): C ↦→C его вращение 𝛾(𝑄(·, 0)) на единичной окружности |𝑧|=1
вычисляется как

𝛾(𝑄(·, 0))=− (𝑚1𝛾(𝐵1)+ . . .+𝑚𝑞𝛾(𝐵𝑞)) .

Выясним, при каких условиях автономная система

𝑤′(𝑡)= (𝑤(𝑡)−𝐵1(𝑧0))𝑚1 . . . (𝑤(𝑡)−𝐵𝑞(𝑧0))𝑚𝑞 , 𝑤(𝑡)∈C, (17)

при любом фиксированном 𝑧0 ∈C не имеет нестационарных ограниченных траекторий. Для
произвольного нестационарного решения 𝑤(𝑡) автономной системы (17) имеем

𝑑

𝑑𝑡

(︂ 𝑤(𝑡)ˆ

0

(𝑠−𝐵1(𝑧0))
𝑚1 . . . (𝑠−𝐵𝑞(𝑧0))

𝑚𝑞 𝑑𝑠

)︂
=
⃒⃒
(𝑤(𝑡)−𝐵1(𝑧0))

𝑚1 . . . (𝑤(𝑡)−𝐵𝑞(𝑧0))
𝑚𝑞
⃒⃒2
> 0.

Отсюда следует, что траектория нестационарного решения 𝑤(𝑡) незамкнута и вдоль неё
постоянна функция

𝑉𝑚1,...,𝑚𝑞(𝑧;𝐵1(𝑧0), . . . , 𝐵𝑞(𝑧0)) := Im

(︂ 𝑧ˆ

0

(𝑠−𝐵1(𝑧0))
𝑚1 . . . (𝑠−𝐵𝑞(𝑧0))

𝑚𝑞 𝑑𝑠

)︂
.
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Если траектория нестационарного решения ограничена, то она при возрастании и убыва-
нии 𝑡 приближается к двум разным стационарным точкам 𝐵𝑗1(𝑧0), 𝐵𝑗2(𝑧0), и в этих точках
функция 𝑉𝑚1,...,𝑚𝑞 принимает одинаковые значения. Следовательно, автономная система (17)
при любом фиксированном 𝑧0∈C не имеет нестационарных ограниченных траекторий, если
выполнено условие

Im

(︂ 𝐵𝑗2
(𝑧0)ˆ

𝐵𝑗1
(𝑧0)

(𝑠−𝐵1(𝑧0))
𝑚1 . . . (𝑠−𝐵𝑞(𝑧0))

𝑚𝑞 𝑑𝑠

)︂
̸=0, 𝑧0 ∈C∖{0}, 𝑗1 ̸= 𝑗2.

Данное условие запишем в следующей форме:

Im

(︂(︀
𝐵𝑗2(𝑧0)−𝐵𝑗1(𝑧0)

)︀𝑚+1
1ˆ

0

𝑞∏︁
𝑗=1

(︂
𝑠− 𝐵𝑗(𝑧0)−𝐵𝑗1(𝑧0)

𝐵𝑗2(𝑧0)−𝐵𝑗1(𝑧0)

)︂𝑚𝑗

𝑑𝑠

)︂
̸=0, 𝑧0 ∈C∖{0}, 𝑗1 ̸= 𝑗2, (18)

где 𝑚=𝑚1+ . . .+𝑚𝑞.
Таким образом, если выполнено условие (18) и отлично от нуля число 𝑚1𝛾(𝐵1)+ . . .

. . .+𝑚𝑞𝛾(𝐵𝑞), то согласно теореме 2 система уравнений (16) имеет хотя бы одно периодическое
решение с периодом, равным единице.

Положим

𝐵𝑗(𝑧)= 𝑧+𝑏𝑗 |𝑧|𝑒𝑖𝜋/(2(𝑚+1)), 𝑗=1, 𝑞, 𝑏1=0<𝑏2< . . .< 𝑏𝑞 < 1.

В этом случае при каждом 𝑗=1, 𝑞 имеет место равенство 𝛾(𝐵𝑗)=1, автономная система 𝑧′(𝑡)=
=𝐵𝑗(𝑧(𝑡)) не имеет ненулевых ограниченных траекторий, а условие (18) будет следующим:

1ˆ

0

𝑞∏︁
𝑗=1

(︂
𝑠− 𝑏𝑗−𝑏𝑗1

𝑏𝑗2 −𝑏𝑗1

)︂𝑚𝑗

𝑑𝑠 ̸=0, 𝑗1 ̸= 𝑗2.

Условие (18) при 𝑞 = 2 принимает вид Im(𝐵1(𝑧0)−𝐵2(𝑧0))
𝑚1+𝑚2+1 ̸= 0 для любого 𝑧0 ∈

∈C∖{0}. Если положим 𝑚1=𝑚2=1, 𝐵1(𝑧)= 𝑧, 𝐵2(𝑧)= 𝑧+𝑖2|𝑧|, то 𝛾(𝐵1)=1, 𝛾(𝐵2)=0 и все
условия 1)–9) теоремы 2 выполнены.
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In this paper is investigated the solvability of a periodic problem for a system of nonlinear ordinary
differential equations second order with the main positively homogeneous part. New conditions have
been found that provide an a priori estimate solutions of the periodic problem under consideration.
The conditions for the a priori estimate are formulated in terms of the properties of the main positively
homogeneous part of the system of equations. Under the conditions of an a priori estimate, using and
developing methods for calculating the mapping degree, a theorem on the solvability of the periodic
problem is proven. The proven theorem generalizes previously obtained the authors’ results on the
study of a periodic problem for systems of nonlinear ordinary differential equations of the second order.
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ВВЕДЕНИЕ

Обнаружение достаточного количества тензорных инвариантов (и не только первых инте-
гралов), как известно [1–3], даёт возможность проинтегрировать систему дифференциальных
уравнений. Например, наличие инвариантной дифференциальной формы фазового объёма
позволяет уменьшить количество требуемых первых интегралов. Для консервативных систем
этот факт естественен, а для систем, обладающих притягивающими или отталкивающими
предельными множествами, не только некоторые первые интегралы, но и коэффициенты
имеющихся инвариантных дифференциальных форм должны быть, вообще говоря, транс-
цендентными (т.е. имеющими существенно особые точки, в смысле комплексного анализа)
функциями (см. [4–6]).

Кратко приведём примеры часто встречающихся тензорных инвариантов. Скалярные
инварианты — это первые интегралы рассматриваемой системы. Инвариантные векторные
поля — поля симметрий для данной системы (они коммутируют с векторным полем рассмат-
риваемой системы). Фазовые потоки систем дифференциальных уравнений, порождаемых
этими полями, переводят решения рассматриваемой системы в решения той же системы.
Инвариантные внешние дифференциальные формы (что, в частности, и проведено в дан-
ной работе) порождают интегральные инварианты системы. При этом само векторное поле
рассматриваемой системы является одним из инвариантов. Знание тензорных инвариантов
системы дифференциальных уравнений облегчает её и интегрирование, и качественное иссле-
дование. Подход данной статьи состоит в том, что для интегрирования автономной системы
порядка 𝑚 нужно знать (𝑚−1)-й независимый тензорный инвариант.

Как показано ранее, задача о движении четырёхмерного маятника на обобщённом сфе-
рическом шарнире в неконсервативном поле сил, которое можно образно описать как “по-
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ток набегающей среды, заполняющей объемлющее четырёхмерное пространство”, приводит
к динамической системе на касательном расслоении к трёхмерной сфере, при этом метрика
специального вида на ней индуцирована дополнительными группами симметрий [7–10]. Ди-
намические системы, описывающие движение такого маятника, обладают знакопеременной
диссипацией, полный список первых интегралов состоит из трансцендентных (т.е. имеющих
существенно особые точки) функций, выражающихся через конечную комбинацию элемен-
тарных функций. Такое же фазовое пространство возникает в задаче о движении точки по
трёхмерной сфере с индуцированной метрикой объемлющего четырёхмерного пространства.
Отметим также и задачи о движении точки по более общим трёхмерным поверхностям
вращения, в пространстве Лобачевского (например, в модели Клейна) и т.д. Результаты,
полученные в работе, особенно важны в смысле присутствия в системе именно неконсерва-
тивного поля сил.

Важные частные случаи систем с тремя степенями свободы в неконсервативном поле
сил рассматривались в статьях [11–13]. Настоящее исследование распространяет результаты
этих работ на более широкий класс динамических систем.

В данной работе для рассматриваемого класса динамических систем предъявлены полные
наборы первых интегралов и инвариантных дифференциальных форм фазового объёма для
однородных систем на касательных расслоениях к гладким трёхмерным многообразиям (об
аналогичных исследованиях для систем меньшей размерности см. в [14, 15]).

1. ИНВАРИАНТЫ СИСТЕМ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ
НА КАСАТЕЛЬНОМ РАССЛОЕНИИ К ТРЁХМЕРНОМУ МНОГООБРАЗИЮ

1.1. КООРДИНАТЫ НА КАСАТЕЛЬНОМ РАССЛОЕНИИ И КОЭФФИЦИЕНТЫ СВЯЗНОСТИ

Рассмотрим гладкое трёхмерное риманово многообразие 𝑀3{𝛼, 𝛽} с координатами (𝛼, 𝛽),
𝛽 = (𝛽1, 𝛽2), римановой метрикой 𝑔𝑖𝑗(𝛼, 𝛽), порождающей аффинную связность Γ𝑖

𝑗𝑘(𝛼, 𝛽),
и изучим на касательном расслоении 𝑇𝑀3{𝛼̇, 𝛽̇1, 𝛽̇2;𝛼, 𝛽1, 𝛽2} структуру уравнений геодези-
ческих линий (при изменении координат на нём). Для этого исследуем достаточно общий
случай задания кинематических соотношений в следующем виде:

𝛼̇= 𝑧3𝑓3(𝛼), 𝛽̇1= 𝑧2𝑓1(𝛼), 𝛽̇2= 𝑧1𝑓2(𝛼)𝑔(𝛽1), (1)

где 𝑓1(𝛼), 𝑓2(𝛼), 𝑓3(𝛼), 𝑔(𝛽1) — достаточно гладкие функции, не равные тождественно нулю.
Координаты 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 в касательном пространстве вводятся тогда, когда изучаются уравнения
геодезических, например, с семью ненулевыми коэффициентами связности (в частности, на
расслоении трёхмерных поверхностей вращения, пространства Лобачевского и т.д.):

𝛼̈+Γ𝛼
𝛼𝛼(𝛼, 𝛽)𝛼̇

2+Γ𝛼
11(𝛼, 𝛽)𝛽̇

2
1+Γ𝛼

22(𝛼, 𝛽)𝛽̇
2
2 =0,

𝛽1+2Γ1
𝛼1(𝛼, 𝛽)𝛼̇𝛽̇1+Γ1

22(𝛼, 𝛽)𝛽̇
2
2 =0,

𝛽2+2Γ2
𝛼2(𝛼, 𝛽)𝛼̇𝛽̇2+2Γ2

12(𝛼, 𝛽)𝛽̇1𝛽̇2=0, (2)

т.е. остальные коэффициенты связности равны нулю.
В случае кинематических соотношений (1) необходимые соотношения, их дополняющие

на касательном расслоении 𝑇𝑀3{𝑧3, 𝑧2, 𝑧1;𝛼, 𝛽1, 𝛽2}, примут вид

𝑧̇1=−𝑓3(𝛼)
[︂
2Γ2

𝛼2(𝛼, 𝛽)+
𝑑(ln |𝑓2(𝛼)|)

𝑑𝛼

]︂
𝑧1𝑧3−𝑓1(𝛼)

[︂
2Γ2

12(𝛼, 𝛽)+
𝑑(ln |𝑔(𝛽1)|)

𝑑𝛽1

]︂
𝑧1𝑧2,

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 3 2024



324 ШАМОЛИН

𝑧̇2=−𝑓3(𝛼)
[︂
2Γ1

𝛼1(𝛼, 𝛽)+
𝑑(ln |𝑓1(𝛼)|)

𝑑𝛼

]︂
𝑧2𝑧3−

𝑓22 (𝛼)

𝑓1(𝛼)
𝑔2(𝛽1)Γ

1
22(𝛼, 𝛽)𝑧

2
1 ,

𝑧̇3=−𝑓3(𝛼)
[︂
Γ𝛼
𝛼𝛼(𝛼, 𝛽)+

𝑑(ln |𝑓3(𝛼)|)
𝑑𝛼

]︂
𝑧23−

𝑓21 (𝛼)

𝑓3(𝛼)
Γ𝛼
11(𝛼, 𝛽)𝑧

2
2−

𝑓22 (𝛼)

𝑓3(𝛼)
𝑔2(𝛽1)Γ

𝛼
22(𝛼, 𝛽)𝑧

2
1 , (3)

и уравнения геодезических (2) после соответствующего выбора кинематических соотноше-
ний (1) почти всюду эквивалентны на многообразии 𝑇𝑀3{𝑧3, 𝑧2, 𝑧1;𝛼, 𝛽1, 𝛽2} составной си-
стеме (1), (3) с новой частью координат 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 на касательном пространстве.

Отметим ряд задач, приводящих к уравнениям (2) (к системе (1), (3)).
(𝑎) Системы на касательном расслоении к трёхмерной сфере. Здесь необходимо выделить

два случая метрик на сфере: метрика, индуцированная евклидовой метрикой объемлющего
четырёхмерного пространства (естественна для изучения задачи о движении точки по такой
сфере), и приведённая метрика, индуцированная группами симметрий, характерных для
движения динамически симметричного четырёхмерного твердого тела (см. [13, 16, 17]).

(𝑏) Системы на касательных расслоениях более общих трёхмерных поверхностей вра-
щения.

(𝑐) Системы на касательном расслоении трёхмерного пространства Лобачевского в модели
Клейна.

1.2. О КОЛИЧЕСТВАХ “НЕИЗВЕСТНЫХ” ФУНКЦИЙ
И УСЛОВИЙ, НА НИХ НАКЛАДЫВАЕМЫХ

Если рассматривать общие уравнения геодезических на касательном расслоении трёх-
мерного гладкого многообразия, то разных ненулевых коэффициентов связности, вообще
говоря, будет 𝑛2(𝑛+1)/2 штук при 𝑛=3, т.е. 18 коэффициентов. Как видно, общая задача
интегрирования уравнений геодезических очень сложна. К данному количеству коэффи-
циентов связности добавляются ещё функции (в нашем случае 𝑓1(𝛼), 𝑓2(𝛼), 𝑓3(𝛼), 𝑔(𝛽1)
из (1)), определяющие координаты на касательном расслоении. Поэтому, как было отмече-
но ранее, ограничимся “лишь” семью (𝑛(𝑛−1)+1 при 𝑛=3) ненулевыми коэффициентами
связности, формирующими уравнения геодезических (2). При этом по такому количеству
выбирается и количество функций, определяющих координаты на касательном расслоении —
их будет четыре штуки (𝑛(𝑛−1)/2+1 при 𝑛=3). Таким образом, мы имеем 11 функций,
характеризующих исключительно геометрию фазового многообразия и координаты на нём.

Каково же количество накладываемых алгебраических и дифференциальных условий
(𝐵(3)) на имеющиеся 𝐴(3)=11 функций (𝐴(𝑛)=3𝑛(𝑛−1)/2+2 штук при 𝑛=3)? Ведь дан-
ные условия являются достаточными для полного интегрирования уравнений геодезических.
Понятно, что таких функциональных условий должно быть меньше 11, иначе задача не име-
ет смысла. Вопрос — на сколько меньше, потому что чем меньше число 𝐵(3), тем больше
разность 𝐴(3)−𝐵(3) и тем больше систем уравнений геодезических допускают полный набор
инвариантов для их интегрирования.

В данной работе будем накладывать 𝐵(3)=8 условий на имеющиеся 𝐴(3)=11 функций.
Число 𝐵(3) складывается из трёх слагаемых: 𝐵(3)=𝐵1(3)+𝐵2(3)+𝐵3(3). Число 𝐵1(3) равно
количеству условий, накладываемых на функции 𝑓1(𝛼), 𝑓2(𝛼), 𝑓3(𝛼), 𝑔(𝛽1), а именно:

𝑓1(𝛼)≡ 𝑓2(𝛼)=: 𝑓(𝛼), (4)

т.е. 𝐵1(3)=1 (в общем случае 𝐵1(𝑛)=(𝑛−1)(𝑛−2)/2). Число 𝐵2(3) равно количеству условий,
накладываемых на коэффициенты связности, а именно:

Γ1
𝛼1(𝛼, 𝛽)≡Γ2

𝛼2(𝛼, 𝛽)≡Γ1(𝛼), Γ2
12(𝛼, 𝛽)≡Γ2(𝛽1), (5)
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т.е. 𝐵2(3) = 3 (в общем случае 𝐵2(𝑛) = 𝑛(𝑛−1)/2). Число 𝐵3(3) равно количеству алгебра-
ических и дифференциальных условий, накладываемых и на функции 𝑓1(𝛼), 𝑓2(𝛼), 𝑓3(𝛼),
𝑔(𝛽1), и на коэффициенты связности, а именно:

𝑓23 (𝛼)

[︂
2Γ1

𝛼1(𝛼, 𝛽)+
𝑑(ln |𝑓1(𝛼)|)

𝑑𝛼

]︂
+𝑓21 (𝛼)Γ

𝛼
11(𝛼, 𝛽)≡ 0,

𝑓23 (𝛼)

[︂
2Γ2

𝛼2(𝛼, 𝛽)+
𝑑(ln |𝑓2(𝛼)|)

𝑑𝛼

]︂
+𝑓22 (𝛼)𝑔

2(𝛽1)Γ
𝛼
22(𝛼, 𝛽)≡ 0,

𝑓21 (𝛼)

[︂
2Γ2

12(𝛼, 𝛽)+
𝑑(ln |𝑔(𝛽1)|)

𝑑𝛽1

]︂
+𝑓22 (𝛼)𝑔

2(𝛽1)Γ
1
22(𝛼, 𝛽)≡ 0,

Γ𝛼
𝛼𝛼(𝛼, 𝛽)+

𝑑(ln |𝑓3(𝛼)|)
𝑑𝛼

≡ 0, (6)

т.е. 𝐵3(3) = 4 (в общем случае 𝐵3(𝑛) = 𝑛(𝑛−1)/2+1). Видно, что в общем случае 𝐵(𝑛) =
=𝐵1(𝑛)+𝐵2(𝑛)+𝐵3(𝑛) = (𝑛−1)2+𝑛(𝑛−1)/2+1, при этом 𝐴(𝑛)−𝐵(𝑛) = 𝑛, что говорит об
увеличении количества “произвольных” функций по сравнению с условиями, накладываемы-
ми на них, ровно на 𝑛 — размерность рассматриваемого риманова многообразия. В нашем
случае 𝐴(3)−𝐵(3)= 3.

Замечание 1. Пусть выполнены условия (4), (5), при этом реализуется система ра-
венств (6). Тогда справедливы следующие четыре (𝑛(𝑛−1)/2+1 при 𝑛=3) тождества:

Γ𝛼
11(𝛼, 𝛽)≡Γ𝛼

11(𝛼), Γ𝛼
22(𝛼, 𝛽)≡Γ𝛼

22(𝛼, 𝛽1), Γ1
22(𝛼, 𝛽)≡Γ1

22(𝛽1), Γ𝛼
𝛼𝛼(𝛼, 𝛽)≡Γ𝛼

𝛼𝛼(𝛼), (7)

а также одно ((𝑛−1)(𝑛−2)/2 при 𝑛=3) тождество

Γ𝛼
11(𝛼)≡ 𝑔2(𝛽1)Γ

𝛼
22(𝛼, 𝛽1)=: Γ3(𝛼). (8)

Следующее замечание является в некотором смысле обратным к замечанию 1.
Замечание 2. Пусть выполнены условия (4), (5), при этом реализуются пять тождеств

((7) и (8)). Тогда справедлива система равенств (6), которая примет вид

Γ𝛼
11(𝛼)≡Γ𝛼

22(𝛼, 𝛽1)𝑔
2(𝛽1)=: Γ3(𝛼),

Γ𝛼
𝛼𝛼(𝛼)+

𝑑(ln |𝑓3(𝛼)|)
𝑑𝛼

≡ 0,

𝑓23 (𝛼)

[︂
2Γ1(𝛼)+

𝑑(ln |𝑓(𝛼)|)
𝑑𝛼

]︂
+𝑓2(𝛼)Γ3(𝛼)≡ 0,

2Γ2(𝛽1)+
𝑑(ln |𝑔(𝛽1)|)

𝑑𝛽1
+𝑔2(𝛽1)Γ

1
22(𝛽1)≡ 0. (9)

Таким образом, при выполнении четырёх условий ((4) и (5)) четыре условия (6) и четыре
условия (9) в упомянутом смысле эквивалентны.

1.3. ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ

Для полного интегрирования системы шестого порядка достаточно знать, вообще говоря,
пять независимых инвариантов. Как будет показано, для полного интегрирования системы
(1), (3) достаточно знать четыре независимых тензорных инварианта: или четыре первых
интеграла, или четыре независимые дифференциальные формы, или какую-то комбинацию
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из интегралов и форм с общим количеством, равным четырём. При этом, конечно, инвари-
анты (в частности, для уравнений геодезических) можно искать и в более общем виде, что
рассмотрено далее. И то, что полный набор состоит из четырёх, а не из пяти, тензорных
инвариантов (помимо упомянутого тривиального), будет показано ниже.

Как известно, первым интегралом уравнений геодезических (2), переписанных в виде
𝑥̈𝑖+

∑︀3
𝑗,𝑘=1 Γ

𝑖
𝑗𝑘(𝑥)𝑥̇

𝑗 𝑥̇𝑘 = 0, 𝑖= 1, 2, 3, является гладкая функция Φ(𝑥̇;𝑥) =
∑︀3

𝑗,𝑘=1 𝑔𝑗𝑘(𝑥)𝑥̇
𝑗 𝑥̇𝑘,

но мы представим его в более простой форме, нужным образом подобрав координаты на
касательном расслоении, тем самым “выпрямив” квадратичную форму на фазовом многооб-
разии. Кроме того, подчеркнём, что в следующей теореме (которая справедлива и при более
общих условиях) накладываются восемь алгебраических и дифференциальных соотношений
(4), (5), (9) на 11 функций: на четыре функции 𝑓1(𝛼), 𝑓2(𝛼), 𝑓3(𝛼), 𝑔(𝛽1) из (1) и на семь,
вообще говоря, ненулевых коэффициентов связности Γ𝑖

𝑗𝑘(𝛼, 𝛽) из (2).
Теорема 1. Если выполнены условия (4), (5), (9), то система (1), (3) обладает полным

набором, состоящим из четырёх первых интегралов вида

Φ1(𝑧3, 𝑧2, 𝑧1)= 𝑧21+𝑧
2
2+𝑧

2
3 =𝐶2

1 =const; (10)

Φ2(𝑧2, 𝑧1;𝛼)=
√︁
𝑧21+𝑧

2
2 Φ0(𝛼)=𝐶2=const, Φ0(𝛼)= 𝑓(𝛼) exp

{︂
2

𝛼ˆ

𝛼0

Γ1(𝑏) 𝑑𝑏

}︂
; (11)

Φ3(𝑧1;𝛼, 𝛽1)= 𝑧1Φ0(𝛼)Ψ(𝛽1)=𝐶3=const, Ψ(𝛽1)= 𝑔(𝛽1) exp

{︂
2

𝛽1ˆ

𝛽1,0

Γ2(𝑏) 𝑑𝑏

}︂
; (12)

Φ4(𝛽1, 𝛽2)=𝛽2±
𝛽1ˆ

𝛽1,0

𝐶3𝑔(𝑏)√︀
𝐶2
2Ψ

2(𝑏)−𝐶2
3

𝑑𝑏=𝐶4=const . (13)

Более того, после некоторого её приведения заменой независимой переменной
𝑑

𝑑𝑡
= 𝑓3(𝛼)

𝑑

𝑑𝜏
(14)

и фазовых

𝑤3= 𝑧3, 𝑤*
2 = ln |𝑤2|, 𝑤2=

√︀
𝑧21+𝑧

2
2 , 𝑤*

1 = ln
⃒⃒
𝑤1+

√︀
1+𝑤2

1

⃒⃒
, 𝑤1=

𝑧2
𝑧1
, (15)

фазовый поток системы (1), (3) сохраняет фазовый объём с постоянной плотностью на
касательном расслоении 𝑇𝑀3{𝑤3, 𝑤

*
2, 𝑤

*
1;𝛼, 𝛽1, 𝛽2}, т.е. сохраняется соответствующая диф-

ференциальная форма
𝑑𝑤3∧𝑑𝑤*

2∧𝑑𝑤*
1∧𝑑𝛼∧𝑑𝛽1∧𝑑𝛽2. (16)

Доказательство. Докажем сначала вторую часть теоремы, а именно, сделаем заме-
ны (14) независимой переменной и (15) фазовых переменных. Тогда система (1), (3) распа-
дается следующим образом:

𝛼̇=𝑤3, 𝑤̇3=−𝑓
2(𝛼)

𝑓23 (𝛼)
Γ3(𝛼)𝑒

2𝑤*
2 , 𝑤̇*

2 =
𝑓2(𝛼)

𝑓23 (𝛼)
Γ3(𝛼)𝑤3, (17)

𝑤̇*
1 =±𝑒𝑤*

2
𝑓(𝛼)

𝑓3(𝛼)

[︂
2Γ2(𝛽1)+

𝑑(ln |𝑔(𝛽1)|)
𝑑𝛽1

]︂
, 𝛽̇1=± 𝑊1(𝑤

*
1)𝑒

𝑤*
2√︀

1+𝑊 2
1 (𝑤

*
1)

𝑓(𝛼)

𝑓3(𝛼)
, (18)

𝛽̇2=± 𝑒𝑤
*
2√︀

1+𝑊 2
1 (𝑤

*
1)

𝑓(𝛼)

𝑓3(𝛼)
𝑔(𝛽1), (19)
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где 𝑤1=𝑊1(𝑤
*
1) в силу замены (15), при этом в составной системе (17)–(19) точкой обозначена

производная по новой переменной 𝜏 . Видно, что дивергенция правой части составной системы
(17)–(19) тождественно равна нулю, что и доказывает вторую часть теоремы.

Докажем первую часть теоремы о существовании четырёх первых интегралов. Действи-
тельно, дифференцирование функции (10) в силу системы (1), (3) приводит к тождеству

−2𝑓3(𝛼)

[︂
Γ𝛼
𝛼𝛼(𝛼, 𝛽)+

𝑑(ln |𝑓3(𝛼)|)
𝑑𝛼

]︂
𝑧32−

−2

(︂
𝑓23 (𝛼)

(︂
2Γ1

𝛼1(𝛼, 𝛽)+
𝑑(ln |𝑓1(𝛼)|)

𝑑𝛼

)︂
+𝑓21 (𝛼)Γ

𝛼
11(𝛼, 𝛽)

)︂
𝑧22𝑧3
𝑓3(𝛼)

−

−2

(︂
𝑓23 (𝛼)

(︂
2Γ2

𝛼2(𝛼, 𝛽)+
𝑑(ln |𝑓2(𝛼)|)

𝑑𝛼

)︂
+𝑓22 (𝛼)𝑔

2(𝛽1)Γ
𝛼
22(𝛼, 𝛽)

)︂
𝑧21𝑧3
𝑓3(𝛼)

−

−2

(︂
𝑓21 (𝛼)

(︂
2Γ2

12(𝛼, 𝛽)+
𝑑(ln |𝑔(𝛽1)|)

𝑑𝛽1

)︂
+𝑓22 (𝛼)𝑔

2(𝛽1)Γ
1
22(𝛼, 𝛽)

)︂
𝑧21𝑧2
𝑓1(𝛼)

≡ 0,

если выполнена система дифференциальных равенств (6). Но, как указано выше, при вы-
полнении четырёх условий ((4) и (5)) четыре условия (6) и четыре условия (9) в известном
смысле эквивалентны.

Далее дифференцирование функции (11) в силу системы (1), (3) в условиях теоремы
даёт

−𝑓3(𝛼)
(︂[︂

2Γ1(𝛼)+
𝑑(ln |𝑓(𝛼)|)

𝑑𝛼

]︂
Φ0(𝛼)−

𝑑Φ0(𝛼)

𝑑𝛼

)︂
𝑧3

√︁
𝑧21+𝑧

2
2 .

Но функция Φ0(𝛼) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению

𝑑Φ0(𝛼)

𝑑𝛼
=

[︂
2Γ1(𝛼)+

𝑑(ln |𝑓(𝛼)|)
𝑑𝛼

]︂
Φ0(𝛼),

что и доказывает наличие первого интеграла (11).
Дифференцирование функции (12) в силу системы (1), (3) в условиях теоремы даёт

−𝑓3(𝛼)
(︂[︂

2Γ1(𝛼)+
𝑑(ln |𝑓(𝛼)|)

𝑑𝛼

]︂
Φ0(𝛼)−

𝑑Φ0(𝛼)

𝑑𝛼

)︂
𝑧1𝑧3Ψ(𝛽1)−

−𝑓(𝛼)
(︂[︂

2Γ2(𝛽1)+
𝑑(ln |𝑔(𝛽1)|)

𝑑𝛽1

]︂
Ψ(𝛽1)−

𝑑Ψ(𝛽1)

𝑑𝛽1

)︂
𝑧1𝑧2Φ0(𝛼).

Но функции Φ0(𝛼), Ψ(𝛽1) удовлетворяют, соответственно, обыкновенным дифференциальным
уравнениям

𝑑Φ0(𝛼)

𝑑𝛼
=

[︂
2Γ1(𝛼)+

𝑑(ln |𝑓(𝛼)|)
𝑑𝛼

]︂
Φ0(𝛼),

𝑑Ψ(𝛽1)

𝑑𝛽1
=

[︂
2Γ2(𝛽1)+

𝑑(ln |𝑔(𝛽1)|)
𝑑𝛽1

]︂
Ψ(𝛽1),

что и доказывает наличие первого интеграла (12).
Далее рассмотрим два уровня 𝐶2 и 𝐶3 первых интегралов (11) и (12) соответственно.

На этих уровнях справедливо равенство

𝑧1
𝑧2

=∓ 𝐶3√︀
𝐶2
2Ψ

2(𝛽1)−𝐶2
3

. (20)
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Угол 𝛽2 будем искать из следующего уравнения, полученного из двух последних уравнений
исследуемой системы:

𝑑𝛽2
𝑑𝛽1

=
𝑧1
𝑧2
𝑔(𝛽1).

Используя в нём равенство (20), получаем требуемое утверждение о наличии первого инте-
грала (13). Теорема доказана.

Заметим также, что система равенств (6) (или (9)) может трактоваться как возможность
преобразования квадратичной формы метрики многообразия к каноническому виду с зако-
ном сохранения энергии (10) (или см. ниже (27)) в зависимости от рассматриваемой задачи.
История и текущее состояние рассмотрения данной более общей проблемы достаточно обшир-
ны (отметим лишь работы [18–20]). Ну а поиск как первого интеграла (10), так и интегралов
(11)–(13) основывается на наличии в системе дополнительных групп симметрий [21–24].

Пример 1. В случае обобщённых сферических координат (𝛼, 𝛽1, 𝛽2), когда метрика на
трёхмерной сфере S3 индуцирована евклидовой метрикой объемлющего четырёхмерного
пространства (задача класса (𝑎)), однопараметрическая система, эквивалентная почти всюду
уравнениям геодезических

𝛼̈−
[︀
𝛽̇21+ 𝛽̇

2
2 sin

2 𝛽1
]︀
sin𝛼 cos𝛼=0, 𝛽1+2𝛼̇𝛽̇1

cos𝛼

sin𝛼
− 𝛽̇22 sin𝛽1 cos𝛽1=0,

𝛽2+2𝛼̇𝛽̇2
cos𝛼

sin𝛼
+2𝛽̇1𝛽̇2

cos𝛽1
sin𝛽1

=0

и имеющая первые интегралы (10)–(13), примет следующий вид:

𝛼̇=−𝑧3, 𝑧̇3=−(𝑧21+𝑧
2
2)
cos𝛼

sin𝛼

1

1+𝜈1 sin
2 𝛼

,

𝑧̇2= 𝑧2𝑧3
cos𝛼

sin𝛼

1

1+𝜈1 sin
2 𝛼

+𝑧21
1

sin𝛼

cos𝛽1
sin𝛽1

1√︀
1+𝜈1 sin

2 𝛼
,

𝑧̇1= 𝑧1𝑧3
cos𝛼

sin𝛼

1

1+𝜈1 sin
2 𝛼

−𝑧1𝑧2
1

sin𝛼

cos𝛽1
sin𝛽1

1√︀
1+𝜈1 sin

2 𝛼
,

𝛽̇1= 𝑧2
1

sin𝛼
√︀
1+𝜈1 sin

2 𝛼
, 𝛽̇2=−𝑧1

1

sin𝛼 sin𝛽1
√︀
1+𝜈1 sin

2 𝛼
, 𝜈1 ∈R, (21)

если первое, пятое и шестое уравнения системы (21) рассматривать как новые кинематиче-
ские соотношения.

Пример 2. В случае обобщённых сферических координат (𝛼, 𝛽1, 𝛽2), но когда метрика на
трёхмерной сфере S3 индуцирована метрикой специального силового поля при наличии неко-
торой группы симметрий (задача класса (𝑎)), однопараметрическая система, эквивалентная
почти всюду уравнениям геодезических

𝛼̈−
[︀
𝛽̇21+ 𝛽̇

2
2 sin

2 𝛽1
]︀ sin𝛼
cos𝛼

=0, 𝛽1+ 𝛼̇𝛽̇1
1+cos2 𝛼

sin𝛼 cos𝛼
− 𝛽̇22 sin𝛽1 cos𝛽1=0,

𝛽2+ 𝛼̇𝛽̇2
1+cos2 𝛼

sin𝛼 cos𝛼
+2𝛽̇1𝛽̇2

cos𝛽1
sin𝛽1

=0 (22)
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и имеющая первые интегралы (10)–(13), примет вид

𝛼̇=−𝑧3, 𝑧̇3=−(𝑧21+𝑧
2
2)
cos𝛼

sin𝛼

1

1+𝜈1 sin
2 𝛼

,

𝑧̇2= 𝑧2𝑧3
cos𝛼

sin𝛼

1

1+𝜈1 sin
2 𝛼

+𝑧21
cos𝛼

sin𝛼

cos𝛽1
sin𝛽1

1√︀
1+𝜈1 sin

2 𝛼
,

𝑧̇1= 𝑧1𝑧3
cos𝛼

sin𝛼

1

1+𝜈1 sin
2 𝛼

−𝑧1𝑧2
cos𝛼

sin𝛼

cos𝛽1
sin𝛽1

1√︀
1+𝜈1 sin

2 𝛼
,

𝛽̇1= 𝑧2
cos𝛼

sin𝛼
√︀
1+𝜈1 sin

2 𝛼
, 𝛽̇2=−𝑧1

cos𝛼

sin𝛼 sin𝛽1
√︀
1+𝜈1 sin

2 𝛼
, 𝜈1 ∈R, (23)

если первое, пятое и шестое уравнения системы (23) рассматривать как новые кинематиче-
ские соотношения.

Пример 3. В случае трёхмерного пространства Лобачевского (с координатами 𝑥= 𝛽1,
𝑦=𝛽2, 𝑧=𝛼, задача класса (𝑐)) трёхпараметрическая система, эквивалентная почти всюду
уравнениям геодезических

𝛼̈− 1

𝛼
(𝛼̇2− 𝛽̇21− 𝛽̇22)= 0, 𝛽1−

2

𝛼
𝛼̇𝛽̇1=0, 𝛽2−

2

𝛼
𝛼̇𝛽̇2=0 (24)

и имеющая первые интегралы (10)–(13), будет иметь вид

𝛼̇= 𝑧3𝜈1𝛼,

𝑧̇3=−𝑧22
𝜈1𝛼

2

𝛼2+𝜈2
−𝑧21

𝜈1𝛼
2

𝛼2+𝜈3
, 𝑧̇2= 𝑧2𝑧3

𝜈1𝛼
2

𝛼2+𝜈2
, 𝑧̇1= 𝑧1𝑧3

𝜈1𝛼
2

𝛼2+𝜈3
,

𝛽̇1= 𝑧2
𝜈1𝛼

2

√
𝛼2+𝜈2

, 𝛽̇2= 𝑧1
𝜈1𝛼

2

√
𝛼2+𝜈3

, 𝜈1, 𝜈2, 𝜈3 ∈R, (25)

если первое, пятое и шестое уравнения системы (25) рассматривать как новые кинематиче-
ские соотношения.

2. ИНВАРИАНТЫ СИСТЕМ НА КАСАТЕЛЬНОМ РАССЛОЕНИИ
К ТРЁХМЕРНОМУ МНОГООБРАЗИЮ

В ПОТЕНЦИАЛЬНОМ СИЛОВОМ ПОЛЕ

2.1. ВВЕДЕНИЕ ВНЕШНЕГО ПОТЕНЦИАЛЬНОГО СИЛОВОГО ПОЛЯ

Теперь несколько модифицируем составную динамическую систему (1), (3) и получим
систему консервативную, а именно, внесём в систему гладкое (внешнее) консервативное
силовое поле в проекциях на оси 𝑧̇1, 𝑧̇2, 𝑧̇3 соответственно:

𝐹 (𝑧3, 𝑧2, 𝑧1;𝛼, 𝛽1, 𝛽2)=

⎛⎜⎝𝐹1(𝛽2)𝑓2(𝛼)𝑔(𝛽1)

𝐹2(𝛽1)𝑓1(𝛼)

𝐹3(𝛼)𝑓3(𝛼)

⎞⎟⎠.
Рассматриваемая система на касательном расслоении 𝑇𝑀3{𝑧3, 𝑧2, 𝑧1;𝛼, 𝛽1, 𝛽2} примет вид

𝛼̇= 𝑧3𝑓3(𝛼),
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𝑧̇3=𝐹3(𝛼)𝑓3(𝛼)−𝑓3(𝛼)
[︂
Γ𝛼
𝛼𝛼(𝛼, 𝛽)+

𝑑(ln |𝑓3(𝛼)|)
𝑑𝛼

]︂
𝑧23−

𝑓21 (𝛼)

𝑓3(𝛼)
Γ𝛼
11(𝛼, 𝛽)𝑧

2
2−

𝑓22 (𝛼)

𝑓3(𝛼)
𝑔2(𝛽1)Γ

𝛼
22(𝛼, 𝛽)𝑧

2
1 ,

𝑧̇2=𝐹2(𝛽1)𝑓1(𝛼)−𝑓3(𝛼)
[︂
2Γ1

𝛼1(𝛼, 𝛽)+
𝑑(ln |𝑓1(𝛼)|)

𝑑𝛼

]︂
𝑧2𝑧3−

𝑓22 (𝛼)

𝑓1(𝛼)
𝑔2(𝛽1)Γ

1
22(𝛼, 𝛽)𝑧

2
1 ,

𝑧̇1=𝐹1(𝛽2)𝑓2(𝛼)𝑔(𝛽1)−𝑓3(𝛼)
[︂
2Γ2

𝛼2(𝛼, 𝛽)+
𝑑(ln |𝑓2(𝛼)|)

𝑑𝛼

]︂
𝑧1𝑧3−𝑓1(𝛼)

[︂
2Γ2

12(𝛼, 𝛽)+
𝑑(ln |𝑔(𝛽1)|)

𝑑𝛽1

]︂
𝑧1𝑧2,

𝛽̇1= 𝑧2𝑓1(𝛼), 𝛽̇2= 𝑧1𝑓2(𝛼)𝑔(𝛽1), (26)

и она почти всюду эквивалентна следующей системе:

𝛼̈−𝐹3(𝛼)𝑓
2
3 (𝛼)+Γ𝛼

𝛼𝛼(𝛼, 𝛽)𝛼̇
2+Γ𝛼

11(𝛼, 𝛽)𝛽̇
2
1+Γ𝛼

22(𝛼, 𝛽)𝛽̇
2
2 =0,

𝛽1−𝐹2(𝛽1)𝑓
2
1 (𝛼)+2Γ1

𝛼1(𝛼, 𝛽)𝛼̇𝛽̇1+Γ1
22(𝛼, 𝛽)𝛽̇

2
2 =0,

𝛽2−𝐹1(𝛽2)𝑓
2
2 (𝛼)𝑔

2(𝛽1)+2Γ2
𝛼2(𝛼, 𝛽)𝛼̇𝛽̇2+2Γ2

12(𝛼, 𝛽)𝛽̇1𝛽̇2=0

на касательном расслоении 𝑇𝑀3{𝛼̇, 𝛽̇1, 𝛽̇2;𝛼, 𝛽1, 𝛽2}.

2.2. ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ

Для полного интегрирования системы шестого порядка (26) достаточно знать, вообще
говоря, пять независимых инвариантов. Как будет показано, для полного интегрирования
системы (26) достаточно знать четыре независимых тензорных инварианта: или четыре
первых интеграла, или четыре независимые дифференциальные формы, или какую-то ком-
бинацию из интегралов и форм с общим количеством, равным четырём. При этом, конечно,
инварианты (в частности, для уравнений геодезических) можно искать и в более общем
виде, что рассмотрено далее. И то, что полный набор состоит из четырёх, а не из пяти,
тензорных инвариантов (помимо упомянутого тривиального), будет показано ниже.

Кроме того, подчеркнём, что в следующей теореме (которая справедлива и при более
общих условиях) накладываются восемь алгебраических и дифференциальных соотношений
((4), (5) и (9)) на 11 функций: на четыре функции 𝑓1(𝛼), 𝑓2(𝛼), 𝑓3(𝛼), 𝑔(𝛽1) и на семь,
вообще говоря, ненулевых коэффициентов связности Γ𝑖

𝑗𝑘(𝛼, 𝛽).
Теорема 2. Если выполнены условия (4), (5), (9), то система (26) обладает полным

набором, состоящим из четырёх первых интегралов:

Φ1(𝑧3, 𝑧2, 𝑧1;𝛼, 𝛽)= 𝑧21+𝑧
2
2+𝑧

2
3+𝑉 (𝛼, 𝛽)=𝐶1=const,

𝑉 (𝛼, 𝛽)=𝑉3(𝛼)+𝑉2(𝛽1)+𝑉1(𝛽2)=−2

𝛼ˆ

𝛼0

𝐹3(𝑎) 𝑑𝑎−2

𝛽1ˆ

𝛽1,0

𝐹2(𝑏) 𝑑𝑏−2

𝛽2ˆ

𝛽2,0

𝐹1(𝑏) 𝑑𝑏, (27)

а также, для упрощения, при 𝐹2(𝛽1)≡𝐹1(𝛽2)≡ 0 — первые интегралы (11)–(13).
Более того, после некоторого её приведения — замен независимой переменной (14) и фазо-

вых (15) — фазовый поток системы (26) сохраняет фазовый объём с постоянной плотностью
на касательном расслоении 𝑇𝑀3{𝑤3, 𝑤

*
2, 𝑤

*
1;𝛼, 𝛽1, 𝛽2}, т.е. сохраняется соответствующая

дифференциальная форма (16).
Доказательство теоремы 2 проводится аналогично доказательству теоремы 1.
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3. ИНВАРИАНТЫ СИСТЕМ НА КАСАТЕЛЬНОМ РАССЛОЕНИИ
К ТРЁХМЕРНОМУ МНОГООБРАЗИЮ

В СИЛОВОМ ПОЛЕ С ПЕРЕМЕННОЙ ДИССИПАЦИЕЙ

3.1. ВВЕДЕНИЕ ВНЕШНЕГО СИЛОВОГО ПОЛЯ СО ЗНАКОПЕРЕМЕННОЙ ДИССИПАЦИЕЙ

Теперь несколько модифицируем систему (26) и получим систему с диссипацией. Рас-
сматриваемая система на касательном расслоении 𝑇𝑀3{𝑧3, 𝑧2, 𝑧1;𝛼, 𝛽1, 𝛽2} примет вид

𝛼̇= 𝑧3𝑓3(𝛼)+𝑏𝛿(𝛼),

𝑧̇3=𝐹3(𝛼)𝑓3(𝛼)−𝑓3(𝛼)
[︂
Γ𝛼
𝛼𝛼(𝛼, 𝛽)+

𝑑(ln |𝑓3(𝛼)|)
𝑑𝛼

]︂
𝑧23−

𝑓21 (𝛼)

𝑓3(𝛼)
Γ𝛼
11(𝛼, 𝛽)𝑧

2
2−

− 𝑓22 (𝛼)

𝑓3(𝛼)
𝑔2(𝛽1)Γ

𝛼
22(𝛼, 𝛽)𝑧

2
1+𝑧3𝐹

1
3 (𝛼),

𝑧̇2=𝐹2(𝛽1)𝑓1(𝛼)−𝑓3(𝛼)
[︂
2Γ1

𝛼1(𝛼, 𝛽)+
𝑑(ln |𝑓1(𝛼)|)

𝑑𝛼

]︂
𝑧2𝑧3−

𝑓22 (𝛼)

𝑓1(𝛼)
𝑔2(𝛽1)Γ

1
22(𝛼, 𝛽)𝑧

2
1+𝑧2𝐹

1
2 (𝛼),

𝑧̇1=𝐹1(𝛽2)𝑓2(𝛼)𝑔(𝛽1)−𝑓3(𝛼)
[︂
2Γ2

𝛼2(𝛼, 𝛽)+
𝑑(ln |𝑓2(𝛼)|)

𝑑𝛼

]︂
𝑧1𝑧3−

−𝑓1(𝛼)
[︂
2Γ2

12(𝛼, 𝛽)+
𝑑(ln |𝑔(𝛽1)|)

𝑑𝛽1

]︂
𝑧1𝑧2+𝑧1𝐹

1
1 (𝛼),

𝛽̇1= 𝑧2𝑓1(𝛼), 𝛽̇2= 𝑧1𝑓2(𝛼)𝑔(𝛽1), (28)

и она почти всюду эквивалентна системе

𝛼̈−
(︂
𝑏𝛿(𝛼)+𝐹 1

3 (𝛼)+𝑏𝛿(𝛼)

[︂
2Γ𝛼

𝛼𝛼(𝛼, 𝛽)+
𝑑(ln |𝑓3(𝛼)|)

𝑑𝛼

]︂)︂
𝛼̇−𝐹3(𝛽1)𝑓

2
3 (𝛼)+𝑏𝛿(𝛼)𝐹

1
3 (𝛼)+

+𝑏2𝛿2(𝛼)

[︂
Γ𝛼
𝛼𝛼(𝛼, 𝛽)+

𝑑(ln |𝑓3(𝛼)|)
𝑑𝛼

]︂
+Γ𝛼

𝛼𝛼(𝛼, 𝛽)𝛼̇
2+Γ𝛼

11(𝛼, 𝛽)𝛽̇
2
1+Γ𝛼

22(𝛼, 𝛽)𝛽̇
2
2 =0,

𝛽1−
(︂
𝐹 1
2 (𝛼)+𝑏𝛿(𝛼)

[︂
2Γ1

𝛼1(𝛼, 𝛽)+
𝑑(ln |𝑓1(𝛼)|)

𝑑𝛼

]︂)︂
𝛽̇1−𝐹2(𝛽1)𝑓

2
1 (𝛼)+2Γ1

𝛼1(𝛼, 𝛽)𝛼̇𝛽̇1+Γ1
22(𝛼, 𝛽)𝛽̇

2
2=0,

𝛽2−
(︂
𝐹 1
1 (𝛼)+𝑏𝛿(𝛼)

[︂
2Γ2

𝛼2(𝛼, 𝛽)+
𝑑(ln |𝑓2(𝛼)|)

𝑑𝛼

]︂)︂
𝛽̇2−𝐹1(𝛽2)𝑓

2
2 (𝛼)𝑔

2(𝛽1)+

+2Γ2
𝛼2(𝛼, 𝛽)𝛼̇𝛽̇2+2Γ2

12(𝛼, 𝛽)𝛽̇1𝛽̇2=0

на касательном расслоении 𝑇𝑀3{𝛼̇, 𝛽̇1, 𝛽̇2;𝛼, 𝛽1, 𝛽2}. Здесь, как и выше, 𝛿(𝛼)= 𝑑𝛿(𝛼)/𝑑𝛼.

Наличие диссипации (вообще говоря, знакопеременной) характеризует не только коэф-
фициент 𝑏𝛿(𝛼), 𝑏 > 0, в первом уравнении системы (28) (в отличие от системы (26)), но
и следующая линейная зависимость гладкого (внешнего) силового поля от 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 в про-
екциях на оси 𝑧̇1, 𝑧̇2, 𝑧̇3 соответственно:

𝐹 (𝑧3, 𝑧2, 𝑧1;𝛼, 𝛽1, 𝛽2)=

⎛⎜⎝𝐹1(𝛽2)𝑓2(𝛼)𝑔(𝛽1)

𝐹2(𝛽1)𝑓1(𝛼)

𝐹3(𝛼)𝑓3(𝛼)

⎞⎟⎠+

⎛⎜⎝𝑧1𝐹
1
1 (𝛼)

𝑧2𝐹
1
2 (𝛼)

𝑧3𝐹
1
3 (𝛼)

⎞⎟⎠.
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3.2. ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ

Для полного интегрирования системы шестого порядка (28) достаточно знать, вообще
говоря, пять независимых инвариантов. Как будет показано, для полного интегрирования си-
стемы (28) достаточно знать четыре независимых тензорных инварианта: или четыре первых
интеграла, или четыре независимые дифференциальные формы, или какую-то комбинацию
из интегралов и форм с общим количеством, равным четырём. При этом, конечно, инва-
рианты (в частности, для уравнений геодезических) можно искать и в более общем виде.
То, что полный набор состоит из четырёх, а не из пяти, тензорных инвариантов (помимо
упомянутого тривиального), будет показано ниже.

Подчеркнём, что в следующей теореме (которая справедлива и при более общих условиях)
накладываются восемь алгебраических и дифференциальных соотношений ((4), (5) и (9))
на 11 функций: на четыре функции 𝑓1(𝛼), 𝑓2(𝛼), 𝑓3(𝛼), 𝑔(𝛽1) и на семь, вообще говоря,
ненулевых коэффициентов связности Γ𝑖

𝑗𝑘(𝛼, 𝛽).
Перейдём теперь к интегрированию искомой системы шестого порядка (28) при выпол-

нении свойств (4), (5), (9), а также при отсутствии проектирования внешней силы на оси
𝑧̇1 и 𝑧̇2 (т.е. присутствует проекция внешней силы лишь на ось 𝑧̇3): 𝐹1(𝛽2)≡𝐹2(𝛽1)≡ 0.

Тогда система (28) допускает отделение независимой подсистемы пятого порядка

𝛼̇= 𝑧3𝑓3(𝛼)+𝑏𝛿(𝛼), 𝑧̇3=𝐹3(𝛼)𝑓3(𝛼)−
𝑓2(𝛼)

𝑓3(𝛼)
Γ3(𝛼)(𝑧

2
2+𝑧

2
1)+𝑧3𝐹

1
3 (𝛼),

𝑧̇2=−𝑓3(𝛼)
[︂
2Γ1(𝛼)+

𝑑(ln |𝑓(𝛼)|)
𝑑𝛼

]︂
𝑧2𝑧3−𝑓(𝛼)𝑔2(𝛽1)Γ1

22(𝛽1)𝑧
2
1+𝑧2𝐹

1
2 (𝛼),

𝑧̇1=−𝑓3(𝛼)
[︂
2Γ1(𝛼)+

𝑑(ln |𝑓(𝛼)|)
𝑑𝛼

]︂
𝑧1𝑧3−𝑓(𝛼)

[︂
2Γ2(𝛽1)+

𝑑(ln |𝑔(𝛽1)|)
𝑑𝛽1

]︂
𝑧1𝑧2+𝑧1𝐹

1
1 (𝛼),

𝛽̇1= 𝑧2𝑓(𝛼) (29)

при наличии шестого уравнения
𝛽̇2= 𝑧1𝑓(𝛼)𝑔(𝛽1). (30)

Далее накладываем определённые ограничения на силовое поле, которое, как отмечалось,
в явном виде вводит в систему диссипацию разного знака. Поэтому предположим, что
выполнены следующие равенства:

𝐹 1
1 (𝛼)≡𝐹 1

2 (𝛼)=:𝐹 1(𝛼). (31)

Для полного интегрирования (по Якоби) системы (29), (30) при условии (31) необходимо
знать, вообще говоря, пять независимых первых интегралов. Однако после замены перемен-
ных 𝑤3= 𝑧3, 𝑤2=

√︀
𝑧21+𝑧

2
2 , 𝑤1= 𝑧2/𝑧1 система (29), (30) распадается следующим образом:

𝛼̇=𝑤3𝑓3(𝛼)+𝑏𝛿(𝛼), 𝑤̇3=𝐹3(𝛼)𝑓3(𝛼)−
𝑓2(𝛼)

𝑓3(𝛼)
Γ3(𝛼)𝑤

2
2+𝑤3𝐹

1
3 (𝛼),

𝑤̇2=
𝑓2(𝛼)

𝑓3(𝛼)
Γ3(𝛼)𝑤2𝑤3+𝑤2𝐹

1(𝛼); (32)

𝑤̇1=±𝑤2

√︁
1+𝑤2

1𝑓(𝛼)

[︂
2Γ2(𝛽1)+

𝑑(ln |𝑔(𝛽1)|)
𝑑𝛽1

]︂
, 𝛽̇1=± 𝑤1𝑤2√︀

1+𝑤2
1

𝑓(𝛼); (33)
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𝛽̇2=± 𝑤2√︀
1+𝑤2

1

𝑓(𝛼)𝑔(𝛽1). (34)

Видно, что для полной интегрируемости системы (32)–(34) достаточно указать два неза-
висимых тензорных инварианта системы (32), один — для системы (33) (после соответ-
ствующей замены независимой переменной в ней) и дополнительный тензорный инвариант,
“привязывающий” уравнение (34) (т.е. всего четыре).

Продолжим определённые ограничения на силовое поле. Будем также предполагать, что
для некоторого 𝜅∈R выполнено равенство

𝑓2(𝛼)

𝑓23 (𝛼)
Γ3(𝛼)=𝜅

𝑑

𝑑𝛼
(ln |Δ(𝛼)|)=𝜅

Δ̃(𝛼)

Δ(𝛼)
, Δ̃(𝛼)=

𝑑Δ(𝛼)

𝑑𝛼
, Δ(𝛼)=

𝛿(𝛼)

𝑓3(𝛼)
, (35)

а для некоторых 𝜆03, 𝜆
1
𝑘 ∈R, 𝑘=1, 2, 3, должны выполняться равенства

𝐹3(𝛼)=𝜆
0
3

𝑑

𝑑𝛼

(︂
Δ2(𝛼)

2

)︂
=𝜆03Δ̃(𝛼)Δ(𝛼), 𝐹 1

𝑘 (𝛼)=𝜆
1
𝑘𝑓3(𝛼)

𝑑

𝑑𝛼
(Δ(𝛼))=𝜆1𝑘Δ̃(𝛼)𝑓3(𝛼), 𝑘=1, 2, 3. (36)

Условие (35) назовём “геометрическим”, а условия из группы (36) — “энергетическими”.
При этом 𝜆11 = 𝜆12 =: 𝜆1 в силу (31). Условие (35) названо геометрическим в том числе по-
тому, что оно накладывает условие на ключевой коэффициент связности Γ3(𝛼), приводя
соответствующие коэффициенты системы к однородному виду относительно функции Δ(𝛼)
при участии функции 𝑓(𝛼), входящей в кинематические соотношения. Условия группы (36)
названы энергетическими в том числе потому, что (внешние) силы становятся, в некотором
смысле, “потенциальными” по отношению к “силовой” функции Δ2(𝛼)/2 (или Δ(𝛼)), приво-
дя соответствующие коэффициенты системы к однородному виду (опять же относительно
функции Δ(𝛼)). При этом функция Δ(𝛼) и вносит в систему диссипацию разных знаков
или так называемую (знако)переменную диссипацию (см. также [15, 25]).

Теорема 3. Пусть выполняются условия (35) и (36). Тогда система (32)–(34) обла-
дает четырьмя независимыми, вообще говоря, трансцендентными [15] (т.е. имеющими
существенно особые точки) первыми интегралами.

Доказательство. Cопоставим сначала системе третьего порядка (32) неавтономную си-
стему второго порядка

𝑑𝑤3

𝑑𝛼
=
𝐹3(𝛼)𝑓3(𝛼)−𝑓2(𝛼)Γ3(𝛼)𝑤

2
2/𝑓3(𝛼)+𝑤3𝐹

1
3 (𝛼)

𝑤3𝑓3(𝛼)+𝑏𝛿(𝛼)
,

𝑑𝑤2

𝑑𝛼
=
𝑓2(𝛼)Γ3(𝛼)𝑤2𝑤3/𝑓3(𝛼)+𝑤2𝐹

1(𝛼)

𝑤3𝑓3(𝛼)+𝑏𝛿(𝛼)
. (37)

Далее введём однородные переменные по формулам

𝑤3=𝑢2Δ(𝛼), 𝑤2=𝑢1Δ(𝛼), Δ(𝛼)=
𝛿(𝛼)

𝑓3(𝛼)
(38)

и приведём систему (37) к следующему виду:

Δ(𝛼)
𝑑𝑢2
𝑑𝛼

+Δ̃(𝛼)𝑢2=
𝐹3(𝛼)𝑓3(𝛼)−𝑓2(𝛼)Γ3(𝛼)Δ

2(𝛼)𝑢21/𝑓3(𝛼)+Δ(𝛼)𝐹 1
3 (𝛼)𝑢2

𝑢2𝛿(𝛼)+𝑏𝛿(𝛼)
,

Δ(𝛼)
𝑑𝑢1
𝑑𝛼

+Δ̃(𝛼)𝑢1=
𝑓2(𝛼)Γ3(𝛼)Δ

2(𝛼)𝑢1𝑢2/𝑓3(𝛼)+Δ(𝛼)𝐹 1(𝛼)𝑢1
𝑢2𝛿(𝛼)+𝑏𝛿(𝛼)

,
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или, учитывая (9), к (почти всюду) эквивалентному виду

Δ(𝛼)
𝑑𝑢2
𝑑𝛼

=
𝐹3(𝛼)𝑓3(𝛼)−𝑓2(𝛼)Γ3(𝛼)Δ

2(𝛼)𝑢21/𝑓3(𝛼)−Δ̃(𝛼)𝛿(𝛼)𝑢22+[Δ(𝛼)𝐹 1
3 (𝛼)−𝑏Δ̃(𝛼)𝛿(𝛼)]𝑢2

𝑢2𝛿(𝛼)+𝑏𝛿(𝛼)
,

Δ(𝛼)
𝑑𝑢1
𝑑𝛼

=
[𝑓2(𝛼)Γ3(𝛼)Δ

2(𝛼)/𝑓3(𝛼)−Δ̃(𝛼)𝛿(𝛼)]𝑢1𝑢2+[Δ(𝛼)𝐹 1(𝛼)−𝑏Δ̃(𝛼)𝛿(𝛼)]𝑢1
𝑢2𝛿(𝛼)+𝑏𝛿(𝛼)

, (39)

здесь и далее Δ̃(𝛼)= 𝑑(Δ(𝛼))/𝑑𝛼.
Для интегрирования системы (39) должны выполняться геометрическое и энергетичес-

кие условия (35) и (36). Действительно, после их выполнения система (39) приводится
к обыкновенному дифференциальному уравнению первого порядка

𝑑𝑢2
𝑑𝑢1

=
𝜆03−𝜅𝑢21−𝑢22+(𝜆13−𝑏)𝑢2
(𝜅−1)𝑢1𝑢2+(𝜆1−𝑏)𝑢1

. (40)

Уравнение (40) есть уравнение Абеля [26], его общее решение имеет громоздкий вид.
В частности, при 𝜅=−1, 𝜆1=𝜆13 уравнение имеет следующий первый интеграл:

−𝑢22−𝑢21+(𝜆1−𝑏)𝑢2+𝜆03
𝑢1

=𝐶1=const, (41)

который в прежних переменных выглядит как

Θ1(𝑤3, 𝑤2;𝛼)=
𝑓23 (𝛼)(𝑤

2
3+𝑤

2
2)+(𝑏−𝜆1)𝑤3𝛿(𝛼)𝑓3(𝛼)−𝜆03𝛿2(𝛼)

𝑤2𝛿(𝛼)𝑓3(𝛼)
=𝐶1=const . (42)

Замечание 3. Если 𝛼 — периодическая координата периода 2𝜋, то система (32) (как
часть системы (32)–(34)) становится динамической системой с переменной диссипацией с ну-
левым средним (см. также [27, 28]). При этом она превращается в консервативную систему
при выполнении условия (9), геометрического и энергетических условий (35), (36) (но при
любой гладкой функции 𝐹3(𝛼)) и, в частности, при 𝜆1=𝜆13=−𝑏, 𝜅=−1:

𝛼̇=𝑤3𝑓3(𝛼)+𝑏𝛿(𝛼), 𝑤̇3=𝐹3(𝛼)𝑓3(𝛼)−𝜅𝑓3(𝛼)
Δ̃(𝛼)

Δ(𝛼)
𝑤2
2−𝑏𝑤3𝑓3(𝛼)Δ̃(𝛼),

𝑤̇2=𝜅𝑓3(𝛼)
Δ̃(𝛼)

Δ(𝛼)
𝑤2𝑤3−𝑏𝑤2𝑓3(𝛼)Δ̃(𝛼). (43)

Действительно, система (43) обладает двумя гладкими первыми интегралами вида

Φ1(𝑤3, 𝑤2;𝛼)=𝑤2
2+𝑤

2
3+2𝑏𝑤3Δ(𝛼)+𝑉 (𝛼)=𝐶1=const, 𝑉 (𝛼)=−2

𝛼ˆ

𝛼0

𝐹3(𝑎) 𝑑𝑎, (44)

Φ2(𝑤2;𝛼)=𝑤2Δ(𝛼)=𝐶2=const . (45)

В силу предыдущих свойств первых интегралов имеем

Φ2(𝑤2;𝛼)=𝑤2𝑓(𝛼) exp

{︂
2

𝛼ˆ

𝛼0

Γ1(𝑏) 𝑑𝑏

}︂
=

=𝑤2𝑓(𝛼) exp

{︂
−

𝛼ˆ

𝛼0

[︂
Γ3(𝑏)

𝑓2(𝑏)

𝑓23 (𝑏)
+
𝑑(ln |𝑓(𝑏)|)

𝑑𝑏

]︂
𝑑𝑏

}︂
∼=𝑤2 exp

{︂
−

𝛼ˆ

𝛼0

Γ3(𝑏)
𝑓2(𝑏)

𝑓23 (𝑏)
𝑑𝑏

}︂
,

где “∼=” означает равенство с точностью до мультипликативной постоянной.
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В силу (35), (36) последняя величина при 𝜅=−1, 𝜆1=𝜆13=−𝑏 будет иметь вид

𝑤2 exp

{︂ 𝛼ˆ

𝛼0

𝑑

𝑑𝑏
ln |Δ(𝑏)| 𝑑𝑏

}︂
∼=𝑤2Δ(𝛼)

с точностью до мультипликативной постоянной.
Очевидно, что отношение двух первых интегралов (44), (45) также является первым

интегралом системы (43), но при 𝜆1=𝜆13 ̸=−𝑏 каждая из функций

𝑤2
3+𝑤

2
2+(𝑏−𝜆1)𝑤3Δ(𝛼)−𝜆03Δ2(𝛼) (46)

и (45) по отдельности не является первым интегралом системы (32). Однако отношение (46)
к (45) является первым интегралом системы (32) (при 𝜅=−1) при любых 𝜆1=𝜆13, 𝑏.

Далее найдём явный вид дополнительного первого интеграла системы третьего порядка
(32) при 𝜅=−1, 𝜆1=𝜆13. Для этого преобразуем инвариантное соотношение (41) при 𝑢1 ̸=0
следующим образом: (︂

𝑢2+
−𝜆1+𝑏

2

)︂2
+

(︂
𝑢1+

𝐶1

2

)︂2
=

(𝜆1−𝑏)2+𝐶2
1

4
+𝜆03. (47)

Параметры данного инвариантного соотношения должны удовлетворять условию

(𝜆1−𝑏)2+𝐶2
1 +4𝜆03⩾ 0, (48)

и фазовое пространство системы (32) расслаивается на семейство поверхностей (47).
Таким образом, в силу соотношения (41) первое уравнение системы (39) при условиях (35),

(36) и при 𝜅=−1, 𝜆1=𝜆13 примет вид

−Δ(𝛼)

Δ̃(𝛼)

𝑑𝑢2
𝑑𝛼

=
2(−𝜆03−(𝜆1−𝑏)𝑢2+𝑢22)+𝐶1𝑈1(𝐶1, 𝑢2)

𝑢2+𝑏
,

𝑈1(𝐶1, 𝑢2)=
1

2

(︁
−𝐶1±

√︁
𝐶2
1 −4(𝑢22−(𝜆1−𝑏)𝑢2−𝜆03)

)︁
,

при этом постоянная интегрирования 𝐶1 выбирается из условия (48). Тогда квадратуру для
поиска дополнительного первого интеграла системы (32) запишем как

−
ˆ 𝑑Δ(𝛼)

Δ(𝛼)
=
ˆ (𝑏+𝑢2) 𝑑𝑢2

2(−𝜆03−(𝜆1−𝑏)𝑢2+𝑢22)+𝐶1(−𝐶1±
√︀
𝐶2
1 −4(𝑢22−(𝜆1−𝑏)𝑢2−𝜆03))/2

. (49)

Левая часть (49) (с точностью до аддитивной постоянной), очевидно, равна − ln |Δ(𝛼)|. Если
𝑢2−(𝜆1−𝑏)/2= 𝑟1, 𝑏

2
1=(𝜆1−𝑏)2+𝐶2

1 +4𝜆03, то правая часть равенства (49) примет вид

−1

4

ˆ 𝑑(𝑏21−4𝑟21)

(𝑏21−4𝑟21)±𝐶1

√︀
𝑏21−4𝑟21

+𝑏
ˆ 𝑑𝑟1

(𝑏21−4𝑟21)±𝐶1

√︀
𝑏21−4𝑟21

=−1

2
ln

⃒⃒⃒⃒√︀
𝑏21−4𝑟21
𝐶1

±1

⃒⃒⃒⃒
∓ 𝑏

2
𝐼1,

𝐼1=
ˆ 𝑑𝑟3√︀

𝑏21−𝑟23(𝑟3±𝐶1)
, 𝑟3=

√︁
𝑏21−4𝑟21. (50)
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При вычислении интеграла (50) возможны три случая: если (𝜆1−𝑏)2>−4𝜆03, то

𝐼1=− 1

2
√︀
(𝜆1−𝑏)2+4𝜆03

ln

⃒⃒⃒⃒√︀
(𝜆1−𝑏)2+4𝜆03+

√︀
𝑏21−𝑟23

𝑟3±𝐶1
± 𝐶1√︀

(𝜆1−𝑏)2+4𝜆03

⃒⃒⃒⃒
+

+
1

2
√︀
(𝜆1−𝑏)2+4𝜆03

ln

⃒⃒⃒⃒√︀
(𝜆1−𝑏)2+4𝜆03−

√︀
𝑏21−𝑟23

𝑟3±𝐶1
∓ 𝐶1√︀

(𝜆1−𝑏)2+4𝜆03

⃒⃒⃒⃒
+const;

если (𝜆1−𝑏)2<−4𝜆03, то

𝐼1=
1√︀

−4𝜆03−(𝜆1−𝑏)2
arcsin

±𝐶1𝑟3+𝑏
2
1

𝑏1(𝑟3±𝐶1)
+const;

если (𝜆1−𝑏)2=−4𝜆03, то

𝐼1=∓
√︀
𝑏21−𝑟23

𝐶1(𝑟3±𝐶1)
+const.

Возвращаясь к переменной 𝑟1 = 𝑤3/Δ(𝛼)− (𝜆1− 𝑏)/2, получим окончательный вид для
величины 𝐼1 во всех случаях: при (𝜆1−𝑏)2>−4𝜆03

𝐼1=− 1

2
√︀

(𝜆1−𝑏)2+4𝜆03
ln

⃒⃒⃒⃒√︀
(𝜆1−𝑏)2+4𝜆03±2𝑟1√︀

𝑏21−4𝑟21±𝐶1

± 𝐶1√︀
(𝜆1−𝑏)2+4𝜆03

⃒⃒⃒⃒
+

+
1

2
√︀

(𝜆1−𝑏)2+4𝜆03
ln

⃒⃒⃒⃒√︀
(𝜆1−𝑏)2+4𝜆03∓2𝑟1√︀

𝑏21−4𝑟21±𝐶1

∓ 𝐶1√︀
(𝜆1−𝑏)2+4𝜆03

⃒⃒⃒⃒
+const;

при (𝜆1−𝑏)2<−4𝜆03

𝐼1=
1√︀

−4𝜆03−(𝜆1−𝑏)2
arcsin

±𝐶1

√︀
𝑏21−4𝑟21+𝑏

2
1

𝑏1(
√︀
𝑏21−4𝑟21±𝐶1)

+const;

при (𝜆1−𝑏)2=−4𝜆03

𝐼1=∓ 2𝑟1

𝐶1(
√︀
𝑏21−4𝑟21±𝐶1)

+const.

Итак, найден дополнительный первый интеграл для системы третьего порядка (32) при
перечисленных выше условиях (в том числе при 𝜅=−1, 𝜆1=𝜆13) — предъявлен полный набор
первых интегралов, являющихся трансцендентными функциями своих фазовых переменных.
Полученный дополнительный первый интеграл имеет структурный вид

Θ2(𝑤3, 𝑤2;𝛼)=𝐺

(︂
Δ(𝛼),

𝑤3

Δ(𝛼)
,
𝑤2

Δ(𝛼)

)︂
=𝐶2=const . (51)

Выражение первого интеграла (51) через конечную комбинацию элементарных функций
зависит не только от вычисления квадратур, но и от явного вида функции Δ(𝛼) (а она,
в принципе, может быть неэлементарной функцией).

Таким образом, для интегрирования системы шестого порядка (32)–(34) при некоторых
условиях уже найдены два независимых первых интеграла системы (32). Для полной же её
интегрируемости достаточно найти один первый интеграл — для системы (33) (меняя в ней
независимую переменную), становящуюся независимой подсистемой после соответствующей
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замены независимой переменной, а также ещё один (дополнительный) первый интеграл,
“привязывающий” уравнение (34). Первый интеграл для системы (33) будет иметь вид

Θ3(𝑤1;𝛽1)=

√︀
1+𝑤2

1

Ψ(𝛽1)
=𝐶3=const, (52)

функция Ψ(𝛽1) определена в (12). В переменных 𝑧 первый интеграл (52) записывается как

Θ′
3(𝑧2, 𝑧1;𝛽1)=

√︀
𝑧21+𝑧

2
2

𝑧1Ψ(𝛽1)
=𝐶 ′

3=const . (53)

Дополнительный первый интеграл, “привязывающий” (34), находится по аналогии с (13):

Θ4(𝛽1, 𝛽2)=𝛽2±
𝛽1ˆ

𝛽1,0

𝐶3𝑔(𝑏)√︀
𝐶2
2Ψ

2(𝑏)−𝐶2
3

𝑑𝑏=𝐶4=const, (54)

где после вычисления интеграла (54) вместо постоянной 𝐶3 можно формально подставить
левую часть равенства (52) (или (53)).

Таком образом, в рассматриваемом случае система динамических уравнений (32)–(34)
имеет четыре первых интеграла, являющихся, вообще говоря, трансцендентными функциями
фазовых переменных (в смысле комплексного анализа, имеющих существенно особые точки).

Теорема 3 доказана.

3.3. ИНВАРИАНТНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ФОРМЫ СИСТЕМ
СО ЗНАКОПЕРЕМЕННОЙ ДИССИПАЦИЕЙ

Теорема 4. Если для системы вида (32)–(34) выполняются геометрическое и энерге-
тические свойства (35), (36), то у неё также существуют функционально независимые
между собой четыре инвариантные дифференциальные формы с, вообще говоря, трансцен-
дентными (т.е. имеющими существенно особые точки) коэффициентами (ср. с [8]). Эти
дифференциальные формы, для упрощения, при 𝜅=−1, 𝜆1=𝜆13 примут следующий вид:

𝜌1(𝑤3, 𝑤2;𝛼)𝑑𝑤3∧𝑑𝑤2∧𝑑𝛼,

𝜌1(𝑤3, 𝑤2;𝛼)= exp

{︂
(𝑏+𝜆1)

ˆ 𝑑𝑢3
𝑈2(𝐶1, 𝑢3)

}︂
𝑢23+𝑢

2
2+(𝑏−𝜆1)𝑢3−𝜆03

𝑢2
, 𝑢𝑘 =

𝑤𝑘

Δ(𝛼)
, 𝑘=2, 3,

𝜌2(𝑤3, 𝑤2;𝛼)𝑑𝑤3∧𝑑𝑤2∧𝑑𝛼, 𝜌2(𝑤3, 𝑤2;𝛼)=Δ(𝛼) exp

{︂ˆ (2𝑏+𝜆1+𝑢3) 𝑑𝑢3
𝑈2(𝐶1, 𝑢3)

}︂
,

𝜌3(𝑤1;𝛽1)=
1√︀

1+𝑤2
1

𝑑𝑤1∧𝑑𝛽1,

𝜌4(𝑤3, 𝑤2;𝛼, 𝛽1, 𝛽2)𝑑𝑤3∧𝑑𝑤2∧𝑑𝛼∧𝑑𝛽1∧𝑑𝛽2,

𝜌4(𝑤3, 𝑤2;𝛼, 𝛽1, 𝛽2)= exp

{︂
(𝑏+𝜆1)

ˆ 𝑑𝑢3
𝑈2(𝐶1, 𝑢3)

}︂
Θ4(𝛽1, 𝛽2),

и они, вообще говоря, зависимы с первыми интегралами (42), (51), (52), (54).
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Доказательство. I. Система (32) составной рассматриваемой системы (32)–(34) при
выполнении свойств (35), (36) имеет вид

𝛼̇=𝑤3𝑓3(𝛼)+𝑏𝛿(𝛼), 𝑤̇3=𝜆03Δ(𝛼)Δ̃(𝛼)𝑓3(𝛼)−𝜅𝑓3(𝛼)
Δ̃(𝛼)

Δ(𝛼)
𝑤2
2+𝜆

1
3𝑤3𝑓3(𝛼)Δ̃(𝛼),

𝑤̇2=𝜅𝑓3(𝛼)
Δ̃(𝛼)

Δ(𝛼)
𝑤2𝑤3+𝜆

1𝑤2𝑓3(𝛼)Δ̃(𝛼). (55)

После замен независимой 𝑑/𝑑𝑡= 𝑓3(𝛼)𝑑/𝑑𝜏 и фазовой 𝑤*
2 = ln |𝑤2| переменных система

(55) примет вид

𝛼̇=𝑋𝛼(𝑤3, 𝑤
*
2;𝛼)=𝑤3+𝑏Δ(𝛼), 𝑤̇3=𝑋𝑤3(𝑤3, 𝑤

*
2;𝛼)=𝜆03Δ(𝛼)Δ̃(𝛼)−𝜅Δ̃(𝛼)

Δ(𝛼)
𝑒2𝑤

*
2 +𝜆13𝑤3Δ̃(𝛼),

𝑤̇*
2 =𝑋𝑤*

2
(𝑤3, 𝑤

*
2;𝛼)=𝜅

Δ̃(𝛼)

Δ(𝛼)
𝑤3+𝜆

1Δ̃(𝛼), (56)

здесь точкой обозначена производная по 𝜏 .
Для системы (56) будем искать интегральные инварианты с плотностью 𝜌(𝑤3, 𝑤

*
2;𝛼), со-

ответствующие дифференциальным формам объёма 𝜌(𝑤3, 𝑤
*
2;𝛼)𝑑𝑤3∧𝑑𝑤*

2∧𝑑𝛼, из следующего
линейного дифференциального уравнения:

div
[︀
𝜌(𝑤3, 𝑤

*
2;𝛼)𝑋(𝑤3, 𝑤

*
2;𝛼)

]︀
=0, (57)

где
𝑋(𝑤3, 𝑤

*
2;𝛼)= {𝑋𝛼(𝑤3, 𝑤

*
2;𝛼), 𝑋𝑤3(𝑤3, 𝑤

*
2;𝛼), 𝑋𝑤*

2
(𝑤3, 𝑤

*
2;𝛼)}

— векторное поле системы (56) в координатах (𝑤3, 𝑤
*
2;𝛼). Уравнение (57) перепишем как

𝑋𝛼(𝑤3, 𝑤
*
2;𝛼)𝜌𝛼+𝑋𝑤3(𝑤3, 𝑤

*
2;𝛼)𝜌𝑤3 +𝑋𝑤*

2
(𝑤3, 𝑤

*
2;𝛼)𝜌𝑤*

2
=−𝜌 div𝑋(𝑤3, 𝑤

*
2;𝛼), (58)

при этом
div𝑋(𝑤3, 𝑤

*
2;𝛼)= (𝑏+𝜆13)Δ̃(𝛼). (59)

Тогда система уравнений характеристик линейного дифференциального уравнения (58)
в частных производных будет иметь вид

𝛼̇=𝑋𝛼(𝑤3, 𝑤
*
2;𝛼), 𝑤̇3=𝑋𝑤3(𝑤3, 𝑤

*
2;𝛼), 𝑤̇*

2 =𝑋𝑤*
2
(𝑤3, 𝑤

*
2;𝛼), 𝜌̇=−𝜌(𝑏+𝜆13)Δ̃(𝛼). (60)

У системы, состоящей из первых трёх уравнений системы (60), уже найдены два первых
интеграла (42) и (51). Найдём третий независимый первый интеграл системы (60) уравнений
характеристик. Сопоставим системе (60) следующую неавтономную систему:

𝑑𝑤3

𝑑𝛼
=
𝜆03Δ(𝛼)Δ̃(𝛼)−𝜅Δ̃(𝛼)𝑤2

2/Δ(𝛼)+𝜆13𝑤3Δ̃(𝛼)

𝑤3+𝑏Δ(𝛼)
, (61)

𝑑𝑤2

𝑑𝛼
=
𝜅Δ̃(𝛼)𝑤2𝑤3/Δ(𝛼)+𝜆1𝑤2Δ̃(𝛼)

𝑤3+𝑏Δ(𝛼)
,

𝑑𝜌

𝑑𝛼
=−(𝑏+𝜆13)𝜌Δ̃(𝛼)

𝑤3+𝑏Δ(𝛼)
(62)

или
𝑑𝑤3

𝑑Δ
=
𝜆03Δ−𝜅𝑤2

2/Δ+𝜆13𝑤3

𝑤3+𝑏Δ
,

𝑑𝑤2

𝑑Δ
=
𝜅𝑤2𝑤3/Δ+𝜆1𝑤2

𝑤3+𝑏Δ
,

𝑑𝜌

𝑑Δ
=−(𝑏+𝜆13)𝜌

𝑤3+𝑏Δ
. (63)
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После введения однородных переменных 𝑤3=𝑢2Δ, 𝑤2=𝑢1Δ, похожих на соответствующие
переменные в замене (38), систему (63) перепишем в виде

Δ
𝑑𝑢2
𝑑Δ

+𝑢2=
𝜆03−𝜅𝑢21+𝜆13𝑢2

𝑢2+𝑏
, Δ

𝑑𝑢1
𝑑Δ

+𝑢1=
𝜅𝑢1𝑢2+𝜆

1𝑢1
𝑢2+𝑏

, Δ
𝑑𝜌

𝑑Δ
=−(𝑏+𝜆13)𝜌

𝑢2+𝑏

или

Δ
𝑑𝑢2
𝑑Δ

=
𝜆03−𝜅𝑢21−𝑢22−(𝑏−𝜆13)𝑢2

𝑢2+𝑏
, Δ

𝑑𝑢1
𝑑Δ

=
(𝜅−1)𝑢1𝑢2−(𝑏−𝜆1)𝑢1

𝑢2+𝑏
, Δ

𝑑𝜌

𝑑Δ
=−(𝑏+𝜆13)𝜌

𝑢2+𝑏
. (64)

Из первых двух уравнений системы (64) получим первый интеграл (42). Из квадратуры

−𝑑Δ
Δ

=
(𝑢2+𝑏)𝑑𝑢2
𝑈2(𝐶1, 𝑢2)

, 𝑈2(𝐶1, 𝑢2)= 2𝑈1(𝑢2)−
𝐶1

2

(︀
𝐶1±

√︀
𝐶2
1 −4𝑈1(𝑢2)

)︀
,

𝑈1(𝑢2)=𝑢22+(𝑏−𝜆1)𝑢2−𝜆03, 𝐶1 ̸=0,

можем записать первый интеграл (51) (здесь учитывается, что 𝜅=−1 и 𝜆1 =𝜆13). И, нако-
нец, из

𝑑𝜌

(𝑏+𝜆1)𝜌
=

𝑑𝑢2
𝑈2(𝐶1, 𝑢2)

(65)

получаем первый интеграл, содержащий неизвестную функцию 𝜌. Вычислим квадратуру
(65). В самом деле, справедливо инвариантное соотношение

𝜌 exp

{︂
−(𝑏+𝜆1)

ˆ 𝑑𝑢2
𝑈2(𝐶1, 𝑢2)

}︂
=𝐶𝜌=const, (66)

которое является третьим, недостающим, первым интегралом системы уравнений характерис-
тик (60). Таким образом, общее решение линейного уравнения (58) в частных производных
примет следующий вид:

𝜌=exp

{︂
(𝑏+𝜆1)

ˆ 𝑑𝑢2
𝑈2(𝐶1, 𝑢2)

}︂
ℱ [Θ1,Θ2], (67)

где ℱ [Θ1,Θ2] — произвольная гладкая функция двух аргументов, при этом Θ1, Θ2 — два
первых интеграла (42), (51) соответственно.

В частности, за два функционально независимых решения линейного уравнения (58)
можно взять следующие функции:

𝜌1(𝑤3, 𝑤2;𝛼)= exp

{︂
(𝑏+𝜆1)

ˆ 𝑑𝑢2
𝑈2(𝐶1, 𝑢2)

}︂
Θ1(𝑤3, 𝑤2;𝛼),

𝜌2(𝑤3, 𝑤2;𝛼)= exp

{︂
(𝑏+𝜆1)

ˆ 𝑑𝑢2
𝑈2(𝐶1, 𝑢2)

}︂
Θ2(𝑤3, 𝑤2;𝛼), 𝑢2=

𝑤3

Δ(𝛼)
, 𝑢1=

𝑤2

Δ(𝛼)
.

II. Рассмотрим систему (33). После замены независимой переменной 𝑑/𝑑𝑡=±𝑤2𝑓(𝛼)𝑑/𝑑𝜏
она примет вид

𝑤̇1=𝑋𝑤1(𝑤1;𝛽1)=
√︁
1+𝑤2

1

[︂
2Γ2(𝛽1)+

𝑑(ln |𝑔(𝛽1)|)
𝑑𝛽1

]︂
, 𝛽̇1=𝑋𝛽1(𝑤1;𝛽1)=

𝑤1√︀
1+𝑤2

1

, (68)

где также точкой обозначена производная по 𝜏 .
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Для системы (68) будем искать интегральный инвариант с плотностью 𝜌(𝑤1;𝛽1), соответ-
ствующей дифференциальной форме площади 𝜌(𝑤1;𝛽1)𝑑𝑤1∧𝑑𝛽1, из следующего линейного
дифференциального уравнения:

div[𝜌(𝑤1;𝛽1)𝑋(𝑤1;𝛽1)] = 0, (69)

где 𝑋(𝑤1;𝛽1) = {𝑋𝑤1(𝑤1;𝛽1), 𝑋𝛽1(𝑤1;𝛽1)} — векторное поле рассматриваемой системы (68)
в координатах (𝑤1;𝛽1). Уравнение (69) перепишем как

𝑋𝑤1(𝑤1;𝛽1)𝜌𝑤1 +𝑋𝛽1(𝑤1;𝛽1)𝜌𝛽1 =−𝜌div𝑋(𝑤1;𝛽1), (70)

при этом

div𝑋(𝑤1;𝛽1)=
𝑤1√︀
1+𝑤2

1

[︂
2Γ2(𝛽1)+

𝑑(ln |𝑔(𝛽1)|)
𝑑𝛽1

]︂
.

Тогда система уравнений характеристик линейного дифференциального уравнения (70)
в частных производных примет вид

𝑤̇1=𝑋𝑤1(𝑤1;𝛽1), 𝛽̇1=𝑋𝛽1(𝑤1;𝛽1), 𝜌̇=−𝜌 𝑤1√︀
1+𝑤2

1

[︂
2Γ2(𝛽1)+

𝑑(ln |𝑔(𝛽1)|)
𝑑𝛽1

]︂
. (71)

У системы, состоящей из первых двух уравнений системы (71), уже найден первый
интеграл (52). Найдём дополнительный независимый первый интеграл для системы (71).
Сопоставим двум последним уравнениям системы (71) следующее неавтономное уравнение:

𝑑𝜌

𝑑𝛽1
=−𝜌

[︂
2Γ2(𝛽1)+

𝑑(ln |𝑔(𝛽1)|)
𝑑𝛽1

]︂
,

которое даёт инвариантное соотношение

Θ𝜌3(𝛽1; 𝜌)= 𝜌Ψ(𝛽1)=𝐶𝜌3 =const,

являющееся вторым, недостающим, первым интегралом системы уравнений характеристик (71)
(о функции Ψ(𝛽1) см. (12)).

Таким образом, общее решение линейного уравнения (70) в частных производных будет
иметь вид 𝜌=𝒢[Θ3]/Ψ1(𝛽1), где 𝒢[Θ3] — произвольная гладкая функция одного аргумента,
при этом Θ3 — первый интеграл (52).

В частности, если в качестве функции 𝒢[Θ3] выбрать

𝒢[Θ3] =
1

Θ3
=

Ψ(𝛽1)√︀
1+𝑤2

1

,

то за решение линейного уравнения (70) можно взять функцию

𝜌3(𝑤1;𝛽1)=
1√︀

1+𝑤2
1

. (72)

III. Инвариантные дифференциальные формы с функциями 𝜌𝑝(𝑤3, 𝑤2;𝛼), 𝑝=1, 2, а также
𝜌3(𝑤1;𝛽1) были получены выше из исследований отдельных систем (32) и (33), которые сами
составляют общую рассматриваемую составную систему (32)–(34). Возникает вопрос: а как
связано нахождение инвариантных форм для отдельных систем с нахождением инвариантных
форм для общей составной системы? Ответ на этот вопрос позволит нам, в частности,
ответить и на вопрос о нахождении инвариантной формы, “привязывающей” уравнение (34).
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Составная рассматриваемая система (32)–(34) при выполнении свойств (35), (36) имеет
вид

𝛼̇=𝑤3𝑓3(𝛼)+𝑏𝛿(𝛼), 𝑤̇3=𝜆03Δ(𝛼)Δ̃(𝛼)𝑓3(𝛼)−𝜅𝑓3(𝛼)
Δ̃(𝛼)

Δ(𝛼)
𝑤2
2+𝜆

1
3𝑤3𝑓3(𝛼)Δ̃(𝛼),

𝑤̇2=𝜅𝑓3(𝛼)
Δ̃(𝛼)

Δ(𝛼)
𝑤2𝑤3+𝜆

1𝑤2𝑓3(𝛼)Δ̃(𝛼); (73)

𝑤̇1=±𝑤2

√︀
1+𝑤2

1𝑓(𝛼)

[︂
2Γ2(𝛽1)+

𝑑(ln |𝑔(𝛽1)|)
𝑑𝛽1

]︂
, 𝛽̇1=± 𝑤1𝑤2√︀

1+𝑤2
1

𝑓(𝛼); (74)

𝛽̇2=± 𝑤2√︀
1+𝑤2

1

𝑓(𝛼)𝑔(𝛽1). (75)

После замен независимой 𝑑/𝑑𝑡= 𝑓3(𝛼)𝑑/𝑑𝜏 и фазовых переменных по формулам

𝑤*
2 = ln |𝑤2|, 𝑤*

1 = ln
⃒⃒
𝑤1+

√︀
1+𝑤2

1

⃒⃒
(76)

составная система (73)–(75) примет вид

𝛼̇=𝑋𝛼(𝑤3, 𝑤
*
2;𝛼)=𝑤3+𝑏Δ(𝛼),

𝑤̇3=𝑋𝑤3(𝑤3, 𝑤
*
2;𝛼)=𝜆03Δ(𝛼)Δ̃(𝛼)−𝜅Δ̃(𝛼)

Δ(𝛼)
𝑒2𝑤

*
2 +𝜆13𝑤3Δ̃(𝛼),

𝑤̇*
2 =𝑋𝑤*

2
(𝑤3, 𝑤

*
2;𝛼)=𝜅

Δ̃(𝛼)

Δ(𝛼)
𝑤3+𝜆

1Δ̃(𝛼); (77)

𝑤̇*
1 =𝑋𝑤*

1
(𝑤*

2;𝛼, 𝛽1)=±𝑒𝑤*
2
𝑓(𝛼)

𝑓3(𝛼)

[︂
2Γ2(𝛽1)+

𝑑(ln |𝑔(𝛽1)|)
𝑑𝛽1

]︂
,

𝛽̇1=𝑋𝛽1(𝑤
*
2, 𝑤

*
1;𝛼)=± 𝑊1(𝑤

*
1)𝑒

𝑤*
2√︀

1+𝑊 2
1 (𝑤

*
1)

𝑓(𝛼)

𝑓3(𝛼)
; (78)

𝛽̇2=𝑋𝛽2(𝑤
*
2, 𝑤

*
1;𝛼, 𝛽1)=± 𝑒𝑤

*
2√︀

1+𝑊 2
1 (𝑤

*
1)

𝑓(𝛼)

𝑓3(𝛼)
𝑔(𝛽1), (79)

при этом в составной системе (77)–(79) точкой обозначена производная по новой независимой
переменной 𝜏 , а 𝑤1=𝑊1(𝑤

*
1) — функция в силу замен (76). В принципе, замена (76) носит

технический характер, при этом можно использовать как группу переменных 𝑤*
2, 𝑤*

1, так
и группу переменных 𝑤2, 𝑤1.

Для составной системы (77)–(79) будем искать интегральные инварианты с плотностью
𝜌(𝑤3, 𝑤

*
2, 𝑤

*
1;𝛼, 𝛽1, 𝛽2), соответствующие дифференциальным формам объёма

𝜌(𝑤3, 𝑤
*
2, 𝑤

*
1;𝛼, 𝛽1, 𝛽2)𝑑𝑤3∧𝑑𝑤*

2∧𝑑𝑤*
1∧𝑑𝛼∧𝑑𝛽1∧𝑑𝛽2,

из следующего линейного дифференциального уравнения:

div [𝜌(𝑤3, 𝑤
*
2, 𝑤

*
1;𝛼, 𝛽1, 𝛽2)𝑋(𝑤3, 𝑤

*
2, 𝑤

*
1;𝛼, 𝛽1, 𝛽2)] = 0, (80)

где

𝑋(𝑤3, 𝑤
*
2, 𝑤

*
1;𝛼, 𝛽1, 𝛽2)= {𝑋𝛼(𝑤3, 𝑤

*
2;𝛼), 𝑋𝑤3(𝑤3, 𝑤

*
2;𝛼), 𝑋𝑤*

2
(𝑤3, 𝑤

*
2;𝛼),

𝑋𝑤*
1
(𝑤*

2;𝛼, 𝛽1), 𝑋𝛽1(𝑤
*
2, 𝑤

*
1;𝛼), 𝑋𝛽2(𝑤

*
2, 𝑤

*
1;𝛼, 𝛽1)}

— векторное поле составной системы (77)–(79) в координатах (𝑤3, 𝑤
*
2, 𝑤

*
1;𝛼, 𝛽1, 𝛽2).
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Уравнение (80) перепишем в виде

𝑋𝛼(𝑤3, 𝑤
*
2;𝛼)𝜌𝛼+𝑋𝑤3(𝑤3, 𝑤

*
2;𝛼)𝜌𝑤3 +𝑋𝑤*

2
(𝑤3, 𝑤

*
2;𝛼)𝜌𝑤*

2
+𝑋𝑤*

1
(𝑤*

2;𝛼, 𝛽1)𝜌𝑤*
1
+

+𝑋𝛽1(𝑤
*
2, 𝑤

*
1;𝛼)𝜌𝛽1 +𝑋𝛽2(𝑤

*
2, 𝑤

*
1;𝛼, 𝛽1)𝜌𝛽2 =−𝜌div𝑋(𝑤3, 𝑤

*
2, 𝑤

*
1;𝛼, 𝛽1, 𝛽2), (81)

при этом div𝑋(𝑤3, 𝑤
*
2, 𝑤

*
1;𝛼, 𝛽1, 𝛽2) = (𝑏+𝜆13)Δ̃(𝛼), как и в случае (59) для “отдельной” си-

стемы (56). Тогда будем иметь следующую систему уравнений характеристик линейного
дифференциального уравнения (81) в частных производных:

𝛼̇=𝑋𝛼(𝑤3, 𝑤
*
2;𝛼), 𝑤̇3=𝑋𝑤3(𝑤3, 𝑤

*
2;𝛼), 𝑤̇*

2 =𝑋𝑤*
2
(𝑤3, 𝑤

*
2;𝛼), 𝑤̇*

1 =𝑋𝑤*
1
(𝑤*

2;𝛼, 𝛽1),

𝛽̇1=𝑋𝛽1(𝑤
*
2, 𝑤

*
1;𝛼), 𝛽̇2=𝑋𝛽2(𝑤

*
2, 𝑤

*
1;𝛼, 𝛽1), 𝜌̇=−𝜌(𝑏+𝜆13)Δ̃(𝛼); (82)

она включает систему уравнений характеристик (60) для уравнения (58).
У системы, состоящей из первых шести уравнений системы (82), уже найдены четыре

первых интеграла (42), (51), (52) и (54) (полный набор). Более того, найден и дополнительный
первый интеграл (66), “привязывающий” уравнение (последнее уравнение системы (82)) на
функцию 𝜌. Таким образом, общее решение уравнения (81) имеет вид

𝜌=exp

{︂
(𝑏+𝜆1)

ˆ 𝑑𝑢2
𝑈2(𝐶1, 𝑢2)

}︂
ℋ[Θ1, . . . ,Θ4],

где ℋ[Θ1, . . . ,Θ4] — произвольная гладкая функция четырёх аргументов, Θ1, . . . , Θ4 —
четыре первых интеграла (42), (51), (52), (54) соответственно.

В частности, за четыре функционально независимых решения линейного уравнения (81)
в частных производных можно взять функции

𝜌1(𝑤3, 𝑤2;𝛼)= exp

{︂
(𝑏+𝜆1)

ˆ 𝑑𝑢2
𝑈2(𝐶1, 𝑢2)

}︂
Θ1(𝑤3, 𝑤2;𝛼),

𝜌2(𝑤3, 𝑤2;𝛼)= exp

{︂
(𝑏+𝜆1)

ˆ 𝑑𝑢2
𝑈2(𝐶1, 𝑢2)

}︂
Θ2(𝑤3, 𝑤2;𝛼), 𝑢2=

𝑤3

Δ(𝛼)
, 𝑢1=

𝑤2

Δ(𝛼)
,

𝜌3(𝑤3, 𝑤2, 𝑤1;𝛼, 𝛽1)= exp

{︂
(𝑏+𝜆1)

ˆ 𝑑𝑢2
𝑈2(𝐶1, 𝑢2)

}︂
Θ3(𝑤1;𝛽1), (83)

𝜌4(𝑤3, 𝑤2;𝛼, 𝛽1, 𝛽2)= exp

{︂
(𝑏+𝜆1)

ˆ 𝑑𝑢2
𝑈2(𝐶1, 𝑢2)

}︂
Θ4(𝛽1, 𝛽2).

В п. III данного доказательства рассмотрен наиболее общий случай поиска инвариантных
форм для составной системы (77)–(79). Понятно, что найденные дифференциальные формы
𝜌1(𝑤3, 𝑤2;𝛼)𝑑𝑤3∧𝑑𝑤2∧𝑑𝛼 и 𝜌2(𝑤3, 𝑤2;𝛼)𝑑𝑤3∧𝑑𝑤2∧𝑑𝛼 будут инвариантными формами не
только для системы (32), но и для составной системы (32)–(34). При этом для интегрирования
составной системы (32)–(34) можно использовать как более “громоздкую” форму с функцией
(83), так и форму с функцией (72), имеющей более простой наглядный вид, поскольку
составная система (32)–(34) распалась известным образом. Теорема доказана.

Строение первых интегралов для рассматриваемых систем с диссипацией изучалось так-
же в [24, 25]. Заметим лишь, что для систем с диссипацией трансцендентность функций
(т.е. наличие у них существенно особых точек) как тензорных инвариантов наследуется из
нахождения в системе притягивающих или отталкивающих предельных множеств.
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В заключение можно сослаться на многочисленные приложения [7, 14, 16], касающие-
ся интегрирования систем с диссипацией, на касательном расслоении к трёхмерной сфере,
а также более общих систем на расслоении трёхмерных поверхностей вращения и простран-
ства Лобачевского. При этом из всего колоссального множества работ по геометрическим
и топологическим аспектам, связанным с рассматриваемым интегрированием систем, особо
выделим работы [22, 29].
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INVARIANTS OF GEODESIC, POTENTIAL AND DISSIPATIVE SYSTEMS
WITH THREE DEGREES OF FREEDOM

M. V. Shamolin
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e-mail: shamolin@rambler.ru, shamolin.maxim@yandex.ru

Tensor invariants (first integrals and differential forms) of homogeneous dynamical systems on tangent
bundles to smooth three-dimensional manifolds (systems with three degrees of freedom) are presented
in this paper. The connection between the presence of such invariants and the complete set of the
first integrals, which are necessary for the integration of geodesic, potential, and dissipative systems,
is shown. At the same time, the introduced force fields make the considered systems dissipative with
dissipation of different signs and generalize the previously considered ones.

Keywords: dynamic system, nonconservative force field, integrability, tensor invariant.
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ВВЕДЕНИЕ

Пусть 𝐴 — замкнутый оператор в банаховом пространстве 𝐸 с плотной в нём областью
определения 𝐷(𝐴). При 𝑘 > 0 рассмотрим уравнение Эйлера–Пуассона–Дарбу (ЭПД)

𝑢′′(𝑡)+
𝑘

𝑡
𝑢′(𝑡)=𝐴𝑢(𝑡), 𝑡 > 0. (1)

Из результатов работ [1, 2] следует, что корректная постановка начальных условий для
уравнения (1) состоит в задании в точке 𝑡=0 начальных условий

𝑢(0)=𝑢0, 𝑢′(0)= 0, (2)

при этом, если 𝑘 ⩾ 1, начальное условие 𝑢′(0) = 0 снимается, что характерно для ряда
уравнений с особенностью в коэффициентах при 𝑡=0.

Корректная постановка начальных условий в зависимости от параметра 𝑘 ∈R, а также
решение соответствующих начальных задач в случае, когда 𝐴 — оператор Лапласа по
пространственным переменным, приводится в [3, гл. 1]. Дальнейшие исследования по теории
сингулярных уравнений в частных производных можно найти в работах [4–8]. Что касается
абстрактного уравнения ЭПД (1), то оно встречалось ранее в [9; 10, гл. 1; 11] при различных
предположениях об операторе 𝐴.

В статьях [1, 2] приведены условия на оператор 𝐴, обеспечивающие корректную разре-
шимость задачи (1), (2). В [2] они сформулированы в терминах оценки нормы резольвенты
𝑅(𝜆,𝐴) оператора 𝐴 и её весовых производных, а в [1] — в терминах дробной степени
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резольвенты и её обычных производных. Множество операторов 𝐴, с которыми задача (1),
(2) при 𝑘 ⩾ 0 равномерно корректна, обозначим через 𝐺𝑘, а разрешающий оператор этой
задачи обозначим через 𝑌𝑘(𝑡) и назовём операторной функцией Бесселя (ОФБ). В дальней-
шем предположение 𝐴∈𝐺𝑘 при некотором 𝑘⩾ 0 означает, в частности, что с оператором 𝐴
корректно разрешима задача Коши (1), (2) и 𝑌𝑘(𝑡) — разрешающий оператор этой задачи,
при этом 𝑌0(𝑡)=𝐶(𝑡) — косинус оператор-функция (КОФ) (подробнее о ней см., например,
в работах [12; 13, с. 175; 14; 15]).

ОФБ 𝑌𝑘(𝑡) (𝑌𝑘(0)= 𝐼, 𝑌 ′
𝑘(0)=0) была введена в рассмотрение в [1, 2] как разрешающий

оператор задачи Коши для уравнения ЭПД. Но, также как и в теории полугрупп и ко-
синус оператор-функций, семейство операторных функций Бесселя можно ввести (см. [16])
независимо от дифференциального уравнения ЭПД, с которым в итоге оно связано.

В статье [17] исследована задача Коши для уравнения Бесселя–Струве

𝑢′′(𝑡)+
𝑘

𝑡
(𝑢′(𝑡)−𝑢′(0))=𝐴𝑢(𝑡), 𝑡 > 0, (3)

𝑢(0)= 0, 𝑢′(0)=𝑢1, (4)

указан явный вид разрешающего оператора этой задачи, который был назван операторной
функцией Струве (ОФС) и обозначен как 𝐿𝑘(𝑡) (𝐿𝑘(0) = 0, 𝐿′

𝑘(0) = 𝐼), а также приведены
формулы, связывающие ОФБ 𝑌𝑘(𝑡) и ОФС 𝐿𝑘(𝑡) с проинтегрированной косинус оператор-
функцией (ПКОФ).

К понятию ПКОФ привело (см. [18–21]) желание исследователей ослабить требования на
операторный коэффициент задачи Коши для абстрактных дифференциальных уравнений
второго порядка. Напомним далее определение ПКОФ.

Определение. Пусть 𝛼 > 0. Однопараметрическое семейство линейных ограниченных
операторов 𝐶𝛼(𝑡), 𝑡⩾ 0, называется 𝛼 раз проинтегрированной косинус оператор-функцией,
если:

1) 2Γ(𝛼)𝐶𝛼(𝑡)𝐶𝛼(𝑠)=
ˆ 𝑡+𝑠

𝑡
(𝑡+𝑠−𝑟)𝛼−1𝐶𝛼(𝑟) 𝑑𝑟−

ˆ 𝑠

0
(𝑡+𝑠−𝑟)𝛼−1𝐶𝛼(𝑟) 𝑑𝑟+

ˆ 𝑡

𝑡−𝑠
(𝑟−𝑡+𝑠)𝛼−1×

×𝐶𝛼(𝑟) 𝑑𝑟+
ˆ 𝑠

0
(𝑟+ 𝑡−𝑠)𝛼−1𝐶𝛼(𝑟) 𝑑𝑟, 𝑡> 𝑠> 0, Γ(·) — гамма-функция Эйлера;

2) 𝐶𝛼(0)= 0;
3) для любого 𝑥∈𝐸 функция 𝐶𝛼(𝑡)𝑥 непрерывна по 𝑡⩾ 0;
4) существуют постоянные 𝑀 > 0, 𝜔⩾ 0 такие, что

‖𝐶𝛼(𝑡)‖⩽𝑀𝑒𝜔𝑡, 𝑡⩾ 0.

Генератор 𝐴 ПКОФ 𝐶𝛼(𝑡) определяется следующим образом: 𝐷(𝐴) — множество элемен-
тов 𝑥∈𝐸 таких, что существует элемент 𝑦 ∈𝐸, удовлетворяющий равенству

𝐶𝛼(𝑡)𝑥−
𝑡𝛼

Γ(𝛼+1)
𝑥=

𝑡ˆ

0

(𝑡−𝑟)𝐶𝛼(𝑟)𝑦 𝑑𝑟, 𝑡⩾ 0, (5)

и в этом случае полагаем 𝐴𝑥= 𝑦.
Критерием того, что оператор 𝐴 — генератор ПКОФ 𝐶𝛼(𝑡), является наличие у его

резольвенты 𝑅(𝜆2, 𝐴) оценки (см., например, теорему 2.2.5 из [21])⃦⃦⃦⃦
𝑑𝑛

𝑑𝜆𝑛
(𝜆1−𝛼𝑅(𝜆2, 𝐴))

⃦⃦⃦⃦
⩽

𝑀𝑛!

(𝜆−𝜔)𝑛+1
, 𝜆>𝜔, 𝑛∈N.

Пусть 𝑃𝜈(𝑡) — сферическая функция Лежандра (см. [22, с. 205]). Формулы, связывающие
ОФБ 𝑌𝑘(𝑡) и ОФС 𝐿𝑘(𝑡) с ПКОФ 𝐶𝛼(𝑡), содержатся в следующих двух теоремах.
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Теорема 1 [17]. Пусть 𝑘=2𝛼>0 и оператор 𝐴 является генератором 𝛼 раз ПКОФ 𝐶𝛼(𝑡),
𝑢0 ∈𝐷(𝐴). Тогда задача (1), (2) равномерно корректна, т.е. 𝐴∈𝐺𝑘, и соответствующая
ОФБ представима в виде

𝑌𝑘(𝑡)𝑢0=
2𝛼Γ(𝛼+1/2)√

𝜋𝑡𝛼

(︂
𝐶𝛼(𝑡)𝑢0−

1ˆ

0

𝑃 ′
𝛼−1(𝜏)𝐶𝛼(𝑡𝜏)𝑢0 𝑑𝜏

)︂
. (6)

Из теоремы 1 следует, что определяемая равенством (6) функция 𝑢(𝑡)=𝑌𝑘(𝑡)𝑢0 является
единственным решением задачи Коши (1), (2).

Теорема 2 [17]. Пусть 𝑢1∈𝐷(𝐴), 𝑘=2𝛼> 0 и оператор 𝐴 является генератором 𝛼 раз
ПКОФ 𝐶𝛼(𝑡). Тогда функция 𝑢(𝑡)=𝐿𝑘(𝑡)𝑢1, где

𝐿𝑘(𝑡)𝑢1=
2𝛼 Γ(𝛼+1)

𝑡𝛼−1

1ˆ

0

𝑃𝛼−1(𝜏)𝐶𝛼(𝑡𝜏)𝑢1 𝑑𝜏, (7)

будет решением задачи (3), (4).
Отметим также, что условием существования операторных функций 𝑌𝑘(𝑡) и 𝐿𝑘(𝑡) в ра-

венствах (6), (7) является условие 𝐴∈𝐺𝑘 (см. [17, 23]).
Пример 1. Если оператор 𝐴 — оператор умножения на число, то

𝑌𝑘(𝑡)=Γ(𝑘/2+1/2)
∞∑︁
𝑗=0

(𝑡2𝐴/4)𝑗

𝑗! Γ(𝑗+𝑘/2+1/2)
=Γ(𝑘/2+1/2)(𝑡

√
𝐴/2)1/2−𝑘/2𝐼𝑘/2−1/2(𝑡

√
𝐴),

𝐿𝑘(𝑡)=

√
𝜋

2
Γ(𝑘/2+1)

∞∑︁
𝑗=0

𝑡(𝑡2𝐴/4)𝑗

Γ(𝑗+3/2)Γ(𝑗+𝑘/2+1)
=

2𝑘/2−1/2√𝜋Γ(𝑘/2+1)

𝐴𝑘/4+1/4𝑡𝑘/2−1/2
L𝑘/2−1/2(𝑡

√
𝐴),

где 𝐼𝜈(𝑧) — модифицированная функция Бесселя, L𝜈(𝑧) — модифицированная функция
Струве [24, с. 655]. Поэтому операторная функция 𝑌𝑘(𝑡) была названа ОФБ, а операторная
функция 𝐿𝑘(𝑡) — ОФС.

В настоящей работе будем рассматривать функционально-дифференциальное уравнение
Эйлера–Пуассона–Дарбу вида

𝑢′′(𝑡)+
2(𝜇+𝜈)+1

𝑡
(𝑢′(𝑡)−𝑢′(0))+ 4𝜇𝜈

𝑡2
(𝑢(𝑡)−𝑢(0)− 𝑡𝑢′(0))=𝐴𝑢(𝑡), 𝑡 > 0. (8)

Функционально-дифференциальное уравнение (8), которое обобщает уравнения Эйлера–
Пуассона–Дарбу и Бесселя–Струве, следуя [21, 22], можно также назвать слабо нагруженным
уравнением ЭПД. Интерес к изучению нагруженных дифференциальных уравнений объяс-
няется объёмом их приложений и тем фактом, что нагруженные уравнения составляют
особый класс функционально-дифференциальных уравнений со своими специфическими за-
дачами. Обзор публикаций по нагруженным дифференциальным уравнениям содержится
в монографиях [25, 26].

1. ЗАДАЧА КОШИ

Далее рассмотрим начальную задачу и найдём решение сингулярного функционально-
дифференциального уравнения (8), удовлетворяющее начальным условиям

𝑢(0)=𝑢0, 𝑢′(0)=𝑢1. (9)

Если 𝜈 = 0, 𝜇⩾−1/2, 𝐴 ∈𝐺2𝜇+1, то уравнение (8) превращается в уравнение Бесселя–
Струве и в силу теорем 1, 2 единственным решением задачи (8), (9) является функция

𝑢𝜇,0(𝑡)=𝑌2𝜇+1(𝑡)𝑢0+𝐿2𝜇+1(𝑡)𝑢1. (10)
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Пусть теперь 𝜈 >0, 𝜇⩾−1/2. В этом случае будем искать решение задачи (8), (9) в виде
интеграла типа Эрдейи–Кобера

𝑢(𝑡)=

1ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜈−1𝑈(𝑡𝑠)𝑢2 𝑑𝑠, (11)

где 𝑈(𝑡𝑠) и 𝑢2 — подлежащие определению дважды дифференцируемая операторная функция
и начальный элемент.

Вычислим производные определяемой равенством (11) функции 𝑢(𝑡) и после интегриро-
вания по частям получим

𝑢′(𝑡)=

1ˆ

0

𝑠2(1−𝑠2)𝜈−1𝑈 ′(𝑡𝑠)𝑢2 𝑑𝑠=− 1

2𝜈

1ˆ

0

𝑑

𝑑𝑠
(1−𝑠2)𝜈𝑠𝑈 ′(𝑡𝑠)𝑢2 𝑑𝑠=

=
1

2𝜈

1ˆ

0

(1−𝑠2)𝜈(𝑡𝑠𝑈 ′′(𝑡𝑠)𝑢2+𝑈
′(𝑡𝑠)𝑢2) 𝑑𝑠, (12)

𝑢′′(𝑡)=

1ˆ

0

𝑠3(1−𝑠2)𝜈−1𝑈 ′′(𝑡𝑠)𝑢2 𝑑𝑠. (13)

Предположим, что функция 𝑈(𝑡)𝑢2 удовлетворяет равенству

𝐴𝑈(𝑡)𝑢2=𝑈 ′′(𝑡)𝑢2+
2𝜇+1

𝑡
(𝑈 ′(𝑡)−𝑈 ′(0))𝑢2, (14)

тогда, учитывая (12)–(14) и элементарный интеграл (2.2.4.8) [27], после интегрирования по
частям будем иметь

𝑢′′(𝑡)+
2(𝜇+𝜈)+1

𝑡
(𝑢′(𝑡)−𝑢′(0))+ 4𝜇𝜈

𝑡2
(𝑢(𝑡)−𝑢(0)− 𝑡𝑢′(0))−𝐴𝑢(𝑡)=

=

1ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜈−1

(︂
2(𝜇+𝜈)+1

2𝜈
(1−𝑠2)+𝑠2−1

)︂
𝑈 ′′(𝑡𝑠)𝑢2 𝑑𝑠+

+
1

𝑡

1ˆ

0

(1−𝑠2)𝜈−1

(︂
2(𝜇+𝜈)+1

2𝜈
(1−𝑠2)−2𝜇−1

)︂
𝑈 ′(𝑡𝑠)𝑢2 𝑑𝑠+

+
2𝜇+1

𝑡

1ˆ

0

(1−𝑠2)𝜈−1𝑈 ′(0)𝑢2 𝑑𝑠−
2(𝜇+𝜈)+1

𝑡

1ˆ

0

𝑠2(1−𝑠2)𝜈−1𝑈 ′(0)𝑢2 𝑑𝑠−

− 4𝜇𝜈

𝑡

1ˆ

0

𝑠2(1−𝑠2)𝜈−1𝑈 ′(0)𝑢2 𝑑𝑠+
4𝜇𝜈

𝑡2

1ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜈−1𝑈(𝑡𝑠)𝑢2 𝑑𝑠−
4𝜇𝜈

𝑡2

1ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜈−1𝑈(0)𝑢2 𝑑𝑠=

=
2𝜇+1

2𝜈𝑡

1ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜈 𝑑
𝑑𝑠
𝑈 ′(𝑡𝑠)𝑢2 𝑑𝑠+

1

𝑡

1ˆ

0

(1−𝑠2)𝜈−1

(︂
2(𝜇+𝜈)+1

2𝜈
(1−𝑠2)−2𝜇−1

)︂
𝑈 ′(𝑡𝑠)𝑢2 𝑑𝑠+

+
4𝜇𝜈

𝑡2

1ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜈−1𝑈(𝑡𝑠)𝑢2 𝑑𝑠−
2𝜇

𝑡2
𝑈(0)𝑢2=

=−2𝜇

𝑡

1ˆ

0

(1−𝑠2)𝜈𝑈 ′(𝑡𝑠)𝑢2 𝑑𝑠+
4𝜇𝜈

𝑡2

1ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜈−1𝑈(𝑡𝑠)𝑢2 𝑑𝑠−
2𝜇

𝑡2
𝑈(0)𝑢2=

=
2𝜇

𝑡2
𝑈(0)𝑢2−

4𝜇𝜈

𝑡2

1ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜈−1𝑈(𝑡𝑠)𝑢2 𝑑𝑠+
4𝜇𝜈

𝑡2

1ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜈−1𝑈(𝑡𝑠)𝑢2 𝑑𝑠−
2𝜇

𝑡2
𝑈(0)𝑢2=0.
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Поэтому если выполнено равенство (14), то определяемая равенством (11) функция 𝑢(𝑡)
является решением уравнения (8).

Как следует из теоремы 1, функция 𝑌2𝜇+1(𝑡)𝑢2 удовлетворяет равенству (14), и если вы-
брать 𝑈(𝑡)=𝑌2𝜇+1(𝑡), 𝑢2=2𝜈𝑢0, то функция 𝑢(𝑡)=𝑌2𝜇+1(𝑡)𝑢2, очевидно, будет удовлетворять
условиям 𝑢(0)=𝑢0, 𝑢′(0)= 0.

В силу теоремы 2 функция 𝐿2𝜇+1(𝑡)𝑢2 также удовлетворяет равенству (14), и если выбрать

𝑈(𝑡)=𝐿2𝜇+1(𝑡), 𝑢2=
4Γ(𝜈+3/2)√

𝜋Γ(𝜈)
𝑢1,

то функция 𝑢(𝑡)=𝐿2𝜇+1(𝑡)𝑢2 будет удовлетворять условиям 𝑢(0)= 0, 𝑢′(0)=𝑢1.
Таким образом, если 𝜈 > 0, 𝜇⩾−1/2, то решением задачи (8), (9) будет функция

𝑢𝜇,𝜈(𝑡)= 2𝜈

1ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜈−1𝑌2𝜇+1(𝑡𝑠)𝑢0 𝑑𝑠+
4Γ(𝜈+3/2)√

𝜋 Γ(𝜈)

1ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜈−1𝐿2𝜇+1(𝑡𝑠)𝑢1 𝑑𝑠. (15)

Пример 2. Если оператор 𝐴 — оператор умножения на число, то, учитывая результа-
ты примера 1, интегралы в выражении (15) вычисляются (см. соответственно интегралы
(2.15.2.5) [28], (2.7.4.1) [24]) и решение 𝑢𝜇,𝜈(𝑡;𝑢0, 𝑢1) задачи (8), (9) примет вид

𝑢𝜇,𝜈(𝑡)= 1𝐹2

(︂
1;𝜇+1, 𝜈+1;

𝑡2𝐴

4

)︂
𝑢0+ 𝑡 1𝐹2

(︂
1;𝜇+

3

2
, 𝜈+

3

2
;
𝑡2𝐴

4

)︂
𝑢1, (16)

где 1𝐹2(·) — гипергеометрическая функция

1𝐹2

(︂
1;𝛼, 𝛽;

𝑡2𝐴

4

)︂
=

∞∑︁
𝑗=0

Γ(𝛼)Γ(𝛽)

Γ(𝑗+𝛼)Γ(𝑗+𝛽)

(︂
𝑡2𝐴

4

)︂𝑗

.

Естественно, определение решения в виде гипергеометрических рядов по формуле (16)
имеет место и для любого ограниченного оператора 𝐴, действующего в 𝐸. Укажем также,
что ранее результаты о разрешимости некоторых интегро-дифференциальных уравнений при
других значениях параметров гипергеометрических рядов встречались в статье [29].

Проведённые выше рассуждения приводят к следующему утверждению.
Теорема 3. Пусть 𝜈 > 0, 𝜇 ⩾ −1/2, начальные элементы 𝑢0, 𝑢1 ∈ 𝐷(𝐴) и оператор

𝐴 ∈𝐺2𝜇+1. Тогда определяемая равенством (15) функция 𝑢𝜇,𝜈(𝑡) является единственным
решением задачи (8), (9).

Доказательство. Для доказательства теоремы осталось лишь доказать единственность
решения задачи (8), (9), которую мы установим методом от противного. Пусть 𝑢1(𝑡) и 𝑢2(𝑡) —
два решения указанной задачи. Рассмотрим функцию двух переменных

𝑤(𝑡, 𝑠)= 𝑓
(︀
𝑌2𝜇+1(𝑠)(𝑢1(𝑡)−𝑢2(𝑡))

)︀
,

где 𝑓 ∈𝐸* (𝐸* — сопряжённое пространство), 𝑡, 𝑠⩾0. Она, очевидно, удовлетворяет уравнению

𝜕2𝑤(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑡2
+
2(𝜇+𝜈)+1

𝑡

𝜕𝑤(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑡
+
4𝜇𝜈

𝑡2
𝑤(𝑡, 𝑠)=

𝜕2𝑤(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑠2
+
2𝜇+1

𝑠

𝜕𝑤(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑠
, 𝑡, 𝑠> 0, (17)

и условиям

lim
𝑡→0

𝑤(𝑡, 𝑠)= lim
𝑡→0

𝜕𝑤(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑡
= lim

𝑠→0

𝜕𝑤(𝑡, 𝑠)

𝜕𝑠
=0. (18)
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Подобно тому как это было сделано в [30], понимаем под 𝑤(𝑡, 𝑠) обобщённую функцию
умеренного роста и по переменной 𝑠 применим преобразование Фурье–Бесселя

𝑤̂(𝑡, 𝜆)=

∞̂

0

𝑠2𝜇+1 𝑗𝜇(𝜆𝑠)𝑤(𝑡, 𝑠) 𝑑𝑠, 𝑤(𝑡, 𝑠)= 𝛾𝜇

∞̂

0

𝜆2𝜇+1𝑗𝜇(𝜆𝑠)𝑤̂(𝑡, 𝜆) 𝑑𝜆,

𝛾𝜇=
1

22𝜇Γ2(𝜇+1)
, 𝑗𝜇(𝑠)=

2𝜇Γ(𝜇+1)

𝑠𝜇
𝐽𝜇(𝑠),

где 𝐽𝜇(·) — функция Бесселя.
Из (17), (18) для образа 𝑤̂(𝑡, 𝜆) получим следующую задачу:

𝜕2𝑤̂(𝑡, 𝜆)

𝜕𝑡2
+
2(𝜇+𝜈)+1

𝑡

𝜕𝑤̂(𝑡, 𝜆)

𝜕𝑡
+
4𝜇𝜈

𝑡2
𝑤̂(𝑡, 𝜆)=−𝜆2 𝑤̂(𝑡, 𝜆), 𝑡 > 0, (19)

lim
𝑡→0

𝑤̂(𝑡, 𝜆)= lim
𝑡→0

𝜕𝑤̂(𝑡, 𝜆)

𝜕𝑡
=0. (20)

В силу примера 2 общее решение дифференциального уравнения (19) имеет вид

𝑤̂(𝑡, 𝜆)= 𝑐1(𝜆) 1𝐹2

(︂
1;𝜇+1, 𝜈+1;− 𝑡

2𝜆2

4

)︂
+𝑐2(𝜆)𝑡 1𝐹2

(︂
1;𝜇+

3

2
, 𝜈+

3

2
;− 𝑡

2𝜆2

4

)︂
,

и из начальных условий (20), очевидно, вытекают равенства 𝑐1(𝜆)= 𝑐2(𝜆)=0. Следовательно,
𝑤̂(𝑡, 𝜆) =𝑤(𝑡, 𝑠) = 0 для любого 𝑠⩾ 0. Ввиду произвольности функционала 𝑓 ∈𝐸* при 𝑠=0
получим равенство 𝑢1(𝑡)≡𝑢2(𝑡), тем самым единственность решения рассматриваемой задачи
установлена. Теорема доказана.

Определяемая равенством (7) ОФС 𝐿2𝜇+1(𝑡) выражается через ОФБ 𝑌2𝜇+2(𝑡) по формуле
(см. [17])

𝐿2𝜇+1(𝑡)𝑢1=

𝑡ˆ

0

𝜉√︀
𝑡2−𝜉2

𝑌2𝜇+2(𝜉)𝑢1 𝑑𝜉,

поэтому второе слагаемое в представлении (15) можно преобразовать к виду

4Γ(𝜈+3/2)√
𝜋Γ(𝜈)

1ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜈−1𝐿2𝜇+1(𝑡𝑠)𝑢1 𝑑𝑠=
4Γ(𝜈+3/2)√

𝜋Γ(𝜈)

1ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜈−1

𝑡𝑠ˆ

0

𝜉√︀
𝑡2𝑠2−𝜉2

𝑌2𝜇+2(𝜉)𝑢1 𝑑𝜉 𝑑𝑠=

=
4Γ(𝜈+3/2)√

𝜋Γ(𝜈)

𝑡ˆ

0

𝜉𝑌2𝜇+2(𝜉)𝑢1

1ˆ

𝜉/𝑡

𝑠(1−𝑠2)𝜈−1 𝑑𝑠√︀
𝑡2𝑠2−𝜉2

𝑑𝜉=
2Γ(𝜈+3/2)√
𝜋Γ(𝜈)𝑡2𝜈

𝑡ˆ

0

𝜉𝑌2𝜇+2(𝜉)𝑢1

𝑡2ˆ

𝜉2

(𝑡2−𝜂)𝜈−1 𝑑𝜂√︀
𝜂−𝜉2

𝑑𝜉=

=
2Γ(𝜈+3/2)√
𝜋Γ(𝜈)𝑡2𝜈

√
𝜋Γ(𝜈)

Γ(𝜈+1/2)

𝑡ˆ

0

𝜉(𝑡2−𝜉2)𝜈−1/2𝑌2𝜇+2(𝜉)𝑢1 𝑑𝜉=(2𝜈+1)𝑡

1ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜈−1/2𝑌2𝜇+2(𝑡𝑠)𝑢1 𝑑𝑠,

в силу которого справедливо следующее
Следствие 1. При выполнении условий теоремы 3 определяемое равенством (15) реше-

ние 𝑢𝜇,𝜈(𝑡) может быть записано в виде

𝑢𝜇,𝜈(𝑡)= 2𝜈

1ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜈−1𝑌2𝜇+1(𝑡𝑠)𝑢0 𝑑𝑠+(2𝜈+1)𝑡

1ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜈−1/2𝑌2𝜇+2(𝑡𝑠)𝑢1 𝑑𝑠. (21)

Поскольку параметры 𝜇 и 𝜈 входят в уравнение (8) симметрично, то, естественно, спра-
ведливы и следующие два утверждения.
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Теорема 4. Пусть 𝜇> 0, 𝜈 ⩾−1/2, начальные элементы 𝑢0, 𝑢1 ∈𝐷(𝐴) и оператор 𝐴∈
∈𝐺2𝜈+1. Тогда определяемая равенством

𝑢𝜇,𝜈(𝑡)= 2𝜇

1ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜇−1𝑌2𝜈+1(𝑡𝑠)𝑢0 𝑑𝑠+
4Γ(𝜇+3/2)√

𝜋Γ(𝜇)

1ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜇−1𝐿2𝜈+1(𝑡𝑠)𝑢1 𝑑𝑠

функция 𝑢𝜇,𝜈(𝑡) является единственным решением задачи (8), (9).
Следствие 2. При выполнении условий теоремы 4 решение 𝑢𝜇,𝜈(𝑡) может быть записано

в виде

𝑢𝜇,𝜈(𝑡)= 2𝜇

1ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜇−1𝑌2𝜈+1(𝑡𝑠)𝑢0 𝑑𝑠+(2𝜇+1)𝑡

1ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜇−1/2𝑌2𝜈+2(𝑡𝑠)𝑢1 𝑑𝑠.

Если одновременно выполнены условия теорем 3 и 4 и нужно ослабить требования на
оператор 𝐴, то следует выбирать теорему, в которой используются операторные функции
с большим индексом, поскольку 𝐺𝑘 ⊂𝐺𝑚 при 𝑘 <𝑚 (см. [1, 16]).

Приведём примеры уравнений, для которых интегралы в представлении (15) могут быть
вычислены.

Пример 3. Пусть в уравнении (8) 𝜇> 0, 𝜈=1/2 и 𝐴 — оператор умножения на число,
𝐴 ̸=0. Тогда по формуле (16) единственным решением задачи

𝑢′′(𝑡)+
2𝜇+2

𝑡
(𝑢′(𝑡)−𝑢′(0))+ 2𝜇

𝑡2
(𝑢(𝑡)−𝑢(0)− 𝑡𝑢′(0))=𝐴𝑢(𝑡), 𝑡 > 0, (22)

𝑢(0)=𝑢0, 𝑢′(0)=𝑢1, (23)

в силу равенств (7.14.1.11) и (7.14.1.12) [24], является функция

𝑢𝜇,1/2(𝑡)= 1𝐹2

(︂
1;

3

2
, 𝜇+1;

𝑡2𝐴

4

)︂
𝑢0+ 𝑡 1𝐹2

(︂
1; 2, 𝜇+

3

2
;
𝑡2𝐴

4

)︂
𝑢1=

=

√
𝜋

2
Γ(𝜇+1)

(︂
𝑡
√
𝐴

2

)︂−𝜇−1/2

L𝜇−1/2(𝑡
√
𝐴)𝑢0+

4𝜇+2

𝑡𝐴

(︂
Γ

(︂
𝜇+

1

2

)︂(︂
𝑡
√
𝐴

2

)︂1/2−𝜇

𝐼𝜇−1/2(𝑡
√
𝐴)−1

)︂
𝑢1=

=
1

𝑡
𝐿2𝜇(𝑡)𝑢0+

4𝜇+2

𝑡𝐴
(𝑌2𝜇(𝑡)−1)𝑢1.

Если у неограниченного оператора 𝐴∈𝐺2𝜇 существует обратный, то представление ре-
шения задачи (22), (23) в виде

𝑢𝜇,1/2(𝑡)=
1

𝑡
𝐿2𝜇(𝑡)𝑢0+

4𝜇+2

𝑡
(𝑌2𝜇(𝑡)−𝐼)𝐴−1𝑢1

сохраняется, в чём нетрудно убедиться непосредственной проверкой.
В частности, если оператор 𝐴 является генератором КОФ 𝐶(𝑡), то, учитывая приведённые

в [17] примеры операторных функций, при 𝜇=1 получим

𝑢1,1/2(𝑡)=
1

𝑡2
(𝐶(𝑡)−𝐼)𝐴−1𝑢0+

6

𝑡2
(𝑆(𝑡)− 𝑡𝐼)𝐴−1𝑢1,

где 𝑆(𝑡)=𝐶1(𝑡) — синус оператор-функция.
Теорема 5. Пусть выполнены условия теоремы 3. Тогда равномерно по 𝑡∈ [0, 𝑇 ], 𝑇 > 0,

имеет место предельное соотношение

lim
𝜈→+0

𝑢𝜇,𝜈(𝑡)=𝑢𝜇,0(𝑡), (24)

где 𝑢𝜇,0(𝑡) определена равенством (10).
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Доказательство. Учитывая представления (15), (10), для любого 𝛿 > 0 имеем

𝑢𝜇,𝜈(𝑡)−𝑢𝜇,0(𝑡)= 2𝜈

(︂ 1−𝛿/𝑇ˆ

0

+

1ˆ

1−𝛿/𝑇

)︂
𝑠(1−𝑠2)𝜈−1(𝑌2𝜇+1(𝑡𝑠)−𝑌2𝜇+1(𝑡))𝑢0 𝑑𝑠+

+
4Γ(𝜈+3/2)√

𝜋Γ(𝜈)

(︂ 1−𝛿/𝑇ˆ

0

+

1ˆ

1−𝛿/𝑇

)︂
𝑠(1−𝑠2)𝜈−1(𝐿2𝜇+1(𝑡𝑠)−𝐿2𝜇+1(𝑡))𝑢1 𝑑𝑠.

В силу сильной непрерывности операторных функций 𝑌2𝜇+1(𝑡) и 𝐿2𝜇+1(𝑡) для любого
𝜀> 0 существует число 𝛿 > 0 такое, что

‖(𝑌2𝜇+1(𝑡𝑠)−𝑌2𝜇+1(𝑡))𝑢0‖+‖(𝐿2𝜇+1(𝑡𝑠)−𝐿2𝜇+1(𝑡))𝑢1‖<𝜀,

если только |𝑠−1|<𝛿/𝑇 . Зафиксируем такое 𝛿 > 0. Пусть также

𝑀(𝑇 )= sup
[0,𝑇 ]

(‖𝑌2𝜇+1(𝑡)𝑢0‖+‖𝐿2𝜇+1(𝑡)𝑢1‖).

Тогда после очевидных оценок получим

‖𝑢𝜇,𝜈(𝑡)−𝑢𝜇,0(𝑡)‖⩽ 2𝜈

(︂
1+

2Γ(𝜈+3/2)√
𝜋Γ(𝜈+1)

)︂(︂
2𝑀(𝑇 )

1−𝛿/𝑇ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜈−1 𝑑𝑠+2𝜀

1ˆ

1−𝛿/𝑇

𝑠(1−𝑠2)𝜈−1 𝑑𝑠

)︂
=

=

(︂
1+

2Γ(𝜈+3/2)√
𝜋Γ(𝜈+1)

)︂(︂
2𝑀(𝑇 )

(︂
1−
(︂
1− 𝛿2

𝑇 2

)︂𝜈 )︂
+2𝜀

)︂
.

Поскольку при 𝜈→+0 слагаемое

2𝑀(𝑇 )

(︂
1+

2Γ(𝜈+3/2)√
𝜋Γ(𝜈+1)

)︂(︂
1−
(︂
1− 𝛿2

𝑇 2

)︂𝜈 )︂
стремится к нулю, а слагаемое

2𝜀

(︂
1+

2Γ(𝜈+3/2)√
𝜋 Γ(𝜈+1)

)︂
может быть сделано меньше произвольного числа 𝜀1>0, то отсюда и вытекает справедливость
предельного равенства (24). В частности, если оператор 𝐴 ограничен, то, учитывая пример 2,
оно принимает вид

lim
𝜈→+0

𝑢𝜇,𝜈(𝑡)= lim
𝜈→+0

(︂
1𝐹2

(︂
1;𝜇+1, 𝜈+1;

𝑡2𝐴

4

)︂
𝑢0+ 𝑡 1𝐹2

(︂
1;𝜇+

3

2
, 𝜈+

3

2
;
𝑡2𝐴

4

)︂
𝑢1

)︂
=

= 1𝐹2

(︂
1;𝜇+1, 1;

𝑡2𝐴

4

)︂
𝑢0+ 𝑡 1𝐹2

(︂
1;𝜇+

3

2
,
3

2
;
𝑡2𝐴

4

)︂
𝑢1=

=Γ(𝜇+1)(𝑡
√
𝐴/2)−𝜇𝐼𝜇(𝑡

√
𝐴)𝑢0+

2𝜇
√
𝜋Γ(𝜇+3/2)

𝐴𝜇/2+1/2𝑡𝜇
L𝜇(𝑡

√
𝐴)=𝑌2𝜇+1(𝑡)𝑢0+𝐿2𝜇+1(𝑡)𝑢1=𝑢𝜇,0(𝑡).

Теорема доказана.
Рассмотрим случай при 𝜈 < 0, который не охватывает теорема 3. Если 𝜇⩾ 𝜈−1/2, то

непосредственная проверка показывает, что функция

𝑢𝜇,𝜈(𝑡)= 𝑡−2𝜈𝑌2𝜇−2𝜈+1(𝑡)𝑢0+
1

2
𝑡−2𝜈𝐿2𝜇−2𝜈+1(𝑡)𝑢1+

1

2
𝑡1−2𝜈𝑢1 (25)
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удовлетворяет уравнению (8) и условиям

lim
𝑡→0

𝑡2𝜈𝑢(𝑡)=𝑢0, lim
𝑡→0

(𝑡2𝜈𝑢(𝑡))′=𝑢1. (26)

Действительно, вычислив производные определяемой равенством (25) функции 𝑢𝜇,𝜈(𝑡),
получим

𝑢′𝜇,𝜈(𝑡)=−2𝜈𝑡−2𝜈−1𝑌2𝜇−2𝜈+1(𝑡)𝑢0+ 𝑡
−2𝜈𝑌 ′

2𝜇−2𝜈+1(𝑡)𝑢0−

−𝜈𝑡−2𝜈−1𝐿2𝜇−2𝜈+1(𝑡)𝑢1+
1

2
𝑡−2𝜈𝐿′

2𝜇−2𝜈+1(𝑡)𝑢1+
1

2
(1−2𝜈)𝑡−2𝜈 ,

𝑢′′𝜇,𝜈(𝑡)=−2𝜈(−2𝜈−1)𝑡−2𝜈−2𝑌2𝜇−2𝜈+1(𝑡)𝑢0−4𝜈𝑡−2𝜈−1𝑌 ′
2𝜇−2𝜈+1(𝑡)𝑢1+

+ 𝑡−2𝜈𝑌 ′′
2𝜇−2𝜈+1(𝑡)𝑢0−𝜈(−2𝜈−1)𝑡−2𝜈−2𝐿2𝜇−2𝜈+1(𝑡)𝑢1−

−2𝜈𝑡−2𝜈−1𝐿′
2𝜇−2𝜈+1(𝑡)𝑢1+

1

2
𝑡−2𝜈𝐿′′

2𝜇−2𝜈+1(𝑡)𝑢1−𝜈(1−2𝜈)𝑡−2𝜈−1,

𝑢′′𝜇,𝜈(𝑡)+
2(𝜇+𝜈)+1

𝑡
𝑢′𝜇,𝜈(𝑡)+

4𝜇𝜈

𝑡2
𝑢𝜇,𝜈(𝑡)= 𝑡−2𝜈

(︂
𝑌 ′′
2𝜇−2𝜈+1(𝑡)𝑢0+

2(𝜇−𝜈)+1

𝑡
𝑌 ′
2𝜇−2𝜈+1(𝑡)𝑢0

)︂
+

+
1

2
𝑡−2𝜈

(︂
𝐿′′
2𝜇−2𝜈+1(𝑡)𝑢1+

2(𝜇−𝜈)+1

𝑡
𝐿′
2𝜇−2𝜈+1(𝑡)𝑢1

)︂
= 𝑡−2𝜈𝐴𝑌2𝜇−2𝜈+1(𝑡)𝑢0+

+
1

2
𝑡−2𝜈

(︂
𝐴𝐿2𝜇−2𝜈+1(𝑡)𝑢1+

2(𝜇−𝜈)+1

𝑡
𝑢1

)︂
− 2(𝜇−𝜈)+1

2𝑡2𝜈+1
𝑢1=𝐴𝑢𝜇,𝜈(𝑡), 𝐴∈𝐺2𝜇−2𝜈+1.

При этом учитывалось, что функция 𝑣(𝑡) = 𝑡1−2𝜈 удовлетворяет неоднородному дифферен-
циальному уравнению

𝑣′′(𝑡)+
2(𝜇+𝜈)+1

𝑡
𝑣′(𝑡)+

4𝜇𝜈

𝑡2
𝑣(𝑡)= (2𝜇−2𝜈+1)𝑡−2𝜈−1𝑢1.

Отметим также, что представление решения в виде (25) найдено подстановкой в равенство
(11) операторной функции 𝑈(𝑡)= 𝑡−2𝜇𝑌1−2𝜇(𝑡), 𝜇< 0.

Справедливость начальных условий (26), очевидно, вытекает из свойств операторных
функций 𝑌2𝜇−2𝜈+1(𝑡) и 𝐿2𝜇−2𝜈+1(𝑡), тем самым проверка утверждения завершена.

Таким образом, справедливы следующие две теоремы, утверждение о единственности
решения в которых устанавливается методом от противного, подобно тому как это было
сделано в теореме 3.

Теорема 6. Пусть 𝜈 < 0, 𝜇 ⩾ 𝜈− 1/2, 𝑢0, 𝑢1 ∈ 𝐷(𝐴) и оператор 𝐴 ∈ 𝐺2𝜇−2𝜈+1. Тогда
определяемая равенством (25) функция 𝑢𝜇,𝜈(𝑡) является единственным решением диффе-
ренциального уравнения

𝑢′′(𝑡)+
2(𝜇+𝜈)+1

𝑡
𝑢′(𝑡)+

4𝜇𝜈

𝑡2
𝑢(𝑡)=𝐴𝑢(𝑡), 𝑡 > 0, (27)

удовлетворяющим условиям (26).
Теорема 7. Пусть 𝜇 < 0, 𝜈 ⩾ 𝜇− 1/2, 𝑢0, 𝑢1 ∈ 𝐷(𝐴) и оператор 𝐴 ∈ 𝐺2𝜈−2𝜇+1. Тогда

функция

𝑢𝜇,𝜈(𝑡)= 𝑡−2𝜇𝑌2𝜈−2𝜇+1(𝑡)𝑢0+
1

2
𝑡−2𝜇𝐿2𝜈−2𝜇+1(𝑡)𝑢1+

1

2
𝑡1−2𝜇𝑢1

является единственным решением дифференциального уравнения (27), удовлетворяющим
условиям

lim
𝑡→0

𝑡2𝜇𝑢(𝑡)=𝑢0, lim
𝑡→0

(𝑡2𝜇𝑢(𝑡))′=𝑢1.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 3 2024



О РАЗРЕШИМОСТИ НАЧАЛЬНЫХ И ГРАНИЧНЫХ ЗАДАЧ 355

Следствие 3. Если дополнительно в условиях теоремы 6 параметр 𝜈⩽−1/2, а в услови-
ях теоремы 7 параметр 𝜇⩽−1/2, то указанные в этих теоремах функции 𝑢𝜇,𝜈(𝑡) обладают
свойством 𝑢𝜇,𝜈(0)=𝑢′𝜇,𝜈(0)= 0 и удовлетворяют не только дифференциальному уравнению
(27), но и функционально-дифференциальному уравнению (8).

Отметим, что в теоремах 6 и 7 для выделения единственного решения классическая
(“невесовая”) постановка начальных условий не подходит, поскольку, например, функция

𝑢(𝑡)= 𝑡2𝑐, 𝑐∈𝐸,

при 𝜇=−1, 𝜈=1 удовлетворяет однородной задаче

𝑢′′(𝑡)+
1

𝑡
𝑢′(𝑡)− 4

𝑡2
𝑢(𝑡)= 0, 𝑢(0)=𝑢′(0)= 0,

тем самым нарушается однозначная разрешимость рассматриваемых задач.
Пример 4. Пусть в уравнении (27) 𝜇=−1, 𝜈=−1/2 и оператор 𝐴 является генератором

КОФ 𝐶(𝑡). Тогда по формуле (25) теоремы 6 единственным решением задачи (26), (27)
является функция

𝑢−1,−1/2(𝑡)= 𝑡𝐶(𝑡)𝑢0+
1

2
𝑡𝑆(𝑡)𝑢1+

1

2
𝑡2𝑢1.

Замечание 1. Определяемые в теоремах 3 и 4 разрешающие операторы задачи Коши
(8), (9) представляют собой проинтегрированные специальным образом КОФ 𝐶(𝑡).

Отметим, что если оператор 𝐴 является генератором ПКОФ 𝐶𝜇+𝜈+1/2(𝑡) и при этом
𝜇>−1/2, 𝜇+𝜈+1/2> 0, то функция

𝑢(𝑡)=
Γ(𝜇+𝜈+3/2)

𝑡𝜇+𝜈+1/2
𝐶𝜇+𝜈+1/2(𝑡)𝑢0

является решением уравнения

𝑢′′(𝑡)+
2(𝜇+𝜈)+1

𝑡
(𝑢′(𝑡)−𝑢′(0))+ 4(𝜇+𝜈)2−1

4𝑡2
(𝑢(𝑡)−𝑢(0)− 𝑡𝑢′(0))=𝐴𝑢(𝑡), (28)

удовлетворяющим условиям
𝑢(0)=𝑢0, 𝑢′(0)= 0, (29)

в чём нетрудно убедиться непосредственной проверкой с использованием равенства (5).
При 𝜈=𝜇+1/2 уравнения (28) и (8) совпадают и, в силу утверждения о единственности

теоремы 3, для решения задачи (28), (29) справедливо представление

𝑢(𝑡)= (2𝜇+1)

1ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜇−1/2𝑌2𝜇+1(𝑡𝑠)𝑢0 𝑑𝑠=
Γ(2𝜇+2)

𝑡2𝜇+1
𝐶2𝜇+1(𝑡)𝑢0.

Замечание 2. Определяемые в теоремах 3 и 4 разрешающие операторы задачи Коши
(8), (9) при 𝜇> 0, 𝜈=𝜇+1/2 связаны соотношением

2𝜇

𝑡ˆ

0

𝜏2𝜇+1

1ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜇−1 𝑌2𝜇+2(𝜏𝑠) 𝑑𝑠 𝑑𝜏 =2𝜇

𝑡ˆ

0

𝜉𝑌2𝜇+2(𝜉)

𝑡ˆ

𝜉

𝜏(𝜏2−𝜉2)𝜇−1 𝑑𝜏 𝑑𝜉=

= 𝑡2𝜇+2

1ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜇𝑌2𝜇+2(𝑡𝑠) 𝑑𝑠. (30)
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Если оператор 𝐴 ограничен, то, учитывая пример 2 и интеграл (2.22.2.1) [24], соотно-
шение (30) запишем как

𝑡ˆ

0

𝜏2𝜇+1
1𝐹2

(︂
1;𝜇+1, 𝜇+

3

2
;
𝜏2𝐴

4

)︂
𝑑𝜏 =

𝑡2𝜇+2

2𝜇+2
1𝐹2

(︂
1;𝜇+

3

2
, 𝜈+

3

2
;
𝑡2𝐴

4

)︂
, 𝜇>−1. (31)

В частности, при 𝜇=−1/2 равенство (31) принимает вид известной формулы связи КОФ
𝐶(𝑡) и СОФ 𝑆(𝑡):

𝑡ˆ

0

𝐶(𝜏) 𝑑𝜏 =

𝑡ˆ

0

ch(𝜏
√
𝐴) 𝑑𝜏 =

sh(𝑡
√
𝐴)√

𝐴
=𝑆(𝑡).

2. ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ

Граничные задачи для уравнения (8) в гиперболическом случае, вообще говоря, не явля-
ются корректными, но в настоящее время общепризнана необходимость решать некорректные
задачи (см. введение в [31], а также работы [32, 33] и обширную библиографию в них). В мо-
нографии [31, гл. 2] исследована корректность общих краевых задач для дифференциально-
операторного уравнения первого порядка и для абстрактного волнового уравнения (случай
𝑘=0 в уравнении (1)).

Многие некорректные задачи для дифференциально-операторных уравнений могут быть
сведены к операторным уравнениям первого рода 𝐵𝑥= 𝑦, 𝑥, 𝑦 ∈𝐸, и основная трудность
состоит в установлении их разрешимости. Ниже при 𝐴∈𝐺2𝜇+1 в гиперболическом случае
решим операторное уравнение первого рода и установим условия корректности граничной
задачи Дирихле для функционально-дифференциального уравнения (8).

При 𝜈>0, 𝜇⩾−1/2 будем искать решение 𝑢(𝑡)∈𝐶2([0, 1], 𝐸)∩𝐶((0, 1], 𝐷(𝐴)) уравнения (8)
на интервале конечной длины 𝑡∈ (0, 1), удовлетворяющее граничным условиям

𝑢(0)=𝑢0, 𝑢(1)= 𝑣1. (32)

Как уже было отмечено, задача (8), (32) не является корректной. Установим условия,
налагаемые на оператор 𝐴∈𝐺2𝜇+1 и элементы 𝑢0, 𝑣1 ∈𝐸, обеспечивающие её однозначную
разрешимость. Случай с параметром 𝜈=0 в уравнении (8) был рассмотрен в работе [34].

Из теоремы 3 следует, что корректная постановка начальных условий для функционально-
дифференциального уравнения (8) состоит в задании в точке 𝑡=0 начальных значений (9),
при этом единственное решение задачи (8), (9) имеет вид (15) или (21).

Возвращаясь к рассматриваемой нами задаче Дирихле (8), (32), отметим, что, учитывая
представление (21), нам следует определить элемент 𝑢1 ∈𝐷(𝐴) из уравнения

(2𝜈+1)

1ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜈−1/2𝑌2𝜇+2(𝑠)𝑢1 𝑑𝑠= 𝑣2, (33)

где

𝑣2= 𝑣1−2𝜈

1ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜈−1𝑌2𝜇+1(𝑠)𝑢0 𝑑𝑠. (34)

Уравнение (33) преобразуем, воспользовавшись формулой (см. [1]), выражающей ОФБ
𝑌2𝜇+2(𝑡) через резольвенту 𝑅(𝜆)= (𝜆𝐼−𝐴)−1 оператора 𝐴:

𝑌2𝜇+2(𝑡)𝑢0=
2𝜇+1/2Γ(𝜇+3/2)

𝑖𝜋𝑡𝜇+1/2

𝜎+𝑖∞ˆ

𝜎−𝑖∞

𝜆1/2−𝜇𝐼𝜇+1/2(𝑡𝜆)𝑅(𝜆
2)𝑢0 𝑑𝜆, 𝜎 >𝜔, 𝑢0 ∈𝐷(𝐴), (35)

где 𝜆2 при Re𝜆>𝜔⩾ 0 принадлежит резольвентному множеству 𝜌(𝐴) оператора 𝐴.
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Подставив выражение (35) в левую часть (33), после элементарных преобразований по-
лучим

(2𝜈+1)

1ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜈−1/2𝑌2𝜇+2(𝑠)𝑢1 𝑑𝑠=

=(2𝜈+1)

1ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜈−1/2 2
𝜇+1/2Γ(𝜇+3/2)

𝑖𝜋 𝑠𝜇+1/2

𝜎+𝑖∞ˆ

𝜎−𝑖∞

𝜉1/2−𝜇𝐼𝜇+1/2(𝑠𝜉)𝑅(𝜉
2)𝑢1 𝑑𝜉 𝑑𝑠=

=
2𝜇+1/2(2𝜈+1)Γ(𝜇+3/2)

𝑖𝜋

𝜎+𝑖∞ˆ

𝜎−𝑖∞

𝜉1/2−𝜇𝑅(𝜉2)𝑢1

1ˆ

0

𝑠1/2−𝜇(1−𝑠2)𝜈−1/2𝐼𝜇+1/2(𝑠𝜉) 𝑑𝑠 𝑑𝜉=

=
1

𝑖𝜋

𝜎+𝑖∞ˆ

𝜎−𝑖∞

𝜉 1𝐹2

(︀
1;𝜇+3/2, 𝜈+3/2; 𝜉2/4

)︀
𝑅(𝜉2)𝑢1 𝑑𝜉, (36)

при этом был использован интеграл (2.15.2.5) [28].
Важную роль в дальнейшем будет играть целая функция

𝜒𝜇,𝜈(𝜆)= 1𝐹2

(︀
1;𝜇+3/2, 𝜈+3/2;𝜆/4

)︀
, (37)

применяя которую и учитывая представление (36), операторное уравнение первого рода (33)
запишем в виде

𝐵𝑢1≡
1

𝜋𝑖

𝜎+𝑖∞ˆ

𝜎−𝑖∞

𝜉𝜒𝜇,𝜈(𝜉
2) 𝑅(𝜉2)𝑢1 𝑑𝜉= 𝑣2. (38)

Для установления разрешимости уравнения (38) наложим дополнительное условие на
резольвенту оператора 𝐴.

Условие 1. Каждый нуль 𝜆𝑗 , 𝑗∈N, определяемой равенством (37) целой функции 𝜒𝜇,𝜈(𝜆)
принадлежит резольвентному множеству 𝜌(𝐴), и существует такое число 𝑑> 0, что

sup
𝑗∈N

‖𝑅(𝜆𝑗)‖⩽ 𝑑.

Будем считать условие 1 выполненным. Поскольку каждый нуль 𝜆𝑗 , 𝑗 ∈ N, функции
𝜒𝜇,𝜈(𝜆) принадлежит 𝜌(𝐴), то он принадлежит 𝜌(𝐴) вместе с круговой окрестностью Ω𝑗

радиуса 1/𝑑, границу которой, проходимую по часовой стрелке, обозначим 𝛾𝑗 . Пусть ϒ0 —
контур на комплексной плоскости, состоящий из проходимой снизу вверх прямой Re 𝑧=𝜎0>𝜔,
ϒ2

0 — парабола — образ ϒ0 при отображении 𝑤= 𝑧2 (𝑧 ∈ϒ0, 𝑤∈ϒ2
0), и Ξ=ϒ2

0

⋃︀
𝑗∈N 𝛾𝑗 .

Возьмём 𝜆0 ∈ 𝜌(𝐴), Re𝜆0>𝜎>𝜎0, и выберем 𝑛∈N так, чтобы

𝑛> (2𝜇+𝜈+3)/2. (39)

Рассмотрим ограниченный оператор

𝐻𝑞=
1

2𝜋𝑖

ˆ

Ξ

𝑅(𝑧)𝑞 𝑑𝑧

𝜒𝜇,𝜈(𝑧)(𝑧−𝜆0)𝑛
, 𝐻: 𝐸→𝐸. (40)

Покажем, что интеграл в (40) при выполнении некоторых условий абсолютно сходится.
Действительно, в силу выбора контура ϒ2

0, неравенства (см. [2])

‖𝜆1/2−𝜇𝑅(𝜆2)‖⩽ 𝑀

(Re𝜆−𝜔)𝜇+3/2
, Re𝜆>𝜔,
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и асимптотического поведения гипергеометрической функции 1𝐹2(𝑎; 𝑏1, 𝑏2; 𝑧) при |𝑧| →∞,
| arg 𝑧|<𝜋:

1𝐹2(𝑎; 𝑏1, 𝑏2; 𝑧)=
Γ(𝑏1)Γ(𝑏2)

2
√
𝜋Γ(𝑎)

𝑧(𝑎−𝑏1−𝑏2+1/2)/2𝑒2
√
𝑧

(︂
1+𝑂

(︂
1√
𝑧

)︂)︂
,

интеграл ˆ

ϒ2
0

𝑅(𝑧) 𝑑𝑧

𝜒𝜇,𝜈(𝑧)(𝑧−𝜆0)𝑛
=2
ˆ

ϒ0

𝜆𝜇+1/2𝜆1/2−𝜇𝑅(𝜆2) 𝑑𝜆

1𝐹2(1;𝜇+3/2, 𝜈+3/2;𝜆2/4)(𝜆2−𝜆0)𝑛

абсолютно сходится, поскольку, как следует из ограничения (39), справедливо неравенство
2𝑛−2𝜇−𝜈−2> 1, обеспечивающее его абсолютную сходимость.

Рассмотрим теперь интеграл

1

2𝜋𝑖

ˆ
⋃︀
𝑗∈N

𝛾𝑗

𝑅(𝑧) 𝑑𝑧

𝜒𝜇,𝜈(𝑧)(𝑧−𝜆0)𝑛
(41)

по оставшейся части контура Ξ.
В общем случае асимптотика нулей 𝜆𝑗 функции 𝜒𝜇,𝜈(𝜆) нам не известна, поэтому абсо-

лютную сходимость интеграла (41) мы, наряду с условием 1, обеспечим следующим пред-
положением.

Условие 2. При некотором числе 𝑛, удовлетворяющем неравенству (39), ряд
∞∑︁
𝑗=1

ˆ

𝛾𝑗

𝑅(𝑧) 𝑑𝑧

𝜒𝜇,𝜈(𝑧)(𝑧−𝜆0)𝑛

сходится абсолютно.
Пример 5. Если в уравнении (8) 𝜇=0, 𝜈=1, то

𝜒0,1(𝜆)=
2(ch

√
𝜆−1)

𝜆
, 𝜆𝑗 =−4𝜋2𝑗2, 𝑗 ∈N.

Рассматриваемый в условии 2 ряд будет абсолютно сходящимся, если при некотором 𝑛
абсолютно сходится ряд

∞∑︁
𝑗=1

ˆ

𝛾𝑗

𝑅(𝑧) 𝑑𝑧

𝜒0,1(𝑧)(𝑧−𝜆0)𝑛
=

∞∑︁
𝑗=1

ˆ

𝛾

(𝜉+2𝜋𝑗𝑖)3𝑅((𝜉+2𝜋𝑗𝑖)2) 𝑑𝜉

(ch 𝜉−1)((𝜉+2𝜋𝑗𝑖)2−𝜆0)𝑛
,

где 𝛾 — окружность радиуса 1/𝑑 с центром в точке 𝑧 = 0. В силу условия 1 резольвента
𝑅(·) ограничена в круговой окрестности с контуром 𝛾, поэтому порядок интеграла по 𝑗→∞
равен 𝑗3−2𝑛, следовательно, рассматриваемый в условии 2 ряд сходится абсолютно при 𝑛>2.

Теорема 8. Пусть 𝜈 > 0, 𝜇⩾−1/2, 𝐴 ∈𝐺2𝜇+1, число 𝑛 ∈ N выбрано так, чтобы вы-
полнялось неравенство (39) и были справедливы условия 1, 2. Если 𝑢0, 𝑢2 ∈𝐷(𝐴𝑛+1), то
задача (8), (32) имеет единственное решение.

Доказательство. Как мы ранее уже выяснили, доказательство существования един-
ственного решения задачи (8), (32) сводится к доказательству существования обратного
оператора у ограниченного оператора 𝐵, определяемого равенством (38). Покажем, что
оператор 𝐵 имеет обратный 𝐵−1: 𝐷(𝐴𝑛)→𝐸.

Пусть 𝑞∈𝐷(𝐴), 𝜎0<𝜎<Re𝜆. Тогда, применяя определяемый равенством (40) оператор 𝐻
к 𝐵𝑞 и учитывая тождество Гильберта

𝑅(𝑧)𝑅(𝜉2)=
𝑅(𝑧)−𝑅(𝜉2)

𝜉2−𝑧
,
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получаем равенство

𝐻𝐵𝑞=
1

2𝜋𝑖

ˆ

Ξ

𝑅(𝑧) 𝑑𝑧

𝜒𝜇,𝜈(𝑧)(𝑧−𝜆0)𝑛
1

𝜋𝑖

𝜎+𝑖∞ˆ

𝜎−𝑖∞

𝜉𝜒𝜇,𝜈(𝜉
2)𝑅(𝜉2)𝑞 𝑑𝜉=

=
2

(2𝜋𝑖)2

ˆ

Ξ

𝜎+𝑖∞ˆ

𝜎−𝑖∞

(︂
𝜉𝜒𝜇,𝜈(𝜉

2)𝑅(𝑧)𝑞

𝜒𝜇,𝜈(𝑧)(𝑧−𝜆0)𝑛(𝜉2−𝑧)
− 𝜉𝜒𝜇,𝜈(𝜉

2)𝑅(𝜉2)𝑞

𝜒𝜇,𝜈(𝑧)(𝑧−𝜆0)𝑛(𝜉2−𝑧)

)︂
𝑑𝜉 𝑑𝑧. (42)

Интеграл в (42) абсолютно сходится. Изменив порядок интегрирования, будем иметь

𝐻𝐵𝑞=
2

(2𝜋𝑖)2

ˆ

Ξ

𝜎+𝑖∞ˆ

𝜎−𝑖∞

𝜉𝜒𝜇,𝜈(𝜉
2)𝑅(𝑧)𝑞 𝑑𝜉 𝑑𝑧

𝜒𝜇,𝜈(𝑧)(𝑧−𝜆0)𝑛(𝜉2−𝑧)
−

− 2

(2𝜋𝑖)2

𝜎+𝑖∞ˆ

𝜎−𝑖∞

𝜉𝜒𝜇,𝜈(𝜉
2)𝑅(𝜉2)𝑞

ˆ

Ξ

𝑑𝑧

𝜒𝜇,𝜈(𝑧)(𝑧−𝜆0)𝑛(𝜉2−𝑧)
𝑑𝜉. (43)

Если контур интегрирования ϒ2
0 замкнуть влево, не пересекая

⋃︀
𝑗∈N 𝛾𝑗 , то внутренний

интеграл во втором слагаемом (43) обратится в нуль в силу выбора контура Ξ и теоремы
Коши для многосвязной области. Для вычисления интегралов в первом слагаемом (43)
используем интегральную формулу Коши. Таким образом, справедливо равенство

𝐻𝐵𝑞=
2

(2𝜋𝑖)2

ˆ

Ξ

ˆ

ϒ

𝜉𝜒𝜇,𝜈(𝜉
2)𝑅(𝑧)𝑞 𝑑𝜉 𝑑𝑧

𝜒𝜇,𝜈(𝑧)(𝑧−𝜆0)𝑛(𝜉2−𝑧)
=

2

(2𝜋𝑖)2

ˆ

Ξ

ˆ

ϒ2

𝜒𝜇,𝜈(𝜆)𝑅(𝑧)𝑞 𝑑𝜆 𝑑𝑧

𝜒𝜇,𝜈(𝑧)(𝑧−𝜆0)𝑛(𝜆−𝑧)
=

=
1

2𝜋𝑖

ˆ

Ξ

𝑅(𝑧)𝑞 𝑑𝑧

(𝑧−𝜆0)𝑛
=

1

2𝜋𝑖

ˆ

ϒ2
0

𝑅(𝑧)𝑞 𝑑𝑧

(𝑧−𝜆0)𝑛
=

−1

(𝑛−1)!
𝑅(𝑛−1)(𝜆0)𝑞=(−1)𝑛𝑅𝑛(𝜆0)𝑞.

Коммутирующие операторы 𝐻, 𝐵, 𝑅𝑛(𝜆0) ограничены и область определения 𝐷(𝐴)
плотна в 𝐸, поэтому равенство 𝐻𝐵𝑞= (−1)𝑛𝑅𝑛(𝜆0)𝑞 справедливо и для 𝑞 ∈𝐸, и при этом
𝐻𝐵: 𝐸→𝐷(𝐴𝑛). Отсюда следует, что оператор 𝐵−1𝑞 = (−1)𝑛(𝜆0𝐼−𝐴)𝑛𝐻𝑞 при 𝑞 ∈𝐷(𝐴𝑛)
является обратным по отношению к 𝐵, 𝐵−1: 𝐷(𝐴𝑛)→𝐸. Действительно,

𝐵𝐵−1𝑞=(−1)𝑛𝐵(𝜆0𝐼−𝐴)𝑛𝐻𝑞=(−1)𝑛𝐵𝐻(𝜆0𝐼−𝐴)𝑛𝑞=𝑅𝑛(𝜆0)(𝜆0𝐼−𝐴)𝑛𝑞= 𝑞, 𝑞 ∈𝐷(𝐴𝑛),

𝐵−1𝐵𝑞=(−1)𝑛(𝜆0𝐼−𝐴)𝑛𝐻𝐵𝑞=(𝜆0𝐼−𝐴)𝑛𝑅𝑛(𝜆0)𝑞= 𝑞, 𝑞 ∈𝐸.

Возвращаясь к задаче (8), (32), определим принадлежащий области 𝐷(𝐴) начальный
элемент 𝑢1=(−1)𝑛(𝜆0𝐼−𝐴)𝑛𝐻𝑣2, где 𝑣2 определён равенством (34), 𝑣2∈𝐷(𝐴𝑛+1), оператор 𝐻
задан равенством (40), 𝜆0∈𝜌(𝐴), Re𝜆0>𝜎0>𝜔. Тогда в силу представления (21) единственное
решение 𝑢(𝑡) задачи (8), (32) имеет вид

𝑢𝜇,𝜈(𝑡)= 2𝜈

1ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜈−1𝑌2𝜇+1(𝑡𝑠)𝑢0 𝑑𝑠+(2𝜈+1)𝑡

1ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜈−1/2𝑌2𝜇+2(𝑡𝑠)𝑢1 𝑑𝑠.

Теорема доказана.

3. ЗАДАЧА НЕЙМАНА

Рассмотрим ещё один случай регулярных граничных условий для гиперболического урав-
нения (8) (задачу Неймана):

𝑢′(0)=𝑢1, 𝑢′(1)=𝑤1. (44)
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При этом, также как в [34, 35], для корректной разрешимости задачи Неймана необходимо
существование ограниченного оператора 𝐴−1, что мы будем предполагать при исследовании
данной задачи.

Учитывая представление (15) и условия (44), определим неизвестный элемент 𝑢0 ∈𝐷(𝐴)
из уравнения

2𝜈

1ˆ

0

𝑠2(1−𝑠2)𝜈−1𝑌 ′
2𝜇+1(𝑠)𝑢0 𝑑𝑠+

4Γ(𝜈+3/2)√
𝜋Γ(𝜈)

1ˆ

0

𝑠2(1−𝑠2)𝜈−1𝐿′
2𝜇+1(𝑠)𝑢1 𝑑𝑠=𝑤1. (45)

Используя формулу для дифференцирования (см. [1])

𝑌 ′
𝑘(𝑡)𝑢0=

𝑡

𝑘+1
𝑌𝑘+2(𝑡)𝐴𝑢0,

уравнение (45) перепишем как

𝜈

𝜇+1

1ˆ

0

𝑠3(1−𝑠2)𝜈−1𝑌2𝜇+3(𝑠)𝐴𝑢0 𝑑𝑠=𝑢2, (46)

где

𝑢2=𝑤1−
4Γ(𝜈+3/2)√

𝜋Γ(𝜈)

1ˆ

0

𝑠2(1−𝑠2)𝜈−1𝐿′
2𝜇+1(𝑠)𝑢1 𝑑𝑠. (47)

С учётом представления (35) левая часть уравнения (46) после элементарных преобра-
зований примет вид

𝜈

𝜇+1

1ˆ

0

𝑠3(1−𝑠2)𝜈−1𝑌2𝜇+3(𝑠)𝐴𝑢0 𝑑𝑠=

=
𝜈

𝜇+1

1ˆ

0

𝑠2−𝜇(1−𝑠2)𝜈−1 2
𝜇+1Γ(𝜇+2)

𝑖𝜋𝑠𝜇+1

𝜎+𝑖∞ˆ

𝜎−𝑖∞

𝜉−𝜇𝐼𝜇+1(𝑠𝜉)𝑅(𝜉
2)𝐴𝑢0 𝑑𝜉 𝑑𝑠=

=
2𝜇+1𝜈Γ(𝜇+1)

𝑖𝜋

𝜎+𝑖∞ˆ

𝜎−𝑖∞

𝜉−𝜇𝑅(𝜉2)𝐴𝑢0

1ˆ

0

𝑠2−𝜇(1−𝑠2)𝜈−1𝐼𝜇+1(𝑠𝜉) 𝑑𝑠 𝑑𝜉=

=
1

2(𝜇+1)𝜋𝑖

𝜎+𝑖∞ˆ

𝜎−𝑖∞

𝜉 1𝐹2

(︂
1;𝜇+2, 𝜈+1;

𝜉2

4

)︂
𝑅(𝜉2)𝐴𝑢0 𝑑𝜉, (48)

при этом был использован интеграл (2.15.2.5) [28].
Введём в рассмотрение целую функцию

𝜓𝜇,𝜈(𝜆)=
1

2(𝜇+1)
1𝐹2

(︂
1;𝜇+2, 𝜈+1;

𝜆

4

)︂
, (49)

используя которую и учитывая представление (48), операторное уравнение первого рода (46)
запишем в виде

𝐵1𝐴𝑢0≡
1

𝜋𝑖

𝜎+𝑖∞ˆ

𝜎−𝑖∞

𝜉𝜓𝜇,𝜈(𝜉
2)𝑅(𝜉2)𝐴𝑢0 𝑑𝜉=𝑢3. (50)

Доказательство разрешимости уравнения (50) относительно 𝐴𝑢0 проводится аналогич-
но доказательству теоремы 8. Сформулируем достаточные для этого условия, потребовав
существование обратного оператора 𝐴−1.
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Условие 3. Число 𝜃0=0, а также каждый нуль 𝜃𝑗 , 𝑗 ∈N, определяемой равенством (49)
функции 𝜓𝜇,𝜈(𝜆) принадлежат резольвентному множеству 𝜌(𝐴) оператора 𝐴, и существует
такое число 𝑑> 0, что

sup
𝑗∈N

‖𝑅(𝜃𝑗)‖⩽ 𝑑.

Далее будем использовать введённые ранее контуры Ξ, 𝛾𝑗 , но, в отличие от теоремы 8,
построенные по нулям 𝜃𝑗 функции 𝜓𝜇,𝜈(𝜆).

Условие 4. При некотором 𝑚, удовлетворяющем неравенству 𝑚> (2𝜇+𝜈+3)/2, ряд

∞∑︁
𝑗=1

ˆ

𝛾𝑗

𝑅(𝑧) 𝑑𝑧

𝜓𝜇,𝜈(𝑧)(𝑧−𝜆0)𝑚

сходится абсолютно.
При выполнении условий 3 и 4 введём в рассмотрение ограниченный оператор

𝐻1𝑞=
1

2𝜋𝑖

ˆ

Ξ

𝑅(𝑧)𝑞 𝑑𝑧

𝜓𝜇,𝜈(𝑧)(𝑧−𝜆0)𝑚
, 𝐻1: 𝐸→𝐸. (51)

Справедливо следующее утверждение о разрешимости задачи Неймана.
Теорема 9. Пусть 𝜈 >0, 𝜇⩾−1/2, 𝐴∈𝐺2𝜇+1, 𝑢1, 𝑤1∈𝐷(𝐴𝑛+2) и выполнены условия 3, 4.

Тогда задача (8), (44) однозначно разрешима и её решение имеет вид

𝑢(𝑡)= 2𝜈

1ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜈−1𝑌2𝜇+1(𝑡𝑠)𝑢0 𝑑𝑠+
4Γ(𝜈+3/2)√

𝜋Γ(𝜈)

1ˆ

0

𝑠(1−𝑠2)𝜈−1𝐿2𝜇+1(𝑡𝑠)𝑢1 𝑑𝑠,

где 𝑢0=(−1)𝑚𝐴−1(𝜆0𝐼−𝐴)𝑚𝐻1𝑢2, элемент 𝑢2 и оператор 𝐻1 определены, соответственно,
равенствами (47) и (51).

Пример 6. Если 𝐴 — оператор умножения на число, 𝐴 ̸=0, то по формуле (16) решение
задачи Коши имеет вид

𝑢𝜇,𝜈(𝑡)= 1𝐹2

(︀
1;𝜇+1, 𝜈+1; 𝑡2𝐴/4

)︀
𝑢0+ 𝑡 1𝐹2

(︀
1;𝜇+3/2, 𝜈+3/2; 𝑡2𝐴/4

)︀
𝑢1,

поэтому задача Дирихле с условиями 𝑢(0)=𝑢0, 𝑢(1)= 𝑣1 разрешима, если

1𝐹2

(︀
1;𝜇+3/2, 𝜈+3/2;𝐴/4

)︀
̸=0.

Пусть в уравнении (8) 𝜇=−1/2, 𝜈=1 и 𝑢0=0. В этом частном случае удовлетворяющее
условиям 𝑢(0)= 0, 𝑢(1)= 𝑣1 решение 𝑢(𝑡) уравнения (8) имеет вид

𝑢(𝑡)=

(︀√
𝐴𝑡 ch(𝑡

√
𝐴)−sh(𝑡

√
𝐴)
)︀

𝑡2
𝑢1, 𝑢1=

𝑣1√
𝐴 ch

√
𝐴−sh

√
𝐴
.

Аналогично решение задачи Неймана, удовлетворяющее условиям 𝑢′(0) = 0, 𝑢′(1) =𝑤1,
имеет вид

𝑢(𝑡)=
1−ch(𝑡

√
𝐴)+

√
𝐴 𝑡 sh(𝑡

√
𝐴)

𝑡2
𝑢0, 𝑢0=

𝑤1

(2+𝐴) ch
√
𝐴−2

√
𝐴 sh

√
𝐴−2

.
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ON SOLVABILITY OF INITIAL AND BOUNDARY VALUE PROBLEMS
FOR ABSTRACT FUNCTIONAL-DIFFERENTIAL

EULER–POISSON–DARBOUX EQUATIONS

A. V. Glushak
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e-mail: aleglu@mail.ru

In the Banach space for functional-differential equation, generalizing the Euler–Poisson–Darboux equa-
tion, the Cauchy problem and boundary value problems of Dirichlet and Neumann are consider. A
sufficient condition for solvability is proved Cauchy problem and an explicit form of the resolving oper-
ator is indicated, which is written using the ones introduced by the author Bessel and Struve operator
functions. For boundary value problems in the hyperbolic case, sufficient conditions for their unique
solvability imposed on the operator coefficient of the equation and boundary elements.
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим следующую задачу Дирихле для вырождающегося эллиптического уравнения
в прямоугольной области 𝐷= {(𝑥, 𝑦) : 0<𝑥< 1, 0<𝑦<𝑏}:

𝑢𝑥𝑥+𝑦
𝑚𝑢𝑦𝑦+𝑐(𝑦)𝑢𝑦−𝑎(𝑦)𝑢= 𝑓(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦)∈𝐷,

𝑢(𝑥, 𝑦)= 0, (𝑥, 𝑦)∈ 𝜕𝐷. (1)

Здесь 𝑎(𝑦), 𝑐(𝑦) и 𝑓(𝑥, 𝑦) — некоторые аналитические функции переменной 𝑦 в комплексной
области 𝐺 такой, что [0, 𝑏]⊂𝐺. Также потребуем, чтобы были выполнены условия 𝑎(𝑦)⩾ 0
при 𝑦 ∈ [0, 𝑏] и 𝑐(0)= 0. Порядок вырождения уравнения в (1) определяется постоянной 𝑚.
Будем полагать, что 0<𝑚< 1, 𝑚 ̸∈Q.

Классическое решение задачи (1) будем искать в классе 𝐶2(𝐷)∩𝐶(𝐷). Покажем, что такое
решение существует и единственно. Получим представление решения задачи в виде сходя-
щегося ряда, в котором характер неаналитической зависимости решения от переменной 𝑦
в окрестности 𝑦=0 будет выписан явно. Таким образом, будет предложен аналог теоремы
Коши–Ковалевской для случая эллиптических уравнений с вырождением нецелого порядка.

Данная работа продолжает цикл публикаций, в которых аналогичные результаты полу-
чены при других порядках вырождения уравнения: 𝑚= 2 [1; 2; 3, гл. X; 4; 5], 𝑚= 1 [6]
и 1<𝑚< 2 [7].

Уравнения данного типа исследовались разными авторами. Отметим некоторые результа-
ты. В работах М.В. Келдыша [8; 9, c. 299–301] рассмотрены различные краевые задачи вида
(1) для однородного уравнения в области с гладкой границей, доказаны теоремы существо-
вания и единственности. Результаты в рамках аналитической теории дифференциальных
уравнений получены А.И. Янушаускасом [10, гл. 3–5]. Также следует отметить работы [11;
12, с. 88–94; 13, с. 73–88; 14–17].
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2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема. Пусть правая часть 𝑓(𝑥, 𝑦) уравнения задачи (1) аналитична в области 𝐺
как функция переменной 𝑦 при каждом фиксированном 𝑥∈ [0, 1], имеет вторую непрерывную
производную по 𝑦 в 𝐷, при каждом фиксированном 𝑦∈ (0, 𝑏) принадлежит классу Гёльдера
как функция переменной 𝑥. Тогда существует классическое решение задачи (1) в виде ряда

+∞∑︁
𝑘=1

𝜂𝑘(𝑦) sin(𝜋𝑘𝑥), (𝑥, 𝑦)∈𝐷,

который сходится абсолютно и равномерно в 𝐷, допускает двукратное почленное диффе-
ренцирование по 𝑥 и по 𝑦 внутри области 𝐷, функции 𝜂𝑘(𝑦) ∈ 𝐴(𝐺∖{0}) в достаточно
малой окрестности 𝑈 точки 𝑦=0 представимы в виде

𝜂𝑘(𝑦)=𝜓𝑘,0(𝑦)+
+∞∑︁
𝑛=1

𝑦𝑛(2−𝑚)𝜓𝑘,𝑛(𝑦), 𝑦 ∈𝑈 ⊂𝐺, (2)

где функции 𝜓𝑘,𝑛(𝑦) аналитичны в 𝑈 , 𝜓𝑘,0(0)= 0, ряд (2) сходится в 𝐴(𝑈 ∖{0}).
Доказательство данной теоремы будет приведено ниже после доказательств лемм.

3. ПОСТРОЕНИЕ ФОРМАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

Решение задачи (1) будем искать в виде ряда по системе функций {sin(𝜋𝑘𝑥)}+∞
𝑘=1:

𝑢(𝑥, 𝑦)=

+∞∑︁
𝑘=1

𝑌𝑘(𝑦) sin(𝜋𝑘𝑥), (𝑥, 𝑦)∈𝐷, (3)

где функции 𝑌𝑘(𝑦) являются решениями одномерных краевых задач

𝑦𝑚𝑌 ′′
𝑘 +𝑐(𝑦)𝑌 ′

𝑘−(𝑎(𝑦)+𝜋2𝑘2)𝑌𝑘 = 𝑓𝑘(𝑦), 0<𝑦<𝑏, 𝑘∈N,

𝑌𝑘(0)=𝑌𝑘(𝑏)= 0, 𝑘∈N. (4)

Здесь 𝑓𝑘(𝑦) — коэффициенты разложения функции 𝑓(𝑥, 𝑦) в ряд по системе {sin(𝜋𝑘𝑥)}+∞
𝑘=1

на отрезке [0, 1].
Решения задачи (4) будем искать в виде 𝑌𝑘(𝑦)=𝑌𝑘(𝑦)+𝐶1𝑌

0
𝑘 (𝑦), где

𝑦𝑚𝑌 ′′
𝑘 +𝑐(𝑦)𝑌 ′

𝑘−(𝑎(𝑦)+𝜋2𝑘2)𝑌𝑘 = 𝑓𝑘(𝑦), 𝑌𝑘(0)= 0, 𝑘∈N, (5)

𝑦𝑚𝑌 0
𝑘

′′+𝑐(𝑦)𝑌 0
𝑘

′−(𝑎(𝑦)+𝜋2𝑘2)𝑌 0
𝑘 =0, 𝑌 0

𝑘 (0)= 0, 𝑘∈N. (6)

Также рассмотрим ещё один набор вспомогательных задач для функций 𝑌 𝑏
𝑘 (𝑦):

𝑦𝑚𝑌 𝑏
𝑘

′′+𝑐(𝑦)𝑌 𝑏
𝑘

′−(𝑎(𝑦)+𝜋2𝑘2)𝑌 𝑏
𝑘 =0, 𝑌 𝑏

𝑘 (𝑏)= 0, 𝑘∈N. (7)

Зафиксируем произвольное 𝑘∈N и построим частное решение задачи (5) явно в некоторой
окрестности 𝑈 ≡{𝑦 ∈C : |𝑦|<𝜀} точки 𝑦=0, где 𝜀> 0 таково, что 𝑈 ⊂𝐺.

Пусть функция 𝑧0(𝑦) — единственное решение задачи

𝑦𝑚𝑧′′0 = 𝑓𝑘(𝑦), 𝑧0(0)= 𝑧′0(0)= 0. (8)
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В предположении аналитичности функции 𝑓(𝑥, 𝑦) по переменной 𝑦∈𝐺 все коэффициенты
𝑓𝑘 ∈𝐴(𝐺). Тогда в окрестности 𝑈 имеет место разложение

𝑓𝑘(𝑦)=
+∞∑︁
𝑛=0

𝑓𝑘,𝑛𝑦
𝑛, 𝑦 ∈𝑈, 𝑘∈N,

а функция 𝑧0(𝑦) примет вид

𝑧0(𝑦)=
+∞∑︁
𝑛=0

𝑓𝑘,𝑛𝑦
𝑛+2−𝑚

(𝑛−𝑚+1)(𝑛−𝑚+2)
≡ 𝑦2−𝑚

+∞∑︁
𝑛=0

𝑧0,𝑛𝑦
𝑛, 𝑦 ∈𝑈, 𝑘∈N. (9)

Построим новые функции 𝑧𝑗(𝑦), 𝑗 ∈N, по индукции. Пусть функция 𝑧𝑗−1(𝑦) представима
в виде

𝑧𝑗−1(𝑦)= 𝑦𝑗(2−𝑚)
+∞∑︁
𝑛=0

𝑧𝑗−1,𝑛𝑦
𝑛, 𝑦 ∈𝑈, 𝑘∈N. (10)

Потребуем, чтобы функция 𝑧𝑗(𝑦) была решением задачи Коши

𝑦𝑚𝑧′′𝑗 +𝑐(𝑦)𝑧
′
𝑗−1−(𝑎(𝑦)+𝜋2𝑘2)𝑧𝑗−1=0, 𝑧𝑗(0)= 𝑧′𝑗(0)= 0, 𝑗 ∈N.

Принимая во внимание соотношения (9), (10) для 𝑧𝑗−1(𝑦) и аналитичность коэффициентов
𝑎(𝑦), 𝑐(𝑦) в 𝑈 , получаем представление

𝑧𝑗(𝑦)= 𝑦(𝑗+1)(2−𝑚)
+∞∑︁
𝑛=0

𝑧𝑗,𝑛𝑦
𝑛, 𝑦 ∈𝑈, 𝑘∈N, 𝑗 ∈N∪{0}.

Все ряды сходятся в 𝐴(𝑈). Коэффициенты 𝑧𝑗,𝑛 зависят только от коэффициентов 𝑧𝑗−1,𝑛

и коэффициентов Тейлора функций 𝑎(𝑦) и 𝑐(𝑦).
Лемма 1. Для любого 𝑘 ∈N существует аналитическое в 𝐺∖{0} решение 𝑌𝑘(𝑦) зада-

чи (5). При этом в окрестности 𝑈 точки 𝑦=0 оно представимо рядом

𝑌𝑘(𝑦)=
+∞∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗(𝑦),

который сходится в классах 𝐴(𝑈 ∖{0}) и 𝐶(𝐾) для любого множества 𝐾≡{𝑦∈C : |𝑦|⩽𝜀′}⊂𝐺,
где 𝜀′> 0.

Доказательство. Зафиксируем произвольное компактное множество 𝐾 ⊂𝑈 ⊂𝐺. Выбе-
рем индекс 𝑗0 ∈N такой, что (𝑗0+1)(2−𝑚)⩾ 2. Тогда для функции 𝑧𝑗(𝑦), 𝑗⩾ 𝑗0, при 𝑦 ∈𝐾
имеет место интегральное представление

𝑧𝑗(𝑦)=

𝑦ˆ

0

(𝑦−𝜂)𝜂−𝑚((𝑎(𝜂)+𝜋2𝑘2)𝑧𝑗−1(𝜂)−𝑐(𝜂)𝑧′𝑗−1(𝜂))𝑑𝜂. (11)

Так как функции 𝑎(𝑦), 𝑐(𝑦)𝑦−1 и 𝑧𝑗(𝑦)𝑦
−(𝑗+1)(2−𝑚) аналитичны в 𝑈 , то они принадлежат

классу 𝐶1(𝐾). Значит, можно выбрать постоянные 𝑀,𝑀𝑗0 ⩾ 0 такие, что

|𝑎(𝑦)+𝜋2𝑘2|⩽𝑀, |𝑐(𝑦)𝑦−1|⩽𝑀, 𝑦 ∈𝐾,

|𝑧𝑗0(𝑦)𝑦−(𝑗0+1)(2−𝑚)|⩽𝑀𝑗0 , 𝑦 ∈𝐾,

|(𝑧𝑗0(𝑦)𝑦−(𝑗0+1)(2−𝑚))′|⩽𝑀𝑗0

(𝑗0+1)(2−𝑚)

|𝑦|
, 𝑦 ∈𝐾 ∖{0}.
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Покажем по индукции, что в общем случае имеют место оценки

|𝑧𝑗(𝑦)𝑦−(𝑗+1)(2−𝑚)|⩽𝑀𝑗 , 𝑦 ∈𝐾, 𝑗⩾ 𝑗0,

|(𝑧𝑗(𝑦)𝑦−(𝑗+1)(2−𝑚))′|⩽𝑀𝑗
(𝑗+1)(2−𝑚)

|𝑦|
, 𝑦 ∈𝐾 ∖{0}, 𝑗⩾ 𝑗0,

𝑀𝑗+1=𝑀𝑗
12𝑀

(𝑗+1)(2−𝑚)
, 𝑗⩾ 𝑗0.

Подставив оценки для 𝑧𝑗−1(𝑦) в формулу (11), получим

|𝑧𝑗(𝑦)𝑦−(𝑗+1)(2−𝑚)|⩽ |𝑦|−(𝑗+1)(2−𝑚)

𝑦ˆ

0

|𝑦−𝜂| |𝜂|−𝑚(𝑀 |𝑧𝑗−1(𝜂)|+𝜂𝑀 |𝑧′𝑗−1(𝜂)|) |𝑑𝜂|⩽

⩽ |𝑦|−(𝑗+1)(2−𝑚)

𝑦ˆ

0

|𝜂|𝑗(2−𝑚)|𝑦−𝜂| |𝜂|−𝑚(𝑀𝑀𝑗−1+ |𝜂|𝑀 |𝑧′𝑗−1(𝜂)||𝜂|−𝑗(2−𝑚)) |𝑑𝜂|⩽

⩽ |𝑦|−(𝑗+1)(2−𝑚)

𝑦ˆ

0

|𝜂|𝑗(2−𝑚)|𝑦−𝜂| |𝜂|−𝑚(𝑀𝑀𝑗−1+2𝑗𝑀𝑀𝑗−1(2−𝑚)) |𝑑𝜂|=

=(𝑀𝑀𝑗−1+2𝑗𝑀𝑀𝑗−1(2−𝑚))|𝑦|−(𝑗+1)(2−𝑚)

|𝑦|ˆ

0

𝜂ˆ

0

𝜁𝑗(2−𝑚)−𝑚 𝑑𝜁𝑑𝜂⩽

⩽ 3𝑗𝑀𝑀𝑗−1(2−𝑚)|𝑦|−(𝑗+1)(2−𝑚) |𝑦|(𝑗+1)(2−𝑚)

(𝑗+1)(2−𝑚)((𝑗+1)(2−𝑚)−1)
⩽

⩽
3𝑀𝑀𝑗−1

(𝑗+1)(2−𝑚)−(2−𝑚)
=

3𝑀𝑀𝑗−1

𝑗(2−𝑚)
⩽

12𝑀𝑀𝑗−1

𝑗(2−𝑚)
≡𝑀𝑗 , 𝑦 ∈𝐾.

Аналогично будем иметь

|(𝑧𝑗(𝑦)𝑦−(𝑗+1)(2−𝑚))′|⩽

⩽ |𝑦|−(𝑗+1)(2−𝑚)

|𝑦|ˆ

0

𝜁𝑗(2−𝑚)−𝑚3𝑗𝑀𝑀𝑗−1(2−𝑚) 𝑑𝜁+ |𝑧𝑗(𝑦)𝑦−(𝑗+1)(2−𝑚)|(𝑗+1)(2−𝑚)

|𝑦|
⩽

⩽ 3𝑗𝑀𝑀𝑗−1(2−𝑚)|𝑦|−(𝑗+1)(2−𝑚)

|𝑦|ˆ

0

𝜁𝑗(2−𝑚)−𝑚 𝑑𝜁+
𝑀𝑗

4

(𝑗+1)(2−𝑚)

|𝑦|
⩽

⩽ 3𝑗𝑀𝑀𝑗−1(2−𝑚)|𝑦|−(𝑗+1)(2−𝑚) |𝑦|𝑗(2−𝑚)+1−𝑚

𝑗(2−𝑚)+1−𝑚
+
𝑀𝑗

4

(𝑗+1)(2−𝑚)

|𝑦|
⩽

⩽ 3𝑗𝑀𝑀𝑗−1(2−𝑚)
1

|𝑦|
1

(𝑗+1)(2−𝑚)−1
+
𝑀𝑗

4

(𝑗+1)(2−𝑚)

|𝑦|
⩽

⩽
𝑀𝑗

4

𝑗(2−𝑚)

|𝑦|
𝑗(2−𝑚)

(𝑗+1)(2−𝑚)−1
+
𝑀𝑗

4

(𝑗+1)(2−𝑚)

|𝑦|
⩽

⩽
𝑀𝑗

2

(𝑗+1)(2−𝑚)

|𝑦|
+
𝑀𝑗

4

(𝑗+1)(2−𝑚)

|𝑦|
⩽𝑀𝑗

(𝑗+1)(2−𝑚)

|𝑦|
.

Обе оценки доказаны.
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В круге 𝐾 при 𝑗⩾ 𝑗0

|𝑧𝑗(𝑦)|⩽𝑀𝑗 |𝑦|(𝑗+1)(2−𝑚)⩽ (𝜀′)(𝑗+1)(2−𝑚)𝑀0

𝑗∏︁
𝑙=𝑗0

12𝑀

(𝑙+1)(2−𝑚)
⩽

⩽ (𝜀′)(𝑗+1)(2−𝑚)𝑀0

𝑗∏︁
𝑙=0

12𝑀

(𝑙+1)(2−𝑚)
=𝑀0

(︂
(𝜀′)(2−𝑚) 12𝑀

2−𝑚

)︂𝑗+1 𝑗+1∏︁
𝑙=1

1

𝑙
=𝑀0

𝑝𝑗+1

(𝑗+1)!
,

𝑝=(𝜀′)(2−𝑚) 12𝑀

2−𝑚
,

следовательно, ряд
∑︀+∞

𝑗=0 𝑧𝑗(𝑦) сходится равномерно на любом множестве 𝐾 ⊂𝐺, а значит,
и в 𝐴(𝑈 ∖{0}). Кроме того, он допускает дифференцирование под знаком суммы любое число
раз внутри 𝑈 . Подставим этот ряд в (5):

𝑦𝑚
+∞∑︁
𝑗=0

𝑧′′𝑗 (𝑦)+𝑐(𝑦)
+∞∑︁
𝑗=0

𝑧′𝑗(𝑦)−(𝑎(𝑦)+𝜋2𝑘2)
+∞∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗(𝑦)=

= 𝑦𝑚𝑧′′0 (𝑦)+

+∞∑︁
𝑗=1

𝑦𝑚𝑧′′𝑗 (𝑦)+

+∞∑︁
𝑗=1

(𝑐(𝑦)𝑧′𝑗−1(𝑦)−(𝑎(𝑦)+𝜋2𝑘2)𝑧𝑗−1(𝑦))=

= 𝑦𝑚𝑧′′0 (𝑦)+
+∞∑︁
𝑗=1

𝑦𝑚𝑧′′𝑗 (𝑦)+
+∞∑︁
𝑗=1

(−𝑦𝑚𝑧′′𝑗 (𝑦))= 𝑓𝑘(𝑦),
+∞∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗(0)= 0,

т.е. построенный ряд действительно является решением задачи (5) в области 𝑈 .
Коэффициенты и правая часть уравнения задачи (5) не имеют иных особенностей в об-

ласти 𝐺, кроме точки 𝑦 = 0, значит построеное решение 𝑌 (𝑦) может быть единственным
образом аналитически продолжено [18, с. 102–103] во всю область 𝐺. Лемма доказана.

Аналогично построим функции 𝑧𝑗(𝑦):

𝑧0= 𝑦,

𝑦𝑚𝑧′′𝑗 +𝑐(𝑦)𝑧
′
𝑗−1−(𝑎(𝑦)+𝜋2𝑘2)𝑧𝑗−1=0, 𝑧𝑗(0)= 𝑧′𝑗(0)= 0, 𝑗 ∈N.

Соответствующие функции будут иметь следующие разложения в области 𝑈 :

𝑧𝑗(𝑦)= 𝑦𝑗(2−𝑚)
+∞∑︁
𝑛=0

𝑧𝑗,𝑛𝑦
𝑛, 𝑦 ∈𝑈, 𝑘∈N.

Лемма 2. Для любого 𝑘 ∈N существует аналитическое в 𝐺∖{0} решение 𝑌 0
𝑘 (𝑦) зада-

чи (6). При этом в окрестности 𝑈 точки 𝑦=0 оно представимо рядом

𝑌 0
𝑘 (𝑦)=

+∞∑︁
𝑗=0

𝑧𝑗(𝑦),

который сходится в классах 𝐴(𝑈 ∖{0}) и 𝐶(𝐾) для любого множества 𝐾≡{𝑦∈C : |𝑦|⩽𝜀′}⊂𝐺,
где 𝜀′> 0.

Доказательство данной леммы полностью повторяет доказательство леммы 1.
Построим решение задачи (4) в виде

𝑌𝑘(𝑦)=𝑌𝑘(𝑦)−
𝑌𝑘(𝑏)

𝑌 0
𝑘 (𝑏)

𝑌 0
𝑘 (𝑦)=

+∞∑︁
𝑗=0

𝑦𝑗(2−𝑚)𝜙𝑘,𝑗(𝑦), 𝑦 ∈𝐺,
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разложение в ряд имеет место при 𝑦 ∈ 𝑈 , функции 𝜙𝑘,𝑗 ∈ 𝐴(𝑈), ряд сходится в классах
𝐴(𝑈 ∖{0}) и 𝐶[0, 𝜀/2]. Указанная формула корректна и даёт единственное решение задачи
(4) в силу лемм 1 и 2 из работы [5].

4. ОБОСНОВАНИЕ СХОДИМОСТИ РЯДА

Покажем, что ряд (3) сходится к классическому решению задачи (1) при некоторых огра-
ничениях на функцию 𝑓(𝑥, 𝑦). Доказательство этого факта в целом повторяет рассуждения
из работ [2–7], поэтому ограничимся его основными моментами.

Аналогично [7] сведём задачу (6) к задаче с линейным вырождением следующей заменой:

𝑦=((2−𝑚)𝑡)𝛼, 𝑌 0
𝑘 (𝑡)= 𝑡𝛼𝑧𝑘(𝑡), 𝛼=

1

2−𝑚
.

Тогда для новой неизвестной функции 𝑧𝑘(𝑡) и новой независимой переменной 𝑡 получим
задачи

𝑡𝑧′′𝑘(𝑡)+𝑑(𝑡)𝑧
′
𝑘(𝑡)−

[︂
𝑎̄(𝑡)+𝜋2

(︂
𝑘√
2−𝑚

)︂2]︂
𝑧𝑘(𝑡)= 0, 𝑡∈ (0, 𝑏̄), 𝑏̄=𝛼𝑏2−𝑚, 𝑘∈N,

𝑧𝑘(0)= 1, 𝑘∈N,

причём новые коэффициенты 𝑑(𝑡) и 𝑎̄(𝑡) в некоторой окрестности точки 𝑡=0 имеют следу-
ющие разложения:

𝑑(𝑡)= (1+𝛼)+𝑐1𝑡+𝑐2(2−𝑚)𝛼(3−𝑚)−1𝑡𝛼(3−𝑚)+ . . .+𝑐𝑗(2−𝑚)𝛼(1+𝑗−𝑚)−1𝑡𝛼(1+𝑗−𝑚)+ . . . ,

𝑎̄(𝑡)=
𝑎0+ . . .+𝑎𝑗((2−𝑚)𝑡)𝑗𝛼+ . . .

2−𝑚
−𝛼3[𝑐1+ . . .+𝑐𝑗((2−𝑚)𝑡)𝛼(1+𝑗−𝑚)−1+ . . .],

здесь 𝑎0, 𝑎1, . . . и 𝑐1, 𝑐2, . . . — коэффициенты разложения в ряд Тейлора в окрестности точки
𝑦 = 0 исходных коэффициентов 𝑎(𝑦) и 𝑐(𝑦). Кроме того, коэффициенты 𝑎̄(𝑡), 𝑑(𝑡)∈𝐶1[0, 𝑏̄],
а производная функции 𝐷(𝑡)≡ (𝑑(𝑡)−𝑑(0))/𝑡 непрерывна на (0, 𝑏̄] и интегрируема на [0, 𝑏̄].

Тогда с учётом теорем 1–3 [6] получим двусторонние оценки для функций 𝑧𝑘(𝑡) при
больших индексах 𝑘∈N:

0<𝐵1
𝑒2𝜋𝑘

√
𝛼𝑡

1+(𝜋𝑘
√
𝛼𝑡)𝛼+1/2

⩽ 𝑧𝑘(𝑡)⩽𝐵2
𝑒2𝜋𝑘

√
𝛼𝑡

1+(𝜋𝑘
√
𝛼𝑡)𝛼+1/2

, 0⩽ 𝑡⩽ 𝑏̄,

0<𝐵1𝑘
𝑒2𝜋𝑘

√
𝛼𝑡

1+(𝜋𝑘
√
𝛼𝑡)𝛼+1/2

⩽ 𝑧′𝑘(𝑡)⩽𝐵2
𝑘√
𝛼𝑡

𝑒2𝜋𝑘
√
𝛼𝑡

1+(𝜋𝑘
√
𝛼𝑡)𝛼+1/2

, 0<𝑡⩽ 𝑏̄,

где 𝐵1 и 𝐵2 — некоторые положительные постоянные, не зависящие от 𝑡 и 𝑘. Обратная
замена приводит нас к следующему утверждению.

Лемма 3. Можно выбрать такие нетривиальные решения 𝑌 0
𝑘 (𝑦) задач (6) и постоянные

0<𝐶1<𝐶2, не зависящие от 𝑦 и 𝑘∈N, что будут выполнены соотношения

0<𝐶1𝑦
𝑒2𝜋𝑘𝛼𝑦

1/(2𝛼)

1+(𝜋𝑘𝛼𝑦1/(2𝛼))𝛼+1/2
⩽𝑌 0

𝑘 (𝑦)⩽𝐶2𝑦
𝑒2𝜋𝑘𝛼𝑦

1/(2𝛼)

1+(𝜋𝑘𝛼𝑦1/(2𝛼))𝛼+1/2
, 0⩽ 𝑦⩽ 𝑏,
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0<𝐶1𝑘𝑦
1/𝛼 𝑒2𝜋𝑘𝛼𝑦

1/(2𝛼)

1+(𝜋𝑘𝛼𝑦1/(2𝛼))𝛼+1/2
⩽
𝑑𝑌 0

𝑘

𝑑𝑦
(𝑦)⩽𝐶2𝑘

𝑒2𝜋𝑘𝛼𝑦
1/(2𝛼)

1+(𝜋𝑘𝛼𝑦1/(2𝛼))𝛼+1/2
, 0<𝑦⩽ 𝑏.

Доказательство данной леммы проводится аналогично доказательству леммы 1 из ра-
боты [7].

Аналогичные оценки можно получить для серии частных решений задач (7). Зафиксируем
функции 𝑌 0

𝑘 (𝑦) из леммы 3 и определим 𝑌 𝑏
𝑘 (𝑦) следующим образом:

𝑌 𝑏
𝑘 (𝑦)≡−𝑌 0

𝑘 (𝑦)

𝑦ˆ

𝑏

exp

{︂
−

𝜂ˆ

𝑏

𝜉−𝑚𝑐(𝜉) 𝑑𝜉

}︂⧸︂
(𝑌 0

𝑘 (𝜂))
2 𝑑𝜂, 𝑦 ∈ [0, 𝑏].

Справедлива следующая
Лемма 4. Найдутся такие постоянные 0<𝐶3<𝐶4, не зависящие от 𝑦 и 𝑘∈N, что

0<𝐶3
1

𝑘

1+(𝜋𝑘𝛼𝑦1/(2𝛼))𝛼+1/2

𝑒2𝜋𝑘𝛼𝑦
1/(2𝛼)

⩽𝑌 𝑏
𝑘 (𝑦),

𝑏

4
⩽ 𝑦⩽

3𝑏

4
,

𝑌 𝑏
𝑘 (𝑦)⩽𝐶4

1

𝑘

1+(𝜋𝑘𝛼𝑦1/(2𝛼))𝛼+1/2

𝑒2𝜋𝑘𝛼𝑦
1/(2𝛼)

, 0⩽ 𝑦⩽ 𝑏,

0⩽−
𝑑𝑌 𝑏

𝑘

𝑑𝑦
(𝑦)⩽𝐶4

1

𝑦

1+(𝜋𝑘𝛼𝑦1/(2𝛼))𝛼+1/2

𝑒2𝜋𝑘𝛼𝑦
1/(2𝛼)

, 0<𝑦⩽ 𝑏.

Доказательство этой леммы проводится аналогично доказательствам теоремы 3 из
работы [5], теоремы 5 из [6] и леммы 2 из [7].

Рассмотрим определители Вронского систем функций 𝑌 0
𝑘 (𝑦), 𝑌

𝑏
𝑘 (𝑦):

𝑤𝑘(𝑦)=𝑌 0
𝑘 (𝑦)

𝑑𝑌 𝑏
𝑘

𝑑𝑦
(𝑦)−𝑌 𝑏

𝑘 (𝑦)
𝑑𝑌 0

𝑘

𝑑𝑦
(𝑦), 𝑦 ∈ [0, 𝑏], 𝑘∈N,

и функции Грина задач (4):

𝐺𝑘(𝑦, 𝜂)=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑌 0
𝑘 (𝑦)𝑌

𝑏
𝑘 (𝜂)

𝜂𝑚𝑤𝑘(𝜂)
, 0⩽ 𝑦 <𝜂⩽ 𝑏,

𝑌 𝑏
𝑘 (𝑦)𝑌

0
𝑘 (𝜂)

𝜂𝑚𝑤𝑘(𝜂)
, 0⩽ 𝜂 <𝑦⩽ 𝑏,

𝑘∈N.

Лемма 5. Существует не зависящая от 𝑘∈N и 𝑦 постоянная 𝑊 > 0 такая, что

𝑤𝑘(𝑦)⩽−𝑊, 𝑦 ∈ [0, 𝑏].

Доказательство данной леммы проводится аналогично доказательствам леммы 4 из
работы [5], теоремы 7 из [6] и леммы 3 из [7].

Лемма 6. Существует постоянная 𝐶 > 0, не зависящая от 𝑘∈N и 𝑦, такая, что

𝑏ˆ

0

|𝐺𝑘(𝑦, 𝜂)| 𝑑𝜂⩽
𝐶

𝑘2
, 𝑦 ∈ [0, 𝑏].
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Для любого 𝜀> 0 найдётся постоянная 𝐶 ′(𝜀)> 0, не зависящая от 𝑘∈N и 𝑦, такая, что

𝑏ˆ

0

⃒⃒⃒𝜕𝐺𝑘

𝜕𝑦
(𝑦, 𝜂)

⃒⃒⃒
𝑑𝜂⩽

𝐶 ′

𝑘
, 𝑦 ∈ [𝜀, 𝑏].

Доказательство данной леммы проводится аналогично доказательствам теоремы 4 из
работы [5], теоремы 8 из [6] и леммы 4 из [7].

Из утверждений лемм 3, 4 и 6 следует
Лемма 7. Пусть правые части 𝑓𝑘(𝑦) уравнений задач (4) ограничены по норме про-

странства 𝐶2[0, 𝑏]. Тогда имеет место следующая равномерная по 𝑦 ∈ [0, 𝑏] оценка:

𝑌𝑘(𝑦)=𝑂

(︂
1

𝑘2

)︂
, 𝑘∈N.

Для любого 𝜀> 0 справедлива асимптотическая формула

𝑌
(𝑝)
𝑘 (𝑦)=−

𝑓
(𝑝)
𝑘 (𝑦)

𝜋2𝑘2
+𝑂

(︂
1

𝑘4−𝑝

)︂
, 𝑦 ∈ [𝜀, 𝑏−𝜀], 𝑘∈N, 𝑝=0, 1, 2,

равномерная по 𝑦.
Доказательство этой леммы проводится аналогично доказательствам леммы 5 из ра-

боты [5], теоремы 9 из [6] и теоремы 2 из [7].
Лемма 8. Пусть правая часть 𝑓(𝑥, 𝑦) уравнения задачи (1) имеет вторую непрерыв-

ную производную по 𝑦 в 𝐷, при каждом фиксированном 𝑦 ∈ (0, 𝑏) принадлежит классу
Гёльдера как функция переменной 𝑥. Тогда существует классическое решение задачи (1).
Оно представляется рядом (3), который сходится абсолютно и равномерно в 𝐷, допускает
двукратное почленное дифференцирование по 𝑥 и по 𝑦 внутри области 𝐷.

Утверждение данной леммы следует из леммы 7 и известных свойств рядов Фурье.
Подробное доказательство приведено, например, в работе [5, теорема 5].

5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Правая часть уравнения задачи (1) допускает разложение в ряд Фурье по системе
{sin(𝜋𝑘𝑥)}+∞

𝑘=1:

𝑓(𝑥, 𝑦)=
+∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘(𝑦) sin(𝜋𝑘𝑥), (𝑥, 𝑦)∈𝐷.

Коэффициенты разложения могут быть найдены по формулам

𝑓𝑘(𝑦)= 2

1ˆ

0

𝑓(𝑥, 𝑦) sin(𝜋𝑘𝑥) 𝑑𝑥, 𝑘∈N, 𝑦 ∈𝐺,

из которых следует, что функции 𝑓𝑘 ∈𝐴(𝐺). Таким образом, выполнены все условия лемм 1
и 2, задача (4) имеет единственное решение 𝜂𝑘(𝑦), аналитическое в 𝐺∖{0}, и общий член
ряда (3) определён.

Выполнены все условия леммы 8, следовательно, ряд (3) сходится равномерно в 𝐷 к ре-
шению задачи (1). Разложение (2) следует из утверждений лемм 1 и 2. Теорема доказана.

Автор выражает благодарность проф. И.С. Ломову за постановку задачи и полезные
обсуждения полученных результатов.
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We consider a Dirichlet boundary problem for an elliptic type equation with a non-regular degeneracy
of noninteger order in a rectangle. The coefficients of the differential operator are supposed to be
analytic. We build a formal solution by using the method for spectral separation of the singularities.
The solution is series where its non-analytic dependency on 𝑦 near point 𝑦=0 is written explicitly. We
proof the convergence of the series to the classical solution using the Green’s function method.
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Изучена система уравнений, моделирующая динамическое растяжение однородного круг-
лого слоя из несжимаемого идеально жёсткопластического трансверсально-изотропного
материала, подчиняющегося критерию Мизеса–Генки. Верхнее и нижнее основания сво-
бодны от напряжений, на боковой границе задана радиальная скорость, при этом учте-
на возможность утолщения либо утоньшения слоя, что моделирует шейкообразование
и дальнейшее развитие шейки. С использованием метода асимптотического интегриро-
вания выявлены два характерных режима растяжения, т.е. определены соотношения
безразмерных параметров, при которых учёт инерционных членов является необходи-
мым. При рассмотрении режима, связанного с достижением ускорения на боковой грани
своих критических значений, построено приближённое решение задачи.

Ключевые слова: идеальная пластичность, круглый слой, трансверсально-изотропный
материал, растяжение, динамика, шейка, асимптотическое разложение.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим деформирование во времени круглого слоя из однородного несжимаемо-
го идеально жёсткопластического трансверсально-изотропного материала, подчиняющегося
критерию пластичности Мизеса–Генки с плотностью 𝜌 и пределом текучести 𝜎𝑠. Область Ω𝑡

в пространстве R3, занятая слоем в момент 𝑡, симметрична относительно оси 𝑧, имеет неиз-
менный во времени объём |Ω| и в цилиндрической системе координат, связанной с осью
симметрии слоя, определяется как

Ω𝑡= {(𝑟, 𝜃, 𝑧) : 0⩽ 𝑟⩽𝑅(𝑡), 0⩽ 𝜃 < 2𝜋, −ℎ(𝑡, 𝑟)⩽ 𝑧⩽ℎ(𝑡, 𝑟)}, (1)

|Ω|=4𝜋

𝑅(𝑡)ˆ

0

𝑟ℎ(𝑡, 𝑟) 𝑑𝑟=2𝜋𝑅2(𝑡)ℎ*(𝑡). (2)

Средняя высота слоя ℎ* задаётся в (2) таким образом, чтобы объём слоя цилиндрической
формы радиуса 𝑅(𝑡) и высоты 2ℎ*(𝑡) равнялся |Ω|.

Представим симметричный тензор напряжений 𝜎(x, 𝑡) как сумму шаровой и девиаторной
частей: 𝜎=−𝑝I+s, где 𝑝 — давление, I — единичный тензор второго ранга, s — девиатор
напряжений, tr s=0. Определим интенсивности скоростей деформаций 𝑣𝑢 и напряжений 𝜎𝑢:

𝑣𝑢=
√
v :v, 𝜎𝑢=

√
s : s, (3)

где v — тензор скоростей деформации.
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Векторные определяющие соотношения анизотропной идеально жёсткопластичной среды
имеют следующий вид:

𝑣𝑢s=𝜎𝑢A :v, (4)

где A — безразмерный тензор четвёртого ранга, отвечающий за тип анизотропии.
Так как материал трансверсально-изотропный, будем считать A трансверсально-изотроп-

ным тензором, компоненты которого, в силу симметричности s и v, обладают следующими
свойствами: 𝐴𝑖𝑗𝑘𝑙 =𝐴𝑗𝑖𝑘𝑙 =𝐴𝑖𝑗𝑙𝑘, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3. Кроме того, предположим симметрию относи-
тельно первой и последней пары индексов, тогда имеет место следующее утверждение [1, 2].

Лемма 1. Пусть A — трансверсально-изотропный тензор и его компоненты обладают
следующими симметриями: 𝐴𝑖𝑗𝑘𝑙 =𝐴𝑘𝑙𝑖𝑗 =𝐴𝑖𝑗𝑙𝑘. Тогда тензор A имеет пять независимых
компонент следующего вида:

𝐴𝐼𝐽𝐾𝐿=Λ1𝛿𝐼𝐽𝛿𝐾𝐿+Λ2(𝛿𝐼𝐾𝛿𝐽𝐿+𝛿𝐼𝐿𝛿𝐽𝐾),

𝐴𝐼𝐽33=Λ3𝛿𝐼𝐽 , 𝐴𝐼3𝐾3=Λ4𝛿𝐼𝐾 , 𝐴3333=Λ5, (5)

где 𝐼, 𝐽,𝐾,𝐿∈{1, 2}.
Для того чтобы в результате свёртки тензора A с девиатором скоростей деформаций

получился девиатор, достаточно предположить, что 𝐴𝑖𝑖𝑗𝑘 являются компонентами шарового
тензора, откуда 2(Λ1+Λ2) = Λ3+Λ5, т.е. число независимых компонент сокращается до
четырёх.

Верхнее и нижнее основания слоя 𝑧 =±ℎ(𝑟, 𝑡) свободны от напряжений, а на боковой
поверхности 𝑟 = 𝑅(𝑡) задана радиальная скорость, т.е. рассматривается растяжение слоя
с заданной кинематикой движения боковой поверхности:

𝑟=𝑅(𝑡): 𝑣𝑟 =𝑉 (𝑡), 𝑉 (𝑡)> 0. (6)

В данной работе ограничимся рассмотрением поля вектора скорости следующего вида:
V(x, 𝑡) =

(︀
𝑣𝑟(𝑟, 𝑧, 𝑡),0,𝑣𝑧(𝑟, 𝑧, 𝑡)

)︀
. Это порождает тензор скоростей деформации v с ненуле-

выми компонентами:

𝑣𝑟𝑟 = 𝑣𝑟,𝑟, 𝑣𝜃𝜃 =
𝑣𝑟
𝑟
, 𝑣𝑧𝑧 = 𝑣𝑧,𝑧, 𝑣𝑟𝑧 =

1

2
(𝑣𝑟,𝑧+𝑣𝑧,𝑟), (7)

где запятая в индексе обозначает дифференцирование по соответствующей переменной.
Используя выражения для компонент трансверсально-изотропного тензора (5), выпишем

вытекающие из (4) нетривиальные связи между девиатором напряжений и тензором скоро-
стей деформаций:

𝑣𝑢𝑠𝑟𝑟 =𝜎𝑢((Λ1+2Λ2)𝑣𝑟𝑟+Λ1𝑣𝜃𝜃+Λ3𝑣𝑧𝑧), 𝑣𝑢𝑠𝑧𝑧 =𝜎𝑢(Λ3𝑣𝑟𝑟+Λ3𝑣𝜃𝜃+Λ5𝑣𝑧𝑧),

𝑣𝑢𝑠𝜃𝜃 =𝜎𝑢(Λ1𝑣𝑟𝑟+(Λ1+2Λ2)𝑣𝜃𝜃+Λ3𝑣𝑧𝑧), 𝑣𝑢𝑠𝑟𝑧 =2𝜎𝑢Λ4𝑣𝑟𝑧. (8)

Исключая интенсивности 𝜎𝑢 и 𝑣𝑢 из соотношений (8), можно образовать две независимые
пропорции, которые с учётом (7) преобразуются к виду

𝑠𝑟𝑟

(︁
Λ3𝑣𝑟,𝑟+Λ3

𝑣𝑟
𝑟
+Λ5𝑣𝑧,𝑧

)︁
= 𝑠𝑧𝑧

(︁
(Λ1+2Λ2)𝑣𝑟,𝑟+Λ1

𝑣𝑟
𝑟
+Λ3𝑣𝑧,𝑧

)︁
,

𝑠𝑟𝑟Λ4(𝑣𝑟,𝑧+𝑣𝑧,𝑟)= 𝑠𝑟𝑧

(︁
(Λ1+2Λ2)𝑣𝑟,𝑟+Λ1

𝑣𝑟
𝑟
+Λ3𝑣𝑧,𝑧

)︁
. (9)

Следуя [3], представим массив компонент 𝐴𝑖𝑗𝑘𝑙 в виде матрицы размера 9×9 с нумерацией
строк и столбцов в порядке (11), (22), (33), (12), (23), (31), (21), (32), (13). Число ненулевых
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компонент в данной матрице равно 21 — верхний левый минор размера 3×3 и 12 компонент из
остальных строк, заполняющихся с использованием симметрий 𝐴1212, 𝐴2323, 𝐴3131. Обозначим
компоненты верхнего минора через 𝑎𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗=1, 2, 3, и 𝑎44=𝐴1212, 𝑎55=𝐴2323, 𝑎66=𝐴3131. Тогда

a=

⎛⎜⎝Λ1+2Λ2 Λ1 Λ3

Λ1 Λ1+2Λ2 Λ3

Λ3 Λ3 Λ5

⎞⎟⎠, 𝑎44=Λ2, 𝑎55= 𝑎66=Λ4.

Компоненты верхнего левого минора матрицы, соответствующей обратному тензору A−1,
обозначим через 𝑑𝑖𝑗 , тогда

𝑎𝑖𝑗𝑑𝑗𝑘 = 𝛿𝑖𝑘, 𝑖, 𝑘=1, 2, 3; 𝑑𝛾𝛾 =
1

4𝑎𝛾𝛾
̸=0, 𝛾=4, 5, 6.

Таким образом, всюду далее будем предполагать deta=4Λ2(Λ1Λ5+Λ2Λ5−Λ2
3) ̸=0. Ком-

поненты d, выраженные через a, имеют следующий вид:

d=
1

deta

⎛⎜⎝(Λ1+2Λ2)Λ5−Λ2
3 Λ2

3−Λ1Λ5 −2Λ2Λ3

Λ2
3−Λ1Λ5 (Λ1+2Λ2)Λ5−Λ2

3 −2Λ2Λ3

−2Λ2Λ3 −2Λ2Λ3 4Λ2(Λ1+Λ2)

⎞⎟⎠.
Используя критерий пластичности для анизотропного идеальнопластического тела s𝑇 : B :

s=𝜎2𝑢, где B=A−𝑇 :A−1, и кинематические условия (7), выпишем критерий пластичности
для трансверсально-изотропной среды:

3∑︁
𝛼,𝛽=1

𝑑𝑗𝛼𝑑𝑗𝛽𝑠𝛼𝛼𝑠𝛽𝛽+8𝑑266𝑠
2
𝑟𝑧 =𝜎2𝑠 , (10)

при этом греческие индексы у компонент тензора необходимо заменить на 𝑟, 𝜃, 𝑧 соответ-
ственно.

Лемма 2. Пусть тензор A обратим, тогда квадратичная форма (10) положительно
определена.

Доказательство. Так как тензор A обратим, то обратима матрица a. Заметим, что
для положительной определённости квадратичной формы (10) необходимо и достаточно
положительной определёности формы

∑︀3
𝛼,𝛽=1 𝑑𝑗𝛼𝑑𝑗𝛽𝑠𝛼𝛼𝑠𝛽𝛽 . Введя векторы d𝑖=(𝑑1𝑖, 𝑑2𝑖, 𝑑3𝑖),

где 𝑖= 1, 2, 3, убедимся, что матрица квадратичной формы является матрицей Грамма —
𝐺(d1,d2,d3). Все её угловые миноры строго положительны тогда и только тогда, когда
векторы d𝑖 линейно независимы, что равносильно невырожденности матрицы a.

Выразив 𝑠𝜃𝜃 =−𝑠𝑟𝑟−𝑠𝑧𝑧, оставим у девиатора напряжений независимыми компоненты
𝑠𝑟𝑟, 𝑠𝑟𝑧, 𝑠𝑧𝑧, тогда условие пластичности Мизеса–Генки запишется следующим образом:

𝐵11𝑠
2
𝑟𝑟+𝐵22𝑠

2
𝑧𝑧−2𝐵12𝑠𝑟𝑟𝑠𝑧𝑧+𝐵𝑠

2
𝑟𝑧 = 𝜏2𝑠 , (11)

где 𝜏𝑠 — предел текучести при сдвиге, а

𝐵11=
1

2
|d1−d2|2, 𝐵22=

1

2
|d2−d3|2, 𝐵12=

1

2
(d1−d2,d2−d3), 𝐵=

1

4Λ2
4

.
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Добавим к полученным ранее уравнениям условие несжимаемости и уравнения движения
в осесимметричном случае

𝑣𝑟,𝑟+
𝑣𝑟
𝑟
+𝑣𝑧,𝑧 =0, (12)

−𝑝,𝑟+𝑠𝑟𝑟,𝑟+𝑠𝑟𝑧,𝑧+
1

𝑟
(2𝑠𝑟𝑟+𝑠𝑧𝑧)= 𝜌(𝑣𝑟,𝑡+𝑣𝑟𝑣𝑟,𝑟+𝑣𝑧𝑣𝑟,𝑧), (13)

−𝑝,𝑧+𝑠𝑟𝑧,𝑟+𝑠𝑧𝑧,𝑧+
𝑠𝑟𝑧
𝑟

= 𝜌(𝑣𝑧,𝑡+𝑣𝑟𝑣𝑧,𝑟+𝑣𝑧𝑣𝑧,𝑧). (14)

Таким образом, получим нелинейную систему из шести уравнений (9), (11)–(14), замкну-
тую относительно шести функций 𝑣𝑟, 𝑣𝑧, 𝑝, 𝑠𝑟𝑟, 𝑠𝑟𝑧, 𝑠𝑧𝑧, зависящих от 𝑟, 𝑧 и 𝑡 в области Ω𝑡

с заранее неизвестной частью границы 𝑧=±ℎ(𝑟, 𝑡).
Предположим, что функция ℎ(𝑟, 𝑡) непрерывно дифференцируема, поэтому компоненты

единичной нормали к поверхности 𝑧=±ℎ(𝑡, 𝑟) имеют вид

𝑛𝑟 =− 𝜕ℎ/𝜕𝑟√︀
1+(𝜕ℎ/𝜕𝑟)2

, 𝑛𝜃 =0, 𝑛𝑧 =± 1√︀
1+(𝜕ℎ/𝜕𝑟)2

.

В силу того, что верхнее и нижнее основания слоя свободны от напряжений, на этих
частях границы 𝑧 =±ℎ(𝑟, 𝑡) выполнены условия равенства нулю двух компонент вектора
напряжений:

(𝑝−𝑠𝑟𝑟)
𝜕ℎ

𝜕𝑟
±𝑠𝑟𝑧 =0, −𝑠𝑟𝑧

𝜕ℎ

𝜕𝑟
±(−𝑝+𝑠𝑧𝑧)= 0. (15)

Для строгой постановки начально-краевой задачи, рассматриваемой при 𝑡>0, необходимо
задать функцию ℎ(𝑟, 0)≡ℎ0(𝑟), 0⩽ 𝑟 < 𝑟0, удовлетворяющую интегральному условию

|Ω|
4𝜋

=

𝑟0ˆ

0

𝑟ℎ0(𝑟) 𝑑𝑟.

Так как область Ω𝑡 симметрична, будем считать функции 𝑠𝑟𝑧, 𝑣𝑧 антисимметричными
по 𝑧.

2. КВАЗИСТАТИЧЕСКИЙ РЕЖИМ РАСТЯЖЕНИЯ

Квазистатическая постановка задачи о растяжении идеально жёсткопластического слоя
отличается от динамической тем, что в правых частях уравнений (13), (14) стоят нули, т.е.
время 𝑡 становится параметром, входящим в решения неявно через 𝑉 , ℎ и 𝑅. Уравнения (13)
и (14) превращаются в уравнения равновесия.

Аналитическое решение квазистатической задачи несложно получить, если в начальный
момент времени слой имел цилиндрическую форму, т.е. ℎ*0 = const. Обозначив параметры
этого решения верхним индексом “𝑞𝑠”, будем иметь

𝑣𝑞𝑠𝑟 =
𝑉 𝑟

𝑅
, 𝑣𝑞𝑠𝑧 =−2

𝑉 𝑧

𝑅
, (16)

𝑠𝑞𝑠𝑟𝑧 =0, 𝑠𝑞𝑠𝑟𝑟 = 𝑠𝑞𝑠𝜃𝜃 =
𝜏𝑠√

𝐵11+4𝐵22+4𝐵12
, 𝑠𝑞𝑠𝑧𝑧 = 𝑝𝑞𝑠=− 2𝜏𝑠√

𝐵11+4𝐵22+4𝐵12
. (17)

Напряжённое состояние (17) однородно и не зависит от заданной скорости 𝑉 .
Кинематика (16) обеспечивает отсутствие жестких зон в области Ω𝑡, поскольку соглас-

но (3) 𝑣𝑞𝑠𝑢 =
√
6𝑉/𝑅> 0 во всех точках слоя.
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Исследуем далее, при каких соотношениях безразмерных параметров системы (или на
каких временах) выписанное выше квазистатическое приближение является главным и им
можно ограничиться в технологических расчётах, и когда инерционные эффекты, вызванные
слагаемыми в правых частях уравнений (13) и (14), начинают играть соизмеримую роль
в распределении напряжений и движении точек слоя.

3. АСИМПТОТИЧЕСКОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ

Обратимся к динамическим уравнениям (13), (14) и образуем три явно зависящих от
времени безразмерных параметра:

𝛼(𝑡)=
ℎ*(𝑡)

𝑅(𝑡)
≪ 1, 𝜀1=

𝜌𝑉 2(𝑡)

𝜏𝑠
, 𝜀2=

𝜌𝑉̇ (𝑡)ℎ*(𝑡)

𝜏𝑠
. (18)

Первый из них — малый геометрический параметр, второй — обратное число Эйлера. На
разных интервалах процесса растяжения порядок малости 𝛼 по отношению к 𝜀1 и 𝜀2 может
меняться.

Представим разложения шести неизвестных функций в виде регулярных асимтотиче-
ских рядов по целым степеням малого асимптотического параметра 𝛼 (в работах [4–7]
аналогичные по структуре разложения использовались при анализе динамического растя-
жения изотропных стержня, круглого слоя, бесконечного листа и прямоугольной пластины
соответственно, в [8] разложения использовались при исследовании инерционных эффектов
в задаче Прандтля):

𝑣𝑟(𝑟, 𝑧, 𝑡)=𝑉 (𝑡)
∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑛(𝑡)𝑣
{𝑛}
𝜉 (𝜉, 𝜁, 𝜏),

𝑣𝑧(𝑟, 𝑧, 𝑡)=𝑉 (𝑡)

∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑛(𝑡)𝑣
{𝑛}
𝜁 (𝜉, 𝜁, 𝜏),

𝑠(𝑟𝑟;𝑟𝑧;𝑧𝑧)(𝑟, 𝑧, 𝑡)= 𝜏𝑠

∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑛(𝑡)𝑠
{𝑛}
(𝜉𝜉;𝜉𝜁;𝜁𝜁)(𝜉, 𝜁, 𝜏),

𝑝(𝑟, 𝑧, 𝑡)= 𝜏𝑠

∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑛(𝑡)𝑝{𝑛}(𝜉, 𝜁, 𝜏), (19)

где

𝜉=
𝛼(𝑡)𝑟

ℎ*(𝑡)
=

𝑟

𝑅(𝑡)
, 𝜁 =

𝑧

ℎ*(𝑡)
, 𝜏 =

√︂
𝜏𝑠
𝜌

𝑡

ℎ*(𝑡)
.

Безразмерные коэффициенты рядов (19) (с верхними индексами) зависят от новых безраз-
мерных координат 𝜉, 𝜁 и безразмерного времени 𝜏 . Область слоя Ω𝑡 (1) в любой момент
времени описывается неравенствами

Ω𝜏 = {(𝜉, 𝜃, 𝜁): 0⩽ 𝜉⩽ 1, 0⩽ 𝜃 < 2𝜋, −𝜂(𝜉, 𝜏)⩽ 𝜁 ⩽ 𝜂(𝜉, 𝜏)},

𝜂(𝜉, 𝜏)=
ℎ(𝑟, 𝑡)

ℎ*(𝑡)
,

1ˆ

0

𝜉𝜂(𝜉, 𝜏) 𝑑𝜉=
1

2
,

𝜕ℎ

𝜕𝑟
=𝛼

𝜕𝜂

𝜕𝜉
. (20)

Отметим, что порядок малости по 𝛼 безразмерных производных 𝜕ℎ/𝜕𝑟 и 𝜕𝜂/𝜕𝜉 разный.
Так как функция 𝜏(𝑡) монотонно возрастает, якобиан замены переменных 𝜕(𝜉, 𝜁, 𝜏)/𝜕(𝑟, 𝑧, 𝑡)
отличен от нуля, т.е. она (замена) невырождена.
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Имеют место формулы замены дифференциальных операторов

𝜕

𝜕𝑟
=

1

𝑅(𝑡)

𝜕

𝜕𝜉
=
𝛼(𝑡)

ℎ*(𝑡)

𝜕

𝜕𝜉
,

𝜕

𝜕𝑧
=

1

ℎ*(𝑡)

𝜕

𝜕𝜁
, (21)

𝜕

𝜕𝑡
=−𝑉 𝜉

𝑅

𝜕

𝜕𝜉
+
2𝑉 𝜁

𝑅

𝜕

𝜕𝜁
+

(︂√︂
𝜏𝑠
𝜌

1

ℎ*
+
2𝑉 𝜏

𝑅

)︂
𝜕

𝜕𝜏
. (22)

Из определений малого параметра (18) и средней высоты слоя (2) следуют кинетические
соотношения

𝛼̇=−3𝛼𝑉

𝑅
, ℎ̇*=−2

ℎ*𝑉

𝑅
. (23)

Подставим ряды (19) в шесть уравнений (9), (11)–(14) и в граничные условия (6), (15).
С учётом формул (20)–(23) получим систему, состоящую из уравнений движения (13), (14)

∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑛
(︁
−𝛼𝑝{𝑛},𝜉 +𝛼𝑠

{𝑛}
𝜉𝜉,𝜉+𝑠

{𝑛}
𝜉𝜁,𝜁+

1

𝜉

(︁
2𝛼𝑠

{𝑛}
𝜉𝜉 +𝛼𝑠

{𝑛}
𝜁𝜁

)︁)︁
=

= 𝜀1

∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑛+1
(︁
−3𝑛𝑣

{𝑛}
𝜉 −𝜉𝑣{𝑛}𝜉,𝜉 +2𝜁𝑣

{𝑛}
𝜉,𝜁 +2𝜏𝑣

{𝑛}
𝜉,𝜏

)︁
+

+
√
𝜀1

∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑛𝑣
{𝑛}
𝜉,𝜏 +𝜀1𝛼

∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑛
𝑛∑︁

𝑗=0

𝑣
{𝑗}
𝜉 𝑣

{𝑛−𝑗}
𝜉,𝜉 +𝜀1

∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑛
𝑛∑︁

𝑗=0

𝑣
{𝑗}
𝜁 𝑣

{𝑛−𝑗}
𝜉,𝜁 +𝜀2

∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑛𝑣
{𝑛}
𝜉 , (24)

∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑛
(︁
−𝑝{𝑛},𝜁 +𝛼𝑠

{𝑛}
𝜉𝜁,𝜉+𝑠

{𝑛}
𝜁𝜁,𝜁+

𝛼

𝜉
𝑠
{𝑛}
𝜉𝜁

)︁
=

= 𝜀1

∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑛+1
(︁
−3𝑛𝑣

{𝑛}
𝜁 −𝜉𝑣{𝑛}𝜁,𝜉 +2𝜁𝑣

{𝑛}
𝜁,𝜁 +2𝜏𝑣

{𝑛}
𝜁,𝜏

)︁
+

+
√
𝜀1

∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑛𝑣
{𝑛}
𝜁,𝜏 +𝜀1𝛼

∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑛
𝑛∑︁

𝑗=0

𝑣
{𝑗}
𝜉 𝑣

{𝑛−𝑗}
𝜁,𝜉 +𝜀1

∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑛
𝑛∑︁

𝑗=0

𝑣
{𝑗}
𝜁 𝑣

{𝑛−𝑗}
𝜁,𝜁 +𝜀2

∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑛𝑣
{𝑛}
𝜁 , (25)

условия несжимаемости (12), которое в силу линейности может быть записано в виде ре-
куррентной цепочки (коэффициенты с отрицательными индексами далее всюду считаются
равными нулю)

𝑣
{𝑛−1}
𝜉,𝜉 +

1

𝜉
𝑣
{𝑛−1}
𝜉 +𝑣

{𝑛}
𝜁,𝜁 =0, 𝑛⩾ 0, (26)

критерия Мизеса–Генки (11)
𝑛∑︁

𝑗=0

(︁
𝐵11𝑠

{𝑗}
𝜉𝜉 𝑠

{𝑛−𝑗}
𝜉𝜉 +𝐵22𝑠

{𝑗}
𝜁𝜁 𝑠

{𝑛−𝑗}
𝜁𝜁 −2𝐵12𝑠

{𝑗}
𝜉𝜉 𝑠

{𝑛−𝑗}
𝜁𝜁 +𝐵𝑠

{𝑗}
𝜉𝜁 𝑠

{𝑛−𝑗}
𝜉𝜁

)︁
= 𝛿𝑛0, 𝑛⩾ 0, (27)

следствия определяющих соотношений трансверсально-изотропной среды (9)

Λ3

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑠
{𝑗}
𝜉𝜉 𝑣

{𝑛−1−𝑗}
𝜉,𝜉 +

Λ3

𝜉

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑠
{𝑗}
𝜉𝜉 𝑣

{𝑛−1−𝑗}
𝜉 +Λ5

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑠
{𝑗}
𝜉𝜉 𝑣

{𝑛−𝑗}
𝜁,𝜁 =

=(Λ1+2Λ2)

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑠
{𝑗}
𝜁𝜁 𝑣

{𝑛−1−𝑗}
𝜉,𝜉 +

Λ1

𝜉

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑠
{𝑗}
𝜁𝜁 𝑣

{𝑛−1−𝑗}
𝜉 +Λ3

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑠
{𝑗}
𝜁𝜁 𝑣

{𝑛−𝑗}
𝜁,𝜁 , 𝑛⩾ 0, (28)
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Λ4

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑠
{𝑗}
𝜉𝜉 𝑣

{𝑛−𝑗}
𝜉,𝜁 +Λ4

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑠
{𝑗}
𝜉𝜉 𝑣

{𝑛−1−𝑗}
𝜁,𝜉 =

=(Λ1+2Λ2)
𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑠
{𝑗}
𝜉𝜁 𝑣

{𝑛−1−𝑗}
𝜉,𝜉 +

Λ1

𝜉

𝑛−1∑︁
𝑗=0

𝑠
{𝑗}
𝜉𝜁 𝑣

{𝑛−1−𝑗}
𝜉 +Λ3

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑠
{𝑗}
𝜉𝜁 𝑣

{𝑛−𝑗}
𝜁,𝜁 , 𝑛⩾ 0. (29)

Граничные условия (6) имеют вид

𝜉=1 : 𝑣
{𝑛}
𝜉 = 𝛿𝑛0, 𝑛⩾ 0. (30)

Условия того, что верхнее и нижнее основания 𝜁 =±𝜂(𝜉, 𝜏) свободны от напряжений (15),
следующие:

∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑛+1
(︁
𝑝{𝑛}−𝑠{𝑛}𝜉𝜉

)︁𝜕𝜂
𝜕𝜉

±
∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑛𝑠
{𝑛}
𝜉𝜁 =0,

−
∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑛+1𝑠
{𝑛}
𝜉𝜁

𝜕𝜂

𝜕𝜉
±

∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑛
(︁
−𝑝{𝑛}+𝑠{𝑛}𝜁𝜁

)︁
=0. (31)

Безразмерные параметры 𝜀1(𝑡) и 𝜀2(𝑡) входят только в уравнения (24) и (25). На тех или иных
временны́х интервалах порядок их малости по сравнению с 𝛼(𝑡) может меняться. От этого
зависит учёт или неучёт слагаемых в правых частях уравнений в процессе приравнивания
коэффициентов при одинаковых степенях малого параметра.

4. МЕТОД АСИМПТОТИЧЕСКОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ

Воспользуемся методом асимптотического интегрирования [4–9] задачи (24)–(31), заклю-
чающемся в последовательном решении замкнутых систем уравнений относительно 𝑣

{𝑛}
𝜉 ,

𝑣
{𝑛}
𝜁 , 𝑠{𝑛}𝜉𝜉 , 𝑠{𝑛}𝜉𝜁 , 𝑠{𝑛}𝜁𝜁 , 𝑝{𝑛}, где 𝑛⩾ 0, в области Ω𝜏 с заранее неизвестной частью границы
𝜁 =±𝜂(𝜉, 𝜏).

Обратимся к уравнению (26) при 𝑛= 0: 𝑣{0}𝜁,𝜁 = 0. Отсюда следует, что 𝑣
{0}
𝜁 = 𝑣

{0}
𝜁 (𝜉, 𝜏),

а с учётом требования антисимметричности по 𝜁 получим 𝑣
{0}
𝜁 =0.

Из рекуррентной цепочки (26) при 𝑛=1 и из (29) при 𝑛=0 имеем

𝑣
{0}
𝜉,𝜉 +

𝑣
{0}
𝜉

𝜉
+𝑣

{1}
𝜁,𝜁 =0, 𝑠

{0}
𝜉𝜉 𝑣

{0}
𝜉,𝜁 =0. (32)

Перепишем первое уравнение и запишем следствие второго уравнения (32):

1

𝜉

(︀
𝜉𝑣

{0}
𝜉

)︀
,𝜉
=−𝑣{1}𝜁,𝜁 , 𝑣

{0}
𝜉 = 𝑣

{0}
𝜉 (𝜉, 𝜏).

Таким образом, 𝑣{1}𝜁,𝜁 является функцией от 𝜉, 𝜏 . Обозначим 𝑣
{1}
𝜁,𝜁 = 𝑎(𝜉, 𝜏), тогда, ввиду

нечётности 𝑣
{1}
𝜁 по 𝜁, общий вид 𝑣

{0}
𝜉 и 𝑣

{1}
𝜁 будет следующий:

𝑣
{0}
𝜉 =−1

𝜉

(︂ 𝜉ˆ

0

𝑎(𝑢, 𝜏)𝑢 𝑑𝑢−𝑏(𝜏)
)︂
, 𝑣

{1}
𝜁 = 𝑎(𝜉, 𝜏)𝜁, (33)
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где 𝑎(𝜉, 𝜏) и 𝑏(𝜏) — произвольные функции, удовлетворяющие граничному условию (26):

−
1ˆ

0

𝑎(𝑢, 𝜏)𝑢 𝑑𝑢+𝑏(𝜏)= 1.

Из физических соображений lim𝜉→0 𝑣
{0}
𝜉 =0, откуда вытекает, что 𝑏(𝜏)≡0. Потребуем, чтобы

решение (33) совпало с квазистатическим, для чего достаточно положить 𝑎(𝜉, 𝜏) равной
константе, тогда

𝑣
{0}
𝜉 = 𝜉, 𝑣

{1}
𝜁 =−2𝜁. (34)

Линейные зависимости (34) имеют место для любых соотношений порядков малости по 𝛼
параметров 𝜀1(𝑡) и 𝜀2(𝑡). Рассмотрев первое уравнение в (27) и уравнения (28), (29) при
𝑛=1, выведем незамкнутую систему уравнений относительно 𝑠

{0}
𝜉𝜉 , 𝑠{0}𝜉𝜁 , 𝑠{0}𝜁𝜁 , 𝑣{1}𝜉 :

𝐵11

(︁
𝑠
{0}
𝜉𝜉

)︁2
+𝐵22

(︁
𝑠
{0}
𝜁𝜁

)︁2
−2𝐵12𝑠

{0}
𝜉𝜉 𝑠

{0}
𝜁𝜁 +𝐵

(︁
𝑠
{0}
𝜉𝜁

)︁2
=1, −2𝑠

{0}
𝜉𝜉 = 𝑠

{0}
𝜁𝜁 ,

Λ4𝑠
{0}
𝜉𝜉 𝑣

{1}
𝜉,𝜁 =2(Λ1+Λ2−Λ3)𝑠

{0}
𝜉𝜁 . (35)

Лемма 3. Пусть a — невырожденная матрица и 𝐴𝑖𝑖𝑗𝑘 являются компонентами ша-
рового тензора, тогда Λ1+Λ2−Λ3 ̸=0.

Доказательство. Пусть Λ1+Λ2−Λ3=0. Как отмечалось ранее, условие шаровости 𝐴𝑖𝑖𝑗𝑘

следующее: 2(Λ1+Λ2)=Λ3+Λ5. Несложно показать, что из этих двух условий следует, что
deta=4Λ2(Λ1Λ5+Λ2Λ5−Λ2

3)=0. Получили противоречие, которое доказывает утверждение
леммы.

Для замыкания системы (35) необходимо рассмотреть конкретный режим растяжения.
Из (24) следует, что на временны́х интервалах, где одновременно 𝜀1𝛼2=𝑜(1) и 𝜀2=𝑜(1), после
приравнивания к нулю коэффициентов при 𝛼0 с учётом (34) придём к системе уравнений

𝐵11

(︀
𝑠
{0}
𝜉𝜉

)︀2
+𝐵22

(︀
𝑠
{0}
𝜁𝜁

)︀2−2𝐵12𝑠
{0}
𝜉𝜉 𝑠

{0}
𝜁𝜁 +𝐵

(︀
𝑠
{0}
𝜉𝜁

)︀2
=1,

−2𝑠
{0}
𝜉𝜉 = 𝑠

{0}
𝜁𝜁 , 𝑠

{0}
𝜉𝜁,𝜁 =0.

Из последнего уравнения имеем, что 𝑠
{0}
𝜉𝜁 = 𝑠

{0}
𝜉𝜁 (𝜉, 𝜏), а ввиду требования нечетности 𝑠

{0}
𝜉𝜁 по

𝜁 получаем

𝑠
{0}
𝜉𝜁 =0, 𝑠

{0}
𝜉𝜉 =

1√
𝐵11+4𝐵22+4𝐵12

, 𝑠
{0}
𝜁𝜁 =

−2√
𝐵11+4𝐵22+4𝐵12

.

Таким образом, пришли к напряжённому состоянию, соответствующему квазистатиче-
скому растяжению слоя цилиндрической формы. Также приравнивая коэффициенты при
𝛼0, из (25) следует, что −𝑝{0},𝜁 +𝑠

{0}
𝜁𝜁,𝜁 =0. Тем самым доказана

Теорема 1. Пусть 𝑠𝑟𝑧, 𝑣𝑧 антисимметричны по 𝑧, 𝑎(𝜉, 𝜏) — константа и 𝜀1(𝑡)=𝑜(𝛼−2),
𝜀2(𝑡)= 𝑜(1). Тогда с точностью до 𝑂(𝛼) при 𝛼→ 0 поле скорости и компоненты девиатора
напряжений (19) совпадают с квазистатическим решением (16), (17).

Итак, динамические эффекты начинают играть роль и вносить вклад в напряжённо-
деформированное состояние, сопоставимый с квазистатикой, если выполняется хотя бы одно
из требований: а) параметр 𝜀1 принимает значение порядка 𝛼𝑛, 𝑛 ⩽ −2; б) параметр 𝜀2
принимает значение порядка 𝛼𝑚, 𝑚⩽ 0.
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Остановимся на случае, когда 𝜀2 =𝑂(1) и 𝜀1 = 𝑜(𝛼−2). Рассмотрев коэффициенты при
𝛼0 в (24) и (25) и добавив полученные уравнения к (35), получим замкнутую систему
относительно 𝑠

{0}
𝜉𝜉 , 𝑠{0}𝜉𝜁 , 𝑠{0}𝜁𝜁 , 𝑣{1}𝜉 :

𝑠
{0}
𝜉𝜁,𝜁 = 𝜀2𝜉, −𝑝{0},𝜁 +𝑠

{0}
𝜁𝜁,𝜁 =0, (36)

где первое уравнение замыкает систему, а второе служит для определения давления 𝑝{0}.
Решение системы (36) имеет вид

𝑠
{0}
𝜉𝜁 = 𝜀2𝜉𝜁, 𝑠

{0}
𝜉𝜉 =

√︀
1−𝐵𝜀22𝜉2𝜁2√

𝐵11+4𝐵22+4𝐵12
, 𝑠

{0}
𝜁𝜁 =− 2

√︀
1−𝐵𝜀22𝜉2𝜁2√

𝐵11+4𝐵22+4𝐵12
,

𝑣
{1}
𝜉 =−8Λ4(Λ1+Λ2−Λ3)

√︀
𝐵11+4𝐵22+4𝐵12

√︀
1−𝐵𝜀22𝜉2𝜁2

𝜀2𝜉
+𝑓(𝜉, 𝜏), (37)

где функция 𝑓(𝜉, 𝜏) определяется из последующих по 𝛼 приближений. Заметим, что если
формально устремить 𝜀2 → 0, то компоненты девиатора (37) будут стремиться к квазиста-
тическому решению. Таким образом, доказана

Теорема 2. Пусть 𝑠𝑟𝑧, 𝑣𝑧 антисимметричны по 𝑧, 𝑎(𝜉, 𝜏) — константа и 𝜀1(𝑡)=𝑜(𝛼−2),
𝜀2(𝑡)=𝑂(1). Тогда при 𝛼→0 коэффициенты 𝑠

{0}
𝜉𝜉 , 𝑠{0}𝜉𝜁 , 𝑠{0}𝜁𝜁 , 𝑣{1}𝜉 рядов (19) имеют вид (37),

причём выражение Λ4(Λ1+Λ2−Λ3)
√︀
𝐵11+4𝐵22+4𝐵12 отлично от нуля в силу лемм 2 и 3.

Вид функции 𝑣
{1}
𝜉 позволяет сделать следующие выводы.

Следствие 1. Точно однородным граничным условиям на боковой границе слоя 𝜉 = 1
удовлетворить не удаётся.

Следствие 2. Если |𝜉|→0 (т.е. стремится к центру слоя), то
⃒⃒
𝑣
{1}
𝜉

⃒⃒
→∞, что означает

потерю асимптотичности в смысле Пуанкаре вблизи точки 𝜉=0 ряда (19) для радиальной
скорости 𝑣𝜉.

Из этих утверждений следует, что использование асимптотических рядов (19) вблизи
боковой поверхности 𝜉 = 1 слоя, т.е. в зоне краевого эффекта и в центре 𝜉 = 0, где про-
исходит перестройка течения, неправомерно. По своей геометрии область неприменимости
асимптотического разложения аналогична задаче Прандтля [8].

5. УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ФОРМЫ ГРАНИЦЫ СЛОЯ

Обратимся к граничным условиям (31) на неизвестной границе слоя 𝜁=±𝜂(𝜉, 𝜏). Порядок
малости по 𝛼 производной 𝜕𝜂/𝜕𝜉 заранее неизвестен, поэтому необходимо сделать некоторые
предположения о свойствах границы.

Теорема 3. Пусть 𝜂(𝜉, 𝜏) = 1+(𝜀2/𝛼)𝜂1(𝜉, 𝜏), где 𝜀2 =𝐶(𝑡)𝛼2, 𝐶(𝑡) =𝑂(1), тогда спра-
ведливы следующие утверждения:

1) 𝜂1=
√
𝐵11+4𝐵22+4𝐵12

6

(︂
𝜉2− 1

2

)︂
;

2) 𝑝{0}=− 2√
𝐵11+4𝐵22+4𝐵12

.

Доказательство. Исключим из уравнений (15) давление 𝑝, перейдём к безразмерным
переменным и разложим компоненты девиатора в ряды (19). Будем работать только с верхней
частью границы 𝜁=±𝜂(𝜉, 𝜏), так как нижнее основание получается отражением относительно
плоскости 𝜁 =0, т.е., используя уравнения (15), оставим знак “+”. Тогда получим

𝜁 = 𝜂(𝜉, 𝜏) : 𝛼2

(︂
𝜕𝜂

𝜕𝜉

)︂2 ∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑛𝑠
{𝑛}
𝜉𝜁 +𝛼

𝜕𝜂

𝜕𝜉

∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑛
(︁
𝑠
{𝑛}
𝜉𝜉 −𝑠{𝑛}𝜁𝜁

)︁
−

∞∑︁
𝑛=0

𝛼𝑛𝑠
{𝑛}
𝜉𝜁 =0. (38)
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Подставим в (38) компоненты девиатора (37), выражение для 𝜂(𝜉, 𝜏) из условия теоремы
и приравняем подобные члены при 𝛼2. Относительно 𝜂1 будем иметь уравнение

𝑑𝜂1
𝑑𝜉

=
𝜉

3

√︀
𝐵11+4𝐵22+4𝐵12,

из которого после интегрирования и нормировки (20) получим параболическую зависимость

𝜂=1+
𝜀2
√
𝐵11+4𝐵22+4𝐵12

6𝛼

(︂
𝜉2− 1

2

)︂
,

моделирующую утоньшение слоя в центре и утолщение вблизи его боковой поверхности, т.е.
шейкообразование при динамическом растяжении.

Найдём последний из неопределённых коэффициентов главного по 𝛼 приближения (19) —
давление 𝑝{0}. Из второго уравнения (36) следует, что −𝑝{0}+𝑠{0}𝜁𝜁 не зависит от 𝜁, а из
второго граничного условия (31), рассматривая подобные члены при 𝛼0, получаем, что эта
же комбинация на границе равна нулю. Следовательно, всюду в области Ω𝜏

𝑝{0}= 𝑠
{0}
𝜁𝜁 =− 2√

𝐵11+4𝐵22+4𝐵12
.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Переход от квазистатики к динамическому режиму растяжения трансверсально-изотроп-
ного слоя, характеризующийся достижением безразмерной фунции 𝜀2 своих критических
значений, влечет за собой образование и рост шейки в средней части слоя. Точно или
приближённо найдены параметры напряжённо-деформированного состояния и других инер-
ционных эффектов.
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ON THE DYNAMIC STRETCHING OF A THIN ROUND IDEALLY RIGID PLASTIC LAYER
MADE OF A TRANSVERSELY ISOTROPIC MATERIAL

I. M. Tsvetkov

Lomonosov Moscow State University, Russia
e-mail: cvetkoviv@yandex.ru

A system of equations modeling the dynamic stretching of a homogeneous circular layer of incompress-
ible ideally rigid-plastic transversely isotropic material obeying the Mises–Hencky criterion is studied.
The upper and lower bases are stress-free, the radial velocity is set at the lateral boundary, and the
possibility of thickening or thinning of the layer is taken into account, which simulates neck formation
and further development of the neck. Using the method of asymptotic integration, two characteristic
stretching modes are identified, that is, the relations of dimensionless parameters are determined, in
which consideration of inertial terms is necessary. When considering the regime associated with the
achievement of acceleration on the side face of its critical values, an approximate solution of the problem
was constructed.

Keywords: ideal plasticity, round layer, transversely isotropic material, tension, dynamics, neck, asymp-
totic expansion.
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Выведена гамильтонова система для экстремалей в левоинвариантной сублоренцевой
задаче на группе Ли в предположении, что сублоренцева структура определяется про-
извольным замкнутым выпуклым острым конусом и ассоциированной с ним непрерывной
антинормой в соответствующей алгебре Ли. Получены условия, при которых нормаль-
ные экстремальные траектории сохраняют свой каузальный тип. Кроме того, показано,
что касательные векторы анормальных экстремальных траекторий либо светоподобны,
либо являются касательными векторами некоторых субримановых анормальных экстре-
мальных траекторий, которые определяются распределением плоскостей, порождённым
конусом.

Ключевые слова: лоренцево многообразие, сублоренцево многообразие, антинорма, экстре-
маль, экстремальная траектория, каузальный тип.
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ВВЕДЕНИЕ

В последнее время вырос интерес к исследованию левоинвариантных лоренцевых и субло-
ренцевых задач с точки зрения геометрической теории управления. Отметим прежде всего
пионерские в этом направлении работы М. Гроховского [1, 2], посвящённые сублоренце-
вой геометрии группы Гейзенберга. Эти исследования были продолжены Ю.Л. Сачковым
и Е.Ф. Сачковой [3, 4] (см. также статью [5] о левоинвариантной сублоренцевой геометрии
на пространстве анти-деСиттера и работы [6, 7] о левоинвариантной лоренцевой геометрии
на плоскости Лобачевского).

Для описания сублоренцевых экстремальных траекторий в данной статье использован
гамильтонов формализм принципа максимума Понтрягина. Трудность заключается в том,
что сублоренцев функционал длины содержит квадратный корень, а оптимизационная за-
дача заключается в максимизации этого функционала, в отличие от субримановой задачи,
цель которой — минимизация соответствующего функционала длины. Именно поэтому стан-
дартная для субримановой геометрии [8, гл. 3] замена функционала длины на функционал
энергии (см., например, [9, § 3.3.1]) в сублоренцевом случае не работает. Напомним, что при
этом используется неравенство Коши–Буняковского–Шварца

𝑙(𝑔)2=

(︂ 𝑡1ˆ

0

√︀
𝑞(𝑔̇(𝑡)) 𝑑𝑡

)︂2
⩽ 𝑡1

𝑡1ˆ

0

𝑞(𝑔̇(𝑡)) 𝑑𝑡=2𝑡1𝐽(𝑔),

где 𝑔: [0, 𝑡1]→𝐺 — допустимая траектория, длина касательного вектора которой определяется
квадратичной формой 𝑞; 𝑙(𝑔) и 𝐽(𝑔) — длина и энергия кривой 𝑔 соответственно. Важно

386



СУБЛОРЕНЦЕВЫ ЭКСТРЕМАЛИ, ЗАДАННЫЕ АНТИНОРМОЙ 387

отметить, что равенство в этом соотношении достигается только на кривых постоянной
скорости.

Тем не менее оказывается, что “энергия” может быть использована в сублоренцевом слу-
чае для описания нормальных экстремалей. Кроме того, мы рассматриваем более общую
постановку задачи, в которой левоинвариантная сублоренцева структура задана с помо-
щью произвольного замкнутого выпуклого острого конуса в алгебре Ли и ассоциированной
с ним непрерывной антинормы. С помощью принципа максимума Понтрягина выводится
соответствующая гамильтонова система. Оказывается, что при некоторых дополнительных
условиях нормальная экстремальная траектория сохраняет свой каузальный тип (т.е. её каса-
тельный вектор всегда остается либо времениподобным, либо светоподобным). В отличие от
римановой геометрии анормальные экстремальные траектории всегда возникают в лоренце-
вой геометрии и совпадают со светоподобными экстремальными траекториями и тем самым
нестрого анормальны. В сублоренцевой геометрии, вообще говоря, анормальные экстремаль-
ные траектории могут иметь как светоподобные касательные векторы, так и касательные
векторы, совпадающие с касательными векторами некоторых из субримановых анормальных
траекторий, определяемых распределением плоскостей, которое линейно порождено конусом.
Если это распределение контактно, то анормальные экстремальные траектории светоподобны
и нестрого анормальны.

В контексте настоящей работы следует упомянуть статью Л.В. Локуциевского [10], в ко-
торой разработана замечательная техника выпуклой тригонометрии, позволяющая парамет-
ризовать решения гамильтоновых систем для экстремалей в субфинслеровом случае с дву-
мерным распределением [11, 12], а также для некоторых распределений бо́льших размерно-
стей [13]. Представляет интерес разработка вогнутой гиперболической тригонометрии для
сублоренцевых задач, определяемых произвольными антинормами.

Настоящая работа имеет следующую структуру: в п. 1 приводятся понятие антинормы
и постановка задачи оптимального управления, в п. 2 даются некоторые необходимые опре-
деления из выпуклого анализа и с помощью принципа максимума Понтрягина выводится
гамильтонова система для экстремальных траекторий, в п. 3 рассмотрены примеры.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть 𝒞 — замкнутый выпуклый конус в конечномерном вещественном векторном про-
странстве 𝑉.

Определение 1. Относительной внутренностью конуса 𝒞 называется множество

ri 𝒞= {𝑢∈𝒞: для любого 𝑣 ∈𝒞, 𝑣 ̸=𝑢, существуют 𝜆∈ (0, 1) и 𝑤∈𝒞, что 𝑢=𝜆𝑣+(1−𝜆)𝑤}.

Относительной границей конуса 𝒞 будем называть множество 𝜕r𝒞= 𝒞 ∖ri 𝒞.
Определение 2. Антинормой [14], ассоциированной с конусом 𝒞, называется функция

𝛼: 𝑉 →R∪{−∞} такая, что
(i) 𝛼|ri 𝒞 > 0, 𝛼|𝜕r𝒞 =0, 𝛼|𝑉 ∖𝒞 =−∞;
(ii) для любых 𝑣 ∈𝑉 и 𝜆> 0 выполнено равенство 𝛼(𝜆𝑣)=𝜆𝛼(𝑣);
(iii) для любых 𝑣, 𝑤∈𝑉 выполнено 𝛼(𝑣+𝑤)⩾𝛼(𝑣)+𝛼(𝑤), т.е. функция 𝛼 вогнута.

Будем называть антинорму 𝛼 непрерывной, если функция 𝛼|𝒞 непрерывна.
Рассмотрим следующую левоинвариантную задачу оптимального управления на вещест-

венной конечномерной группе Ли 𝐺. Пусть 𝒞 — замкнутый выпуклый конус в соответству-
ющей алгебре Ли g, 𝛼 — ассоциированная с ним непрерывная антинорма. Требуется найти
липшицеву кривую 𝑔: [0, 𝑡1]→𝐺, соединяющую единичный элемент id группы 𝐺 c напе-
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рёд заданным элементом 𝑔1 ∈𝐺, и измеримое управление 𝑢∈𝐿∞([0, 𝑡1], 𝒞 ∖0) со значениями
в множестве 𝒞 ∖0 такие, что

𝑔(0)= id, 𝑔(𝑡1)= 𝑔1, 𝑔̇(𝑡)=𝐿𝑔(𝑡)*𝑢(𝑡),

𝑡1ˆ

0

𝛼(𝑢(𝑡)) 𝑑𝑡→max, (1)

где терминальное время 𝑡1 свободно, через 𝐿𝑔 обозначен левый сдвиг на элемент 𝑔 ∈𝐺,
а через 𝐿𝑔* — его дифференциал.

Замечание 1. Естественно называть задачу (1) сублоренцево-финслеровой задачей. Дейст-
вительно, если антинорма 𝛼 определяется невырожденной квадратичной формой сигнатуры
(1, 𝑛), например,

𝛼|𝒞(𝑢)=
√︁
𝑢20−𝑢21− . . .−𝑢2𝑛, 𝒞= {𝑢=(𝑢0, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑛)∈R𝑛+1: 𝑢20⩾𝑢21+ . . .+𝑢

2
𝑛, 𝑢0⩾ 0},

то получается задача максимизации лоренцевой длины в пространстве Минковского R1,𝑛.
Если dim 𝒞 < dim g, то скорости допустимых кривых лежат в некотором распределении

подпространств в касательном расслоении группы 𝐺. По аналогии с субримановым случаем
будем называть соответствующую задачу сублоренцевой.

Кроме того, в постановке задачи (1) рассматривается произвольная непрерывная ан-
тинорма. В случае произвольной нормы соответствующая задача минимизации называется
финслеровой, поэтому в нашем случае естественно говорить о лоренцево-финслеровой задаче.

Замечание 2. Каково множество достижимости для задачи (1)? Существует ли оп-
тимальное решение этой задачи для данных граничных условий? Вообще говоря, эти во-
просы нетривиальны. Например, в лоренцевой задаче на пространстве анти-де Ситтера [5]
необходимое условие оптимальности (принцип максимума Понтрягина) выделяет множество
(в котором могут существовать глобально оптимальные решения), содержащееся внутри
нетривиального множества достижимости. При этом глобально оптимальные решения су-
ществуют и имеют ограниченную длину. В некотором смысле противоположным примером
является сублоренцева задача на группе Гейзенберга [3], где глобально оптимальные реше-
ния существуют на всём множестве достижимости. В настоящей работе изучаются лишь
экстремальные траектории, т.е. траектории, удовлетворяющие необходимому условию опти-
мальности — принципу максимума Понтрягина.

2. ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ТРАЕКТОРИИ

Напомним некоторые необходимые определения из выпуклого анализа. Всюду ниже 𝑉 *

обозначает двойственное пространство векторного пространства 𝑉, а ⟨ · , · ⟩ — каноническое
спаривание ковекторов и векторов.

Определение 3. Конус 𝒞∨= {𝑝∈𝑉 *: 𝑝|𝒞 ⩽ 0}⊂𝑉 * называется отрицательным двойст-
венным конусом для конуса 𝒞. Антисферой радиуса 𝑟 антинормы 𝛼 называется множество
𝑆𝑟={𝑣∈𝑉 : 𝛼(𝑣)=𝑟}. Двойственной функцией для 𝛼 называется функция 𝛼∨: 𝑉 *→R∪{−∞}
такая, что

𝛼∨(𝑝)=− sup
𝑣∈𝑆1

⟨𝑝, 𝑣⟩, 𝑝∈𝑉 *.

Определение 4. Конус называется острым, если не содержит ненулевых подпространств.
Лемма 1. Пусть конус 𝒞 острый. Тогда если 𝑝∈ ri(𝒞∨), то 𝑝|𝒞∖0< 0.
Доказательство. От противного предположим, что найдётся ненулевое 𝑢∈𝒞 такое, что

⟨𝑝, 𝑢⟩=0. Так как 𝑝∈ ri(𝒞∨), то по определению 1 для любого 𝑞 ∈ 𝒞∨ существуют 𝑟 ∈ 𝒞∨ и
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𝜆∈ (0, 1) такие, что 𝑝= 𝜆𝑞+(1−𝜆)𝑟. В частности, 𝜆⟨𝑞, 𝑢⟩+(1−𝜆)⟨𝑟, 𝑢⟩= ⟨𝑝, 𝑢⟩=0. Следова-
тельно, ⟨𝑞, 𝑢⟩= 0. Таким образом, span{𝑢} ⊂ 𝒞∨∨ = 𝒞. Это противоречие остроте конуса 𝒞
доказывает лемму.

Лемма 2. Пусть конус 𝒞 острый, а антинорма 𝛼 непрерывна. Функция 𝛼∨ является
антинормой, ассоциированной с конусом 𝒞∨, тогда и только тогда, когда 𝛼∨|𝜕r(𝒞∨)=0.

Доказательство. Ясно, что функция 𝛼∨ однородна и вогнута. Кроме того, 𝛼∨|𝒞∨ ⩾ 0 и
𝛼∨|𝑉 *∖𝒞∨ =−∞. Покажем, что 𝛼∨|ri(𝒞∨) > 0. Действительно, если 𝑝 ∈ ri(𝒞∨), то по лемме 1
𝑝|𝒞∖0 < 0. Антисфера 𝑆1 отделена от гиперплоскости {𝑢 ∈ 𝑉 : ⟨𝑝, 𝑢⟩= 0} замкнутой поверх-
ностью конуса 𝒞, поэтому 𝛼∨(𝑝)>0. Действительно, если 𝛼∨(𝑝)=0, то для последовательности
𝜀𝑛>0, 𝜀𝑛→0, существует последовательность 𝑢𝑛∈𝑆1 такая, что −𝜀𝑛< ⟨𝑝, 𝑢𝑛⟩⩽0. Последова-
тельность 𝑢𝑛 отделена от нуля, так как антинорма 𝛼 непрерывна. Тогда последовательность
1/|𝑢𝑛| ограничена, где | · | — евклидова норма в пространстве 𝑉 . Значит, ⟨𝑝, 𝑢𝑛/|𝑢𝑛|⟩ → 0.
Так как конус 𝒞 замкнут, то, переходя к подпоследовательности, имеем 𝑢𝑛/|𝑢𝑛|→𝑢∈𝒞∖0 и
⟨𝑝, 𝑢⟩=0, получили противоречие. Для выполнения всех требований определения 2 должно
быть выполнено условие 𝛼∨|𝜕r(𝒞∨)=0. Лемма доказана.

Сформулируем определение экстремальной траектории задачи (1).
Определение 5. Зададим семейство функций 𝐻𝜈

𝑢 :𝑇
*𝐺→R на кокасательном расслоении

группы 𝐺, зависящее от параметров 𝑢∈𝒞 ∖0 и 𝜈 ∈{0, 1}, как

𝐻𝜈
𝑢(𝜆)= ⟨𝐿*

𝜋(𝜆)𝜆, 𝑢⟩+𝜈𝛼(𝑢), 𝜆∈𝑇 *𝐺.

Липшицева кривая 𝜆 : [0, 𝑡1]→ 𝑇 *𝐺 называется экстремалью, если 𝑡1> 0 и существуют до-
пустимое управление 𝑢̂∈𝐿∞([0, 𝑡1], 𝒞 ∖0) и число 𝜈 ∈{0, 1} такие, что (𝜆, 𝜈) ̸=0 и для почти
всех 𝑡∈ [0, 𝑡1] выполнено

𝜆̇(𝑡)= 𝐻⃗𝜈
𝑢̂(𝑡)(𝜆(𝑡)), 𝐻𝜈

𝑢̂(𝑡)(𝜆(𝑡))= max
𝑢∈𝒞∖0

𝐻𝜈
𝑢(𝜆(𝑡)), 𝐻𝜈

𝑢̂(𝑡)(𝜆(𝑡))= 0, (2)

через 𝐻⃗𝜈
𝑢̂(𝑡) обозначено гамильтоново векторное поле, соответствующее гамильтониану 𝐻𝜈

𝑢̂(𝑡)
относительно канонической симплектической структуры на кокасательном расслоении 𝑇 *𝐺.

Если 𝜈=1, то кривая 𝜆 называется нормальной экстремалью, а если 𝜈=0, то анормальной
экстремалью. Пусть 𝜋 : 𝑇 *𝐺→𝐺 — естественная проекция. Кривая 𝜋 ∘𝜆 : [0, 𝑡1]→𝐺 назы-
вается нормальной/анормальной экстремальной траекторией. Анормальная экстремальная
траектория строго анормальна, если она не является проекцией нормальной экстремали.

Замечание 3. Если (𝑔, 𝑢̂) — оптимальный процесс для задачи (1), то в соответствии
с принципом максимума Понтрягина (см. [15, § 3] или [16, гл. 12]) кривая 𝑔 является экстре-
мальной траекторией, соответствующей управлению 𝑢̂. Условия принципа максимума Понт-
рягина (см., например, [16, § 10.1]) в нашей ситуации выполняются автоматически, а именно:
левоинвариантность задачи (1) на группе Ли влечёт гладкость допустимых векторных по-
лей, а непрерывность антинормы 𝛼 влечёт непрерывность по управлению подынтегральной
функции функционала качества.

Кроме того, отметим, что в случае произвольной непрерывной антинормы 𝛼 максими-
зированный гамильтониан, вообще говоря, негладок, поэтому уравнения 𝜆̇(𝑡) = 𝐻⃗𝜈

𝑢̂(𝑡)(𝜆(𝑡))
следует понимать как семейство гамильтоновых векторных полей. Иными словами, гамиль-
тонова система неавтономна и зависит от управления.

Замечание 4. Так как гамильтонианы 𝐻𝜈
𝑢̂(𝑡) левоинвариантны, то гамильтоновы век-

торные поля 𝐻⃗𝜈
𝑢̂(𝑡) определяются своими вертикальными составляющими. Более точно можно

считать [16, § 18.3], что функции 𝐻𝜈
𝑢̂(𝑡) определены на двойственном пространстве алгебры

Ли g*=𝑇 *
id𝐺 с координатами ℎ1= ⟨ · , 𝑒1⟩, . . . , ℎ𝑛= ⟨ · , 𝑒𝑛⟩, где 𝑒1, . . . , 𝑒𝑛 — некоторый базис
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пространства g. Тогда экстремаль 𝜆(𝑡) определяется сопряжённой подсистемой (гамильтоно-
вой системы) ℎ̇𝑖(𝑡)={𝐻𝜈

𝑢̂(𝑡), ℎ𝑖(𝑡)} на пространстве g*, где ℎ(𝑡)=(ℎ1(𝑡), . . . , ℎ𝑛(𝑡))=𝐿
*
𝜋(𝜆(𝑡))𝜆(𝑡),

{ · , · } — стандартная пуассонова структура на пространстве g*.
Для ковектора 𝑝∈g* введём обозначение 𝑢𝑝=argmax𝑢∈𝒞∖0𝐻

𝜈
𝑢(𝑝). Вообще говоря, 𝑢𝑝 опре-

делено неоднозначно. Ковектор ℎ(0)∈g* и выбор значений управления 𝑢(𝑡)=𝑢ℎ(𝑡) однозначно
определяют экстремаль 𝜆(𝑡) с начальным условием 𝜆(0)=ℎ(0).

Определение 6. Будем называть касательный вектор в точке 𝑔 ∈𝐺 времениподобным
(соответственно, светоподобным), если он лежит в 𝐿𝑔* ri 𝒞 (соответственно, в 𝐿𝑔*𝜕r𝒞). Тра-
ектория называется времениподобной/светоподобной, если каждый её касательный вектор
времениподобен/светоподобен. Эти термины происходят из геометрии Минковского и спе-
циальной теории относительности.

Теорема. Рассмотрим задачу оптимального управления (1), заданную замкнутым вы-
пуклым острым конусом 𝒞 и ассоциированной с ним непрерывной антинормой 𝛼 такой, что
функция 𝛼∨ является антинормой, ассоциированной с конусом 𝒞∨. Тогда всякая экстремаль-
ная траектория 𝑔(·) является решением уравнения 𝑔̇(𝑡)=𝐿𝑔(𝑡)*𝑢ℎ(𝑡), где ℎ̇𝑖(𝑡)={𝐻𝑢ℎ(𝑡)

, ℎ𝑖(𝑡)}
и 𝐻𝑢ℎ(𝑡)

= ⟨ℎ(𝑡), 𝑢ℎ(𝑡)⟩.
1. Если траектория нормальна, то выполнено одно из двух условий:
a) ℎ(𝑡)∈𝑆∨

1 = {𝑝∈ g*: 𝛼∨(𝑝)= 1} для всех 𝑡 и траектория времениподобна,
б) ℎ(𝑡)∈𝑆∨

0 = {𝑝∈ g*: 𝛼∨(𝑝)= 0} для всех 𝑡 и траектория светоподобна.
2. Касательные векторы анормальных экстремальных траекторий либо светоподобны,

либо являются касательными векторами субримановых анормальных траекторий, которые
определяются распределением подпространств 𝐿𝑔* span 𝒞 ⊂𝑇𝑔𝐺. В частности, светоподоб-
ные дуги нестрого анормальны.

Для доказательства теоремы потребуются несколько дополнительных лемм.
Для ковектора 𝑝∈𝑉 * определим множества

𝑝∨𝑟 =
{︁
𝑣=arg max

𝑢∈𝑆𝑟

⟨𝑝, 𝑢⟩
}︁
, 𝑝∨=

⋃︁
𝑟⩾0

𝑝∨𝑟 . (3)

Лемма 3. Пусть конус 𝒞 острый. Тогда если 𝑝∈ ri(𝒞∨), то 𝑝∨0 =0.
Доказательство. Если 𝑝∨0 ̸=0, то существует ненулевое 𝑢∈𝜕r𝒞 такое, что ⟨𝑝, 𝑢⟩=0. Это

противоречит лемме 1.
Лемма 4. Если антинорма 𝛼 непрерывна, то для любого 𝑝∈𝒞∨ множество 𝑝∨ является

замкнутым выпуклым конусом.
Доказательство. Ясно, что в силу однородности антинормы 𝛼 множество 𝑝∨ является

конусом, более того, 𝑝∨𝑟 = 𝑟𝑝∨1 для 𝑟 > 0.
Пусть 𝑀 =sup𝑢∈𝑆1

⟨𝑝, 𝑢⟩. Тогда 𝑀 ⩽0, а функция 𝐹 (𝑢)= ⟨𝑝, 𝑢⟩−𝑀𝛼(𝑢) непрерывна, одно-
родна и вогнута на конусе 𝒞. Очевидно, что 𝐹 |𝑆1 ⩽ 0, следовательно, в силу однородности,
𝐹 |ri 𝒞 ⩽ 0, а так как функция 𝐹 непрерывна, то 𝐹 |𝒞 ⩽ 0. Функция 𝐹 вогнута, поэтому
множество 𝐷={𝑢∈𝑉 : 𝐹 (𝑢)⩾0} выпукло и замкнуто. Кроме того, функция 𝐹 |𝒞 обращается
в нуль в точности на множестве 𝑝∨, поэтому множество 𝑝∨=𝒞∩𝐷 выпукло и замкнуто как
пересечение выпуклых и замкнутых множеств.

Лемма 5. Если 𝑝∈𝒞∨ и 𝑝|𝒞 ̸=0, то 𝑝|ri 𝒞 < 0.
Доказательство. Предположим от противного, что существует 𝑣∈ ri 𝒞 такое, что ⟨𝑝, 𝑣⟩=

=0. Тогда в силу определения 1 для 𝑤1∈𝒞, ⟨𝑝, 𝑤1⟩ ̸=0, существует 𝑤2∈𝒞 такое, что 𝑣 лежит
внутри отрезка, соединяющего точки 𝑤1 и 𝑤2. Значит, линейная функция 𝑝 принимает
значения разных знаков в точках 𝑤1, 𝑤2 ∈𝒞, что противоречит условию 𝑝∈𝒞∨.

Лемма 6. Если антинорма 𝛼 непрерывна, 𝑝∈𝒞∨ и 𝑝|𝒞 ̸=0, то антинорма 𝛼 линейна на
конусе 𝑝∨.
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Доказательство. Так как антинорма 𝛼 однородна, то достаточно показать, что 𝛼(𝑢+𝑣)=
=𝛼(𝑢)+𝛼(𝑣) для любых 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑝∨. Если 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑝∨0 , то это очевидно. Если 𝑢, 𝑣 /∈ 𝑝∨0 , то

𝛼(𝑢+𝑣)=𝛼(𝛼(𝑢)𝑢̄+𝛼(𝑣)𝑣)= (𝛼(𝑢)+𝛼(𝑣))𝛼(𝜆𝑢̄+𝜇𝑣),

𝑢̄=
𝑢

𝛼(𝑢)
, 𝑣=

𝑣

𝛼(𝑣)
, 𝜆=

𝛼(𝑢)

𝛼(𝑢)+𝛼(𝑣)
, 𝜇=

𝛼(𝑢)

𝛼(𝑢)+𝛼(𝑣)
.

По лемме 4 𝜆𝑢̄+𝜇𝑣 ∈ 𝑝∨1 , откуда следует требуемое равенство.
Остаётся рассмотреть случай 𝛼(𝑢) ̸= 0, 𝛼(𝑣) = 0. В силу леммы 4 можно считать, что

𝛼(𝑢)=1. Кроме того, по лемме 5 ⟨𝑝, 𝑢⟩<0. Заметим, что ⟨𝑝, 𝑣⟩=0. В самом деле, в противном
случае для 𝜆∈ (0, 1) имеем ⟨𝑝, 𝜆𝑣⟩> ⟨𝑝, 𝑣⟩ и 𝛼(𝜆𝑣)= 0, но тогда 𝑣 /∈ 𝑝∨0 .

В силу вогнутости антинормы 𝛼(𝑢+𝑣)⩾𝛼(𝑢)+𝛼(𝑣)= 1. Предположим, что 𝛼(𝑢+𝑣)> 1,
тогда существует число 𝜆∈ (0, 1) такое, что 𝛼(𝜆(𝑢+𝑣))=1. Кроме того, ⟨𝑝, 𝜆(𝑢+𝑣)⟩=𝜆⟨𝑝, 𝑢⟩>
> ⟨𝑝, 𝑢⟩, а это противоречит тому, что 𝑢∈ 𝑝∨1 . Значит, 𝛼(𝑢+𝑣)= 1. Лемма доказана.

Лемма 7. Если 𝑝∈𝜕r(𝒞∨) и 𝑝|𝒞 ̸=0, то 𝑝|ri 𝒞<0 и существует ненулевой элемент 𝑢∈𝜕r𝒞
такой, что ⟨𝑝, 𝑢⟩=0.

Доказательство. Из леммы 5 следует, что 𝑝|ri 𝒞<0. Пусть от противного 𝑝|𝜕r𝒞∖0<0, тогда
𝑝|𝒞∖0<0. Выберем произвольное 𝑞∈𝒞∨. Предположим, что для любого 𝜀>0 существует 𝑣∈𝒞
такое, что ⟨𝑝+ 𝜀(𝑝− 𝑞), 𝑣⟩ > 0. Значит, для последовательности 𝜀𝑛 > 0, 𝜀𝑛 → 0, существует
последовательность 𝑣𝑛 ∈𝒞 ∖0 такая, что

⟨𝑝, 𝑣𝑛⟩>
𝜀𝑛

1+𝜀𝑛
⟨𝑞, 𝑣𝑛⟩. (4)

Так как функции 𝑝 и 𝑞 линейны, то можно считать, что последовательность 𝑣𝑛 ограничена
и отделена от нуля. В силу замкнутости конуса 𝒞 из этой последовательности можно выбрать
подпоследовательность, сходящуюся к некоторому 𝑣∈𝒞∖0. Тогда из неравенства (4) следует,
что ⟨𝑝, 𝑣⟩⩾0. Но 𝑝|𝒞∖0<0, поэтому для 𝑞∈𝒞∨ существует 𝜀>0 такое, что (𝑝+𝜀(𝑝−𝑞))|𝒞⩽0, т.е.
𝑝+𝜀(𝑝−𝑞)∈𝒞∨. Тогда по определению 1 𝑝∈ ri 𝒞, это противоречие завершает доказательство
леммы.

Доказательство теоремы.
Докажем п. 1. Пусть 𝜈=1. Покажем, что по ковектору 𝑝∈g* можно определить соответ-

ствующее ему управление 𝑢𝑝 тогда и только тогда, когда 𝑝∈𝑆∨
1 или 𝑝∈𝑆∨

0 , 𝑝|𝒞 ̸=0, причём
тогда 𝑢𝑝 времениподобно или светоподобно соответственно.

Рассмотрим случай 𝑝 ∈ ri(𝒞∨), тогда по лемме 3 𝑝∨0 = 0. Из равенств (3) следует, что
argmax𝑢∈𝑆𝑟𝐻

1
𝑢=argmax𝑢∈𝑆𝑟⟨𝑝, 𝑢⟩=𝑝∨𝑟 . Значит, в силу лемм 3 и 4 соответствующее управление

имеет вид
𝑢𝑝=arg max

𝑢∈𝑝∨∖0
(⟨𝑝, 𝑢⟩+𝛼(𝑢))= 𝑢̄ argmax

𝜇>0
𝜇(⟨𝑝, 𝑢̄⟩+1), 𝑢̄∈ 𝑝∨1 . (5)

Если ⟨𝑝, 𝑢̄⟩+1 ̸= 0, то максимума по 𝜇 > 0 не существует. Если ⟨𝑝, 𝑢̄⟩+1 = 0, то из
определения 3 следует, что 𝑝 ∈ 𝑆∨

1 . Тогда 𝜇 может быть любым положительным числом
и 𝑢𝑝∈𝑝∨∖0⊂ ri 𝒞. Таким образом, 𝑝∈𝑆∨

1 , а соответствующее управление 𝑢𝑝 времениподобно.
Рассмотрим теперь случай 𝑝∈𝜕r(𝒞∨) и 𝑝|𝒞 ̸=0. Из леммы 7 следует, что 𝑝∨0 ̸=0. Покажем,

что 𝑝∨=𝑝∨0 . Если 𝑝∨ ̸=𝑝∨0 , то из леммы 4 вытекает, что 𝑝∨1 ̸=∅. Тогда 𝛼∨(𝑝) ̸=0. Но по условию
теоремы 𝛼∨ является антинормой, значит, по лемме 2 𝛼∨(𝑝) = 0, получили противоречие.
Следовательно, 𝑝∨= 𝑝∨0 и управление 𝑢𝑝 светоподобно.

Остаётся заметить, что в случае 𝑝 /∈ 𝒞∨ или 𝑝|𝒞 = 0 максимума по переменной 𝑢 ∈ 𝒞 ∖0
выражения 𝐻1

𝑢 не существует.
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Таким образом, траектория сопряжённой подсистемы ℎ(·) должна лежать в 𝑆∨
1 ∪𝑆∨

0 ,
причём если ℎ(𝑡)∈ 𝑆∨

1 , то касательный вектор экстремальной траектории времениподобен,
а если ℎ(𝑡)∈𝑆∨

0 , то светоподобен.
Антинорма 𝛼∨ полунепрерывна сверху, в частности, множество 𝑆∨

⩾1= {𝑝∈ g*: 𝛼∨(𝑝)⩾ 1}
замкнуто. Непрерывная кривая ℎ(𝑡) лежит в одном из двух замкнутых множеств — 𝑆∨

⩾1

или 𝑆∨
0 , а значит, она лежит либо в 𝑆∨

1 , либо в 𝑆∨
0 . Отсюда в силу 𝛼∨(ℎ(𝑡))= const следует

альтернатива a) или б) из условия теоремы.
Остаётся заметить, что гамильтониан ⟨ℎ(𝑡), 𝑢ℎ(𝑡)⟩+𝛼(𝑢ℎ(𝑡)) можно заменить на 𝐻𝑢ℎ(𝑡)

=
= ⟨ℎ(𝑡), 𝑢ℎ(𝑡)⟩.

Докажем п. 2. Если 𝜈=0, то гамильтониан равен 𝐻0
𝑢(𝑝)= ⟨𝑝, 𝑢⟩, а максимум по 𝑢∈𝒞 ∖0

этого выражения существует тогда и только тогда, когда 𝑝∈𝜕r(𝒞∨). Если 𝑝∈𝜕r(𝒞∨) и 𝑝|𝒞 ̸=0,
то этот максимум равен нулю и по лемме 7 достигается только в точках множества 𝑝∨0 ∖0.
Если 𝑝|𝒞 =0, то он достигается в любой точке множества 𝒞∖0. В первом случае касательный
вектор экстремальной траектории светоподобен, а во втором совпадает с касательным век-
тором субримановой анормальной траектории. Кроме того, 𝛼∨(ℎ(𝑡))≡0, откуда следует, что
каждый касательный вектор анормальной траектории либо светоподобен, либо совпадает
с касательным вектором субримановой анормальной траектории. Теорема доказана.

3. СЛЕДСТВИЯ И ПРИМЕРЫ

Приведём некоторые примеры, показывающие существенность условий сформулирован-
ной теоремы.

Замечание 5. Если в условиях задачи (1) допустить равное нулю управление, то в усло-
виях теоремы нормальная экстремальная траектория будет времениподобной с точностью до
параметризации тогда и только тогда, когда для траектории ℎ(·) сопряжённой подсистемы
выполнено условие 𝛼∨(ℎ(𝑡))⩾1 для всех 𝑡. Это легко следует из замкнутости множества 𝑆∨

⩾1

и из случая 𝑝∈ ri(𝒞∨) доказательства п. 1 теоремы, а именно: при ⟨𝑝, 𝑢̄⟩+1< 0 максимум
выражения (5) на множестве 𝜇⩾ 0 достигается при 𝜇=0.

Замечание 6. Условие остроты конуса 𝒞 существенно для теоремы. Действительно, если
конус 𝒞 содержит некоторое подпространство 𝑊 , то для любого 𝑝∈𝒞∨ имеем 𝑝|𝑊 =0, иначе
существует 𝑤∈𝑊 такое, что ⟨𝑝, 𝑤⟩<0, тогда ⟨𝑝,−𝑤⟩>0, но −𝑤∈𝒞, получили противоречие.
Значит, 𝑝∨0 ⊃𝑊 . Тогда экстремальная траектория с начальным ковектором 𝑝 может иметь
как времениподобные касательные векторы, так и светоподобные.

Определение 7. Назовём ассоциированную с замкнутым выпуклым конусом 𝒞 непре-
рывную антинорму 𝛼 линейной на подконусе, примыкающем к границе, если существует
𝑝∈ 𝜕r(𝒞∨) такое, что 𝑝|𝒞 ̸=0 и ri(𝑝∨)⊂ ri 𝒞 (по лемме 6 функция 𝛼|𝑝∨ линейна).

Пример 1. Рассмотрим в пространстве R2 конус 𝒞= {(𝑥, 𝑦): 𝑦⩾ |𝑥|} и ассоциированную
с ним антинорму

𝛼(𝑥, 𝑦)=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑦−𝑥, если 𝑥⩾ 0, 𝑦⩾ |𝑥|,√︀
𝑦2−𝑥2, если 𝑥< 0, 𝑦⩾ |𝑥|,

−∞, если 𝑦 < |𝑥|.

Эта антинорма линейна на подконусе 𝑝∨= {(𝑥, 𝑦): 𝑦⩾𝑥, 𝑥⩾ 0} для 𝑝=(1,−1).
Лемма 8. Если антинорма 𝛼 линейна на подконусе, примыкающем к границе конуса 𝒞,

то существует 𝑝∈ 𝜕r(𝒞∨) такое, что 𝑝|𝒞 ̸=0, 𝑝∨1 ̸=∅ и 𝛼∨(𝑝)> 0.
Доказательство. Если 𝑝∈ 𝜕r(𝒞∨) и 𝑝|𝒞 ̸=0, то в силу леммы 7 существует 𝑢∈ 𝜕r(𝒞∨)∖0

такое, что ⟨𝑝, 𝑢⟩=0, значит, 0 ̸=𝑢∈ 𝑝∨0 ⊂ 𝑝∨, причём по лемме 4 𝑝∨ — замкнутый выпуклый
конус. Так как замыкание относительной внутренности замкнутого выпуклого множества
совпадает с самим множеством [17, § 6], существует ненулевое 𝑣 ∈ ri(𝑝∨) (действительно,
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в противном случае 𝑝∨ = 0). Если при этом ri(𝑝∨)⊂ ri 𝒞, то 𝑣 ∈ ri 𝒞, откуда автоматически
следует условие 𝛼(𝑣)>0. В силу леммы 4 𝑣= 𝑣/𝛼(𝑣)∈𝑝∨ и 𝛼(𝑣)=1, т.е. 𝑣∈𝑝∨1 ̸=∅. Тогда по
определению двойственной функции антинормы 𝛼∨(𝑝)=−⟨𝑝, 𝑣⟩, что больше нуля по лемме 7.

Замечание 7. Если антинорма 𝛼 линейна на подконусе, примыкающем к границе, то
нарушается условие теоремы 𝛼∨|𝜕r(𝒞∨) ̸=0. В самом деле, по лемме 8 существует 𝑝∈ 𝜕r(𝒞∨)
такое, что 𝛼∨(𝑝)> 0.

Предложение. Если непрерывная антинорма 𝛼 линейна на подконусе, примыкающем
к границе конуса 𝒞, то существует нормальная экстремальная траектория задачи (1),
имеющая как времениподобные, так и светоподобные касательные векторы.

Доказательство. По лемме 8 существует 𝑝 ∈ 𝜕r(𝒞∨) такое, что 𝑝∨1 ̸=∅. Тогда в силу
леммы 6

max
𝑢∈𝑝∨∖0

(⟨𝑝, 𝑢⟩+𝛼(𝑢))=max
𝜇⩾0

𝜇(⟨𝑝, 𝑢̄⟩+1), 𝑢̄∈ 𝑝∨1 .

Если ⟨𝑝, 𝑢̄⟩+1< 0, то максимум достигается при 𝜇=0 и управление 𝑢𝑝 светоподобно. Если
⟨𝑝, 𝑢̄⟩+1 = 0, то 𝜇 может быть любым неотрицательным числом, а управление 𝑢𝑝 может
быть светоподобно или времениподобно. Если ⟨𝑝, 𝑢̄⟩+1> 0, то максимума не существует.

Рассмотрим траекторию сопряжённой подсистемы, проходящую через точку 𝑝. Если 𝑢(0)
времениподобно/светоподобно, то при выборе 𝑢𝑝 светоподобным/времениподобным соответ-
ствующая экстремальная траектория имеет как времениподобные, так и светоподобные ка-
сательные векторы. Предложение доказано.

В следующем примере 𝛼∨ также не является антинормой, но в отличие от ситуации
предложения каузальный тип управления определяется однозначно.

Пример 2. Рассмотрим группу Гейзенберга, т.е. пространство R3 с координатами 𝑎, 𝑏, 𝑐
и законом умножения

(𝑎1, 𝑏1, 𝑐1) ·(𝑎2, 𝑏2, 𝑐2)= (𝑎1+𝑎2, 𝑏1+𝑏2, 𝑐1+𝑐2+𝑎1𝑏2−𝑎2𝑏1).

Её алгебра Ли — пространство R3 c координатами 𝑥, 𝑦, 𝑧. Рассмотрим левоинвариантную
сублоренцеву структуру, заданную следующими конусом и антинормой на нём:

𝒞= {(𝑥, 𝑦, 𝑧): 𝑥, 𝑦⩾ 0, 𝑧=0}, 𝛼(𝑥, 𝑦)=
𝑥𝑦

𝑥+𝑦
, 𝑥2+𝑦2 ̸=0.

Тогда функция 𝛼∨ на двойственном конусе имеет вид

𝒞∨= {(ℎ1, ℎ2, ℎ3)∈ (R3)*: ℎ1, ℎ2⩽ 0}, 𝛼∨(ℎ1, ℎ2, ℎ3)=
(︀√︀

|ℎ1|+
√︀
|ℎ2|
)︀2
.

Заметим, что 𝛼∨|𝜕r(𝒞∨) ̸= 0, следовательно, по лемме 2 условие теоремы не выполняется.
Можно проверить, что сопряжённая подсистема нормальной гамильтоновой системы задаётся
формулой⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

ℎ̇1=−ℎ3𝑢2,
ℎ̇2=ℎ3𝑢1,

ℎ̇3=0,

𝑢ℎ=(𝑢1, 𝑢2)=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(︀√︀

ℎ2/ℎ1+1,
√︀
ℎ1/ℎ2+1

)︀
, если ℎ1ℎ2 ̸=0,

(𝑎, 0), если ℎ1=0,

(0, 𝑏), если ℎ2=0,

где 𝑢ℎ — управление, соответствующее ковектору ℎ= (ℎ1, ℎ2, ℎ3) ̸= 0, числа 𝑎, 𝑏 > 0. Легко
показать, что на любой нормальной экстремальной траектории имеется не более двух пере-
ключений между времениподобным и светоподобным управлениями. Например, экстремаль-
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ная траектория с начальным ковектором (0,−2, 1) состоит из объединения светоподобной,
времениподобной и светоподобной дуг.

Следующее следствие теоремы позволяет в сублоренцевых задачах, где антинорма опреде-
ляется квадратичной формой, переходить к “энергии” для вывода уравнений экстремальных
траекторий. Будем говорить, что траектории геометрически совпадают, если совпадают их
образы как функций времени.

Следствие 1. Пусть антинорма 𝛼 задаётся квадратичной формой 𝑞 сигнатуры (1, 𝑟)
на алгебре Ли g, т.е. 𝛼(𝑢)=

√︀
𝑞(𝑢), где в некотором базисе 𝑒0, 𝑒1, . . . , 𝑒𝑟, . . . , 𝑒𝑛 алгебры Ли

g имеем 𝑞(𝑢) = 𝑢20−𝑢21− . . .−𝑢2𝑟. Тогда нормальные экстремальные траектории задачи (1)
геометрически совпадают с нормальными времениподобными или светоподобными экстре-
мальными траекториями той же управляемой системы с квадратичным функционалом

1

2

𝑡1ˆ

0

(︀
𝑢20(𝑡)−𝑢21(𝑡)− . . .−𝑢2𝑟(𝑡)

)︀
𝑑𝑡→max

с фиксированным терминальным временем 𝑡1 и управлением 𝑢∈𝐿∞([0, 𝑡1], g∖0).
Доказательство. Обозначим через ℎ𝑖 = ⟨ · , 𝑒𝑖⟩, 𝑖=0, 𝑟, линейные на g* гамильтонианы.

Применив сформулированную теорему к задаче (1), получим

𝒞∨= {ℎ=(ℎ0, ℎ1, . . . , ℎ𝑛)∈ g*: ℎ20⩾ℎ21+ . . .+ℎ
2
𝑟 , ℎ0⩽ 0},

𝛼∨(ℎ)=
√︁
ℎ20−ℎ21− . . .−ℎ2𝑟 , 𝑢ℎ=𝜇(−ℎ0𝑒0+ℎ1𝑒1+ . . .+ℎ𝑟𝑒𝑟), 𝜇> 0,

ℎ̇𝑖(𝑡)=𝑢0(𝑡){ℎ0(𝑡), ℎ𝑖(𝑡)}+𝑢1(𝑡){ℎ1(𝑡), ℎ𝑖(𝑡)}+ . . .+𝑢𝑟(𝑡){ℎ𝑟(𝑡), ℎ𝑖(𝑡)}.

Во времениподобном случае с точностью до параметризации кривой можно положить 𝜇=1,
так как функция 𝛼(𝑢ℎ(𝑡)) отделена от нуля на отрезке [0, 𝑡1].

С другой стороны, экстремали 𝜆(·) рассматриваемой управляемой системы с квадратич-
ным функционалом задаются первыми двумя условиями из (2), где

𝐻𝜈
𝑢(𝜆(𝑡))=𝑢0(𝑡)ℎ0(𝑡)+𝑢1(𝑡)ℎ1(𝑡)+ . . .+𝑢𝑟(𝑡)ℎ𝑟(𝑡)+

𝜈

2

(︀
𝑢20(𝑡)−𝑢21(𝑡)− . . .−𝑢2𝑟(𝑡)

)︀
.

Из условия максимума при 𝜈 =1 следует, что 𝑢0(𝑡)=−ℎ0(𝑡), 𝑢1(𝑡)=ℎ1(𝑡), . . . , 𝑢𝑟(𝑡)=ℎ𝑟(𝑡),
а максимизированный гамильтониан равен

𝐻 =−1

2

(︀
ℎ20−ℎ21− . . .−ℎ2𝑟

)︀
.

Соответствующая сопряжённая подсистема имеет вид

ℎ̇𝑖(𝑡)= {𝐻,ℎ𝑖(𝑡)}=−ℎ0(𝑡){ℎ0(𝑡), ℎ𝑖(𝑡)}+ℎ1(𝑡){ℎ1(𝑡), ℎ𝑖(𝑡)}+ . . .+ℎ𝑟(𝑡){ℎ𝑟(𝑡), ℎ𝑖(𝑡)}.

Таким образом, правые части сопряжённых подсистем в обеих задачах совпадают. Для
гладкого гамильтониана решение задачи Коши для гамильтоновой системы единственно,
поэтому экстремальная траектория определяется своим начальным ковектором, т.е. точкой
пространства g*=𝑇 *

id𝐺. Остается заметить, что гамильтониан 𝐻 является первым интегралом
сопряжённой подсистемы и ковекторы нормальных натурально параметризованных време-
ниподобных экстремальных траекторий (т.е. таких, что 𝑞(𝑢(𝑡)) = 1) лежат на поверхности
уровня гамильтониана 𝐻 =−1/2, ℎ0< 0, которая совпадает с множеством 𝑆∨

1 . Нормальные
светоподобные экстремальные траектории имеют ковекторы, лежащие на поверхности уровня
гамильтониана 𝐻 =0, ℎ0< 0, которая совпадает с множеством 𝑆∨

0 . Следствие доказано.
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Замечание 8. В условиях следствия 1 иногда удобно рассматривать базис, в котором
квадратичная форма имеет вид

𝑞(𝑢)= 𝑐0𝑢
2
0−𝑐1𝑢21− . . .−𝑐𝑟𝑢2𝑟 , 𝑐0, 𝑐1, . . . , 𝑐𝑟 > 0.

Выбор такого базиса объясняется его согласованностью с другой квадратичной формой,
например, с формой Киллинга. В таком случае

𝐻 =−1

2

(︂
ℎ20
𝑐0

− ℎ21
𝑐1

− . . .− ℎ2𝑟
𝑐𝑟

)︂
,

причём начальные ковекторы нормальных времениподобных (с натуральной параметриза-
цией) и светоподобных экстремальных траекторий лежат на поверхностях уровня 𝐻=−1/2
и 𝐻 =0 (при условии ℎ0< 0) соответственно.

Вообще говоря, поведение анормальных траекторий может быть сложным. Соответствую-
щие траектории сопряжённой подсистемы лежат на относительной границе двойственного
конуса 𝜕r(𝒞∨) и характер их пересечения с аннулятором пространства span 𝒞 априори не
ясен. Однако в некоторых случаях анормальные траектории могут быть описаны.

Следствие 2. В лоренцевом случае, т.е. при span 𝒞 = g, анормальные экстремальные
траектории светоподобны, в частности, нестрого анормальны.

Таким образом, анормальные траектории всегда возникают в лоренцевой геометрии,
в отличие от римановой геометрии, где нет анормальных траекторий.

Определение 8. Распределение плоскостей Δ на трёхмерном гладком многообразии 𝑀
называется контактным, если существует 1-форма 𝜔 такая, что Δ𝑚 =Ker𝜔𝑚 для любой
точки 𝑚∈𝑀 и 𝜔∧𝑑𝜔 ̸=0.

Следствие 3. Если распределение плоскостей 𝐿𝑔* span 𝒞 контактно, то все анормальные
траектории сублоренцевой задачи (1) светоподобны и, в частности, нестрого анормальны.

Доказательство следствий 2, 3. Понятно, что субримановы анормали лежат в анну-
ляторе распределения Δ. В лоренцевом случае распределение Δ совпадает с касательным
расслоением, что доказывает следствие 2.

Известно [8, § 4.3], что для распределения вида Δ=Ker𝜔 субримановы анормали лежат
в множестве Мартине {𝑚∈𝑀 : (𝜔∧𝑑𝜔)𝑚=0}, которое в нашем случае пусто. Это доказывает
следствие 3.

Приведём пример неконтактной сублоренцевой структуры глубины, большей двух.
Пример 3. Рассмотрим сублоренцеву структуру на свободной группе Карно 𝐺 ранга 2

глубины 4. Это связная и односвязная группа Ли, алгебра Ли которой линейно порождена
элементами

𝑋1, 𝑋2, 𝑋3= [𝑋1, 𝑋2], 𝑋4= [𝑋1, 𝑋3], 𝑋5= [𝑋2, 𝑋3],

𝑋6= [𝑋1, 𝑋4], 𝑋7= [𝑋1, 𝑋5] = [𝑋2, 𝑋4], 𝑋8= [𝑋2, 𝑋5],

остальные коммутаторы этих векторов равны нулю. Пусть Δ𝑔 =𝐿𝑔* span{𝑋1, 𝑋2} ⊂ 𝑇𝑔𝐺 —
двумерное распределение, множество управлений 𝑈 ={(𝑢1, 𝑢2)∈R2: 𝑢21−𝑢22⩾0, 𝑢1>0}, а ди-
намика задаётся неавтономным дифференциальным уравнением 𝑔̇(𝑡)=𝐿𝑔(𝑡)*(𝑢1𝑋1+𝑢2𝑋2).

Анормальные кривые распределения Δ на группе 𝐺 описаны в работе [18], причём это
простейшая свободная группа Карно, в которой имеются строго анормальные траектории
для распределения, порождённого первым слоем соответствующей алгебры Ли.

Имеем следующую гамильтонову систему в координатах ℎ𝑖= ⟨ · , 𝑋𝑖⟩, 𝑖=1, 8:

ℎ̇1=−𝑢2ℎ3, ℎ̇3=𝑢1ℎ4+𝑢2ℎ5, ℎ̇4=𝑢1ℎ6+𝑢2ℎ7,

ℎ̇2=𝑢1ℎ3, ℎ̇6= ℎ̇7= ℎ̇8=0, ℎ̇5=𝑢1ℎ7+𝑢2ℎ8.
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Рассмотрим случай ℎ4 = ℎ5 = ℎ6 = ℎ7 = ℎ8 = 0, тогда ℎ̇1 =−𝑢2ℎ3, ℎ̇2 = 𝑢1ℎ3, ℎ̇3 = 0, следова-
тельно, соответствующие светоподобные экстремальные траектории имеют вид (пусть для
определённости ℎ3⩽ 0)

𝑔(𝑡)=

⎧⎨⎩exp
{︀
𝑡𝛼(𝑡)(𝑋1+𝑋2)

}︀
при 𝑡⩽ 𝑡,

exp
{︀
𝑡(𝑋1+𝑋2)

}︀
exp
{︀
(𝑡− 𝑡)𝑘(𝑡)(𝑋1−𝑋2)

}︀
при 𝑡> 𝑡,

(6)

где 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] и функция 𝑘 ∈ 𝐿∞([0, 𝑇 ],R+) произвольны. Проекции таких экстремальных
траекторий на плоскость span{𝑋1, 𝑋2}, вообще говоря, выглядят как углы. Эти нормальные
светоподобные экстремальные траектории в то же время анормальны и, следовательно,
нестрого анормальны.

Более того, существуют анормальные сублоренцевы экстремальные траектории, являю-
щиеся анормальными кривыми распределения Δ, иначе говоря, субримановыми анормаль-
ными траекториями. Конечно, не любые дуги анормальных кривых распределения Δ яв-
ляются дугами анормальных сублоренцевых экстремальных траекторий, так как скорости
таких кривых должны быть допустимы в сублоренцевом смысле. Как показано в [18], суб-
римановы анормальные траектории проектируются в прямые, углы или кривые второго
порядка на плоскости span{𝑋1, 𝑋2}. В частности, субримановы анормальные траектории,
проектирующиеся в эллипсы или параболы, не могут быть допустимыми в сублоренцевом
смысле.

С другой стороны, даже если строго анормальная субриманова траектория является
сублоренцевой анормальной траекторией, она может быть нестрого анормальной в субло-
ренцевом смысле. Например, углы (6) строго анормальны для распределения (см. [18]), но
в то же время являются светоподобными нормальными сублоренцевыми экстремальными
траекториями.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрены экстремальные траектории для левоинвариантных сублоренцевых задач,
определяемых произвольной непрерывной антинормой на остром конусе. Получены условия,
при которых нормальные экстремальные траектории сохраняют свой каузальный тип. Уста-
новлено, что касательные векторы анормальных экстремальных траекторий, вообще говоря,
либо светоподобны, либо являются касательными векторами некоторых субримановых анор-
мальных траекторий. Если антинорма задаётся квадратичной формой своей сигнатуры, то
для вывода уравнений экстремальных траекторий можно избавиться от квадратного корня
в функционале сублоренцевой длины и использовать квадратичный гамильтониан.
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SUB-LORETZIAN EXTREMALS DEFINED BY AN ANTINORM

A. V. Podobryaev
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We consider a left-invariant sub-Lorentzian structure on a Lie group. We assume that this structure
is defined by a closed convex salient cone in the corresponding Lie algebra and a continuous antinorm
associated with this cone. We derive the Hamiltonian system for sub-Lorentzian extremals and give
conditions under that normal extremal trajectories keep their causal type. Tangent vectors of abnormal
extremal trajectories are either light-like or tangent vectors of sub-Riemannian extremal trajectories
for the sub-Riemannian distribution spanned by the cone.

Keywords: Lorentzian manifold, sub-Lorentzian manifold, antinorm, extremal, extremal, extremal tra-
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ВВЕДЕНИЕ

Проблема управляемости распределённых систем является достаточно актуальной ввиду
её практической значимости и потому активно изучается (см. обзоры в [1–3]). Исследуемые
задачи управляемости в последнее время концентрировались, как правило, вокруг задач
граничного управления или случая, когда распределённое управление сосредоточено на части
области.

Нелокальные достаточные условия точной управляемости доказывались при тех или
иных условиях на величину промежутка времени [3–5] и/или при специальных условиях
на операторы правой части (равномерная ограниченность, дифференцируемость по Фреше
и равномерная ограниченность производной, глобальная липшицевость и т.д.) и при усло-
вии точной управляемости (и иногда наблюдаемости) соответствующей линейной системы
[1, § 3; 4–7].

В работе [3] для задачи Коши, связанной с управляемым полулинейным эволюцион-
ным уравнением с неограниченным максимальным монотонным оператором в гильбертовом
пространстве, были получены достаточные условия точной управляемости в заданное ко-
нечное состояние. Точная управляемость устанавливалась при условии достаточной малости
промежутка времени [0, 𝑇 ] и (фактически) требовании о подлинейном росте нелинейной со-
ставляющей правой части по фазовой переменной в окрестности бесконечности. При этом
использовались обобщение теоремы Минти–Браудера и результаты о тотально глобальной
разрешимости упомянутого уравнения, полученные автором ранее. В качестве примера рас-
сматривалось полулинейное волновое уравнение.

Данная статья явилась итогом существенного переосмысления работы [3] и соответственно
обобщения и развития полученных в ней результатов. Подобно [3], рассматривается задача
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Коши, связанная с управляемым полулинейным эволюционным уравнением (несколько более
общего за счёт наличия 𝐵(𝑡)) вида

𝑦′(𝑡)=𝐺𝑦(𝑡)+𝑓(𝑡, 𝑦(𝑡))+𝐵(𝑡)𝑢(𝑡), 𝑡∈ [0, 𝑇 ]; 𝑦(0)= 𝑦0 (1)

с необязательно ограниченным оператором 𝐺 в гильбертовом пространстве 𝑋, семейством
линейных ограниченных операторов {𝐵(𝑡): 𝑋→𝑋, 𝑡∈ [0, 𝑇 ]}, 𝐵(·)𝑢(·)∈𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋), управле-
нием 𝑢∈𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋). Для задачи (1) получены достаточные условия точной управляемости
в заданное конечное состояние (а также в заданные промежуточные состояния в промежу-
точные моменты времени) на произвольно фиксированном (без дополнительных условий)
интервале времени. Как и в [3], результат удаётся доказать за счёт предположения об оценке
снизу нормы ‖𝑆(𝑡)𝑥‖, 𝑥∈𝑋, в окрестности 𝑇 и заданных точек разбиения отрезка [0, 𝑇 ], где
𝑋 — фазовое пространство, 𝑆(𝑡) — полугруппа оператора 𝐺 линейной неуправляемой ча-
сти уравнения. Отдельно устанавливаются простые достаточные условия выполнения этого
предположения.

1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ПОСТРОЕНИЯ И СОГЛАШЕНИЯ

Пусть 𝑋 — вещественное гильбертово пространство со скалярным произведением [ · , · ]𝑋 ,
𝐺: 𝑋→𝑋 — инфинитезимальный генератор (производящий оператор) сильно непрерывной
полугруппы 𝑆(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], с областью определения 𝐷(𝐺)⊂𝑋, 𝑧 ∈ 𝑍 = 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋), 𝑥0 ∈𝑋.
Следуя [8, § 4.8], рассмотрим задачу Коши для эволюционного уравнения (абстрактного
дифференциального уравнения в пространстве 𝑋)

𝑥′(𝑡)=𝐺𝑥(𝑡)+𝑧(𝑡), 𝑡∈ [0, 𝑇 ]; 𝑥(0)=𝑥0. (2)

Справедливы следующие утверждения.
Лемма 1 [8, теорема 4.8.3]. Для любых 𝑧∈𝑍, 𝑥0∈𝑋 существует единственная функция

𝑥: [0, 𝑇 ]→𝑋 такая, что для всех 𝑦 ∈𝐷(𝐺*) функция
[︀
𝑥(𝑡), 𝑦]𝑋 абсолютно непрерывна на

отрезке [0, 𝑇 ],

𝑑

𝑑𝑡
[𝑥(𝑡), 𝑦]𝑋 = [𝑥(𝑡), 𝐺*𝑦]𝑋+[𝑧(𝑡), 𝑦]𝑋 п.в. 𝑡∈ [0, 𝑇 ], lim

𝑡→0
[𝑥(𝑡), 𝑦]𝑋 = [𝑥0, 𝑦], 𝑦 ∈𝐷(𝐺*).

Более того, справедлива формула

𝑥(𝑡)=𝑆(𝑡)𝑥0+

𝑡ˆ

0

𝑆(𝑡−𝑠)𝑧(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑡∈ [0, 𝑇 ]. (3)

Лемма 2 [8, следствие 4.8.1]. Для любых 𝑧∈𝑍, 𝑥0∈𝑋 существует единственная слабо
непрерывная функция 𝑥: [0, 𝑇 ]→𝑋 такая, что для всех 𝑦 ∈𝐷(𝐺*) имеем

[𝑥(𝑡), 𝑦]𝑋 = [𝑥0, 𝑦]𝑋+

𝑡ˆ

0

[𝑥(𝑠), 𝐺*𝑦]𝑋 𝑑𝑠+

𝑡ˆ

0

[𝑧(𝑠), 𝑦]𝑋 𝑑𝑠,

и, более того, эта функция представляется формулой (3).
Напомним (см., например, [9, с. 72; 10, с. 96], что функция 𝑥: [0;𝑇 ]→𝑋 (для, вообще гово-

ря, линейного нормированного пространства 𝑋) называется слабо непрерывной (иногда гово-
рят деминепрерывной), если для любого 𝑦∈𝑋* функция 𝑦[𝑥(𝑡)] непрерывна на отрезке [0, 𝑇 ].
Множество всех слабо непрерывных функций 𝑥: [0, 𝑇 ]→𝑋 будем обозначать C𝑤(0, 𝑇 ;𝑋). Для
дальнейшего важно, что норма ‖𝑥(𝑡)‖𝑋 всякой функции 𝑥∈C𝑤(0, 𝑇 ;𝑋) ограничена на [0, 𝑇 ].
С другой стороны (см., например, [11, с. 154]), всякая функция 𝑥∈C𝑤(0, 𝑇 ;𝑋) интегрируема
по Бохнеру, следовательно, измерима по Бохнеру. Тогда C𝑤(0, 𝑇 ;𝑋)⊂𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑋).
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Функцию 𝑥(𝑡), существование и единственность которой в множестве C𝑤(0, 𝑇 ;𝑋) утвер-
ждается в леммах 1, 2, будем называть слабым решением задачи (2).

Далее будем предполагать, что оператор 𝐺 удовлетворяет следующему условию:
G1) Полугруппа 𝑆(·) равномерно ограничена, т.е. ‖𝑆(𝑡)‖⩽𝑀 для всех 𝑡∈ [0;𝑇 ].
Замечание 1. Для любой сильно непрерывной полугруппы 𝑆(𝑡) существуют константы

𝜔⩾0, 𝑅⩾1 такие, что выполняется условие на порядок роста: ‖𝑆(𝑡)‖⩽𝑅𝑒𝜔𝑡 для любого 𝑡⩾0
(см. [12, § 1.2, теорема 2.2]). Поэтому условие G1) заведомо выполнено на любом конечном
промежутке [0, 𝑇0] с константой 𝑀 =𝑀(𝑇0)=𝑅𝑒𝜔𝑇0 .

Следующее утверждение очевидно.
Лемма 3. Пусть выполнено предположение G1),

𝐴[𝑧](𝑡)=

𝑡ˆ

0

𝑆(𝑡−𝑠)𝑧(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑡∈ [0, 𝑇 ],

— слабое решение задачи (2) при 𝑥0=0, 𝑧 ∈𝑍. Тогда для п.в. 𝑡∈ [0, 𝑇 ] справедлива оценка

‖𝐴[𝑧](𝑡)‖𝑋 ⩽𝑀

𝑡ˆ

0

‖𝑧(𝑠)‖𝑋 𝑑𝑠. (4)

Далее, в контексте исследования проблемы управляемости системы (1) (в том числе
и в линейном случае 𝑓≡0), везде будем предполагать, что семейство линейных ограниченных
операторов {𝐵(𝑡): 𝑋→𝑋, 𝑡∈ [0, 𝑇 ]} таково, что

𝐵(·)𝑢(·)∈𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋), 𝐵*(·)𝑢(·)∈𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋), 𝑢∈𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋), ‖𝐵(·)‖∈𝐿2[0, 𝑇 ],

где во избежание излишней громоздкости обозначение 𝐵*(𝑡) понимается как [𝐵(𝑡)]*. Здесь
следует пояснить, что в соответствии с теоремой Рисса [11, с. 159, замечание 1.10] сопря-
жённое пространство отождествляется с лебеговым:

(𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋))*=𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋
*=𝑋).

При этом будем считать выполненным также следующее предположение.
G2) Существуют 𝑡*= 𝑡*(𝑇 )∈ (0, 𝑇 ), 𝑎∈𝐿+

2 [𝑡*, 𝑇 ], 𝑎 ̸=0, такие, что

‖𝐵*(𝑡)𝑆*(𝑇 − 𝑡)𝑥‖𝑋 ⩾ 𝑎(𝑡)‖𝑥‖𝑋 для п.в. 𝑡∈ (𝑡*, 𝑇 ] и для любых 𝑥∈𝑋.

В п. 2 представлены простые достаточные условия выполнения предположений G1), G2).

2. КОНКРЕТИЗАЦИЯ ПРЕДПОЛОЖЕНИЙ G1), G2)

Рассмотрим следующие два случая.
Случай I. Линейный оператор 𝐺 ограничен. Тогда порождаемая оператором 𝐺 полу-

группа определяется однозначно и является равномерно непрерывной [12, § 1.1, теоремы 1.2,
1.3]. Последнее означает выполнение следующих трёх условий [12, определение 1.1]:

Ia) 𝑆(0)= 𝐼.
Ib) 𝑆(𝑡+𝑠)=𝑆(𝑡)𝑆(𝑠) для всех 𝑡, 𝑠⩾ 0 (полугрупповое свойство).
Ic) lim𝑡→+0 ‖𝑆(𝑡)−𝐼‖=0.
Отсюда вытекает [12, формула (1.4)], что

lim
𝑠→𝑡

‖𝑆(𝑠)−𝑆(𝑡)‖=0.
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В частности, также следует, что функция ‖𝑆(𝑡)‖ непрерывна на [0, 𝑇 ], а значит, по теоре-
ме Вейерштрасса равномерно ограничена, т.е. выполнено условие G1). Кроме того, можно
оценить

‖𝑆*(𝑇 − 𝑡)𝑥‖𝑋 = ‖(𝑆(𝑇 − 𝑡)−𝐼)*𝑥+𝑥‖⩾ ‖𝑥‖𝑋−‖(𝑆(𝑇 − 𝑡)−𝐼)*‖ ‖𝑥‖𝑋 ⩾
1

2
‖𝑥‖𝑋

для п.в. 𝑡∈ [𝑡*, 𝑇 ] и для любых 𝑥∈𝑋, где [13, с. 231]

‖(𝑆(𝑇 − 𝑡)−𝐼)*‖= ‖𝑆(𝑇 − 𝑡)−𝐼‖⩽ 1

2
для п.в. 𝑡∈ [𝑡*, 𝑇 ],

при некотором 𝑡* ∈ (0, 𝑇 ) в силу Ic).
Таким образом, для выполнения условия G2) достаточно, чтобы при некотором 𝑎 ∈

∈𝐿+
2 [𝑡*;𝑇 ], 𝑎 ̸=0, и, соответственно, 𝑎1=2𝑎, было выполнено условие
B1) ‖𝐵*(𝑡)𝑥‖𝑋 ⩾ 𝑎1(𝑡)‖𝑥‖𝑋 для п.в. 𝑡∈ [𝑡*, 𝑇 ] и для любых 𝑥∈𝑋.
Пример. Пусть 𝑋=R𝑛, 𝐴 — матрица размера 𝑛×𝑛, 𝐵(𝑡) — непрерывная 𝑛×𝑟-матрица

(матричная функция), 𝑢∈𝐿𝑟
2[0, 𝑇 ] — управление. Рассмотрим управляемую систему

𝑦̇=𝐴𝑦+𝐵(𝑡)𝑢, 𝑡∈ [0, 𝑇 ]; 𝑦(0)= 𝑦0.

Решение этой системы даётся формулой Коши

𝑦(𝑡)=𝑊 (𝑡, 0)𝑦0+

𝑡ˆ

0

𝑊 (𝑡, 𝑠)𝐵(𝑠)𝑢(𝑠) 𝑑𝑠,

где 𝑊 (𝑡, 𝑠) = 𝑒(𝑡−𝑠)𝐴 = 𝑆(𝑡− 𝑠) — матрица Коши, 𝑆(𝑡) = 𝑒𝑡𝐴 — экспоненциал матрицы 𝐴,
а фактически равномерно непрерывная полугруппа, порождаемая оператором 𝐴. Обозначим
через ℎ𝑖(𝑡) 𝑖-й столбец матрицы 𝐵*(𝑡)𝑊 *(𝑇, 𝑡), 𝑖=1, 𝑛. Согласно [14, с. 189] данная система
является (точно) вполне управляемой на отрезке [0, 𝑇 ] тогда и только тогда, когда столбцы
ℎ𝑖(𝑡), 𝑖= 1, 𝑛, линейно независимы на [0, 𝑇 ] как функции из пространства 𝐿𝑟

2[0;𝑇 ]. Иначе
говоря, линейная комбинация

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖ℎ𝑖(𝑡)=𝐵*(𝑡)𝑆*(𝑇 − 𝑡)𝑥=0𝑟 для п.в. 𝑡∈ [0, 𝑇 ]

тогда и только тогда, когда столбец 𝑥= 0𝑛. Для этого, очевидно, достаточно, чтобы при
каждом 𝑡 из некоторого промежутка [𝑡1, 𝑡2]⊂ [0, 𝑇 ] система

𝐵*(𝑡)𝑆*(𝑇 − 𝑡)𝑥=0𝑟, 𝑥∈𝑋,

имела лишь тривиальное решение. Последнее, с учётом непрерывности матрицы и теоремы
Вейерштрасса, означает, что

𝑎(𝑡)= min
𝑥∈𝑆1(0𝑛)

‖𝐵*(𝑡)𝑆*(𝑇 − 𝑡)𝑥‖= min
𝑥∈𝑋,
𝑥̸=0𝑛

‖𝐵*(𝑡)𝑆*(𝑇 − 𝑡)𝑥‖
‖𝑥‖

> 0, 𝑡∈ [𝑡1, 𝑡2].

Таким образом, достаточное условие (точной) полной управляемости можно переписать
в виде

‖𝐵*(𝑡)𝑆*(𝑇 − 𝑡)𝑥‖⩾ 𝑎(𝑡)‖𝑥‖ для любых 𝑡∈ [𝑡1; 𝑡2] и 𝑥∈𝑋.
Но это и есть условие G2). Отсюда видно, что условие G2) отнюдь не является надуманным
при исследовании проблем управляемости, поскольку по крайней мере в случае конечно-
мерного пространства 𝑋 оно в указанном смысле близко к необходимому условию вполне
управляемости. Более того, как видно из доказательства [14, теорема 1.1, с. 189], решение
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задачи управления можно искать в виде линейной комбинации столбцов ℎ𝑖(𝑡), 𝑖=1, 𝑛, т.е.
в виде 𝑢(𝑡)=𝐵*(𝑡)𝑆*(𝑇 − 𝑡)𝑥, 𝑥∈𝑋.

Случай II. Оператор −𝐺 является максимальным монотонным, т.е. [−𝐺𝑥, 𝑥]𝑋 ⩾ 0 для
всех 𝑥∈𝐷(𝐺) (монотонность) и множество значений {(𝐼−𝐺)[𝑥]: 𝑥∈𝐷(𝐺)}=𝑋 (максималь-
ность). Этот случай уже подробно анализировался в статье [3]. В частности, пояснялось
[3, замечание 1.1], что при данном условии 𝑆(·) будет полугруппой сжатий: ‖𝑆(𝑡)‖⩽ 1 для
всех 𝑡∈ [0, 𝑇 ]. Это означает, что при 𝑀 = 1 выполнено предположение G1). Для выполне-
ния предположения G2) достаточно, очевидно, выполнения при некоторых 𝑡*= 𝑡

*(𝑇 )∈ (0, 𝑇 ),
𝑎1 ∈𝐿+

2 [𝑡*, 𝑇 ], 𝑎1 ̸=0, условия B1) в совокупности со следующим условием:
G′) Существует функция 𝑎2∈𝐿+

2 [𝑡*, 𝑇 ], 𝑎1𝑎2 ̸=0, такая, что ‖𝑆(𝑇−𝑡)*𝑥‖𝑋 ⩾𝑎2(𝑡)‖𝑥‖𝑋 для
любых 𝑥∈𝑋 и п.в. 𝑡∈ [𝑡*, 𝑇 ].

Как показано в [3], для выполнения условия G′) достаточно следующего:
G*) [𝐺𝑥, 𝑥] = 0 для всех 𝑥∈𝐷(𝐺); [𝐺*𝑥, 𝑥] = 0 для всех 𝑥∈𝐷(𝐺*).

3. ТОЧНАЯ УПРАВЛЯЕМОСТЬ В ЛИНЕЙНОМ СЛУЧАЕ

Предполагая, что выполнены условия G1), G2), 𝑦0 ∈𝑋, рассмотрим задачу Коши для
управляемого линейного эволюционного уравнения

𝑦′(𝑡)=𝐺𝑦(𝑡)+𝐵(𝑡)𝑢(𝑡), 𝑡∈ [0;𝑇 ]; 𝑦(0)= 𝑦0, (5)

где 𝑢(𝑡) — управляющая функция из класса 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋). Обозначим через 𝑦(𝑡;𝑢) слабое
решение задачи (5), отвечающее управлению 𝑢. Исследуем разрешимость задачи управления:
для заданного конечного состояния 𝑦1 ∈𝑋 найти управление 𝑢∈𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋) такое, что

lim
𝑡→𝑇−0

[𝑦(𝑡;𝑢), 𝑧]𝑋 = [𝑦1, 𝑧], 𝑧 ∈𝐷(𝐺*).

Поскольку функция [𝑦(𝑡;𝑢), 𝑧]𝑋 абсолютно непрерывна, данное условие равносильно следу-
ющему:

[𝑦(𝑇 ;𝑢), 𝑧]𝑋 = [𝑦1, 𝑧], 𝑧 ∈𝐷(𝐺*),

и будет заведомо выполнено, если 𝑦(𝑇 ;𝑢)= 𝑦1.
Справедливо следующее утверждение.
Лемма 4 [8, § 4.3]. Пусть 𝐺 — инфинитезимальный производящий оператор сильно

непрерывной полугруппы 𝑆(𝑡), 𝑡⩾ 0. Тогда 𝑆(𝑡)* — тоже сильно непрерывная полугруппа
с инфинитезимальным производящим оператором 𝐺*.

Отметим, что уже из того факта, что линейный оператор является инфинитезималь-
ным производящим оператором сильно непрерывной полугруппы, следует его замкнутость
и плотность вложения его области определения в 𝑋 (см. [8, с. 210, 213]).

Напомним следующие известные определения.
Пусть 𝒳 — банахово пространство, ⟨·, ·⟩ — скобка двойственности между пространствами

𝒳 и 𝒳 * (действие функционала из 𝒳 * на элемент из 𝒳 ), Ω⊂𝒳 — заданное множество.
Оператор 𝐹 : 𝒳 → 𝒳 * называется хеминепрерывным на Ω, если для всех 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒳 , 𝑧 ∈ Ω
и 𝑡∈R таких, что 𝑧+𝑡 𝑦∈Ω, имеет место равенство lim𝑡→0⟨𝐹 [𝑧+𝑡 𝑦]−𝐹 [𝑧], 𝑥⟩=0. Ясно, что
из непрерывности оператора 𝐹 следует его хеминепрерывность.

Оператор 𝐹 : 𝒳 →𝒳 * называется монотонным, если ⟨𝐹 [𝑦]−𝐹 [𝑧], 𝑦− 𝑧⟩⩾ 0 для любых
𝑦, 𝑧 ∈𝒳 .

Оператор 𝐹 : 𝒳 →𝒳 * называется строго монотонным, если ⟨𝐹 [𝑦]−𝐹 [𝑧], 𝑦− 𝑧⟩> 0 для
любых 𝑦, 𝑧 ∈𝒳 , 𝑦 ̸= 𝑧.

Наконец, если существует константа 𝛽 > 0 такая, что ⟨𝐹 [𝑦]−𝐹 [𝑧], 𝑦−𝑧⟩⩾ 𝛽‖𝑦−𝑧‖2𝒳 для
любых 𝑦, 𝑧 ∈𝒳 , то говорят, что оператор 𝐹 сильно монотонный.
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Следующее утверждение известно как теорема Минти–Браудера [15, теорема 2.1].
Лемма 5. Пусть во всём рефлексивном банаховом пространстве 𝒳 задан хеминепре-

рывный монотонный оператор 𝐹 : 𝒳 →𝒳 *, удовлетворяющий условию коэрцитивности:

⟨𝐹 (𝑥), 𝑥⟩⩾ 𝛾(‖𝑥‖𝒳 )‖𝑥‖𝒳 ,

где 𝛾(𝑡) — вещественная функция при 𝑡 ⩾ 0, lim𝑡→+∞ 𝛾(𝑡) = +∞. Тогда оператор 𝐹 осу-
ществляет сюръективное отображение пространства 𝒳 на (всё) пространство 𝒳 *. Иными
словами, для каждого 𝑦 ∈𝒳 * уравнение 𝐹 [𝑥] = 𝑦 имеет решение 𝑥∈𝒳 .

Как известно [16, с. 236], гильбертово пространство 𝑋 является рефлексивным, причём
в качестве скобки двойственности можно взять скалярное произведение [·, ·]𝑋 , если (в соот-
ветствии с теоремой Рисса) отождествить 𝑋 и 𝑋*. Очевидно, что для выполнения условия
коэрцитивности оператора 𝐹 : 𝑋→𝑋 достаточно его сильной монотонности:

[𝐹 (𝜉1)−𝐹 (𝜉2), 𝜉1−𝜉2]𝑋 ⩾𝛼‖𝜉1−𝜉2‖2𝑋 для любых 𝜉1, 𝜉2 ∈𝑋; 𝛼> 0.

Для произвольного 𝑥∈𝑋 положим

𝑢(𝑡)=𝐵*(𝑡)𝑆(𝑇 − 𝑡)*𝑥. (6)

Фактически, 𝑆(𝑇 − 𝑡)*𝑥= 𝑧(𝑇 − 𝑡), где 𝑧(𝑡) — слабое решение задачи

𝑧′(𝑡)=𝐺*𝑧(𝑡), 𝑡∈ [0, 𝑇 ]; 𝑧(0)=𝑥.

Поэтому 𝑆(𝑇 − 𝑡)*𝑥 есть элемент пространства C𝑤(0, 𝑇 ;𝑋)⊂𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑋). И соответственно,
𝑢∈𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋). Определим оператор 𝐹 =𝐹𝑇 :𝑋→𝑋 формулой

𝐹 [𝑥] =

𝑇̂

0

𝑆(𝑇 − 𝑡)𝐵(𝑡)𝐵*(𝑡)𝑆*(𝑇 − 𝑡)𝑥 𝑑𝑡, 𝑥∈𝑋.

В силу условия G1) 𝐹 — линейный ограниченный оператор, причём

‖𝐹‖⩽𝑀2

𝑇̂

0

‖𝐵(𝑡)‖2 𝑑𝑡.

Отсюда следует, что оператор 𝐹 непрерывен, а стало быть, и хеминепрерывен.
Лемма 6. Оператор 𝐹 сильно монотонный.
Доказательство. Для всех 𝜉1, 𝜉2 ∈𝑋 и, соответственно, 𝜉= 𝜉1−𝜉2 получаем

[𝐹 (𝜉1)−𝐹 (𝜉2), 𝜉1−𝜉2]𝑋 = [𝐹 (𝜉), 𝜉]𝑋 =

𝑇̂

0

[𝑆(𝑇 −𝑠)𝐵(𝑠)𝐵*(𝑠)𝑆(𝑇 −𝑠)*𝜉, 𝜉]𝑋 𝑑𝑠=

=

𝑇̂

0

[𝐵*(𝑠)𝑆(𝑇 −𝑠)*𝜉,𝐵*(𝑠)𝑆(𝑇 −𝑠)*𝜉]𝑋 𝑑𝑠=

𝑇̂

0

‖𝐵*(𝑠)𝑆(𝑇 −𝑠)*𝜉‖2𝑋 𝑑𝑠,

и в силу условия G2)

[𝐹 (𝜉), 𝜉]𝑋 ⩾
𝑇̂

𝑡*(𝑇 )

‖𝐵*(𝑠)𝑆(𝑇 −𝑠)*𝜉‖2𝑋 𝑑𝑠⩾𝛼‖𝜉‖2𝑋 , 𝛼=𝛼(𝑇 )=

𝑇̂

𝑡*(𝑇 )

𝑎2(𝑡) 𝑑𝑡> 0.

Лемма доказана.
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Непосредственно из лемм 5, 6 вытекает, что уравнение 𝐹 [𝑥]=𝑦 имеет решение 𝑥∈𝑋 для
любого 𝑦 ∈𝑋. А за счёт сильной монотонности (для этого достаточно было бы строгой)
решение определяется однозначно, т.е. определён обратный линейный оператор 𝐹−1: 𝑋→𝑋.
Более того, пользуясь оценкой из доказательства леммы 6, можем оценить норму решения:

[𝑦=𝐹 (𝑥), 𝑥]𝑋 ⩾𝛼(𝑇 )‖𝑥‖2𝑋 ,

откуда с учётом неравенства Коши–Буняковского имеем

‖𝑥‖𝑋 ⩽
1

𝛼(𝑇 )
‖𝑦‖𝑋 .

Таким образом, 𝐹−1 — линейный ограниченный оператор (ЛОО), причём

‖𝐹−1‖= ‖𝐹−1
𝑇 ‖⩽ 1

𝛼(𝑇 )
.

Решение поставленной задачи управления определяется как 𝑢(𝑡)=𝐵*(𝑡)𝑆(𝑇−𝑡)*𝑥, где 𝑥∈𝑋 —
решение уравнения

𝑦1= 𝑦(𝑇 ;𝑢)=𝑆(𝑇 )𝑦0+𝐹 [𝑥],

т.е. 𝑥=𝐹−1[𝑦1−𝑆(𝑇 )𝑦0]. Таким образом, справедлива
Теорема 1. Пусть выполнены предположения G1), G2). Тогда для любого 𝑦1 ∈𝑋 по-

ставленная задача управления имеет решение вида (6), где 𝑥 ∈𝑋, 𝑥 = 𝐹−1[𝑦1−𝑆(𝑇 )𝑦0],
𝐹−1: 𝑋→𝑋 — линейный ограниченный оператор.

4. ТОЧНАЯ УПРАВЛЯЕМОСТЬ В НЕЛИНЕЙНОМ СЛУЧАЕ
НА МАЛОМ ПРОМЕЖУТКЕ

Прежде всего рассмотрим в качестве вспомогательной задачу (2). Как уже пояснялось
выше, для любых 𝑥0 ∈𝑋, 𝑧 ∈ 𝑍 в множестве C𝑤(0, 𝑇 ;𝑋) существует единственное слабое
решение задачи (2) и это решение даётся формулой (3). Решение, отвечающее 𝑥0 ∈𝑋 при
𝑧=0, будем обозначать 𝑥=Θ[𝑥0](𝑡) =𝑆(𝑡)𝑥0. Решение, отвечающее 𝑧 ∈𝑍 при 𝑥0 =0, будем
обозначать 𝑥=𝐴[𝑧](𝑡). Далее, считая элемент 𝑥0∈𝑋 фиксированным, положим 𝜃(𝑡)=Θ[𝑥0](𝑡).
Как видно из представления (3), слабое решение задачи (2) можно записать в виде

𝑥(𝑡)= 𝜃(𝑡)+𝐴[𝑧](𝑡), 𝑡∈ [0, 𝑇 ].

Пусть 𝐸 =𝐸(𝑇 ) =𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑋), 𝑢∈𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋) — управляющая функция. Предположим,
кроме того, что задана функция (оператор) 𝑓 : [0, 𝑇 ]×𝑋→𝑋, удовлетворяющая условиям.

F1) Для всех 𝑥∈𝐸 отображение [0, 𝑇 ]∋ 𝑡→𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡)) принадлежит классу 𝑍=𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋).
F2) Существует функция 𝒩 =𝒩 (𝑡,𝑀): [0, 𝑇 ]×R+→R+, суммируемая по 𝑡∈ [0, 𝑇 ] и неубы-

вающая по 𝑀 ∈R+, такая, что для всех 𝑥, 𝑦 ∈𝑋, ‖𝑥‖𝑋 , ‖𝑦‖𝑋 ⩽𝑀 , п.в. 𝑡∈ [0, 𝑇 ] имеем

‖𝑓(𝑡, 𝑥)−𝑓(𝑡, 𝑦)‖𝑋 ⩽𝒩 (𝑡,𝑀)‖𝑥−𝑦‖𝑋 .

F3) Существует функция 𝒩1(𝑡, 𝑟): [0, 𝑇 ]×R+→R+, неубывающая по 𝑟 и суммируемая по
Лебегу по 𝑡, такая, что ‖𝑓(𝑡, 𝜉)‖𝑋 ⩽𝒩1(𝑡,𝑀) для всех 𝑀 > 0, 𝜉 ∈𝑋, ‖𝜉‖𝑋 ⩽𝑀 , п.в. 𝑡∈ [0, 𝑇 ].

Замечание 2. Условие F3) можно заменить следующим условием.
F′
3) Существует функция 𝒩2=𝒩2(𝑡): [0, 𝑇 ]→R+, суммируемая по 𝑡∈ [0, 𝑇 ] и такая, что

для п.в. 𝑡∈ [0, 𝑇 ] имеем ‖𝑓(𝑡, 0)‖𝑋 ⩽𝒩2(𝑡) .
Действительно, предположим, что выполнены условия F2), F′

3). Оценим

‖𝑓(𝑡, 𝜉)‖𝑋 ⩽ ‖𝑓(𝑡, 𝜉)−𝑓(𝑡, 0)‖𝑋+‖𝑓(𝑡, 0)‖𝑋 ⩽𝒩 (𝑡,𝑀)‖𝜉‖𝑋+𝒩2(𝑡)⩽𝒩1(𝑡,𝑀),

где 𝒩1(𝑡,𝑀)≡𝒩 (𝑡,𝑀)𝑀+𝒩2(𝑡).
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Будем рассматривать управляемое полулинейное эволюционное уравнение вида (1), по-
нимая его (слабое) решение как решение операторного уравнения типа Гаммерштейна:

𝑦(𝑡)= 𝜃(𝑡)+𝐴[𝑓(·, 𝑦(·))+𝐵(·)𝑢(·)](𝑡), 𝑡∈ [0, 𝑇 ]; 𝑦 ∈𝐸, (7)

при 𝜃(𝑡)=𝑆(𝑡)𝑦0, 𝜃∈C𝑤(0, 𝑇 ;𝑋)⊂𝐸. Понятно, что всякое решение 𝑦 ∈𝐸 в соответствии со
свойствами оператора правой части принадлежит также и пространству C𝑤(0, 𝑇 ;𝑋).

Исследуем разрешимость задачи управления: для заданного конечного состояния 𝑦1 ∈𝑋
найти управление 𝑢 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋), которому отвечает хотя бы одно∗) решение 𝑦 = 𝑦(𝑡;𝑢)
уравнения (1) (или, что то же самое, уравнения (7)) такое, что

lim
𝑡→𝑇−0

[𝑦(𝑡;𝑢), 𝑧]𝑋 = [𝑦1, 𝑧] для любых 𝑧 ∈𝐷(𝐺*).

Предполагая, что управление 𝑢 имеет вид (6), будем использовать ЛОО 𝐹 и 𝐹−1, опре-
делённые в п. 3. Соответственно определим оператор ℱ =ℱ𝑇 : 𝐸→𝐸 формулой

ℱ [𝑦](𝑡)=𝑆(𝑡)𝑦0+

𝑡ˆ

0

𝑆(𝑡−𝑠)𝑓(𝑠, 𝑦(𝑠)) 𝑑𝑠+
𝑡ˆ

0

𝑆(𝑡−𝑠)𝐵(𝑠)𝐵*(𝑠)𝑆(𝑇 −𝑠)*𝐹−1[𝜔(𝑦)] 𝑑𝑠,

где

𝜔(𝑦)=𝜔𝑇 (𝑦)≡ 𝑦1−𝑆(𝑇 )𝑦0−
𝑇̂

0

𝑆(𝑇 −𝜉)𝑓(𝜉, 𝑦(𝜉)) 𝑑𝜉.

Прежде всего исследуем разрешимость уравнения

𝑦=ℱ𝑇 [𝑦], 𝑦 ∈𝐸=𝐸(𝑇 ). (8)

Рассмотрим случай, когда произвольно фиксировано некоторое число 𝑇0 > 0, а число
𝑇 ∈ (0, 𝑇0] подбирается достаточно малым. Кроме того, будем предполагать выполненными
следующие условия.

G3) Для всех достаточно малых 𝑇 >0 выполнено условие G2) с одной и той же функцией
𝑎(𝑡), в котором 𝑎(𝑇 )⩾𝜅𝑇 , 𝜅> 0.

G4) Существует всюду плотное подмножество 𝑋 ′ ⊂𝑋 такое, что для каждого 𝑥0 ∈𝑋 ′

найдётся константа 𝐾(𝑥0), обеспечивающая оценку

lim
𝑡→+0

⃦⃦⃦⃦
𝑆(𝑡)𝑥0−𝑥0

𝑡

⃦⃦⃦⃦
𝑋

⩽𝐾(𝑥0).

F4) Существуют неубывающие функции 𝐾𝑖: R+ → R+, 𝑖= 1, 2, такие, что для любого
𝜎 > 0 справедливы оценки

ˆ

ℎ

𝒩 (𝑠, 𝜎) 𝑑𝑠⩽𝐾1(𝜎)mesℎ,
ˆ

ℎ

𝒩1(𝑠, 𝜎) 𝑑𝑠⩽𝐾2(𝜎)mesℎ.

B2) Существует число 𝛽 > 0 такое, что ‖𝐵(𝑡)‖⩽𝛽 для всех 𝑡∈ [0, 𝑇0].
Отметим, что данные условия являются достаточно естественными. Поясним этот факт

подробнее. Для случаев I, II, рассмотренных в п. 2, считаем, что 𝑡*(𝑇 ) = 𝑇 −𝜅0𝑇 , 𝜅0 ∈
∈ (0, 1), поскольку при 𝑇 →+0 точка 𝑡*(𝑇 ) оказывается всё в более малой окрестности 𝑇 .
После этого для выполнения условия G3) достаточно непрерывности функции 𝑎(𝑡)> 0 или

∗) Относительно теоремы единственности для уравнения (1) см. работу [3].
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хотя бы возможности ограничить её снизу положительной константой. Для выполнения
условия F4) достаточно существенной ограниченности функций 𝒩 (·, 𝜎), 𝒩1(·, 𝜎) на некотором
фиксированном объемлющем промежутке, например, [0, 1]. По поводу условия G4) заметим,
что согласно [12, теорема 2.4] для всех 𝑥∈𝐷(𝐺): 𝑆(𝑡)𝑥∈𝐷(𝐺) и при этом существует

𝑑

𝑑𝑡
𝑆(𝑡)𝑥=𝐺𝑆(𝑡)𝑥=𝑆(𝑡)𝐺𝑥,

т.е.
lim
𝜏→0

⃦⃦⃦⃦
𝑆(𝑡+𝜏)𝑥−𝑆(𝑡)𝑥

𝜏
−𝑆(𝑡)𝐺(𝑥)

⃦⃦⃦⃦
𝑋

=0.

В частности, отсюда вытекает, что существует

lim
𝑡→+0

⃦⃦⃦⃦
𝑆(𝑡)𝑥−𝑥

𝑡

⃦⃦⃦⃦
𝑋

= ‖𝐺𝑥‖𝑋 .

Более того, согласно [12, следствие 2.5] область определения 𝐷(𝐺) всюду плотна в 𝑋 (а опе-
ратор 𝐺 является замкнутым линейным оператором). Таким образом, условие G4) заведомо
выполнено при 𝑋 ′ =𝐷(𝐺), 𝐾(𝑥0) = ‖𝐺𝑥0‖𝑋 . В случае ограниченности оператора 𝐺, как
видно из доказательства теоремы 1.2 в [12], имеет место оценка⃦⃦⃦⃦

𝑆(𝑡)−𝐼
𝑡

−𝐺
⃦⃦⃦⃦
⩽ ‖𝐺‖ max

0⩽𝑠⩽𝑡
‖𝑆(𝑠)−𝐼‖→ 0

при 𝑡→+0, откуда следует, что

lim
𝑡→+0

⃦⃦⃦⃦
𝑆(𝑡)−𝐼

𝑡

⃦⃦⃦⃦
= ‖𝐺‖.

Значит, в случае ограниченного оператора 𝐺 условие G4) выполняется при 𝑋 ′=𝑋, 𝐾(𝑥0)=
= ‖𝐺‖ ‖𝑥0‖𝑋 .

При заданных 𝑦0, 𝑦1 ∈𝑋 положим

𝜎=𝜎(𝑦0, 𝑦1)=𝑀‖𝑦0‖𝑋+𝜅−1𝑀2𝛽2‖𝑦1−𝑦0‖𝑋+1, Ω(𝑇 )= {𝑦 ∈𝐸(𝑇 ): ‖𝑦‖𝐸(𝑇 )⩽𝜎}.

Лемма 7. Пусть выполнены предположения G1), G3), G4), F1)–F4). Тогда для любых
𝑦0 ∈𝑋 ′, 𝑦1 ∈𝑋 найдётся число 𝛿1 = 𝛿1(𝑦0)> 0 такое, что для всех 𝑇 ∈ (0, 𝛿1) и 𝑦 ∈ Ω(𝑇 )
справедливы оценки

𝜅‖𝐹−1
𝑇 [𝜔𝑇 (𝑦)]‖𝑋 ⩽

‖𝑦1−𝑦0‖𝑋
𝑇

+𝐾(𝑦0)+1+𝑀𝐾2(𝜎),

𝜅‖𝐹−1
𝑇 ‖

𝑇̂

0

𝒩 (𝑡, 𝜎) 𝑑𝑡⩽𝐾1(𝜎).

Доказательство. Вторая оценка следует непосредственно из оценки нормы ‖𝐹−1
𝑇 ‖ ⩽

⩽ 1/𝛼(𝑇 ) и условий G3), F4). В силу предположения G4) найдётся 𝛿1(𝑦0)> 0 такое, что⃦⃦⃦⃦
𝑆(𝑇 )𝑦0−𝑦0

𝑇

⃦⃦⃦⃦
𝑋

⩽𝐾(𝑦0)+1 для любого 𝑇 ∈ (0, 𝛿1).

Отсюда, а также из представления 𝑦1−𝑆(𝑇 )𝑦0 = (𝑦1−𝑦0)− (𝑆(𝑇 )𝑦0−𝑦0) и предположений
G1), G3), F4) сразу же получаем первую оценку. Лемма доказана.
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Теорема 2. Пусть выполнены предположения G1), G3), G4), F1)–F4), B2). Тогда для
любых 𝑦0 ∈𝑋 ′, 𝑦1 ∈𝑋 существует число 𝛿= 𝛿(𝑦0, 𝑦1)> 0 такое, что для произвольно фик-
сированного 𝑇 ∈ (0, 𝛿) уравнение (8) однозначно разрешимо на множестве Ω(𝑇 ).

Доказательство. Определим число 𝛿= 𝛿(𝑦0, 𝑦1)> 0, исходя из условий

𝛾1(𝑦0, 𝑦1)𝛿 < 1, 𝛾1(𝑦0, 𝑦1)≡{𝑀𝐾2(𝜎)+𝑀
2𝛽2𝜅−1(𝐾(𝑦0)+1+𝑀𝐾2(𝜎))},

𝛾2(𝑦0, 𝑦1)𝛿 < 1/2, 𝛾2(𝑦0, 𝑦1)≡𝑀𝐾1(𝜎)(1+𝑀
2𝛽2𝜅−1), 𝛿⩽ 𝛿1(𝑦0),

где 𝜎 = 𝜎(𝑦0, 𝑦1). Зафиксируем произвольно 𝑇 ∈ (0, 𝛿). Воспользуемся принципом сжимаю-
щих отображений. Прежде всего докажем, что ℱ𝑇 не выводит из области Ω(𝑇 ). Выберем
произвольно 𝑦∈Ω(𝑇 ) и, пользуясь сделанными предположениями и леммой 7, при 𝑡∈ [0, 𝑇 ]
оценим

‖ℱ𝑇 [𝑦](𝑡)‖𝑋 ⩽

⩽ ‖𝑆(𝑡)𝑦0‖𝑋+

𝑡ˆ

0

‖𝑆(𝑡−𝑠)𝐵(𝑠)𝐵*(𝑠)𝑆(𝑇 −𝑠)*‖ ‖𝐹−1
𝑇 [𝜔𝑇 (𝑦)]‖𝑋 𝑑𝑠+

𝑡ˆ

0

‖𝑆(𝑡−𝑠)‖ ‖𝑓(𝑠, 𝑦(𝑠))‖𝑋 𝑑𝑠⩽

⩽𝑀‖𝑦0‖𝑋+𝑇𝜅−1𝑀2𝛽2
(︂
‖𝑦1−𝑦0‖𝑋

𝑇
+𝐾(𝑦0)+1+𝑀𝐾2(𝜎)

)︂
+𝑀

𝑇̂

0

𝒩1(𝑠, 𝜎) 𝑑𝑠⩽

⩽𝑀‖𝑦0‖𝑋+𝜅−1𝑀2𝛽2‖𝑦1−𝑦0‖𝑋+𝛿𝛾1(𝑦0, 𝑦1)⩽𝜎.

Таким образом, ℱ𝑇 [𝑦]∈Ω(𝑇 ).
Установим сжимаемость оператора ℱ𝑇 на Ω(𝑇 ). Выберем произвольно 𝑧1, 𝑧2 ∈ Ω(𝑇 ) и,

пользуясь сделанными предположениями и леммой 7, при 𝑡∈ [0, 𝑇 ] оценим

‖ℱ𝑇 [𝑧1](𝑡)−ℱ𝑇 [𝑧2](𝑡)‖𝑋 ⩽

⩽ 𝑡𝑀3𝛽2‖𝐹−1
𝑇 ‖

𝑇̂

0

‖𝑓(𝑠, 𝑧1(𝑠))−𝑓(𝑠, 𝑧2(𝑠))‖𝑋 𝑑𝑠+𝑀

𝑡ˆ

0

‖𝑓(𝑠, 𝑧1(𝑠))−𝑓(𝑠, 𝑧2(𝑠))‖𝑋 𝑑𝑠⩽

⩽

(︂
𝑀

𝑡ˆ

0

𝒩 (𝑠, 𝜎) 𝑑𝑠+ 𝑡𝑀3𝛽2‖𝐹−1
𝑇 ‖

𝑇̂

0

𝒩 (𝑠, 𝜎) 𝑑𝑠

)︂
‖𝑧1−𝑧2‖⩽

⩽ (𝑀𝐾1(𝜎)+𝑀
3𝛽2𝜅−1𝐾1(𝜎))𝛿 ‖𝑧1−𝑧2‖𝐸(𝑇 )= 𝛾2(𝑦0, 𝑦1)𝛿 ‖𝑧1−𝑧2‖𝐸(𝑇 )⩽ ‖𝑧1−𝑧2‖𝐸(𝑇 )/2.

Таким образом, ‖ℱ𝑇 [𝑧1]−ℱ𝑇 [𝑧2]‖𝐸(𝑇 ) ⩽ ‖𝑧1− 𝑧2‖𝐸(𝑇 )/2, т.е. оператор 𝐹𝑇 является сжи-
мающим на Ω(𝑇 ). Очевидно, что множество Ω(𝑇 ) замкнуто в 𝐸(𝑇 ). Согласно принципу
сжимающих отображений Каччопполи–Банаха [16, гл. XVI, § 1, теорема 1], уравнение (8)
имеет единственное решение на Ω(𝑇 ). Теорема доказана.

Допустим, что 𝑦 ∈Ω(𝑇 ) — решение уравнения (8). Положим

𝑥=𝐹−1
𝑇

[︂
𝑦1−𝑆(𝑇 )𝑦0−

𝑇̂

0

𝑆(𝑇 −𝑠)𝑓(𝑠, 𝑦(𝑠)) 𝑑𝑠
]︂
=𝐹−1

𝑇 [𝜔𝑇 (𝑦)], (9)

𝑢(𝑡)=𝐵*(𝑡)𝑆*(𝑇 − 𝑡)𝑥. Учитывая, что 𝑦 — решение (8), имеем

𝑦(𝑡)=𝑆(𝑡)𝑦0+

𝑡ˆ

0

𝑆(𝑡−𝑠)𝑓(𝑠, 𝑦(𝑠)) 𝑑𝑠+
𝑡ˆ

0

𝑆(𝑡−𝑠)𝐵(𝑠)𝑢(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑡∈ [0, 𝑇 ].
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Тогда 𝑦 — решение уравнения (7). Иначе говоря, 𝑦 ∈ C𝑤(0, 𝑇 ;𝑋) и является решением
задачи Коши (1), отвечающим управлению 𝑢, т.е. 𝑦=𝑦(𝑡;𝑢). При этом согласно определению
элемента 𝑥

𝑦1=𝑆(𝑇 )𝑦0+

𝑇̂

0

𝑆(𝑇 −𝑠)𝑓(𝑠, 𝑦(𝑠)) 𝑑𝑠+𝐹𝑇 [𝑥] =

=𝑆(𝑇 )𝑦0+

𝑇̂

0

𝑆(𝑇 −𝑠)𝑓(𝑠, 𝑦(𝑠)) 𝑑𝑠+
𝑇̂

0

𝑆(𝑇 −𝑠)𝐵(𝑠)𝑢(𝑠) 𝑑𝑠= 𝑦(𝑇 ;𝑢).

Таким образом, 𝑢 является решением исследуемой задачи управления. Из проведённых
рассуждений и теоремы 2 вытекает

Теорема 3. Пусть выполнены предположения G1), G3), G4), F1)–F4), B2). Тогда для
любых 𝑦0∈𝑋 ′, 𝑦1∈𝑋 существует число 𝛿= 𝛿(𝑦0, 𝑦1)>0 такое, что для произвольно фикси-
рованного 𝑇 ∈ (0, 𝛿) задача управления имеет решение вида (6) при некотором 𝑥∈𝑋 вида (9),
𝑦= 𝑦(𝑡;𝑢)∈Ω(𝑇 ).

Замечание 3. Теорема 3 позволяет получить оценку нормы для 𝑢 и 𝑦(𝑡;𝑢) в зависимости
от 𝑦0, 𝑦1. Для практических приложений это имеет важное значение.

5. ТОЧНАЯ УПРАВЛЯЕМОСТЬ В НЕЛИНЕЙНОМ СЛУЧАЕ
НА ПРОИЗВОЛЬНО ЗАДАННОМ ПРОМЕЖУТКЕ

Получим теперь достаточные условия глобальной по времени управляемости, т.е. на
отрезке [0, 𝑇 ] при произвольно фиксированном 𝑇 > 0. Будем предполагать выполненными
условия G1), G4), F1)–F4), а также B2), при 𝑇0=𝑇 . Условие G3) заменим следующим.

G′
3) Существуют функция 𝑎(·) ∈ 𝐿+

2 [0, 𝑇 ] и числа 𝜅0, 𝜅 ∈ (0, 1) такие, что для любого
конечного разбиения 0= 𝑡0<𝑡1< . . .< 𝑡𝑘 =𝑇 выполняются оценки

‖𝐵*(𝑡)𝑆*(𝑡𝑖− 𝑡)𝑥‖𝑋 ⩾ 𝑎(𝑡)‖𝑥‖𝑋 для п.в. 𝑡∈ (𝑡*𝑖 ; 𝑡𝑖] и для любых 𝑥∈𝑋,

𝛼𝑖=

𝑡𝑖ˆ

𝑡*𝑖

𝑎2(𝑡) 𝑑𝑡⩾𝜅(𝑡𝑖− 𝑡𝑖−1), 𝑡*𝑖 = 𝑡𝑖−1+𝜅0(𝑡𝑖− 𝑡𝑖−1), 𝑖=1, 𝑘.

Отметим, что если функция 𝑎(𝑡) равномерно ограничена снизу (допустим 𝑎(𝑡)⩾ 1), то

𝛼𝑖⩾ 𝑡𝑖− 𝑡*𝑖 =(1−𝜅0)(𝑡𝑖− 𝑡𝑖−1), 𝑖=1, 𝑘, т.е. 𝜅=1−𝜅0.

При заданных 𝑦0, 𝑦1 ∈𝑋 ′ и 𝜆∈ [0, 1] определим элементы

𝑦𝜆= 𝑦0+𝜆(𝑦1−𝑦0)=𝜆𝑦1+(1−𝜆)𝑦0.

Заметим, что

‖𝑦𝜆‖𝑋 ⩽𝜆‖𝑦1‖𝑋+(1−𝜆)‖𝑦0‖𝑋 ⩽ 𝛾(𝑦0, 𝑦1)=max{‖𝑦0‖𝑋 , ‖𝑦1‖𝑋},

‖𝑦𝜆−𝑦𝜇‖𝑋 = |𝜆−𝜇| ‖𝑦1−𝑦0‖𝑋 ⩽ ‖𝑦1−𝑦0‖𝑋 .

Соответственно константу 𝜎(𝑦0, 𝑦1), в отличие от п. 4, определим как

𝜎(𝑦0, 𝑦1)=𝑀𝛾(𝑦0, 𝑦1)+𝜅
−1𝑀2𝛽2‖𝑦1−𝑦0‖𝑋+1.
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Рассмотрим
𝑆(𝑡)𝑦𝜆−𝑦𝜆

𝑡
=𝜆

𝑆(𝑡)𝑦1−𝑦1
𝑡

+(1−𝜆)𝑆(𝑡)𝑦0−𝑦0
𝑡

. (10)

Хотя 𝑦𝜆 могут и не принадлежать 𝑋 ′, тем не менее из условия G4) получаем, что его
аналог выполнен и для 𝑦𝜆 при 𝐾(𝑦𝜆) =𝐾(𝑦0, 𝑦1) =max{𝐾(𝑦0),𝐾(𝑦1)}. С учётом представ-
ления (10) совершенно аналогично доказательству леммы 7 устанавливается существование
числа 𝛿1(𝑦0, 𝑦1)> 0 такого, что⃦⃦⃦⃦

𝑆(𝑡)𝑦𝜆−𝑦𝜆
𝑡

⃦⃦⃦⃦
𝑋

⩽𝐾(𝑦0, 𝑦1)+1, 𝑡∈ (0, 𝛿1), 𝜆∈ [0, 1].

Аналогично тому как это было сделано при доказательстве теоремы 2, определим число
𝛿= 𝛿(𝑦0, 𝑦1)> 0, исходя из условий

𝛾1(𝑦0, 𝑦1)𝛿 < 1, 𝛾1(𝑦0, 𝑦1)≡{𝑀𝐾2(𝜎)+𝑀
2𝛽2𝜅−1(𝐾(𝑦0, 𝑦1)+1+𝑀𝐾2(𝜎))},

𝛾2(𝑦0, 𝑦1)𝛿 < 1/2, 𝛾2(𝑦0, 𝑦1)≡𝑀𝐾1(𝜎)(1+𝑀
2𝛽2𝜅−1), 𝛿⩽ 𝛿1(𝑦0, 𝑦1),

где 𝜎=𝜎(𝑦0, 𝑦1).
Теперь зафиксируем произвольное разбиение 0= 𝑡0<𝑡1<. . .<𝑡𝑘=𝑇 c max𝑖=1,𝑘(𝑡𝑖−𝑡𝑖−1)<𝛿.

Будем рассматривать локальные аналоги уравнения (7):

𝑦(𝑡)=𝑆(𝑡)𝑦0+

𝑡ˆ

0

𝑆(𝑡−𝑠)𝑓(𝑠, 𝑦(𝑠)) 𝑑𝑠+
𝑡ˆ

0

𝑆(𝑡−𝑠)𝐵(𝑠)𝑢(𝑠) 𝑑𝑠, 𝑡∈ [0, 𝑡𝑖], 𝑦 ∈𝐸𝑖, (ℰ𝑖)

𝐸𝑖=𝐿∞(0, 𝑡𝑖;𝑋), 𝑖=1, 𝑘. Выберем числа 𝜆𝑖 ∈ [0, 1], 𝑖=1, 𝑘−1, 𝜆𝑘 =1.
Рассмотрим локальную по времени задачу управления при 𝑖 = 1: найти управление

𝑢1 ∈𝐿2(0, 𝑡1;𝑋) такое, что существует соответствующее решение уравнения (ℰ1), удовлетво-
ряющее условию 𝑦(𝑡1;𝑢1) = 𝑦𝜆1 . Согласно теореме 3 эта задача управления имеет решение
вида

𝑢1(𝑡)=𝐵*(𝑡)𝑆(𝑡1− 𝑡)*𝑥1, 𝑥1 ∈𝑋.

Считая, что управление 𝑢(𝑡) на [0, 𝑡1] уже определено как 𝑢1(𝑡), уравнение (ℰ2) достаточно
рассмотреть лишь на [𝑡1, 𝑡2]. На этом промежутке оно может быть переписано в виде

𝑦(𝑡)=𝑆(𝑡− 𝑡1)𝑦𝜆1 +

𝑡ˆ

𝑡1

𝑆(𝑡−𝑠)[𝑓(𝑠, 𝑦(𝑠))+𝐵(𝑠)𝑢(𝑠)] 𝑑𝑠, 𝑡∈ [𝑡1, 𝑡2], 𝑦 ∈𝐸′
2, (ℰ ′

2)

𝐸′
𝑖=2=𝐿∞(𝑡1, 𝑡2;𝑋). Действительно, это следует из соотношений

𝑆(𝑡− 𝑡1)𝑆(𝑡1)=𝑆(𝑡), 𝑆(𝑡− 𝑡1)𝑆(𝑡1−𝑠)=𝑆(𝑡−𝑠),

которые вытекают непосредственно из полугруппового свойства.
Если сделать замену 𝜏 = 𝑡− 𝑡1 ∈ [0, 𝑡2− 𝑡1], то уравнение (ℰ ′

2) преобразуется к виду

𝑦(𝑡1+𝜏)=𝑆(𝜏)𝑦𝜆1 +

𝜏+𝑡1ˆ

𝑡1

𝑆(𝜏+ 𝑡1−𝑠)[𝑓(𝑠, 𝑦(𝑠))+𝐵(𝑠)𝑢(𝑠)] 𝑑𝑠

или, после замены 𝑠− 𝑡1= 𝜉,

𝑦(𝑡1+𝜏)=𝑆(𝜏)𝑦𝜆1 +

𝜏ˆ

0

𝑆(𝜏−𝜉)[𝑓(·, 𝑦(·))+𝐵(·)𝑢(·)](𝜉+ 𝑡1) 𝑑𝜉, 𝜏 ∈ [0, 𝑡2− 𝑡1], (ℰ ′′
2 )
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𝑦(𝜏) = 𝑦(𝑡1+ 𝜏), 𝑦 ∈ 𝐸′′
2 , 𝐸′′

𝑖=2 = 𝐿∞(0, 𝑡2− 𝑡1;𝑋). Уравнение (ℰ ′′
2 ) имеет вид уравнения (7)

при 𝑇 = 𝑡2− 𝑡1 (или уравнения (ℰ1) при замене 𝑡1 на 𝑡2− 𝑡1). Поэтому к нему опять при-
менимо утверждение теоремы 3. Таким образом, на [𝑡1, 𝑡2] существует управление вида
𝑢2(𝑡)=𝐵*(𝑡)𝑆(𝑡2− 𝑡)𝑥2, 𝑥2 ∈𝑋, для которого уравнение (ℰ ′

2) имеет решение 𝑦(𝑡;𝑢2), удовле-
творяющее условиям 𝑦(𝑡2;𝑢2)=𝑦𝜆2 , ‖𝑦(𝑡;𝑢2)‖𝑋 ⩽𝜎(𝑦0, 𝑦1). Тогда на отрезке [0, 𝑡2] существует
управление вида

𝑢(𝑡)=

⎧⎨⎩𝐵
*(𝑡)𝑆(𝑡1− 𝑡)𝑥1, 𝑡∈ [0, 𝑡1], 𝑥1 ∈𝑋,

𝐵*(𝑡)𝑆(𝑡2− 𝑡)𝑥2, 𝑡∈ [𝑡1, 𝑡2], 𝑥2 ∈𝑋,

для которого уравнение (ℰ2) имеет решение 𝑦(𝑡;𝑢), удовлетворяющее условиям

𝑦(𝑡1;𝑢)= 𝑦𝜆1 , 𝑦(𝑡2;𝑢)= 𝑦𝜆2 , ‖𝑦(𝑡;𝑢)‖𝑋 ⩽𝜎(𝑦0, 𝑦1), 𝑡∈ [0, 𝑡2].

Продолжив эти рассуждения по индукции, получим, что справедлива
Теорема 4. Пусть выполнены предположения G1), G′

3), G4), F1)–F4), B2) (при 𝑇0=𝑇 ).
Тогда для любых 𝑦0, 𝑦1 ∈ 𝑋 ′ существует число 𝛿 = 𝛿(𝑦0, 𝑦1) > 0 такое, что для всякого
разбиения 0 = 𝑡0 < 𝑡1 < . . . < 𝑡𝑘 = 𝑇 мелкости, меньшей 𝛿, и любого набора чисел 𝜆𝑖 ∈ [0, 1],
𝑖=1, 𝑘−1, существует управление 𝑢∈𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋) вида

𝑢(𝑡)=𝐵*(𝑡)𝑆(𝑡𝑖− 𝑡)*𝑥𝑖, 𝑡∈ (𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖], 𝑥𝑖 ∈𝑋, 𝑖=1, 𝑘,

для которого уравнение (7) (или, равносильно, задача (1)) имеет решение 𝑦(𝑡;𝑢), удовлетво-
ряющее условиям

𝑦(𝑡𝑖;𝑢)= 𝑦𝜆𝑖
, 𝑖=1, 𝑘−1, 𝑦(𝑇 ;𝑢)= 𝑦1, ‖𝑦(𝑡;𝑢)‖𝑋 ⩽𝜎(𝑦0, 𝑦1), 𝑡∈ [0, 𝑇 ].

Замечание 4. Утверждения теорем 2–4 останутся справедливыми и без предположения
G4) при замене 𝑋 ′ на 𝑋, если соответствующие константы определить следующим образом:

𝜎(𝑦0, 𝑦1)=𝑀𝛾(𝑦0, 𝑦1)+𝜅
−1𝑀2𝛽2(1+𝑀)𝛾(𝑦0, 𝑦1)+1,

𝛾1(𝑦0, 𝑦1)≡{𝑀𝐾2(𝜎)+𝑀
3𝛽2𝜅−1𝐾2(𝜎)}.

Изменение в доказательствах весьма незначительно: вместо первой оценки из леммы 7 будет
использоваться очевидная оценка

𝜅 ‖𝐹−1
𝑇 [𝜔𝑇 (𝑦)]‖𝑋 ⩽

‖𝑦1‖𝑋+𝑀‖𝑦0‖𝑋
𝑇

+𝑀𝐾2(𝜎),

справедливая вне зависимости от величины 𝑇 > 0 (т.е. определение 𝛿1 на этот раз не тре-
буется). Однако соответствующие оценки норм 𝑦(𝑡;𝑢) и 𝑢(𝑡) оказываются более грубыми.

6. ПРИМЕРЫ

Прежде всего необходимо сделать замечание относительно случая ЛОО 𝐺: 𝑋→𝑋 для
задачи (2).

Замечание 5. Как уже пояснялось в п. 2, уже из того факта, что 𝐺: 𝑋→𝑋 — ЛОО,
следует, что он является инфинитезимальным генератором равномерно непрерывной (а следо-
вательно, сильно непрерывной) полугруппы (которая определяется однозначно). При этом 𝐺
может рассматриваться и как ЛОО 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋)→𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋). Как показано в [11, гл. V, § 1.3,
теорема 1.3], при сделанных предположениях для любых 𝑥0 ∈𝑋, 𝑧 ∈𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋) задача ви-
да (2) с производной, понимаемой в смысле распределений, имеет единственное решение
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𝑥∈C(0, 𝑇 ;𝑋) с производной 𝑥′ ∈𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋). Более того, определённое тем самым соответ-
ствие {𝑥0; 𝑧}→{𝑥;𝑥′} непрерывно как отображение

𝑋×𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋)→C(0, 𝑇 ;𝑋)×𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋).

При этом, как указано в [11, гл. V, § 1.3, замеч. 1.4], если 𝑥∈𝐿2(0, 𝑇 ;𝑋) является решением,
то отсюда в силу [11, гл. IV, теоремы 1.6, 1.7] вытекают следующие факты:

1) функция 𝑥: [0, 𝑇 ]→𝑋 непрерывна и п.в. на [0, 𝑇 ] (сильно) дифференцируема;
2) имеет место тождество 𝑥(𝑡)=𝑥0+

´ 𝑡
0{𝐺𝑥(𝑠)+𝑧(𝑠)} 𝑑𝑠 для любого 𝑡∈ [0, 𝑇 ];

3) для п.в. 𝑡∈ [0, 𝑇 ] производная в смысле распределений (по этому поводу см. также
[11, с. 169]) 𝑥′(𝑡)=𝐺𝑥(𝑡)+𝑧(𝑡).

Для сильной производной (см. 1)) справедливо тождество [17, доказательство леммы 2.2]

𝑑

𝑑𝑡
[𝑥(𝑡), 𝜔] = [𝑥′(𝑡), 𝜔], 𝜔 ∈𝑋.

Таким образом, в силу 3) получаем

𝑑

𝑑𝑡
[𝑥(𝑡), 𝜔] = [𝐺𝑥(𝑡)+𝑧(𝑡), 𝜔] = [𝑥(𝑡), 𝐺*𝜔]+[𝑧(𝑡), 𝜔], 𝜔 ∈𝑋.

Это означает, что 𝑥 есть решение задачи (2) также и в слабом смысле.

6.1. ПСЕВДОПАРАБОЛИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ

Пусть 𝑛⩾2 — заданное натуральное число, область Ω⊂R𝑛 ограничена и строго липшицева
(для этого достаточно выпуклости). Для числа 𝛾 > 0 обозначим через A(𝛾) класс всех мат-
ричных функций 𝐴=𝐴(·)={𝑎𝑖𝑗(·)}𝑛𝑖,𝑗=1∈𝐿𝑛×𝑛

∞ (Ω), удовлетворяющих условию 𝐴(𝑥)𝜉 ·𝜉⩾𝛾 |𝜉|2
для всех 𝜉 ∈R𝑛, п.в. 𝑥∈Ω (здесь “ · ” означает скалярное произведение в пространстве R𝑛).
Для 𝐽,𝐾 ∈A(𝛾), 𝑤 ∈𝐻1

0 (Ω), 𝑎, 𝑏∈𝐿+
∞(Ω), 𝑧 ∈𝐿2(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)), 𝑄∈𝐿2(0, 𝑇 ;𝐿

𝑛
2 (Ω)) рассмотрим

в цилиндре Π𝑇 = [0;𝑇 ]×Ω задачу

− div

(︂
𝐽∇𝜕𝜙

𝜕𝑡

)︂
+𝑎

𝜕𝜙

𝜕𝑡
−div(𝐾∇𝜙)+𝑏𝜙= 𝑧−div𝑄, (𝑡, 𝑥)∈Π𝑇 ,

𝜙(𝑡, ·)|𝜕Ω=0, 𝑡∈ [0, 𝑇 ]; 𝜙(0, 𝑥)=𝑤(𝑥), 𝑥∈Ω. (11)

Уравнения вида (11) возникают при моделировании процессов теплопереноса [18], филь-
трации в пористых средах [19–21], волновых процессов [22], квазистационарных процессов
в кристаллических полупроводниках [23] (см. также обзор литературы в [23]).

Обозначим 𝐻 = 𝐻1
0 (Ω). Решение начально-краевой задачи (11) будем понимать как

функцию 𝜙(𝑡, 𝑥) ∈ C(0, 𝑇 ;𝐻), обладающую производной в смысле распределений из клас-
са 𝐿2(0, 𝑇 ;𝐻) и удовлетворяющую начальному условию, а также тождеству

𝐷[𝜕𝜙/𝜕𝑡, 𝜔]+𝐵[𝜙, 𝜔] =𝜓(𝑡)[𝜔], 𝜔 ∈𝐻1
0 (Ω), 𝑡∈ [0, 𝑇 ],

𝐷[𝜒, 𝜔]≡
ˆ

Ω

[𝐽∇𝜒 ·∇𝜔+𝑎𝜒𝜔] 𝑑𝑥, 𝐵[𝜒, 𝜔]≡
ˆ

Ω

[𝐾∇𝜒 ·∇𝜔+𝑏𝜒𝜔] 𝑑𝑥,

𝜓(𝑡)[𝜔]≡
ˆ

Ω

[𝑧(𝑡, 𝑥)𝜔(𝑥)+𝑄⃗(𝑡, 𝑥) ·∇𝜔(𝑥)] 𝑑𝑥, 𝜒, 𝜔 ∈𝐻1
0 (Ω).
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Поставленная задача уже подробно анализировалась в статье [24]. Там же было показано,
что она может быть переписана в виде задачи Коши для операторного дифференциального
уравнения

𝑑𝜙

𝑑𝑡
+𝑅−1𝑆[𝜙(𝑡)] =𝑅−1[𝑍(𝑡)], 𝑡∈ [0, 𝑇 ]; 𝜙(0)=𝑤, (12)

где для сопряжения с абстрактной теорией принято обозначение 𝜙(𝑡)=𝜙(𝑡, ·); 𝑅,𝑆: 𝐻→𝐻 —
ЛОО, обратимые на всем пространстве 𝐻; 𝑍∈𝐿2(0, 𝑇 ;𝐻) однозначно определяется из условия
𝜓(𝑡)[𝜔] = (𝑍(𝑡), 𝜔) для всех 𝜔 ∈𝐻; ‖𝑍(𝑡)‖= ‖𝜓(𝑡)‖. Имеет место оценка

‖𝑍(𝑡)‖𝐻 ⩽ ‖𝑧(𝑡, ·)‖𝐿2(Ω)+‖𝑄(𝑡, ·)‖𝐿𝑛
2 (Ω).

Уравнение (12) имеет вид уравнения (2). За счёт ограниченности оператора 𝐺=−𝑅−1𝑆 для
любой правой части указанного вида существует на самом деле сильное решение 𝜙∈C(0,𝑇 ;𝐻).
Но очевидно, что оно совпадает со слабым. Поэтому применимы полученные нами выше
результаты (в случае ограниченного оператора 𝐺) для соответствующего управляемого урав-
нения, в том числе полулинейного вида. При замене 𝑧(𝑡, 𝑥) на 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝜙(𝑡, 𝑥))+𝑢1(𝑡, 𝑥) и 𝑄(𝑡, 𝑥)
на 𝑄(𝑡, 𝑥, 𝜙(𝑡, 𝑥))+ 𝑢̄2(𝑡, 𝑥) вместо 𝑍(𝑡) получим сумму ℎ(𝑡, 𝜙(𝑡))+𝑈(𝑡), где при соответству-
ющих условиях относительно функций 𝑔, 𝑢1, 𝑢̄2:

𝑔(𝑡, 𝑥, 𝜙(𝑡, 𝑥))∈𝐿2(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)), 𝑄(𝑡, 𝑥, 𝜙(𝑡, 𝑥))∈𝐿2(0, 𝑇 ;𝐿
𝑛
2 (Ω)), 𝜙∈𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐻);

𝑢1 ∈𝐿2(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)), 𝑢̄2 ∈𝐿2(0, 𝑇 ;𝐿
𝑛
2 (Ω)),

имеем ℎ(𝑡, 𝜙)∈𝐻 для п.в. 𝑡∈ [0, 𝑇 ], 𝜙∈𝐻,

ℎ(·, 𝜙(·)) :𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐻)→𝐿2(0, 𝑇 ;𝐻), (ℎ(𝑡, 𝜙(𝑡)), 𝜔)=
ˆ

Ω

{𝑔(𝑡, ·, 𝜙(𝑡))𝜔+𝑄(𝑡, ·, 𝜙(𝑡)) ·∇𝜔} 𝑑𝑥,

𝑈 ∈𝐿2(0, 𝑇 ;𝐻), (𝑈(𝑡), 𝜔)=
ˆ

Ω

{𝑢1(𝑡, ·)𝜔+ 𝑢̄2(𝑡, ·) ·∇𝜔} 𝑑𝑥, 𝜔 ∈𝐻.

Тем самым приходим к задаче вида (1) (при замене 𝑦 на 𝜙, 𝑋 на 𝐻) с функциями 𝑓(𝑡, 𝜙)=
=𝑅−1ℎ(𝑡, 𝜙), 𝑢(𝑡)=𝑅−1𝑈(𝑡), 𝐵(𝑡)= 𝐼. Условие F1) будет, очевидно, выполнено. Покажем, во
что трансформируются условия F2), F3). Для выполнения условия F2) достаточно обеспечить
неравенство

‖𝑓(𝑡, 𝜙1)−𝑓(𝑡, 𝜙2)‖𝐻 ⩽ ‖𝑅−1‖ ‖ℎ(𝑡, 𝜙1)−ℎ(𝑡, 𝜙2)‖𝐻 ⩽

⩽ ‖𝑅−1‖
(︀
‖𝑔(𝑡, ·, 𝜙1)−𝑔(𝑡, ·, 𝜙2)‖𝐿2(Ω)+‖𝑄(𝑡, ·, 𝜙1)−𝑄(𝑡, ·, 𝜙2)‖𝐿𝑛

2 (Ω)

)︀
⩽𝒩 (𝑡,𝑀) ‖𝜙1−𝜙2‖𝐻

для п.в. 𝑡∈ [0, 𝑇 ], 𝜙𝑖 ∈𝐻, ‖𝜙𝑖‖𝐻 ⩽𝑀 , 𝑖= 1, 2. И аналогично, для выполнения условия F3)
достаточно обеспечить выполнение неравенства

‖𝑓(𝑡, 𝜙)‖𝐻 ⩽ ‖𝑅−1‖ ‖ℎ(𝑡, 𝜙)‖𝐻 ⩽ ‖𝑅−1‖ {‖𝑔(𝑡, ·, 𝜙)‖𝐿2(Ω)+‖𝑄(𝑡, ·, 𝜙)‖𝐿𝑛
2 (Ω)}⩽𝒩1(𝑡,𝑀)

для п.в. 𝑡∈ [0, 𝑇 ], 𝜙∈𝐻, ‖𝜙‖𝐻 ⩽𝑀 . Условие F4) — это всего лишь условие на оценочные
функции 𝒩 , 𝒩1.

Представление вида 𝑢(𝑡)=𝑅−1𝑈(𝑡)=𝐵*(𝑡)𝑆(𝑇−𝑡)*𝜉=𝑆(𝑇−𝑡)*𝜉, 𝜉∈𝐻, трансформируется
в 𝑈(𝑡)=𝑅𝑆(𝑇 − 𝑡)*𝜉. Управления в исходной задаче определяются из тождества

(𝑈(𝑡), 𝜔)= (𝑅𝑆(𝑇 − 𝑡)*𝜉, 𝜔)=
ˆ

Ω

(︀
𝑢1(𝑡, 𝑥)𝜔(𝑥)+ 𝑢̄2(𝑡, 𝑥) ·∇𝜔(𝑥)

)︀
𝑑𝑥
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для всех 𝜔 ∈𝐻. Скалярное произведение на 𝐻 можно понимать как

(𝑈(𝑡), 𝜔)=
ˆ

Ω

(︀
𝑈(𝑡)(𝑥)𝜔(𝑥)+∇𝑈(𝑡)(𝑥) ·∇𝜔(𝑥)

)︀
𝑑𝑥.

Соответственно, управления 𝑢1(𝑡, ·)=𝑅𝑆(𝑇 − 𝑡)*𝜉, 𝑢̄2(𝑡, ·)=∇𝑅𝑆(𝑇 − 𝑡)*𝜉.
Покажем, что условие G′

3) выполняется естественным образом. Действительно, в силу
ограниченности оператора 𝐺 и в соответствии с рассуждениями из п. 2 (случай I) найдётся
константа 𝛿 > 0 такая, что при выполнении условий 0< (𝑡𝑖− 𝑡*𝑖 )<𝛿 имеет место оценка

‖𝑆*(𝑡𝑖− 𝑡)𝑥‖𝑋 ⩾
1

2
‖𝑥‖𝑋 для п.в. 𝑡∈ (𝑡*𝑖 , 𝑡𝑖] и любых 𝑥∈𝑋.

Соответственно, для 𝐵(𝑡)= 𝐼 имеем

‖𝐵*(𝑡)𝑆*(𝑡𝑖− 𝑡)𝑥‖𝑋 = ‖𝑆*(𝑡𝑖− 𝑡)𝑥‖𝑋 ⩾
1

2
‖𝑥‖𝑋

при п.в. 𝑡∈ (𝑡*𝑖 , 𝑡𝑖] и любых 𝑥∈𝑋. Тем самым условие G′
3) выполняется при 𝑎(𝑡)≡1/2. Стало

быть, теорема 4 применима.

6.2. ВОЛНОВОЕ УРАВНЕНИЕ

Пусть 𝑇 > 0, Ω ⊂ R𝑛 — открытое ограниченное множество с границей Γ. Положим
𝑄=Ω× (0, 𝑇 ], Σ=Γ× (0, 𝑇 ]. В качестве управляемой начально-краевой задачи рассмотрим
задачу об отыскании функции 𝜙(𝑥, 𝑡) : Ω× [0, 𝑇 ]→R такой, что

𝜕2𝜙

𝜕𝑡2
−Δ𝜙= 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝜙)+𝑈(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡)∈𝑄; (13)

𝜙
⃒⃒
Σ
=0; 𝜙(𝑥, 0)=𝜙0(𝑥),

𝜕𝜙

𝜕𝑡
(𝑥, 0)=𝜓0(𝑥), 𝑥∈Ω. (14)

Задача (13), (14) уже подробно анализировалась в [3] (см. также [25, разд. 10.3]). Было
показано, что она сводится к задаче (1), 𝐵(𝑡)≡ 𝐼, причём относительно оператора 𝐺 имеет
место ситуация, описанная в п. 2 (случай II), с выполнением условий G1) (𝑀 = 1), G*);
𝑋 =H1

0(Ω)×𝐿2(Ω) со скалярным произведением

[𝜂1, 𝜂2]𝑋 =
ˆ

Ω

∇𝜙1 ·∇𝜙2 𝑑𝑥+
ˆ

Ω

𝜓1𝜓2 𝑑𝑥.

Примем 𝜙(𝑡)=𝜙(·, 𝑡), 𝑔(𝑡, 𝜙)= 𝑔(·, 𝑡, 𝜙). Условия F1), F2), F3) конкретизируются следующим
образом.

F1) Для всех 𝜙∈𝐸 =𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑋) отображение [0, 𝑇 ]∋ 𝑡→ 𝑔(𝑡, 𝜙(𝑡)) принадлежит классу
𝑍 =𝐿2(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)).

F2) Существует функция 𝒩 =𝒩 (𝑡,𝑀): [0, 𝑇 ]×R+→R+, суммируемая по 𝑡∈ [0, 𝑇 ] и неубы-
вающая по 𝑀 ∈R+, такая, что для всех 𝜙𝑖 ∈H1

0(Ω), ‖𝜙𝑖‖⩽𝑀 , 𝑖=1, 2, п.в. 𝑡∈ [0, 𝑇 ] имеем
‖𝑔(𝑡, 𝜙1)−𝑔(𝑡, 𝜙2)‖𝐿2(Ω)⩽𝒩 (𝑡,𝑀)‖𝜙1−𝜙2‖H1

0(Ω).
F3) Существует функция 𝒩1(𝑡, 𝑟): [0, 𝑇 ]×R+ →R+, неубывающая по 𝑟 и суммируемая

по Лебегу по 𝑡, такая, что ‖𝑔(𝑡, 𝜉)‖𝐿2(Ω)⩽𝒩1(𝑡,𝑀) для всех 𝑀 > 0, 𝜉 ∈H1
0(Ω), ‖𝜉‖⩽𝑀 , п.в.

𝑡∈ [0, 𝑇 ].
Как показано в [3, лемма 2.2], из выполнения условий G1) (𝑀 = 1), G*) вытекают

равенства
‖𝑆(𝑡)𝑥‖𝑋 = ‖𝑆(𝑡)*𝑥‖𝑋 = ‖𝑥‖𝑋 , 𝑥∈𝑋, 𝑡⩾ 0.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 3 2024



О ТОЧНОЙ ГЛОБАЛЬНОЙ УПРАВЛЯЕМОСТИ 415

Таким образом, для 𝐵(𝑡)= 𝐼 имеем

‖𝐵*(𝑡)𝑆*(𝑡𝑖− 𝑡)𝑥‖𝑋 = ‖𝑆*(𝑡𝑖− 𝑡)𝑥‖𝑋 = ‖𝑥‖𝑋

для п.в. 𝑡∈ (𝑡𝑖−1, 𝑡𝑖] и любых 𝑥∈𝑋. Тем самым условие G′
3) выполняется при 𝑎(𝑡)≡1. Значит,

теорема 4 применима.
В [3] точная управляемость задачи (13), (14) устанавливалась при условии достаточной

малости промежутка времени [0, 𝑇 ] и (фактически) требовании о подлинейном росте функции
𝑔(𝑥, 𝑡, 𝜙) по 𝜙 в окрестности бесконечности. На этот раз установлена точная управляемость
в заданное конечное состояние (а также в заданные промежуточные состояния в промежу-
точные моменты времени) на произвольно фиксированном (без дополнительных условий)
интервале времени [0, 𝑇 ] в предположении локальной липшицевости функции 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝜙) по 𝜙.
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ON EXACT GLOBAL CONTROLLABILITY
OF A SEMILINEAR EVOLUTIONARY EQUATION

A. V. Chernov

National Research Lobachevsky State University of Nizhny Novgorod, Russia
e-mail: chavnn@mail.ru

For a Cauchy problem associated with a controlled semilinear evolutionary equation with optionally
bounded operator in a Hilbert space we obtain sufficient conditions for exact controllability to a given
final state (and also to given intermediate states at intermediate time moments) on a arbitrarily fixed
(without additional conditions) time interval. Here we use the Minty–Browder’s theorem and also
a chain technology of successive continuation of the solution to a controlled system to intermediate
states. As examples we consider a semilinear pseudoparabolic equation and a semilinear wave equation.

Keywords: semilinear evolutionary equation, Hilbert space, optionally bounded operator, exact global
controllability.
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ВВЕДЕНИЕ

Существует много практически интересных медицинских и физиологических проблем,
исследования которых требуют аккуратных и точных расчётов многомерных течений в кро-
веносных сосудах. Ещё более важным и сложным является расчёт течения крови в выделен-
ном сосуде как в элементе общей системы кровообращения с учётом взаимовлияния общей
и локальной гемодинамики. Такая постановка задачи, с одной стороны, является вполне есте-
ственной, а с другой — её реализация требует решения по крайней мере трёх сложнейших
задач. Первая — это создание эффективного алгоритма численного решения многомерных
уравнений, описывающих ток жидкости в объёмном сосуде. Как правило, соответствующий
алгоритм базируется на решении многомерных уравнений Навье–Стокса и их модификаций
в области различной степени сложности. Вторая задача — создание моделей и численных ал-
горитмов для воспроизведения кровотока в замкнутой системе кровообращения. В настоящее
время глобальный кровоток в основном описывается на базе квазиодномерного приближе-
ния. И третья задача — объединение многомерной модели кровотока в выделенном сосуде
с квазиодномерной моделью кровообращения во всём организме. Особенности и возмож-
ные решения второй задачи (построения квазиодномерных моделей глобального кровотока
и методов их решения) приведены в ряде работ (см., например [1–4]). Описание системы
сосудов на базе квазиодномерных моделей позволяет предложить вариант решения третьей
задачи — совмещение с двух- и трехмерными моделями. Базовые подходы к решению этой
проблемы содержатся, например, в работах [5–7].

Первая задача, на первый взгляд, мало отличается от традиционной задачи — числен-
ного решения многомерных уравнений Навье–Стокса в области заданного вида. Количество
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работ на эту тему очень велико, а их обзор не является целью данной статьи. Но чис-
ленный алгоритм расчёта гемодинамики отдельного сосуда (как элемента системы) должен
удовлетворять ряду дополнительных специфических требований в диапазоне от разумной
вычислительной сложности и робастности до консервативности, бездиссипативности и вос-
произведения свойств характерных течений. Обзор особенностей гемодинамических расчётов
и большое количество литературы на эту тему можно найти, например, в [8, 9].

Построению эффективного численного алгоритма расчёта течения крови в объёмном
сосуде посвящена и данная работа. На первом этапе рассмотрим течение слабосжимаемой
жидкости в отдельном сосуде с подвижными стенками в цилиндрических координатах в пред-
положении осевой симметрии. Полагаем, что осесимметричная подвижность стенок может
быть как заданной, так и обуславливаться внутрисосудистым давлением и эластическими
свойствами стенок сосуда, и тем самым заранее неизвестна. Построение уравнений для опи-
сания такого течения удобно проводить в смешанных эйлерово-лагранжевых (СЭЛ) коорди-
натах и в общем случае это не является проблемой. Но при численном решении этой задачи
возникает необходимость обеспечить корректность подвижной сетки и вычислить якобиан,
участвующий в СЭЛ формулировке задачи. Оба процесса являются трудоёмкими. Для того
чтобы избежать указанных сложностей в численном решении, в данной работе предлагается
заранее учитывать при построении СЭЛ уравнений определённый тип подвижности дискрет-
ной сетки и тип вычислительного алгоритма — сеточно-характеристический метод [10]. Учёт
суммарного численного алгоритма при получении СЭЛ позволяет значительно упростить по-
строение вычислительного алгоритма, повысить надёжность и эффективность предлагаемой
разностной схемы.

1. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ
1.1. УРАВНЕНИЯ В ПЕРЕМЕННЫХ ЭЙЛЕРА

Рассмотрим осесимметричные течения в трёхмерном пространстве в цилиндрической
системе координат (𝑥, 𝑟, 𝜑) и произвольную односвязную область с гладкой границей в трёх-
мерном пространстве. Будем считать, что ротор поля скоростей вдоль оси 𝑋 в среде

−→
𝑊 =

=(𝑊𝑥,𝑊𝑟,𝑊𝜑)= (𝑢, 𝑣, 𝑤) равен нулю, т.е. 𝑤=0.
Положим, что среда является баротропной, т.е. давление 𝑃 в ней зависит только от её

плотности 𝜌, 𝑃 =𝑃 (𝜌).
Пусть 𝐺 — элемент области, 𝜕𝐺 — её граница. Уравнения баланса массы и импульса

в интегральной форме имеют следующий вид [11]:
‹

𝜕𝐺

𝜌(
−→
𝑊 ·−→𝑛 )𝑑𝑠=

˚

𝐺

div(𝜌
−→
𝑊 )𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑥=

˚

𝐺

[︂
𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
+
1

𝑟

𝜕(𝑟𝜌𝑣)

𝜕𝑟

]︂
𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑥,

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

˚

𝐺

𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑡
𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑥=−

‹

𝜕𝐺

𝜌𝑢(
−→
𝑊 ·−→𝑛 ) 𝑑𝑠−

‹

𝜕𝐺

𝑃𝑛𝑥 𝑑𝑠,

˚

𝐺

𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑡
𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑥=−

‹

𝜕𝐺

𝜌𝑣(
−→
𝑊 ·−→𝑛 ) 𝑑𝑠−

‹

𝜕𝐺

𝑃𝑛𝑟 𝑑𝑠.

Уравнения неразрывности и движения в дифференциальном виде записываются как

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+
𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
+
1

𝑟

𝜕(𝑟𝜌𝑣)

𝜕𝑟
=0,

𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑡
+
𝜕(𝜌𝑢2)

𝜕𝑥
+
1

𝑟

𝜕(𝑟𝜌𝑢𝑣)

𝜕𝑟
+
𝜕𝑃

𝜕𝑥
=0,

𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑡
+
𝜕(𝜌𝑣𝑢)

𝜕𝑥
+
1

𝑟

𝜕(𝑟𝜌𝑣2)

𝜕𝑟
+
𝜕𝑃

𝜕𝑟
=0.
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Эти уравнения совместно с уравнением состояния баротропной среды 𝑃 =𝑃 (𝜌) составляют
замкнутую систему уравнений в эйлеровых координатах. Следует отметить, что в неё не
входит уравнение баланса энергии, поскольку мы полагаем, что давление не зависит от
температуры.

Обычно задачи взаимодействия жидкости и подвижной структуры (в данном случае
подвижных или эластичных стенок) задаются в разных системах координат. Параметры
течения жидкости заданы в эйлеровой системе координат: скорость и давление жидкости
в пространственных точках (𝑥, 𝑟, 𝜑)∈𝐺, где 𝐺 — физическая область, занимаемая жидко-
стью. Упругие структуры обычно задаются в лагранжевой системе координат: наблюдается
смещение 𝑢′ материальных точек (𝑥′, 𝑟′, 𝜑′)∈𝐺(𝑡) в отсчётной области 𝐺(𝑡). Сформулируем
задачу взаимодействия жидкости и подвижной границы в общем виде.

1.2. УРАВНЕНИЯ БАРОТРОПНОЙ СРЕДЫ
В СМЕШАННЫХ ЭЙЛЕРОВО-ЛАГРАНЖЕВЫХ ПЕРЕМЕННЫХ

Объединим задачу взаимодействия жидкости и стенок сосуда за счёт СЭЛ переменных.
В трёхмерном пространстве рассмотрим произвольную односвязную область 𝐺(𝑡) с по-

движной гладкой границей 𝜕𝐺(𝑡). Будем считать, что в каждый момент времени известны
деформации −→𝑝 =(𝑥, 𝑟, 𝜑) и скорости деформации этой границы −̇→𝑝 =(𝑥̇, 𝑟̇, 𝜑̇). В рамках данной
работы ограничимся рассмотрением осесимметрических течений, т.е. 𝜑̇= 0. Функции −→𝑝 и
−̇→𝑝 , описывающие границу 𝜕𝐺(𝑡), полагаем заданными во всех точках пространства (𝑥, 𝑟, 𝜑).

В указанных условиях рассмотрим процедуру нахождения уравнения неразрывности
в СЭЛ переменных. Изменение массы 𝑀𝐺(𝑡), заключённой в объёме 𝐺(𝑡), определим как

𝜕𝑀𝐺(𝑡)

𝜕𝑡
=
𝜕

𝜕𝑡

˚

𝐺(𝑡)

𝜌𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑥. (1)

Область интегрирования зависит от времени, и для того чтобы занести производную по
времени под знак интеграла отобразим подвижную область 𝐺(𝑡), заданную в пространстве
(𝑥, 𝑟, 𝜑), на неподвижную область Ω в опорных переменных (𝛼, 𝛽, 𝛾).

Будем считать, что это отображение не вырождено и его якобиан 𝐽 всюду больше нуля:

𝐽 =
𝜕(𝑥, 𝑟, 𝜑)

𝜕(𝛼, 𝛽, 𝛾)
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑥

𝜕𝛼

𝜕𝑥

𝜕𝛽

𝜕𝑥

𝜕𝛾

𝜕𝑟

𝜕𝛼

𝜕𝑟

𝜕𝛽

𝜕𝑟

𝜕𝛾

𝜕𝜑

𝜕𝛼

𝜕𝜑

𝜕𝛽

𝜕𝜑

𝜕𝛾

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒> 0.

Перейдём в интеграле (1) к опорным переменным (к области Ω, не зависящей от време-
ни), внесём производную под знак интеграла и вернёмся к исходным переменным, записав
подынтегральное выражение удобным для нас образом:

𝜕𝑀𝐺(𝑡)

𝜕𝑡
=
𝜕

𝜕𝑡

˚

𝐺(𝑡)

𝜌𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑥=
𝜕

𝜕𝑡

˚

Ω

𝜌𝑟𝐽 𝑑𝛼 𝑑𝛽 𝑑𝛾=
˚

Ω

𝜕(𝜌𝑟𝐽)

𝜕𝑡
𝑑𝛼 𝑑𝛽 𝑑𝛾=

=
˚

𝐺(𝑡)

1

𝐽

𝜕(𝜌𝑟𝐽)

𝜕𝑡
𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑥=

˚

𝐺(𝑡)

1

𝑟𝐽

𝜕(𝜌𝑟𝐽)

𝜕𝑡
𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑥.
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Изменение массы происходит за счёт потока вещества через границу, и закон сохранения
массы имеет вид

˚

𝐺(𝑡)

1

𝑟𝐽

𝜕(𝜌𝑟𝐽)

𝜕𝑡
𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑥=−

‹

𝜕𝐺(𝑡)

𝜌((
−→
𝑊 −−̇→𝑝 ) ·−→𝑛 )𝑑𝑠=−

˚

𝐺(𝑡)

div(𝜌(
−→
𝑊 −−̇→𝑝 ))𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑥=

=−
˚

𝐺(𝑡)

[︂
𝜕(𝜌(𝑢− 𝑥̇))

𝜕𝑥
+
1

𝑟

𝜕(𝑟𝜌(𝑣− 𝑟̇))
𝜕𝑟

+
1

𝑟

𝜕(𝜌(𝑤− 𝜑̇))
𝜕𝜑

]︂
𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑥=

=−
˚

𝐺(𝑡)

[︂
𝜕(𝜌(𝑢− 𝑥̇))

𝜕𝑥
+
1

𝑟

𝜕(𝑟𝜌(𝑣− 𝑟̇))
𝜕𝑟

]︂
𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑥.

Здесь
−→
𝑊 −−̇→𝑝 — скорость среды относительно движущейся границы; учтено, что 𝜑̇=0.

Тогда уравнение неразрывности в интегральной форме запишется как
˚

𝐺(𝑡)

[︂
1

𝑟𝐽

𝜕(𝜌𝑟𝐽)

𝜕𝑡
+
𝜕(𝜌(𝑢− 𝑥̇))

𝜕𝑥
+
1

𝑟

𝜕(𝑟𝜌(𝑣− 𝑟̇))
𝜕𝑟

]︂
𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑥=0,

и из него следует уравнение в дифференциальной форме
1

𝑟𝐽

𝜕(𝜌𝑟𝐽)

𝜕𝑡
+
𝜕(𝜌(𝑢− 𝑥̇))

𝜕𝑥
+
1

𝑟

𝜕(𝑟𝜌(𝑣− 𝑟̇))
𝜕𝑟

=0. (2)

В уравнение (2) помимо скоростей −̇→𝑝 =(𝑥̇, 𝑟̇, 𝜑̇=0), которые будем считать известными, входит
якобиан преобразования координат 𝐽 , вычисление которого обычно вызывает сложности.
Способ его нахождения будет определён в дальнейшем.

Интегральная и дифференциальная формы закона сохранения импульса (уравнение дви-
жения) в СЭЛ переменных находятся аналогичным образом. Интегральная форма (изменение
компонент импульса происходит за счёт конвективного переноса и импульса сил давления)
записывается как

𝜕

𝜕𝑡

˚

𝐺(𝑡)

𝜌
−→
𝑊𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑥=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕

𝜕𝑡

˚

𝐺(𝑡)

𝜌𝑢𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑥=
𝜕

𝜕𝑡

˚

Ω

𝜌𝑢𝑟𝐽 𝑑𝛼 𝑑𝛽 𝑑𝛾

𝜕

𝜕𝑡

˚

𝐺(𝑡)

𝜌𝑣𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑥=
𝜕

𝜕𝑡

˚

Ω

𝜌𝑣𝑟𝐽 𝑑𝛼 𝑑𝛽 𝑑𝛾

=

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

˚

Ω

𝜕(𝜌𝑢𝑟𝐽)

𝜕𝑡
𝑑𝛼 𝑑𝛽 𝑑𝛾=

˚

𝐺(𝑡)

1

𝑟𝐽

𝜕(𝜌𝑢𝑟𝐽)

𝜕𝑡
𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑥

˚

Ω

𝜕(𝜌𝑣𝑟𝐽)

𝜕𝑡
𝑑𝛼 𝑑𝛽 𝑑𝛾=

˚

𝐺(𝑡)

1

𝑟𝐽

𝜕(𝜌𝑣𝑟𝐽)

𝜕𝑡
𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑥

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
−
‹

𝜕𝐺(𝑡)

𝜌𝑢((
−→
𝑊 −−̇→𝑝 ) ·−→𝑛 ) 𝑑𝑠−

‹

𝜕𝐺(𝑡)

𝑃𝑛𝑥 𝑑𝑠

−
‹

𝜕𝐺(𝑡)

𝜌𝑣((
−→
𝑊 −−̇→𝑝 ) ·−→𝑛 ) 𝑑𝑠−

‹

𝜕𝐺(𝑡)

𝑃𝑛𝑟 𝑑𝑠.

Ей соответствует дифференциальная форма
1

𝑟𝐽

𝜕(𝜌𝑢𝑟𝐽)

𝜕𝑡
+
𝜕(𝜌𝑢(𝑢− 𝑥̇))

𝜕𝑥
+
1

𝑟

𝜕(𝑟𝜌𝑢(𝑣− 𝑟̇))
𝜕𝑟

+
𝜕𝑃

𝜕𝑥
=0,

1

𝑟𝐽

𝜕(𝜌𝑣𝑟𝐽)

𝜕𝑡
+
𝜕(𝜌𝑣(𝑢− 𝑥̇))

𝜕𝑥
+
1

𝑟

𝜕(𝑟𝜌𝑣(𝑣− 𝑟̇))
𝜕𝑟

+
𝜕𝑃

𝜕𝑟
=0. (3)

Совместно уравнение неразрывности (2) и уравнения (3) составляют замкнутую систему
уравнений динамики баротропной жидкости в СЭЛ переменных для осесимметрического
течения в сосуде с подвижными стенками.
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Важно отметить, что в принятой нами постановке изменение расчётной области со време-
нем происходит только за счёт движения стенок сосуда в радиальном направлении. Таким
образом, 𝑥̇(𝑥, 𝑟, 𝑡) = 0, что будет дальше учитываться по мере необходимости. Кроме то-
го, поскольку кровь рассматривается как ньютоновская жидкость, то необходимо учесть
влияние вязкости и в правой части динамических уравнений (3) должны присутствовать
диссипативные члены.

Окончательно рассматриваемая нами система уравнений примет следующий вид:

1

𝑟𝐽

𝜕(𝜌𝑟𝐽)

𝜕𝑡
+
𝜕(𝜌(𝑢− 𝑥̇))

𝜕𝑥
+
1

𝑟

𝜕(𝑟𝜌(𝑣− 𝑟̇))
𝜕𝑟

=0,

1

𝑟𝐽

𝜕(𝜌𝑢𝑟𝐽)

𝜕𝑡
+
𝜕(𝜌𝑢(𝑢− 𝑥̇))

𝜕𝑥
+
1

𝑟

𝜕(𝑟𝜌𝑢(𝑣− 𝑟̇))
𝜕𝑟

+
𝜕𝑃

𝜕𝑥
=
[︀−→
Δ(𝜈

−→
𝑊 )
]︀
𝑥
= 𝜈

[︂
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
+
1

𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑟

]︂
,

1

𝑟𝐽

𝜕(𝜌𝑣𝑟𝐽)

𝜕𝑡
+
𝜕(𝜌𝑣(𝑢− 𝑥̇))

𝜕𝑥
+
1

𝑟

𝜕(𝑟𝜌𝑣(𝑣− 𝑟̇))
𝜕𝑟

+
𝜕𝑃

𝜕𝑟
=
[︀−→
Δ(𝜈

−→
𝑊 )
]︀
𝑟
= 𝜈

[︂
𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑣

𝜕𝑟2
+
1

𝑟

𝜕𝑣

𝜕𝑟
− 𝑣

𝑟2

]︂
,

𝑃 =𝑃 (𝜌). (4)

Здесь
−→
Δ — векторный оператор Лапласа, а 𝜈 — коэффициент вязкости среды.

1.3. ПРИВЕДЕНИЕ К ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОМУ ВИДУ

Запишем систему уравнений (2), (3) в так называемой “простой” форме. В уравнении
неразрывности

1

𝑟𝐽

𝜕(𝜌𝑟𝐽)

𝜕𝑡
+
𝜕(𝜌(𝑢− 𝑥̇))

𝜕𝑥
+
1

𝑟

𝜕(𝑟𝜌(𝑣− 𝑟̇))
𝜕𝑟

=0

преобразуем первый член:

1

𝑟𝐽

𝜕(𝜌𝑟𝐽)

𝜕𝑡
= 𝜌

1

𝐽

𝜕𝐽

𝜕𝑡
+
1

𝑟

𝜕(𝜌𝑟)

𝜕𝑡
= 𝜌

1

𝐽

𝜕𝐽

𝜕𝑡
+
𝜕𝜌

𝜕𝑡
+
𝜌𝑟̇

𝑟
. (5)

Первое слагаемое в (5) можно представить как

𝜌
1

𝐽

𝜕𝐽

𝜕𝑡
= 𝜌

1

𝐽

𝜕

𝜕𝑡

𝜕(𝑥, 𝑟, 𝜑)

𝜕(𝛼, 𝛽, 𝛾)
= 𝜌

𝜕(𝛼, 𝛽, 𝛾)

𝜕(𝑥, 𝑟, 𝜑)

[︂
𝜕(𝑥̇, 𝑟, 𝜑)

𝜕(𝛼, 𝛽, 𝛾)
+
𝜕(𝑥, 𝑟̇, 𝜑)

𝜕(𝛼, 𝛽, 𝛾)
+
𝜕(𝑥, 𝑟, 𝜑̇)

𝜕(𝛼, 𝛽, 𝛾)

]︂
=

= 𝜌

[︂
𝜕(𝑥̇, 𝑟, 𝜑)

𝜕(𝑥, 𝑟, 𝜑)
+
𝜕(𝑥, 𝑟̇, 𝜑)

𝜕(𝑥, 𝑟, 𝜑)
+
𝜕(𝑥, 𝑟, 𝜑̇)

𝜕(𝑥, 𝑟, 𝜑)

]︂
= 𝜌

[︂
𝜕𝑥̇

𝜕𝑥
+
𝜕𝑟̇

𝜕𝑟

]︂
. (6)

Теперь преобразуем дивергентные члены: компонента вдоль оси 𝑋 имеет вид

𝜕(𝜌(𝑢− 𝑥̇))
𝜕𝑥

=(𝑢− 𝑥̇) 𝜕𝜌
𝜕𝑥

+𝜌
𝜕(𝑢− 𝑥̇)
𝜕𝑥

, (7)

вдоль оси 𝑅 —

1

𝑟

𝜕(𝑟𝜌(𝑣− 𝑟̇))
𝜕𝑟

= 𝜌
𝜕(𝑣− 𝑟̇)
𝜕𝑟

+(𝑣− 𝑟̇)1
𝑟

𝜕(𝑟𝜌)

𝜕𝑟
= 𝜌

𝜕(𝑣− 𝑟̇)
𝜕𝑟

+(𝑣− 𝑟̇)𝜕𝜌
𝜕𝑟

+
𝜌(𝑣− 𝑟̇)

𝑟
. (8)

Подставив в (5) формулы (6)–(8), придём к соотношению

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+(𝑢− 𝑥̇) 𝜕𝜌

𝜕𝑥
+(𝑣− 𝑟̇)𝜕𝜌

𝜕𝑟
+𝜌

[︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑟
+
𝑣

𝑟

]︂
=0. (9)

Первое уравнение системы (3) представим в виде(︂
𝑢
1

𝑟𝐽

𝜕(𝜌𝑟𝐽)

𝜕𝑡
+𝜌

𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︂
+

(︂
𝑢
𝜕(𝜌(𝑢− 𝑥̇))

𝜕𝑥
+𝜌(𝑢− 𝑥̇)𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂
+

(︂
𝑢
1

𝑟

𝜕(𝑟𝜌(𝑣− 𝑟̇))
𝜕𝑟

+𝜌(𝑣− 𝑟̇)𝜕𝑢
𝜕𝑟

)︂
+
𝜕𝑃

𝜕𝑥
=0.
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Соберём в одну скобку все члены, пропорциональные скорости 𝑢:

𝜌
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+𝜌(𝑢− 𝑥̇)𝜕𝑢

𝜕𝑥
+𝜌(𝑣− 𝑟̇)𝜕𝑢

𝜕𝑟
+
𝜕𝑃

𝜕𝑥
+𝑢

[︂
1

𝑟𝐽

𝜕(𝜌𝑟𝐽)

𝜕𝑡
+
𝜕(𝜌(𝑢− 𝑥̇))

𝜕𝑥
+
1

𝑟

𝜕(𝑟𝜌(𝑣− 𝑟̇))
𝜕𝑟

]︂
=0.

Выражение в квадратных скобках представляет собой левую часть уравнения неразрывности,
которая равна нулю. В результате остаётся

𝜌
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+𝜌(𝑢− 𝑥̇)𝜕𝑢

𝜕𝑥
+𝜌(𝑣− 𝑟̇)𝜕𝑢

𝜕𝑟
+

(︂
1

𝜌

𝜕𝑃

𝜕𝜌

)︂
𝜌

𝑥
=0. (10)

Второе уравнение системы (3) аналогичным образом преобразуется к виду

𝜌
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+𝜌(𝑢− 𝑥̇)𝜕𝑣

𝜕𝑥
+𝜌(𝑣− 𝑟̇)𝜕𝑣

𝜕𝑟
+

(︂
1

𝜌

𝜕𝑃

𝜕𝜌

)︂
𝜌

𝑟
=0. (11)

Уравнения (9)–(11) составляют систему исходных уравнений в “простой” форме, которую
удобно записать в векторно-матричном виде:

𝜕−→𝑧
𝜕𝑡

+𝐴𝑥
𝜕−→𝑧
𝜕𝑥

+𝐴𝑟
𝜕−→𝑧
𝜕𝑟

=
−→
ℎ , (12)

−→𝑧 =(𝜌, 𝑢, 𝑣)𝑇 ,
−→
ℎ =

(︁
−𝜌𝑣
𝑟
, 0, 0

)︁𝑇
,

𝐴𝑥=

⎛⎝(𝑢− 𝑥̇) 𝜌 0
(𝑐2/𝜌) (𝑢− 𝑥̇) 0

0 0 (𝑢− 𝑥̇)

⎞⎠; 𝐴𝑟 =

⎛⎝(𝑣− 𝑟̇) 0 𝜌
0 (𝑣− 𝑟̇) 0

(𝑐2/𝜌) 0 (𝑣− 𝑟̇)

⎞⎠; 𝑐2=
𝜕𝑃

𝜕𝜌
.

Собственные числа этих матриц определяются по формулам

𝜆𝑥1 =(𝑢− 𝑥̇)+𝑐, 𝜆𝑥2 =(𝑢− 𝑥̇)−𝑐, 𝜆𝑥3 =(𝑢− 𝑥̇),

𝜆𝑟1=(𝑣− 𝑟̇)+𝑐, 𝜆𝑟2=(𝑣− 𝑟̇)−𝑐, 𝜆𝑟3=(𝑣− 𝑟̇),

левые собственные векторы — по формулам
−→
𝑙𝑥1 =(𝑐/𝜌, 1, 0),

−→
𝑙𝑥2 =(−𝑐/𝜌, 1, 0),

−→
𝑙𝑥3 =(0, 0, 1),

−→
𝑙𝑟1 =(𝑐/𝜌, 0, 1),

−→
𝑙𝑟2 =(−𝑐/𝜌, 0, 1),

−→
𝑙𝑟3 =(0, 1, 0).

Представим систему (12) в виде

𝜕−→𝑧
𝜕𝑡

+𝐴𝑥
𝜕−→𝑧
𝜕𝑥

=
−→
𝐺𝑥=

−→
ℎ −𝐴𝑟

𝜕−→𝑧
𝜕𝑟

.

Система характеристических уравнений в направлении оси 𝑋:(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+
𝑐

𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑡

)︂
+[(𝑢− 𝑥̇)+𝑐]

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝑐

𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑥

)︂
=𝐹 𝑥

1 =
−→
𝑙𝑥1 ·
(︂
−→
ℎ −𝐴𝑟

𝜕−→𝑧
𝜕𝑟

)︂
,(︂

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝑐

𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑡

)︂
+[(𝑢− 𝑥̇)−𝑐]

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑐

𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑥

)︂
=𝐹 𝑥

2 =
−→
𝑙𝑥2 ·
(︂
−→
ℎ −𝐴𝑟

𝜕−→𝑧
𝜕𝑟

)︂
,

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+(𝑢− 𝑥̇)𝜕𝑣

𝜕𝑥
=𝐹 𝑥

3 =
−→
𝑙𝑥3 ·
(︂
−→
ℎ −𝐴𝑟

𝜕−→𝑧
𝜕𝑟

)︂
. (13)

Отметим, что конкретный вид правых частей характеристических уравнений нам в даль-
нейшем не понадобится.
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Аналогично получаем систему характеристических уравнений вдоль направления 𝑅:(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+
𝑐

𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑡

)︂
+[(𝑣− 𝑟̇)+𝑐]

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑟
+
𝑐

𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑟

)︂
=𝐹 𝑟

1 =
−→
𝑙𝑟1 ·
(︂
−→
ℎ −𝐴𝑥

𝜕−→𝑧
𝜕𝑥

)︂
,(︂

𝜕𝑣

𝜕𝑡
− 𝑐

𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑡

)︂
+[(𝑣− 𝑟̇)−𝑐]

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑟
− 𝑐

𝜌

𝜕𝜌

𝜕𝑟

)︂
=𝐹 𝑟

2 =
−→
𝑙𝑟2 ·
(︂
−→
ℎ −𝐴𝑥

𝜕−→𝑧
𝜕𝑥

)︂
,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+(𝑣− 𝑟̇)𝜕𝑢

𝜕𝑟
=𝐹 𝑟

3 =
−→
𝑙𝑟3 ·
(︂
−→
ℎ −𝐴𝑥

𝜕−→𝑧
𝜕𝑥

)︂
. (14)

Таким образом, справедлива следующая теорема, на которую мы будем опираться при
построении вычислительного алгоритма.

Теорема. Вдоль произвольного направления, задаваемого единичным вектором −→𝑛, ха-
рактеристическая форма системы уравнений в СЭЛ переменных (2), (3) в терминах ин-
вариантов Римана будет иметь следующий вид:

𝜕𝐼

𝜕𝑡
+Λ

𝜕𝐼

𝜕𝑛⃗
=𝐹 , (15)

𝐼 =
(︀−→
𝑊 ·−→𝑛 +𝑐 · 𝑙𝑛𝜌,

−→
𝑊 ·−→𝑛 −𝑐 · 𝑙𝑛𝜌,

−→
𝑊 ·−→𝜏

)︀𝑇
,

Λ𝑥=diag(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, )=diag((
−→
𝑊 −−̇→𝑝 ) ·−→𝑛 +𝑐, (

−→
𝑊 −−̇→𝑝 ) ·−→𝑛 −𝑐, (

−→
𝑊 −−̇→𝑝 ) ·−→𝑛 ),

𝐹 =
[︀
𝐹 𝑥, 𝐹 𝑟

]︀
· 𝑛⃗, ‖−→𝜏 ‖=1, −→𝜏 ·−→𝑛 =0, (16)

где 𝐼 — вектор инвариантов Римана, 𝜆𝑚 — собственные значения по соответствующим
направлениям, 𝐹 — вектор правых частей.

2. БАЛАНСНО-ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКАЯ СХЕМА

Введём в пространстве (𝑥, 𝑟) фиксированную по 𝑥 и подвижную по 𝑟 пространственную
сетку 𝜔ℎ= {(𝑥𝑖, 𝑟𝑖,𝑗): 𝑖=0, 𝑁𝑥, 𝑗=0, 𝑁𝑟} и неравномерную сетку по времени

𝜔𝜏 =

{︂
𝑡𝑛=

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝜏𝑖, 𝑛∈{0 . . .𝐾}
}︂
.

Кроме слоёв по времени с целыми индексами 𝑡𝑛 будем рассматривать также промежуточ-
ные — 𝑡𝑛+1/2= 𝑡𝑛+𝜏𝑛/2.

Рис. 1. Локальные обозначения
переменных в расчётной ячейке.

В центрах ячеек пространственной сетки зададим полный набор консервативных пере-
менных 𝜙⃗= {𝜌, 𝑢, 𝑣}. Центры ячеек пронумеруем полуцелыми нижними индексами. Допол-
нительно в центрах граней сетки зададим второй полный набор переменных (потоковых)
Ψ⃗={𝜌, 𝑢, 𝑣}, которые, в зависимости от того на какой грани —
вертикальной или горизонтальной — определены, имеют один
целый и один полуцелый индекс. В случае если какая-либо
величина (в основном геометрические параметры) относится
к узлу сетки, она будет снабжена двумя целыми индексами.

Консервативные переменные будем рассматривать как на
целых, так и на промежуточных слоях по времени 𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1/2

и 𝑡𝑛+1, а потоковые — только на целых слоях по 𝑡𝑛 и 𝑡𝑛+1.
Для сокращения записи введём локальные обозначения.

На рис. 1 приведена одна ячейка сетки (Ψ𝑇 , Ψ𝐵, Ψ𝐿, Ψ𝑅 —
потоковые величины на верхней, нижней, левой и правой гра-
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нях ячейки соответственно, 𝜑𝐶 — консервативная переменная). Особо отметим, что расчёт-
ная ячейка представляет собой не трапецию, а тор, получающийся путём вращения этой
трапеции вокруг оси 𝑋.

Построение схемы будем проводить по методике КАБАРЕ [12]. Численная схема состоит
из трёх фаз: фаза 1 и фаза 3 — балансные, в этих фазах вычисляются консервативные
переменные 𝜑⃗ на промежуточном слое по времени 𝑡𝑛+1/2 и на новом слое по времени
𝑡𝑛+1 соответственно; фаза 2 — характеристическая, определяющая алгоритм вычисления
потоковых переменных Ψ⃗𝑛+1.

2.1. БАЛАНСНЫЕ ФАЗЫ СХЕМЫ

Для аппроксимации пространственных производных в системе уравнений (4) восполь-
зуемся методом конечного объёма. Рассмотрим однородные уравнения (2), (3) без вязких
слагаемых, учтём их позже. Проинтегрируем каждое из этих уравнений по расчётной ячейке:

˚

Δ𝐺(𝑡)

(︂
1

𝑟𝐽

𝜕(𝜌𝑟𝐽)

𝜕𝑡
+

[︂
𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
+
1

𝑟

𝜕(𝑟𝜌(𝑣− 𝑟̇))
𝜕𝑟

]︂)︂
𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑥=0,

˚

Δ𝐺(𝑡)

(︂
1

𝑟𝐽

𝜕(𝜌𝑢𝑟𝐽)

𝜕𝑡
+

[︂
𝜕(𝜌𝑢2)

𝜕𝑥
+
1

𝑟

𝜕(𝑟𝜌𝑢(𝑣− 𝑟̇))
𝜕𝑟

+
𝜕𝑃

𝜕𝑥

]︂)︂
𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑥=0,

˚

Δ𝐺(𝑡)

(︂
1

𝑟𝐽

𝜕(𝜌𝑣𝑟𝐽)

𝜕𝑡
+

[︂
𝜕(𝜌𝑣𝑢)

𝜕𝑥
+
1

𝑟

𝜕(𝑟𝜌𝑣(𝑣− 𝑟̇))
𝜕𝑟

+
𝜕𝑃

𝜕𝑟

]︂)︂
𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑥=0. (17)

Рассмотрим вначале член, содержащий производную по времени в первом уравнении:

˚

Δ𝐺(𝑡)

1

𝑟𝐽

𝜕(𝜌𝑟𝐽)

𝜕𝑡
𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑥=

˚

ΔΩ

𝜕(𝜌𝑟𝐽)

𝜕𝑡
𝑑𝛼 𝑑𝛽 𝑑𝛾=

𝜕

𝜕𝑡

˚

ΔΩ

𝜌𝑟𝐽 𝑑𝛼 𝑑𝛽 𝑑𝛾=
𝜕

𝜕𝑡

˚

Δ𝐺(𝑡)

𝜌𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑥=
𝜕

𝜕𝑡
𝜌*𝑉,

где 𝑉 — объём расчётной ячейки, 𝜌* — плотность в некоторой точке расчётной ячейки. При
выводе этой цепочки равенств использовалась теорема о среднем.

Для двух оставшихся уравнений аналогично получаем

˚

Δ𝐺(𝑡)

1

𝑟𝐽

𝜕(𝜌𝑢𝑟𝐽)

𝜕𝑡
𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑥=

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑢)*𝑉,

˚

Δ𝐺(𝑡)

1

𝑟𝐽

𝜕(𝜌𝑣𝑟𝐽)

𝜕𝑡
𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑥=

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑣)*𝑉.

Интегралы от квадратных скобок в уравнениях системы (17) преобразуем по формуле
Остроградского–Гаусса в поверхностные интегралы:

˚

Δ𝐺(𝑡)

[︂
𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
+
1

𝑟

𝜕(𝑟𝜌(𝑣− 𝑟̇))
𝜕𝑟

]︂
𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑥=

‹

𝜕Δ𝐺(𝑡)

𝜌
(︀(︀−→
𝑊 −−̇→𝑝

)︀
·−→𝑛
)︀
𝑑𝑆,

˚

Δ𝐺(𝑡)

[︂
𝜕(𝜌𝑢2)

𝜕𝑥
+
1

𝑟

𝜕(𝑟𝜌𝑢(𝑣− 𝑟̇))
𝜕𝑟

+
𝜕𝑃

𝜕𝑥

]︂
𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑥=

‹

𝜕Δ𝐺(𝑡)

(︀[︀
𝜌𝑢
(︀−→
𝑊 −−̇→𝑝

)︀
+
−→
𝑃𝑥

]︀
·−→𝑛
)︀
𝑑𝑆,

˚

Δ𝐺(𝑡)

[︂
𝜕(𝜌𝑣𝑢)

𝜕𝑥
+
1

𝑟

𝜕(𝑟𝜌𝑣(𝑣− 𝑟̇))
𝜕𝑟

+
𝜕𝑃

𝜕𝑟

]︂
𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑥=
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=
˚

Δ𝐺(𝑡)

[︂
𝜕(𝜌𝑣𝑢)

𝜕𝑥
+
1

𝑟

𝜕(𝑟𝜌𝑣(𝑣− 𝑟̇))
𝜕𝑟

+
1

𝑟

𝜕𝑟𝑃

𝜕𝑟
− 𝑃

𝑟

]︂
𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑥=

=
‹

𝜕Δ𝐺(𝑡)

(︀[︀
𝜌𝑣
(︀−→
𝑊 −−̇→𝑝

)︀
+
−→
𝑃𝑟

]︀
·−→𝑛
)︀
𝑑𝑆−

˚

Δ𝐺(𝑡)

𝑃

𝑟
𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑥, (18)

где
−→
𝑃𝑥=(𝑃, 0, 0), а

−→
𝑃𝑟 =(0, 𝑃, 0). Здесь в третьем уравнении системы учитываем тождество

𝜕𝑃

𝜕𝑟
=

1

𝑟

𝜕(𝑟𝑃 )

𝜕𝑟
− 𝑃

𝑟
.

Поверхностные интегралы аппроксимируем по формуле средних прямоугольников. Для
уравнения неразрывности имеем

‹

𝜕Δ𝐺(𝑡)

𝜌
(︀(︀−→
𝑊 −−̇→𝑝

)︀
·−→𝑛
)︀
𝑑𝑆≈

≈ (𝜌𝑢)𝑅𝜋(𝑟
2
2−𝑟21)+(𝜌𝑢)𝑇𝜋(𝑟

2
3−𝑟22)+(𝜌𝑢)𝐿𝜋(𝑟

2
4−𝑟23)+(𝜌𝑢)𝐵𝜋(𝑟

2
1−𝑟24)+

+[𝜌(𝑣− 𝑟̇)]𝑇𝜋(𝑟3+𝑟2)(𝑥2−𝑥3)+[𝜌(𝑣− 𝑟̇)]𝐵𝜋(𝑟4+𝑟1)(𝑥4−𝑥1), (19)

для второго уравнения в (18)
‹

𝜕Δ𝐺(𝑡)

(︀[︀
𝜌𝑢
(︀−→
𝑊 −−̇→𝑝

)︀
+
−→
𝑃𝑥

]︀
·−→𝑛
)︀
𝑑𝑆≈

≈ (𝜌𝑢2+𝑃 )𝑅𝜋(𝑟
2
2−𝑟21)+(𝜌𝑢2+𝑃 )𝑇𝜋(𝑟

2
3−𝑟22)+(𝜌𝑢2+𝑃 )𝐿𝜋(𝑟

2
4−𝑟23)+(𝜌𝑢2+𝑃 )𝐵𝜋(𝑟

2
1−𝑟24)+

+[𝜌𝑢(𝑣− 𝑟̇)]𝑇𝜋(𝑟3+𝑟2)(𝑥2−𝑥3)+[𝜌𝑢(𝑣− 𝑟̇)]𝐵𝜋(𝑟4+𝑟1)(𝑥4−𝑥1), (20)

для третьего —
‹

𝜕Δ𝐺(𝑡)

(︀[︀
𝜌𝑣
(︀−→
𝑊 −−̇→𝑝

)︀
+
−→
𝑃𝑟

]︀
·−→𝑛
)︀
𝑑𝑆≈

≈ (𝜌𝑢𝑣)𝑅𝜋(𝑟
2
2−𝑟21)+(𝜌𝑢𝑣)𝑇𝜋(𝑟

2
3−𝑟22)+(𝜌𝑢𝑣)𝐿𝜋(𝑟

2
4−𝑟23)+(𝜌𝑢𝑣)𝐵𝜋(𝑟

2
1−𝑟24)+

+[𝜌𝑣(𝑣− 𝑟̇)+𝑃 ]𝑇𝜋(𝑟3+𝑟2)(𝑥2−𝑥3)+[𝜌𝑣(𝑣− 𝑟̇)+𝑃 ]𝐵𝜋(𝑟4+𝑟1)(𝑥4−𝑥1);
˚

Δ𝐺(𝑡)

𝑃

𝑟
𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜑 𝑑𝑥≈

(︂
𝑃

𝑟

)︂*
𝑉. (21)

Все потоковые сеточные величины определены в серединах граней расчётных ячеек,
поэтому формула прямоугольников является естественной.

В сеточные уравнения (19)–(21) входят скорости перемещения узлов расчётной сетки
в вертикальном направлении. В нашем случае они определяются изменением формы внешней
границы области, которая считается заданной:

(𝑅𝑇 )
𝑛
𝑖 =(𝑓1)

𝑛
𝑖 .

На текущем слое по времени узлы вдоль вертикальных отрезков распределены равно-
мерно:

𝑟𝑛𝑖,𝑗 =Δ𝑟𝑛𝑖 (𝑗−1), 𝑗=1, 𝑁𝑟; Δ𝑟𝑛𝑖 =
(𝑓1)

𝑛
𝑖

𝑁𝑟−1
.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 3 2024



БАЛАНСНО-ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЙ МЕТОД РАСЧЁТА ГЕМОДИНАМИКИ 427

Потребуем равномерное распределение и на слое 𝑡𝑛+1:

𝑟𝑛+1
𝑖,𝑗 =Δ𝑟𝑛+1

𝑖 (𝑗−1), 𝑗=1, 𝑁𝑟; Δ𝑟𝑛+1
𝑖 =

(𝑓1)
𝑛+1
𝑖

𝑁𝑟−1
.

Уравнение движения узла аппроксимируем со вторым порядком:

𝑟𝑛+1
𝑖,𝑗 −𝑟𝑛𝑖,𝑗

𝜏
=

1

2
·(𝑟̇𝑛+1

𝑖,𝑗 + 𝑟̇𝑛𝑖,𝑗) =⇒ 𝑟̇𝑛+1
𝑖,𝑗 =2 ·

𝑟𝑛+1
𝑖,𝑗 −𝑟𝑛𝑖,𝑗

𝜏
− 𝑟̇𝑛𝑖,𝑗 .

Начальное значение скорости узлов определим как

𝑟2𝑖,𝑗−𝑟1𝑖,𝑗
𝜏

= 𝑟̇1𝑖,𝑗 .

Скорости перемещения узлов сетки 𝑟̇ в вертикальном направлении относятся, естествен-
но, к узлам. Положим скорости движения середин граней равными полусумме скоростей,
образующих эту грань узлов.

Собирая аппроксимации пространственных производных (19)–(21) в линейные разност-
ные (сеточные) операторы 𝐿𝜌, 𝐿𝜌𝑢, 𝐿𝜌𝑣, получаем систему дифференциальных по времени
и разностных по пространству уравнений, которую в операторном виде можно записать
следующим образом:

𝜕

𝜕𝑡
[𝜌*𝑉 ]+𝐿𝜌(𝜌, 𝑢, 𝑣, 𝑟̇)= 0,

𝜕

𝜕𝑡
[(𝜌𝑢)*𝑉 ]+𝐿𝜌𝑢(𝜌, 𝑢, 𝑣, 𝑟̇)= 0,

𝜕

𝜕𝑡
[(𝜌𝑣)*𝑉 ]+𝐿𝜌𝑣(𝜌, 𝑢, 𝑣, 𝑟̇)−

(︂
𝑃

𝑟

)︂*
𝑉 =0.

Эти операторы в общем случае аппроксимируют дифференциальную задачу с первым по-
рядком по пространственным переменным. Можно показать, что если сеточное отображение
обладает свойством локальной гладкости, то порядок аппроксимации увеличивается до вто-
рого.

Для аппроксимации по времени используется метод «предиктор–корректор». Для учёта
вязких членов системы (4) воспользуемся методом расщепления по физическим процессам.
Балансные фазы рассмотрим в два этапа: на первом этапе учтём конвективные члены, на
втором — вязкие. На первом этапе фазы 1 вычисляются промежуточные значения консер-
вативных переменных на промежуточном шаге по времени:

(𝜌𝑉 )
𝑛+1/2
𝑐 −(𝜌𝑉 )𝑛𝑐
𝜏/2

+𝐿𝜌(𝜌
𝑛, 𝑢𝑛, 𝑣𝑛, 𝑟̇𝑛)= 0,

(𝜌𝑢̂𝑉 )
𝑛+1/2
𝑐 −(𝜌𝑢𝑉 )𝑛𝑐
𝜏/2

+𝐿𝜌𝑢(𝜌
𝑛, 𝑢𝑛, 𝑣𝑛, 𝑟̇𝑛)= 0,

(𝜌𝑣𝑉 )
𝑛+1/2
𝑐 −(𝜌𝑣𝑉 )𝑛𝑐
𝜏/2

+𝐿𝜌𝑣(𝜌
𝑛, 𝑢𝑛, 𝑣𝑛, 𝑟̇𝑛)−

(︂
𝑃

𝑟
𝑉

)︂𝑛

𝑐

=0.

На втором этапе фазы 1 учитывается вязкость:

𝑢
𝑛+1/2
𝑐 − 𝑢̂𝑛+1/2

𝑐

𝜏/2
= 𝜈

[︂
𝑢̂
𝑛+1/2
𝑐𝑅 −2𝑢̂

𝑛+1/2
𝑐 + 𝑢̂

𝑛+1/2
𝑐𝐿

ℎ𝑥
+
𝑢̂
𝑛+1/2
𝑐𝑇 −2𝑢̂

𝑛+1/2
𝑐 + 𝑢̂

𝑛+1/2
𝑐𝐵

ℎ𝑟
+
𝑢̂
𝑛+1/2
𝑐𝑇 − 𝑢̂𝑛+1/2

𝑐𝐵

𝑟𝑐2ℎ𝑟

]︂
,

𝑣
𝑛+1/2
𝑐 −𝑣𝑛+1/2

𝑐

𝜏/2
= 𝜈

[︂
𝑣
𝑛+1/2
𝑐𝑅 −2𝑣

𝑛+1/2
𝑐 +𝑣

𝑛+1/2
𝑐𝐿

ℎ𝑥
+

+
𝑣
𝑛+1/2
𝑐𝑇 −2𝑣

𝑛+1/2
𝑐 +𝑣

𝑛+1/2
𝑐𝐵

ℎ𝑟
+
𝑣
𝑛+1/2
𝑐𝑇 −𝑣𝑛+1/2

𝑐𝐵

𝑟𝑐2ℎ𝑟
− 𝑣

𝑛+1/2
𝑐

𝑟2𝑐

]︂
. (22)
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Здесь индексами 𝑐𝐿, 𝑐𝑅, 𝑐𝑇 , 𝑐𝐵 обозначаются консервативные величины из ячеек слева,
справа, сверху, снизу относительно рассматриваемой ячейки соответственно.

Третью фазу — корректор — также рассмотрим в два этапа. Первый этап:

(𝜌𝑉 )𝑛+1
𝑐 −(𝜌𝑉 )

𝑛+1/2
𝑐

𝜏/2
+𝐿𝜌(𝜌

𝑛+1, 𝑢𝑛+1, 𝑣𝑛+1, 𝑟̇𝑛+1)= 0,

(𝜌𝑢̂𝑉 )𝑛+1
𝑐 −(𝜌𝑢𝑉 )

𝑛+1/2
𝑐

𝜏/2
+𝐿𝜌𝑢(𝜌

𝑛+1, 𝑢𝑛+1, 𝑣𝑛+1, 𝑟̇𝑛+1)= 0,

(𝜌𝑣𝑉 )𝑛+1
𝑐 −(𝜌𝑣𝑉 )

𝑛+1/2
𝑐

𝜏/2
+𝐿𝜌𝑣(𝜌

𝑛+1, 𝑢𝑛+1, 𝑣𝑛+1, 𝑟̇𝑛+1)−
(︂
𝑃

𝑟
𝑉

)︂𝑛+1

𝑐

=0.

На втором этапе фазы 3 тоже учитываем вязкость (по формулам, аналогичным (22)).

2.2. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКАЯ ФАЗА 2

Для вычисления потоковых переменных на новом слое по времени рассмотрим характе-
ристическую форму уравнений (15). Присутствие логарифма в инвариантах Римана (16) по-
рождает существенную нелинейность, но при условии слабосжимаемости можно рассмотреть
приближение локальных инвариант Римана в каждой пространственно-временной расчётной
ячейке:

𝐼 =
(︁−→
𝑊 ·−→𝑛 +

⟨ 𝑐
𝜌

⟩
·𝜌,

−→
𝑊 ·−→𝑛 −

⟨ 𝑐
𝜌

⟩
·𝜌,

−→
𝑊 ·−→𝜏

)︁𝑇
, (23)

где угловые скобки означают, что данные значения берутся из центра ячейки.
Характеристическая фаза схемы КАБАРЕ представляет собой линейную экстраполяцию

локальных инвариантов Римана (23) по направлениям, определяемым собственными значе-
ниями системы (16) на полуцелом слое. Так, для направления 𝑂𝑋, 𝑛⃗=(1, 0)𝑇, экстраполяция
имеет следующий вид:

(𝐼𝑥𝑚)𝑛+1
𝑖,𝑗+1/2=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2(𝐼𝑥𝑚)

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑗+1/2−(𝐼𝑥𝑚)𝑛𝑖+1,𝑗+1/2, если 𝜆̃𝑚> 0,

2(𝐼𝑥𝑚)
𝑛+1/2
𝑖−1/2,𝑗+1/2−(𝐼𝑥𝑚)𝑛𝑖−1,𝑗+1/2, если 𝜆̃𝑚< 0, 𝑚=1, 3,

0.5
[︀
(𝐼𝑥𝑚)

𝑛+1/2
𝑖−1/2,𝑗+1/2+(𝐼𝑥𝑚)

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑗+1/2

]︀
, иначе;

𝜆̃𝑚=0.5
[︀
(𝜆𝑥𝑚)

𝑛+1/2
𝑖−1/2,𝑗+1/2+(𝜆𝑥𝑚)

𝑛+1/2
𝑖+1/2,𝑗+1/2

]︀
.

Аналогичная процедура экстраполяции для нахождения локальных инвариантов Римана
на новом временно́м слое проводится для направления 𝑂𝑅, 𝑛⃗=(0, 1)𝑇.

Для сохранения монотонности к вычисленным значениям инвариантов на новом слое по
времени применяется стандартная для схемы КАБАРЕ процедура монотонизации на основе
принципа максимума [13].

По найденным локальным инвариантам Римана на новом слое по времени вычисляются
новые потоковые значения Ψ⃗𝑛+1 на каждой грани расчётной сетки.

3. ТЕСТОВЫЕ РАСЧЁТЫ

Ниже приведём результаты расчётов стандартных тестов.

3.1. КЛАССИЧЕСКИЙ ТЕСТ О ТЕЧЕНИИ ПУАЗЕЙЛЯ

Рассмотрим установившееся течение вязкой несжимаемой жидкости в цилиндрической
трубе {(𝑥, 𝑟): 0⩽ 𝑥⩽𝐿= 4𝜋, 0⩽ 𝑟⩽𝑅0 = 1} с жёсткими неподвижными стенками при по-
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стоянной разности давлений 𝑃𝐿 и 𝑃𝑅 на левом и правом концах трубы соответственно.
Формирующееся течение называется течением Пуазейля и имеет следующий профиль ско-
рости:

𝑢𝑝(𝑥, 𝑟)=
𝑃𝑅−𝑃𝐿

4𝜈𝐿
(𝑅2−𝑟2). (24)

Рис. 2. Графики зависимости скорости от
радиальной координаты.

Cчитаем среду вязкой (𝜈=0.63) и слабосжимаемой с уравнением состояния 𝑃 (𝜌)= 𝑐2(𝜌−𝜌0),
где 𝑐=10 и 𝜌0=1. Расчёты выполнены при следующих начальных и граничных условиях:

𝑢(𝑥, 𝑟, 𝑡0)= 0, 𝑣(𝑥, 𝑟, 𝑡0)= 0, 𝜌(𝑥, 𝑟, 𝑡0)= 𝜌0;

𝜌(0, 𝑟, 𝑡)= 𝜌𝐿=1.0, 𝜌(4𝜋, 𝑟, 𝑡)= 𝜌𝑅 =0.99;

𝑣(𝑥, 0, 𝑡)= 0, 𝑣(𝑥,𝑅0, 𝑡)= 0,

𝑢(𝑥,𝑅0, 𝑡)= 0.

На рис. 2 приведены зависимости компоненты
скорости 𝑢 от радиальной координаты для анали-
тического решения (24) (кривая) и для численно-
го решения (точки). Расчёт проводился на сетке
(𝑁𝑥×𝑁𝑟)=(200×16). Для построения графика ис-

пользовались данные о скоростях, взятые в центральном сечении трубы. Максимальная
погрешность max |𝑢ℎ−𝑢𝑝|=1.6 ·10−4, т.е. имеет место практически точное совпадение.

3.2. КАНАЛ С ПОДВИЖНЫМИ СТЕНКАМИ

Покажем работоспособность вычислительного алгоритма, собственно, при подвижных
границах. Рассмотрим течение жидкости в вытянутом вдоль оси 𝑥∈ (0, 4𝜋) цилиндре с сим-
метрично изменяющимися относительно оси стенками. Динамика стенок цилиндра описы-
вается выражением

𝑅(𝑥, 𝑡)=𝑅0+Δ𝑅 sin(𝑢0𝑡−𝑥), 𝑢0=0.1, 𝑅0=1, Δ𝑅=0.1.

Это соответствует бегущей волне с фазовая скоростью, равной величине 𝑢0, и с периодом
𝑇0=2𝜋/𝑢0=20𝜋.

Как и прежде, будем считать жидкость невязкой и слабосжимаемой. Уравнение состояния
для неё запишем как 𝑃 (𝜌) = 𝑐2(𝜌−𝜌0), где 𝑐= 10 и 𝜌0 = 1. В начальный момент времени
жидкость находилась в состоянии покоя (нулевые скорости) и 𝜌(𝑥, 𝑟, 𝑡0)=𝜌0=1. На боковых
сечениях цилиндра задавались периодические условия для скорости и плотности, на стенках
цилиндра — условие прилипания.

Под действием движущейся поверхности в области образуется периодическое течение
жидкости с периодом 𝑇0.

В расчётах использовались подвижные с равномерным распределением по вертикали
узлы

𝑟𝑛𝑖,𝑗 =Δ𝑟𝑛𝑖 (𝑗−1), 𝑗=1, 𝑁𝑟; Δ𝑟𝑛𝑖 =
𝑅(𝑥𝑖, 𝑡𝑛)

𝑁𝑟−1
;

𝑟̇𝑛𝑖𝑗 =𝜆
𝜕𝑅

𝜕𝑡
|(𝑥𝑖,𝑡𝑛), 𝜆=

𝑟𝑛𝑖𝑗
𝑅(𝑥𝑖, 𝑡𝑛)

∈ [0, 1].

Таким образом, узлы с индексами 𝑗=𝑁𝑟 находились на поверхности 𝑅 и двигались со
скоростью, равной скорости поверхности.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 3 2024



430 ГОЛОВИЗНИН и др.

На рис. 3 приведено векторное поле скоростей в расчёте на сетке (𝑁𝑥×𝑁𝑟)=(200×16)
на момент времени 𝑡, равный половине периода колебания поверхности 𝑇0.

Рис. 3. Поле скоростей при 𝑡=𝑇0/2

Расчёты подтвердили консервативность схемы: полная масса жидкости 𝑀 =
∑︀

𝑖𝑗 𝑉𝑖,𝑗𝜌𝑖𝑗
сохраняется с машинной точностью. На рис. 4 представлены графики полных импульсов по
оси 𝑂𝑋 (𝑝𝑢) и в радиальном направлении 𝑂𝑅 (𝑝𝑣), 𝑡*= 𝑡/𝑇0. Они подтверждают установление
𝑇0-периодичного течения в канале и малую диссипативность построенной схемы.

Рис. 4. Графики полного импульса: а — по оси 𝑂𝑋, б — по оси 𝑂𝑅.

Представленные результаты показывают работоспособность предложенного алгоритма.
Полное описание валидации и верификации построенной схемы не входит в задачи данной
работы и является предметом отдельных публикаций.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе выведена система дифференциальных уравнений, описывающих течение кро-
ви как вязкой слабосжимаемой жидкости в отдельном сосуде с подвижными стенками
в цилиндрических координатах в предположении осевой симметрии в смешанных эйлерово-
лагранжевых координатах. Уравнения в СЭЛ переменных построены с учётом указанной
особенности рассматриваемого течения и в привязке к характеру дискретной сетки для
предполагаемого вычислительного алгоритма. Для полученной системы уравнений постро-
ена балансно-характеристическая схема на основе методики КАБАРЕ.
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BALANCE-CHARACTERISTIC METHOD
FOR CALCULATING HEMODYNAMICS OF A SINGLE VESSEL

V. M. Goloviznin1, V. V. Konoplianikov2, P. A. Maiorov3, S. I. Mukhin4

1–4Lomonosov Moscow State University, Russia
1,3,4Moscow Center of Fundamental and Applied Mathematics, Russia

e-mail: 1gol@ibrae.ac.ru, 2vaskonopl@mail.ru, 3maiorov.peter@gmail.com, 4vmmus@cs.msu.ru

The paper is devoted to the construction of a numerical algorithm for calculating the blood flow in a
volume vessel. The derivation of the system of differential equations describing the dynamics of fluid in a
single vessel with moving walls in cylindrical coordinates assuming axial symmetry in arbitrary eulerian-
lagrangian variables is given. Balance-characteristic scheme based on the CABARET methodology is
constructed for the obtained system of equations. The results of calculations of test problems are given.
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