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ВВЕДЕНИЕ

На заданном полном вероятностном пространстве (Ω,ℱ , 𝑃 ) рассмотрим многомерное сто-
хастическое дифференциальное уравнение

𝑑𝑋𝑡= 𝑏(𝑋𝑡)𝑑𝑡+ℎ(𝑋𝑡)𝑑𝑊𝑡+𝜎(𝑋𝑡)𝑑𝐵
𝐻
𝑡 , 𝑡∈ [0, 1], (1)

где 𝑏 : R𝑛 →R𝑛, ℎ : R𝑛 →R𝑛×𝑛, 𝜎 : R𝑛 →R𝑛×𝑛 — детерминированные функции; 𝑊𝑡 и 𝐵𝐻
𝑡 —

независимые 𝑛-мерные стандартное броуновское движение и дробное броуновское движение
с показателем Херста 𝐻 ∈ (1/4, 1).

Так как траектории процессов 𝑊𝑡, 𝐵𝐻
𝑡 с вероятностью, равной единице, нигде не диффе-

ренцируемы, то для придания смысла уравнению (1) необходимо перейти к соответствующему
интегральному уравнению

𝑋𝑡=𝑋0+

𝑡ˆ

0

𝑏(𝑋𝑠) 𝑑𝑠+

𝑡ˆ

0

ℎ(𝑋𝑠) 𝑑𝑊𝑠+

𝑡ˆ

0

𝜎(𝑋𝑠) 𝑑𝐵
𝐻
𝑠 ,

где третье слагаемое в правой части — интеграл Ито, а четвёртое — некоторый потраек-
торный интеграл, при этом соответствующее уравнение (1) называют стохастическим диф-
ференциальным уравнением смешанного типа. Если интеграл Ито понимается в смысле
Стратоновича, то соответствующее стохастическое дифференциальное уравнение называют
уравнением Стратоновича.

Отметим, что стохастические дифференциальные уравнения смешанного типа, управля-
емые одновременно стандартными и дробными броуновскими движениями, вызывают повы-
шенный интерес, поскольку охватывают как стохастические дифференциальные уравнения
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Ито, так и классы стохастических уравнений, подверженных воздействию фрактальных
шумов. Тем самым уравнение (1) представляет гибкий инструмент для моделирования фи-
зических и химических явлений, финансово-экономических процессов [1, 2].

К настоящему времени построена достаточно обширная теория стохастических диффе-
ренциальных уравнений смешанного типа, управляемых персистентными дробными бро-
уновскими движениями, т.е. имеющими показатели Херста бо́льшие 1/2 [3–10]. Для таких
уравнений интеграл по 𝐵𝐻

𝑡 понимается как потраекторный интеграл Римана–Стилтьеса.
Если уравнение (1) управляется антиперсистентными дробными броуновскими движени-

ями, что соответствует случаю 𝐻 < 1/2, то отсутствие достаточной гладкости не позволяет
использовать теорию, основанную на потраекторных интегралах Римана–Стилтьеса. Однако
такие уравнения могут исследоваться в контексте теории грубых траекторий, разработанной
авторами [11–13] и др.

Оригинальная теория грубых траекторий, разработанная Т. Лайонсом [11], основана
на теории аппроксимаций (аналог теоремы Вонга–Закаи) и позволяет рассматривать лишь
уравнения (1) типа Стратоновича. Стоит отметить, что исследование стохастических диф-
ференциальных уравнений смешанного типа с показателями Херста бо́льшими 1/3 стало
возможным благодаря тому, что М. Губинелли предложил альтернативный аналог теории
грубых траекторий [12] на основе введённой им производной Губинелли, который позво-
лил исследовать негеометрические грубые траектории и стохастические дифференциальные
уравнения, отличные от уравнений Стратоновича. С использованием методов теории грубых
траекторий М. Губинелли была построена общая теория стохастических дифференциальных
уравнений смешанного типа, управляемых дробными броуновскими движениями с показа-
телем Херста 𝐻 > 1/3 [14, 15].

Несмотря на то, что связь между стохастическими дифференциальными уравнениями
Ито и Стратоновича хорошо известна в случае когда 𝐻 > 1/3 (см., например, [13, с. 59]),
установление аналогичной связи при 𝐻>1/4 значительно усложняется из-за необходимости
перестраивать все компоненты грубой траектории, соответствующей уравнению Стратоно-
вича.

До настоящего времени исследования уравнений (1) смешанного типа с показателями
Херста меньшими 1/3 не обнаружены в литературе, хотя аналогичные уравнения Страто-
новича с показателями Херста 𝐻>1/4 исследовались в статье [16] на основе теории грубых
траекторий Т. Лайонса [11]. Кроме того, известны недавние работы [17–19], в которых иссле-
довались одномерные уравнения (1), управляемые одномерными геометрическими грубыми
траекториями с произвольным положительным показателем Гёльдера.

Также стоит отметить, что понятия решения уравнения (1), вообще говоря, различаются
в зависимости от того применяется теория Лайонса или теория Губинелли, что связано с
различиями в определении потраекторных интегралов и функциональных пространств для
решений.

Настоящая статья посвящена исследованию проблемы существования и единственности
сильного решения задачи Коши уравнения (1) смешанного типа, управляемого дробными
броуновскими движениями с показателями Херста 𝐻 > 1/4. Данная задача решается в два
этапа. На первом этапе мы доказываем, что решение уравнения (1) Стратоновича с до-
статочно гладкими коэффициентами является сильным, при этом решение понимается в
смысле Губинелли. Существование и единственность сильного решения в смысле Лайонса
уравнения Стратоновича немедленно вытекает из теоремы Лайонса (предложение 2). Основ-
ная сложность состоит в доказательстве того, что построенное решение является элементом
пространства слабо управляемых грубых траекторий 𝒟𝛼

B, определённого в п. 1, и в после-
дующем предельном переходе под знаком потраекторного интеграла Губинелли, из чего,

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 6 2024
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в свою очередь, следует, что найденное решение является решением в смысле Губинелли.
Для доказательства данного факта используется метод из [13, гл. 7], а также оценки слабо
управляемых грубых траекторий, полученных в [20, гл. 3, 4].

Казалось бы, более естественный и простой способ заключается в использовании резуль-
татов работы [20, гл. 5], в которой доказывается существование и единственность решений
в смысле Губинелли уравнения (1) Стратоновича. Однако методы работы [20] не позволяют
доказать, что построенное решение является неупреждающим функционалом от процессов
𝑊𝑡, 𝐵𝐻

𝑡 , и, следовательно, такое решение может не являться сильным.
Второй этап заключается в перестроении грубой траектории, соответствующей уравнению

(1) Стратоновича, таким образом, чтобы полученная грубая траектория соответствовала
уравнению смешанного типа и при этом решение в смысле Губинелли уравнения смешанного
типа являлось решением в смысле Губинелли соответствующего уравнения Стратоновича.
Отметим, что полученная грубая траектория не является геометрической в случае когда
функция ℎ отлична от нуля, а следовательно, к таким грубым траекториям неприменимы
методы работ [11, 13, 20], что определяет новизну основного результата настоящей статьи,
сформулированного в теореме 1.

1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ ТЕОРИИ ГРУБЫХ ТРАЕКТОРИЙ

Пусть 𝑑=1+2𝑛, 𝑛∈N. Определим 𝑑-мерный случайный процесс 𝐵𝑡=(𝑡,𝑊𝑡, 𝐵
𝐻
𝑡 ), обозначив

через 𝐻𝑖 показатели Херста его компонент 𝐵
(𝑖)
𝑡 , т.е. 𝐻1=1, 𝐻2= . . .=𝐻𝑛+1=1/2, 𝐻𝑛+2= . . .

. . .=𝐻𝑑=𝐻.
Полагая 𝑓 =col(𝑏, ℎ, 𝜎), рассмотрим уравнение

𝑑𝑋𝑡= 𝑓(𝑋𝑡)𝑑𝐵𝑡, 𝑡∈ [0, 1]. (2)

Далее будем придерживаться обозначений, введённых в [16].

1.1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ГРУБЫХ ТРАЕКТОРИЙ

Зафиксируем произвольные 𝑇 > 0 и 𝛼 ∈ (0, 1]. Через 𝐶𝛼([0, 𝑇 ], 𝑉 ) и 𝐶𝛼
2 ([0, 𝑇 ], 𝑉 ), где

𝑉 — конечномерное евклидово пространство, обозначим соответственно множества функций
𝑓 : [0, 𝑇 ]→𝑉 , 𝑔 : [0, 𝑇 ]2→𝑉 таких, что гёльдеровские полунормы

‖𝑓‖𝛼 := sup
𝑠,𝑡∈[0,𝑇 ], 𝑠 ̸=𝑡

|𝑓𝑡−𝑓𝑠|
|𝑡−𝑠|𝛼

, ‖𝑔‖𝛼,2 := sup
𝑠,𝑡∈[0,𝑇 ], 𝑠 ̸=𝑡

|𝑔𝑠,𝑡|
|𝑡−𝑠|𝛼

конечны. Далее для функции двух переменных 𝑔𝑠,𝑡 будем писать ‖𝑔‖𝛼 вместо ‖𝑔‖𝛼,2. Для
функции одной переменной 𝑓𝑡 через 𝑓𝑠,𝑡 будем обозначать приращение 𝑓𝑡−𝑓𝑠.

Через 𝐶𝑘
𝑏 (𝑉,𝑊 ), где 𝑉 , 𝑊 — конечномерные евклидовы пространства, обозначим мно-

жество функций ℎ : 𝑉 →𝑊 таких, что норма

‖ℎ‖𝐶𝑘
𝑏
:=

𝑘∑︁
𝑖=0

‖𝐷𝑖ℎ‖∞

конечна, ‖𝐷𝑖ℎ‖∞=sup𝑋∈𝑉 |𝐷𝑖ℎ(𝑋)|.
Положим 𝑛= [1/𝛼]. Обозначим через C 𝛼([0, 𝑇 ], 𝑉 ) множество 𝛼-непрерывных по Гёль-

деру грубых траекторий, т.е. множество элементов X = (1,X1, . . . ,X𝑛) таких, что X𝑖 ∈
∈ 𝐶𝑖𝛼

2 ([0, 𝑇 ], 𝑉 ⊗𝑖) для любого 𝑖 = 1, 𝑛 и для любых 𝑠, 𝑢, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] выполняется следующее
тождество Чена:

X𝑠,𝑡=X𝑠,𝑢⊞X𝑢,𝑡,
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где

(X𝑠,𝑢⊞X𝑢,𝑡)
𝑖=

𝑖∑︁
𝑗=0

X𝑗
𝑠,𝑢⊗X𝑖−𝑗

𝑢,𝑡 .

Здесь ⊞ задаёт умножение на тензорной алгебре 𝑇 (𝑛)(𝑉 ) =
⨁︀𝑛

𝑖=0 𝑉
⊗𝑖, где 𝑉 ⊗0 =R. Таким

образом, элемент X : [0, 𝑇 ]2 → 𝑇 (𝑛)(𝑉 ) однозначно определяется значениями X0,𝑡, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],
так как X𝑠,𝑡=(X0,𝑠)

−1⊞X0,𝑡. Далее будем писать X𝑡 вместо X0,𝑡.
Грубая траектория X=(1,X1, . . . ,X𝑛) называется геометрической, если

Sym(X𝑖
𝑠,𝑡)=

1

𝑖!
(X1

𝑠,𝑡)
⊗𝑖, 𝑖=1, 𝑛.

Множество геометрических грубых траекторий будем обозначать через C 𝛼
𝑔 ([0, 𝑇 ], 𝑉 ).

Будем говорить, что элемент X ∈ C 𝛼([0, 𝑇 ], 𝑉 ) является грубой траекторией над 𝑋 ∈
∈𝐶𝛼([0, 𝑇 ], 𝑉 ), если X1

0,𝑡=𝑋𝑡 для любых 𝑡∈ [0, 𝑇 ].
Если отображение 𝑋𝑡 липшицево, то можно определить каноническую геометрическую

грубую тракеторию X=(1,X1,X2, . . . ,X𝑛) над 𝑋 следующим образом:

X𝑖
𝑠,𝑡=

ˆ

𝑠<𝑡1<...<𝑡𝑖<𝑡

𝑑𝑋𝑡1 ⊗ . . .⊗𝑑𝑋𝑡𝑖 , 0⩽ 𝑠⩽ 𝑡⩽ 1,

где интегралы в правой части понимаются как интегралы Римана–Стилтьеса. В дальнейшем
для липшицевых отображений 𝑋𝑡 будем рассматривать только канонические геометрические
грубые траектории.

Пусть 𝑝=1/𝛼. Обозначим через Ω∞
𝑝 (R𝑑) множество грубых траекторий X∈C 𝛼([0, 1],R𝑑),

таких что X1
0,𝑡 — липшицево отображение, с метрикой

𝑑𝑝(X,Y)= sup
1⩽𝑘⩽[𝑝]

(︂
sup
𝐷

∑︁
𝑙

|X𝑘
𝑡𝑙−1,𝑡𝑙

−Y𝑘
𝑡𝑙−1,𝑡𝑙

|𝑝/𝑘
)︂𝑘/𝑝

+ sup
𝑡∈[0,1]

|X1
0,𝑡−Y1

0,𝑡|,

где супремум берётся по всем конечным разбиениям 𝐷 точками 𝑡𝑙 отрезка [0, 1]. Обозначим
через Ω𝑝(R𝑑) замыкание множества Ω∞

𝑝 (R𝑑) относительно метрики 𝑑𝑝.

1.2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ СЛАБО УПРАВЛЯЕМЫХ ГРУБЫХ ТРАЕКТОРИЙ

Пусть 𝑋 ∈𝐶𝛼([0, 𝑇 ], 𝑉 ), а X= (1,X1, . . . ,X𝑛) — грубая траектория над 𝑋. Пусть 𝑊 —
конечномерное евклидово пространство. Будем говорить, что функция 𝑌𝑡∈𝐶𝛼([0, 𝑇 ],𝑊 ) слабо
управляется грубой траекторией X∈C 𝛼([0, 𝑇 ], 𝑉 ), если существуют функции 𝑌 (1) : [0, 𝑇 ]→
→ℒ(𝑉,𝑊 ), . . . , 𝑌 (𝑛−1) : [0, 𝑇 ]→ℒ(𝑉 ⊗(𝑛−1),𝑊 ) такие, что

𝑌𝑠,𝑡=𝑌 (1)
𝑠 X1

𝑠,𝑡+ . . .+𝑌
(𝑛−1)
𝑠 X𝑛−1

𝑠,𝑡 +𝑅𝑌,𝑛
𝑠,𝑡 , 𝑌

(1)
𝑠,𝑡 =𝑌 (2)

𝑠 X1
𝑠,𝑡+ . . .+𝑌

(𝑛−1)
𝑠 X𝑛−2

𝑠,𝑡 +𝑅𝑌,𝑛−1
𝑠,𝑡 , . . .

. . . , 𝑌
(𝑛−2)
𝑠,𝑡 =𝑌 (𝑛−1)

𝑠 X1
𝑠,𝑡+𝑅

𝑌,2
𝑠,𝑡 , 𝑌

(𝑛−1)
𝑠,𝑡 =𝑅𝑌,1

𝑠,𝑡 ,

а каждый из остаточных членов 𝑅𝑌,𝑖 имеет конечную гёльдеровскую полунорму ‖𝑅𝑌,𝑖‖𝑖𝛼,
𝑖=1, 𝑛. Функцию 𝑌 (𝑖) будем называть производной Губинелли порядка 𝑖 от 𝑌 .

Определим банахово пространство

𝒟𝛼
X([0, 𝑇 ],𝑊 )=

{︂
(𝑌, 𝑌 (1), . . . , 𝑌 (𝑛−1)) : 𝑌 ∈𝐶𝛼([0, 𝑇 ],𝑊 ),

𝑛∑︁
𝑖=1

‖𝑅𝑌,𝑖‖𝑖𝛼<∞
}︂
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с нормой

‖Y‖𝒟𝛼
X
:=

𝑛−1∑︁
𝑖=0

|𝑌 (𝑖)
0 |+

𝑛∑︁
𝑖=1

‖𝑅𝑌,𝑖‖𝑖𝛼,

где Y=(𝑌, 𝑌 (1), . . . , 𝑌 (𝑛−1))∈𝒟𝛼
X([0, 𝑇 ],𝑊 ), 𝑌 (0)

𝑡 =𝑌𝑡.

1.3. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ИНТЕГРАЛА ПО ГРУБЫМ ТРАЕКТОРИЯМ

Пусть 𝑉 , 𝑊 — некоторые конечномерные евклидовы пространства, X=(1,X1, . . . ,X𝑛)∈
∈C 𝛼([0, 𝑇 ], 𝑉 ), 𝑌 ∈𝐶𝛼([0, 𝑇 ],ℒ(𝑉,𝑊 )), (𝑌, 𝑌 (1), . . . , 𝑌 (𝑛−1))∈𝒟𝛼

X([0, 𝑇 ],ℒ(𝑉,𝑊 )). Возьмём не-
которые 𝑠, 𝑡∈ [0, 𝑇 ], 𝑠< 𝑡, через 𝒫 обозначим произвольное конечное разбиение отрезка [𝑠, 𝑡]
точками.

Потраекторным интегралом
´ 𝑡
𝑠 𝑌𝑟 𝑑X𝑟 будем называть следующий предел интегральных

сумм (если этот предел существует, конечен и не зависит от способа разбиения отрезка [𝑠, 𝑡]
точками):

𝑡ˆ

𝑠

𝑌𝑟 𝑑X𝑟 := lim
|𝒫|→0

∑︁
[𝑢,𝑣]∈𝒫

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑌 (𝑖)
𝑢 X𝑖+1

𝑢,𝑣 .

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Определим кусочно-линейные аппроксимации процесса 𝐵𝑡 соотношением

𝐵𝑚,𝑡=𝐵𝑡𝑚𝑙−1
+(𝑡− 𝑡𝑚𝑙−1)𝐵𝑡𝑚𝑙−1,𝑡

𝑚
𝑙
, 𝑡∈ [𝑡𝑚𝑙−1, 𝑡

𝑚
𝑙 ), 𝑙=1, 2𝑚, 𝑡𝑚𝑙 = 𝑙/2𝑚.

Для каждого 𝑖=1, 2, 3 определим так называемый процесс порядка 𝑖 над 𝐵𝑚,𝑡 следующим
образом:

B𝑖
𝑚;𝑠,𝑡=

ˆ

𝑠<𝑡1<...<𝑡𝑖<𝑡

𝑑𝐵𝑚,𝑡1 ⊗ . . .⊗𝑑𝐵𝑚,𝑡𝑖 , 0⩽ 𝑠⩽ 𝑡⩽ 1,

пусть B𝑚;𝑠,𝑡=(1,B1
𝑚;𝑠,𝑡,B

2
𝑚;𝑠,𝑡,B

3
𝑚;𝑠,𝑡).

Так как существуют постоянные 𝐶 > 0 и 𝜌> 1/4 такие, что для любых 𝑠, 𝑡∈ [0, 1], 𝜏 > 0
выполняются неравенства

E(|𝐵𝑡−𝐵𝑠|2)⩽𝐶|𝑡−𝑠|2𝜌, E((𝐵𝑡−𝐵𝑠)(𝐵𝑡+𝜏 −𝐵𝑠+𝜏 ))⩽𝐶𝜏2𝜌
⃒⃒⃒⃒
𝑡−𝑠
𝜏

⃒⃒⃒⃒2
, |𝑡−𝑠|⩽ 𝜏,

то согласно теореме 2 из [16] для любого 𝑝> 1/𝐻 существует п.н. предел

lim
𝑚→∞

𝑑𝑝(B𝑚,B)= 0

для некоторого процесса B𝑠,𝑡=(1,B1
𝑠,𝑡,B

2
𝑠,𝑡,B

3
𝑠,𝑡) со значениями в 𝑇 (3)(R𝑑) и B1

0,𝑡=𝐵𝑡.
В силу теоремы 2 из [16] процесс B удовлетворяет тождеству Чена

B𝑠,𝑢⊞B𝑢,𝑡=B𝑠,𝑡, 𝑠⩽𝑢⩽ 𝑡.

Возьмём некоторое значение 𝛼∈ (1/4, 𝐻) и зафиксируем его. Так как для любого 𝑝>1/𝐻
сглаженные грубые траектории B𝑚 =(1,B1

𝑚,B
2
𝑚,B

3
𝑚) сходятся п.н. по метрике 𝑝-вариации

к B и B𝑚 ∈C 𝛼
𝑔 ([0, 1],R𝑑) п.н., то B∈C 𝛼

𝑔 ([0, 1],R𝑑) п.н.
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Определим процесс ̃︀B𝑠,𝑡=(1, ̃︀B1
𝑠,𝑡,
̃︀B2
𝑠,𝑡,
̃︀B3
𝑠,𝑡) следующим образом:

̃︀B1
𝑠,𝑡=B1

𝑠,𝑡,
̃︀B2
𝑠,𝑡=B2

𝑠,𝑡+𝐴𝑠,𝑡, ̃︀B3
𝑠,𝑡=B3

𝑠,𝑡+

𝑡ˆ

𝑠

𝐴𝑠,𝑟⊗𝑑𝐵𝑟+

𝑡ˆ

𝑠

𝐵𝑠,𝑟⊗𝑑𝐴𝑟,

где 𝐴𝑡 — диагональная 𝑑×𝑑-матрица с ненулевыми элементами 𝐴
(𝑖,𝑖)
𝑡 =−1/2𝑡, 𝑖=2, 𝑛+1.

Предложение 1. ̃︀B∈C 𝛼([0, 1],R𝑑) п.н.
Доказательство. Достаточно проверить тождество Чена для ̃︀B. Действительно,̃︀B𝑠,𝑢⊞ ̃︀B𝑢,𝑡=(1, ̃︀B1

𝑠,𝑢+
̃︀B1
𝑢,𝑡,
̃︀B2
𝑠,𝑢+

̃︀B2
𝑢,𝑡+

̃︀B1
𝑠,𝑢⊗ ̃︀B1

𝑢,𝑡,
̃︀B3
𝑠,𝑢+

̃︀B3
𝑢,𝑡+

̃︀B1
𝑠,𝑢⊗ ̃︀B2

𝑢,𝑡+
̃︀B2
𝑠,𝑢⊗ ̃︀B1

𝑢,𝑡)=

=

(︂
1,B1

𝑠,𝑡,B
2
𝑠,𝑢+B2

𝑢,𝑡+𝐴𝑠,𝑡+B1
𝑠,𝑢⊗B1

𝑢,𝑡,B
3
𝑠,𝑢+B3

𝑢,𝑡+

𝑢ˆ

𝑠

𝐴𝑠,𝑟⊗𝑑𝐵𝑟+

𝑢ˆ

𝑠

𝐵𝑠,𝑟⊗𝑑𝐴𝑟+

+

𝑡ˆ

𝑢

𝐴𝑢,𝑟⊗𝑑𝐵𝑟+

𝑡ˆ

𝑢

𝐵𝑢,𝑟⊗𝑑𝐴𝑟+B1
𝑠,𝑢⊗B2

𝑢,𝑡+B2
𝑠,𝑢⊗B1

𝑢,𝑡+B1
𝑠,𝑢⊗𝐴𝑢,𝑡+𝐴𝑠,𝑢⊗B1

𝑢,𝑡

)︂
=

=

(︂
1, ̃︀B1

𝑠,𝑡,B
2
𝑠,𝑡+𝐴𝑠,𝑡,B

3
𝑠,𝑡+

𝑡ˆ

𝑠

𝐴𝑠,𝑟⊗𝑑𝐵𝑟+

𝑡ˆ

𝑠

𝐵𝑠,𝑟⊗𝑑𝐴𝑟

)︂
= ̃︀B𝑠,𝑡.

Предложение доказано.
Наряду с уравнением (2) рассмотрим следующие уравнения в грубых траекториях:

𝑑𝑋𝑡= 𝑓(𝑋𝑡)𝑑̃︀B𝑡, 𝑡∈ [0, 1], (3)

𝑑𝑋𝑡= ̃︀𝑓(𝑋𝑡)𝑑B𝑡, 𝑡∈ [0, 1], (4)

где ̃︀𝑓 =col(̃︀𝑏, ℎ, 𝜎), ̃︀𝑏𝑗 = 𝑏𝑗−
1

2

𝑛∑︁
𝑖,𝑘=1

𝜕ℎ𝑗𝑖
𝜕𝑋𝑘

ℎ𝑘𝑖, 𝑗=1, 𝑛.

Определение 1. Решением уравнения (4) будем называть случайный процесс 𝑋𝑡, за-
данный на вероятностном пространстве (Ω,ℱ , 𝑃 ), такой, что п.н. выполняются условия:

1) 𝑋 ∈𝐶𝛼([0, 1],R𝑛);
2) процессы 𝑋𝑡, ̃︀𝑓(𝑋𝑡) слабо управляются грубой траекторией B;
3) для любого 𝑡∈ [0, 1] имеет место равенство

𝑋𝑡=𝑋0+

𝑡ˆ

0

̃︀𝑓(𝑋𝑠) 𝑑B𝑠,

где интеграл в правой части — потраекторный интеграл, при этом 𝑋 ′
𝑡=
̃︀𝑓(𝑋𝑡), 𝑋 ′′

𝑡 =( ̃︀𝑓(𝑋𝑡))
′=

=𝐷 ̃︀𝑓(𝑋𝑡)𝑋
′
𝑡, ( ̃︀𝑓(𝑋𝑡))

′′ =𝐷 ̃︀𝑓(𝑋𝑡)𝑋
′′
𝑡 +𝐷

2 ̃︀𝑓(𝑋𝑡)(𝑋
′
𝑡)
⊗2. Пусть 𝜉 : Ω→R𝑛 — ℱ0-измеримая слу-

чайная величина. Решение 𝑋𝑡 уравнения (4) с начальным условием 𝑋0 = 𝜉 называется
единственным, если для любого решения 𝑌𝑡 уравнения (4) с начальным условием 𝑌0 = 𝜉
выполняется равенство 𝑃 (𝑋𝑡 = 𝑌𝑡, 𝑡 ∈ [0, 1]) = 1. Решение 𝑋𝑡 уравнения (4) с начальным
условием 𝑋0= 𝜉 будем называть сильным, если процесс 𝑋𝑡 согласован с потоком 𝜎-алгебр,
порождённым случайной величиной 𝜉 и процессом 𝐵𝑡.

Определение 2. Сильным решением уравнения (1) будем называть случайный процесс
𝑋𝑡, заданный на вероятностном пространстве (Ω,ℱ , 𝑃 ) и согласованный с потоком 𝜎-алгебр,
порождённым начальным условием 𝑋0 и процессом 𝐵𝑡, такой, что п.н. выполняются условия:

1) 𝑋 ∈𝐶𝛼([0, 1],R𝑛);
2) процессы 𝑋𝑡, 𝑓(𝑋𝑡) слабо управляются грубой траекторией ̃︀B;
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3) для любого 𝑡∈ [0, 1] имеет место равенство

𝑋𝑡=𝑋0+

𝑡ˆ

0

𝑓(𝑋𝑠) 𝑑̃︀B𝑠.

Справедливы следующие утверждения.
Предложение 2 [11, с. 298]. Пусть 𝑝⩾ 1; 𝑓 : R×R𝑛→ℒ(R𝑑,R𝑛) — функция, имеющая

непрерывные и ограниченные частные производные любого порядка 𝑘, 𝑘= 0, [𝑝]+1; 𝑥 ∈R𝑛.
Обозначим через 𝐹 : Ω∞

𝑝 (R𝑑)→Ω∞
𝑝 (R𝑛) отображение Ито, действующее по правилу: 𝐹 (X)=

=Y, где Y — грубая траектория над единственным решением 𝑌𝑡 дифференциального урав-
нения 𝑑𝑌𝑡 = 𝑓(𝑡, 𝑌𝑡)𝑑𝑋𝑡, 𝑡∈ [0, 1], управляемого липшицевым отображением X1

0,𝑡 =𝑋𝑡, с на-
чальным условием 𝑌0 = 𝑥. Тогда отображение 𝐹 является непрерывным и существует
единственное продолжение 𝐹 отображения 𝐹 на (Ω𝑝(R𝑑), 𝑑𝑝), которое также является
непрерывным.

Предложение 3. Пусть ̃︀𝑓 ∈𝐶4
𝑏 (R𝑛,R𝑛×𝑑). Тогда для любого 𝑥0 ∈R𝑛 существует един-

ственное сильное решение 𝑋𝑡 уравнения (4) с начальным условием 𝑋0=𝑥0.
Доказательство. В доказательстве этого предложения все соотношения, содержащие

случайные процессы, понимаются в смысле п.н. Так как процессы 𝐵𝑚,𝑡 кусочно-линейные,
то для любого натурального 𝑚 уравнение

𝑑𝑋𝑡= ̃︀𝑓(𝑋𝑡)𝑑B𝑚,𝑡, 𝑡∈ [0, 1],

имеет единственное сильное решение 𝑋𝑚,𝑡 с начальным условием 𝑋𝑚,0=𝑥0, которое совпадает
с единственным сильным решением интегрального уравнения

𝑋𝑡=𝑥0+

𝑡ˆ

0

̃︀𝑓(𝑋𝑠) 𝑑𝐵𝑚,𝑠, 𝑡∈ [0, 1].

По предложению 2 существует непрерывное детерминированное отображение 𝐺 : Ω𝑝(R𝑑)→
→Ω𝑝(R𝑛) такое, что

X𝑚=𝐺(B𝑚),

где X𝑚=(1,X1
𝑚,X

2
𝑚,X

3
𝑚) — каноническая геометрическая грубая траектория над 𝑋𝑚.

Так как для любого 𝑝′>1/𝐻 последовательность грубых траекторий B𝑚, 𝑚∈N, сходится
к B в (Ω𝑝′(R𝑑), 𝑑𝑝′), то согласно предложению 2 последовательность X𝑚, 𝑚∈N, сходится к
некоторой грубой траектории X в (Ω𝑝′(R𝑛), 𝑑𝑝′).

Докажем, что 𝑋𝑡=X1
0,𝑡 является сильным решением уравнения (4) с начальным условием

𝑋0=𝑥0.
Для любого натурального 𝑚 имеем

𝑋𝑚,𝑡=𝑥0+

𝑡ˆ

0

̃︀𝑓(𝑋𝑚,𝑠) 𝑑B𝑚,𝑠, 𝑡∈ [0, 1]. (5)

Обозначим 𝑌𝑚,𝑠 = ̃︀𝑓(𝑋𝑚,𝑠), 𝑌𝑠 = ̃︀𝑓(𝑋𝑠). Покажем, что (𝑋𝑚, 𝑋
′
𝑚, 𝑋

′′
𝑚), (𝑌𝑚, 𝑌

′
𝑚, 𝑌

′′
𝑚)∈𝒟𝛼

B𝑚
,

(𝑋,𝑋 ′, 𝑋 ′′), (𝑌, 𝑌 ′, 𝑌 ′′)∈𝒟𝛼
B, где 𝑋 ′

𝑚= ̃︀𝑓(𝑋𝑚), 𝑋 ′′
𝑚=𝐷 ̃︀𝑓(𝑋𝑚)𝑋 ′

𝑚, и аналогично определяются
𝑌 ′
𝑚, 𝑌 ′′

𝑚, 𝑋 ′, 𝑋 ′′, 𝑌 ′, 𝑌 ′′.
Докажем, что X𝑚 = (𝑋𝑚, 𝑋

′
𝑚, 𝑋

′′
𝑚) ∈ 𝒟𝛼

B𝑚 . Очевидно, что ‖𝑅𝑋𝑚,1‖𝛼 = ‖𝑋 ′′
𝑚‖𝛼 ⩽ 𝐶 для

любых 𝑚. Оценим

‖𝑅𝑋𝑚,2‖2𝛼=sup
𝑠<𝑡

|𝑋 ′
𝑚,𝑠,𝑡−𝑋 ′′

𝑚,𝑠B
1
𝑚,𝑠,𝑡|

|𝑡−𝑠|2𝛼
⩽ ‖𝑋 ′

𝑚‖2𝛼+‖𝑋 ′′
𝑚‖∞‖B1

𝑚‖2𝛼⩽𝐶𝑚,
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‖𝑅𝑋𝑚,3‖3𝛼=sup
𝑠<𝑡

|𝑋𝑚,𝑠,𝑡−𝑋 ′
𝑚,𝑠B

1
𝑠,𝑡−𝑋 ′′

𝑚,𝑠B
2
𝑠,𝑡|

|𝑡−𝑠|3𝛼
⩽

⩽ ‖𝑋𝑚‖3𝛼+‖𝑋 ′
𝑚‖∞‖B1

𝑚‖3𝛼+‖𝑋 ′′
𝑚‖∞‖B2

𝑚‖3𝛼⩽𝐶𝑚.

Таким образом, X𝑚=(𝑋𝑚, 𝑋
′
𝑚, 𝑋

′′
𝑚)∈𝒟𝛼

B𝑚 для любого 𝑚.
Покажем, что X=(𝑋,𝑋 ′, 𝑋 ′′)∈𝒟𝛼

B. Согласно [11] существует единственная грубая тра-
ектория ̂︀X=(1, ̂︀X1, ̂︀X2, ̂︀X3)∈C 𝛼([0, 1],R𝑑

⨁︀
R𝑛) такая, что

̂︀X1
𝑡 =

̂︀X1
0+

𝑡ˆ

0

𝐹 (̂︀X1
𝑠) 𝑑

̂︀X𝑠, 𝑡∈ [0, 1], (6)

где 𝐹 : R𝑑
⨁︀

R𝑛→ℒ(R𝑑
⨁︀

R𝑛,R𝑑
⨁︀

R𝑛) определена следующим образом:

𝐹 (𝑥, 𝑦)=

(︂
𝐼 0̃︀𝑓(𝑦) 0

)︂
,

проекция ̂︀X на C 𝛼([0, 1],R𝑑) совпадает с B, а проекция ̂︀X на C 𝛼([0, 1],R𝑛) совпадает с X,
интеграл в правой части соотношения (6) понимается в смысле определения интеграла по
грубым траекториям настоящей статьи, при этом (𝐹 (̂︀X1))(𝑖) =𝐷𝑖𝐹 (̂︀X1). Отсюда вытекает
[13, с. 145], что X∈𝒟𝛼

B.
Так как ̃︀𝑓 ∈ 𝐶4

𝑏 , X𝑚 ∈ 𝒟𝛼
B𝑚

, X ∈ 𝒟𝛼
B, B𝑚 ∈ C 𝛼

𝑔 ([0, 1],R𝑑), B ∈ C 𝛼
𝑔 ([0, 1],R𝑑), то согласно

теореме 4.1 [20] 𝑌𝑚 ∈𝒟𝛼
B𝑚

, 𝑌 ∈𝒟𝛼
B.

Пусть

𝑍𝑚=

·ˆ

0

𝑌𝑚,𝑠 𝑑B𝑚,𝑠, 𝑍 =

·ˆ

0

𝑌𝑠 𝑑B𝑠,

докажем, что для любого 𝑡∈ [0, 1] справедливо равенство

lim
𝑚→∞

𝑍𝑚,𝑡=𝑍𝑡. (7)

Имеем

𝑍𝑡=(ℐΞ)0,𝑡−Ξ0,𝑡+𝑌0B
1
0,𝑡+𝑌

′
0B

2
0,𝑡+𝑌

′′
0 B

3
0,𝑡,

𝑍𝑚,𝑡=(ℐΞ𝑚)0,𝑡−Ξ𝑚,0,𝑡+𝑌𝑚,0B
1
𝑚,0,𝑡+𝑌

′
𝑚,0B

2
𝑚,0,𝑡+𝑌

′′
𝑚,0B

3
𝑚,0,𝑡,

где
Ξ0,𝑡=𝑌0B

1
0,𝑡+𝑌

′
0B

2
0,𝑡+𝑌

′′
0 B

3
0,𝑡, Ξ𝑚,0,𝑡=𝑌𝑚,0B

1
𝑚,0,𝑡+𝑌

′
𝑚,0B

2
𝑚,0,𝑡+𝑌

′′
𝑚,0B

3
𝑚,0,𝑡,

а ℐ — единственное непрерывное линейное отображение из 𝐶𝛼,4𝛼
2 ([0, 1],R𝑛) в 𝐶𝛼([0, 1],R𝑛) та-

кое, что (ℐΘ)0=0 и |(ℐΘ)𝑠,𝑡−Θ𝑠,𝑡|⩽𝐶|𝑡−𝑠|4𝛼, здесь 𝐶𝛼,4𝛼
2 ([0, 1],R𝑛) — пространство функций

Θ от переменных 𝑠, 𝑡∈ [0, 1], 𝑠⩽ 𝑡, со значениями в R𝑛 таких, что

‖Θ‖𝛼,4𝛼=sup
𝑠<𝜏

|Θ𝑠,𝜏 |
|𝜏−𝑠|𝛼

+ sup
𝑠<𝑢<𝜏

|Θ𝑠,𝜏 −Θ𝑠,𝑢−Θ𝑢,𝜏 |
|𝜏−𝑠|4𝛼

<∞.

Существование и единственность такого отображения доказана в [13, лемма 4.2].
Положим Δ𝑚=Ξ−Ξ𝑚, тогда

|𝑍𝑡−𝑍𝑚,𝑡|⩽|(ℐΔ𝑚)0,𝑡−Δ𝑚,0,𝑡|+|𝑌0B1
0,𝑡−𝑌𝑚,0B

1
𝑚,0,𝑡|+|𝑌 ′

0B
2
0,𝑡−𝑌 ′

𝑚,0B
2
𝑚,0,𝑡|+|𝑌 ′′

0 B
3
0,𝑡−𝑌 ′′

𝑚,0B
3
𝑚,0,𝑡|.
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Так как 𝑌0=𝑌𝑚,0, 𝑌 ′
0 =𝑌 ′

𝑚,0, 𝑌 ′′
0 =𝑌 ′′

𝑚,0, то для доказательства соотношения (7) достаточно
показать, что для любого 𝑡∈ [0, 1] справедливо равенство

lim
𝑚→∞

[︀
(ℐΔ𝑚)0,𝑡−Δ𝑚,0,𝑡

]︀
=0.

Используя соотношение (4.11) из доказательства леммы 4.2 [13] при 𝛽=4𝛼 и соотношение (2)
из доказательства предложения 1 [17], мы получаем

|(ℐΔ𝑚)0,𝑡−Δ𝑚,0,𝑡|⩽𝐶‖𝛿Δ𝑚‖4𝛼𝑡4𝛼,

где

𝛿Δ𝑚,𝑠,𝑢,𝜏 =−
3∑︁

𝑖=1

𝑅𝑌,𝑖
𝑠,𝑢B

4−𝑖
𝑢,𝜏 +

3∑︁
𝑖=1

𝑅𝑌𝑚,𝑖
𝑠,𝑢 B4−𝑖

𝑚,𝑢,𝜏 , ‖𝛿Δ𝑚‖4𝛼= sup
𝑠<𝑢<𝜏

|𝛿Δ𝑚,𝑠,𝑢,𝜏 |
|𝜏−𝑠|4𝛼

,

𝐶 — некоторая универсальная постоянная, не зависящая от 𝑚, 𝜔, 𝑡.
Имеем

‖𝛿Δ𝑚‖4𝛼⩽
3∑︁

𝑖=1

sup
𝑠<𝑢<𝜏

(︂
|𝑅𝑌,𝑖

𝑠,𝑢|
|𝜏−𝑠|𝑖𝛼

|B4−𝑖
𝑢,𝜏 −B4−𝑖

𝑚,𝑢,𝜏 |
|𝜏−𝑠|(4−𝑖)𝛼

+
|𝑅𝑌𝑚,𝑖

𝑠,𝑢 −𝑅𝑌,𝑖
𝑠,𝑢|

|𝜏−𝑠|𝑖𝛼
|B4−𝑖

𝑚,𝑢,𝜏 |
|𝜏−𝑠|(4−𝑖)𝛼

)︂
. (8)

Так как ̃︀𝑓 ∈𝐶4
𝑏 , Y𝑚 ∈𝒟𝛼

B𝑚
, Y∈𝒟𝛼

B, то согласно лемме 4.2 [20] получим

3∑︁
𝑖=1

‖𝑅𝑌𝑚,𝑖−𝑅𝑌,𝑖‖𝑖𝛼⩽𝐶

(︂
𝑑1/𝛼(B𝑚,B)+

3∑︁
𝑖=1

‖𝑅𝑋𝑚,𝑖−𝑅𝑋,𝑖‖𝑖𝛼
)︂
. (9)

Из соотношения (5) и теоремы 5.3 [20] заключаем, что для любых натуральных 𝑚1, 𝑚2

выполняются оценки
3∑︁

𝑖=1

‖𝑅𝑋𝑚1 ,𝑖−𝑅𝑋𝑚2 ,𝑖‖𝑖𝛼⩽𝐶𝑑1/𝛼(B𝑚1 ,B𝑚2),

откуда следует, что для любых 𝑚1,𝑚2 ∈N, 𝑖=1, 2, 3, 𝑠, 𝜏 ∈ [0, 1] справедливо неравенство

|𝑅𝑋𝑚1 ,𝑖
𝑠,𝜏 −𝑅𝑋𝑚2 ,𝑖

𝑠,𝜏 |⩽𝐶𝑑1/𝛼(B𝑚1 ,B𝑚2)|𝜏−𝑠|𝑖𝛼.

Переходя к пределу в данном неравенстве при 𝑚2 →∞ при фиксированных 𝑠, 𝜏 , 𝑚1, 𝑖,
получаем

|𝑅𝑋𝑚1 ,𝑖
𝑠,𝜏 −𝑅𝑋,𝑖

𝑠,𝜏 |⩽𝐶𝑑1/𝛼(B𝑚1 ,B)|𝜏−𝑠|𝑖𝛼.

Таким образом, имеем

3∑︁
𝑖=1

‖𝑅𝑋𝑚,𝑖−𝑅𝑋,𝑖‖𝑖𝛼⩽𝐶𝑑1/𝛼(B𝑚,B). (10)

Из соотношений (8)–(10) вытекает, что ‖𝛿Δ𝑚‖4𝛼 →
𝑚→∞

0 и, как следствие, требуемое со-
отношение (7). Переход к пределу в равенстве (5) даёт

𝑋𝑡=𝑥0+

𝑡ˆ

0

̃︀𝑓(𝑋𝑠) 𝑑B𝑠, 𝑡∈ [0, 1].
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Из определения кусочно-линейных аппроксимаций 𝐵𝑚,𝑡 следует, что при каждом нату-
ральном 𝑚 процесс 𝑋𝑚,𝑡 является ̃︀ℱ𝑡-согласованным, где ̃︀ℱ𝑡=ℱ𝑡+1/2𝑚 . В силу непрерывности
справа семейства 𝜎-алгебр ℱ𝑡 заключаем, что при каждом 𝑡∈ [0, 1] случайная величина 𝑋𝑡

является ℱ𝑡-измеримой. Таким образом, процесс 𝑋𝑡 является сильным решением уравнения
(4) с начальным условием 𝑋0=𝑥0.

Докажем единственность сильного решения уравнения (4) с начальным условием 𝑋0=𝑥0.
Предположим, что существует другое сильное решение ̃︀𝑋𝑡 рассматриваемой задачи Коши.
Пусть ̃︀X — соответствующая грубая траектория над ̃︀𝑋 (в смысле определения 1). Согласно
[13, с. 145] ̃︀X является проекцией на C 𝛼([0, 1],R𝑛) грубой траектории ̂︀X∈C 𝛼([0, 1],R𝑑

⨁︀
R𝑛).

Но тогда ̃︀X=X и, следовательно, 𝑋𝑡= ̃︀𝑋𝑡 для любого 𝑡∈ [0, 1]. Предложение доказано.
Предложение 4. Пусть 𝑋𝑡 — сильное решение уравнения (4) с начальным условием

𝑋0=𝑥0. Тогда
𝑡ˆ

0

̃︀𝑓(𝑋𝑠) 𝑑B𝑠=

𝑡ˆ

0

𝑓(𝑋𝑠) 𝑑̃︀B𝑠,

т.е. сильное решение уравнения (4) является сильным решением уравнения (3), где

(𝑓(𝑋𝑠))
′=( ̃︀𝑓(𝑋𝑠))

′, (𝑓(𝑋𝑠))
′′=( ̃︀𝑓(𝑋𝑠))

′′.

Доказательство. Пусть 𝑋𝑡 — сильное решение уравнения (4) с начальным условием
𝑋0=𝑥0. Имеем

𝑡ˆ

0

𝑓(𝑋𝑠) 𝑑̃︀B𝑠= lim
|𝒫|→0

∑︁
[𝑢,𝑣]∈𝒫

(︀
𝑓(𝑋𝑢)̃︀B1

𝑢,𝑣+(𝑓(𝑋𝑢))
′ ̃︀B2

𝑢,𝑣+(𝑓(𝑋𝑢))
′′ ̃︀B3

𝑢,𝑣

)︀
=

= lim
|𝒫|→0

∑︁
[𝑢,𝑣]∈𝒫

(︀
𝑓(𝑋𝑢)B

1
𝑢,𝑣+(𝑓(𝑋𝑢))

′(B2
𝑢,𝑣+𝐴𝑢,𝑣)+(𝑓(𝑋𝑢))

′′B3
𝑢,𝑣

)︀
=

=

𝑡ˆ

0

𝑓(𝑋𝑠) 𝑑B𝑠+ lim
|𝒫|→0

∑︁
[𝑢,𝑣]∈𝒫

(𝑓(𝑋𝑢))
′𝐴𝑢,𝑣 =

𝑡ˆ

0

𝑓(𝑋𝑠) 𝑑B𝑠−
1

2

𝑡ˆ

0

𝑛∑︁
𝑖,𝑗,𝑘=1

𝜕ℎ𝑗𝑖(𝑋𝑠)

𝜕𝑋𝑘
ℎ𝑘𝑖(𝑋𝑠)𝑒𝑗 𝑑𝑠=

=

𝑡ˆ

0

𝑓(𝑋𝑠) 𝑑B𝑠−
𝑡ˆ

0

(𝑏(𝑋𝑠)−̃︀𝑏(𝑋𝑠)) 𝑑𝑠=

𝑡ˆ

0

̃︀𝑓(𝑋𝑠) 𝑑B𝑠,

где {𝑒𝑗}𝑛𝑗=1 — канонический базис пространства R𝑛. Отметим, что в последнем равенстве
мы воспользовались тем, что функция 𝑡→ 𝑡 непрерывна по Гёльдеру с показателем 1, и
следовательно, определение производных Губинелли (𝑓(𝑋𝑠))

′ := ( ̃︀𝑓(𝑋𝑠))
′, (𝑓(𝑋𝑠))

′′ := ( ̃︀𝑓(𝑋𝑠))
′′

корректно. Предложение доказано.
Замечание 1. Если 𝜎=0, то предложение 4 является известным фактом, связывающим

решения соответствующих уравнений Ито и Стратоновича [9, гл. 4].
Из предложений 3 и 4 вытекает следующая
Теорема. Пусть 𝑏∈𝐶4

𝑏 (R𝑛,R𝑛), ℎ∈𝐶5
𝑏 (R𝑛,R𝑛×𝑛), 𝜎∈𝐶4

𝑏 (R𝑛,R𝑛×𝑛). Тогда для любой слу-
чайной величины 𝜉 : Ω→R𝑛 уравнение (1) с начальным условием 𝑋0= 𝜉 имеет единственное
сильное решение.

Замечание 2. В уравнении (1) отрезок [0, 1] может быть заменён на любой отрезок вида
[0, 𝑇 ]. Если в сформулированной теореме отказаться от условия ограниченности функций 𝑏,
ℎ, 𝜎 и их частных производных, то решение уравнения (1) будет существовать лишь при
𝑡∈ [0, 𝜏), где 𝜏 — некоторая случайная величина со значениями из промежутка (0, 1].

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 6 2024



СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ СИЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ 733

Замечание 3. Условие 𝐻 > 1/4 является существенным в рамках подхода, основанного
на теории грубых траекторий, поскольку согласно работе [16] последовательность B2

𝑚, 𝑚∈N,
не содержит сходящихся по вероятности подпоследовательностей.
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EXISTENCE AND UNIQUENESS OF STRONG SOLUTIONS
TO MIXED-TYPE STOCHASTIC DIFFERENTIAL EQUATIONS DRIVEN

BY THE FRACTIONAL BROWNIAN MOTIONS WITH HURST INDICES 𝐻 > 1/4

M. M. Vaskouski1, P. P. Stryuk2

1,2Belarusian State University, Minsk, Belarus
e-mail: 1vaskovskii@bsu.by, 2pavel.stryouk@gmail.com

In this paper there is investigated the problem of unique solvability of the Caushy problem for the
mixed type stochastic differential equation driven by the standard Brownian motion and fractional
Brownian motions with Hurst indices 𝐻 > 1/4. We prove a theorem on the existence and uniqueness
of strong solutions to the mentioned mixed type stochastic differential equations.

Keywords: fractional Brownian motion, rough path, stochastic differential equation, Cauchy problem,
strong solution.
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Для системы Рэлея разработаны новые способы построения двух функций Дюлака–
Черкаса, с помощью которых находится лучшая в зависимости от параметра 𝜆 > 0
внутренняя граница кольца Пуанкаре–Бендиксона 𝐴(𝜆). Предложена процедура непо-
средственного нахождения многочлена, множество нулевого уровня которого содержит
трансверсальный овал, используемый в качестве внешней границы 𝐴(𝜆). Указан проме-
жуток для 𝜆, при котором лучшей внешней границей кольца 𝐴(𝜆) является замкнутый
контур, составленный из двух дуг построенного овала и двух дуг незамкнутых кривых
множества нулевого уровня одной из функций Дюлака–Черкаса. Таким образом, пред-
ставлено уточнённое глобальное кольцо Пуанкаре–Бендиксона для предельного цикла
системы Рэлея.

Ключевые слова: кольцо Пуанкаре–Бендиксона, система Рэлея, предельный цикл, функ-
ция Дюлака–Черкаса, топологически эквивалентные системы.

DOI: 10.31857/S0374064124060023, EDN: KWOKWN

1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Предельные циклы играют центральную роль при описании фазового портрета всех
траекторий автономных систем

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=𝑃 (𝑥, 𝑦),

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=𝑄(𝑥, 𝑦), (1)

а также при моделировании с их помощью автоколебаний в различных областях есте-
ствознания. Существование предельных циклов можно установить как с помощью теории
бифуркаций, так и применяя метод Дюлака или теорему Пуанкаре–Бендиксона [1, с. 113;
2, с. 405; 3, с. 244; 4, с. 64]. Общий подход к доказательству существования хотя бы одного
предельного цикла системы (1) с помощью теоремы Пуанкаре–Бендиксона состоит в постро-
ении на фазовой плоскости кольца (кольцеобразной области) 𝐴, не содержащего состояний
равновесия, границы которого представляют собой простые замкнутые кривые (далее назы-
ваемые овалами), такие что в любой их точке касательный вектор и вектор поля 𝑋 системы
не коллинеарны. Их принято называть трансверсальными кривыми [3, с. 212; 5, с. 172] или
кривыми без контакта (прикосновения) [1, с. 40; 2, с. 406].

Ключевая проблема в этом подходе заключается в отсутствии общей процедуры по-
строения трансверсальных овалов, так как их вид существенно зависит от рассматриваемой
системы (1). Ранее кольца Пуанкаре–Бендиксона были найдены специально для систем типа
Льенара, в которых трансверсальные овалы состоят из кусочно-гладких кривых, построен-
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ных сложным образом (см., например, [3, с. 255; 4, с. 129; 5, с. 233; 6; 7]). В работах [8, 9],
посвящённых построению гладких трансверсальных овалов как границ кольца Пуанкаре–
Бендиксона для полиномиальных систем (1), каждый такой овал строится с помощью ап-
проксимации траекторий системы (1). В статье [8] для построения внутренней и внешней гра-
ниц 𝐴 требуется аппроксимация двух разных траекторий; в [9] нужна аппроксимация только
одной траектории, но предполагается, что эта траектория является предельным циклом.

В работе [10] для системы Ван дер Поля

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=−𝑦, 𝑑𝑦

𝑑𝑡
=𝑥−𝜆(𝑥2−1)𝑦 (2)

и линейно топологически эквивалентных ей систем был разработан чисто аналитический
подход к построению трансверсальных овалов, зависящих от параметра 𝜆 и образующих
глобальное алгебраическое кольцо Пуанкаре–Бендиксона 𝐴(𝜆), который не требует аппрок-
симации какой-либо траектории. Особенности этого подхода заключаются в следующем:
внутренняя и внешняя границы кольца Пуанкаре–Бендиксона состоят из алгебраических
замкнутых кривых на фазовой плоскости, обладающих тем свойством, что любая траекто-
рия системы (2) сразу после попадания в некоторый момент времени на границу кольца 𝐴
входит в него либо при увеличении, либо при уменьшении времени 𝑡. В этом случае они
представляют собой трансверсальные кривые в более общем смысле, чем было сказано ра-
нее. Таким свойством трансверсальности обладают кривые из множества нулевого уровня
функции Дюлака–Черкаса [11], способы построения которых уже разработаны для некото-
рых классов системы (1) [12]. Поэтому в работе [10] внутренняя граница кольца 𝐴 состоит
из овала множества нулевого уровня функции Дюлака–Черкаса для системы Ван дер Поля.
Это свойство означает, что система Ван дер Поля имеет не более одного предельного цикла
Γ(𝜆), и если Γ(𝜆) существует, то он является грубым. Также в [10] предложена процедура
нахождения многочлена, множество нулевого уровня которого содержит трансверсальный
овал, используемый в качестве внешней границы. Полученное таким образом кольцо 𝐴 пред-
ставляет собой глобальное алгебраическое кольцо Пуанкаре–Бендиксона, поскольку при его
построении не накладываются никакие ограничения на значения параметра 𝜆 и локализацию
содержащегося в нём предельного цикла, а его границы являются алгебраическими кривыми.

Затем в работе [13] для системы (2) был предложен способ построения второй полиноми-
альной функции Дюлака–Черкаса, зависящей от параметра 𝜆, множество нулевого уровня
которой состоит из овала и двух незамкнутых кривых. Используя полученные трансверсаль-
ные кривые вместе с результатами предыдущей статьи [10], авторы построили в фазовой
плоскости системы (2) более узкое глобальное алгебраическое кольцо Пуанкаре–Бендиксона
для предельного цикла.

Далее в работе [14] подход из статей [10, 13] частично был применён к системе Рэлея
[1, с. 109; 15]

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=−𝑦, 𝑑𝑦

𝑑𝑡
=𝑥+𝜆𝑦−𝜆𝑦

3

3
, (3)

что позволило найти глобальное алгебраическое кольцо Пуанкаре–Бендиксона 𝐴(𝜆) для
её предельного цикла. Здесь был предложен способ построения функции Дюлака–Черкаса,
зависящей от параметра 𝜆, множество нулевого уровня которой содержит овал, используемый
в качестве внутренней границы. Овал же внешней границы построен с помощью внешнего
овала для системы Ван дер Поля из работы [10], учитывая топологическую эквивалентность
систем (2) и (3).

В настоящей работе, развивая результаты статей [10, 13, 14], предложены новые спо-
собы построения трансверсальных кривых, ограничивающих кольцо Пуанкаре–Бендиксона
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𝐴(𝜆) для системы Рэлея (3). Построенные границы составлены из алгебраических кривых,
имеющих конечное число точек, в которых траектории системы могут их касаться. Затем,
используя полученные трансверсальные кривые вместе с результатами статьи [14], находится
уточнённое, т.е. более узкое на фазовой плоскости по сравнению с найденным в [14], глобаль-
ное алгебраическое кольцо Пуанкаре–Бендиксона без ограничений на значения параметра 𝜆
и локализацию содержащегося в нём предельного цикла системы Рэлея (3).

Статья структурирована следующим образом: в п. 2 содержатся необходимые в даль-
нейшем сведения о системе Рэлея и функции Дюлака–Черкаса; в п. 3 приводятся способы
построения двух функций Дюлака–Черкаса, с помощью которых в п. 4 находится наилучшая
в зависимости от параметра 𝜆> 0 внутренняя граница кольца Пуанкаре–Бендиксона 𝐴(𝜆);
в п. 5 для системы Рэлея описывается способ построения внешней границы кольца 𝐴(𝜆) в
виде алгебраического овала.

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ О СИСТЕМЕ РЭЛЕЯ
И ФУНКЦИИ ДЮЛАКА–ЧЕРКАСА

Британский физик и лауреат Нобелевской премии Дж.В. Струтт, более известный как
лорд Рэлей, в своей монографии [16] использовал линейное дифференциальное уравнение с
постоянными коэффициентами

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+𝑘

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+𝑛2𝑥=0

для описания звуковых колебаний кларнета. Нелинейная модификация этого уравнения

𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+𝜆

[︂
1

3

(︂
𝑑𝑥

𝑑𝑡

)︂3
−1

]︂
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+𝑥=0,

где 𝜆 — вещественный параметр, известна как уравнение Рэлея. Соответствующая ему си-
стема (3) инвариантна относительно преобразования 𝑡→−𝑡, 𝑦→−𝑦, 𝜆→−𝜆 и с помощью
различных методов изучалась во многих работах [1, 17–22], где, в частности, доказано су-
ществование и единственность предельного цикла. Однако границы областей локализации
цикла на фазовой плоскости в таких работах указываются приближённо или только для
значений параметра, близких к бифуркационному. Поэтому задача установления наиболее
узкой двусвязной области локализации предельного цикла с точными границами является
по-прежнему актуальной для системы Рэлея (3).

Наш подход для построения внутренней границы кольца Пуанкаре–Бендиксона для си-
стемы (3) основан на использовании функции Дюлака–Черкаса, поэтому напомним основные
факты о ней, необходимые для такого построения.

Рассмотрим дифференциальную систему на плоскости

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝜆),

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=𝑄(𝑥, 𝑦, 𝜆) (4)

в предположении, что выполняется следующее
Условие A. Пусть 𝐺 — открытое подмножество множества R2, Λ — некоторый открытый

интервал, а 𝑃,𝑄∈𝐶 1 0
(𝑥,𝑦) 𝜆(𝐺×Λ,R).

Обозначим через 𝑋(𝜆) векторное поле системы (4).
Определение 1. Пусть условие A верно. Функция 𝐵 ∈ 𝐶 1 0

(𝑥,𝑦) 𝜆(𝐺×Λ,R) называется
функцией Дюлака системы (4) в области 𝐺 для 𝜆∈Λ, если выражение

div(𝐵𝑋)≡ 𝜕(𝐵𝑃 )

𝜕𝑥
+
𝜕(𝐵𝑄)

𝜕𝑦
≡ (grad𝐵,𝑋)+𝐵 div𝑋
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УТОЧНЁННОЕ ГЛОБАЛЬНОЕ КОЛЬЦО ПУАНКАРЕ–БЕНДИКСОНА 739

не меняет знак в области 𝐺 и может принимать значение нуль лишь на множестве 𝑁𝜆⊂𝐺
меры нуль для 𝜆∈Λ.

Класс функций Дюлака был обобщён Л.А. Черкасом в работе [11]. Соответствующая
обобщённая функция Дюлака, называемая сегодня функцией Дюлака–Черкаса, определяется
следующим образом.

Определение 2. Пусть условие A верно. Функция Ψ∈𝐶1 0
(𝑥,𝑦) 𝜆(𝐺×Λ,R) называется функ-

цией Дюлака–Черкаса системы (4) в области 𝐺 для 𝜆∈Λ, если существует действительное
число 𝜅 ̸=0 такое, что

Φ := (gradΨ, 𝑋)+𝜅Ψdiv𝑋 > 0 (< 0) в 𝐺 для 𝜆∈Λ. (5)

Замечание 1. Условие (5) может быть ослаблено, если предположить, что Φ может
принимать нулевое значение в области 𝐺 на множестве 𝑁𝜆 меры нуль, а также что ни один
овал этого множества не является предельным циклом.

Замечание 2. Если 𝜅=1, то Ψ является функцией Дюлака.
Введём подмножество 𝑊𝜆 области 𝐺 как множество нулевого уровня функции Дюлака–

Черкаса
𝑊𝜆 := {(𝑥, 𝑦)∈𝐺 : Ψ(𝑥, 𝑦, 𝜆)= 0}.

Из определения 1 сразу вытекает
Лемма 1. Пусть условие A верно и Ψ — функция Дюлака–Черкаса для системы (4)

в 𝐺 для 𝜆∈Λ. Тогда любой овал 𝑊𝜆, имеющий только конечное число точек, в которых
(gradΨ, 𝑋) обращается в нуль, является трансверсальным овалом для траекторий системы
(4) и может использоваться как граница кольца Пуанкаре–Бендиксона.

Следующая теорема является частным случаем более общего результата, установленного
в статье [23].

Теорема 1. Пусть условие A верно и Ψ — функция Дюлака–Черкаса системы (4) в
односвязной области 𝐺 для 𝜆∈Λ такая, что 𝑊𝜆 содержит только один овал 𝐼𝜆 в 𝐺. Тогда
при 𝜅< 0 система (4) имеет не более одного предельного цикла в области 𝐺 при 𝜆∈Λ, и
если он существует, то окружает 𝐼𝜆 и является грубым.

В условиях теоремы 1 овал 𝐼𝜆 удобно использовать в качестве внутренней границы кольца
Пуанкаре–Бендиксона системы (4).

3. ПОСТРОЕНИЕ ФУНКЦИИ ДЮЛАКА–ЧЕРКАСА ДЛЯ СИСТЕМЫ РЭЛЕЯ (3)

Теперь представим три способа построения функции Дюлака–Черкаса во всей фазовой
плоскости R2 системы Рэлея (3) при всех значениях 𝜆> 0.

1 способ. Будем искать функцию Дюлака–Черкаса в виде

Ψ(𝑥, 𝑦, 𝜆) :=Ψ0(𝑦, 𝜆)+Ψ1(𝑦, 𝜆)𝑥+Ψ2(𝑦, 𝜆)𝑥
2 (6)

в предположении, что для всех 𝜆> 0 функция Ψ2 не обращается тождественно в нуль.
Используя (6), получаем вспомогательную функцию Φ из (5) в виде

Φ(𝑥, 𝑦, 𝜆, 𝜅)=
3∑︁

𝑘=0

Φ𝑘(𝑦, 𝜆, 𝜅)𝑥
𝑘, (7)

где функции Φ𝑘 определяются как

Φ0 :=−Ψ1𝑦+Ψ′
0𝜆(𝑦−𝑦3/3)+𝜅𝜆Ψ0(1−𝑦2), (8)

Φ1 :=−2Ψ2𝑦+Ψ′
0+Ψ′

1𝜆(𝑦−𝑦3/3)+𝜅𝜆Ψ1(1−𝑦2), (9)

Φ2 :=Ψ′
1+Ψ′

2𝜆(𝑦−𝑦3/3)+𝜅𝜆Ψ2(1−𝑦2), (10)
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Φ3 :=Ψ′
2, (11)

здесь штрих означает производную по переменной 𝑦. Один из способов гарантировать зна-
коопределённость функции Φ в R2 для 𝜆 > 0 заключается в требовании, чтобы функции
Φ𝑘, 𝑘=1, 3, были тождественно равны нулю, а Φ0 была знакоопределённой. Применив этот
подход, получим из (11) линейное дифференциальное уравнение

Ψ′
2=0 (12)

с решением
Ψ2(𝑦, 𝜆, 𝜅)≡ 𝑐2 ̸=0. (13)

Подставив (12) и (13) в (10), получим уравнение

Ψ′
1+𝜅𝑐2𝜆(1−𝑦2)= 0, (14)

решение которого имеет вид

Ψ1(𝑦, 𝜆)=−𝜅𝑐2𝜆(𝑦−𝑦3/3)+𝑐1. (15)

Подставляя (13)–(15) в (9), будем иметь

Ψ′
0=2𝑐2𝑦+(1+𝜅)𝜅𝑐2𝜆

2(1−𝑦2)(𝑦−𝑦3/3)−𝜅𝑐1𝜆(1−𝑦2). (16)

Выбирая значения
𝜅=−1, 𝑐1=0, (17)

из (15) находим
Ψ1(𝑦, 𝜆)= 𝑐2𝜆(𝑦−𝑦3/3), (18)

а дифференциальное уравнение (16) запишем в виде

Ψ′
0=2𝑐2𝑦, (19)

его решение определим по формуле

Ψ0(𝑦, 𝜆)= 𝑐2𝑦
2+𝑐0. (20)

Используя (17)–(20), из (8) получаем

Φ0(𝑦, 𝜆,−1)=
2

3
𝜆𝑐2

(︂
𝑦4+

3𝑐0
2𝑐2

𝑦2− 3𝑐0
2𝑐2

)︂
.

Теперь необходимо подобрать 𝑐0 и 𝑐2 так, чтобы функция Φ0(𝑦, 𝜆,−1) была знакоопре-
делённой и соответствующая функция Дюлака–Черкаса Ψ обладала следующим свойством:
её множество нулевого уровня 𝑊𝜆 содержит овал, окружающий начало координат.

Выбрав 𝑐0=−8𝑐2/3, которое согласно (13) отлично от нуля, получим функцию Φ0(𝑦, 𝜆,−1)
в виде

Φ0(𝑦, 𝜆,−1)=
2

3
𝜆𝑐2(𝑦

2−2)2,

она не меняет знак при 𝜆>0 и при всех 𝑦, а принимает нулевое значение лишь при 𝑦=±
√
2.

Таким образом, справедлива
Лемма 2. Полином

Ψ(𝑥, 𝑦, 𝜆) := 𝑐2
(︀
𝑥2+𝑦2−8/3+𝜆𝑥(𝑦−𝑦3/3)

)︀
(21)

является функцией Дюлака–Черкаса для системы (3) в R2 при 𝜆> 0.
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УТОЧНЁННОЕ ГЛОБАЛЬНОЕ КОЛЬЦО ПУАНКАРЕ–БЕНДИКСОНА 741

2 способ. Будем искать функцию Дюлака–Черкаса в виде

Ψ(𝑥, 𝑦, 𝜆) :=Ψ0(𝑦, 𝜆)+Ψ1(𝑦, 𝜆)𝑥+Ψ2(𝑦, 𝜆)𝑥
2,

где предполагаем, что для всех 𝜆> 0 функция Ψ2 не обращается тождественно в нуль, и
выполняем все шаги с (7) по (16). Но далее вместо значений (17) выберем

𝜅=−2, 𝑐1=0, (22)

тогда из (15) получим
Ψ1(𝑦, 𝜆)= 2𝑐2𝜆(𝑦−𝑦3/3). (23)

Дифференциальное уравнение (16) запишется в виде

Ψ′
0=2𝑐2𝑦+2𝑐2𝜆

2(1−𝑦2)(𝑦−𝑦3/3), (24)

а его решение определяется по формуле

Ψ0(𝑦, 𝜆)= 𝑐2
(︀
𝑦2+𝜆2(𝑦2−2𝑦4/3+1/9𝑦6)

)︀
+𝑐0. (25)

Используя (22)–(25), из (8) находим

Φ0(𝑦, 𝜆,−2)=−2𝜆𝑐2

(︂(︂
1− 𝑐0

𝑐2

)︂
𝑦2−𝑦4+ 𝑐0

𝑐2

)︂
.

Добиться знакоопределённости функции Φ0(𝑦, 𝜆,−2), а также существования овала, окружа-
ющего начало координат и содержащегося в множестве нулевого уровня 𝑊𝜆 соответствующей
функции Дюлака–Черкаса Ψ, можно за счёт выбора 𝑐0=−𝑐2. Тогда имеем функцию

Φ0(𝑦, 𝜆,−2)=2𝜆𝑐2(𝑦
2−1)2, (26)

она не меняет знак при 𝜆>0 и при всех 𝑦, а принимает нулевое значение лишь при 𝑦=±1.
Таким образом, имеет место

Лемма 3. Полином

Ψ(𝑥, 𝑦, 𝜆) := 𝑐2
(︀
(𝑥+𝜆(𝑦−𝑦3/3))2+𝑦2−1

)︀
(27)

является функцией Дюлака–Черкаса для системы (3) в R2 при 𝜆> 0.
3 способ. Теперь будем искать функцию Дюлака–Черкаса в виде

Ψ(𝑥, 𝑦, 𝜆) :=Ψ0(𝑦, 𝜆)+Ψ1(𝑦, 𝜆)
(︀
𝑥+𝜆(𝑦−𝑦3/3)

)︀
+Ψ2(𝑦, 𝜆)

(︀
𝑥+𝜆(𝑦−𝑦3/3)

)︀2
, (28)

по-прежнему предполагая, что для всех 𝜆>0 функция Ψ2 не обращается тождественно в нуль.
Используя (28), получаем вспомогательную функцию Φ из (5):

Φ(𝑥, 𝑦, 𝜆, 𝜅)=
3∑︁

𝑘=0

Φ𝑘(𝑦, 𝜆, 𝜅)
(︀
𝑥+𝜆(𝑦−𝑦3/3)

)︀𝑘
,

где функции Φ𝑘 имеют вид

Φ0 :=−Ψ1𝑦+𝜅𝜆Ψ0(1−𝑦2), (29)

Φ1 :=−2Ψ2𝑦+Ψ′
0+𝜅𝜆Ψ1(1−𝑦2)+𝜆Ψ1(1−𝑦2), (30)

Φ2 :=Ψ′
1+𝜅𝜆Ψ2(1−𝑦2)+2𝜆Ψ2(1−𝑦2), (31)

Φ3 :=Ψ′
2, (32)
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здесь штрих снова означает производную по переменной 𝑦. Как и ранее, для знакоопреде-
лённости функции Φ в R2 при 𝜆 > 0 будем требовать, чтобы функции Φ𝑘, 𝑘 = 1, 3, были
тождественно равны нулю, а Φ0 была знакоопределённой. Тогда из (32) получим линейное
дифференциальное уравнение

Ψ′
2=0

с решением
Ψ2(𝑦, 𝜆, 𝜅)≡ 𝑐2 ̸=0. (33)

Подставив (33) в (31), получим уравнение

Ψ′
1+𝜅𝑐2𝜆(1−𝑦2)+2𝑐2𝜆(1−𝑦2)= 0. (34)

Выбирая
𝜅=−2, (35)

найдём решение уравнения (34):
Ψ1(𝑦, 𝜆)= 𝑐1. (36)

Подставляя (33), (35) и (36) в (30), будем иметь

Ψ′
0=2𝑐2𝑦−𝑐1𝜆(1−𝑦2). (37)

Выбирая 𝑐1=0, из (36) получаем
Ψ1(𝑦, 𝜆)= 0, (38)

и дифференциальное уравнение (37) записывается в виде

Ψ′
0=2𝑐2𝑦,

а его решение определяется формулой

Ψ0(𝑦, 𝜆)= 𝑐2𝑦
2+𝑐0. (39)

Используя (35), (38) и (39), из (29) имеем

Φ0(𝑦, 𝜆,−2)=−2𝜆(𝑐2𝑦
2+𝑐0)(1−𝑦2).

Выбрав 𝑐0=−𝑐2, получим знакоопределённую функцию Φ0(𝑦, 𝜆,−2) вида (26) и функцию
Дюлака–Черкаса вида (27).

Отметим, что только первый из предложенных способов уже применялся в работе [1].

4. ПОСТРОЕНИЕ ВНУТРЕННЕЙ ГРАНИЦЫ
КОЛЬЦА ПУАНКАРЕ–БЕНДИКСОНА СИСТЕМЫ (3)

Рассмотрим множества 𝑊𝜆 и ̃︁𝑊𝜆 функций Дюлака–Черкаса Ψ, представленных фор-
мулами (21) и (27) соответственно. Множество 𝑊𝜆 функций Дюлака–Черкаса Ψ из (21)
определяется равенством

𝑊𝜆 :=
{︀
(𝑥, 𝑦)∈R2 : 𝑥2+𝑦2−8/3+𝜆𝑥(𝑦−𝑦3/3)=0

}︀
(40)

и представляет собой окружность 𝑥2+𝑦2=8/3 при 𝜆=0. Из (40) вытекает, что для всех 𝜆>0
множество 𝑊𝜆 симметрично относительно начала координат и не пересекается с прямыми
𝑦=±

√
3. Обозначая через 𝑆2√3 полосу в фазовой плоскости, ограниченную этими прямыми,

в работе [14] получен следующий результат.
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Лемма 4. Множество 𝑊𝜆, определённое в (40), состоит в R2 при 𝜆 > 0 из трёх
различных компонент: овал 𝐼𝜆, окружающий начало координат и расположенный в полосе
𝑆2

√
3; неограниченная ветвь 𝑊 1

𝜆 , расположенная в первом квадранте в области 𝑦 >
√
3;

симметричная ей ветвь 𝑊 3
𝜆 в третьем квадранте в области 𝑦 <−

√
3.

Поэтому в [14] овал 𝐼𝜆 представлял собой внутреннюю границу кольца Пуанкаре–Бен-
диксона системы (3) при 𝜆> 0.

Теперь проанализируем множество̃︁𝑊𝜆=
{︀
(𝑥, 𝑦)∈𝑅2 : (𝑥+𝜆(𝑦−𝑦3/3))2+𝑦2−1=0

}︀
второй функции Дюлака–Черкаса. Для всех 𝜆>0 это множество симметрично относительно
начала координат и состоит из единственной компоненты в виде овала, окружающего начало
координат и расположенного в полосе между прямыми 𝑦 =±1. Поэтому овал ̃︁𝑊𝜆 также
может использоваться как внутренняя граница кольца Пуанкаре–Бендиксона для системы
Рэлея. При 𝜆=0 этот овал представляет собой окружность 𝑥2+𝑦2 =1, очевидно, что при
достаточно малых значениях 𝜆 овал 𝐼𝜆 окружает овал ̃︁𝑊𝜆 и является лучшей внутренней
границей кольца Пуанкаре–Бендиксона для системы (3), чем ̃︁𝑊𝜆. На рис. 1 показано взаимное
расположение овалов 𝐼𝜆, ̃︁𝑊𝜆 и предельного цикла 𝐿𝐶 системы (3), а также кривых 𝑊 1

𝜆 и
𝑊 3

𝜆 при 𝜆=1. При возрастании 𝜆 у овалов 𝐼𝜆 и ̃︁𝑊𝜆 появляются общие точки. Задача их
нахождения эквивалентна существованию корней уравнения 𝑓(𝑦)=−5/(3𝜆) при 𝑦∈ (0, 1), где
𝑓(𝑦) = (𝑦−𝑦3/3)

√︀
1−𝑦2. Поскольку функция 𝑓 принимает максимум при 𝑦 ∈ (0, 1) в точке

𝑦𝑚=
√︁
(9−

√
33)/8, получаем, что овалы 𝐼𝜆 и ̃︁𝑊𝜆 касаются друг друга при 𝜆=5/(3𝑓(𝑦𝑚))=

=𝜆1≈ 3.925 в двух точках, симметричных друг другу относительно начала координат. При
𝜆 > 𝜆1 эти овалы пересекаются в четырех точках 𝐴1, 𝐴2 и 𝐵1, 𝐵2. Таким образом, при
0 < 𝜆 ⩽ 𝜆1 овал 𝐼𝜆 является лучшей внутренней границей кольца Пуанкаре–Бендиксона,
чем овал ̃︁𝑊𝜆. При 𝜆>𝜆1 лучшей внутренней границей кольца Пуанкаре–Бендиксона будет
замкнутый контур 𝐴1𝐴2𝐵1𝐵2, составленный из дуг 𝐴1𝐴2, 𝐵1𝐵2 овала ̃︁𝑊𝜆 и дуг 𝐴2𝐵1, 𝐵2𝐴1

овала 𝐼𝜆. На рис. 2 показано взаимное расположение контура 𝐴1𝐴2𝐵1𝐵2 и предельного
цикла 𝐿𝐶 системы (3) при 𝜆=10.

Рис. 1. Расположение кривых 𝐼𝜆, ̃︁𝑊𝜆, 𝑊 1
𝜆 , 𝑊 3

𝜆

и предельного цикла 𝐿𝐶 системы (3) при 𝜆=1.
Рис. 2. Расположение контура 𝐴1𝐴2𝐵1𝐵2 и
предельного цикла 𝐿𝐶 системы (3) при 𝜆=10.
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5. ПОСТРОЕНИЕ ВНЕШНЕЙ ГРАНИЦЫ
КОЛЬЦА ПУАНКАРЕ–БЕНДИКСОНА СИСТЕМЫ (3)

В работе [10] для системы Ван дер Поля (2) был предложен подход к нахождению
внешней границы на основе построения функции ̃︀Ψ(𝑥, 𝑦, 𝜆), удовлетворяющей следующим
условиям:

1) множество 𝐻𝜆, на котором производная функции ̃︀Ψ(𝑥, 𝑦, 𝜆) в силу системы (2) при-
нимает нулевые значения и меняет знак, состоит из овала 𝐶𝜆;

2) множество нулевого уровня многочлена ̃︀Ψ(𝑥, 𝑦, 𝜆) содержит при всех 𝜆> 0 овал 𝑂𝜆,
окружающий как овал 𝐶𝜆, так и уже найденную внутреннюю границу 𝐼𝜆.

Учитывая полиномиальный вид системы (2), требуемая функция ̃︀Ψ(𝑥, 𝑦, 𝜆) в указанной
работе была построена в виде полинома второй степени по переменной 𝑦, коэффициенты
которого зависят от 𝑥 и 𝜆. Для системы же Рэлея (3) построить таким образом ̃︀Ψ(𝑥, 𝑦, 𝜆)
в виде аналогичного полинома не удалось, поэтому с учётом её правых частей наш способ
заключается в построении многочлена ̃︀Ψ(𝑥, 𝑦, 𝜆) вида

̃︀Ψ(𝑥, 𝑦, 𝜆)= ̃︀Ψ2(𝑦)
(︀
𝑥+𝜆(𝑦−𝑦3/3)

)︀2
+ ̃︀Ψ1(𝑦)

(︀
𝑥+𝜆(𝑦−𝑦3/3)

)︀
+ ̃︀Ψ0(𝑦).

Дифференцируя ̃︀Ψ(𝑥, 𝑦, 𝜆) в силу системы (3), получаем

𝑑̃︀Ψ(𝑥, 𝑦, 𝜆)

𝑑𝑡

⃒⃒⃒
(3)

=

3∑︁
𝑖=0

̃︀Φ𝑖(𝑦)
(︀
𝑥+𝜆(𝑦−𝑦3/3)

)︀𝑖
,

где ̃︀Φ3(𝑦)= ̃︀Ψ′
2(𝑦),̃︀Φ2(𝑦)= ̃︀Ψ′

1(𝑦)+2𝜆̃︀Ψ2(𝑦)(1−𝑦2),̃︀Φ1(𝑦)=−2𝑦̃︀Ψ2(𝑦)+ ̃︀Ψ′
0(𝑦)+𝜆

̃︀Ψ1(𝑦)(1−𝑦2),̃︀Φ0(𝑦)=−𝑦̃︀Ψ1(𝑦).

Для того чтобы множество 𝐻𝜆 в фазовой плоскости содержало овал 𝐶𝜆, на котором
производная меняет знак, потребуем выполнения условий

̃︀Ψ′
2(𝑦)= 0, (41)̃︀Ψ′

1(𝑦)+2𝜆̃︀Ψ2(𝑦)(1−𝑦2)=−𝜆̃︀Ψ2(𝑦)𝑦
2, (42)

−2𝑦̃︀Ψ2(𝑦)+ ̃︀Ψ′
0(𝑦)+𝜆̃︀Ψ1(𝑦)(1−𝑦2)= 0. (43)

Из соотношения (41) получаем ̃︀Ψ2(𝑦)= 𝑐2. (44)

С учётом (44) из соотношения (42) найдём

̃︀Ψ′
1(𝑦)=−2𝜆𝑐2+𝜆𝑐2𝑦

2,

откуда имеем ̃︀Ψ1(𝑦)=−2𝜆𝑐2𝑦+𝜆𝑐2𝑦
3/3. (45)

Из соотношения (43) с учётом (44) и (45) получим

̃︀Ψ′
0(𝑦)= 2𝑐2𝑦+𝜆

2𝑐2(2𝑦−7𝑦3/3+𝑦5/3),
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откуда ̃︀Ψ0(𝑦)= 𝑐2𝑦
2+𝜆2𝑐2

(︂
𝑦2− 7

12
𝑦4+

𝑦6

18

)︂
+𝑐0. (46)

В результате имеем

𝑑̃︀Ψ(𝑥, 𝑦, 𝜆)

𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
(3)

=−𝜆𝑐2𝑦2
(︀
(𝑥+𝜆(𝑦−𝑦3/3))2+𝑦2/3−2

)︀
.

Таким образом, доказана
Лемма 5. Производная 𝑑̃︀Ψ(𝑥, 𝑦, 𝜆)/𝑑𝑡 с учётом системы (3) при 𝜆 > 0 меняет знак

только на овале
𝐶𝜆=

{︀
(𝑥, 𝑦)∈𝑅2 : (𝑥+𝜆(𝑦−𝑦3/3))2+𝑦2/3=2

}︀
.

С учётом выражений (44)–(46) получаем представление

̃︀Ψ(𝑥, 𝑦, 𝜆)= 𝑐2(𝑥+𝜆(𝑦−𝑦3/3))2−𝜆𝑐2(2𝑦−𝑦3/3)(𝑥+𝜆(𝑦−𝑦3/3))+

+𝑐2𝑦
2(1+𝜆2)−7𝜆2𝑐2𝑦

4/12+𝜆2𝑐2𝑦
6/18+𝑐0.

Справедливость следующего утверждения доказывается аналогично лемме 7 из рабо-
ты [10].

Лемма 6. При
𝑐0=−8𝑐2−3𝜆𝑐2−18𝜆2𝑐2

уравнение ̃︀Ψ(𝑥, 𝑦, 𝜆)= 0 с учётом условия 𝑐2 ̸=0 определяет овал

𝑂𝜆=
{︀
(𝑥, 𝑦)∈𝑅2 : (𝑥+𝜆(𝑦−𝑦3/3))2−𝜆(2𝑦−𝑦3/3)(𝑥+𝜆(𝑦−𝑦3/3))+

+𝑦2(1+𝜆2)−7𝜆2𝑦4/12+𝜆2𝑦6/18−8−3𝜆−18𝜆2=0
}︀
, (47)

который является центрально симметричным и окружает овал 𝐶𝜆.
Таким образом, овал 𝑂𝜆 может использоваться как внешняя граница кольца Пуанкаре–

Бендиксона для системы (3). Взаимное расположение овалов 𝑂𝜆, 𝐶𝜆, 𝐼𝜆 и предельного цикла
𝐿𝐶 системы (3) при 𝜆=4.1 показано на рис. 3.

Овал 𝑂𝜆 был построен в работе [1] с помощью овала внешней границы кольца Пуанкаре–
Бендиксона для системы Ван дер Поля из статьи [10] с использованием диффеоморфизма,
отображающего систему (2) на систему (3).

Далее покажем, что внешняя граница 𝑂𝜆 при 𝜆> 0 может быть улучшена с помощью
трансверсальных кривых 𝑊 1

𝜆 и 𝑊 3
𝜆 , принадлежащих множеству нулевого уровня 𝑊𝜆 функции

Дюлака–Черкаса Ψ(𝑥, 𝑦, 𝜆). Для этого рассмотрим взаимное расположение овала 𝑂𝜆 и кривых
𝑊 1

𝜆 , 𝑊 3
𝜆 . Из соотношений (47) и (40) следует, что при достаточно малых значениях 𝜆 у

этих кривых нет общих точек. Если 𝜆 увеличивается, то существует единственное значение
𝜆2≈0.6012, при котором кривая 𝑊 1

𝜆 касается овала 𝑂𝜆 в одной точке 𝐶 первой координатной
четверти, а кривая 𝑊 3

𝜆 касается овала 𝑂𝜆 в точке 𝐷 третьей координатной четверти. Далее
при 𝜆> 𝜆2 каждая из кривых 𝑊 1

𝜆 и 𝑊 3
𝜆 пересекает овал 𝑂𝜆 в двух точках 𝐶1, 𝐶2 и 𝐷1,

𝐷2 соответственно. Дугу 𝐶1𝐶2 кривой 𝑊 1
𝜆 и дугу 𝐷1𝐷2 кривой 𝑊 3

𝜆 можно использовать
для улучшения овала 𝑂𝜆 в качестве внешней границы кольца Пуанкаре–Бендиксона для
системы Рэлея, а именно из указанных дуг вместе с дугами 𝐶2𝐷1 и 𝐷2𝐶1 овала 𝑂𝜆 можно
составить контур 𝐶1𝐶2𝐷1𝐷2, который при 𝜆>𝜆2 является лучшей внешней границей кольца
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Рис. 3. Расположение овалов 𝑂𝜆, 𝐶𝜆, 𝐼𝜆 и пре-
дельного цикла 𝐿𝐶 системы (3) при 𝜆=4.1.

Рис. 4. Расположение контура 𝐶1𝐶2𝐷1𝐷2 и
предельного цикла 𝐿𝐶 системы (3) при 𝜆=1.

Пуанкаре–Бендиксона, чем овал 𝑂𝜆. На рис. 4 показано взаимное расположение контура
𝐶1𝐶2𝐷1𝐷2 и предельного цикла 𝐿𝐶 системы (3) при 𝜆=1.

Таким образом, нами получен следующий основной результат.
Теорема 2. Единственный предельный цикл системы Рэлея (3) на фазовой плоскости

расположен в кольце Пуанкаре–Бендиксона 𝐴(𝜆), внутренней и внешней границами которого
соответственно являются:

1) овалы 𝐼𝜆 и 𝑂𝜆 при 0<𝜆<𝜆2,
2) овал 𝐼𝜆 и контур 𝐶1𝐶2𝐷1𝐷2 при 𝜆2<𝜆<𝜆1,
3) контуры 𝐴1𝐴2𝐵1𝐵2 и 𝐶1𝐶2𝐷1𝐷2 при 𝜆>𝜆1.
Для более детального изучения предельного цикла при 𝜆→∞ систему Рэлея (3) с помо-

щью линейного диффеоморфизма 𝑢=𝑥, 𝑣=𝜆𝑦, 𝜏 = 𝑡/𝜆 удобно преобразовать к топологически
эквивалентной системе

𝑑𝑢

𝑑𝜏
=−𝑣, 𝜀

𝑑𝑣

𝑑𝜏
=𝑢+𝑣− 𝑣3

3
, (48)

где 𝜀=1/𝜆2. При малых значениях параметра 𝜀 система (48) является сингулярно возмущён-
ной, а её единственный предельный цикл Γ̂𝜀 представляет собой релаксационные колебания.
В работе [14] были построены алгебраические овалы

𝐼𝜀 :=
{︀
(𝑢, 𝑣)∈𝑆2√3 : 𝑢

2+𝜀𝑣2+𝑢𝑣(1−𝑣2/3)−8𝜀/3=0
}︀

и

𝑂̂𝜀 :=

{︂
(𝑢, 𝑣)∈R2 :

(︂
−𝑢+𝑣

(︂
𝑣2

3
−1

)︂)︂
(−𝑢+𝑣)+(1+𝜀)𝑣2− 7

12
𝑣4+

1

18
𝑣6−8𝜀−3

√
𝜀−18=0

}︂
,

которые образуют соответственно внутреннюю и внешнюю границы глобального алгебраи-
ческого кольца Пуанкаре–Бендиксона 𝐴𝜀, содержащего единственный предельный цикл Γ̂𝜀

системы (48). Уточнение границ кольца 𝐴𝜀 проводится аналогично кольцу 𝐴(𝜆) системы (3).
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SPECIFIED GLOBAL POINCARE–BENDIXSON ANNULUS
WITH THE LIMIT CYCLE OF THE RAYLEIGH SYSTEM
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In the work of A. Grin and K. Schneider [1] two algebraic transversal ovals, which form the Poincare–
Bendixson annulus 𝐴(𝜆), are analytically constructed. This annulus contains the unique limit cycle of
the Rayleigh equation 𝑥̈+𝜆(𝑥̇2/3−1)𝑥̇+𝑥=0 for all values of the parameter 𝜆> 0. In the constructed
annulus 𝐴(𝜆) inner boundary consists of zero-level set of the Dulac–Cherkas function and outer bound-
ary represents the diffeomorphic image corresponding boundary of such an annulus for the van der Pol
system. In this paper new methods of construction two Dulac–Cherkas functions are worked out. With
help of these functions a better inner boundary of the Poincare–Bendixson annulus 𝐴(𝜆) depending
on the parameter is found. Also, for the Rayleigh system, a procedure for direct finding a polynomial
whose zero-level set contains a transversal oval used as the outer boundary 𝐴(𝜆) is proposed. Then we
determine the interval for 𝜆 where the better outer boundary of the annulus is a closed contour, which
composed from two arcs of the constructed oval and two arcs of non-closed curves belonging to zero-
level set of one from Dulac–Cherkas functions. Thus, finally the specified global Poincare–Bendixson
annulus for the limit cycle of the Rayleigh system is presented.

Keywords: Poincare–Bendixson annulus, Rayleigh system, limit cycle, Dulac–Cherkas function, topo-
logically equivalent systems.
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Исследовано уравнение Монжа–Ампера с тремя независимыми переменными, встреча-
ющееся в электронной магнитной гидродинамике. Проведён групповой анализ этого
сильно нелинейного уравнения с частными производными. Найдено одиннадцатипара-
метрическое преобразование, сохраняющее вид уравнения. Получена формула, дающая
возможность строить многопараметрические семейства решений исходя из более простых
решений. Рассмотрены двумерные редукции, приводящие к более простым уравнени-
ям в частных производных с двумя независимыми переменными. Описаны одномерные
редукции, позволяющие получать автомодельные и другие инвариантные решения, кото-
рые удовлетворяют обыкновенным дифференциальным уравнениям. Построены точные
решения с аддитивным, мультипликативным и обобщённым разделением переменных,
многие из которых допускают представление в элементарных функциях. Полученные
результаты и точные решения могут быть использованы для оценки точности и ана-
лиза адекватности численных методов решения начально-краевых задач, описываемых
сильно нелинейными уравнениями с частными производными.

Ключевые слова: уравнение Монжа–Ампера, групповой анализ, редукция, точное реше-
ние.

DOI: 10.31857/S0374064124060032, EDN: KWLDDX

ВВЕДЕНИЕ

В плазменной электронной магнитной гидродинамике разработан подход, в котором
электронная составляющая плазмы представлена в виде набора случайных или регуляр-
но распределённых точечных электронных вихрей. Локальные нестационарные движения в
соответствующей двумерной вихревой системе описываются нелинейным уравнением [1, 2]

𝑢𝑡=𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦−𝑢2𝑥𝑦, (1)

в правой части которого опущен несущественный постоянный множитель.
Впервые нестационарные уравнения с нелинейностью типа Монжа–Ампера по простран-

ственным переменным появились в работе [3], в которой, в частности, было приведено
уравнение

𝑢𝑡=det𝐻−𝑓(x, 𝑡), (2)

где x=(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝐻 =(𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 ) — матрица вторых производных Гессе.
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В случае двух пространственных переменных 𝑥1 = 𝑥 и 𝑥2 = 𝑦 в уравнении (2) следует
положить x= (𝑥, 𝑦) и det𝐻 = 𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦−𝑢2𝑥𝑦. При 𝑛= 2 и 𝑓 ≡ 0 уравнение (2) переходит в
уравнение (1).

Уравнения (1) и (2) и более сложные родственные нелинейные уравнения, содержащие
первую производную по времени 𝑢𝑡 и комбинацию вторых производных по пространственным
координатам вида det𝐻, называются авторами статей [4–8] параболическими уравнениями
Монжа–Ампера. В указанных работах в основном исследовались вопросы существования
и единственности решений различных внутренних и внешних начально-краевых задач для
таких уравнений, а также обсуждались геометрические приложения.

В случае двух пространственных переменных параболические уравнения Монжа–Ампера
имеют вид

𝑢𝑡=𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦−𝑢2𝑥𝑦). (3)

При 𝑢𝑡=𝐹𝑡=0 уравнения вида (3) сводятся к стационарным уравнениям Монжа–Ампера,
которые принято записывать в разрешённом относительно комбинации старших производных
виде

𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦−𝑢2𝑥𝑦 =Φ(𝑥, 𝑦, 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑦). (4)

Весьма полную информацию о стационарных уравнениях Монжа–Ампера, часто встречаю-
щихся в дифференциальной геометрии, можно найти в книге [9, гл. 8]. В частных случаях,
при Φ=0 (однородное уравнение Монжа–Ампера) и Φ=𝑎= const<0, общее решение уравне-
ния (4) можно представить в параметрической форме [10, с. 776]. Различные преобразования
и обширный список точных решений уравнений вида (4) приведены в работах [10, с. 774–
793; 11].

Уравнение (4) является сильно нелинейным (квадратичным относительно старших про-
изводных) и имеет свойства, необычные для квазилинейных уравнений — линейных относи-
тельно старших производных. В частности, даже для простейшей правой части Φ=𝑎= const
качественные особенности этого уравнения зависят от знака постоянной 𝑎, поскольку при
𝑎> 0 уравнение (4) является уравнением “эллиптического типа”, а при 𝑎< 0 — уравнением
“гиперболического типа” [10, с. 1393].

Указанные выше качественные особенности стационарных уравнений Монжа–Ампера зна-
чительно усложняют процедуру их численного интегрирования. Поэтому для численного
решения стационарных уравнений Монжа–Ампера (4) применяются различные модифика-
ции метода установления по времени с использованием параболического уравнения Монжа–
Ампера, которое получается добавлением нестационарной первой производной 𝑢𝑡 в правую
часть (4). Указанный подход с привлечением параболических уравнений Монжа–Ампера (1)
и (2) использовался в [12, 13] для численного интегрирования краевых задач, описываемых
соответствующими стационарными уравнениями Монжа–Ампера.

В статьях [14, 15] с помощью метода разделения переменных были получены точные
решения уравнения (1) в виде произведения и суммы функций разных аргументов.

В данной работе под точными решениями нелинейных уравнений с частными производ-
ными понимаются решения, которые выражаются:

— с помощью элементарных функций и неопределённых интегралов;
— через решения обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) или систем ОДУ;
— через решения линейных уравнений математической физики.
Важно отметить, что точные решения нелинейных уравнений математической физики

с частными производными играют важную роль стандартных “математических эталонов”,
широко использующихся для оценки точности, верификации и разработки различных чис-
ленных, асимптотических и приближённых аналитических методов.
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Редукциями рассматриваемого уравнения называют уравнения с меньшим числом неза-
висимых переменных или уравнения более низкого порядка, все решения которых являются
решениями данного уравнения. Редукции играют ключевую роль для построения точных
решений дифференциальных уравнений. Наиболее важными для нелинейных уравнений с
частными производными являются одномерные редукции, используя которые удаётся пред-
ставить их решения в терминах решений гораздо более простых ОДУ.

Отметим характерную качественную особенность уравнения (1), отличающую его от
подавляющего большинства других уравнений математической физики, не зависящих явно
от независимых переменных — оно не имеет простых решений типа бегущей волны 𝑢=
=𝑈(𝑎𝑥+𝑏𝑦+𝑐𝑡) и более сложных решений вида 𝑢= 𝑉 (𝑎𝑥+𝑏𝑦, 𝑡), где 𝑎, 𝑏, 𝑐 — некоторые
постоянные, 𝑈 ′ ̸=0 и 𝑉𝑡 ̸=0.

В данной работе для поиска точных решений нелинейного уравнения магнитной гидроди-
намики (1) использованы различные модификации метода обобщённого разделения перемен-
ных [10, гл. 29; 16, гл. 1], а также приведённые в [10, гл. 11] точные решения более простых,
чем исходное, промежуточных редуцированных уравнений с меньшим числом независимых
переменных. Особое внимание уделяется построению простых точных решений, которые вы-
ражаются через элементарные функции. Такие решения удобно использовать в качестве
тестовых задач для оценки точности и проверки адекватности численных методов решения
сильно нелинейных уравнений с частными производными.

1. СИММЕТРИИ УРАВНЕНИЯ МОНЖА–АМПЕРА (1)

Операторы симметрии уравнения (1) ищем в виде

𝑋 = 𝜉1(𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝑢)
𝜕

𝜕𝑥
+𝜉2(𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝑢)

𝜕

𝜕𝑦
+𝜉3(𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝑢)

𝜕

𝜕𝑡
+𝜂(𝑥, 𝑦, 𝑡, 𝑢)

𝜕

𝜕𝑢
.

Применяя критерий инвариантности [17, гл. 2], получаем следующую переопределённую
линейную однородную систему определяющих уравнений:

𝜉1𝑡 =0, 𝜉1𝑢=0, 𝜉2𝑡 =0, 𝜉2𝑢=0, 𝜉3𝑥=0, 𝜉3𝑦 =0, 𝜉3𝑢=0,

𝜂𝑡=0, 𝜂𝑢−2𝜉1𝑥−2𝜉2𝑦+𝜉
3
𝑡 =0, 𝜉1𝑥𝑥=0, 𝜉1𝑥𝑦 =0, 𝜉1𝑦𝑦 =0,

𝜉2𝑥𝑥=0, 𝜉2𝑥𝑦 =0, 𝜉2𝑦𝑦 =0, 𝜉3𝑡𝑡=0, 𝜂𝑥𝑥=0, 𝜂𝑥𝑦 =0, 𝜂𝑦𝑦 =0. (5)

Нетрудно показать, что совместное решение переопределённой системы уравнений (5)
даётся формулами

𝜉1= 𝑐1𝑥+𝑐2𝑦+𝑐3, 𝜉2= 𝑐4𝑥+𝑐5𝑦+𝑐6, 𝜉3= 𝑐7𝑡+𝑐8, 𝜂=(2𝑐1+2𝑐5−𝑐7)𝑢+𝑐9𝑥+𝑐10𝑦+𝑐11,

где 𝑐𝑗 (𝑗=1, 11) — произвольные постоянные. Отсюда следуют два утверждения.
Предложение 1. Базис алгебры Ли операторов симметрии уравнения (1) имеет вид

𝑋1=
𝜕

𝜕𝑥
, 𝑋2=

𝜕

𝜕𝑦
, 𝑋3=

𝜕

𝜕𝑡
, 𝑋4=

𝜕

𝜕𝑢
, 𝑋5= 𝑦

𝜕

𝜕𝑥
, 𝑋6=𝑥

𝜕

𝜕𝑦
,

𝑋7=𝑥
𝜕

𝜕𝑢
, 𝑋8= 𝑦

𝜕

𝜕𝑢
, 𝑋9=𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+2𝑢

𝜕

𝜕𝑢
, 𝑋10= 𝑦

𝜕

𝜕𝑦
+2𝑢

𝜕

𝜕𝑢
, 𝑋11= 𝑡

𝜕

𝜕𝑡
−𝑢 𝜕

𝜕𝑢
.

Предложение 2. Преобразование

𝑥̄= 𝑎1𝑥+𝑏1𝑦+𝑐1, 𝑦= 𝑎2𝑥+𝑏2𝑦+𝑐2, 𝑡= 𝑑1𝑡+𝑑2,

𝑢̄=
(𝑎1𝑏2−𝑎2𝑏1)2

𝑑1
𝑢+𝑎3𝑥+𝑏3𝑦+𝑐3 (𝑎1𝑏2−𝑎2𝑏1 ̸=0, 𝑑1 ̸=0) (6)
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переводит любое решение 𝑢=𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑡) уравнения (1) в одиннадцатипараметрическое семей-
ство решений

𝑢=
𝑑1

(𝑎1𝑏2−𝑎2𝑏1)2
[︀
𝜙(𝑎1𝑥+𝑏1𝑦+𝑐1, 𝑎2𝑥+𝑏2𝑦+𝑐2, 𝑑1𝑡+𝑑2)−𝑎3𝑥−𝑏3𝑦−𝑐3

]︀
, (7)

где 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑑1, 𝑑2 — произвольные постоянные.
Важно отметить, что в формуле (7) свободные параметры могут быть комплексными

числами, если полученное таким способом решение будет действительным (подробности см.
в [18]). В п. 3 статьи приведён конкретный пример использования такого подхода.

Замечание 1. Преобразование (6) оставляет инвариантным вид уравнения (1). Фор-
мула (7) даёт возможность получать многопараметрические семейства решений исходя из
более простых решений.

2. ДВУМЕРНЫЕ СИММЕТРИЙНЫЕ РЕДУКЦИИ

Регулярная процедура построения двумерных симметрийных редукций уравнений с част-
ными производными описана в книге [17, гл. 5]. В данной работе мы ограничимся наиболее
содержательными примерами построения двумерных редукций уравнения Монжа–Ампера
(1) на основе использования симметрий, описанных выше.

1∘. Переходя в уравнении (1) к переменным типа бегущей волны

𝑢=𝑈(𝜉, 𝜂), 𝜉=𝑥−𝑎1𝑡, 𝜂= 𝑦−𝑎2𝑡, (8)

где 𝑎1 и 𝑎2 — произвольные постоянные, приходим к двумерному уравнению типа Монжа–
Ампера с постоянными коэффициентами

𝑈𝜉𝜉𝑈𝜂𝜂−𝑈2
𝜉𝜂+𝑎1𝑈𝜉+𝑎2𝑈𝜂 =0. (9)

Решение вида (8) является инвариантным относительно однопараметрической группы
преобразований, задаваемой оператором симметрии

𝑌 = 𝑎1𝑋1+𝑎2𝑋2+𝑋3= 𝑎1
𝜕

𝜕𝑥
+𝑎2

𝜕

𝜕𝑦
+
𝜕

𝜕𝑡
.

Уравнение (9) допускает точные решения, квадратичные по любой независимой пере-
менной, вида

𝑈1= 𝑓1(𝜉)𝜂
2+𝑔1(𝜉)𝜂+ℎ1(𝜉), 𝑈2= 𝑓2(𝜂)𝜉

2+𝑔2(𝜂)𝜉+ℎ2(𝜂), (10)

где функции 𝑓𝑖, 𝑔𝑖, ℎ𝑖 (𝑖= 1, 2) описываются соответствующими системами ОДУ второго
порядка, которые здесь не приводятся.

Замечание 2. Решения аналогичные (10), квадратичные по одной или нескольким пе-
ременным, нередко используются для построения точных решений нелинейных уравнений
реакционно-диффузионного типа (см., например, [10, 17–19]).

2∘. Переходя в уравнении (1) к автомодельным переменным

𝑢= 𝑡−2𝛼−2𝛽−1𝑈(𝜉, 𝜂), 𝜉=𝑥𝑡𝛼, 𝜂= 𝑦𝑡𝛽, (11)

где 𝛼 и 𝛽 — произвольные постоянные, получаем двумерное уравнение типа Монжа–Ампера
с переменными коэффициентами при младших производных

𝑈𝜉𝜉𝑈𝜂𝜂−𝑈2
𝜉𝜂−𝛼𝜉𝑈𝜉−𝛽𝜂𝑈𝜂+(2𝛼+2𝛽+1)𝑈 =0. (12)
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Решение вида (11) является инвариантным относительно однопараметрической группы
преобразований, задаваемой оператором симметрии

𝑌 =𝛼𝑋9+𝛽𝑋10−𝑋11=𝛼𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+𝛽𝑦

𝜕

𝜕𝑦
− 𝑡 𝜕

𝜕𝑡
+(2𝛼+2𝛽+1)𝑢

𝜕

𝜕𝑢
. (13)

Уравнение (12) допускает квадратичные по любой независимой переменной точные ре-
шения вида (10). Значениям 𝛼= 𝛽=0 в (11) соответствует решение с мультипликативным
разделением переменных.

Замечание 3. Эквивалентную форму представления решения вида (11) можно получить,
взяв вместо второго аргумента комбинацию обоих аргументов 𝜁=𝜉−𝛽𝜂𝛼=𝑥−𝛽𝑦𝛼, что приведёт
к решению вида

𝑢= 𝑡−2𝛼−2𝛽−1𝑉 (𝜉, 𝜁), 𝜉=𝑥𝑡𝛼, 𝜁 =𝑥−𝛽𝑦𝛼. (14)

Решение вида (14) также является инвариантным относительно однопараметрической группы
преобразований, задаваемой оператором симметрии (13). Уравнение на функцию 𝑉 (𝜉, 𝜁) (или
двумерная редукция) здесь не приводится ввиду его громоздкости.

3∘. Переходя в уравнении (1) к инвариантным переменным

𝑢= 𝑒−2(𝛼+𝛽)𝑡𝑈(𝜉, 𝜂), 𝜉=𝑥𝑒𝛼𝑡, 𝜂= 𝑦𝑒𝛽𝑡, (15)

где 𝛼 и 𝛽 — произвольные постоянные, получаем другое двумерное уравнение типа Монжа–
Ампера с переменными коэффициентами при младших производных

𝑈𝜉𝜉𝑈𝜂𝜂−𝑈2
𝜉𝜂−𝛼𝜉𝑈𝜉−𝛽𝜂𝑈𝜂+2(𝛼+𝛽)𝑈 =0. (16)

Решение вида (15) является инвариантным относительно однопараметрической группы
преобразований, задаваемой оператором симметрии

𝑌 =𝛼𝑋9+𝛽𝑋10−𝑋3=𝛼𝑥
𝜕

𝜕𝑥
+𝛽𝑦

𝜕

𝜕𝑦
− 𝜕

𝜕𝑡
+2(𝛼+𝛽)𝑢

𝜕

𝜕𝑢
.

Уравнение (16) допускает квадратичные по любой независимой переменной точные ре-
шения вида (10).

4∘. Переходя в уравнении (1) к инвариантным переменным

𝑢=
1

𝑡
𝑈(𝜉, 𝜂), 𝜉=𝑥+𝜆1 ln 𝑡, 𝜂= 𝑦+𝜆2 ln 𝑡, (17)

где 𝜆1 и 𝜆2 — произвольные постоянные, получаем двумерное уравнение типа Монжа–Ампера
с постоянными коэффициентами

𝑈𝜉𝜉𝑈𝜂𝜂−𝑈2
𝜉𝜂−𝜆1𝑈𝜉−𝜆2𝑈𝜂+𝑈 =0. (18)

Решение вида (17) является инвариантным относительно однопараметрической группы
преобразований, задаваемой оператором симметрии

𝑌 =𝜆1𝑋1+𝜆2𝑋2−𝑋11=𝜆1
𝜕

𝜕𝑥
+𝜆2

𝜕

𝜕𝑦
− 𝑡 𝜕

𝜕𝑡
+𝑢

𝜕

𝜕𝑢
.

Уравнение (18) допускает точные решения типа бегущей волны, а также квадратичные по
любой независимой переменной решения вида (10). Значениям 𝜆1=𝜆2=0 в (17) соответствует
решение с мультипликативным разделением переменных.
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5∘. Уравнение (1) с использованием инвариантных переменных

𝑢=𝑥2𝑈(𝜉, 𝜂), 𝜉= 𝑡+𝛼 ln𝑥, 𝜂= 𝑦+𝛽 ln𝑥, (19)

где 𝛼 и 𝛽 — произвольные постоянные, редуцируется к двумерному уравнению, которое
здесь опускается. Значениям 𝛼= 𝛽=0 в (19) соответствует решение с мультипликативным
разделением переменных.

Решение вида (19) является инвариантным относительно однопараметрической группы
преобразований, задаваемой оператором симметрии

𝑌 =−𝛽𝑋2−𝛼𝑋3+𝑋9=𝑥
𝜕

𝜕𝑥
−𝛽 𝜕

𝜕𝑦
−𝛼 𝜕

𝜕𝑡
+2𝑢

𝜕

𝜕𝑢
.

6∘. Уравнение (1) с использованием инвариантных переменных

𝑢= 𝑒−2𝛼𝑥𝑈(𝜉, 𝜂), 𝜉=𝑥+𝛽𝑡, 𝜂= 𝑦𝑒𝛼𝑥 (20)

редуцируется к двумерному уравнению типа Монжа–Ампера, которое здесь опускается.
Решение вида (20) является решением, инвариантным относительно однопараметрической

группы преобразований, задаваемой оператором симметрии

𝑌 =𝛽𝑋1−𝑋3−𝛼𝛽𝑋10+𝑋9=𝛽
𝜕

𝜕𝑥
−𝛼𝛽𝑦 𝜕

𝜕𝑦
− 𝜕

𝜕𝑡
−2𝛼𝛽𝑢

𝜕

𝜕𝑢
.

7∘. Уравнение (1) с использованием инвариантных переменных

𝑢= 𝑒(𝛼−2𝛽)𝑥𝑈(𝜉, 𝜂), 𝜉= 𝑡𝑒𝛼𝑥, 𝜂= 𝑦𝑒𝛽𝑥 (21)

сводится к двумерному уравнению, которое здесь опускается.
Решение вида (21) является инвариантным относительно однопараметрической группы

преобразований, задаваемой оператором симметрии

𝑌 =𝑋1−𝛽𝑋10−𝛼𝑋11=
𝜕

𝜕𝑥
−𝛽𝑦 𝜕

𝜕𝑦
−𝛼𝑡 𝜕

𝜕𝑡
+(𝛼−2𝛽)𝑢

𝜕

𝜕𝑢
.

Замечание 4. Более сложные двумерные симметрийные редукции уравнения (1) можно
получить, применив к решениям (8), (11), (14), (15), (17), (19)–(21) формулу размножения
решений (7).

3. ОДНОМЕРНЫЕ СИММЕТРИЙНЫЕ РЕДУКЦИИ И ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ

Регулярная процедура построения одномерных редукций уравнений с частными произ-
водными описана в [17, гл. 5]. В данной работе мы ограничимся характерными примерами
построения одномерных редукций и инвариантных точных решений путём использования
симметрий параболического уравнения Монжа–Ампера (1).

1∘. Простейшим инвариантным решением уравнения (1), допускающим преобразование
масштабирования, является решение в виде произведения соответствующих степеней неза-
висимых переменных

𝑢=
𝑥2𝑦2

12𝑡
. (22)

Ниже рассмотрено несколько инвариантных решений, которые обобщают решение (22)
и могут быть получены с помощью простых методов, описанных в статье [20].
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Решение (22) является частным случаем более широкого семейства инвариантных реше-
ний вида

𝑢=
𝑥2

𝑡
𝑓(𝑧), 𝑧= 𝑦+𝛽 ln 𝑡, (23)

где 𝛽 — произвольная постоянная, а функция 𝑓 = 𝑓(𝑧) описывается нелинейным ОДУ

2𝑓𝑓 ′′𝑧𝑧−4(𝑓 ′𝑧)
2=−𝑓+𝛽𝑓 ′𝑧.

Решение (22) является частным случаем и другого, более широкого семейства инвари-
антных решений вида

𝑢=
𝑥2

𝑡
𝑔(𝜉), 𝜉= 𝑦+𝜆 ln𝑥, (24)

где 𝜆 — произвольная постоянная, а функция 𝑔= 𝑔(𝑧) удовлетворяет ОДУ

𝜆𝑔′𝜉𝑔
′′
𝜉𝜉−2𝑔𝑔′′𝜉𝜉+4(𝑔′𝜉)

2= 𝑔.

Решение (22) также является частным случаем другого, более широкого семейства ин-
вариантных решений вида

𝑢=𝑥2𝑦2𝜙(𝜂), 𝜂= 𝑡+𝛾 ln 𝑦, (25)

где 𝛾 — произвольная постоянная, а функция 𝜙=𝜙(𝜂) удовлетворяет ОДУ

2𝛾2𝜙𝜙′′
𝜂𝜂−4𝛾2(𝜙′

𝜂)
2−10𝛾𝜙𝜙′

𝜂−12𝜙2=𝜙′
𝜂.

В решениях (23)–(25) пространственные переменные 𝑥 и 𝑦 можно поменять местами или
воспользоваться формулой (7).

Применив формулу (7) при 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑏2 = 𝑑1 = 1, 𝑏1 =−1, 𝑎3 = 𝑏3 = 𝑐1 = 𝑐2 = 𝑐3 = 𝑑2 = 0 к
решению (22), получим решение более сложного вида

𝑢=
(𝑥2−𝑦2)2

48𝑡
. (26)

Уравнение (1) не изменится, если сделать преобразование 𝑢̄=−𝑢, 𝑥̄= 𝑖𝑥, где 𝑖2=−1 (это
эквивалентно выбору комплексного параметра 𝑎1 = 𝑖 в формуле (7)). Сделав аналогичное
преобразование в (26), приходим к простому решению с осевой симметрией

𝑢=−(𝑥2+𝑦2)2

48𝑡
.

2∘. Уравнение (1) с использованием инвариантных переменных

𝑢=𝑥2−2𝛽𝑡−2𝛼−1𝑉 (𝜁), 𝜁 =𝑥𝛽𝑡𝛼𝑦 (27)

редуцируется к нелинейному ОДУ второго порядка[︀
𝛽(𝛽+1)𝜁𝑉 ′

𝜁 −2(𝛽−1)(2𝛽−1)𝑉
]︀
𝑉 ′′
𝜁𝜁+(𝛽−2)2(𝑉 ′

𝜁 )
2+𝛼𝜁𝑉 ′

𝜁 −(2𝛼+1)𝑉 =0.

Решение вида (27) является инвариантным решением относительно двухпараметрической
группы преобразований, задаваемой операторами симметрии

𝑌1=𝛼𝑋9−𝛽𝑋11=𝛼𝑥
𝜕

𝜕𝑥
−𝛽𝑡 𝜕

𝜕𝑡
+(2𝛼+𝛽)𝑢

𝜕

𝜕𝑢
, 𝑌2=𝛼𝑋10−𝑋11=𝛼𝑦

𝜕

𝜕𝑦
− 𝑡 𝜕

𝜕𝑡
+(2𝛼+1)𝑢

𝜕

𝜕𝑢
.
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3∘. Уравнение (1) с использованием инвариантных переменных

𝑢= 𝑒−2𝛼𝑡𝑥2−2𝛽𝑉 (𝜁), 𝜁 = 𝑒𝛼𝑡𝑥𝛽𝑦 (28)

редуцируется к ОДУ второго порядка[︀
𝛽(𝛽+1)𝜁𝑉 ′

𝜁 −2(𝛽−1)(2𝛽−1)𝑉
]︀
𝑉 ′′
𝜁𝜁+(𝛽−2)2(𝑉 ′

𝜁 )
2+𝛼𝜁𝑉 ′

𝜁 −2𝛼𝑉 =0.

Решение вида (28) инвариантно относительно двухпараметрической группы преобразований,
задаваемой операторами симметрии

𝑌1=−𝑋3+𝛼𝑋10=𝛼𝑦
𝜕

𝜕𝑦
− 𝜕

𝜕𝑡
+2𝛼𝑢

𝜕

𝜕𝑢
, 𝑌2=𝑋9−𝛽𝑋10=𝑥

𝜕

𝜕𝑥
−𝛽𝑦 𝜕

𝜕𝑦
−2(𝛽−1)𝑢

𝜕

𝜕𝑢
.

4∘. Уравнение (1) с использованием инвариантных переменных

𝑢= 𝑡−2𝛼−1𝑒−2𝛽𝑥𝑉 (𝜁), 𝜁 = 𝑡𝛼𝑒𝛽𝑥𝑦 (29)

сводится к ОДУ второго порядка

𝛽2(𝜁𝑉 ′
𝜁 −4𝑉 )𝑉 ′′

𝜁𝜁+𝛽
2(𝑉 ′

𝜁 )
2+𝛼𝜁𝑉 ′

𝜁 −(2𝛼+1)𝑉 =0.

Решение вида (29) является инвариантным относительно двухпараметрической группы пре-
образований, задаваемой операторами симметрии

𝑌1=𝑋1−𝛽𝑋10=
𝜕

𝜕𝑥
−𝛽𝑦 𝜕

𝜕𝑦
−2𝛽𝑢

𝜕

𝜕𝑢
, 𝑌2=𝛼𝑋10−𝑋11=𝛼𝑦

𝜕

𝜕𝑦
− 𝑡 𝜕

𝜕𝑡
+(2𝛼+1)𝑢

𝜕

𝜕𝑢
.

5∘. Уравнение (1) с использованием инвариантных переменных

𝑢= 𝑒−2𝛼𝑡−2𝛽𝑥𝑉 (𝜁), 𝜁 = 𝑒𝛼𝑡+𝛽𝑥𝑦 (30)

редуцируется к ОДУ второго порядка

𝛽2(𝜁𝑉 ′
𝜁 −4𝑉 )𝑉 ′′

𝜁𝜁+𝛽
2(𝑉 ′

𝜁 )
2+𝛼𝜁𝑉 ′

𝜁 −2𝛼𝑉 =0.

Решение вида (30) является инвариантным относительно двухпараметрической группы пре-
образований, задаваемой операторами симметрии

𝑌1=𝑋1−𝛽𝑋10=
𝜕

𝜕𝑥
−𝛽𝑦 𝜕

𝜕𝑦
−2𝛽𝑢

𝜕

𝜕𝑢
, 𝑌2=𝑋3−𝛼𝑋10=

𝜕

𝜕𝑡
−𝛼𝑦 𝜕

𝜕𝑦
−2𝛼𝑢

𝜕

𝜕𝑢
.

Замечание 5. Более сложные одномерные симметрийные редукции уравнения (1) можно
получить, применив к решениям (24), (25), (27)–(30) формулу размножения решений (7).

4. РЕДУКЦИИ С ОБОБЩЁННЫМ РАЗДЕЛЕНИЕМ ПЕРЕМЕННЫХ,
ПРИВОДЯЩИЕ К НЕОДНОРОДНЫМ УРАВНЕНИЯМ МОНЖА–АМПЕРА

1∘. Уравнение (1) имеет решения с аддитивным разделением переменных вида

𝑢=−𝐴𝑡+𝑤(𝑥, 𝑦), (31)

где 𝐴 — произвольная постоянная, а функция 𝑤 описывается неоднородным уравнением
Монжа–Ампера с постоянной правой частью

𝑤𝑥𝑥𝑤𝑦𝑦−𝑤2
𝑥𝑦 =−𝐴. (32)
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2∘. Нетрудно проверить, что уравнение (1) допускает точное решение с аддитивным
разделением переменных вида (31), которое выражается в элементарных функциях

𝑢=𝐶1𝑥
2+𝐶2𝑥𝑦+𝐶3𝑦

2+𝐶4𝑥+𝐶5𝑦+(4𝐶1𝐶3−𝐶2
2 )𝑡+𝐶6,

где 𝐶𝑖 (𝑖=1, 6) — произвольные постоянные.
3∘. Используя результаты [10], можно получить, например, следующие точные решения

вида (31) уравнения (1):

𝑢=−𝐴𝑡±
√
𝐴

𝐶2
𝑥(𝐶1𝑥+𝐶2𝑦)+𝜙(𝐶1𝑥+𝐶2𝑦)+𝐶3𝑥+𝐶4𝑦+𝐶5,

𝑢=−𝐴𝑡+ 1

𝑥+𝐶1

(︂
𝐶2𝑦

2+𝐶3𝑦+
𝐶2
3

4𝐶2

)︂
− 𝐴

12𝐶2
(𝑥3+3𝐶1𝑥

2)+𝐶4𝑦+𝐶5𝑥+𝐶6,

𝑢=−𝐴𝑡± 2
√
𝐴

3𝐶1𝐶2
(𝐶1𝑥−𝐶2

2𝑦
2+𝐶3)

3/2+𝐶4𝑥+𝐶5𝑦+𝐶6,

где 𝐶𝑖 (𝑖=1, 6) — произвольные постоянные, 𝜙=𝜙(𝑧) — произвольная функция.
Замечание 6. При 𝐴> 0 общее решение неоднородного уравнения Монжа–Ампера (32)

можно представить в параметрическом виде [10].
4∘. Уравнение (1) допускает более сложные, чем (31), решения с обобщённым разделением

переменных вида
𝑢=−(𝑎𝑥+𝑏𝑦+𝑐)𝑡+𝑤(𝑥, 𝑦),

где 𝑎, 𝑏, 𝑐 — произвольные постоянные, а функция 𝑤 описывается неоднородным уравнением
Монжа–Ампера с переменной правой частью

𝑤𝑥𝑥𝑤𝑦𝑦−𝑤2
𝑥𝑦 =−𝑎𝑥−𝑏𝑦−𝑐. (33)

При 𝑏= 𝑐=0 уравнение (33) имеет, например, следующие точные решения с обобщённым
разделением переменных:

𝑤=± 2

3𝑎
𝑦(𝑎𝑥)3/2+𝐶1𝑦+𝜙(𝑥), 𝑤=𝐶1𝑦

2+𝐶2𝑥𝑦+𝐶3𝑦−
𝑎

12𝐶1
𝑥3+

𝐶2
2

4𝐶1
𝑥2+𝐶4𝑥+𝐶5,

𝑤=𝐶1
𝑦2

𝑥
+𝐶2𝑦−

𝑎

24𝐶1
𝑥4+𝐶3𝑥+𝐶4,

где 𝜙(𝑥) — произвольная функция, 𝐶𝑖 (𝑖=1, 5) — произвольные постоянные.

5. РЕДУКЦИИ С ОБОБЩЁННЫМ РАЗДЕЛЕНИЕМ ПЕРЕМЕННЫХ,
ПРИВОДЯЩИЕ К ЛИНЕЙНОМУ УРАВНЕНИЮ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

1∘. Уравнение (1) допускает решения с обобщённым разделением переменных вида

𝑢=
1

2
𝑎𝑥2+𝑏𝑥𝑦+

1

2
𝑐𝑦2+𝑑𝑦+(𝑎𝑐−𝑏2)𝑡+𝑈(𝑥, 𝑡), (34)

где 𝑐, 𝑏, 𝑐, 𝑑 — произвольные постоянные, функция 𝑈 = 𝑈(𝑥, 𝑡) описывается линейным
уравнением теплопроводности

𝑈𝑡= 𝑐𝑈𝑥𝑥. (35)
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2∘. Приведём несколько простых решений уравнения (35), которые содержат экспонен-
циальные и тригонометрические функции:

𝑈 =𝐶1 exp{𝑐𝜇2𝑡±𝜇𝑥}+𝐶2, 𝑈 =𝐶1 exp{−𝑐𝜇2𝑡} cos(𝜇𝑥)+𝐶2,

𝑈 =𝐶1 exp{−𝑐𝜇2𝑡} sin(𝜇𝑥)+𝐶2, 𝑈 =𝐶1 exp{−𝜇𝑥} cos(𝜇𝑥−2𝑐𝜇2𝑡)+𝐶2,

𝑈 =𝐶1 exp{−𝜇𝑥} sin(𝜇𝑥−2𝑐𝜇2𝑡)+𝐶2,

где 𝐶1, 𝐶2, 𝜇 — произвольные постоянные.
3∘. Решение (34) является частным случаем решения с обобщённым разделением пере-

менных, квадратичного относительно пространственной переменной 𝑦, вида

𝑢= 𝑦2𝑓(𝑥, 𝑡)+𝑦𝑔(𝑥, 𝑡)+ℎ(𝑥, 𝑡),

где функции 𝑓 = 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑔= 𝑔(𝑥, 𝑡), ℎ= ℎ(𝑥, 𝑡) описываются системой уравнений в частных
производных с двумя независимыми переменными:

𝑓𝑡=2𝑓𝑓𝑥𝑥−4𝑓2𝑥 , 𝑔𝑡=2𝑓𝑔𝑥𝑥−4𝑓𝑥𝑔𝑥, ℎ𝑡=2𝑓ℎ𝑥𝑥−𝑔2𝑥. (36)

Здесь первое уравнение для 𝑓 нелинейно и не зависит от других уравнений, а два последних
уравнения линейны относительно искомых функций 𝑔 и ℎ и имеют очевидное решение 𝑔=𝐶1,
ℎ=𝐶2, где 𝐶1 и 𝐶2 — произвольные постоянные.

6. РЕДУКЦИИ И ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ
В ПОЛЯРНЫХ И ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ КООРДИНАТАХ

1∘. В полярных координатах 𝑟, 𝜙, где 𝑥=𝑟 cos𝜙, 𝑦=𝑟 sin𝜙, исходное уравнение принимает
вид

𝑢𝑡= 𝑟−2𝑢𝑟𝑟(𝑢𝜙𝜙+𝑟𝑢𝑟)− [(𝑟−1𝑢𝜙)𝑟]
2, (37)

который будет использован далее для построения точных решений рассматриваемого урав-
нения.

2∘. В эллиптических координатах 𝑟, 𝜙, где 𝑥=𝑎𝑟 cos𝜙, 𝑦=𝑏𝑟 sin𝜙 (𝑎 и 𝑏 — положительные
константы), уравнение (1) записывается как

𝑢𝑡=(𝑎𝑏)−2
{︀
𝑟−2𝑢𝑟𝑟(𝑢𝜙𝜙+𝑟𝑢𝑟)− [(𝑟−1𝑢𝜙)𝑟]

2
}︀
.

С помощью элементарной замены 𝑡=(𝑎𝑏)2𝜏 оно сводится к уравнению (37).
3∘. Уравнение (37) допускает не зависящие от угловой переменной радиально-симметрич-

ные решения, которые описываются двумерным уравнением

𝑢𝑡= 𝑟−1𝑢𝑟𝑢𝑟𝑟. (38)

4∘. Уравнение (38) имеет точное решение с аддитивным разделением переменных

𝑢=
1

2
𝐶1𝐶

2
2 𝑡+𝐶2

ˆ √︀
𝐶1𝑟2+𝐶3 𝑑𝑟+𝐶4,

где 𝐶𝑖 (𝑖=1, 4) — произвольные постоянные (при различных знаках константы 𝐶1 интеграл
в правой части выражается через разные элементарные функции).

5∘. Уравнение (38) допускает автомодельное решение

𝑢= 𝑡−4𝛽−1𝐹 (𝑧), 𝑧= 𝑟𝑡𝛽,
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где 𝛽 — произвольная постоянная, а функция 𝐹 =𝐹 (𝑧) описывается ОДУ

−(4𝛽+1)𝐹 +𝛽𝑧𝐹 ′
𝑧 = 𝑧−1𝐹 ′

𝑧𝐹
′′
𝑧𝑧. (39)

Общим решением уравнения (39) при 𝛽=−1/4 является многочлен

𝐹 =− 1

48
𝑧4+𝐶1𝑧+𝐶2,

где 𝐶1, 𝐶2 — произвольные постоянные.
6∘. Уравнение (37) имеет также точные решения с разделением переменных вида

𝑢= 𝑟4𝑣(𝜙, 𝑡),

где функция 𝑣= 𝑣(𝜙, 𝑡) описывается двумерным уравнением

𝑣𝑡=12𝑣(𝑣𝜙𝜙+4𝑣)−9𝑣2𝜙. (40)

7∘. Так как уравнение (40) не зависит явно от независимых переменных, то оно имеет
решение типа бегущей волны

𝑣= 𝑣(𝑍), 𝑍 =𝜙−𝜆𝑡,

где 𝜆 — произвольная постоянная, функция 𝑣= 𝑣(𝑍) описывается автономным ОДУ

12𝑣(𝑣′′𝑍𝑍+4𝑣)−9(𝑣′𝑍)
2+𝜆𝑣′𝑍 =0.

8∘. Уравнение (40) допускает также решение с простым разделением переменных вида

𝑣=(𝑡+𝐶)−1𝑉 (𝜙),

где 𝐶 — произвольная постоянная, а функция 𝑉 =𝑉 (𝜙) описывается автономным ОДУ

12𝑉 (𝑉 ′′
𝜙𝜙+4𝑉 )−9(𝑉 ′

𝜙)
2+𝑉 =0.

9∘. Уравнение (37), записанное в полярных координатах 𝑟 и 𝜙, допускает точные решения
с неполным разделением переменных вида

𝑢=
1

𝑡+𝐶
𝑊 (𝑟, 𝜙),

где функция 𝑊 описывается двумерным уравнением

𝑟−2𝑊𝑟𝑟(𝑊𝜙𝜙+𝑟𝑊𝑟)− [(𝑟−1𝑊𝜙)𝑟]
2+𝑊 =0.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследовано нелинейное уравнение в частных производных с тремя независимыми пе-
ременными вида 𝑢𝑡=𝑢𝑥𝑥𝑢𝑦𝑦−𝑢2𝑥𝑦, которое описывает локальные нестационарные движения
плазмы в электронной магнитной гидродинамике. Рассмотрены инвариантные многопарамет-
рические преобразования, сохраняющие вид этого уравнения. Описаны двумерные и одно-
мерные редукции, приводящие его к более простым уравнениям с частными производными с
двумя независимыми переменными (в том числе к стационарным уравнениям типа Монжа–
Ампера и линейным или нелинейным нестационарным уравнениям теплопроводности) или
обыкновенным дифференциальным уравнениям. Получен ряд решений с обобщённым раз-
делением переменных, которые выражаются в элементарных функциях, а также некоторые
другие точные решения.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 6 2024



ГРУППОВОЙ АНАЛИЗ, РЕДУКЦИИ И ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ 761

ФИНАНСИРОВАНИЕ РАБОТЫ

Работа выполнена по теме государственного задания (№ 124012500440-9).

КОНФЛИКТ ИНТЕРЕСОВ

Авторы данной работы заявляют, что у них нет конфликта интересов.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Smirnov, V.V. “Phonons” in two-dimensional vortex lattices / V.V. Smirnov, K.V. Chukbar //
J. Experiment. Theor. Phys. — 2001. — V. 93, № 1. — P. 126–135.

2. Zaburdaev, V.Yu. Nonlinear dynamics of electron vortex lattices / V.Yu Zaburdaev, V.V. Smirnov,
K.V. Chukbar // Plasma Physics Reports. — 2014. — V. 30, № 3. — P. 214–217.

3. Крылов Н.В. Последовательности выпуклых функций и оценки максимума решения параболи-
ческого уравнения / Н.В. Крылов // Сиб. мат. журн. — 1976. — Т. 17, № 2. — С. 290–303.

4. Chen, L. Convex-monotone functions and generalized solution of parabolic Monge–Ampère equation /
L. Chen, G. Wang, S. Lian // J. Differ. Equat. — 2002. — V. 186, № 2. — P. 558–571.

5. Xiong, J. On Jorgens, Calabi, and Pogorelov type theorem and isolated singularities of parabolic
Monge–Ampère equations / J. Xiong, J. Bao // J. Differ. Equat. — 2011. — V. 250, № 1. —
P. 367–385.

6. Tang, L. Regularity results on the parabolic Monge–Ampère equation with VMO type data /
L. Tang // J. Differ. Equat. — 2013. — V. 255, № 7. — P. 1646–1656.

7. Dai, L. Exterior problems for a parabolic Monge–Ampère equation / L. Dai // Nonlin. Anal. Theory,
Methods & Appl. — 2014. — V. 100. — P. 99–110.

8. Tang, L. Boundary regularity on the parabolic Monge–Ampère equation / L. Tang // J. Differ.
Equat. — 2015. — V. 259. — P. 6399–6431.

9. Погорелов, А.В. Внешняя геометрия выпуклых поверхностей / А.В. Погорелов. — М. : Наука,
1969. — 760 с.

10. Polyanin, A.D. Handbook of Nonlinear Partial Differential Equations / A.D. Polyanin, V.F. Zaitsev. —
2nd ed. — Boca Raton : CRC Press, 2012. — 1876 p.

11. Хабиров, С.В. Неизэнтропические одномерные движения газа, построенные с помощью контакт-
ной группы неоднородного уравнения Монжа–Ампера / С.В. Хабиров // Мат. сб. — 1990. —
Т. 181, № 12. — С. 1607–1622.

12. Sulman, M.M. An efficient approach for the numerical solution of the Monge–Ampère equation /
M.M. Sulman, J.F. Williams, R.D. Russell // Appl. Numer. Math. — 2011. — V. 61, № 3. —
P. 298–307.

13. Feng, X. Nonstandard local discontinuous Galerkin methods for fully nonlinear second order elliptic
and parabolic equations in high dimensions / X. Feng, T. Lewis // J. Scient. Comput. — 2018. —
V. 77, № 3. — P. 1534–1565.

14. Dubinov, A.E. New exact solutions of the equation of non-linear dynamics of a lattice of electronic
vortices in plasma in the framework of electron magnetohydrodynamics / A.E. Dubinov, I.N. Kitayev //
Magnetohydrodynamics. — 2020. — V. 56, № 4. — P. 369–375.

15. Рахмелевич, И.В. Неавтономное эволюционное уравнение типа Монжа–Ампера с двумя простран-
ственными переменными / И.В. Рахмелевич // Изв. вузов. Математика. — 2023. — № 2. —
С. 66–80.

16. Polyanin, A.D. Separation of Variables and Exact Solutions to Nonlinear PDEs / A.D. Polyanin,
A.I. Zhurov. — Boca Raton ; London : CRC Press, 2022. — 401 p.

17. Овсянников, Л.В. Групповой анализ дифференциальных уравнений / Л.В. Овсянников. — М. :
Наука, 1978. — 400 с.

18. Косов, A.A. Метод редукции и новые точные решения многомерного уравнения нелинейной
теплопроводности / А.А. Косов, Э.И. Семенов // Дифференц. уравнения. — 2022. — T. 58,
№ 2. — С. 185–191.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 6 2024



762 АКСЕНОВ, ПОЛЯНИН

19. Косов, A.A. О точных решениях обобщённого уравнения Ричардса со степенными нелиней-
ностями / А.А. Косов, Э.И. Семенов // Дифференц. уравнения. — 2020. — T. 56, № 9. —
С. 1153–1163.

20. Аксенов, А.В. Обзор методов построения точных решений уравнений математической физики,
основанных на использовании более простых решений / А.В. Аксенов, А.Д. Полянин // Теор.
мат. физика. — 2022. — Т. 211, № 2. — С. 567–594.

GROUP ANALYSES, REDUCTIONS AND EXACT SOLUTIONS OF MONGE–AMPÈRE
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We study the Monge–Ampère equation with three independent variables which occurs in electron
magnetohydrodynamics. A group analysis of this strongly nonlinear partial derivative equation is
carried out. An eleven-parameter transformation preserving the form of the equation is found. A
formula is obtained that makes it possible to construct multiparametric families of solutions based on
simpler solutions. Two-dimensional reductions leading to simpler partial differential equations with
two independent variables. One-dimensional reductions are described, which make it possible to obtain
self-similar and other invariant solutions that satisfy ordinary differential equations. Exact solutions
with additive, multiplicative and generalized separation of variables are constructed, many of which
admit representation in elementary functions. The obtained results and exact solutions can be used
to evaluate the accuracy and analyze the adequacy of numerical methods for solving initial boundary
value problems described by strongly nonlinear partial differential equations.
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ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим задачу Дирихле

−div a(x, 𝑢,∇𝑢)+𝑀(x, 𝑢)/𝑢+𝑏(x, 𝑢,∇𝑢)= 𝑓, 𝑓 ∈𝐿1(Ω), x∈Ω, (1)

𝑢
⃒⃒
𝜕Ω

=0 (2)

в неограниченной области Ω⊂R𝑛, 𝑛⩾ 2, с, возможно, бесконечной мерой Лебега, 𝜕Ω — её
граница. Здесь функции a(x, 𝑠0, s)=(𝑎1(x, 𝑠0, s), . . . , 𝑎𝑛(x, 𝑠0, s)), 𝑏(x, 𝑠0, s) имеют рост, опреде-
ляемый функцией Музилака–Орлича 𝑀(x, 𝑧). При этом на функцию 𝑀 и сопряжённую к
ней функцию 𝑀 не требуются дополнительные ограничения по переменной 𝑧 (обычно это
Δ2-условие). Предполагается, что по переменной x ∈ Ω функция 𝑀 подчиняется условию
log-гёльдеровской непрерывности, что приводит к хорошим аппроксимационным свойствам
нерефлексивного пространства Музилака–Орлича.

Понятие ренормализованных и энтропийных решений служит основным инструментом
для изучения общих вырождающихся эллиптических уравнений с правой частью в виде
меры и, в частности, из пространства 𝐿1(Ω). В работе [1] доказано существование ренор-
мализованного решения задачи Дирихле для уравнения вида

−div a(x,∇𝑢)= 𝑓, 𝑓 ∈𝐿1(Ω), x∈Ω, (3)

с неоднородной анизотропной функцией Музилака–Орлича.
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Авторы работ [2, 3] установили существование ренормализованного и энтропийного ре-
шений, соответственно, задачи Дирихле для уравнения вида

−div(a(x, 𝑢,∇𝑢)+c(𝑢))+𝑎0(x, 𝑢,∇𝑢)= 𝑓, 𝑓 ∈𝐿1(Ω), x∈Ω,

с функцией c∈𝐶0(R,R𝑛).
В статье [4] доказаны существование и единственность в пространствах Музилака–Орлича

энтропийных и ренормализованных решений задачи (3), (2), установлена их эквивалентность.
Все перечисленные результаты получены для ограниченных областей Ω.

Трудность исследования задач в областях с бесконечной мерой состоит в том, что ока-
зываются неприменимыми теоремы вложения и аналог неравенства типа Фридрихса, по-
этому установить ключевое соотношение (см. (17)) весьма затруднительно. Автор решает
эту проблему включением в уравнение (1) слагаемого 𝑀(x, 𝑢)/𝑢. Кроме того, важную роль
в полученных результатах имеет теорема об аппроксимации элементов нерефлексивного
пространства Музилака–Орлича–Соболева гладкими функциями (см. лемму 1). В работе
[5] без ограничений на меру строго липшицевой области Ω доказано существование эн-
тропийного решения задачи Дирихле (1), (2) в нерефлексивных пространствах Музилака–
Орлича–Соболева, при этом на младший член 𝑏(x, 𝑠0, s) уравнения (1) накладывается условие
знакоопределённости по переменной 𝑠0 ∈R:

𝑏(x, 𝑠0, s)𝑠0⩾ 0. (4)

Другим способом в работе [6] установлено существование энтропийного решения задачи
Дирихле в неограниченных областях для нелинейного эллиптического уравнения второго
порядка с сингулярным мерозначным потенциалом, при этом на сопряжённую функцию
𝑀 накладывается Δ2-условие и младший член уравнения удовлетворяет условию знака.
Следует отметить, что впервые в неограниченных областях, допускающих бесконечную меру,
для функции 𝑀(x, 𝑧) = |𝑧|𝑝(x) существование энтропийного и ренормализованного решений
уравнения (1) в анизотропных пространствах с переменными показателями нелинейностей
было установлено в работах [7–9]. Более подробный обзор результатов см. в [10].

В ограниченных областях вопросы существования энтропийных и ренормализованных
решений нелинейных эллиптических задач без условия (4) исследовались в работах [11, 12]
и др. В настоящей статье впервые без ограничений на меру строго липшицевой области Ω и
без условия знакоопределённости (4) доказано существование ренормализованного решения
задачи (1), (2) в нерефлексивных пространствах Музилака–Орлича–Соболева.

1. ПРОСТРАНСТВА МУЗИЛАКА–ОРЛИЧА–СОБОЛЕВА

Приведём необходимые сведения из теории обобщённых 𝑁 -функций и пространств Му-
зилака–Орлича (см. [13]).

Определение 1. Пусть функция 𝑀(x, 𝑧) : Ω×R→R+ удовлетворяет следующим усло-
виям:

1) 𝑀(x, ·) — 𝑁 -функция по 𝑧 ∈R, т.е. она является выпуклой вниз, неубывающей при
𝑧 ∈R+, чётной, непрерывной, 𝑀(x, 0)=0 для п.в. x∈Ω и

vrai inf
x∈Ω

𝑀(x, 𝑧)> 0 для всех 𝑧 ̸=0, lim
𝑧→0

vrai sup
x∈Ω

𝑀(x, 𝑧)

𝑧
=0, lim

𝑧→∞
vrai inf

x∈Ω

𝑀(x, 𝑧)

𝑧
=∞;

2) 𝑀(·, 𝑧) — измеримая функция по x∈Ω для любых 𝑧 ∈R.
Такая функция 𝑀(x, 𝑧) называется функцией Музилака–Орлича или обобщённой 𝑁 -функ-

цией.
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Сопряжённая функция 𝑀(x, ·) к функции Музилака–Орлича 𝑀(x, ·) в смысле Юнга для
п.в. x∈Ω и любых 𝑧⩾ 0 определяется равенством

𝑀(x, 𝑧)= sup
𝑦⩾0

(︀
𝑦𝑧−𝑀(x, 𝑦)

)︀
.

Отсюда следует неравенство Юнга

|𝑧𝑦|⩽𝑀(x, 𝑧)+𝑀(x, 𝑦), 𝑧, 𝑦 ∈R, x∈Ω. (5)

Следует отметить, что 𝑀 также является 𝑁 -функцией (см. [13, §§ 13.4, 13.6]).
Если для каждой положительной константы 𝑙

lim
𝑧→0

vrai sup
x∈Ω

𝑃 (x, 𝑙𝑧)

𝑀(x, 𝑧)
= 0 или lim

𝑧→∞
vrai sup

x∈Ω

𝑃 (x, 𝑙𝑧)

𝑀(x, 𝑧)
= 0, (6)

то будем обозначать 𝑃 ≺≺𝑀 и говорить, что “𝑃 растёт медленнее, чем 𝑀 в нуле или на
бесконечности”.

Функция Музилака–Орлича 𝑁 удовлетворяет Δ2-условию, если существуют константы
𝑐 > 0, 𝑧0 ⩾ 0 и функция 𝐻 ∈𝐿1(Ω) такие, что для п.в. x∈Ω и любых |𝑧|⩾ 𝑧0 справедливо
неравенство

𝑁(x, 2𝑧)⩽ 𝑐𝑁(x, 𝑧)+𝐻(x).

В настоящей работе не предполагается, что 𝑁 -функция 𝑀 и её сопряжённая функция 𝑀
удовлетворяют Δ2-условию.

Существуют три класса Музилака–Орлича:
1) ℒ𝑀 (Ω) — обобщённый класс Музилака–Орлича, состоящий из измеримых функций

𝑣 : Ω→R таких, что
𝜚𝑀,Ω(𝑣)=

ˆ

Ω

𝑀(x, 𝑣(x)) 𝑑x<∞;

2) 𝐿𝑀 (Ω) — обобщённое пространство Музилака–Орлича, являющееся наименьшим ли-
нейным пространством, которое содержит класс ℒ𝑀 (Ω), с нормой Люксембурга

‖𝑣‖𝑀,Ω= inf
{︀
𝜆> 0: 𝜚𝑀,Ω(𝑣/𝜆)⩽ 1

}︀
;

3) 𝐸𝑀 (Ω) — наибольшее линейное пространство, содержащееся в классе ℒ𝑀 (Ω).
Очевидно, 𝐸𝑀 (Ω)⊂ℒ𝑀 (Ω)⊂𝐿𝑀 (Ω). Заметим, что для любого 𝑣∈𝐸𝑀 (Ω) и любого 𝜇> 0

справедливо неравенство 𝜚𝑀,Ω(𝑣/𝜇)<∞. Кроме того, для любого 𝑣 ∈𝐿𝑀 (Ω) найдётся 𝜆> 0
такое, что 𝜚𝑀,Ω(𝑣/𝜆)<∞ [13, теорема 7.4].

Ниже в обозначениях ‖ · ‖𝑀,𝑄, 𝜚𝑀,𝑄(·), ‖ · ‖1,𝑄, ‖ · ‖∞,𝑄 будем опускать индекс 𝑄, если
𝑄=Ω.

Далее рассмотрим следующие условия на функцию Музилака–Орлича 𝑀(x, 𝑧).
Условие (M1,loc). Функция 𝑀(x, 𝑧) локально интегрируема, т.е.

𝜚𝑀,𝑄(𝑧)=
ˆ

𝑄

𝑀(x, 𝑧) 𝑑x<∞, 𝑧 ∈R,

для любого измеримого множества 𝑄⊂Ω такого, что meas𝑄<∞.
Условие (M2). Функция 𝑀(x, 𝑧) удовлетворяет log-гёльдеровой непрерывности по x, а

именно: существуют константы 𝑐 > 0, 𝑏⩾ 1 такие, что для всех x, y ∈Ω, |x−y|⩽ 1/2, 𝑧 ∈R
выполняется неравенство

𝑀(x, 𝑧)⩽max
{︀
|𝑧|−𝑐/log |x−y|, 𝑏−𝑐/log |x−y|}︀𝑀(y, 𝑧).

Заметим, что из условия (M2) следует непрерывность функции 𝑀(·, 𝑧) по x ∈ Ω для
любых 𝑧 ∈R.
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Пусть функции 𝑀 и 𝑀 подчиняются условию (M1,loc). Тогда пространство 𝐸𝑀 (Ω)
является замыканием по норме ‖·‖𝑀 простых интегрируемых функций (см. [13, теорема 7.6]).
Пространство 𝐸𝑀 (Ω) сепарабельное и (𝐸𝑀 (Ω))*=𝐿𝑀 (Ω). Если 𝑀 удовлетворяет Δ2-условию,
то 𝐸𝑀 (Ω)=ℒ𝑀 (Ω)=𝐿𝑀 (Ω) и 𝐿𝑀 (Ω) сепарабельное. Пространство 𝐿𝑀 (Ω) рефлексивное тогда
и только тогда, когда функции Музилака–Орлича 𝑀 и 𝑀 удовлетворяют Δ2-условию.

Для 𝑣 ∈𝐿𝑀 (Ω) справедливо неравенство ‖𝑣‖𝑀 ⩽ 𝜚𝑀 (𝑣)+1.
Последовательность функций {𝑣𝑗}𝑗∈N из 𝐿𝑀 (Ω) модулярно сходится к 𝑣 ∈𝐿𝑀 (Ω):

𝑣𝑗
𝑀→

𝑗→∞
𝑣,

если существует константа 𝜆> 0 такая, что

lim
𝑗→∞

𝜚𝑀
(︀
(𝑣𝑗−𝑣)/𝜆

)︀
=0.

Если 𝑀 удовлетворяет Δ2-условию, то модулярная топология и топология по норме сов-
падают.

Также для двух сопряжённых функций Музилака–Орлича 𝑀 и 𝑀 верно: если 𝑢∈𝐿𝑀 (Ω)
и 𝑣 ∈𝐿𝑀 (Ω), то выполняется неравенство Гёльдера⃒⃒⃒⃒ ˆ

Ω

𝑢(x)𝑣(x) 𝑑x

⃒⃒⃒⃒
⩽ 2‖𝑢‖𝑀‖𝑣‖𝑀 .

Определим пространство Музилака–Орлича–Соболева 𝑊 1𝐿𝑀 (Ω) = {𝑣 ∈ 𝐿𝑀 (Ω): |∇𝑣| ∈
∈𝐿𝑀 (Ω)} с нормой ‖𝑣‖1𝑀=‖𝑣‖𝑀+‖|∇𝑣|‖𝑀 . Последовательность функций {𝑣𝑗}𝑗∈N из 𝑊 1𝐿𝑀 (Ω)
модулярно сходится к 𝑣 ∈𝑊 1𝐿𝑀 (Ω), если существует константа 𝜆> 0 такая, что

lim
𝑗→∞

𝜚𝑀
(︀
(𝑣𝑗−𝑣)/𝜆

)︀
=0, lim

𝑗→∞
𝜚𝑀
(︀
|∇𝑣𝑗−∇𝑣|/𝜆

)︀
=0.

Для краткости записи введём обозначения (𝐿𝑀 (Ω))𝑛 = L𝑀 (Ω), (𝐿𝑀 (Ω))𝑛+1 = L𝑀 (Ω),
(𝐸𝑀 (Ω))𝑛 =E𝑀 (Ω), (𝐸𝑀 (Ω))𝑛+1 =E𝑀 (Ω). Пространство 𝑊 1𝐿𝑀 (Ω) отождествляется с под-
пространством произведения L𝑀 (Ω) и является замкнутым по слабой топологии 𝜎(L𝑀 ,E𝑀 ).
Пространство 𝑊̊ 1𝐿𝑀 (Ω) определим как замыкание 𝐶∞

0 (Ω) по слабой топологии 𝜎(L𝑀 ,E𝑀 )

в 𝑊 1𝐿𝑀 (Ω). Пространство 𝑊̊ 1𝐿𝑀 (Ω) банахово (см. [13, теорема 10.2]).
Определение 2. Область Ω подчиняется сегментному свойству, если существует откры-

тое покрытие {Θ𝑖}𝑖∈N множества Ω и соответствующие ненулевые векторы z𝑖 ∈R𝑛 такие,
что (Ω

⋂︀
Θ𝑖)+ 𝑡z𝑖⊂Ω для любых 𝑡∈ (0, 1) и 𝑖∈N.

Сформулируем теорему о плотности гладких функций в пространстве Музилака–Орлича–
Соболева (см. [15, теорема 3]).

Лемма 1. Предположим, что область Ω удовлетворяет сегментному свойству, а
𝑁 -функция 𝑀 удовлетворяет условию (M2), и пусть 𝑀 удовлетворяет условию (M1,loc).
Тогда для любого 𝑣∈𝑊̊ 1𝐿𝑀 (Ω) существует последовательность функций {𝑣𝑗}𝑗∈N из 𝐶∞

0 (Ω)
такая, что

𝑣𝑗
𝑀→

𝑗→∞
𝑣 модулярно в 𝑊̊ 1𝐿𝑀 (Ω), 𝑗→∞.

Примеры функций Музилака–Орлича 𝑀 , удовлетворяющих условиям леммы 1:
1. 𝑁 -функция 𝑀(x, 𝑧)=𝑀(𝑧);
2. 𝑀1(x, 𝑧) = |𝑧|𝑝(x), 𝑀2(x, 𝑧) = |𝑧|𝑝(x) log(1+ |𝑧|), 𝑀3(x, 𝑧) = |𝑧| log𝑝(x)(1+ |𝑧|), 𝑀4(x, 𝑧) =

= 𝑒|𝑧|
𝑝(x) − 1, где 𝑝 : Ω → [𝑝−, 𝑝+], 𝑝− = infx∈Ω 𝑝(x) > 1, 𝑝+ = supx∈Ω 𝑝(x) <∞, и существует

константа 𝑐> 0 такая, что для всех x, y∈Ω, |x−y|⩽ 1/2, выполняется неравенство

|𝑝(x)−𝑝(y)|⩽−𝑐/ log |x−y|.
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2. ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТА

Предполагается, что функции

a(x, 𝑠0, s) : Ω×R×R𝑛→R𝑛, 𝑏(x, 𝑠0, s) : Ω×R×R𝑛→R,

входящие в уравнение (1), измеримы по x∈Ω для s= (𝑠0, s) = (𝑠0, 𝑠1, . . . , 𝑠𝑛)∈R𝑛+1, непре-
рывны по s∈R𝑛+1 для п.в. x∈Ω и выполнено

Условие (M). Существуют неотрицательные функции 𝜓∈𝐸𝑀 (Ω), 𝜑∈𝐿1(Ω) и положи-
тельные константы ̂︀𝑎, 𝑎, 𝑑, ̂︀𝑑 такие, что для п.в. x∈Ω и для любых 𝑠0 ∈R, s, t∈R𝑛, s ̸= t,
справедливы неравенства

a(x, 𝑠0, s) ·s⩾ 𝑎𝑀(x, 𝑑|s|)−𝜑(x), (7)

|a(x, 𝑠0, s)|⩽𝜓(x)+̂︀𝑎𝑀−1
(x,𝑀(x, ̂︀𝑑|s|))+̂︀𝑎𝑀−1

(x, 𝑃 (x, 𝑠0)), (8)

(a(x, 𝑠0, s)−a(x, 𝑠0, t)) ·(s−t)> 0. (9)

Здесь функция Музилака–Орлича 𝑀(x, 𝑧) подчиняется условию (M2), сопряжённая к 𝑀
функция 𝑀(x, 𝑧) удовлетворяет условию (M1,loc). Функция Музилака–Орлича 𝑃 (x, 𝑧) такая,
что 𝑃 ≺≺𝑀 в окрестности нуля и на бесконечности, s ·t=

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑠𝑖𝑡𝑖, |s|=

(︀∑︀𝑛
𝑖=1 𝑠

2
𝑖

)︀1/2.
Кроме того, пусть существуют неотрицательная функция Φ0 ∈ 𝐿1(Ω) и непрерывная

положительная функция ̂︀𝑏 : R+ →R+, ̂︀𝑏∈𝐿1(R+) такие, что при п.в. x∈Ω для всех 𝑠0 ∈R,
s∈R𝑛 имеет место неравенство

|𝑏(x, 𝑠0, s)|⩽̂︀𝑏(|𝑠0|)(︁𝑀(x, ̃︀𝑑|s|)+Φ0(x)
)︁
, ̃︀𝑑⩽ 𝑑. (10)

Определим срезающую функцию 𝑇𝑘(𝑟)=max{−𝑘,min(𝑘, 𝑟)}. Через 𝒯 1
𝑀 (Ω) обозначим мно-

жество измеримых функций 𝑢 : Ω→R таких, что 𝑇𝑘(𝑢)∈ 𝑊̊ 1𝐿𝑀 (Ω) при любом 𝑘 > 0. Для
любой функции 𝑢 ∈ 𝒯 1

𝑀 (Ω) и любого 𝑘 > 0 имеем ∇𝑇𝑘(𝑢) = 𝜒{|𝑢|<𝑘}∇𝑢 ∈ L𝑀 (Ω), где 𝜒𝑄 —
характеристическая функция измеримого множества 𝑄 и ∇𝑢 — обобщённый градиент 𝑢.
Введём обозначение ⟨𝑢⟩=

´
Ω 𝑢 𝑑x.

Определение 3. Ренормализованным решением задачи (1), (2) называется функция
𝑢∈𝒯 1

𝑀 (Ω) такая, что при всех 𝑘 > 0 выполнены условия
1) 𝑏(x, 𝑢,∇𝑢)∈𝐿1(Ω);
2) 𝑇𝑘(𝑢)𝑀(x, 𝑢)/𝑢∈𝐿1(Ω);
3) a(x, 𝑢,∇𝑢)𝜒{Ω: |𝑢|<𝑘} ∈L𝑀 (Ω);
4) limℎ→∞

´
{Ω: ℎ⩽|𝑢|<ℎ+1}𝑀(x, 𝑑|∇𝑢|)𝑑x=0,

и для любых функций 𝑆 ∈𝐶1
0 (R), 𝜉 ∈𝐶1

0 (Ω) справедливо равенство⟨︀
(𝑏(x, 𝑢,∇𝑢)+𝑀(x, 𝑢)/𝑢−𝑓)𝑆(𝑢)𝜉

⟩︀
+
⟨︀
a(x, 𝑢,∇𝑢) ·(𝑆′(𝑢)𝜉∇𝑢+𝑆(𝑢)∇𝜉)

⟩︀
=0. (11)

Основным результатом работы является
Теорема. Пусть область Ω строго липшицева и выполнено условие (M), тогда суще-

ствует ренормализованное решение задачи (1), (2).
Следует отметить, что в работе [16] без ограничений на меру строго липшицевой обла-

сти Ω при тех же требованиях на функцию 𝑀 для уравнения

−div a(x,∇𝑢)+𝑀(x, 𝑢)/𝑢+𝑏(x, 𝑢)= 𝑓, 𝑓 ∈𝐿1(Ω), x∈Ω,

при условии монотонности функции 𝑏(·, 𝑠0) установлена эквивалентность энтропийных и
ренормализованных решений задачи Дирихле и доказана их единственность.
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3. ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Предположим, что область Ω строго липшицева и выполнено условие (M). Заметим, что из
условия строгой липшицевости следует сегментное свойство. Все постоянные, встречающиеся
ниже в работе, положительны.

Приведем теорему Витали в следующей форме (см. [17, гл. III, § 6, теорема 15]).
Лемма 2. Пусть {𝑣𝑗}𝑗∈N — последовательность функций из 𝐿1(Ω) такая, что

𝑣𝑗 → 𝑣 п.в. в Ω, 𝑗→∞. (12)

Для сходимости
𝑣𝑗 → 𝑣 сильно в 𝐿1(Ω), 𝑗→∞,

необходимо и достаточно, чтобы последовательность функций {𝑣𝑗}𝑗∈N имела равносте-
пенно абсолютно непрерывные интегралы: для любого 𝜀> 0 существуют 𝛿 > 0 и измеримое
множество 𝑄𝜀⊂Ω, meas𝑄𝜀<∞, такие, что

(i)
´
𝑄 |𝑣𝑗(x)| 𝑑x<𝜀 для любого 𝑄⊂Ω, meas𝑄<𝛿, 𝑗 ∈N;

(ii)
´
Ω∖𝑄𝜀

|𝑣𝑗(x)| 𝑑x<𝜀, 𝑗 ∈N.
Замечание 1. Очевидно, что в случае measΩ<∞ условие (ii) вытекает из условия (i).
Пользуясь выпуклостью функции 𝑀 , из (8) выводим оценку

3𝑀

(︂
x,

|a(x, 𝑠0, s)|
3̂︀𝑎

)︂
⩽𝑀(x, ̂︀𝑑|s|)+𝑀(︂x, 𝜓̂︀𝑎

)︂
+𝑃 (x, 𝑠0)=𝑀(x, ̂︀𝑑|s|)+Ψ(x)+𝑃 (x, 𝑠0) (13)

c функцией Ψ ∈ 𝐿1(Ω). Применяя (5), (13), для s1, s2 ∈ R𝑛 и любого 𝜇 > 0 устанавливаем
неравенства

|a(x, 𝑠0, s1)| |s2|⩽ 3̂︀𝑎𝜇(︂𝑀(︂x, |a(x, 𝑠0, s1)|
3̂︀𝑎

)︂
+𝑀

(︂
x,

|s2|
𝜇

)︂)︂
⩽

⩽̂︀𝑎𝜇(︂𝑀(x, ̂︀𝑑|𝑠1|)+𝑃 (x, 𝑠0)+3𝑀

(︂
x,

|s2|
𝜇

)︂
+Ψ(x)

)︂
. (14)

Заметим, что ввиду 𝑃 ≺≺𝑀 , согласно (6), для любого 𝜀> 0 найдётся число 𝐶(𝜀) такое,
что для п.в. x∈Ω и 𝑧 ∈R имеет место неравенство

𝑃 (x, 𝑧)⩽𝐶(𝜀)𝑀(x, 𝜀𝑧). (15)

Предложение 1 (см. [5, предложение 1]). Пусть 𝑣 : Ω→R — измеримая функция такая,
что при всех 𝑘⩾ 1 𝑇𝑘(𝑣)∈ 𝑊̊ 1𝐿𝑀 (Ω) и выполняется неравенство

ˆ

{Ω: |𝑣|⩾𝑘}

𝑀(x, 𝑣)

|𝑣|
𝑑x⩽𝐶1, (16)

тогда для любого 𝜀> 0 найдётся 𝑘0(𝐶1,𝑀, 𝜀) такое, что справедливо неравенство

meas{Ω: |𝑣|⩾ 𝑘}<𝜀, 𝑘⩾ 𝑘0. (17)

Лемма 3 (см. [14, лемма 2]). Пусть {𝑣𝑗}𝑗∈N — ограниченная последовательность функ-
ций из 𝐿𝑀 (Ω) такая, что имеет место сходимость (12), тогда 𝑣∈𝐿𝑀 (Ω) и 𝑣𝑗⇀𝑣, 𝑗→∞,
в топологии 𝜎(𝐿𝑀 , 𝐸𝑀 ) пространства 𝐿𝑀 (Ω).
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Следствием теоремы Витали является
Лемма 4 (см. [15, лемма 2]). Пусть 𝑣, {𝑣𝑗}𝑗∈N — функции из 𝐿𝑀 (Ω) и

𝑣𝑗
𝑀→ 𝑣 модулярно в 𝐿𝑀 (Ω), 𝑗→∞.

Тогда 𝑣𝑗 ⇀𝑣, 𝑗→∞, в топологии 𝜎(𝐿𝑀 , 𝐿𝑀 ) пространства 𝐿𝑀 (Ω).
Лемма 5. Пусть {𝑣𝑗}𝑗∈N — ограниченная последовательность функций из 𝐿∞(Ω) такая,

что имеет место сходимость (12), тогда 𝑣∈𝐿∞(Ω), 𝑣𝑗⇀𝑣, 𝑗→∞, в топологии 𝜎(𝐿∞, 𝐿1)
пространства 𝐿∞(Ω).

Если, кроме того, 𝑔 ∈𝐿𝑀 (Ω)(𝐸𝑀 (Ω)), то

𝑣𝑗𝑔→ 𝑣𝑔 модулярно (сильно) в 𝐿𝑀 (Ω)(𝐸𝑀 (Ω)), 𝑗→∞.

Доказательство леммы 5 следует из теоремы Лебега.
Замечание 2. Пусть {𝑣𝑗}𝑗∈N, 𝑣 — измеримые в области Ω функции такие, что имеет

место сходимость (12). Тогда

𝜒{Ω: |𝑣𝑗 |⩽𝑘}→𝜒{Ω: |𝑣|⩽𝑘} п.в. на Ω, 𝑗→∞,

для 𝑘 таких, что
meas{Ω: |𝑣|= 𝑘}=0. (18)

Таких 𝑘, для которых условие (18) не выполнено, может быть не более чем счётное мно-
жество. Положительные числа 𝑘, для которых выполнено условие (18), будем называть
“правильными” для функции 𝑣 (см. [18, лемма 9]).

Лемма 6 (см. [13, определение 9.1, лемма 9.2]). Пусть {𝑣𝑗}𝑗∈N — последовательность
функций из 𝐸𝑀 (Ω). Для сходимости

𝑣𝑗 → 0 в 𝐸𝑀 (Ω), 𝑗→∞,

необходимо и достаточно, чтобы для любого измеримого множества ̃︀Ω⊂Ω, meas ̃︀Ω<∞,

𝑣𝑗 → 0 по мере в ̃︀Ω, 𝑗→∞,

и семейство функций {𝑣𝑗}𝑗∈N имело равностепенно абсолютно непрерывные нормы: для
любого 𝜀> 0 существует измеримое множество 𝑄𝜀⊂Ω, meas𝑄𝜀<∞, и 𝛿 > 0 такие, что

(iii) ‖𝑣𝑗𝜒𝑄‖𝑀 <𝜀 для любого 𝑄⊂𝑄𝜀, meas𝑄<𝛿, 𝑗 ∈N;
(iv) ‖𝑣𝑗𝜒Ω∖𝑄𝜀

‖𝑀 <𝜀, 𝑗 ∈N.
Лемма 7. Пусть функция 𝑀 подчиняется условию (M1,loc), тогда для любой функции

𝑣∈𝐸𝑀 (𝑄), meas(𝑄)<∞, её норма абсолютно непрерывна, т.е. выполнены условия (iii), (iv).
Доказательство следует из [13, лемма 13.16] и плотности ограниченных функций в 𝐸𝑀 (𝑄).
Лемма 8. Пусть 𝑔𝑗, 𝑗 ∈ N, 𝑔 — такие функции из пространства 𝐿1(Ω), что 𝑔𝑗 ⩾ 0

п.в. в Ω,
𝑔𝑗 → 𝑔 сильно в 𝐿1(Ω), 𝑗→∞,

и пусть 𝑣𝑗, 𝑗∈N, 𝑣 — измеримые функции в Ω такие, что имеет место сходимость (12) и

|𝑣𝑗 |⩽ 𝑔𝑗 п.в. в Ω, 𝑗 ∈N.

Тогда
lim
𝑗→∞

⟨𝑣𝑗−𝑣⟩=0, 𝑗→∞.
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4. СУЩЕСТВОВАНИЕ РЕНОРМАЛИЗОВАННОГО РЕШЕНИЯ

4.1. АППРОКСИМАЦИОННАЯ ЗАДАЧА

Положим
𝑓𝑚(x)=𝑇𝑚𝑓(x)𝜒Ω(𝑚), Ω(𝑚)= {x∈Ω: |x|<𝑚}, 𝑚∈N.

Несложно показать, что
𝑓𝑚→ 𝑓 в 𝐿1(Ω), 𝑚→∞, (19)

и при этом
|𝑓𝑚(x)|⩽ |𝑓(x)|, |𝑓𝑚(x)|⩽𝑚𝜒Ω(𝑚), x∈Ω, 𝑚∈N. (20)

Рассмотрим уравнения

−div a𝑚(x, 𝑢,∇𝑢)+𝑎𝑚0 (x, 𝑢,∇𝑢)= 𝑓𝑚(x), x∈Ω, 𝑚∈N, (21)

c функциями

a𝑚(x, 𝑠0, s)= a(x, 𝑇𝑚(𝑠0), s), 𝑎𝑚0 (x, 𝑠0, s)= 𝑏𝑚(x, 𝑠0, s)+𝑀(x, 𝑠0)/𝑠0,

где a𝑚(x, 𝑠0, s)= (𝑎𝑚1 (x, 𝑠0, s), . . . , 𝑎
𝑚
𝑛 (x, 𝑠0, s)), 𝑏𝑚(x, 𝑠0, s)=𝑇𝑚𝑏(x, 𝑠0, s)𝜒Ω(𝑚). Очевидно, что

|𝑏𝑚(x, 𝑠0, s)|⩽ |𝑏(x, 𝑠0, s)|, |𝑏𝑚(x, 𝑠0, s)|⩽𝑚𝜒Ω(𝑚), x∈Ω, (𝑠0, s)∈R𝑛+1. (22)

Для каждого 𝑚∈N существует обобщённое решение 𝑢𝑚∈𝑊̊ 1𝐿𝑀 (Ω(𝑚)) уравнения (21) [19,
теорема 13]. Продолжим 𝑢𝑚 нулём на Ω∖Ω(𝑚), тогда для любой функции 𝑣∈ 𝑊̊ 1𝐿𝑀 (Ω(𝑙))∩
∩𝐿∞(Ω(𝑙)), 𝑙⩽𝑚, выполняется интегральное равенство⟨︀

(𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)+𝑀(x, 𝑢𝑚)/𝑢𝑚−𝑓𝑚(x))𝑣
⟩︀
+
⟨︀
a(x, 𝑇𝑚(𝑢𝑚),∇𝑢𝑚) ·∇𝑣

⟩︀
=0, 𝑚∈N. (23)

4.2. ОЦЕНКИ ДЛЯ ПРИБЛИЖЁННЫХ РЕШЕНИЙ

Установим априорные оценки для последовательности {𝑢𝑚}𝑚∈N. Пусть

̂︀𝐵(𝑠0)=
1

𝑎

𝑠0ˆ

0

̂︀𝑏(|𝑧|) 𝑑𝑧,
тогда 0 ⩽ ̂︀𝐵(𝑠0) ⩽ ̂︀𝐵(+∞) = 𝑎−1

´∞
0
̂︀𝑏(|𝑧|)𝑑𝑧 = 𝐶0 <∞, 𝑠0 ∈ R+. Очевидно, что функция ̂︀𝑏

ограничена на R+, следовательно, справедлива оценка ̂︀𝑏(|𝑠0|)⩽ ̂︀𝐶, 𝑠0 ∈R.
Положив в (23) 𝑣=𝑇𝑘,ℎ(𝑢

𝑚)𝑒2
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)=𝑇𝑘(𝑢

𝑚−𝑇ℎ(𝑢𝑚))𝑒2
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|), ℎ, 𝑘 > 0, будем иметь

ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|<𝑘+ℎ}

a
(︀
x, 𝑇𝑚(𝑢𝑚),∇𝑢𝑚

)︀
·∇𝑢𝑚𝑒2 ̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x+

+
ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|}

(︀
𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)+𝑀(x, 𝑢𝑚)/𝑢𝑚

)︀
𝑇𝑘,ℎ(𝑢

𝑚)𝑒2
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x+

+
2

𝑎

ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|}

a(x, 𝑇𝑚(𝑢𝑚),∇𝑢𝑚) ·∇𝑢𝑚𝑒2 ̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)̂︀𝑏(|𝑢𝑚|)|𝑇𝑘,ℎ(𝑢𝑚)| 𝑑x⩽ 𝑘
ˆ

{|𝑢𝑚|⩾ℎ}

|𝑓𝑚|𝑒2 ̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x.
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Далее выводим
ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|<𝑘+ℎ}

a(x, 𝑇𝑚(𝑢𝑚),∇𝑢𝑚) ·∇𝑢𝑚𝑒2 ̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x+
ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|}

𝑀(x, 𝑢𝑚)

𝑢𝑚
𝑇𝑘,ℎ(𝑢

𝑚)𝑒2
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x+

+
2

𝑎

ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|}

a(x, 𝑇𝑚(𝑢𝑚),∇𝑢𝑚) ·∇𝑢𝑚𝑒2 ̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)̂︀𝑏(|𝑢𝑚|)|𝑇𝑘,ℎ(𝑢𝑚)| 𝑑x⩽

⩽ 𝑘
ˆ

{|𝑢𝑚|⩾ℎ}

|𝑓 |𝑒2 ̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x+
ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|}

|𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)||𝑇𝑘,ℎ(𝑢𝑚)|𝑒2 ̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x. (24)

С учётом (7) и (10) оценим третий интеграл в левой части неравенства (24):

2

𝑎

ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|}

a(x, 𝑇𝑚(𝑢𝑚),∇𝑢𝑚) ·∇𝑢𝑚𝑒2 ̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)̂︀𝑏(|𝑢𝑚|)|𝑇𝑘,ℎ(𝑢𝑚)| 𝑑x⩾

⩾ 2
ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|}

(︂
𝑀(x, 𝑑|∇𝑢𝑚|)− 𝜑

𝑎

)︂
𝑒2

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)̂︀𝑏(|𝑢𝑚|)|𝑇𝑘,ℎ(𝑢𝑚)| 𝑑x⩾

⩾ 2
ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|}

(︂
|𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)|−̂︀𝑏(|𝑢𝑚|)

(︂
𝜑

𝑎
+Φ0

)︂)︂
𝑒2

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)|𝑇𝑘,ℎ(𝑢𝑚)| 𝑑x⩾

⩾ 2
ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|}

(︂
|𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)|− ̂︀𝐶(︂𝜑

𝑎
+Φ0

)︂)︂
𝑒2

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)|𝑇𝑘,ℎ(𝑢𝑚)| 𝑑x. (25)

Объединяя оценки (24), (25), выводим неравенство
ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|<𝑘+ℎ}

(︀
a(x, 𝑇𝑚(𝑢𝑚),∇𝑢𝑚) ·∇𝑢𝑚+𝜑

)︀
𝑑x+

+
ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|}

(︂
𝑀(x, 𝑢𝑚)

|𝑢𝑚|
+ |𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)|

)︂
|𝑇𝑘,ℎ(𝑢𝑚)| 𝑑x⩽𝐶4

ˆ

{|𝑢𝑚|⩾ℎ}

(𝑘𝜑1+𝜑) 𝑑x, (26)

где 𝜑1 — положительная функция из пространства 𝐿1(Ω). Отсюда следует соотношение

ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|<𝑘+ℎ}

(︀
a(x, 𝑇𝑚(𝑢𝑚),∇𝑢𝑚) ·∇𝑢𝑚+𝜑

)︀
𝑑x+𝑘

ˆ

{|𝑢𝑚|⩾𝑘+ℎ}

(︂
|𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)|+𝑀(x, 𝑢𝑚)

|𝑢𝑚|

)︂
𝑑x⩽

⩽𝐶4

ˆ

{|𝑢𝑚|⩾ℎ}

(𝑘𝜑1+𝜑) 𝑑x⩽𝐶5𝑘+𝐶6, 𝑚∈N. (27)

В частности, полагая в (26) ℎ=0, устанавливаем неравенство
ˆ

{|𝑢𝑚|<𝑘}

(︀
a(x, 𝑇𝑚(𝑢𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)+𝜑

)︀
𝑑x+

+
ˆ

Ω

(︂
|𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)|+𝑀(x, 𝑢𝑚)

|𝑢𝑚|

)︂
|𝑇𝑘(𝑢𝑚)| 𝑑x⩽𝐶5𝑘+𝐶6, 𝑚∈N. (28)
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Отсюда, применяя (7), выводим

𝑎
ˆ

{|𝑢𝑚|<𝑘}

𝑀(x, 𝑑|∇𝑢𝑚|) 𝑑x+𝑘
ˆ

{|𝑢𝑚|⩾𝑘}

(︂
|𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)|+𝑀(x, 𝑢𝑚)

|𝑢𝑚|

)︂
𝑑x⩽

⩽ 𝑎
ˆ

{|𝑢𝑚|<𝑘}

𝑀(x, 𝑑|∇𝑢𝑚|) 𝑑x+
ˆ

Ω

(︂
|𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)|+𝑀(x, 𝑢𝑚)

|𝑢𝑚|

)︂
|𝑇𝑘(𝑢𝑚)| 𝑑x⩽

⩽𝐶6+𝐶5𝑘, 𝑚∈N. (29)

Из неравенства (28) имеемˆ

Ω

𝑀(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚)) 𝑑x=

ˆ

{|𝑢𝑚|<𝑘}

𝑀(x, 𝑢𝑚) 𝑑x+
ˆ

{|𝑢𝑚|⩾𝑘}

𝑀(x, 𝑘) 𝑑x⩽

⩽
ˆ

{|𝑢𝑚|<𝑘}

𝑀(x, 𝑢𝑚) 𝑑x+𝑘
ˆ

{|𝑢𝑚|⩾𝑘}

𝑀(x, 𝑢𝑚)

|𝑢𝑚|
𝑑x=

ˆ

Ω

𝑀(x, 𝑢𝑚)

𝑢𝑚
𝑇𝑘(𝑢

𝑚) 𝑑x⩽

⩽𝐶5𝑘+𝐶6, 𝑚∈N. (30)

Кроме того, из (29) следует оценкаˆ

{|𝑢𝑚|<𝑘}

𝑀(x, 𝑑|∇𝑢𝑚|) 𝑑x=
ˆ

Ω

𝑀(x, 𝑑|∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)|) 𝑑x⩽𝐶7(𝑘), 𝑚∈N. (31)

Из (28), (10), (31) в частности, имеем

‖𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)‖1⩽𝐶8(𝑘), 𝑚∈N, (32)

а из оценок (30), (31) выводим

‖𝑇𝑘(𝑢𝑚)‖𝑀 +‖∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)‖𝑀 ⩽𝐶9(𝑘), 𝑚∈N.

4.3. СХОДИМОСТЬ ПОЧТИ ВСЮДУ

Из оценки (29), согласно предложению 1, имеем

meas{|𝑢𝑚|⩾ 𝜌}→ 0 равномерно по 𝑚∈N, 𝜌→∞. (33)

Из (27) при 𝑘=1 для любого ℎ> 0 получаем
ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|<1+ℎ}

(︀
a(x, 𝑇𝑚(𝑢𝑚),∇𝑢𝑚) ·∇𝑢𝑚+𝜑

)︀
𝑑x+

ˆ

{Ω: |𝑢𝑚|⩾ℎ+1}

(︂
|𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)|+𝑀(x, 𝑢𝑚)

|𝑢𝑚|

)︂
𝑑x⩽

⩽𝐶4

ˆ

{Ω: |𝑢𝑚|⩾ℎ}

(𝜑1+𝜑) 𝑑x, 𝑚∈N.

Ввиду того, что 𝜑1, 𝜑∈𝐿1(Ω) и интеграл в правой части последнего неравенства абсолютно
непрерывен для любого 𝜀> 0, учитывая (33), можно выбрать достаточно большое ̃︀ℎ(𝜀)> 1
такое, что для ℎ⩾̃︀ℎ справедлива оценкаˆ

{ℎ−1⩽|𝑢𝑚|<ℎ}

(︀
a(x, 𝑇𝑚(𝑢𝑚),∇𝑢𝑚) ·∇𝑢𝑚+𝜑

)︀
𝑑x+

+
ˆ

{Ω: |𝑢𝑚|⩾ℎ}

(︂
|𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)|+𝑀(x, 𝑢𝑚)

|𝑢𝑚|

)︂
𝑑x<

𝜀

2
, 𝑚∈N. (34)
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Так же как и в работе [5], устанавливаются сходимость по подпоследовательности

𝑢𝑚→𝑢 п.в. в Ω, 𝑚→∞, (35)

и для любого 𝑘 > 0 сходимости

𝑇𝑘(𝑢
𝑚)⇀𝑇𝑘(𝑢) по топологии 𝜎(L𝑀 ,E𝑀 ) в 𝑊̊ 1𝐿𝑀 (Ω), 𝑚→∞, (36)

𝑇𝑘(𝑢
𝑚)→𝑇𝑘(𝑢) п.в. в Ω, 𝑚→∞. (37)

Выполняя предельный переход в (30), заключаем, что 𝑀(x, 𝑇𝑘(𝑢)), (𝑀(x, 𝑢)/𝑢)𝑇𝑘(𝑢)∈𝐿1(Ω).
Таким образом, условие 2) определения 3 выполнено.

Далее докажем, что для любой функции 𝑆 ∈𝐶1
0 (R) имеет место сходимость

𝑀(x, 𝑢𝑚)

𝑢𝑚
𝑆(𝑢𝑚)→𝑀(x, 𝑢)

𝑢
𝑆(𝑢) в 𝐿1,loc(Ω), 𝑚→∞. (38)

Учитывая сходимость (35), имеем

𝑀(x, 𝑢𝑚)

𝑢𝑚
𝑆(𝑢𝑚)→𝑀(x, 𝑢)

𝑢
𝑆(𝑢) п.в. в Ω, 𝑚→∞. (39)

Пусть 𝑄 — произвольное измеримое подмножество в области Ω, функция 𝑆 ∈ 𝐶1
0 (R)

такая, что supp𝑆⊂ [−𝐿,𝐿] для 𝐿>0 и |𝑆(𝑟)|⩽𝐿1 для любого 𝑟∈R. С учётом монотонности
функции 𝑀(x, 𝑠0)/𝑠0 по переменной 𝑠0 получаем следующие соотношения:

ˆ

𝑄

𝑀(x, 𝑢𝑚)

|𝑢𝑚|
|𝑆(𝑢𝑚)| 𝑑x=

ˆ

𝑄

𝑀(x, 𝑢𝑚)

|𝑢𝑚|
|𝑆(𝑢𝑚)|𝜒{Ω: |𝑢𝑚|<𝐿} 𝑑x⩽

𝐿1

𝐿

ˆ

𝑄

𝑀(x, 𝐿) 𝑑x.

Отсюда, ввиду принадлежности 𝑀(x, 𝐿)∈𝐿1,loc(Ω), заключаем равномерную интегрируемость
последовательности

{︀
(𝑀(x, 𝑢𝑚)/|𝑢𝑚|)|𝑆(𝑢𝑚)|

}︀
𝑚∈N для любого 𝑄⊂Ω: meas𝑄<∞. Учитывая

сходимость (39) и применяя лемму 2, устанавливаем сходимость (38).

4.4. МОДУЛЯРНАЯ СХОДИМОСТЬ ГРАДИЕНТОВ ОТ СРЕЗОК

Докажем сходимости

∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)→∇𝑇𝑘(𝑢) модулярно в L𝑀,loc(Ω), 𝑚→∞, (40)

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)→ a(x, 𝑇𝑘(𝑢),∇𝑇𝑘(𝑢)) ·∇𝑇𝑘(𝑢) в 𝐿1,loc(Ω), 𝑚→∞. (41)

Повторяя рассуждения [10, шаг 5], при любом 𝑘 > 0 устанавливаем

‖a(x, 𝑇𝑘(𝑢𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚))‖
𝑀
⩽𝐶10(𝑘), 𝑚⩾ 𝑘. (42)

Из оценки (42) следует сходимость по подпоследовательности

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚))⇀ ã𝑘 по топологии 𝜎(L𝑀 ,E𝑀 ) в L𝑀 (Ω), 𝑚→∞. (43)

Для положительных вещественных чисел 𝑚, 𝑗, 𝑠 обозначим через 𝜔(𝑚, 𝑗, 𝑠) любую ве-
личину такую, что

lim
𝑠→∞

lim
𝑗→∞

lim
𝑚→∞

𝜔(𝑚, 𝑗, 𝑠)= 0.
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Пусть ℎ и 𝑘 такие, что ℎ−1>𝑘 > 0. Согласно лемме 1 существует последовательность
функций {𝑣𝑗}𝑗∈N из 𝐶∞

0 (Ω):

𝑣𝑗 →𝑇𝑘(𝑢) модулярно в 𝑊̊ 1𝐿𝑀 (Ω), 𝑗→∞,

тогда
𝑇𝑘(𝑣

𝑗)→𝑇𝑘(𝑢) модулярно в 𝑊̊ 1𝐿𝑀 (Ω), 𝑗→∞. (44)

Отсюда, согласно лемме 2, следует, что найдётся 𝜆> 0 такое, что для последовательностей{︂
𝑀

(︂
x,

|𝑇𝑘(𝑢)−𝑇𝑘(𝑣𝑗)|
𝜆

)︂}︂
𝑗∈N

,

{︂
𝑀

(︂
x,

|∇(𝑇𝑘(𝑢)−𝑇𝑘(𝑣𝑗))|
𝜆

)︂}︂
𝑗∈N

выполнены условия (i), (ii) (45)

и справедлива сходимость по некоторой подпоследовательности 𝐽⊂N (см. [13, замечание 7.9]):

𝑇𝑘(𝑣
𝑗)→𝑇𝑘(𝑢), ∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)→∇𝑇𝑘(𝑢) п.в. в Ω, 𝑗→∞. (46)

Замечание 3. Пользуясь выпуклостью функции 𝑀(x, ·) и принадлежностью 𝑇𝑘(𝑢) ∈
∈ 𝑊̊ 1𝐿𝑀 (Ω), несложно установить эквивалентность (45) условию{︂

𝑀

(︂
x,

|𝑇𝑘(𝑣𝑗)|
𝜆1

)︂}︂
𝑗∈N

,

{︂
𝑀

(︂
x,

|∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)|
𝜆1

)︂}︂
𝑗∈N

подчиняются условиям (i), (ii)

c некоторым 𝜆1> 0.
Кроме того, согласно лемме 4 имеем

∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)⇀∇𝑇𝑘(𝑢) по топологии 𝜎(L𝑀 ,L𝑀 ), 𝑗→∞.

Полагаем
𝑧𝑚𝑗 =𝑇𝑘(𝑢

𝑚)−𝑇𝑘(𝑣𝑗), 𝑧𝑗 =𝑇𝑘(𝑢)−𝑇𝑘(𝑣𝑗), 𝑚, 𝑗 ∈N,

𝜙𝑘(𝜌)= 𝜌 exp{𝛾2𝜌2}, где 𝛾=̂︀𝑏𝑘/𝑎, ̂︀𝑏𝑘 =max{̂︀𝑏(|𝑠|) : |𝑠|⩽ 𝑘}. Очевидно, что

𝜓𝑘(𝜌)=𝜙′
𝑘(𝜌)−2𝛾|𝜙𝑘(𝜌)|⩾ 1/2, 𝜌∈R.

Отсюда следуют неравенства

1/2⩽𝜓𝑘(𝑧
𝑚𝑗)⩽ max

[−2𝑘,2𝑘]
𝜓𝑘(𝜌)=𝐶11(𝑘), 𝑚, 𝑗 ∈N. (47)

Ввиду (37), (46) имеем

𝜙𝑘(𝑧
𝑚𝑗)→𝜙𝑘(𝑧

𝑗), 𝜙′
𝑘(𝑧

𝑚𝑗)→𝜙′
𝑘(𝑧

𝑗), 𝜓𝑘(𝑧
𝑚𝑗)→𝜓𝑘(𝑧

𝑗) п.в. в Ω, 𝑚→∞, (48)

𝜙𝑘(𝑧
𝑗)→𝜙𝑘(0)= 0, 𝜙′

𝑘(𝑧
𝑗)→𝜙′

𝑘(0)= 1, 𝜓𝑘(𝑧
𝑗)→𝜓𝑘(0)= 1 п.в. в Ω, 𝑗→∞, (49)

а также

|𝜙𝑘(𝑧
𝑚𝑗)|⩽𝜙𝑘(2𝑘), 1⩽𝜙′

𝑘(𝑧
𝑚𝑗)⩽𝜙′

𝑘(2𝑘), 𝑚, 𝑗 ∈N, (50)

|𝜙𝑘(𝑧
𝑗)|⩽𝜙𝑘(2𝑘), 1⩽𝜙′

𝑘(𝑧
𝑗)⩽𝜙′

𝑘(2𝑘), 𝑗 ∈N. (51)
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Применяя (48)–(51), по лемме 5 устанавливаем сходимости

|𝜙𝑘(𝑧
𝑚𝑗)|⇀ |𝜙𝑘(𝑧

𝑗)| в топологии 𝜎(𝐿∞, 𝐿1) пространства 𝐿∞(Ω), 𝑚→∞, (52)

|𝜙𝑘(𝑧
𝑗)|⇀ 0 в топологии 𝜎(𝐿∞, 𝐿1) пространства 𝐿∞(Ω), 𝑗→∞. (53)

Кроме того, для любой функции 𝑔 ∈𝐸𝑀 (Ω), применяя лемму 5, устанавливаем сходимости

𝜙𝑘(𝑧
𝑚𝑗)𝑔→𝜙𝑘(𝑧

𝑗)𝑔 сильно в 𝐸𝑀 (Ω), 𝑚→∞, (54)

𝜙𝑘(𝑧
𝑗)𝑔→ 0 сильно в 𝐸𝑀 (Ω), 𝑗→∞. (55)

Введём обозначения: 𝜒𝑗
𝑠, 𝜒𝑠, 𝑘𝜒

𝑚, 𝑘𝜒 — характеристические функции множеств {x∈Ω:
|∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)|⩽ 𝑠}, {x ∈Ω: |∇𝑇𝑘(𝑢)|⩽ 𝑠}, {x ∈Ω: |𝑢𝑚|⩾ 𝑘}, {x ∈Ω: |𝑢|⩾ 𝑘}, соответственно. Бу-
дем рассматривать “правильные” 𝑘, 𝑠, для которых meas{Ω: |𝑢| = 𝑘} = 0 и meas{Ω:
|∇𝑇𝑘(𝑢)|= 𝑠}=0.

Положим 𝜂ℎ(𝑟)=min{1,max{0, ℎ−𝑟+1}}, 𝑟∈R. Для краткости записи будем использовать
обозначения

𝜁𝑚ℎ−1= 𝜂ℎ−1(|𝑢𝑚|), 𝜁ℎ−1= 𝜂ℎ−1(|𝑢|), 𝜂𝑅 = 𝜂𝑅(|x|).

Из (35), (46) для правильных 𝑘, 𝑠 следуют сходимости

𝜁𝑚ℎ−1→ 𝜁ℎ−1 п.в. в Ω, 𝑚→∞, (56)

𝜒𝑗
𝑠→𝜒𝑠 п.в. в Ω, 𝑗→∞, (57)

𝑘𝜒
𝑚→ 𝑘𝜒 п.в. в Ω, 𝑚→∞. (58)

Принимая в качестве тестовой функции в (23) 𝜙𝑘(𝑧
𝑚𝑗)𝜁𝑚ℎ−1𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|), получаем
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑚(𝑢𝑚),∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)) ·∇
(︁
𝜙𝑘(𝑧

𝑚𝑗)𝜂𝑅𝜁
𝑚
ℎ−1𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)
)︁
𝑑x+

+
ˆ

Ω

𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)𝜙𝑘(𝑧
𝑚𝑗)𝜁𝑚ℎ−1𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x+
ˆ

Ω

𝑀(x, 𝑢𝑚)

𝑢𝑚
𝜙𝑘(𝑧

𝑚𝑗)𝜁𝑚ℎ−1𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x−

−
ˆ

Ω

𝑓𝑚𝜙𝑘(𝑧
𝑚𝑗)𝜁𝑚ℎ−1𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x=

4∑︁
𝑖=1

𝐼𝑖=0, 𝑚∈N. (59)

Оценим интегралы 𝐼2−𝐼4. Ввиду

𝑀(x, 𝑢𝑚)

|𝑢𝑚|
𝜁𝑚ℎ−1𝜂𝑅 ⩽

𝑀(x, ℎ)

ℎ
𝜂𝑅 ∈𝐿1(Ω)

и cходимостей (52), (53) имеем

|𝐼3|⩽
ˆ

Ω

𝑀(x, ℎ)

ℎ
𝜂𝑅|𝜙𝑘(𝑧

𝑚𝑗)|𝑒 ̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x⩽𝜔ℎ,𝑅(𝑚)+𝑒𝐶0

ˆ

Ω

𝑀(x, ℎ)

ℎ
𝜂𝑅|𝜙𝑘(𝑧

𝑗)| 𝑑x=𝜔ℎ,𝑅(𝑚, 𝑗). (60)

Аналогично ввиду (20) и 𝑓 ∈𝐿1(Ω) находим

|𝐼4|⩽
ˆ

Ω

|𝑓 | |𝜙𝑘(𝑧
𝑚𝑗)|𝑒 ̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x⩽𝜔(𝑚)+𝑒𝐶0

ˆ

Ω

|𝑓 | |𝜙𝑘(𝑧
𝑗)| 𝑑x=𝜔(𝑚, 𝑗). (61)
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Применяя (22), (10), оценим интеграл

−𝐼2⩽
ˆ

Ω

|𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)| |𝜙𝑘(𝑧
𝑚𝑗)|𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)𝜉𝑚ℎ−1 𝑑x⩽

⩽
ˆ

Ω

̂︀𝑏(|𝑢𝑚|)
(︀
𝑀(x, 𝑑|∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)|)+Φ0(x)

)︀
|𝜙𝑘(𝑧

𝑚𝑗)|𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)𝜉𝑚ℎ−1 𝑑x, 𝑚∈N.

Используя (7), выводим

−𝐼2⩽
1

𝑎

ˆ

Ω

(︀
𝑎Φ0(x)+𝜑(x)

)︀
|𝜙𝑘(𝑧

𝑚𝑗)|𝑒 ̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)̂︀𝑏(|𝑢𝑚|) 𝑑x+

+
ˆ

Ω

̂︀𝑏(|𝑢𝑚|)
𝑎

⃒⃒
a(x, 𝑇𝑘(𝑢

𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)
⃒⃒
|𝜙𝑘(𝑧

𝑚𝑗)|𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x+

+
ˆ

{|𝑢𝑚|>𝑘}

̂︀𝑏(|𝑢𝑚|)
𝑎

a(x, 𝑇ℎ(𝑢
𝑚),∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)) ·∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)|𝜙𝑘(𝑧

𝑚𝑗)|𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)𝜉𝑚ℎ−1 𝑑x=

3∑︁
𝑖=1

𝐼2𝑖. (62)

Учитывая, что 𝑧𝑚𝑗𝑢𝑚⩾ 0 при |𝑢𝑚|⩾ 𝑘, получаем

𝐼1⩾
ˆ

Ω

a(x, 𝑇ℎ(𝑢
𝑚),∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)) ·𝜙′

𝑘(𝑧
𝑚𝑗)∇𝑧𝑚𝑗𝜂𝑅𝜁

𝑚
ℎ−1𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x−

−
ˆ

{Ω: ℎ−1⩽|𝑢𝑚|<ℎ}

a(x, 𝑇ℎ(𝑢
𝑚),∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)) ·∇𝑢𝑚|𝜙𝑘(𝑧

𝑚𝑗)|𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x+

+
ˆ

Ω

a(x, 𝑇ℎ(𝑢
𝑚),∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)) ·𝜙𝑘(𝑧

𝑚𝑗)∇𝜂𝑅𝜁𝑚ℎ−1𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x−

−
ˆ

Ω

̂︀𝑏(|𝑢𝑚|)
𝑎

⃒⃒
a(x, 𝑇𝑘(𝑢

𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)
⃒⃒
|𝜙𝑘(𝑧

𝑚𝑗)|𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x+

+
ˆ

{|𝑢𝑚|>𝑘}

̂︀𝑏(|𝑢𝑚|)
𝑎

a(x, 𝑇ℎ(𝑢
𝑚),∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)) ·∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)|𝜙𝑘(𝑧

𝑚𝑗)|𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)𝜉𝑚ℎ−1 𝑑x=

= 𝐼11−𝐼12+𝐼13−𝐼14+𝐼15, 𝑚⩾ℎ. (63)

Теперь, используя равенства 𝐼15 = 𝐼23, 𝐼22 = 𝐼14 и оценки интегралов (60)–(63), из (59)
выводим неравенства

𝐼11−2𝐼22⩽𝜔ℎ,𝑅(𝑚, 𝑗)+𝐼21+𝐼12−𝐼13, 𝑚⩾ℎ. (64)

Далее, учитывая (7), получаем

𝐼12+𝐼21+2𝐼22⩽

⩽𝜙𝑘(2𝑘)𝑒
𝐶0

ˆ

{Ω: ℎ−1⩽|𝑢𝑚|<ℎ}

(︀
a(x, 𝑇𝑚(𝑢𝑚),∇𝑢𝑚) ·∇𝑢𝑚+𝜑

)︀
𝑑x+𝐶11

ˆ

Ω

(Φ0(x)+𝜑(x))|𝜙𝑘(𝑧
𝑚𝑗)| 𝑑x+

+
2̂︀𝑏𝑘
𝑎

ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)|𝜙𝑘(𝑧

𝑚𝑗)|𝑒 ̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)𝜂𝑅 𝑑x= 𝐼121+𝐼211+𝐼221. (65)
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Ввиду (52), (53) имеем
𝐼211=𝜔(𝑚, 𝑗), (66)

а благодаря (34) заключаем, что
𝐼121⩽𝜔(ℎ). (67)

Применяя оценку (42) и сходимости (54), (55) c 𝑔=𝜒Ω(𝑅+1), устанавливаем соотношения

|𝐼13|⩽𝐶12

ˆ

Ω(𝑅+1)

|a(x, 𝑇ℎ(𝑢𝑚),∇𝑇ℎ(𝑢𝑚))| |𝜙𝑘(𝑧
𝑚𝑗)| 𝑑x⩽

⩽𝐶13(ℎ)‖𝜙𝑘(𝑧
𝑚𝑗)‖𝑀,Ω(𝑅+1)=𝜔ℎ,𝑅(𝑚, 𝑗), 𝑚⩾ℎ. (68)

Объединяя (64)–(68), получаем

𝐼5= 𝐼11−𝐼221⩽𝜔(ℎ)+𝜔ℎ,𝑅(𝑚, 𝑗), 𝑚⩾ℎ. (69)

С помощью элементарных преобразований выводим равенства для 𝐼5:

𝐼5=
ˆ

Ω

a(x, 𝑇ℎ(𝑢
𝑚),∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)𝜙′

𝑘(𝑧
𝑚𝑗)𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x−

−
ˆ

Ω

a(x, 𝑇ℎ(𝑢
𝑚),∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜙′

𝑘(𝑧
𝑚𝑗)𝜁𝑚ℎ−1𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x−

− 2̂︀𝑏𝑘
𝑎

ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)|𝜙𝑘(𝑧

𝑚𝑗)|𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x=

=
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)𝜓𝑘(𝑧

𝑚𝑗)𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x−

−
ˆ

Ω

a(x, 𝑇ℎ(𝑢
𝑚),∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜙′

𝑘(𝑧
𝑚𝑗)𝜁𝑚ℎ−1𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x=

=
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)) ·(∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)−∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠)𝜓𝑘(𝑧
𝑚𝑗)𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x+

+
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠𝜓𝑘(𝑧
𝑚𝑗)𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x−

−
ˆ

Ω

a(x, 𝑇ℎ(𝑢
𝑚),∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜙′

𝑘(𝑧
𝑚𝑗)𝜒𝑗

𝑠𝜁
𝑚
ℎ−1𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x+

+
ˆ

Ω

a(x, 𝑇ℎ(𝑢
𝑚),∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)(𝜒𝑗

𝑠−1)𝜙′
𝑘(𝑧

𝑚𝑗)𝜁𝑚ℎ−1𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x.

Очевидно равенство

𝐼5=
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)) ·(∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)−∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠)𝜓𝑘(𝑧
𝑚𝑗)𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x−

− 2̂︀𝑏𝑘
𝑎

ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠|𝜙𝑘(𝑧
𝑚𝑗)|𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x+
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+
ˆ

Ω

(︁
a
(︀
x, 𝑇𝑘(𝑢

𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)
)︀
−𝜁𝑚ℎ−1a

(︀
x, 𝑇ℎ(𝑢

𝑚),∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)
)︀)︁

·∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝑘𝜒𝑚𝜒𝑗
𝑠𝜙

′
𝑘(𝑧

𝑚𝑗)𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x+

+
ˆ

Ω

a(x, 𝑇ℎ(𝑢
𝑚),∇𝑇ℎ(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)(𝜒𝑗

𝑠−1)𝜙′
𝑘(𝑧

𝑚𝑗)𝜁𝑚ℎ−1𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x=

4∑︁
𝑖=1

𝐼5𝑖, 𝑚⩾ℎ. (70)

Оценим интегралы 𝐼52−𝐼54. Применяя (35), (48), (50), лемму 5 c 𝑔=∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗
𝑠𝜂𝑅∈E𝑀 (Ω),

получаем

𝜂𝑅∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗
𝑠|𝜙𝑘(𝑧

𝑚𝑗)|𝑒 ̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)→ 𝜂𝑅∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗
𝑠|𝜙𝑘(𝑧

𝑗)|𝑒 ̂︀𝐵(|𝑢|) сильно в E𝑀 (Ω), 𝑚→∞.

Отсюда, ввиду сходимости (43), устанавливаем

𝐼52=−2̂︀𝑏𝑘
𝑎

ˆ

Ω

̃︀a𝑘 ·∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗
𝑠|𝜙𝑘(𝑧

𝑗)|𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢|) 𝑑x+𝜔𝑅(𝑚).

Применяя (46), (49), (51), (57), по теореме Лебега получаем

𝐼52=𝜔𝑅(𝑚, 𝑗). (71)

С учётом (35), (48), (50), (58), леммы 5 c 𝑔=∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗
𝑠𝜂𝑅 ∈E𝑀 (Ω) имеем

∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗
𝑠𝜙

′
𝑘(𝑧

𝑚𝑗)𝑘𝜒
𝑚𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)→∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗
𝑠𝜙

′
𝑘(𝑧

𝑗)𝑘𝜒𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢|) сильно в E𝑀 (Ω), 𝑚→∞.

Отсюда, ввиду сходимостей (43), (56), устанавливаем

𝐼53=
ˆ

Ω

(̃︀a𝑘−𝜁ℎ−1̃︀aℎ) ·∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝑘𝜒𝜒𝑗
𝑠𝜙

′
𝑘(𝑧

𝑗)𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢|) 𝑑x+𝜔𝑅(𝑚).

Далее, применяя (46), (49), (51), (57), по теореме Лебега заключаем

𝐼53=
ˆ

Ω

(̃︀a𝑘−𝜁ℎ−1̃︀aℎ) ·∇𝑇𝑘(𝑢)𝑘𝜒𝜒𝑠𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢|) 𝑑x+𝜔𝑅(𝑚, 𝑗)=𝜔𝑅(𝑚, 𝑗). (72)

Наконец, применив (48), (50), (56), лемму 5 c 𝑔=∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)(𝜒𝑗
𝑠−1)𝜂𝑅 ∈E𝑀 (Ω), получим

∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)(𝜒𝑗
𝑠−1)𝜙′

𝑘(𝑧
𝑚𝑗)𝜁𝑚ℎ−1𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)→∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)(𝜒𝑗
𝑠−1)𝜙′

𝑘(𝑧
𝑗)𝜁ℎ−1𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢|)

сильно в E𝑀 (Ω), 𝑚→∞.

Отсюда, ввиду сходимости (43), устанавливаем

𝐼54=
ˆ

Ω

̃︀aℎ ·∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)(𝜒𝑗
𝑠−1)𝜙′

𝑘(𝑧
𝑗)𝜁ℎ−1𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢|) 𝑑x+𝜔𝑅(𝑚).

Применяя (49), (51), (57), (44) и лемму 2 (см. замечание 3), получаем

∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)(𝜒𝑗
𝑠−1)𝜙′

𝑘(𝑧
𝑗)𝜂𝑅 →∇𝑇𝑘(𝑢)(𝜒𝑠−1)𝜂𝑅 модулярно в L𝑀 (Ω), 𝑗→∞.

Тогда, ввиду принадлежности ̃︀aℎ𝜁ℎ−1𝑒
̂︀𝐵(|𝑢|) ∈L𝑀 (Ω), имеем

𝐼54=
ˆ

Ω

̃︀aℎ ·∇𝑇𝑘(𝑢)(𝜒𝑠−1)𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢|) 𝑑x+𝜔𝑅(𝑚, 𝑗).
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В силу того, что ̃︀aℎ ·∇𝑇𝑘(𝑢)𝑒 ̂︀𝐵(|𝑢|) ∈𝐿1(Ω), находим

𝐼54=𝜔𝑅(𝑚, 𝑗, 𝑠). (73)

Из (69)–(73) следует, что
𝐼51⩽𝜔ℎ,𝑅(𝑚, 𝑗, 𝑠)+𝜔(ℎ). (74)

Оценим теперь интеграл 𝐼6:

0⩽ 𝐼6=
ˆ

Ω

(︀
a(x, 𝑇𝑘(𝑢

𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚))−a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠)
)︀
×

×
(︀
∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)−∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠

)︀
𝜓𝑘(𝑧

𝑚𝑗)𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x=

=
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)) ·(∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)−∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠)𝜓𝑘(𝑧
𝑚𝑗)𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x−

−
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠) ·(∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)−∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗
𝑠)𝜓𝑘(𝑧

𝑚𝑗)𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|) 𝑑x= 𝐼51−𝐼61. (75)

Из (35), (37) следует cходимость

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠)𝑒
̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)→ a(x, 𝑇𝑘(𝑢),∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠)𝑒
̂︀𝐵(|𝑢|) п.в. в Ω, 𝑚→∞,

а из (8), (15) имеем оценки

|a(x, 𝑇𝑘(𝑢𝑚),∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗
𝑠)|⩽̂︀𝑎𝑀−1

(x,𝑀(x, ̂︀𝑑𝑠))+̂︀𝑎𝑀−1
(x, 𝐶𝑀(x, 𝑘))+𝜓(x), 𝑚, 𝑗 ∈N.

Пользуясь ограниченностью функции 𝑀(·, 𝑧) по x∈Ω(𝑅+1) для любых 𝑧∈R, устанавливаем
оценку

|a(x, 𝑇𝑘(𝑢𝑚),∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗
𝑠)|𝜂𝑅 ⩽𝜓(x)+𝐶14𝜂𝑅 ∈E𝑀 (Ω), 𝑚, 𝑗 ∈N.

Отсюда, учитывая (47), (48), из лемм 6, 7 получаем сходимость

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠)𝜓𝑘(𝑧
𝑚𝑗)𝑒

̂︀𝐵(|𝑢𝑚|)𝜂𝑅 → a(x, 𝑇𝑘(𝑢),∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗
𝑠)𝜓𝑘(𝑧

𝑗)𝑒
̂︀𝐵(|𝑢|)𝜂𝑅

сильно в E𝑀 (Ω), 𝑚→∞. (76)

Применяя (76), (36), выводим

𝐼61=
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑘(𝑢),∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗
𝑠) ·(∇𝑇𝑘(𝑢)−∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠)𝜓𝑘(𝑧
𝑗)𝜂𝑅𝑒

̂︀𝐵(|𝑢|) 𝑑x+𝜔𝑅(𝑚), 𝑗 ∈N.

С учётом оценки (14) и сходимостей (46), (49), (57) по теореме Лебега устанавливаем

𝐼61=
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑘(𝑢), 0) ·∇𝑇𝑘(𝑢)(1−𝜒𝑠)𝜂𝑅𝑒
̂︀𝐵(|𝑢|) 𝑑x+𝜔𝑅(𝑚, 𝑗).

Наконец, благодаря a(x, 𝑇𝑘(𝑢), 0) ·∇𝑇𝑘(𝑢)𝑒
̂︀𝐵(|𝑢|)𝜂𝑅 ∈𝐿1(Ω) (см. (14)), получаем

𝐼61=𝜔𝑅(𝑚, 𝑗, 𝑠). (77)
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Объединяя (75), (77), (74) и применяя (47), выводим

𝐼7=
ˆ

Ω

(︀
a(x, 𝑇𝑘(𝑢

𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚))−a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠)
)︀
×

×
(︀
∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)−∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠

)︀
𝜂𝑅 𝑑x⩽ 2𝐼6⩽𝜔ℎ,𝑅(𝑚, 𝑗, 𝑠)+𝜔(ℎ). (78)

Используя обозначение

𝑞𝑚𝑠 (x)= (a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚))−a(x, 𝑇𝑘(𝑢

𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢)𝜒𝑠)) ·(∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)−∇𝑇𝑘(𝑢)𝜒𝑠),

имеем

0⩽
ˆ

Ω(𝑅)

𝑞𝑚𝑠 (x) 𝑑x⩽ 𝐼7+
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)) ·(∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠−∇𝑇𝑘(𝑢)𝜒𝑠)𝜂𝑅 𝑑x−

−
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢)𝜒𝑠) ·(∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)−∇𝑇𝑘(𝑢)𝜒𝑠)𝜂𝑅 𝑑x+

+
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗

𝑠) ·(∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)−∇𝑇𝑘(𝑣𝑗)𝜒𝑗
𝑠)𝜂𝑅 𝑑x= 𝐼7+𝐼71+𝐼72+𝐼73. (79)

Для интегралов 𝐼71−𝐼73 справедливы оценки (см. [5])

𝐼71=𝜔𝑅(𝑚, 𝑗), 𝐼72=𝜔𝑅(𝑚, 𝑠), 𝐼73=𝜔𝑅(𝑚, 𝑗, 𝑠). (80)

Из (78)–(80) получаем ˆ

Ω(𝑅)

𝑞𝑚𝑠 (x) 𝑑x⩽𝜔𝑅,ℎ(𝑚, 𝑗, 𝑠)+𝜔(ℎ).

Ввиду того, что левая часть последнего неравенства не зависит от 𝑗, ℎ, переходя пос-
ледовательно к пределам по 𝑚→∞, 𝑗→∞, 𝑠→∞, устанавливаем соотношение

lim
𝑠→∞

lim
𝑚→∞

ˆ

Ω(𝑅)

𝑞𝑚𝑠 (x) 𝑑x⩽𝜔(ℎ).

Выполняя предельный переход при ℎ→∞, выводим равенство

lim
𝑠→∞

lim
𝑚→∞

ˆ

Ω(𝑅)

𝑞𝑚𝑠 (x) 𝑑x=0.

По утверждению 1 из [5] (𝑄=Ω(𝑅)), ввиду произвольности 𝑅> 0, имеем сходимости (40),
(41) и сходимость

∇𝑇𝑘(𝑢𝑚)→∇𝑇𝑘(𝑢) п.в. в Ω, 𝑚→∞. (81)

Далее, так же как и в работе [7], устанавливается сходимость по подпоследовательности

∇𝑢𝑚→∇𝑢 п.в. в Ω, 𝑚→∞. (82)

4.5. ПРЕДЕЛЬНЫЙ ПЕРЕХОД

Используя оценку (42) и сходимости (37), (81), по лемме 3 устанавливаем слабую схо-
димость

a(x, 𝑇𝑘(𝑢
𝑚),∇𝑇𝑘(𝑢𝑚))⇀ a(x, 𝑇𝑘(𝑢),∇𝑇𝑘(𝑢))

в топологии 𝜎(L𝑀 ,E𝑀 ) пространства L𝑀 (Ω), 𝑚→∞. (83)
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Из непрерывности 𝑏(x, 𝑠0, s) по (𝑠0, s) и сходимостей (35), (82) следует, что

𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)→ 𝑏(x, 𝑢,∇𝑢) п.в. в Ω, 𝑚→∞. (84)

Из оценки (32), ввиду (84), согласно лемме Фату заключаем, что 𝑏(x, 𝑢,∇𝑢)∈𝐿1(Ω). Таким
образом, условия 1), 3) определения 3 выполнены.

Далее сходимость

𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)→ 𝑏(x, 𝑢,∇𝑢) в 𝐿1,loc(Ω), 𝑚→∞, (85)

устанавливается аналогично [10, шаг 6].
Докажем, что 𝑢 является ренормализованным решением задачи (1), (2). Сначала докажем

условие 4) определения 3. Применяя (7), из неравенства (27) получаем
ˆ

{ℎ⩽|𝑢𝑚|<𝑘+ℎ}

𝑎𝑀(x, 𝑑|∇𝑢𝑚|) 𝑑x+𝑘
ˆ

{|𝑢𝑚|⩾𝑘+ℎ}

𝑀(x, 𝑢𝑚)

|𝑢𝑚|
𝑑x⩽𝐶4

ˆ

{|𝑢𝑚|⩾ℎ}

(𝑘𝜑1+𝜑) 𝑑x, 𝑚∈N.

Отсюда, пользуясь сходимостями (82), (35), применив теорему Лебега и лемму Фату, вы-
полним предельный переход при 𝑚→∞ для правильных ℎ и получим неравенство

ˆ

{ℎ⩽|𝑢|<𝑘+ℎ}

𝑎𝑀(x, 𝑑|∇𝑢|) 𝑑x+𝑘
ˆ

{|𝑢|⩾𝑘+ℎ}

𝑀(x, 𝑢)

|𝑢|
𝑑x⩽𝐶4

ˆ

{|𝑢|⩾ℎ}

(𝑘𝜑1+𝜑) 𝑑x. (86)

Из (86), в частности, справедлива оценка вида (16). Тогда согласно предложению 1 имеем

meas{Ω: |𝑢|⩾ℎ}→ 0, ℎ→∞. (87)

Выполняя предельный переход в (86), пользуясь (87), устанавливаем соотношение 4) опре-
деления 3.

Докажем равенство (11). Пусть 𝜉∈𝐶1
0 (Ω), supp 𝜉⊂Ω(𝑙), 𝑙⩾ 𝑙0, и функция 𝑆∈𝐶1

0 (R) такая,
что supp𝑆⊂ [−𝐿,𝐿], 𝐿> 0. Пусть {𝑢𝑚}𝑚∈N — последовательных слабых решений уравнения
(21). Взяв 𝑆(𝑢𝑚)𝜉 ∈ 𝑊̊ 1𝐿𝑀 (Ω)

⋂︀
𝐿∞(Ω) в качестве тестовой функции в (23), выводим⟨︀

a(x, 𝑇𝑚(𝑢𝑚),∇𝑢𝑚) ·(𝑆′(𝑢𝑚)𝜉∇𝑢𝑚+𝑆(𝑢𝑚)∇𝜉)
⟩︀
+

+
⟨︀
(𝑏𝑚(x, 𝑢𝑚,∇𝑢𝑚)+𝑀(x, 𝑢𝑚)/𝑢𝑚−𝑓𝑚(x))𝑆(𝑢𝑚)𝜉

⟩︀
= 𝐼𝑚+𝐽𝑚=0, 𝑚⩾ 𝑙0. (88)

Очевидно, что

𝐼𝑚=
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝑚(𝑢𝑚),∇𝑢𝑚) ·(𝑆′(𝑢𝑚)𝜉∇𝑢𝑚+𝑆(𝑢𝑚)∇𝜉) 𝑑x=

=
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝐿(𝑢
𝑚),∇𝑇𝐿(𝑢𝑚)) ·∇𝑇𝐿(𝑢𝑚)𝑆′(𝑢𝑚)𝜉 𝑑x+

+
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝐿(𝑢
𝑚),∇𝑇𝐿(𝑢𝑚)) ·∇𝜉𝑆(𝑢𝑚) 𝑑x= 𝐼𝑚1 +𝐼𝑚2 , 𝑚⩾max{𝐿, 𝑙0}. (89)

Ввиду сходимостей (35), (41), применяя лемму 8, устанавливаем

𝐼𝑚1 =
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝐿(𝑢),∇𝑇𝐿(𝑢)) ·∇𝑇𝐿(𝑢)𝑆′(𝑢)𝜉 𝑑x+𝜔(𝑚), 𝑚→∞. (90)
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Из сходимости (35) по лемме 5 получаем

𝑆(𝑢𝑚)∇𝜉→𝑆(𝑢)∇𝜉 сильно в E𝑀 (Ω), 𝑚→∞.

Отсюда, учитывая сходимость (83), выводим

𝐼𝑚2 =
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝐿(𝑢),∇𝑇𝐿(𝑢)) ·∇𝜉𝑆(𝑢) 𝑑x+𝜔(𝑚), 𝑚→∞. (91)

Объединив (89)–(91), будем иметь

lim
𝑚→∞

𝐼𝑚=
ˆ

Ω

a(x, 𝑇𝐿(𝑢),∇𝑇𝐿(𝑢)) ·(𝑆′(𝑢)𝜉∇𝑇𝐿(𝑢)+𝑆(𝑢)∇𝜉) 𝑑x=

=
ˆ

Ω

a(x, 𝑢,∇𝑢) ·(𝑆′(𝑢)𝜉∇𝑢+𝑆(𝑢)∇𝜉) 𝑑x. (92)

По лемме 5 заключаем, что

𝑆(𝑢𝑚)𝜉⇀𝑆(𝑢)𝜉 в топологии 𝜎(𝐿∞, 𝐿1), 𝑚→∞.

Тогда, ввиду сходимостей (19), (38), (85), устанавливаем соотношение

lim
𝑚→∞

𝐽𝑚=
ˆ

Ω

(𝑏(x, 𝑢,∇𝑢)+𝑀(x, 𝑢)/𝑢−𝑓)𝑆(𝑢)𝜉 𝑑x. (93)

Комбинируя (88), (92), (93), получаем равенство (11). Таким образом, приходим к выводу,
что 𝑢 является ренормализованным решением задачи (1), (2).
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The paper considers a second-order quasilinear elliptic equation with an integrable right-hand side.
Restrictions on the structure of the equation are formulated in terms of the generalized 𝑁 -function.
Unlike the author’s previous works, there is no sign condition for the low-order term of the equation.
In non-reflexive Musielak–Orlicz–Sobolev spaces in an arbitrary unbounded strictly Lipschitz domain,
the existence of a renormalized solution to the Dirichlet problem of this equation is proven.
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ВВЕДЕНИЕ

Рассматриваемая в настоящей работе задача оптимального управления возникла как обоб-
щение широкого класса задач оптимизации области и в подобной постановке была впервые
предложена автором в статье [1]. Задачи оптимизации области — класс задач оптимального
управления системами с распределёнными параметрами, в которых управляющим воздей-
ствием является изменение области определения управляемого процесса. Систематическое
изучение таких задач началось с работ Ж.-Л. Лионса [2], Д. Бежи и Р. Гловинского [3],
Д. Шенэ [4] и других авторов. Существуют различные как постановки этих задач, так и
подходы к их решению. Для широких классов задач оптимизации области получены условия
существования решения, условия оптимальности, численными методами найдены решения
[5–9]. В большинстве работ управляемый процесс описывается некоторой краевой задачей
для уравнения эллиптического типа.

Цель настоящей статьи — получить реально проверяемые на практике достаточные усло-
вия существования решения задачи, более общей, чем задача оптимизации области. В рас-
сматриваемой задаче управляемый процесс описывается линейным функциональным урав-
нением в абстрактном гильбертовом пространстве, а управляющим воздействием является
изменение пространства.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим вещественное сепарабельное гильбертово пространство 𝐻 со скалярным про-
изведением (𝑢, 𝑢) и нормой ‖𝑢‖= (𝑢, 𝑢)1/2. Пусть 𝐴 — действующий в пространстве 𝐻 ли-
нейный симметричный положительно определённый оператор с областью определения 𝐷(𝐴),
плотной в 𝐻: (𝐴𝑢, 𝑣)= (𝑢,𝐴𝑣) для любых 𝑢, 𝑣∈𝐷(𝐴); (𝐴𝑢, 𝑢)⩾𝛾2‖𝑢‖2, 𝑢∈𝐷(𝐴), где 𝛾 >0 —
некоторая постоянная. Выражения (𝐴𝑢, 𝑣) = [𝑢, 𝑣]𝐴 и (𝐴𝑢, 𝑢)1/2 = [𝑢, 𝑢]

1/2
𝐴 = |𝑢|𝐴 определяют

786



СУЩЕСТВОВАНИЕ ОПТИМАЛЬНЫХ МНОЖЕСТВ 787

на множестве 𝐷(𝐴) скалярное произведение и норму. Энергетическое пространство 𝐻𝐴 опе-
ратора 𝐴 определяется как пополнение множества 𝐷(𝐴) в норме |𝑢|𝐴. При этом имеет место
непрерывное вложение пространства 𝐻𝐴 в пространство 𝐻: 𝐻𝐴⊂𝐻,

‖𝑢‖⩽ 1

𝛾
|𝑢|𝐴. (1)

Пусть 𝑓 — произвольный элемент пространства 𝐻. Обобщённое решение уравнения 𝐴𝑢=𝑓
определяется как элемент 𝑢∈𝐻𝐴, удовлетворяющий уравнению

[𝑢, 𝑣]𝐴=(𝑓, 𝑣), 𝑣 ∈𝐻𝐴. (2)

При любом 𝑓 ∈𝐻 существует единственное решение 𝑢0 уравнения (2), которое совпадает с
единственным элементом, реализующим в пространстве 𝐻𝐴 минимум функционала энергии

𝐹 (𝑢)=
1

2
|𝑢|2𝐴−(𝑓, 𝑢). (3)

Рассмотрим метрическое пространство 𝐶 — множество управлений. Каждому управлению
𝑐∈𝐶 поставим в соответствие некоторое замкнутое подпространство 𝐻𝐴(𝑐) пространства 𝐻𝐴.
Пусть 𝑢0(𝑐) — решение уравнения

𝑢∈𝐻𝐴(𝑐), [𝑢, 𝑣]𝐴=(𝑓, 𝑣), 𝑣 ∈𝐻𝐴(𝑐), (4)

равносильного задаче минимизации функционала (3) на подпространстве 𝐻𝐴(𝑐).
Пусть 𝑢𝑑 — некоторый фиксированный элемент пространства 𝐻. Рассматриваемая задача

оптимизации состоит в отыскании управления 𝑐= 𝑐*, доставляющего минимальное значение
функционалу 𝑗(𝑐) = ‖𝑢0(𝑐)−𝑢𝑑‖ на множестве управлений 𝐶. Всякое решение 𝑐* данной
задачи будем называть оптимальным управлением, а соответствующее этому решению под-
пространство 𝐻𝐴(𝑐

*) — оптимальным пространством.

2. ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ РЕШЕНИЯ

Введём следующие условия:
1) если

𝑐𝑛→ 𝑐∈𝐶, (5)

𝑢𝑛 ∈𝐻𝐴(𝑐𝑛), 𝑢𝑛→
𝑤
𝑢 слабо в 𝐻𝐴, то 𝑢∈𝐻𝐴(𝑐);

2) из (5) следует, что для произвольного 𝑢∈𝐻𝐴(𝑐) найдётся элемент 𝑢𝑛 ∈𝐻𝐴(𝑐𝑛) такой,
что 𝑢𝑛→𝑢 сильно в 𝐻𝐴.

Лемма 1. Пусть выполнены условия 1) и 2). Тогда если 𝑐𝑛→ 𝑐∈𝐶, то последователь-
ность {𝑢0(𝑐𝑛)} содержит подпоследовательность, сходящуюся в пространстве 𝐻𝐴 к 𝑢0(𝑐).

Доказательство. Полагая в уравнении (4) 𝑐= 𝑐𝑛, 𝑢= 𝑣=𝑢0(𝑐𝑛), используя неравенство
Коши–Шварца и оценку (1), получаем

|𝑢0(𝑐𝑛)|2𝐴=(𝑓, 𝑢0(𝑐𝑛))=
⃒⃒
(𝑓, 𝑢0(𝑐𝑛))

⃒⃒
⩽ ‖𝑓‖ ‖𝑢0(𝑐𝑛)‖⩽

1

𝛾
‖𝑓‖ |𝑢0(𝑐𝑛)|𝐴,

откуда имеем

|𝑢0(𝑐𝑛)|𝐴⩽
1

𝛾
‖𝑓‖, (6)

т.е. последовательность {𝑢0(𝑐𝑛)} ограничена. В силу слабой компактности замкнутого шара
в гильбертовом пространстве 𝐻𝐴 из последовательности {𝑢0(𝑐𝑛)} можно выделить подпосле-
довательность, слабо сходящуюся в 𝐻𝐴 к некоторому элементу 𝑢̄, которую снова обозначим
через {𝑢0(𝑐𝑛)}. Таким образом, учитывая, что любая подпоследовательность сходящейся
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последовательности {𝑐𝑛} сходится к тому же пределу, имеем: 𝑐𝑛 → 𝑐 ∈ 𝐶, 𝑢0(𝑐𝑛) ∈𝐻𝐴(𝑐𝑛),
𝑢0(𝑐𝑛)→

𝑤
𝑢̄ слабо в 𝐻𝐴. По условию 1) тогда 𝑢̄∈𝐻𝐴(𝑐).

Для произвольного 𝑣 ∈𝐻𝐴(𝑐) найдём элемент 𝑣𝑛 ∈𝐻𝐴(𝑐𝑛) такой, что 𝑣𝑛 → 𝑣 в 𝐻𝐴. При
таком выборе 𝑣𝑛, используя оценку (6), получаем⃒⃒

[𝑢0(𝑐𝑛), 𝑣𝑛]𝐴− [𝑢̄, 𝑣]𝐴
⃒⃒
=
⃒⃒
[𝑢0(𝑐𝑛), 𝑣𝑛−𝑣]𝐴+[𝑢0(𝑐𝑛)− 𝑢̄, 𝑣]𝐴

⃒⃒
⩽

⩽ |𝑢0(𝑐𝑛)|𝐴|𝑣𝑛−𝑣|𝐴+
⃒⃒
[𝑢0(𝑐𝑛)− 𝑢̄, 𝑣]𝐴

⃒⃒
⩽

1

𝛾
‖𝑓‖ |𝑣𝑛−𝑣|𝐴+

⃒⃒
[𝑢0(𝑐𝑛)− 𝑢̄, 𝑣]𝐴

⃒⃒
.

Тогда lim𝑛→∞[𝑢0(𝑐𝑛), 𝑣𝑛]𝐴= [𝑢̄, 𝑣]𝐴.
Учитывая непрерывность вложения 𝐻𝐴 в 𝐻, также находим, что lim𝑛→∞(𝑓, 𝑣𝑛)= (𝑓, 𝑣).

Таким образом, [𝑢̄, 𝑣]𝐴 = (𝑓, 𝑣) для любого 𝑣 ∈𝐻𝐴(𝑐). В совокупности с условием 𝑢̄∈𝐻𝐴(𝑐)
это означает, что 𝑢̄=𝑢0(𝑐).

Для доказательства сильной сходимости последовательности {𝑢0(𝑐𝑛)} к 𝑢0(𝑐) докажем
сходимость норм: lim𝑛→∞ |𝑢0(𝑐𝑛)|𝐴= |𝑢0(𝑐)|𝐴.

Так как |𝑢0(𝑐𝑛)|2𝐴=(𝑓, 𝑢0(𝑐𝑛))= [𝑢0, 𝑢0(𝑐𝑛)]𝐴 и 𝑢0(𝑐𝑛)→
𝑤
𝑢0(𝑐) слабо в 𝐻𝐴, то

lim
𝑛→∞

|𝑢0(𝑐𝑛)|2𝐴= lim
𝑛→∞

[𝑢0, 𝑢0(𝑐𝑛)]𝐴= [𝑢0, 𝑢0(𝑐)]𝐴=(𝑓, 𝑢0(𝑐))= |𝑢0(𝑐)|2𝐴,

т.е. {𝑢0(𝑐𝑛)} сходится к 𝑢0(𝑐) сильно в 𝐻𝐴. Лемма доказана.
Приведём кратко необходимые для дальнейшего изложения сведения из теории много-

значных отображений [10, гл. 2].
Пусть 𝑋 — некоторое множество, направленное отношением частичного порядка “⩾”.

Подмножество 𝐴 множества 𝑋 называется терминальным, если существует элемент 𝑥0∈𝑋
такой, что 𝑥∈𝐴 для любого 𝑥⩾ 𝑥0; и конфинальным, если для любого 𝑥∈𝑋 существует
𝑎∈𝐴 такой, что 𝑎⩾𝑥.

Пусть 𝐶 — топологическое пространство. Направленностью (𝑐𝑥)⊂𝐶 называется функция
из 𝑋 в 𝐶. Точка 𝑐∈𝐶 называется пределом направленности (𝑐𝑥), если для любой окрестности
𝑉 точки 𝑐 существует терминальное подмножество 𝐴 множества 𝑋 такое, что (𝑐𝑥) ⊂ 𝑉
при 𝑥∈𝐴. Если пространство 𝐶 хаусдорфово, то любая сходящаяся направленность имеет
единственный предел.

Пусть 𝑇 — топологическое пространство. Направленностью множеств (𝑆𝑥)⊂ 𝑇 назы-
вается функция, ставящая в соответствие каждому 𝑥 ∈ 𝑋 некоторое множество 𝑆𝑥 ⊂ 𝑇 .
Определим множества lim int𝑥 𝑆𝑥 и lim ext𝑥 𝑆𝑥 следующим образом: 𝑢 ∈ lim int𝑥 𝑆𝑥 тогда и
только тогда, когда для любой окрестности 𝑈 точки 𝑢 𝑈 ∩𝑆𝑥 ̸=∅ для любого 𝑥 из неко-
торого терминального подмножества множества 𝑋; 𝑢 ∈ lim ext𝑥 𝑆𝑥 тогда и только тогда,
когда для любой окрестности 𝑈(𝑢) 𝑈 ∩𝑆𝑥 ̸=∅ для любого 𝑥 из некоторого конфинального
подмножества множества 𝑋.

Пусть 𝐶 и 𝑇 — хаусдорфовы топологические пространства и пусть 𝐹 — многозначное
отображение 𝐶 в 𝑇 , 𝐹 : 𝑐 ↦→𝐹 (𝑐)⊂ 𝑇 , 𝐺(𝐹 ) = {(𝑐, 𝑢)∈𝐶×𝑇 : 𝑢∈𝐹 (𝑐)} — график отображе-
ния 𝐹 . Отображение 𝐹 называется полунепрерывным изнутри на пространстве 𝐶, если для
любой точки 𝑐∈𝐶 и любой направленности (𝑐𝑥)⊂𝐶, сходящейся к 𝑐, 𝐹 (𝑐)⊂ lim int𝑥 𝐹 (𝑐𝑥).
Отображение 𝐹 называется полунепрерывным извне на 𝐶, если для любой точки 𝑐∈𝐶 из
сходимости направленности (𝑐𝑥) к 𝑐 следует, что lim ext𝑥 𝐹 (𝑐𝑥)⊂𝐹 (𝑐).

Если пространства 𝐶 и 𝑇 удовлетворяют первой аксиоме счётности, то полунепрерывность
многозначного отображения 𝐹 в точке 𝑐 изнутри равносильна тому, что для любых 𝑢∈𝐹 (𝑐)
и для любой последовательности {𝑐𝑛}⊂𝐶, сходящейся к 𝑐, существует последовательность
{𝑢𝑛}, 𝑢𝑛 ∈ 𝐹 (𝑐𝑛), сходящаяся к 𝑢. Полунепрерывность отображения 𝐹 извне равносильна
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замкнутости графика 𝐺(𝐹 ). В случае пространств с первой аксиомой счётности это означает,
что из сходимости последовательности

{︀
(𝑐𝑛, 𝑢𝑛)

}︀
⊂𝐺(𝐹 ) к (𝑐, 𝑢)∈𝐶×𝑇 следует, что 𝑢∈𝐹 (𝑐).

Вернёмся к поставленной задаче оптимизации и рассмотрим многозначное отображение
𝐻𝐴 : 𝐶→𝐻𝐴, 𝐻𝐴 : 𝑐 ↦→𝐻𝐴(𝑐).

Условие 2) равносильно полунепрерывности изнутри отображения 𝐻𝐴 на множестве 𝐶.
Учитывая, что слабая топология в 𝐻𝐴 может не удовлетворять первой аксиоме счётности,
в общем случае нельзя утверждать, что условие 1) равносильно слабой полунепрерывно-
сти извне отображения 𝐻𝐴 на множестве 𝐶. Условие 1) назовём секвенциальной слабой
полунепрерывностью извне отображения 𝐻𝐴 на множестве 𝐶.

Теорема 1. Пусть метрическое пространство 𝐶 — компакт и пусть многозначное
отображение 𝐻𝐴 секвенциально слабо полунепрерывно извне и полунепрерывно изнутри на
пространстве 𝐶. Тогда рассматриваемая задача оптимизации имеет решение.

Доказательство. Функционал 𝑗(𝑐) = ‖𝑢0(𝑐)−𝑢𝑑‖ ограничен снизу на 𝐶, значит суще-
ствует последовательность управлений {𝑐𝑛}, минимизирующая этот функционал на 𝐶. Мет-
рическое пространство 𝐶 — компакт, следовательно, последовательность {𝑐𝑛} содержит под-
последовательность, которую снова обозначим через {𝑐𝑛}, сходящуюся в 𝐶 к некоторому
управлению 𝑐*.

Рассмотрим последовательность решений {𝑢0(𝑐𝑛)} уравнения (4), соответствующую этой
сходящейся последовательности {𝑐𝑛}. По лемме 1 последовательность {𝑢0(𝑐𝑛)} содержит
подпоследовательность, сходящуюся к 𝑢0(𝑐

*) в 𝐻𝐴, а значит, и в 𝐻. Учитывая тот факт,
что всякая подпоследовательность минимизирующей последовательности {𝑐𝑛} также будет
минимизирующей последовательностью для рассматриваемого функционала на 𝐶, находим

inf
𝑐∈𝐶

‖𝑢0(𝑐)−𝑢𝑑‖= lim
𝑛→∞

‖𝑢0(𝑐𝑛)−𝑢𝑑‖= ‖𝑢0(𝑐*)−𝑢𝑑‖=min
𝑐∈𝐶

‖𝑢0(𝑐)−𝑢𝑑‖,

т.е. 𝑐* — оптимальное управление. Теорема доказана.
Лемма 2. Пусть 𝐷(𝑐) — некоторое множество, плотное в 𝐻𝐴(𝑐), и пусть из условия

𝑐𝑛→𝑐∈𝐶 следует, что для произвольного 𝜙∈𝐷(𝑐) найдётся элемент 𝑢𝑛∈𝐻𝐴(𝑐𝑛) такой, что
𝑢𝑛→𝜙 сильно в 𝐻𝐴. Тогда из условия 𝑐𝑛→ 𝑐∈𝐶 следует, что для произвольного 𝑢∈𝐻𝐴(𝑐)
и для любой окрестности 𝑂(𝑢) найдётся натуральное число 𝑁 такое, что пересечение
𝑂(𝑢)∩𝐻𝐴(𝑐𝑛) ̸= ∅ для любого 𝑛⩾𝑁 .

Доказательство. Множество 𝐷(𝑐) плотно в пространстве 𝐻𝐴(𝑐). Следовательно, для
любого 𝑢 ∈𝐻𝐴(𝑐) найдётся последовательность 𝜙𝑚 ∈𝐷(𝑐), сходящаяся в 𝐻𝐴 к 𝑢, т.е. для
любого 𝜀>0 существует число 𝑀(𝜀) такое, что |𝜙𝑚−𝑢|𝐴<𝜀/2 для любого 𝑚⩾𝑀 . В частности,
|𝜙𝑀−𝑢|𝐴<𝜀/2. Пусть 𝑐𝑛→ 𝑐∈𝐶. По условию для 𝜙𝑀 ∈𝐷(𝑐) найдутся элемент 𝑣𝑀𝑛∈𝐻𝐴(𝑐𝑛)
и натуральное число 𝑁 такие, что |𝑣𝑀𝑛−𝜙𝑀 |𝐴<𝜀/2 при 𝑛⩾𝑁 . Тогда

|𝑣𝑀𝑛−𝑢|𝐴⩽ |𝑣𝑀𝑛−𝜙𝑀 |𝐴+ |𝜙𝑀 −𝑢|𝐴<𝜀,

т.е. при 𝑛 ⩾ 𝑁 элементы 𝑣𝑀𝑛 ∈ 𝐻𝐴(𝑐𝑛) содержатся в произвольной 𝜀-окрестности точки
𝑢∈𝐻𝐴(𝑐). Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть из условия 𝑐𝑛 → 𝑐∈𝐶 следует, что для произвольного элемента 𝑢∈
∈𝐻𝐴(𝑐) и для любой окрестности 𝑂(𝑢) найдётся натуральное число 𝑁 такое, что пере-
сечение 𝑂(𝑢)∩𝐻𝐴(𝑐𝑛) ̸= ∅ при 𝑛⩾𝑁 . Тогда существует натуральное число 𝑁𝑛0 и последо-
вательность 𝑢𝑛 ∈𝐻𝐴(𝑐𝑛), 𝑛⩾𝑁𝑛0, такие, что lim𝑛→∞ 𝑢𝑛=𝑢.

Доказательство. Рассмотрим семейство вложенных окрестностей точки 𝑢:

𝑂𝑚+1(𝑢)⊂𝑂𝑚(𝑢).

По условию найдётся число 𝑁𝑚 такое, что 𝑂𝑚(𝑢)∩𝐻𝐴(𝑐𝑛) ̸=∅, 𝑛⩾𝑁𝑚. Поскольку окрест-
ности рассматриваемого семейства вложены друг в друга, можно считать, что 𝑁𝑚+1>𝑁𝑚.
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Зафиксируем некоторое натуральное число 𝑛0 и рассмотрим число 𝑁𝑛0 . Для каждого
𝑛⩾𝑁𝑛0 выберем некоторый элемент 𝑣𝑛𝑚 ∈𝑂𝑚(𝑢)∩𝐻𝐴(𝑐𝑛). Для любого 𝑛⩾𝑁𝑛0 существует
𝑁𝑚 такое, что 𝑁𝑚⩽𝑛<𝑁𝑚+1. Определим последовательность 𝑢𝑛= 𝑣𝑛𝑚 для любых 𝑛⩾𝑁𝑛0

таких, что 𝑁𝑚⩽𝑛<𝑁𝑚+1.
Зафиксируем окрестность 𝑂(𝑢) и возьмём 𝑘 так, чтобы 𝑂𝑘(𝑢)⊂𝑂(𝑢). Тогда из определе-

ния 𝑢𝑛 и из вложенности окрестностей рассматриваемого семейства следует, что 𝑢𝑛 ∈𝑂𝑘(𝑢)
для любых 𝑛⩾𝑁𝑘. Следовательно, последовательность {𝑢𝑛} при 𝑛⩾𝑁𝑛0 сходится к 𝑢. Лемма
доказана.

Замечание. Из утверждений лемм 2 и 3 следует, что в приложениях можно проверять
выполнение условия 2) лишь для элементов некоторого множества 𝐷(𝑐), плотного в про-
странстве 𝐻𝐴(𝑐). Заметим также, что если потребовать выполнения условия 2) лишь для
элементов 𝐷(𝑐), то в доказательстве леммы 1 мы получаем: 𝑢̄ ∈𝐻𝐴(𝑐), [𝑢̄, 𝑣]𝐴 = (𝑓, 𝑣) для
всех 𝑣 ∈𝐷(𝑐), откуда следует, что 𝑢̄=𝑢0(𝑐).

Следующая теорема устанавливает связь между решениями 𝑢0 и 𝑢0(𝑐) уравнений (2) и
(4) соответственно.

Теорема 2. Решение 𝑢0(𝑐) уравнения (4) является проекцией в энергетическом про-
странстве 𝐻𝐴 на подпространство 𝐻𝐴(𝑐) решения 𝑢0 уравнения (2):

𝑢0(𝑐)=𝑃 (𝑐)𝑢0,

где 𝑃 (𝑐) — оператор проектирования пространства 𝐻𝐴 на подпространство 𝐻𝐴(𝑐).
Доказательство. Для произвольного элемента 𝑣 ∈𝐻𝐴(𝑐)

[𝑢0(𝑐), 𝑣]𝐴=(𝑓, 𝑣)= [𝑢0, 𝑣]𝐴,

т.е.
[𝑢0−𝑢0(𝑐), 𝑣]𝐴=0, 𝑣 ∈𝐻𝐴(𝑐).

Тогда
|𝑢0(𝑐)−𝑢0|2𝐴−|𝑣−𝑢0|2𝐴=2[𝑢0−𝑢0(𝑐), 𝑣−𝑢0(𝑐)]𝐴−|𝑢0(𝑐)−𝑣|2𝐴⩽ 0,

откуда следует, что

|𝑢0(𝑐)−𝑢0|𝐴= min
𝑣∈𝐻𝐴(𝑐)

|𝑣−𝑢0|𝐴=dist(𝑢0, 𝐻𝐴(𝑐)),

а значит, 𝑢0(𝑐)=𝑃 (𝑐)𝑢0. Теорема доказана.
Оператор проектирования 𝑃 (𝑐) является линейным непрерывным симметричным опера-

тором, удовлетворяющим условию 𝑃 2(𝑐)=𝑃 (𝑐). Кроме того, решения 𝑢0 и 𝑢0(𝑐) уравнений
(2) и (4) связаны соотношением

|2𝑢0(𝑐)−𝑢0|2𝐴= |𝑢0|2𝐴. (7)

Действительно, из уравнений (4) и (2) при 𝑣=𝑢0(𝑐) получаем

[𝑢0(𝑐)]
2
𝐴=(𝑓, 𝑢0(𝑐))= [𝑢0, 𝑢0(𝑐)]𝐴,

|𝑢0(𝑐)|2𝐴−2
[︁
𝑢0(𝑐), 𝑢0/2

]︁
𝐴
+ |𝑢0|2𝐴/4= |𝑢0|2𝐴/4,

откуда следует (7).
Если решение 𝑢0 уравнения (2) соответствует некоторому управлению, то рассматрива-

емая задача оптимизации имеет содержательный смысл в том случае, когда минимальное
значение функционала 𝑗(𝑐) меньше ‖𝑢0−𝑢𝑑‖. Заметим, что это возможно. Взяв, например,
в качестве 𝑢𝑑 некоторое конкретное 𝑢0(𝑐)=𝑃 (𝑐)𝑢0 ̸=𝑢0, имеем

0= ‖𝑢0(𝑐)−𝑢𝑑‖< ‖𝑢0−𝑢𝑑‖ ≠ 0.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 6 2024



СУЩЕСТВОВАНИЕ ОПТИМАЛЬНЫХ МНОЖЕСТВ 791

3. ПРИМЕР

Рассмотрим внутреннюю задачу Дирихле для эллиптического уравнения с однородным
краевым условием (см., например, [11, гл. 14, §§ 1–4])

−
2∑︁

𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︂ 2∑︁
𝑗=1

𝐴𝑖𝑗(𝑥1, 𝑥2)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

)︂
+𝐶(𝑥1, 𝑥2)𝑢= 𝑓(𝑥1, 𝑥2), (𝑥1, 𝑥2)∈Ω, (8)

𝑢
⃒⃒
Γ
=0, (9)

где 𝑢=𝑢(𝑥1, 𝑥2), Ω={(𝑥1, 𝑥2)∈R2 : 0<𝑥1<1, 0<𝑥2<1}, Γ — граница области Ω, 𝐴𝑖𝑗 ∈𝐶1(Ω̄),
𝐴12(𝑥1, 𝑥2)=𝐴21(𝑥1, 𝑥2), 𝐶∈𝐶(Ω̄), 𝐶(𝑥1, 𝑥2)⩾0 для всех точек (𝑥1, 𝑥2)∈ Ω̄. Дифференциальное
выражение в левой части уравнения (8) будем считать эллиптическим и невырожденным
на замкнутом множестве Ω̄, т.е. имеет место соотношение

2∑︁
𝑖,𝑗=1

𝐴𝑖𝑗(𝑥1, 𝑥2)𝑡𝑖𝑡𝑗 ⩾𝜇0

2∑︁
𝑘=1

𝑡2𝑘,

где 𝑡1, 𝑡2 — произвольные действительные числа, 𝜇0 — положительная постоянная, ограни-
чивающая снизу собственные числа 𝜆1(𝑥1, 𝑥2) и 𝜆2(𝑥1, 𝑥2) матрицы старших коэффициентов
(𝐴𝑖𝑗(𝑥1, 𝑥2)) в замкнутой области Ω̄, являющиеся положительными и непрерывными в Ω̄
функциями. Считаем, что функция 𝑓 ∈𝐿2(Ω).

Порождаемый задачей (8), (9) линейный неограниченный оператор

𝐴𝑢=−
2∑︁

𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︂ 2∑︁
𝑗=1

𝐴𝑖𝑗(𝑥1, 𝑥2)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

)︂
+𝐶(𝑥1, 𝑥2)𝑢

является симметричным и положительно определённым на плотном в 𝐿2(Ω) множестве

𝐷(𝐴)=
{︀
𝑢∈𝐶2(Ω̄) : 𝑢

⃒⃒
Γ
=0
}︀
,

содержащем в себе множество 𝐷(Ω) финитных в области Ω функций. Энергетическое про-
странство 𝐻𝐴 оператора 𝐴 (пространство Соболева) состоит из функций, которые в Ω
квадратично суммируемы, имеют квадратично суммируемые обобщённые первые производ-
ные и удовлетворяют краевому условию (9) в следующем смысле: если 𝑢∈𝐻𝐴, то существует
последовательность функций 𝑢𝑛 ∈𝐷(𝐴) таких, что

lim
𝑛→∞

ˆ

Ω

(𝑢𝑛−𝑢)2 𝑑Ω=0,

lim
𝑛→∞

ˆ

Ω

2∑︁
𝑘=1

(︂
𝜕𝑢𝑛
𝜕𝑥𝑘

− 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑘

)︂2
𝑑Ω=0.

Энергетическое произведение и норма в пространстве 𝐻𝐴 определяются формулами

[𝑢, 𝑣]𝐴=

ˆ

Ω

(︂ 2∑︁
𝑖,𝑗=1

𝐴𝑖𝑗(𝑥1, 𝑥2)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑗
+𝐶(𝑥1, 𝑥2)𝑢𝑣

)︂
𝑑Ω,

|𝑢|𝐴=

(︂ ˆ
Ω

(︂ 2∑︁
𝑖,𝑗=1

𝐴𝑖𝑗(𝑥1, 𝑥2)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
+𝐶(𝑥1, 𝑥2)𝑢

2

)︂
𝑑Ω

)︂1/2

,
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обобщённое решение 𝑢0 ∈𝐻𝐴 задачи (8), (9) находится из уравнения

ˆ

Ω

(︂ 2∑︁
𝑖,𝑗=1

𝐴𝑖𝑗(𝑥1, 𝑥2)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑗
+𝐶(𝑥1, 𝑥2)𝑢𝑣

)︂
𝑑Ω=

ˆ

Ω

𝑓(𝑥1, 𝑥2)𝑣 𝑑Ω, 𝑣 ∈𝐻𝐴.

Пусть Ω(𝑐) = {(𝑥1, 𝑥2) ∈R2 : 0< 𝑥1 < 𝑐(𝑥2), 0< 𝑥2 < 1}, где функция 𝑐(𝑥2) принадлежит
множеству

𝐶 =

{︂
𝑐∈𝐶0,1[0, 1] : 0<𝛼⩽ 𝑐(𝑥2)⩽𝛽 < 1, |𝑐′(𝑥2)|⩽ 𝑘1,

1ˆ

0

𝑐(𝑥2) 𝑑𝑥2= 𝑘2

}︂
;

здесь 𝐶0,1[0, 1] — множество функций, удовлетворяющих условию Липшица на отрезке [0, 1],
𝛼, 𝛽, 𝑘1, 𝑘2 — некоторые постоянные. Множество Ω̄(𝑐)⊂ Ω̄. Границу области Ω(𝑐) обозначим
через Γ(𝑐). Рассмотрим задачу (8), (9) в замкнутой области Ω̄(𝑐):

−
2∑︁

𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︂ 2∑︁
𝑗=1

𝐴𝑖𝑗(𝑥1, 𝑥2)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

)︂
+𝐶(𝑥1, 𝑥2)𝑢= 𝑓(𝑥1, 𝑥2), (𝑥1, 𝑥2)∈Ω(𝑐), (10)

𝑢
⃒⃒
Γ(𝑐)

=0,

обобщённое решение 𝑢0(𝑐)∈𝐻𝐴(𝑐) которой находится из уравнения

ˆ

Ω(𝑐)

(︂ 2∑︁
𝑖,𝑗=1

𝐴𝑖𝑗(𝑥1, 𝑥2)
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑗
+𝐶(𝑥1, 𝑥2)𝑢𝑣

)︂
𝑑Ω=

ˆ

Ω(𝑐)

𝑓(𝑥1, 𝑥2)𝑣 𝑑Ω, 𝑣 ∈𝐻𝐴(𝑐).

Каждую функцию 𝜙∈𝐷(Ω(𝑐)) продолжим нулём вне Ω(𝑐) на всю область Ω. Полученная
таким образом функция 𝜙 является финитной на Ω, и её норма |𝜙|𝐴 = |𝜙|𝐴(𝑐). Учитывая,
что множество финитных в Ω(𝑐) функций плотно в пространстве 𝐻𝐴(𝑐), распространим по-
строенный оператор продолжения по непрерывности на всё пространство 𝐻𝐴(𝑐): если 𝑢∈𝐻𝐴(𝑐)

и lim𝑛→∞ 𝜙𝑛=𝑢, то 𝑢̃= lim𝑛→∞ 𝜙𝑛, |𝑢̃|𝐴= |𝑢|𝐴(𝑐).
Образ пространства 𝐻𝐴(𝑐) при указанном продолжении является замкнутым подпро-

странством пространства 𝐻𝐴, представляющим собой множество функций из 𝐻𝐴, равных
нулю почти всюду в Ω∖Ω(𝑐). Обозначим это подпространство через 𝐻𝐴(𝑐). Учитывая вза-
имную однозначность указанного оператора продолжения, отождествим пространство 𝐻𝐴(𝑐)

с пространством 𝐻𝐴(𝑐).
Пусть 𝑢𝑑=𝑢𝑑(𝑥1, 𝑥2), 𝑢𝑑 ∈𝐿2(Ω). Рассматриваемая задача оптимизации состоит в мини-

мизации функционала

𝑗(𝑐)=

(︂¨
Ω

(𝑢0(𝑐)−𝑢𝑑)2 𝑑Ω
)︂1/2

на множестве управлений 𝐶.
Условие

´ 1
0 𝑐(𝑥2) 𝑑𝑥2 = 𝑘2 означает, что при изменении области Ω(𝑐) её площадь остаёт-

ся постоянной, т.е. рассматриваемая задача относится к классу задач оптимизации формы
области. Близкая задача для частного случая уравнения (10) — неоднородного уравнения
Лапласа — с однородным краевым условием на правой части границы области Ω(𝑐) рассмат-
ривалась в работе [3], где было доказано существование решения, установлены необходимые
условия оптимальности, для модельных задач с конкретными значениями параметров чис-
ленными методами были найдены оптимальные области и соответствующие им значения
минимизируемых функционалов; отмечено также, что в общем случае решение задачи не
единственно.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 6 2024



СУЩЕСТВОВАНИЕ ОПТИМАЛЬНЫХ МНОЖЕСТВ 793

Проверим выполнение условий 1) и 2). Пусть 𝑐𝑛→ 𝑐∈𝐶, 𝑢(𝑐𝑛)∈𝐻𝐴(𝑐𝑛), 𝑢(𝑐𝑛)→
𝑤
𝑢 слабо

в 𝐻𝐴. Так как любой линейный непрерывный функционал на пространстве 𝐿2(Ω) непрерывен
также на пространстве 𝐻𝐴, последовательность {𝑢𝑛} слабо сходится к 𝑢 в пространстве
𝐿2(Ω), т.е.

lim
𝑛→∞

¨

Ω

𝑢𝑛𝑣 𝑑Ω=
¨

Ω

𝑢𝑣 𝑑Ω, 𝑣 ∈𝐿2(Ω).

При 𝑣=𝑢∈𝐿2(Ω) имеем
lim
𝑛→∞

¨

Ω

𝑢𝑛𝑢 𝑑Ω=
¨

Ω

𝑢2 𝑑Ω. (11)

Полагая 𝑣 = 𝜒Ω(𝑐)𝑢, где 𝜒Ω(𝑐)(𝑥1, 𝑥2) — характеристическая функция множества Ω(𝑐), 𝑣 ∈
∈𝐿2(Ω), получаем равенство

lim
𝑛→∞

¨

Ω(𝑐)

𝑢𝑛𝑢 𝑑Ω=
¨

Ω(𝑐)

𝑢2 𝑑Ω. (12)

Пусть Ω(𝑐𝑛)ΔΩ(𝑐) — симметрическая разность множеств Ω(𝑐𝑛) и Ω(𝑐), мера которой

𝜇
(︀
Ω(𝑐𝑛)ΔΩ(𝑐)

)︀
=

¨

Ω(𝑐𝑛)ΔΩ(𝑐)

𝑑Ω=

1ˆ

0

⃒⃒
𝑐𝑛(𝑥2)−𝑐(𝑥2)

⃒⃒
𝑑𝑥2⩽ max

𝑥2∈[0,1]

⃒⃒
𝑐𝑛(𝑥2)−𝑐(𝑥2)

⃒⃒
. (13)

Оценим теперь абсолютную величину следующей разности:⃒⃒⃒⃒¨
Ω

𝑢𝑛𝑢 𝑑Ω−
¨

Ω(𝑐)

𝑢2 𝑑Ω

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒ ¨
Ω(𝑐𝑛)

𝑢𝑛𝑢 𝑑Ω−
¨

Ω(𝑐)

𝑢2 𝑑Ω

⃒⃒⃒⃒
⩽

⃒⃒⃒⃒ ¨

Ω(𝑐𝑛)ΔΩ(𝑐)

𝑢𝑛𝑢 𝑑Ω

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒ ¨
Ω(𝑐)

(𝑢𝑛−𝑢)𝑢𝑑Ω
⃒⃒⃒⃒
⩽

⩽

(︂¨
Ω

𝑢2𝑛 𝑑Ω

)︂1/2(︂ ¨

Ω(𝑐𝑛)ΔΩ(𝑐)

𝑢2 𝑑Ω

)︂1/2
+

⃒⃒⃒⃒ ¨
Ω(𝑐)

(𝑢𝑛−𝑢)𝑢𝑑Ω
⃒⃒⃒⃒
.

Учитывая ограниченность в 𝐿2(Ω) слабо сходящейся последовательности {𝑢𝑛}, сходимость
𝑐𝑛 → 𝑐 в 𝐶 [0, 1], оценку (13), абсолютную непрерывность интеграла Лебега, равенства (11)
и (12), получаем

lim
𝑛→∞

¨

Ω

𝑢𝑛𝑢 𝑑Ω=
¨

Ω(𝑐)

𝑢2 𝑑Ω=
¨

Ω

𝑢2 𝑑Ω,

откуда следует, что 𝑢(𝑥1, 𝑥2)=0 почти всюду в Ω∖Ω(𝑐). В совокупности с условием 𝑢∈𝐻𝐴

это означает, что 𝑢∈𝐻𝐴(𝑐).
В соответствии с замечанием к лемме 3 выполнение условия 2) проверим лишь для

элементов плотного в 𝐻𝐴(𝑐) множества финитных в Ω функций с носителем в Ω(𝑐). Пусть
𝑐𝑛 → 𝑐 ∈ 𝐶 в метрике пространства 𝐶[0, 1] и пусть 𝜙(𝑥1, 𝑥2) — финитная в Ω функция,
носитель которой лежит в Ω(𝑐). Функция 𝜙 обращается в нуль в некоторой пограничной
полосе

Ω𝜀(𝑐)= {(𝑥1, 𝑥2)∈Ω(𝑐) : 𝜌((𝑥1, 𝑥2),Γ)<𝜀}
области Ω(𝑐), в частности, и на множестве {(𝑥1, 𝑥2)∈Ω(𝑐) : |𝑥1−𝑐(𝑥2)|<𝜀, 0⩽𝑥2⩽ 1}.

Сходимость последовательности {𝑐𝑛} к управлению 𝑐 означает, что для любого 𝜀 > 0
найдётся число 𝑁(𝜀) такое, что для всех 𝑥2 ∈ [0, 1]

|𝑐𝑛(𝑥2)−𝑐(𝑥2)|⩽ max
𝑥2∈[0,1]

|𝑐𝑛(𝑥2)−𝑐(𝑥2)|<𝜀

при 𝑛⩾𝑁 , т.е. при таких значениях 𝑛 функция 𝜙∈𝐷(Ω(𝑐𝑛))⊂𝐻𝐴(𝑐𝑛). Последовательность
𝜙𝑛=𝜙 для 𝑛⩾𝑁 .
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Множество управлений 𝐶 замкнуто в пространстве 𝐶[0, 1]. Кроме того, семейство управ-
лений равномерно ограничено и в силу условия |𝑐′(𝑥2)|⩽ 𝑘1 равностепенно непрерывно на
отрезке [0, 1]. По теореме Арцела метрическое пространство управлений 𝐶 компактно.

Таким образом, в данном примере все условия теоремы 1 выполнены и, следовательно,
рассматриваемая задача оптимизации имеет решение.

4. СЛУЧАЙ ВАРИАЦИОННОГО НЕРАВЕНСТВА

Пусть 𝑆 — некоторое непустое замкнутое выпуклое множество в пространстве 𝐻𝐴. За-
дача минимизации функционала (3) на множестве 𝑆 равносильна решению вариационного
неравенства

[𝑢, 𝑣−𝑢]𝐴⩾ (𝑓, 𝑣−𝑢), 𝑢, 𝑣 ∈𝑆. (14)

По теореме Стампаккья [12, с. 138] для любой функции 𝑓 ∈𝐻 существует единственное
решение 𝑢0 неравенства (14). Каждому управлению 𝑐∈𝐶 поставим в соответствие некоторое
непустое замкнутое выпуклое множество 𝑆(𝑐) в пространстве 𝐻𝐴. Пусть 𝑢0(𝑐) — решение
неравенства

[𝑢, 𝑣−𝑢]𝐴⩾ (𝑓, 𝑣−𝑢), 𝑢, 𝑣 ∈𝑆(𝑐). (15)

Лемма 4. Пусть многозначное отображение 𝑆 : 𝐶→𝐻𝐴 (𝑆 : 𝑐 ↦→ 𝑆(𝑐)), секвенциально
слабо полунепрерывно извне и полунепрерывно изнутри на пространстве 𝐶. Тогда если
𝑐𝑛→ 𝑐∈𝐶, то последовательность {𝑢0(𝑐𝑛)} содержит подпоследовательность, сходящуюся
в 𝐻𝐴 к 𝑢0(𝑐).

Доказательство. Для доказательства ограниченности последовательности {𝑢0(𝑐𝑛)} най-
дём для произвольного фиксированного 𝑣∈𝑆(𝑐) элемент 𝑣𝑛 ∈𝑆(𝑐𝑛) такой, что 𝑣𝑛→ 𝑣 в 𝐻𝐴.
Положим 𝑐= 𝑐𝑛, 𝑢=𝑢0(𝑐𝑛), 𝑣= 𝑣𝑛 в неравенстве (15):

[𝑢0(𝑐𝑛), 𝑣𝑛−𝑢0(𝑐𝑛)]𝐴⩾ (𝑓, 𝑣𝑛−𝑢0(𝑐𝑛)),

откуда получим
|𝑢0(𝑐𝑛)|2𝐴⩽ [𝑢0(𝑐𝑛), 𝑣𝑛]𝐴−(𝑓, 𝑣𝑛−𝑢0(𝑐𝑛)).

Тогда

|𝑢0(𝑐𝑛)|2𝐴⩽
⃒⃒
[𝑢0(𝑐𝑛), 𝑣𝑛]𝐴

⃒⃒
+
⃒⃒
(𝑓, 𝑣𝑛−𝑢0(𝑐𝑛))

⃒⃒
⩽ |𝑢0(𝑐𝑛)|𝐴|𝑣𝑛|𝐴+‖𝑓‖ ‖𝑣𝑛−𝑢0(𝑐𝑛)‖⩽

⩽ |𝑢0(𝑐𝑛)|𝐴|𝑣𝑛|𝐴+
1

𝛾
‖𝑓‖ |𝑣𝑛−𝑢0(𝑐𝑛)|𝐴⩽ |𝑢0(𝑐𝑛)|𝐴|𝑣𝑛|𝐴+

1

𝛾
‖𝑓‖

(︀
|𝑣𝑛|𝐴+ |𝑢0(𝑐𝑛)|𝐴

)︀
.

Из найденных соотношений следует, что

|𝑢0(𝑐𝑛)|𝐴⩽
1

2

(︂
|𝑣𝑛|𝐴+

1

𝛾
‖𝑓‖+

√︂(︁
|𝑣𝑛|𝐴+

1

𝛾
‖𝑓‖

)︁2
+

4

𝛾
‖𝑓‖ |𝑣𝑛|𝐴

)︂
.

Рассуждая аналогично как при доказательстве леммы 1, для подпоследовательностей
будем иметь: 𝑐𝑛→ 𝑐∈𝐶, 𝑢0(𝑐𝑛)∈𝑆(𝑐𝑛), 𝑢0(𝑐𝑛)→

𝑤
𝑢̄ слабо в 𝐻𝐴. Тогда в силу секвенциальной

слабой полунепрерывности отображения 𝑆 извне 𝑢̄∈𝑆(𝑐). Из оценки⃒⃒
[𝑢0(𝑐𝑛), 𝑣𝑛]𝐴

⃒⃒
=
⃒⃒
[𝑢0(𝑐𝑛), 𝑣+𝑣𝑛−𝑣]𝐴

⃒⃒
⩽
⃒⃒
[𝑢0(𝑐𝑛), 𝑣]𝐴

⃒⃒
+ |𝑢0(𝑐𝑛)|𝐴|𝑣𝑛−𝑣|𝐴

следует, что
lim
𝑛→∞

[𝑢0(𝑐𝑛), 𝑣𝑛]𝐴= [𝑢̄, 𝑣]𝐴. (16)
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Из оценки⃒⃒
(𝑓, 𝑣𝑛−𝑢0(𝑐𝑛))

⃒⃒
=
⃒⃒
(𝑓, 𝑣𝑛−𝑣+𝑣−𝑢0(𝑐𝑛))

⃒⃒
⩽ |(𝑓, 𝑣𝑛−𝑣)|+

⃒⃒
(𝑓, 𝑣−𝑢0(𝑐𝑛))

⃒⃒
⩽

⩽ ‖𝑓‖ ‖𝑣𝑛−𝑣‖+
⃒⃒
(𝑓, 𝑣)−(𝑓, 𝑢0(𝑐𝑛))

⃒⃒
⩽

1

𝛾
‖𝑓‖ |𝑣𝑛−𝑣|𝐴+

⃒⃒
(𝑓, 𝑣)−(𝑓, 𝑢0(𝑐𝑛))

⃒⃒
,

учитывая, что последовательность 𝑢0(𝑐𝑛), слабо сходящаяся к 𝑢̄ в энергетическом простран-
стве 𝐻𝐴, будет также слабо сходиться к 𝑢̄ в пространстве 𝐻, получаем

lim
𝑛→∞

(𝑓, 𝑣𝑛−𝑢0(𝑐𝑛))= (𝑓, 𝑣− 𝑢̄). (17)

Кроме того, из полунепрерывности нормы относительно слабой сходимости следует, что

|𝑢̄|2𝐴⩽ lim
𝑛→∞

inf |𝑢0(𝑐𝑛)|2𝐴. (18)

Из (16)–(18) находим
|𝑢̄|2𝐴⩽ [𝑢̄, 𝑣]𝐴−(𝑓, 𝑣− 𝑢̄),

т.е.
[𝑢̄, 𝑣− 𝑢̄]𝐴⩾ (𝑓, 𝑣− 𝑢̄), 𝑣 ∈𝑆(𝑐).

В совокупности с условием 𝑢̄∈𝑆(𝑐) это означает, что 𝑢̄=𝑢0(𝑐).
Для доказательства сильной сходимости последовательности {𝑢0(𝑐𝑛)} к 𝑢0(𝑐) введём

элемент 𝑢𝑛 ∈ 𝑆(𝑐𝑛), для которого 𝑢𝑛 → 𝑢0(𝑐). Полагая в неравенстве (15) 𝑐= 𝑐𝑛, 𝑢= 𝑢0(𝑐𝑛),
𝑣=𝑢𝑛, получаем

[𝑢0(𝑐𝑛), 𝑢𝑛−𝑢0(𝑐𝑛)]𝐴⩾ (𝑓, 𝑢𝑛−𝑢0(𝑐𝑛)),

откуда
|𝑢0(𝑐𝑛)|2𝐴⩽ [𝑢0(𝑐𝑛), 𝑢𝑛]𝐴−(𝑓, 𝑢𝑛−𝑢0(𝑐𝑛)).

Тогда

|𝑢0(𝑐𝑛)−𝑢𝑛|2𝐴= |𝑢0(𝑐𝑛)|2𝐴−2[𝑢0(𝑐𝑛), 𝑢𝑛]𝐴+ |𝑢𝑛|2𝐴⩽ |𝑢𝑛|2𝐴− [𝑢0(𝑐𝑛), 𝑢𝑛]𝐴−(𝑓, 𝑢𝑛)+(𝑓, 𝑢0(𝑐𝑛)).

Из сильной сходимости {𝑢𝑛} к 𝑢0(𝑐) и слабой сходимости {𝑢0(𝑐𝑛)} к 𝑢0(𝑐) в пространствах
𝐻𝐴 и 𝐻 следует, что

lim
𝑛→∞

|𝑢0(𝑐𝑛)−𝑢𝑛|2𝐴=0.

Учитывая неравенство

|𝑢0(𝑐𝑛)−𝑢0(𝑐)|⩽ |𝑢0(𝑐𝑛)−𝑢𝑛|+ |𝑢𝑛−𝑢0(𝑐)|,

получаем сильную сходимость последовательности {𝑢0(𝑐𝑛)} к 𝑢0(𝑐). Лемма доказана.
Теорема 3. Пусть метрическое пространство 𝐶 — компакт и пусть многозначное

отображение 𝑆 секвенциально слабо полунепрерывно извне и полунепрерывно изнутри на
пространстве 𝐶. Тогда рассматриваемая задача минимизации имеет решение.

Доказательство теоремы 3 почти дословно повторяет доказательство теоремы 1.
Теорема 4. Решение 𝑢0(𝑐) неравенства (15) является проекцией в энергетическом про-

странстве 𝐻𝐴 на множество 𝑆(𝑐) решения 𝑢0 уравнения (2): 𝑢0(𝑐)=𝑃 (𝑐)(𝑢0), где 𝑃 (𝑐) —
оператор проектирования пространства 𝐻𝐴 на множество 𝑆(𝑐).

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 6 2024



796 ЗАМУРАЕВ

Доказательство. Для произвольного элемента 𝑣 ∈𝑆(𝑐) имеют место соотношения

[𝑢0(𝑐), 𝑣−𝑢0(𝑐)]𝐴⩾ (𝑓, 𝑣−𝑢0(𝑐))= [𝑢0, 𝑣−𝑢0(𝑐)]𝐴,

т.е.
[𝑢0−𝑢0(𝑐), 𝑣−𝑢0(𝑐)]𝐴⩽ 0, 𝑣 ∈𝑆(𝑐).

Тогда
|𝑢0(𝑐)−𝑢0|2𝐴−|𝑣−𝑢0|2𝐴=2[𝑢0−𝑢0(𝑐), 𝑣−𝑢0(𝑐)]𝐴−|𝑢0(𝑐)−𝑣|2𝐴⩽ 0,

откуда следует, что
|𝑢0(𝑐)−𝑢0|𝐴= min

𝑣∈𝑆(𝑐)
|𝑣−𝑢0|=dist(𝑢0, 𝐻𝐴(𝑐)),

а, значит,
𝑢0(𝑐)=𝑃 (𝑐)(𝑢0).

Теорема доказана.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе получены достаточные условия существования решения задачи оптимально-
го управления, в которой управляемый процесс описывается линейным функциональным
уравнением в абстрактном гильбертовом пространстве, а управляющим воздействием явля-
ется изменение пространства. Рассмотрен пример, показывающий, что задача оптимизации
формы области, в которой управляемый процесс описывается задачей Дирихле для эллип-
тического уравнения с однородным краевым условием, является частным случаем рассмат-
риваемой задачи оптимизации, и подробно иллюстрирующий проверку достаточных условий
разрешимости в этом частном случае. Полученные результаты обобщены на случай, когда
управляемый процесс описывается линейным вариационным неравенством.

Теорема существования решения — первый шаг в исследовании рассматриваемой зада-
чи. Требуют изучения условия на исходные данные, обеспечивающие уменьшение значения
минимизируемого функционала; необходимо получить условия оптимальности, а также раз-
работать алгоритмы, порождающие минимизирующие последовательности. Перспективным
направлением исследований является изучение задачи, в которой управляемый процесс опи-
сывается операторным уравнением с непотенциальным оператором, с применением получен-
ных в этом случае результатов к исследованию задач оптимизации.
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This paper considers an optimal control problem in which the controlled process is described by a linear
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for the existence of a solution are obtained. The results are generalized to the case when the controlled
process is described by a linear variational inequality.
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Для линейной динамической системы приведён метод каскадной декомпозиции постро-
ения матрицы обратной связи для решения задачи размещения спектра (управления
спектром, назначения полюсов), в процессе реализации которого сформировано но-
вое доказательство известной теоремы о связи полной управляемости динамической
системы с существованием матрицы обратной связи. Выявлена вся совокупность про-
извольных элементов, влияющих на неединственность матрицы. Приведены примеры
построения матрицы обратной связи в случаях действительного спектра и при наличии
комплексно-сопряжённых собственных чисел, а также в случае кратных собственных
значений. Исследована устойчивость заданного спектра при малых возмущениях пара-
метров системы с фиксированной матрицей обратной связи.
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1. ВВЕДЕНИЕ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается система
𝑥̇(𝑡)=𝐴𝑥(𝑡)+𝐵𝑢(𝑡), (1)

где 𝐴 : R𝑛 → R𝑛, 𝐵 : R𝑚 → R𝑛; 𝑥(𝑡) ∈ R𝑛 — вектор состояния, 𝑢(𝑡) ∈ R𝑚 — вектор входа
(управление); 𝑡∈ [𝑡0, 𝑡𝑘].

Задача размещения собственных значений состоит в следующем. На комплексной плоско-
сти задаются произвольно числа 𝜇𝑗 , 𝑗=1, 𝑛, замкнутые относительно операции сопряжения.
Требуется замкнуть систему (1) обратной связью

𝑢(𝑡)=𝐾𝑥(𝑡) (2)

такой, чтобы спектр {𝜆𝑗} матрицы 𝐴+𝐵𝐾, т.е. 𝜎(𝐴+𝐵𝐾), совпадал с набором {𝜇𝑗}:

𝜎(𝐴+𝐵𝐾)= {𝜇𝑗}𝑛𝑗=1. (3)

Эту задачу называют также задачей размещения полюсов, задачей управления спектром [1].
Частным случаем задачи размещения спектра является задача стабилизации программно-

го движения, что особенно актуально при решении практических задач. Задача стабилизации
программного движения возникает, например, если для динамической системы рассчитано
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программное управление 𝑢пр(𝑡), под воздействием которого программное состояние 𝑥пр(𝑡)
будет обладать определёнными свойствами M: двухточечными (𝑥(𝑡0) = 𝑥0, 𝑥(𝑡𝑘) = 𝑥𝑘), или
многоточечными (𝑥(𝑡𝑖) = 𝑥𝑖), или какими-либо другими свойствами. Однако реальная ди-
намическая система в силу каких-либо обстоятельств не может иметь в момент времени
𝑡0 состояние 𝑥0. Тогда начальное состояние − это 𝑥*. В таком случае бывает выгоднее
рассчитывать не новое управление, а стабилизированное управление 𝑢ст(𝑡) для получения
стабилизированного состояния 𝑥ст(𝑡), удовлетворяющего условию 𝑥ст(𝑡0)=𝑥

* и обладающего
свойством

‖𝑥пр(𝑡)−𝑥ст(𝑡)‖→ 0 (4)

с ростом 𝑡. Для системы (1), (2) задача стабилизации состоит в построении управления
𝑣(𝑡)=𝑢пр(𝑡)−𝑢ст(𝑡), при наличии которого в системе

𝑦̇=𝐴𝑦(𝑡)+𝐵𝑣(𝑡), (5)

𝑣(𝑡)=𝐾𝑦(𝑡) (6)

вектор-функция 𝑦(𝑡)=𝑥пр(𝑡)−𝑥ст(𝑡) с условием

𝑦(0)=𝑥0−𝑥* (7)

стремится к нулю с ростом 𝑡.
Задача (5)–(7) имеет решение 𝑦(𝑡) = 𝑒𝑡(𝐴+𝐵𝐾)(𝑥0−𝑥*), и если спектр матрицы 𝐴+𝐵𝐾:

R𝑛→R𝑛 лежит в открытой левой полуплоскости комплексной плоскости, то

‖𝑦(𝑡)‖= ‖𝑥пр(𝑡)−𝑥ст(𝑡)‖⩽ 𝑐𝑒−𝜔𝑡, 𝜔 > 0.

Скорость сходимости в (4) зависит от назначения 𝜇𝑗 =𝜆𝑗 в (3).
Задачам назначения спектра и задачам стабилизации движения посвящено большое ко-

личество работ как отечественных, так и зарубежных авторов (см. обзор в [1]).
Приведём следующий результат.
Теорема 1 [2, 3]. Для разрешимости задачи (1)–(3) необходимо и достаточно, чтобы

пара (𝐴,𝐵) была управляемой.
А именно, чтобы выполнялось условие

rank
(︀
𝐵 𝐴𝐵 . . . 𝐴𝑛−1𝐵

)︀
=𝑛.

В статье [1] изложена история доказательств этой теоремы некоторыми авторами.
Практически матрица обратной связи в случае 𝑚=1 построена с применением формул

Басса–Гура и Акерманна и с решением уравнения

det(𝐴+𝐵𝐾−𝜆𝐼)= 𝑝𝑛(𝜆),

где 𝑝𝑛(𝜆) − заданный многочлен 𝑛-й степени (см., например, [4]).
Численная реализация задачи (1)–(3) в компьютерной среде MATLAB, основанная на

методе полного размещения полюсов [5], приведена в [6].
В работе [7] описан метод построения множества матриц обратной связи для заданных

𝐴 и 𝐵 в случае, когда dimKer𝐵 = {0} и пара (𝐴,𝐵) управляемая, для чего использова-
лись жордановы наборы векторов матрицы

(︀
𝐴−𝜆𝐼 𝐵

)︀
для каждого 𝜆𝑗 = 𝜇𝑗 и вводились

параметризующие матрицы.
Цель настоящей работы — решить поставленную задачу методом каскадной декомпози-

ции, разработанным в [8–12] для решения широкого круга задач. Преимущество данного
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метода состоит в том, что он даёт возможность детального исследования динамической си-
стемы, выявления компонент исходных данных, влияющих на свойства изучаемого объекта.

Метод каскадной декомпозиции не требует предварительного установления управляемости
динамической системы — управляемость или неуправляемость устанавливаются в процессе
декомпозиции. В связи с этим здесь не используется теорема 1, она доказывается в процессе
исследования динамической системы при построении матрицы обратной связи.

В отличие от методов в указанных выше работах метод каскадной декомпозиции позволя-
ет выявить полный набор свободных и не совсем свободных (удовлетворяющих некоторому
условию) постоянных, от которых зависит вид матрицы обратной связи, без каких-либо
условий на коэффициент 𝐵. Это приводит к построению полного множества матриц для
конкретной задачи, что весьма важно для построения матрицы обратной связи, например,
с меньшим количеством ненулевых компонент или меньшей по норме.

По сравнению с методом, предложенным в [7], решение поставленной задачи методом
каскадной декомпозиции проводится с меньшим объёмом вычислительных действий.

В данной работе рассматриваются случаи простого спектра и кратного, действительно-
го и при наличии комплексно-сопряжённых собственных значений. Выявляются условия,
при выполнении которых вид матрицы 𝐾 неединственный или единственный. Приводятся
примеры построения 𝐾 в названных случаях. Исследуется устойчивость назначенного спек-
тра при малых возмущениях параметров динамической системы с фиксированной матрицей
обратной связи.

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ. ЗАДАЧА НАЗНАЧЕНИЯ СПЕКТРА

Используется свойство нётеровости [13] отображения 𝐺 : R𝑠→R𝑘 (отбражения и соответ-
ствующие им матрицы обозначаем одинаково):

R𝑠=Coim𝐺∔Ker𝐺, R𝑘 =Im𝐺∔Coker𝐺, (8)

где Ker𝐺 — ядро (нуль-пространство) 𝐺; Coker𝐺 — дефектное подпространство; Coim𝐺 —
прямое дополнение к Ker𝐺 в R𝑠, ∔ — знак прямой суммы.

Сужение ̃︀𝐺 оператора 𝐺 на Coim𝐺 имеет обратный ̃︀𝐺−1 : Im𝐺→Coim𝐺.
Вводятся проекторы 𝑃 и 𝑄 на Ker𝐺 и Coker𝐺 соответственно.
Оператор ̃︀𝐺−1(𝐼−𝑄) называется полуобратным [14, с. 164] и обозначается 𝐺−. Здесь и

далее 𝐼 — единичный оператор в соответствующем пространстве.
Далее применяется следующая
Лемма 1 [10–12]. Соотношение

𝐺𝜙=𝜓, 𝜙∈R𝑠, 𝜓 ∈R𝑘, (9)

эквивалентно системе
𝑄𝜓=0, (10)

𝜙=𝐺−𝜓+𝑧, 𝑧 ∈Ker𝐺. (11)

При этом 𝑃𝜙= 𝑧. Условие 𝑄𝜓=0 — условие корректности равенства (9).
Заметим, что разложения (8), как и проекторы на подпространства и полуобратный

оператор, могут быть записаны в различных формах, однако при этом выражения (10), (11)
будут эквивалентными.

Далее исследуется уравнение
(𝐴+𝐵𝐾)𝑣=𝜆𝑣 (12)

относительно вектора 𝑣= 𝑣(𝜆) и матрицы 𝐾 =𝐾(𝜆).
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Применение леммы 1 к уравнению (12), записанному в виде

𝐵𝐾𝑣=(𝜆𝐼−𝐴)𝑣, (13)

приводит к эквивалентной системе

𝑄(𝜆𝐼−𝐴)𝑣=0, (14)

𝐾𝑣=𝐵−(𝜆𝐼−𝐴)𝑣+𝑧0, 𝑧0 ∈Ker𝐵, (15)

где 𝑄 — проектор на Coker𝐵.
Преимущество системы (14), (15) по сравнению с уравнением (12) в том, что в (12)

неизвестны 𝐾 и 𝑣, в уравнении (14) неизвестен только 𝑣, а в (15) — только 𝐾, если 𝑣
найдено из (14).

Задача назначения спектра формулируется так: с помощью уравнения (14) найти 𝑛 линей-
но независимых векторов 𝑣𝑗 = 𝑣(𝜆𝑗), 𝑗=1, 𝑛, отвечающих произвольно заданным значениям
𝜆𝑗 =𝜇𝑗 , и затем с помощью (15) построить матрицу обратной связи 𝐾.

3. ПОСТРОЕНИЕ ВЕКТОРА 𝑣= 𝑣(𝜆).

Обозначим 𝑛0=dimCoker𝐵.
Возможны три следующих случая.
Случай 0.1. 𝑛=𝑛0. Тогда 𝑄= 𝐼, 𝐵=(0), значения 𝜆 в (13) не могут быть произвольно

заданными при 𝑣 ̸=0, задача назначения спектра не имеет решения. Одновременно и систе-
ма (1), т.е. 𝑥̇=𝐴𝑥(𝑡), не является управляемой.

Случай 0.2. 𝑛>𝑛0=0, т.е. 𝑄=(0), 𝐵 — сюръекция. Условие (14) отсутствует, в качестве
𝑣𝑗 можно взять 𝑛 любых линейно независимых векторов и, подставив их в (15) с 𝜆=𝜆𝑗 =𝜇𝑗 ,
найти компоненты матрицы 𝐾, решив полученную систему.

Одновременно с этим система (1) с сюръективной матрицей 𝐵 полностью управляемая,
поскольку 𝑢(𝑡) можно найти непосредственно из (1), подставив в неё произвольную вектор-
функцию 𝑥(𝑡), непрерывно дифференцируемую и удовлетворяющую заданным условиям M.
Заметим, что в этом случае

rank(𝐵)=𝑛.

Случай 0.3. 𝑛>𝑛0>0. Здесь исследуем уравнение (14) методом каскадной декомпозиции.
1-й шаг декомпозиции. Обозначим 𝑄 через 𝑄0 и представим 𝑣 в виде 𝑣=(𝐼−𝑄0)𝑣+𝑄0𝑣,

а 𝑄0𝐴 — в виде 𝑄0𝐴=𝑄0𝐴(𝐼−𝑄0)+𝑄0𝐴𝑄0. Введём обозначения

𝐴0=𝐴, 𝐵0=𝐵, 𝐴1=𝑄0𝐴0𝑄0, 𝐵1=𝑄0𝐴0(𝐼−𝑄0), 𝑣1=(𝐼−𝑄0)𝑣, 𝑤1=𝑄0𝑣.

Теперь уравнение (14) эквивалентно системе

𝑣= 𝑣1+𝑤1, (16)

𝐵1𝑣
1=(𝜆𝐼−𝐴1)𝑤

1, (17)

где 𝐵1 : Im𝐵0→Coker𝐵0. Из (8) следует

Im𝐵0=Coim𝐵1∔Ker𝐵1, Coker𝐵0=Im𝐵1∔Coker𝐵1. (18)

Проекторы на Ker𝐵1 и Coker𝐵1, отвечающие разложениям (18), обозначим как 𝑃1 и 𝑄1

соответственно. Введём полуобратный оператор 𝐵−
1 = ̃︀𝐵−1

1 (𝐼−𝑄1) (здесь 𝐼 — единичный
оператор в Coker𝐵0, т.е. 𝐼 =𝑄).

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 6 2024



802 ЗУБОВА, РАЕЦКАЯ

В силу леммы 1 соотношение (17) эквивалентно системе

𝑄1(𝜆𝐼−𝐴1)𝑤
1=0, (19)

𝑣1=𝐵−
1 (𝜆𝐼−𝐴1)𝑤

1+𝑧1, 𝑧1 ∈Ker𝐵1. (20)

Пусть 𝑛1=dimCoker𝐵1. Возможны три следующих случая.
Случай 1.1. 𝑛>𝑛0=𝑛1, т.е. 𝑄1= 𝐼, 𝐵1=(0). Из (17) следует, что 𝐴1𝑤

1=𝜆𝑤1. Значения
𝜆 не могут быть равными произвольным значениям 𝜇𝑗 при 𝑤1 ̸= 0 и задача назначения
спектра неразрешима.

Система (1) в этом случае не является полностью управляемой [9–11].
Случай 1.2. 𝑛>𝑛0>𝑛1=0, т.е. 𝑄1=(0), 𝐵1 — сюръекция. Условие (19) отсутствует, для

построения вектора 𝑣 можно взять произвольно 𝑤1=𝑤1(𝜆)∈Coker𝐵1, 𝑧1= 𝑧1(𝜆)∈Ker𝐵1 и
по формуле (20) определить 𝑣1=𝑣1(𝜆), далее по формуле (16) найти 𝑣=𝑣(𝜆). Затем следует
перейти к п. 4.

Заметим, что система (1) в случае сюръективности 𝐵1 является полностью управляемой,
причём [10–12]

rank
(︀
𝐵 𝐴𝐵

)︀
=𝑛.

Случай 1.3. 𝑛>𝑛0>𝑛1 ̸=0. Применяем метод каскадной декомпозиции далее.
2-й шаг декомпозиции. В равенстве (19) представим 𝑤1 в виде 𝑤1 = (𝐼−𝑄1)𝑤

1+𝑄1𝑤
1,

𝑄1𝐴1 — в виде 𝑄1𝐴1 = 𝑄1𝐴1(𝐼 −𝑄1)+𝑄1𝐴1𝑄1 и обозначим (𝐼 −𝑄1)𝑤
1 = 𝑣2, 𝑄1𝑤

1 = 𝑤2,
𝑄1𝐴1(𝐼−𝑄1)=𝐵2, 𝑄1𝐴1𝑄1=𝐴2.

Тогда уравнение (14) эквивалентно системе

𝑣= 𝑣1+𝑤1,

𝑤1= 𝑣2+𝑤2,

𝐵2𝑣
2=(𝜆𝐼−𝐴2)𝑤

2,

где 𝐵2 : Im𝐵1→Coker𝐵1.
В дальнейших исследованиях используется свойство (8) отображения 𝐵2 (см. 1-й шаг

декомпозиции).
𝑞-й шаг декомпозиции. Введём операторы

𝐵𝑖=𝑄𝑖−1𝐴𝑖−1(𝐼−𝑄𝑖−1), 𝐴𝑖=𝑄𝑖−1𝐴𝑖−1𝑄𝑖−1, (21)

𝑃𝑖−1 и 𝑄𝑖−1 — проекторы на Ker𝐵𝑖−1 и Coker𝐵𝑖−1 соответственно, отвечающие разложениям

Im𝐵𝑖−2=Coim𝐵𝑖−1∔Ker𝐵𝑖−1, Coker𝐵𝑖−2=Im𝐵𝑖−1∔Coker𝐵𝑖−1, (22)

и элементы 𝑣𝑖=(𝐼−𝑄𝑖−1)𝑤
𝑖−1, 𝑤𝑖=𝑄𝑖−1𝑤

𝑖−1, 𝑖=1, 𝑞.
Пусть dimCoker𝐵𝑖−1 = 𝑛𝑖−1, 𝑛 > 𝑛0 > 𝑛1 > . . . > 𝑛𝑞−1 ̸= 0. Равенство (14) эквивалентно

системе
𝑣= 𝑣1+𝑤1, (23)

𝑤𝑖= 𝑣𝑖+1+𝑤𝑖+1, (24)

𝑣𝑖+1=𝐵−
𝑖+1(𝜆𝐼−𝐴𝑖+1)𝑤

𝑖+1+𝑧𝑖+1, 𝑧𝑖+1 ∈Ker𝐵𝑖+1, 𝑖=0, 𝑞−2, (25)

𝐵𝑞𝑣
𝑞 =(𝜆𝐼−𝐴𝑞)𝑤

𝑞. (26)
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Далее возможны лишь два следующих случая.
Случай q.1. Существует 𝑞 ∈N такое, что 𝑛 > 𝑛0 > . . . > 𝑛𝑞−1 = 𝑛𝑞 > 0. Имеем 𝐵𝑞 = (0),

равенство (26) невыполнимо при 𝜆= 𝜆𝑗 , равным 𝑛 произвольно заданным значениям 𝜇𝑗 ,
если 𝑤𝑞 ̸=9. Задача назначения спектра неразрешима. Система (1) при 𝐵𝑞 =(0) не является
полностью управляемой [10–12].

Случай q.2. Существует 𝑝∈N такое, что 𝑛>𝑛0>. . .>𝑛𝑝−1>𝑛𝑝=0. Отображение 𝐵𝑝 —
сюръекция, и из (26) с 𝑞 = 𝑝 для любого 𝑤𝑝 ∈ Coker𝐵𝑝−1 находится 𝑣𝑝 с точностью до
произвольного слагаемого 𝑧𝑝 ∈Ker𝐵𝑝 (формула (25) c 𝑖= 𝑝−1). Далее по формуле (24) с
𝑖= 𝑝−1 строится 𝑤𝑝−1. Затем по формуле (25) с 𝑖= 𝑝−2 находится 𝑣𝑝−1. Формула (24) с
𝑖= 𝑝−2 даёт 𝑤𝑝−2 и так далее. Наконец, из (23) определяется вектор 𝑣= 𝑣(𝜆), являющийся
решением уравнения (14).

4. ФОРМИРОВАНИЕ ЛИНЕЙНО НЕЗАВИСИМЫХ ВЕКТОРОВ
В СЛУЧАЕ ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ {𝜇𝑗}𝑛𝑗=1

Для решения уравнения (15) относительно неизвестных компонентов матрицы 𝐾, т.е. для
построения матрицы обратной связи, достаточно иметь 𝑛 линейно независимых векторов
𝑣𝑗 = 𝑣(𝜆𝑗) c 𝜆𝑗 , равными произвольно заданным значениям 𝜇𝑗 .

Случай q.1. Как показано в п. 3, вектор 𝑣(𝜆), удовлетворяющий уравнению (12), имеет
нулевую часть 𝑤𝑞(𝜆) ∈Coker𝐵𝑞−1, т.е. 𝑣(𝜆) принадлежит подпространству R𝑛∖Coker𝐵𝑞−1,
при этом dim(R𝑛∖Coker𝐵𝑞−1)=𝑛−𝑛𝑞−1<𝑛, и в этом подпространстве может быть не более
𝑛−𝑛𝑞−1 линейно независимых векторов 𝑣(𝜆).

Случай q.2. Cуществует 𝑝∈N такое, что 𝐵𝑝 — сюръекция.
Покажем, что для любого набора {𝜇𝑗}𝑛𝑗=1 существует вектор 𝑣(𝜆)∈R𝑛, удовлетворяющий

уравнению (12), такой, что векторы 𝑣(𝜆𝑗) линейно независимы при 𝜆𝑗 =𝜇𝑗 , 𝑗=1, 𝑛.
Для упрощения рассмотрим случай 𝑝=2. Тогда R𝑛=Im𝐵∔ Im𝐵1∔Coker𝐵1,

𝑣(𝜆)= 𝑣1(𝜆)+𝑤1(𝜆)= 𝑣1(𝜆)+𝑣2(𝜆)+𝑤2(𝜆),

где 𝑣1(𝜆) ∈ Im𝐵, 𝑣2(𝜆) ∈ Im𝐵1, 𝑤2(𝜆) ∈ Coker𝐵1 и dim Im𝐵 = 𝑛−𝑛0, dim Im𝐵1 = 𝑛0−𝑛1,
dimCoker𝐵1=𝑛1.

Рассмотрим равенство
𝑛∑︁

𝑗=1

𝛼𝑗 𝑣(𝜆𝑗)= 0, 𝛼𝑗 ∈C, (27)

эквивалентное системе

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑣
1(𝜆𝑗)= 0, (28)

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑣
2(𝜆𝑗)= 0, (29)

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑤
2(𝜆𝑗)= 0. (30)

Здесь 𝑤2(𝜆𝑗) — произвольно выбираемые элементы. Покажем, как их можно выбрать, чтобы
векторы 𝑣𝑗 были линейно независимыми.
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Равенство (28) преобразуем с помощью формулы (25) с 𝑖=1:

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝐵
−
2 (𝜆𝑗𝐼−𝐴2)𝑤

2(𝜆𝑗)+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑧
2(𝜆𝑗)= 0, 𝑧2 ∈Ker𝐵2,

откуда имеем
𝑛∑︁

𝑗=1

𝛼𝑗𝑧
2(𝜆𝑗)= 0, (31)

𝐵−
2

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜆𝑗𝑤
2(𝜆𝑗)−𝐵−

2 𝐴2

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑤
2(𝜆𝑗)= 0. (32)

Второе слагаемое в (32) равно нулю в силу (30) и тогда

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜆𝑗𝑤
2(𝜆𝑗)= 0. (33)

Запишем (29) в виде

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗

(︁
𝐵−

1 (𝜆𝑗𝐼−𝐴1)𝑤
2(𝜆𝑗)+𝑧

1(𝜆𝑗)+𝐵
−
1 (𝜆𝑗𝐼−𝐴1)

(︀
𝐵−

2 (𝜆𝑗𝐼−𝐴2)𝑤
2(𝜆𝑗)+𝜏

2(𝜆𝑗)
)︀)︁

=0

с произвольными 𝑧1(𝜆𝑗)∈Ker𝐵1, 𝜏2(𝜆𝑗)∈Ker𝐵2, откуда и из (30), (31), (33) получим

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑧
1(𝜆𝑗)= 0,

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜏
2(𝜆𝑗)= 0,

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜆
2
𝑗𝑤

2(𝜆𝑗)= 0.

В результате имеем

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜆
𝑘
𝑗𝑤

2(𝜆𝑗)= 0, 𝑘=0, 1, 2;

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑧
1(𝜆𝑗)= 0;

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝑧
2(𝜆𝑗)= 0,

𝑛∑︁
𝑗=1

𝛼𝑗𝜏
2(𝜆𝑗)= 0. (34)

Здесь 𝑛 скалярных равенств, поскольку вектор 𝑤2(𝜆𝑗) имеет размерность 𝑛1, 𝑧1(𝜆𝑗) — раз-
мерность 𝑛−2𝑛0+𝑛1, 𝑧2(𝜆𝑗) и 𝜏2(𝜆𝑗) — размерность 𝑛0−2𝑛1. Можно взять 𝑤2(𝜆𝑗), 𝑧1(𝜆𝑗),
𝑧2(𝜆𝑗) и 𝜏2(𝜆𝑗) такими, что определитель при 𝜆𝑗 в системе (34) будет определителем Вандер-
монда 𝑊 (𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛), например, компоненты названных векторов положить равными 𝜆𝑗 в
соответствующих степенях. Тогда 𝛼𝑗 =0, 𝑗=1, 𝑛, и из (27) следует линейная независимость
векторов 𝑣(𝜆𝑗).

Аналогично получается линейная независимость 𝑣(𝜆𝑗) в случае 𝑝>2, если 𝑣(𝜆) — решение
уравнения (12), 𝜆𝑗 ∈C — произвольно заданные не кратные числа.

Таким образом, справедлива следующая
Лемма 2. Для произвольного набора простых чисел {𝜇𝑗}𝑛𝑗=1 существует 𝑛 линейно

независимых векторов 𝑣(𝜆𝑗), удовлетворяющих уравнению (14) с 𝜆𝑗 = 𝜇𝑗, тогда и только
тогда, когда существует число 𝑝∈N такое, что 𝐵𝑝 — сюръекция.
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5. ФОРМИРОВАНИЕ ЛИНЕЙНО НЕЗАВИСИМЫХ ВЕКТОРОВ
В СЛУЧАЕ КРАТНЫХ ЧИСЕЛ {𝜇𝑗}𝑛𝑗=1

Пусть, например, 𝜇1 имеет кратность 𝑘, остальные числа 𝜇𝑘+1, 𝜇𝑘+2, . . . , 𝜇𝑛 простые.
Вектор 𝑣=𝑣(𝜆) формируется так, чтобы 𝑣(𝜆𝑗), 𝑗=1, 𝑘+1, . . . , 𝑛, были линейно независимыми
(как это описано в п. 4), а векторы 𝑣𝑗 , 𝑗=2, 𝑘, находятся из уравнения

𝑄
(︀
(𝜆1𝐼−𝐴)𝑣𝑗+𝑣𝑗−1

)︀
=0, 𝑗=2, 𝑘. (35)

Равенство (35) преобразуется с помощью формул (21) и замены (𝐼−𝑄)𝑣𝑗 = 𝑣1𝑗 , 𝑄𝑣𝑗 = 𝑤̃1
𝑗 в

систему
𝑣𝑗 = 𝑣1𝑗 + 𝑤̃

1
𝑗 , 𝐵1𝑣

1
𝑗 =(𝜆1𝐼−𝐴1)𝑤̃

1
𝑗 + 𝑤̃

1
𝑗−1,

откуда 𝑣1𝑗 =𝐵−
1

(︀
(𝜆1𝐼−𝐴1)𝑤̃

1
𝑗 + 𝑤̃

1
𝑗−1

)︀
+𝑟1𝑗 , 𝑟

1
𝑗 ∈Ker𝐵1, и в силу леммы 1

𝑄1

(︀
(𝜆1𝐼−𝐴1) ˜̃𝑤

1
𝑗 + 𝑤̃

1
𝑗−1

)︀
=0.

Последнее равенство распадается на соотношения в подпространствах, как это описано в
п. 3, и в результате каскадной декомпозиции соотношения (35) приходим к эквивалентной
ему системе

𝑣𝑗 = 𝑣1𝑗 + 𝑤̃
1
𝑗 , (36)

𝑤̃𝑖
𝑗 = 𝑣𝑖+1

𝑗 + 𝑤̃𝑖+1
𝑗 , (37)

𝑣𝑖+1
𝑗 =𝐵−

𝑖+1

(︀
(𝜆1𝐼−𝐴𝑖+1)𝑤̃

𝑖+1
𝑗 + 𝑤̃𝑖+1

𝑗−1

)︀
+𝑟𝑖+1

𝑗 , 𝑟𝑖+1
𝑗 ∈Ker𝐵𝑖+1, 𝑖=0, 𝑞−2, (38)

𝐵𝑞𝑣
𝑞
𝑗 =(𝜆1𝐼−𝐴𝑞)𝑤̃

𝑞
𝑗 + 𝑤̃

𝑞
𝑗−1. (39)

Случай q.1. Из результатов п. 4 при 𝐵𝑞 = (0) следует 𝑤̃𝑞
1 = 0. Тогда из (39) с 𝑖 = 2

получаем 𝑤̃𝑞
2 =0, далее из (39) с 𝑖=3 имеем ˜̃𝑤𝑞

3 =0 и т.д., т.е. в этом случае все векторы
𝑣𝑗 , 𝑗=2, 𝑘, и 𝑣(𝜆𝑗), 𝑗=1, 𝑘+1, . . . , 𝑛, лежат в подпространстве R𝑛∖Coker𝐵𝑞−1, размерность
которого меньше 𝑛, и не существует системы из 𝑛 линейно независимых векторов 𝑣(𝜆),
удовлетворяющих соотношениям (35) и (14).

Случай q.2. По формулам (23)–(25) строятся векторы 𝑣(𝜆1), 𝑣(𝜆𝑘+1), . . . , 𝑣(𝜆𝑛), а по
(36)–(38) — векторы 𝑣2, 𝑣3, . . . , 𝑣𝑘 в силу представления

R𝑛=Coim𝐵1∔Ker𝐵1∔Coim𝐵2∔Ker𝐵2∔ . . .∔Coim𝐵𝑝∔Ker𝐵𝑝∔Coker𝐵𝑝−1, (40)

которое следует из (18) и (22).
Произвольные линейно независимые элементы 𝑤𝑝 подпространства Coker𝐵𝑝−1 распреде-

ляются между векторами 𝑣1 = 𝑣(𝜆1), 𝑣(𝜆𝑘+1), . . . , 𝑣(𝜆𝑛) так, что хотя бы один элемент 𝑤̃𝑝
1

участвует в формуле для построения 𝑣1, и полагаем 𝑤̃𝑝
2 = 𝑤̃𝑝

3 = . . .= 𝑤̃𝑝
𝑘 =0.

Линейно независимые элементы 𝑟𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, 𝑝, 𝑗 = 2, 𝑘, берём равными нулю, а линейно
независимые элементы 𝑧𝑖 для 𝑣(𝜆𝑘+1), . . . , 𝑣(𝜆𝑛) следует распределить так, чтобы каждый
вектор 𝑣(𝜆𝑘+1), . . . , 𝑣(𝜆𝑛) содержал хотя бы один элемент из Ker𝐵𝑖 для некоторого 𝑖, или
элемент 𝑤𝑝 из Coker𝐵𝑝−1. Соотношение

𝛼1𝑣(𝜆1)+
𝑘∑︁

𝑗=2

𝛼𝑗𝑣𝑗+
𝑛∑︁

𝑗=𝑘+1

𝛼𝑗𝑣(𝜆𝑗)= 0, (41)

где 𝛼1, 𝛼𝑗 — векторные неопределённые коэффициенты, рассматривается в подпространствах
разложения (40).
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В подпространстве Coker𝐵𝑝−1 — это линейная комбинация линейно независимых векторов
𝑤𝑝, поэтому соответствующие коэффициенты при них равны нулю. В (41) остаются векторы
𝑣𝑗 , 𝑗=2, 𝑘, и те 𝑣(𝜆𝑗), в которых элемент из Coker𝐵𝑝−1 нулевой.

В подпространствах Ker𝐵𝑖 𝑖=1, 𝑝, все векторы взяты линейно независимыми, следова-
тельно, соответствующие компоненты векторов 𝛼𝑗 равны нулю.

В Coim𝐵𝑝 в левой части соотношения (41) стоят лишь элементы 𝑣𝑝2 =𝐵
−
𝑝 𝑤

𝑝
1 с неопреде-

лёнными коэффициентами, которые равны нулю в силу линейной независимости элементов,
входящих в 𝑤𝑝

1.
В Coim𝐵𝑝−1 в левой части соотношения (41) лишь линейная комбинация линейно неза-

висимых векторов 𝑣𝑝−1
3 =𝐵−

𝑝−1𝐵
−
𝑝 𝑤

𝑝
1 и т.д.

В Coim𝐵𝑝−𝑘+2 лишь линейная комбинация элементов 𝑣𝑝−𝑘+2
𝑘 =𝐵−

𝑝−𝑘+2𝐵
−
𝑝−𝑘+3 . . . 𝐵

−
𝑝 𝑤

𝑝
1,

следовательно, все 𝛼𝑗 =0, 𝑗=1, 𝑛, и построенная система векторов является линейно неза-
висимой.

На основании результатов пп. 3–5 справедлива
Лемма 3. Для произвольного набора чисел {𝜇𝑗}𝑛𝑗=1 существует 𝑛 линейно независимых

векторов 𝑣(𝜆), удовлетворяющих уравнению (12) с 𝜆= 𝜇𝑗 в случае простых чисел 𝜇𝑗 или
уравнениям 𝑄(𝜆𝑠𝑣𝑗+𝑣𝑗−1−𝐴𝑣𝑗) = 0, 𝑗 = 𝑠+1, 𝑠+𝑟, если 𝜆𝑠 = 𝜇𝑠 с кратностью 𝑟, в том и
только в том случае, когда существует число 𝑝∈N такое, что 𝐵𝑝 — сюръекция.

6. ПОСТРОЕНИЕ МАТРИЦЫ ОБРАТНОЙ СВЯЗИ
6.1. СЛУЧАЙ ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ В НАБОРЕ {𝜇𝑗}𝑛𝑗=1

Для построения матрицы 𝐾=(𝑘𝑖𝑗) : R𝑛→R𝑚 в уравнение (15) подставляются векторы 𝑣=
=𝑣(𝜆𝑗) c 𝜆𝑗=𝜇𝑗 , построенные в п. 4, и значения 𝜆=𝜆𝑗=𝜇𝑗 для каждого 𝑗=1, 𝑛. В полученной
системе выделяются подсистемы для определения элементов каждой из строк матрицы 𝐾:

𝑉 𝑘𝑖=𝐹𝑖+𝑟𝑖, 𝑖=1,𝑚, (42)

где
𝑉 =(𝑣𝑗𝑠) : R𝑛→R𝑛,

𝑣𝑗𝑠 — компоненты векторов 𝑣(𝜆𝑗)= (𝑣𝑗1, 𝑣𝑗2, . . . , 𝑣𝑗𝑛); 𝑘𝑖=(𝑘𝑖1, 𝑘𝑖2, . . . , 𝑘𝑖𝑛), 𝑘𝑖𝑠 — компоненты
𝑖-й строки матрицы 𝐾.

Обозначив
𝐵−(𝜆𝑗𝐼−𝐴)𝑣(𝜆𝑗)=

(︀
𝑓1(𝜆𝑗), 𝑓2(𝜆𝑗), . . . , 𝑓𝑚(𝜆𝑗)

)︀
, 𝑗=1, 𝑛,

будем иметь
𝐹𝑖=

(︀
𝑓𝑖(𝜆1), 𝑓𝑖(𝜆2), . . . , 𝑓𝑖(𝜆𝑛)

)︀
.

Векторы 𝑟𝑖 формируются следующим образом: берутся произвольные векторы 𝑧𝑗 ∈Ker𝐵,
𝑧𝑗 =(𝑧𝑗1, 𝑧𝑗2, . . . , 𝑧𝑗𝑠), 𝑠=𝑚−𝑛+𝑛0, 𝑗=1, 𝑛, тогда 𝑟𝑖=(𝑧1𝑖, 𝑧2𝑖, . . . , 𝑧𝑠𝑖).

Случай q.1. Векторы 𝑣(𝜆𝑗) имеют размерность меньше 𝑛 (см. случай q.1 в п. 5), поэтому
det𝑉 =0, следовательно, уравнение (42) имеет решение 𝑘𝑖 в том и только в том случае, когда
𝑄̃(𝐹𝑖+𝑟𝑖) = 0, где 𝑄̃ — проектор на Coker𝑉 (лемма 1). Но 𝑄̃(𝐹𝑖+𝑟𝑖) = 0 при каждом 𝑖 —
это определённая функциональная зависимость между значениями 𝜆𝑗 , что противоречит
произвольности значений 𝜇𝑗 в задаваемом наборе {𝜇𝑗}𝑛𝑗=1. В этом случае матрица обратной
связи построена быть не может.

Случай q.2. Матрица 𝑉 в (42) состоит из компонентов линейно независимых векторов
𝑣(𝜆𝑗), 𝑗=1, 𝑛, построенных в п. 4, следовательно, det𝑉 ̸=0 и из (42) находятся компоненты
матрицы 𝐾. При этом совокупность соотношений (14) и (15), используемых для построения
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𝑣(𝜆𝑗) и нахождения компонентов матрицы 𝐾, эквивалентна в силу леммы 1 равенству (12).
Таким образом, построенная матрица 𝐾 и есть матрица обратной связи, такая что спектр
матрицы 𝐴+𝐵𝐾 совпадает с произвольно заданным набором простых чисел {𝜇𝑗}𝑛𝑗=1, т.е.
справедлива следующая

Лемма 4. Для произвольного набора простых чисел {𝜇𝑗}𝑛𝑗=1 задача (1)–(3) имеет ре-
шение тогда и только тогда, когда существует число 𝑝∈N такое, что 𝐵𝑝 — сюръекция.

6.2. СЛУЧАЙ НАЛИЧИЯ КРАТНЫХ ЧИСЕЛ В {𝜇𝑗}𝑛𝑗=1

Пусть 𝜇1 имеет кратность 𝑘, остальные 𝜇𝑘+1, 𝜇𝑘+2, . . . , 𝜇𝑛 простые. Значения 𝜆=𝜆𝑗 =𝜇𝑗
и 𝑣= 𝑣(𝜆𝑗) c 𝜆𝑗 =𝜇𝑗 при 𝑗=1, 𝑘+1, . . . , 𝑛 и 𝑣= 𝑣𝑗 c 𝜆𝑗 =𝜇𝑗 при 𝑗=2, 𝑘, построенные в п. 5,
подставим в соотношения (15) и (35):

𝐾𝑣(𝜆𝑗)=𝐵−(𝜆1𝐼−𝐴)𝑣(𝜆𝑗)+𝑧0𝑗 , 𝑧0𝑗 ∈Ker𝐵, 𝑗=1, 𝑘+1, . . . , 𝑛,

𝐾𝑣𝑗 =𝐵− ((𝜆1𝐼−𝐴)𝑣𝑗+𝑣𝑗−1)+𝑟
0
𝑗 , 𝑟0𝑗 ∈Ker𝐵, 𝑗=2, 𝑘. (43)

Полученные соотношения представляют собой 𝑚 систем вида

𝑉 𝑘𝑖=Φ𝑖+𝑟𝑖, 𝑖=1,𝑚,

где 𝑉 , 𝑘𝑖 и 𝑟𝑖 описаны в п. 6.1. Далее

𝐵−(𝜆𝑗𝐼−𝐴)𝑣(𝜆𝑗)=
(︀
𝑓1(𝜆𝑗), 𝑓2(𝜆𝑗), . . . , 𝑓𝑚(𝜆𝑗)

)︀
, 𝑗=1, 𝑘+1, . . . , 𝑛,

𝐵−(︀(𝜆1𝐼−𝐴)𝑣𝑗+𝑣𝑗−1

)︀
=
(︀
𝜙𝑗1, 𝜙𝑗2, . . . , 𝜙𝑗𝑚

)︀
, 𝑗=2, 𝑘,

Φ𝑖=
(︀
𝑓𝑖(𝜆1), 𝜙2𝑖(𝜆1), 𝜙3𝑖(𝜆1), . . . , 𝜙𝑘𝑖(𝜆1), 𝑓𝑖(𝜆𝑘+1), 𝑓𝑖(𝜆𝑘+2), . . . , 𝑓𝑖(𝜆𝑛)

)︀
.

Случай q.1. Система векторов, построенная в случае q.1 в п. 5, не может быть линейно
независимой, следовательно, det𝑉 = 0 и уравнение (42) имеет решение 𝑘𝑖 в том и только
том случае, когда есть определённая функциональная зависимость между значениями 𝜆𝑗 ,
что противоречит произвольности значений 𝜇𝑗 в задаваемом наборе {𝜇𝑗}𝑛𝑗=1. В этом случае
матрица обратной связи построена быть не может.

Случай q.2. Система векторов, построенная в случае q.2 в п. 5, линейно независимая,
следовательно, det𝑉 ̸=0 и уравнение (42) имеет решение 𝑘𝑖, тем самым определяя компоненты
матрицы 𝐾. При этом 𝑣(𝜆𝑗) и 𝐾 удовлетворяют уравнениям

𝑄(𝜆1𝐼−𝐴)𝑣(𝜆𝑗)= 0, 𝑗=1, 𝑘+1, . . . , 𝑛,

𝑄
(︀
(𝜆1𝐼−𝐴)𝑣𝑗+𝑣𝑗−1

)︀
=0, 𝑗=2, 𝑘,

𝐾𝑣(𝜆𝑗)=𝐵−(𝜆𝑗𝐼−𝐴)𝑣(𝜆𝑗)+𝑟0𝑗 , 𝑟0𝑗 ∈Ker𝐵, 𝑗=1, 𝑘+1, . . . , 𝑛,

𝐾𝑣𝑗 =𝐵−(︀(𝜆1𝐼−𝐴)𝑣𝑗+𝑣𝑗−1

)︀
+𝑟0𝑗 , 𝑟0𝑗 ∈Ker𝐵, 𝑗=2, 𝑘.

Совокупность этих соотношений эквивалентна в силу леммы 1 равенствам

(𝐴+𝐵𝐾)𝑣(𝜆𝑗)=𝜆𝑗𝑣(𝜆𝑗), 𝑗=1, 𝑘+1, . . . , 𝑛,

(𝐴+𝐵𝐾−𝜆1)𝑣𝑗 = 𝑣𝑗−1, 𝑗=2, 𝑘,

т.е. 𝐾 является матрицей обратной связи такой, что спектр матрицы 𝐴+𝐵𝐾 совпадает
с заданным набором произвольных чисел {𝜇𝑗}𝑛𝑗=1, где 𝜇1 имеет кратность 𝑘, остальные
𝜇𝑗 — простые; векторы 𝑣(𝜆𝑗), 𝑗=1, 𝑘+1, . . . , 𝑛, — собственные элементы матрицы 𝐴+𝐵𝐾,
отвечающие этим числам, 𝑣𝑗 , 𝑗=2, 𝑘, — присоединённые к 𝑣(𝜆1) элементы.
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Тем самым доказана
Теорема 2. Задача (1)–(3) имеет решение тогда и только тогда, когда существует

число 𝑝∈N такое, что 𝐵𝑝 — сюръекция.
Известен следующий результат.
Теорема 3 [10–12]. Система (1) является полностью управляемой в том и только в

том случае, когда существует число 𝑝∈N такое, что 𝐵𝑝 — сюръекциия.
При этом

rank
(︀
𝐵 𝐴𝐵 . . . 𝐴𝑝𝐵

)︀
=𝑛. (44)

Из теорем 2, 3 следует справедливость теоремы 1. Таким образом, получено новое до-
казательство теоремы 1.

7. О НЕЕДИНСТВЕННОСТИ И ЕДИНСТВЕННОСТИ МАТРИЦЫ ОБРАТНОЙ СВЯЗИ

Если хотя бы одно из множеств Ker𝐵𝑖, 𝑖=0, 𝑝, состоит не только из нулевого элемента, то
векторы 𝑣𝑗 определяются неединственным образом, и, следовательно, вид матрицы 𝐾 в этом
случае не единственен. Ниже приведены подтверждающие это примеры. Неединственность
может быть и за счёт выбора произвольного элемента 𝑤𝑝 ∈Coker𝐵𝑝−1 (пример 1).

Однако матрица 𝐾 может быть и единственной, например, если dimCoker𝐵𝑝−1 = 1 и
Ker𝐵𝑖 = 0, 𝑖 = 0, 𝑝 (пример 2). Заметим, чем выше кратность заданного 𝜇𝑗 , тем больше
произвольных параметров, входящих в компоненты матрицы 𝐾, что подтверждает пример 3.

Пример 1. В книге [15, с. 170] приведены динамическая модель и схема работы много-
камерной нагревательной печи. Рассмотрим случай двух печей и трёх камер, т.е. систему (1),
где 𝑥=(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑢=(𝑢1, 𝑢2),

𝐴=

⎛⎝−𝑎 0 0
0 −𝑎 0
0 0 −2𝑎

⎞⎠, 0<𝑎<
1

2
, 𝐵=

1

3

⎛⎝1 0
1 1
1 2

⎞⎠.
Для произвольно заданных чисел 𝜇1, 𝜇2, 𝜇3 требуется построить матрицу 𝐾 такую, чтобы
спектр 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 матрицы 𝐴+𝐵𝐾 совпадал со значениями 𝜇1, 𝜇2, 𝜇3, для чего уравнение
(𝐴+𝐵𝐾)𝑣=𝜆𝑣 расщепляется на два уравнения (14) и (15):

𝑄(𝜆𝐼−𝐴)𝑣=0, (45)

𝐾𝑣=𝐵−(𝜆𝐼−𝐴)𝑣, (46)

где

𝑄=

⎛⎝0 0 0
0 0 0
1 −2 1

⎞⎠, 𝐵−=3

(︂
1 0 0
−1 1 0

)︂
(матрицы 𝑄 и 𝐵− можно записать и иначе, однако соотношения (45), (46) будут эквива-
лентными при любых видах записей).

В (46) отсутствует элемент 𝑧0 ∈Ker𝐵, поскольку в этом примере Ker𝐵= {0}.
Построим вектор 𝑣= 𝑣(𝜆). Имеем

𝑣1=(𝐼−𝑄)𝑣=

⎛⎝ 𝑣1
𝑣2

−𝑣1+2𝑣2

⎞⎠, 𝑤1=𝑄𝑣=

⎛⎝ 0
0

𝑣1−2𝑣2+𝑣3

⎞⎠,
𝐵1=𝑄𝐴(𝐼−𝑄)=

⎛⎝ 0 0 0
0 0 0
−𝑎 2𝑎 −2𝑎

⎞⎠, 𝐴1=𝑄𝐴𝑄=

⎛⎝ 0 0 0
0 0 0

−2𝑎 4𝑎 −2𝑎

⎞⎠.
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Уравнение (17) представим в виде⎛⎝ 0
0

−𝑎𝑣1+2𝑎𝑣2+2𝑎𝑣1−4𝑎𝑣2

⎞⎠=

⎛⎝ 𝜆 0 0
0 𝜆 0
2𝑎 −4𝑎 2𝑎+𝜆

⎞⎠⎛⎝ 0
0

𝑣1−2𝑣2+𝑣3

⎞⎠,
тогда из последней строки следует равенство

𝑎𝑣1−2𝑎𝑣2=(2𝑎+𝜆)(𝑣1−2𝑣2+𝑣3). (47)

Поскольку rank
(︀
𝐵 𝐴𝐵

)︀
=3, то 𝑝=1, следовательно, оператор 𝐵1 в (17) сюръективен,

𝑄1 = 0. В формуле (20) предлагалось взять произвольные элементы 𝑤1 и 𝑧1 ∈ Ker𝐵1 и
построить 𝑣1, затем найти 𝑣 как сумму 𝑣1+𝑤1.

Однако элемент 𝑤1 — это сомножитель при 𝜆 в (20), сомножитель при 𝜆 в (47) — это
𝑣1−2𝑣2+𝑣3, поэтому полагаем

𝑣1−2𝑣2+𝑣3= 𝑐, 𝑐∈C. (48)

Тогда из (47) следует
𝑎𝑣1−2𝑎𝑣2=(2𝑎+𝜆)𝑐. (49)

В системе (48), (49) можно взять произвольно 𝑣1 = 𝑑, 𝑑 ∈ C, тогда 𝑣2 = 𝑑/2− 𝑐−𝜆𝑐/(2𝑎),
𝑣3=−𝜆𝑐/𝑎−𝑐. Чтобы векторы 𝑣(𝜆1), 𝑣(𝜆2), 𝑣(𝜆3) были линейно независимыми при разных
𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, полагаем 𝑑=2𝜆2, 𝑐=−2𝑎, тогда

𝑣(𝜆)= (2𝜆2, 2𝑎+𝜆+𝜆2, 2𝑎+2𝜆). (50)

Построим вектор 𝑣= 𝑣(𝜆) теперь в соответствии с теорией. Разложения (18) следуют из
равенств ⎛⎝ 𝑥1

𝑥2
−𝑥1+2𝑥2

⎞⎠=

⎛⎝ 0
−1/2𝑥1+𝑥2
−𝑥1+2𝑥2

⎞⎠+

⎛⎝ 𝑥1
1/2𝑥1

0

⎞⎠;

⎛⎝0
0
𝑦

⎞⎠=

⎛⎝0
0
𝑦

⎞⎠+

⎛⎝0
0
0

⎞⎠,
(𝑥1, 𝑥2,−𝑥1+2𝑥2)∈ Im𝐵, (0,−1/2𝑥1+𝑥2,−𝑥1+2𝑥2)∈Coim𝐵1, (𝑥1, 1/2𝑥1, 0)∈Ker𝐵1, (0, 0, 𝑦)∈
∈ Im𝐵1, {(0, 0, 0)}=Coker𝐵1.

Отсюда

𝑃1=

⎛⎝ 1 0 0
1/2 0 0
0 0 0

⎞⎠, 𝐵−
1 =

⎛⎝0 0 0
0 0 −1/2𝑎
0 0 −1/𝑎

⎞⎠.
Равенство (20) можно записать как⎛⎝ 𝑣1

𝑣2
−𝑣1+2𝑣2

⎞⎠=

⎛⎝ 0
−1/2𝑎

(︀
𝜆(𝑣1−2𝑣2+𝑣3)+2𝑎(𝑣1−2𝑣2+𝑣3)

)︀
−1/𝑎

(︀
𝜆(𝑣1−2𝑣2+𝑣3)+2𝑎(𝑣1−2𝑣2+𝑣3)

)︀
⎞⎠+

⎛⎝ 𝑣1
1/2𝑣1
0

⎞⎠,
где 𝑣1 — произвольная компонента. Далее берутся произвольно 𝑤1= 𝑣1−2𝑣2+𝑣3= 𝑐, 𝑣1= 𝑑,
𝑐, 𝑑∈C, и из третьей строки получаем те же значения 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, что и в (50).

В случае различных 𝜇𝑗 при 𝜆𝑗 = 𝜇𝑗 получаем три линейно независимых вектора 𝑣(𝜆1),
𝑣(𝜆2), 𝑣(𝜆3), где 𝑣(𝜆) имеет вид (50).
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В случае кратных значений {𝜇𝑗}3𝑗=1 пусть 𝜇1=𝜇2 ̸=𝜇3. Векторы 𝑣(𝜆1) и 𝑣(𝜆3) построены
выше, а присоединённый к 𝑣(𝜆1) вектор 𝑣=(𝑣1, 𝑣2, 𝑣3) находится из уравнения (35):

𝑄
(︀
(𝜆1𝐼−𝐴)𝑣+𝑣(𝜆1)

)︀
=0,

т.е. из уравнения
𝑎𝑣1−2𝑎𝑣2+2𝑎𝑣3=−𝜆(𝑣1−2𝑣2+2𝑣3)−2𝑎.

Полагаем
𝑣1−2𝑣2+2𝑣3= 𝑐, 𝑣1= 𝑑, 𝑐, 𝑑∈C,

тогда
𝑎(𝑣1−2𝑣2+2𝑣3+2)=−𝜆𝑐.

Из последних двух соотношений при тех же значениях 𝑐 и 𝑑, что и при построении 𝑣(𝜆),
получаем

𝑣= 𝑣(𝜆1)= (2𝜆21, 1+2𝑎+𝜆1+𝜆
2
1, 2+2𝑎+2𝜆1).

Векторы 𝑣(𝜆1), 𝑣(𝜆1), 𝑣(𝜆3) линейно независимые.
Построим матрицу 𝐾 =𝐾(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3).
В случае различных 𝜇𝑗 из (50) имеем три линейно независимых вектора 𝑣(𝜆𝑗) с компо-

нентами 𝑣1(𝜆𝑗) = 2𝜆2𝑗 , 𝑣2(𝜆𝑗) = 2𝑎+𝜆𝑗+𝜆
2
𝑗 , 𝑣3(𝜆𝑗) = 2𝑎+2𝜆𝑗 , 𝑗 =1, 2, 3. Подставляем 𝜆= 𝜆𝑗 и

𝑣𝑖(𝜆𝑗) в (46) для каждого 𝑗:

𝑘11𝑣1(𝜆𝑗)+𝑘12𝑣2(𝜆𝑗)+𝑘13𝑣3(𝜆𝑗)= 3(𝜆𝑗+𝑎)𝑣1(𝜆𝑗),

𝑘21𝑣1(𝜆𝑗)+𝑘22𝑣2(𝜆𝑗)+𝑘23𝑣3(𝜆𝑗)= 3(𝜆𝑗+𝑎)
(︀
−𝑣1(𝜆𝑗)+𝑣2(𝜆𝑗)

)︀
. (51)

Система, составленная из первых строк в (51) при каждом 𝑗 и 𝜆𝑗 =𝜇𝑗

𝑣1(𝜆1)𝑘11+𝑣2(𝜆1)𝑘12+𝑣3(𝜆1)𝑘13=3(𝜆1+𝑎)𝑣1(𝜆1),

𝑣1(𝜆2)𝑘11+𝑣2(𝜆2)𝑘12+𝑣3(𝜆2)𝑘13=3(𝜆2+𝑎)𝑣1(𝜆2),

𝑣1(𝜆3)𝑘11+𝑣2(𝜆3)𝑘12+𝑣3(𝜆3)𝑘13=3(𝜆3+𝑎)𝑣1(𝜆3),

даёт значения 𝑘1𝑠, 𝑠=1, 2, 3.
Аналогично система, составленная из вторых строк в (51) при 𝑗=1, 2, 3, даёт значения

𝑘2𝑠. Таким образом находятся все компоненты матрицы 𝐾.
В случае 𝜇1 = 𝜇2 ̸= 𝜇3 подставим 𝑣(𝜆1) и 𝑣(𝜆3) в (51), а 𝑣(𝜆1) — в (44), в результате

получим систему уравнений

𝑘11𝑣1(𝜆𝑗)+𝑘12𝑣2(𝜆𝑗)+𝑘13𝑣3(𝜆𝑗)= 3(𝜆𝑗+𝑎)𝑣1(𝜆𝑗),

𝑘21𝑣1(𝜆𝑗)+𝑘22𝑣2(𝜆𝑗)+𝑘23𝑣3(𝜆𝑗)= 3(𝜆𝑗+𝑎)
(︀
−𝑣1(𝜆𝑗)+𝑣2(𝜆𝑗)

)︀
, 𝑗=1, 3,

𝑘11𝑣1(𝜆1)+𝑘12𝑣2(𝜆1)+𝑘13𝑣3(𝜆1)= 3(𝜆1+𝑎)𝑣1(𝜆1)+𝑣1(𝜆1),

𝑘21𝑣1(𝜆1)+𝑘22𝑣2(𝜆1)+𝑘23𝑣3(𝜆1)= 3(𝜆1+𝑎)
(︀
−𝑣1(𝜆1)+𝑣2(𝜆2)−𝑣1(𝜆1)+𝑣2(𝜆1)

)︀
. (52)

Здесь первые соотношения с 𝑗=1, 3 и третье образуют систему

𝑘11𝑣1(𝜆1)+𝑘12𝑣2(𝜆1)+𝑘13𝑣3(𝜆1)= 3(𝜆1+𝑎)𝑣1(𝜆1),

𝑘11𝑣1(𝜆3)+𝑘12𝑣2(𝜆3)+𝑘13𝑣3(𝜆3)= 3(𝜆3+𝑎)𝑣1(𝜆3),

𝑘11𝑣1(𝜆1)+𝑘12𝑣2(𝜆1)+𝑘13𝑣3(𝜆1)= 3
(︀
(𝜆1+𝑎)𝑣1(𝜆1)+𝑣1(𝜆1)

)︀
,
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откуда находятся компоненты 𝑘11, 𝑘12, 𝑘11 матрицы 𝐾. Решение остальных уравнений в (52)
даёт компоненты 𝑘21, 𝑘22, 𝑘21.

Возможны частные случаи.
1. Если {𝜇𝑗}3𝑗=1 = {−1,−1+ 𝑖,−1− 𝑖} и 𝑣(𝜆) = (2𝜆2, 2𝑎+𝜆+𝜆2, 2𝑎+2𝜆), то матрица 𝐾,

построенная с помощью (51), имеет вид

𝐾 =

(︂
−21+3𝑎+6/𝑎 24−12/𝑎 −24+6/𝑎

12−3/𝑎 −3𝑎−12+6/𝑎 6𝑎+12−3/𝑎

)︂
.

Проверка показывает, что det (𝐴+𝐵𝐾−𝜆𝐼)=𝜆3+3𝜆2+4𝜆+2= (𝜆+1)(𝜆+1− 𝑖)(𝜆+1+ 𝑖).
2. Если при тех же значениях 𝜇𝑗 взять в системе (48), (49) значения 𝑣1=𝑑=2𝑎, 𝑐=2𝑎𝜆,

тo 𝑣(𝜆)= (2𝑎, 𝑎−2𝑎𝜆−𝜆2, −2𝑎𝜆−2𝜆2) и

𝐾 =

(︂
3+3𝑎 −6 3

−6+9/𝑎 12−3𝑎−12/𝑎 −21/2+6𝑎+6/𝑎

)︂
.

Проверка показывает, что det(𝐴+𝐵𝐾−𝜆𝐼)= (𝜆+1)(𝜆+1− 𝑖)(𝜆+1+ 𝑖).
Случаи 1 и 2 подтверждают неединственность вида матрицы обратной связи 𝐾 за счёт

выбора элементов 𝑧1 ∈Ker𝐵1 и 𝑤1 ∈Coker𝐵.
3. Пусть 𝜇1 = 𝜇2 =−1, 𝜇3 =−2. Если 𝑣(𝜆𝑗) = (2𝜆2𝑗 , 2𝑎+𝜆𝑗+𝜆

2
𝑗 , 2𝑎+2𝜆𝑗), 𝑗 =1, 3, то при-

соединённый к 𝑣(𝜆1) вектор 𝑣(𝜆1)= (2𝜆21, 1+2𝑎+𝜆1+𝜆
2
1, 2+2𝑎+2𝜆1) и

𝐾 =

(︂
−3+3𝑎−6/𝑎 −6+12/𝑎 6−6/𝑎

−1+5/𝑎 9−3𝑎−10/𝑎 −9+6𝑎+5/𝑎

)︂
.

Заметим, что если формально положить 𝑎=1, то {−1,−1,−2} — это спектр матрицы 𝐴, и
𝐾 =(0) — ещё один вид матрицы 𝐾.

Пример 2. Случай единственности матрицы 𝐾. Если

𝐴=

⎛⎝−1 0 0
0 −2 0
0 0 −3

⎞⎠, 𝐵=

⎛⎝1
2
1

⎞⎠,
то 𝐾 =

(︀
𝑘1 𝑘2 𝑘3

)︀
, и поскольку rank

(︀
𝐵 𝐴𝐵 𝐴2𝐵

)︀
=3, то 𝑝=2. Запишем (15) как

𝑘1𝑣1(𝜆)+𝑘2𝑣2(𝜆)+𝑘3𝑣3(𝜆)= (𝜆+1)𝑣1(𝜆). (53)

Формулы (20) и (25) при 𝑞=2 примут вид

𝑣1(𝜆)=𝜆
(︀
𝑣1(𝜆)−𝑣2(𝜆)/2

)︀
+2𝑣1(𝜆)−𝑣2(𝜆), (54)

2𝑣1(𝜆)−𝑣2(𝜆)=𝜆
(︀
𝑣1(𝜆)−𝑣2(𝜆)+𝑣3(𝜆)

)︀
+3
(︀
𝑣1(𝜆)−𝑣2(𝜆)+𝑣3(𝜆)

)︀
. (55)

Элемент 𝑤2(𝜆)= 𝑣1(𝜆)−𝑣2(𝜆)+𝑣3(𝜆) — произвольный. Полагаем

𝑣1(𝜆)−𝑣2(𝜆)+𝑣3(𝜆)= 𝑐, (56)

тогда из (55) следует равенство

2𝑣1(𝜆)−𝑣2(𝜆)= 𝑐(𝜆+3), (57)
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из (54) —
𝑣1(𝜆)=

𝑐

2
(𝜆+2)(𝜆+3),

из (57) —
𝑣2(𝜆)= 𝑐(𝜆+1)(𝜆+3),

из (56) —
𝑣3(𝜆)=

𝑐

2
(𝜆+1)(𝜆+2).

Таким образом, нашли вектор

𝑣(𝜆)=
𝑐

2

(︀
(𝜆+2)(𝜆+3), 2(𝜆+1)(𝜆+3), (𝜆+1)(𝜆+2)

)︀
.

При заданных значениях 𝜆𝑗 = 𝜇𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3, где 𝜇𝑗 различны, компоненты матрицы 𝐾
находятся из (53) единственным образом.

Пример 3. В работе [6] для матриц

𝐴=

⎛⎜⎜⎝
0 0 1 0
0 0 0 1
0 5 0 0
7 0 0 0

⎞⎟⎟⎠, 𝐵=

⎛⎜⎜⎝
0 0
0 0
1 0
0 1

⎞⎟⎟⎠
и 4-кратного 𝜆=−1 построена матрица 𝐾 одного вида такая, что det(𝐴−𝐵𝐾+𝐼)= 0.

Рассмотренным в настоящей статье методом для этой задачи строится матрица 𝐾 =
=𝐾(𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐8), зависящая от восьми произвольных параметров, связанных лишь условием

△=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒𝑐1 𝑐2 0 0
𝑐3 𝑐4 𝑐1 𝑐2
𝑐5 𝑐6 𝑐3 𝑐4
𝑐7 𝑐8 𝑐5 𝑐6

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ ̸=0. (58)

Для этого из (14) и (35) находятся векторы 𝑣(𝜆)= 𝑣1(𝜆) и 𝑣𝑗(𝜆):

𝑣𝑗(𝜆)=

⎛⎜⎜⎝
𝑐2𝑗−1

𝑐2𝑗
𝑐2𝑗−3+𝜆𝑐2𝑗−1

𝑐2𝑗−2+𝜆𝑐2𝑗

⎞⎟⎟⎠, 𝑗=1, 4

(𝑐𝑘 =0 при 𝑘⩽ 0). При выполнении условия (58) эти векторы линейно независимы.
В уравнениях (43) относительно компонент матрицы 𝐾 формируются две системы:

𝑉

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑘11

𝑘12

𝑘13

𝑘14

⎞⎟⎟⎟⎠=

⎛⎜⎜⎜⎝
5𝑐2+𝜆

2𝑐1

5𝑐4+2𝜆𝑐1+𝜆
2𝑐3

𝑐1+5𝑐6+2𝜆𝑐3+𝜆
2𝑐5

𝑐3+5𝑐8+2𝜆𝑐5+𝜆
2𝑐7

⎞⎟⎟⎟⎠,

𝑉

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑘21

𝑘22

𝑘23

𝑘24

⎞⎟⎟⎟⎠=

⎛⎜⎜⎜⎝
7𝑐1+𝜆

2𝑐2

7𝑐3+2𝜆𝑐2+𝜆
2𝑐4

𝑐2+7𝑐5+2𝜆𝑐4+𝜆
2𝑐6

𝑐4+7𝑐7+2𝜆𝑐5+2𝜆2𝑐6+𝜆
2𝑐8

⎞⎟⎟⎟⎠.
Матрица 𝑉 составлена из компонент векторов 𝑣𝑗(𝜆), её определитель △ приведён в (58).
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Таким образом строится 𝐾 =(𝑘𝑖𝑗), 𝑖=1, 2, 𝑗=1, 4.
Векторы 𝑣𝑗(𝜆) при 𝑗=1, 4 образуют для 𝐴+𝐵𝐾 жорданову цепочку, отвечающую соб-

ственному числу −1.
В частности, если 𝑐𝑖 таковы: 𝑐1=1, 𝑐2=1, 𝑐3=0, 𝑐4=0, 𝑐5=0, 𝑐6=−1, 𝑐7=1, 𝑐8=0, то

𝐾 =

(︂
−1 −5 −3 1
−7 −1 −1 −1

)︂
.

Для сравнения: если 𝜆𝑗 — различные (не кратные), то вектор 𝑣(𝜆), найденный из
(14), таков: 𝑣(𝜆) = (𝑐1, 𝑐2, 𝜆𝑐1, 𝜆𝑐2), и если 𝑐1 = 𝑎, 𝑐2 = 𝑏𝜆2, то 𝑣(𝜆𝑗) линейно независимые,
𝑗 = 1, 4. Определитель △ матрицы 𝑉 , составленный из компонент векторов 𝑣(𝜆𝑗), равен
𝑎2𝑏2𝑊 (𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, 𝜆4), где 𝑊 (𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, 𝜆4) — определитель Вандермонда.

Компоненты матрицы 𝐾 находятся из уравнений

𝑉

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑘11

𝑘12

𝑘13

𝑘14

⎞⎟⎟⎟⎠=(𝑎+5𝑏)

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜆21
𝜆22
𝜆23
𝜆24

⎞⎟⎟⎟⎠, 𝑉

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑘21

𝑘22

𝑘23

𝑘24

⎞⎟⎟⎟⎠=

⎛⎜⎜⎜⎝
7𝑎+𝑏𝜆41
7𝑎+𝑏𝜆42
7𝑎+𝑏𝜆43
7𝑎+𝑏𝜆44

⎞⎟⎟⎟⎠.
Таким образом построенная матрица 𝐾 зависит от двух параметров 𝑎 и 𝑏, однако есть
возможность варьировать параметры 𝑐1 и 𝑐2 так, чтобы 𝑣(𝜆1), 𝑣(𝜆2), 𝑣(𝜆3), 𝑣(𝜆4) были
линейно независимыми.

В этом примере при 4-кратном 𝜆 матрица обратной связи содержит восемь почти про-
извольных (связанных условием (58)) параметров, а при различных 𝜆 лишь четыре.

8. ОБ УСТОЙЧИВОСТИ СПЕКТРА ПРИ МАЛЫХ ВОЗМУЩЕНИЯХ ПАРАМЕТРОВ
ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ С ФИКСИРОВАННОЙ МАТРИЦЕЙ

ОБРАТНОЙ СВЯЗИ

Пусть для динамической системы (1) и заданного набора {𝜇𝑗}𝑛𝑗=1 построена матрица
обратной связи 𝐾, т.е. существуют векторы 𝑣𝑗 = 𝑣𝑗(𝜆𝑗)∈R𝑛 такие, что

(𝐴+𝐵𝐾)𝑣𝑗 =𝜆𝑗𝑣𝑗 , 𝜆𝑗 =𝜇𝑗 , 𝑗=1, 𝑛.

Матрицы 𝐴 и 𝐵 возмущаются с помощью матриц 𝜀𝐶 и 𝜀𝐺 соответственно, где 𝜀∈ (0, 𝜀0],
и система (1) принимает вид

˙̃𝑥=(𝐴+𝜀𝐶)𝑥̃+(𝐵+𝜀𝐺)𝑢̃,

𝑥̃= 𝑥̃(𝑡, 𝜀), 𝑢̃= 𝑢̃(𝑡, 𝜀). Вводится обратная связь 𝑢̃=𝐾𝑥̃, теперь(︀
(𝐴+𝜀𝐶)+(𝐵+𝜀𝐺)𝐾

)︀
𝑣𝑗 = 𝜆̃𝑗𝑣𝑗 , (59)

𝑣𝑗 = 𝑣𝑗(𝜆𝑗 , 𝜀), 𝜆̃𝑗 = 𝜆̃𝑗(𝜀).
Исследуем поведение 𝑣𝑗 и 𝜆̃𝑗 при 𝜀→ 0.
Равенство (59) запишем в виде(︀

(𝐴+𝐵𝐾)+𝜀(𝐶+𝐺𝐾)
)︀
𝑣𝑗 = 𝜆̃𝑗𝑣𝑗 . (60)

Из результатов теории ветвления собственных значений и собственных элементов фред-
гольмовских операторов [16, гл. IX, § 32] в силу фредгольмовости 𝐴+𝐵𝐾 и ограниченности
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𝐶+𝐺𝐾 следует, что при всех достаточно малых 𝜀 ̸=0 существует ровно 𝑛 (с учётом крат-
ности) непрерывных по 𝜀 собственных значений

𝜆̃𝑗(𝜀)= 𝜆̃𝑗(0)+𝛼𝑗(𝜀) (61)

оператора 𝐴+𝐵𝐾+𝜀(𝐶+𝐺𝐾) таких, что 𝜆̃𝑗(0) = 𝜆𝑗 и все они представимы сходящимися
рядами по целым или дробным степеням 𝜀. Каждому 𝜆̃𝑗(𝜀) отвечает собственный элемент
𝑣𝑗(𝜆𝑗 , 𝜀), представимый сходящимся рядом по тем же степеням 𝜀, что и 𝜆̃𝑗(𝜀).

Величины 𝛼𝑗(𝜀) удобно определять с помощью диаграммы Ньютона, построенной с по-
мощью равенства

det
(︀
𝐴+𝐵𝐾+𝜀(𝐶+𝐺𝐾)−𝜆𝑗𝐼−𝛼𝑗(𝜀)𝐼

)︀
=0, (62)

вытекающего из (60) и (61).
В прямоугольной системе координат отмечаются точки (𝑖, 𝑗), соответствующие слага-

емому с множителем 𝜀𝑗𝛼𝑖 в (62). Крайняя левая нижняя и крайняя правая отмеченные
точки соединяются выпуклой вниз ломаной линией с изломами в отмеченных точках (диа-
грамма Ньютона). С помощью отрезков ломаной устанавливаются главные части величин
𝛼𝑗(𝜀) такие, что 𝛼𝑗(𝜀)= 𝑎𝑗𝜀

𝑟+𝑜(𝜀𝑟), где 𝑟 — тангенс угла наклона отрезка от оси абсцисс в
отрицательном направлении. Числа 𝑎𝑗 также определяются с помощью отрезков.

Пример 4. Пусть в системе, рассмотренной в примере 3 c заданным 4-кратным спектром
𝜆𝑗 =−1 и с построенной матрицей обратной связи

𝐾 =

(︂
−1 −5 −3 1
−7 −1 −1 −1

)︂
,

возникло возмущение 𝐶=(𝑐𝑖𝑗), 𝑐13=1, остальные 𝑐𝑖𝑗 =0, и 𝐺=(𝑔𝑖𝑗), 𝑔31=1, остальные 𝑔𝑖𝑗 =0.
Равенство (62) примет вид

𝛼4
𝑗 +3𝜀𝛼3

𝑗 +(−3𝜀+𝜀2)𝛼2
𝑗 +(−3𝜀−𝜀2)𝛼𝑗+5𝜀+𝜀2=0.

Диаграмма Ньютона состоит из одного отрезка, соединяющего точки (0, 1) и (4, 0). Глав-
ная часть 𝛼𝑗(𝜀) определяется из уравнения 𝛼4

𝑗 +5𝜀=0, откуда 𝛼𝑗 = 𝑎𝑗𝜀
1/4+𝑜(𝜀1/4), где 𝑎𝑗 —

решение уравнения 𝑎4𝑗 =−5𝜀.
Таким образом, в этом примере 𝜆̃𝑗(𝜀)=−1+𝑎𝑗𝜀

1/4+𝑜(𝜀1/4), где |𝑎𝑗 |=51/4, 𝑗=1, 4.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе предложен метод построения матрицы обратной связи для линейной динамиче-
ской системы управления в случае многомерного управляющего вектора. Метод основан на
свойстве нётеровости конечномерного отображения с матрицей, стоящей при управляющем
векторе, благодаря чему исходная система управления расщепляется на две подсистемы: одна
из них даёт возможность построения некоторых линейно независимых векторов, из второй
с помощью этих векторов находятся компоненты матрицы обратной связи. Для нахожде-
ния векторов к первой системе применяется метод каскадной декомпозиции, состоящий в
поэтапном расщеплении названной системы на подсистемы. Одна из подсистем служит для
нахождения некоторых частей искомых векторов, а вторая подсистема приводится к виду,
аналогичному виду подсистемы предыдущего шага, но с меньшим количеством скалярных
уравнений. Благодаря конечномерности исходной системы управления процесс декомпозиции
заканчивается за конечное число шагов, на последнем шаге устанавливается полная управ-
ляемость (или неуправляемость) исходной системы (если это не было установлено заранее)
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и выявляются элементы искомых векторов, которым можно придавать произвольные значе-
ния. Определив значения этих элементов, строится система линейно независимых векторов,
с помощью которых вычисляются компоненты матрицы обратной связи. Количество ша-
гов декомпозиции можно узнать предварительно: число шагов 𝑝 фигурирует в уточнённом
условии Калмана (формула (44)).

Результаты получены без использования теоремы 1 и являются её новым доказатель-
ством с описанием построения матрицы обратной связи и установлением свойств, влекущих
неединственность вида матрицы.

Построение множества матриц обратной связи для конкретных систем иллюстрируется
на примерах.
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The method for constructing a feedback matrix to solve the problem spectrum allocation (spectrum
control, pole assignment) for linear dynamic system is given. A new proof of the well-known theorem
about the connection between the complete controllability of a dynamic system with existence of the
feedback matrix is formed in the process of construction by the cascade decomposition method. The
entire set of arbitrary elements that influence the non-uniqueness of the matrix is identified. Examples
of constructing a feedback matrix in the case of a real spectrum and in the presence of complex
conjugate eigenvalues, as well as for the case of multiple eigenvalues, are given. The stability of the
specified spectrum under small perturbations of the system parameters with a fixed feedback matrix is
studied.
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ВВЕДЕНИЕ

Для описания быстропротекающих процессов в твёрдых деформируемых средах использу-
ют классическую модель изотропной упруговязкопластической (УВП) среды Соколовского–
Малверна. Система уравнений в многомерном случае была сформулирована в работах [1, 2].

В нестационарных (и тем более в квазистатических) процессах с характерным временем
много большим, чем 𝜏 (характерное время релаксации), упруговязкопластические среды
ведут себя как упругопластические (УП), и при 𝜏→ 0 УВП системы уравнений переходят в
системы типа Прандтля–Рейса [3–6]. Ещё одним достоинством УВП теории по сравнению с
УП теорией является дивергентность системы уравнений, что обеспечивает консервативность
при расчёте разрывных решений.

Численные методы решения УП и УВП динамических систем уравнений описаны в ра-
ботах [7–9]. Как правило, эти методы основаны на идее проектирования соответствующих
компонент напряжений (девиаторов напряжений) [10, 11] на достаточно произвольные вы-
пуклые поверхности текучести, в том числе для моделей с изотропным кинематическим
или трансляционным упрочнением. Фактически в численных методах реализуется идея рас-
щепления алгоритма на упругий шаг расчёта и последующую корректировку компонент
напряжений в соответствии с выбранным типом поверхности текучести и упрочнения [12].
Подробные описания УВП моделей и явных численных алгоритмов решения даны в ста-
тьях [13–17].

В работах [18–20] предложен явно-неявный численный метод решения УВП динамиче-
ской системы уравнений, в том числе повышенного порядка, для общего вида степенных
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функций вязкости за пределом текучести. В результате аналитического решения неявной ап-
проксимации уравнений для девиаторов с малым параметром времени релаксации получены
корректировочные формулы для идеальной и упрочняющейся упруговязкопластической сре-
ды. Эти разностные формулы допускают непосредственный предельный переход при 𝜏→ 0,
что соответствует переходу к решению УП системы уравнений. Таким образом, достоинством
УВП систем уравнений и полученных на их основе явно-неявных численных схем является
то, что они, с одной стороны, отражают физику динамических процессов деформирова-
ния, а с другой — обеспечивают регуляризацию недивергентных УП систем уравнений типа
Прандтля–Рейса.

Однако при учёте разупрочнения операторы УП теории на шаге по времени теряют
свойство положительной определённости, критерий Адамара корректности краевых задач
нарушается и пошаговые алгоритмы численного решения становятся неработоспособными
[21]. Операторы УВП теории свободны от этого недостатка.

Для преодоления этих трудностей предложены модели с дополнительной переменной,
называемой повреждаемостью (условной плотностью микродефектов — микропор, микро-
трещин и т.п.), рост которой описывается дополнительным кинетическим уравнением [22].
Разупрочнение, или (в более общем смысле) разрушение, выражается в уменьшении зна-
чений модулей упругости и/или предела текучести из-за роста числа микродефектов в
единице объёма. Вариантом такого подхода для описания явления разупрочнения является
регуляризация уравнений УП среды с помощью перехода к уравнениям УВП среды.

В данной работе исследуется классическая УВП система, дифференциальная часть кото-
рой совпадает с системой уравнений динамической теории упругости. УВП система является
полулинейной гиперболической. Свободные недифференциальные члены, связанные с вяз-
копластическими скоростями деформаций, отличны от нуля вне поверхности текучести и
задаются нелинейной функцией вязкости, как правило, степенного вида. Разупрочнение опи-
сывается с помощью динамического уравнения для соответствующего параметра, который
растёт с увеличением интенсивности вязкопластических деформаций. Предел текучести при
этом падает по заданному нелинейному закону в зависимости от параметра разупрочнения.
Постановка начально-краевой задачи для такой системы уравнений является корректной.
Для её аппроксимации используется ранее предложенный явно-неявный метод [19]. В резуль-
тате аналитического решения алгебраических уравнений неявной аппроксимации получены
формулы для корректировки девиаторов напряжений и параметра разупрочнения после
упругого шага расчёта. Приведены численные решения ряда задач с развитием ярко выра-
женных полос скольжения (локализации деформаций).

1. ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ УРАВНЕНИЯ ИЗОТРОПНОЙ
УПРУГОВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОЙ СПЛОШНОЙ СРЕДЫ С РАЗУПРОЧНЕНИЕМ

В декартовой прямоугольной системе координат 𝑥𝑖 (𝑖= 1, 2, 3) система уравнений изо-
тропной УВП среды с разупрочнением при малых деформациях имеет вид [4, 9]
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Здесь 𝑣𝑖 — компоненты вектора скорости; 𝜎𝑖𝑗 — компоненты тензора напряжений; 𝑠𝑖𝑗 —
компоненты девиатора напряжений; 𝜎 — среднее напряжение; 𝑒𝑖𝑗 — компоненты тензора
скорости деформации; 𝑒′𝑖𝑗 — компоненты девиатора скорости деформации;

√
𝑠𝑘𝑙𝑠𝑘𝑙 — вто-

рой инвариант девиатора напряжений; 𝜎𝑠(𝜅) — переменный предел текучести, зависящий
от параметра разупрочнения 𝜅; 𝜎0 — начальное значение передела текучести (до нача-
ла процесса разупрочнения); 𝐹

(︀√
𝑠𝑘𝑙𝑠𝑘𝑙/𝜎𝑠(𝜅)−1

)︀
— в общем случае нелинейная функция

вязкости, 𝐹 ⩾ 0, 𝐹 (0) = 0, ⟨𝐹 ⟩ = 𝐹𝐻(𝐹 ); 𝐻(𝐹 ) — функция Хэвисайда; 𝑓(𝜅) — функция
разупрочнения, 𝑓(0)=1, 𝑓 ′(𝜅)< 0; 𝜏 — характерное время релаксации компонент девиатора
напряжений на поверхность текучести; 𝜌 — плотность среды; 𝜆 и 𝜇 — модули упругости
Ламе. По повторяющимся индексам проводится суммирование. Чтобы избежать термино-
логического недоразумения, отметим, что хотя величина 𝜅 является одной из функций в
системе уравнений (1), подлежащих определению, традиционно за ней сохраним достаточно
распространённое название “параметр разупрочнения”.

С учётом выражения для девиатора 𝑒′ 𝑣𝑝𝑖𝑗 эволюционное уравнение для разупрочнения
примет вид

𝜕𝜅

𝜕𝑡
=

1

𝜏

⟨
𝐹

(︂√
𝑠𝑘𝑙𝑠𝑘𝑙
𝜎𝑠(𝜅)

−1

)︂⟩
.

Особый интерес представляют схемы расчёта части системы уравнений для девиаторов
с нелинейным свободным членом и возможным малым параметром 𝜏 , а также уравнения
для разупрочнения с аналогичными особенностями правой части. Что касается остальных
уравнений системы (1) — линейных уравнений движения для компонент скорости и уравне-
ния для среднего напряжения, то их численная аппроксимация по какой-либо явной схеме
требуемого порядка аппроксимации не вызывает затруднений. Будем считать, что такая ап-
проксимация проведена, значения скоростей и среднего напряжения на верхнем временно́м
слое определены с учётом необходимых по постановке начальных и граничных условий.

2. ПОСТРОЕНИЕ ЯВНО-НЕЯВНОЙ СХЕМЫ ДЛЯ ОБЩЕГО СЛУЧАЯ

Построим неявную аппроксимацию первого порядка уравнения для девиаторов тензора
напряжений с нелинейным свободным членом из УВП системы с разупрочнением (1) и
уравнения для разупрочнения путём аппроксимации правой части полулинейных уравнений
на верхнем слое по времени:

𝑠𝑛+1
𝑖𝑗 −𝑠𝑛𝑖𝑗
Δ𝑡

=2𝜇𝑒′𝑛+1
𝑖𝑗 − 2𝜇

𝜏

𝑠𝑛+1
𝑖𝑗√︁

𝑠𝑛+1
𝑘𝑙 𝑠𝑛+1

𝑘𝑙

⟨
𝐹

(︃√︁
𝑠𝑛+1
𝑘𝑙 𝑠𝑛+1

𝑘𝑙

𝜎0𝑓(𝜅𝑛+1)
−1

)︃⟩
,

𝜅𝑛+1−𝜅𝑛

Δ𝑡
=
1

𝜏

⟨
𝐹

(︃√︁
𝑠𝑛+1
𝑘𝑙 𝑠𝑛+1

𝑘𝑙

𝜎0𝑓(𝜅𝑛+1)
−1

)︃⟩
.

Индексами 𝑛 и 𝑛+1 отмечены значения искомых величин на верхнем и нижнем слоях
разбиения по времени, Δ𝑡 — шаг по времени. Эту нелинейную систему уравнений для 𝑠𝑛+1

𝑖𝑗

и 𝜅𝑛+1 можно записать в виде

𝑠𝑛+1
𝑖𝑗 = 𝑠𝑛+1

𝑖𝑗𝑒 − 1

𝛿2

𝑠𝑛+1
𝑖𝑗√︁

𝑠𝑛+1
𝑘𝑙 𝑠𝑛+1

𝑘𝑙

⟨
𝐹

(︃√︁
𝑠𝑛+1
𝑘𝑙 𝑠𝑛+1

𝑘𝑙

𝑓(𝜅𝑛+1)
−1

)︃⟩
, 𝜅𝑛+1−𝜅𝑛= 1

𝛽

⟨
𝐹

(︃√︁
𝑠𝑛+1
𝑘𝑙 𝑠𝑛+1

𝑘𝑙

𝑓(𝜅𝑛+1)
−1

)︃⟩
.

Здесь введены безразмерные компоненты 𝑠𝑛+1
𝑖𝑗 = 𝑠𝑛+1

𝑖𝑗 /𝜎0, 𝑠𝑛𝑖𝑗 = 𝑠𝑛𝑖𝑗/𝜎0, 𝑠
𝑛+1
𝑖𝑗𝑒 = 𝑠𝑛+1

𝑖𝑗𝑒 /𝜎0, где
𝑠𝑛+1
𝑖𝑗𝑒 = 𝑠𝑛𝑖𝑗 +2𝜇𝑒′𝑛+1

𝑖𝑗 Δ𝑡 — компоненты девиатора после упругого шага по времени, 𝛿2 =
= 𝜏𝜎0/(2Δ𝑡𝜇) — безразмерный (возможно, малый) параметр системы уравнений, 𝛽= 𝜏/Δ𝑡 —
ещё один безразмерный (возможно, малый) параметр этой системы. В данном построении,
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за исключением особо оговоренных случаев, мы не будем устанавливать ограничений на
величины 𝛿2 и 𝛽.

Отметим, что с учётом проведённого ранее расчёта значений компонент скорости на
верхнем временно́м слое компоненты “упругого” девиатора 𝑠𝑛+1

𝑖𝑗𝑒 также можно считать из-
вестными, как и значения 𝑠𝑛𝑖𝑗 на 𝑛-м слое.

Нелинейную систему, из которой необходимо найти неизвестные компоненты девиатора
напряжений 𝑠𝑛+1

𝑖𝑗 и параметра разупрочнения 𝜅𝑛+1 на верхнем слое, можно записать как

𝑠𝑛+1
𝑖𝑗

(︃
𝛿2+

⟨
𝐹

(︃√︁
𝑠𝑛+1
𝑘𝑙 𝑠𝑛+1

𝑘𝑙

𝑓(𝜅𝑛+1)
−1

)︃⟩(︁
𝑠𝑛+1
𝑘𝑙 𝑠𝑛+1

𝑘𝑙

)︁−1/2
)︃
= 𝛿2𝑠

𝑛+1
𝑖𝑗𝑒 ,

𝛽𝜅𝑛+1−

⟨
𝐹

(︃√︁
𝑠𝑛+1
𝑘𝑙 𝑠𝑛+1

𝑘𝑙

𝑓(𝜅𝑛+1)
−1

)︃⟩
=𝛽𝜅𝑛.

Свернём уравнение для девиаторов напряжений сначала с 𝑠𝑛+1
𝑖𝑗 , а затем с 𝑠𝑛+1

𝑖𝑗𝑒 . Введём
обозначения

𝑋 =
√︁
𝑠𝑛+1
𝑘𝑙 𝑠𝑛+1

𝑘𝑙 , 𝑍 =
√︁
𝑠𝑛+1
𝑘𝑙 𝑠𝑛+1

𝑘𝑙𝑒 , Σ=
√︁
𝑠𝑛+1
𝑘𝑙𝑒 𝑠

𝑛+1
𝑘𝑙𝑒

и получим следующую алгебраическую систему для неизвестных 𝑋, 𝑍 и 𝜅𝑛+1:

𝑋2

(︂
𝛿2+

⟨︀
𝐹
(︀
𝑋/𝑓(𝜅𝑛+1)−1

)︀⟩︀
𝑋

)︂
= 𝛿2𝑍

2, 𝑍2

(︂
𝛿2+

⟨︀
𝐹
(︀
𝑋/𝑓(𝜅𝑛+1)−1

)︀⟩︀
𝑋

)︂
= 𝛿2Σ

2,

𝛽𝜅𝑛+1−
⟨
𝐹

(︂
𝑋

𝑓(𝜅𝑛+1)
−1

)︂⟩
=𝛽𝜅𝑛.

Исключив из неё 𝑍, получим

𝛿2𝑋+

⟨
𝐹

(︂
𝑋

𝑓(𝜅𝑛+1)
−1

)︂⟩
= 𝛿2Σ, 𝛽𝜅𝑛+1−

⟨
𝐹

(︂
𝑋

𝑓(𝜅𝑛+1)
−1

)︂⟩
=𝛽𝜅𝑛. (2)

С учётом того что
⟨︀
𝐹
(︀
𝑋/𝑓(𝜅𝑛+1)−1

)︀⟩︀
= 𝛿2(Σ−𝑋), итоговые выражения будут следующими:

𝑠𝑛+1
𝑖𝑗 =

𝑠𝑛+1
𝑖𝑗𝑒

Σ
𝑋, 𝜅𝑛+1=

1

𝛽
𝛿2(Σ−𝑋)+𝜅𝑛. (3)

Отыскав инвариант 𝑋 из системы (2), можно будет найти компоненты девиатора напряжений
и параметра разупрочнения из системы (3).

3. СЛУЧАЙ ЛИНЕЙНОЙ ФУНКЦИИ ВЯЗКОСТИ
И НЕЛИНЕЙНОЙ ФУНКЦИИ РАЗУПРОЧНЕНИЯ

Для того чтобы решить нелинейную алгебраическую систему (2) и получить явные
выражения для неизвестных величин 𝑠𝑛+1

𝑖𝑗 и 𝜅𝑛+1, необходимо конкретизировать функцию
вязкости 𝐹 (𝑥) и функцию разупрочнения 𝑓(𝜅).

Для УВП среды при отсутствии разупрочнения аналитическое решение системы (2)
можно получить в случае степенной функции вязкости 𝐹 (𝑥)=𝑥𝑞, 𝑞>0 [18]. Однако в системе
с разупрочнением для получения аналитического решения примем более простую линейную
зависимость 𝐹 (𝑥) = 𝑥. При этом не будем ограничивать диапазон значений безразмерных
параметров 𝛽⩾ 0, 𝛿2⩾ 0.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 6 2024



ЯВНО-НЕЯВНЫЕ СХЕМЫ РАСЧЁТА ДИНАМИКИ 821

Также ограничимся рассмотрением функции разупрочнения определённого вида

𝑓(𝜅)=
1

1+𝛼𝜅
,

где величина параметра 𝛼⩾ 0 регулирует режим и скорость изменения предела текучести.
Предложение 1. Для выбранного вида функций 𝐹 (𝑥) = 𝑥 и 𝑓(𝜅) = 1/(1+𝛼𝜅) система

уравнений (2) имеет аналитическое решение.
Доказательство. В выбранных обозначениях система (2) примет вид

𝛿2𝑋+⟨𝑋(1+𝛼𝜅𝑛+1)−1⟩= 𝛿2Σ, 𝛽𝜅𝑛+1−⟨𝑋(1+𝛼𝜅𝑛+1)−1⟩=𝛽𝜅𝑛. (4)

В случае 𝑋(1+𝛼𝜅𝑛+1) < 1 имеет место упругий режим деформирования и численное
решение всей системы сводится к упругому шагу. Далее рассмотрим нетривиальный случай —
УВП режим, когда 𝑋(1+𝛼𝜅𝑛+1)⩾ 1.

Сложение уравнений из системы (4) приводит к системе

𝑋(1+𝛼𝜅𝑛+1)= 1+𝛿2(Σ−𝑋), 𝜅𝑛+1=
𝛿2
𝛽
(Σ−𝑋)+𝜅𝑛. (5)

Исключив из неё значение 𝜅𝑛+1, получим уравнение для 𝑋:

𝑋
(︁
1+

𝛼

𝛽
𝛿2(Σ−𝑋)+𝛼𝜅𝑛

)︁
=1+𝛿2(Σ−𝑋).

Для упрощения дальнейших выкладок введём величины 𝜁=Σ−𝑋 и 𝛾=𝛼/𝛽. Уравнение
для 𝜁 тогда запишем как

𝛾𝛿2𝜁
2+
(︀
1+𝛼𝜅𝑛+𝛿2(1−𝛾Σ)

)︀
𝜁−
(︀
Σ(1+𝛼𝜅𝑛)−1

)︀
=0.

Его точное решение, удовлетворяющее условию 𝜁 > 0, определяется по формуле

𝜁 =
1

2𝛾𝛿2

[︁√︁(︀
1+𝛼𝜅𝑛+𝛿2(1−𝛾Σ)

)︀2
+4𝛾𝛿2

(︀
Σ(1+𝛼𝜅𝑛)−1

)︀
−
(︀
1+𝛼𝜅𝑛+𝛿2(1−𝛾Σ)

)︀]︁
,

следовательно,

𝑋 =Σ− 1

2𝛾𝛿2

[︁√︁(︀
1+𝛼𝜅𝑛+𝛿2(1−𝛾Σ)

)︀2
+4𝛾𝛿2

(︀
Σ(1+𝛼𝜅𝑛)−1

)︀
−
(︀
1+𝛼𝜅𝑛+𝛿2(1−𝛾Σ)

)︀]︁
.

Формулы для девиатора и параметра разупрочнения на верхнем слое по времени примут
вид

𝑠𝑛+1
𝑖𝑗 =

𝑠𝑛+1
𝑖𝑗𝑒

Σ

(︁
Σ− 1

2𝛾𝛿2

√︁(︀
1+𝛼𝜅𝑛+𝛿2(1−𝛾Σ)

)︀2
+4𝛾𝛿2

(︀
Σ(1+𝛼𝜅𝑛)−1

)︀)︁
−

−
𝑠𝑛+1
𝑖𝑗𝑒

Σ

1

2𝛾𝛿2

(︀
1+𝛼𝜅𝑛+𝛿2(1−𝛾Σ)

)︀
,

𝜅𝑛+1=𝜅𝑛+
1

2𝛾𝛽𝛿2

[︁√︁(︀
1+𝛼𝜅𝑛+𝛿2(1−𝛾Σ)

)︀2
+4𝛾𝛿2

(︀
Σ(1+𝛼𝜅𝑛)−1

)︀
−
(︀
1+𝛼𝜅𝑛+𝛿2(1−𝛾Σ)

)︀]︁
.

Утверждение доказано.
Формулы в доказательстве предложения 1 носят труднообозримый характер. Их мож-

но упростить и сделать гораздо более наглядными, если предположить, что коэффициент
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разупрочнения 𝛼 мал, точнее, комбинированный параметр 𝛾≪ 1. В этом случае выражение
для 𝜁 будет иметь вид

𝜁 =
1

2𝛾𝛿2

(︀
1+𝛼𝜅𝑛+𝛿2(1−𝛾Σ)

)︀(︃√︃
1+4𝛾𝛿2

Σ(1+𝛼𝜅𝑛)−1(︀
1+𝛼𝜅𝑛+𝛿2(1−𝛾Σ)

)︀2 −1

)︃
.

При малых значениях 𝛾 получим

𝜁 ≈ Σ(1+𝛼𝜅𝑛)−1

1+𝛼𝜅𝑛+𝛿2(1−𝛾Σ)
.

Формулы для инварианта, девиаторов и параметра разупрочнения на верхнем слое при-
мут компактный вид

𝑋 ≈Σ− Σ(1+𝛼𝜅𝑛)−1

1+𝛼𝜅𝑛+𝛿2(1−𝛾Σ)
,

𝑠𝑛+1
𝑖𝑗 ≈

𝑠𝑛+1
𝑖𝑗𝑒

Σ

(︂
Σ− Σ(1+𝛼𝜅𝑛)−1

1+𝛼𝜅𝑛+𝛿2(1−𝛾Σ)

)︂
,

𝜅𝑛+1≈ 𝛿2
𝛽

Σ(1+𝛼𝜅𝑛)−1

1+𝛼𝜅𝑛+𝛿2(1−𝛾Σ)
+𝜅𝑛=

𝜎0
2𝜇

Σ(1+𝛼𝜅𝑛)−1

1+𝛼𝜅𝑛+𝛿2(1−𝛾Σ)
+𝜅𝑛. (6)

Здесь было учтено, что 𝛿2/𝛽=𝜎0/(2𝜇).
Предложение 2. Формулы (6) могут быть использованы для описания динамического

поведения среды и при отсутствии вязкости.
Доказательство. Предельный переход 𝛿2 → 0, соответствующий модели упругопласти-

ческой среды, приводит к выражениям

𝑠𝑛+1
𝑖𝑗 ≈

𝑠𝑛+1
𝑖𝑗𝑒

Σ(1+𝛼𝜅𝑛)
, 𝜅𝑛+1≈ 𝜎0

2𝜇

Σ(1+𝛼𝜅𝑛)−1

1+𝛼𝜅𝑛
+𝜅𝑛.

Утверждение доказано.
Осталось проверить условие реализации УВП режима 𝑋(1+𝛼𝜅𝑛+1)⩾1. Из уравнения (5)

имеем
𝑋(1+𝛼𝜅𝑛+1)= 1+𝛿2(Σ−𝑋)⩾ 1

или
Σ−𝑋 ≈ Σ(1+𝛼𝜅𝑛)−1

1+𝛼𝜅𝑛+𝛿2(1−𝛾Σ)
⩾ 0.

Отсюда получаем условие Σ(1+𝛼𝜅𝑛)−1⩾ 0.

4. СХЕМА РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
ЛИНЕЙНОЙ ИЗОТРОПНОЙ УПРУГОЙ ЗАДАЧИ

В выбранных обозначениях уравнения теории линейной изотропной упругости в отсут-
ствии внешних сил имеют вид

u𝑡+𝐴𝑥1(𝜌, 𝜆, 𝜇)u𝑥1 +𝐴𝑥2(𝜌, 𝜆, 𝜇)u𝑥2 +𝐴𝑥3(𝜌, 𝜆, 𝜇)u𝑥3 =0.

Здесь вектор u содержит три компоненты скорости смещения и шесть независимых компо-
нент тензора напряжений, а 𝜆, 𝜇 и 𝜌 определяются свойствами описываемой среды. Исполь-
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зуемый в работе метод основан на последовательном решении одномерных систем уравне-
ний [23]

u𝑡+𝐴𝑥𝑖u𝑥𝑖 =0, 𝑖=1, 2, 3.

Заметим, что матрица 𝐴𝑥𝑖 является гиперболической, т.е. может быть диагонализована
преобразованием

Λ𝑥𝑖 =𝑇𝑥𝑖𝐴𝑥𝑖𝑇
−1
𝑥𝑖
,

где матрицы 𝑇𝑥𝑖 и 𝑇−1
𝑥𝑖

вычисляются аналитически, как и диагональная матрица Λ𝑥𝑖 , со-
стоящая из собственных значений матрицы 𝐴𝑥𝑖 . Далее будем опускать нижний индекс у
матриц, чтобы упростить вид итоговых формул.

Замена 𝜃=𝑇u приводит к системе независимых одномерных линейных уравнений пере-
носа

𝜃𝑡+Λ𝜃𝑥𝑖 =0.

Для каждой компоненты вектора 𝜃 справедливы соотношения

𝜃𝑗(𝑡+Δ𝑡, 𝑥𝑖, 𝑥𝑘, 𝑥𝑙)= 𝜃𝑗(𝑡, 𝑥𝑖−𝜆𝑗Δ𝑡, 𝑥𝑘, 𝑥𝑙).

Значение правой части данного выражения аппроксимируется значением полинома третьей
степени 𝑃3(𝑥𝑖−𝜆𝑗Δ𝑡), построенного на фиксированном наборе пространственных узлов (𝑥𝑚−2,
𝑥𝑚−1, 𝑥𝑚, 𝑥𝑚+1). Здесь нижний индекс 𝑚 означает номер узла в равномерной простран-
ственной сетке вдоль координаты 𝑥𝑖 с шагом ℎ.

Итоговое выражение для компоненты вектора 𝜃 на следующем временно́м слое 𝑛+1 в
𝑚-м узле имеет вид

𝜃𝑛+1
𝑚 = 𝜃𝑛𝑚− 𝜎

2
(𝜃𝑛𝑚+1−𝜃𝑛𝑚−1)+

𝜎2

2
(𝜃𝑛𝑚−1−2𝜃𝑛𝑚+𝜃𝑛𝑚+1)+

𝜎(𝜎2−1)

6
(𝜃𝑛𝑚−2−3𝜃𝑛𝑚−1+3𝜃𝑛𝑚−𝜃𝑛𝑚+1),

где 𝜎=𝜆𝑗Δ𝑡/ℎ — число Куранта. Вычисление новых значений вектора u проводится путём
обратного преобразования u𝑛+1=𝑇−1𝜃𝑛+1. Шаг по времени данного алгоритма: 𝜎 < 1.

5. ПРИМЕРЫ РАСЧЁТОВ

Был проведён расчёт процесса нагружения изотропной упруговязкопластической среды с
разупрочнением. Рассматривался параллелепипед размера 50×50×10 000 м3. Он покрывался
кубической расчётной сеткой с шагом 5 м. Задавались следующие значения параметров
рассматриваемой среды: скорость продольных волн 𝐶𝑝 =

√︀
(𝜆+2𝜇)/𝜌= 4500 м/c, скорость

поперечных волн 𝐶𝑠=
√︀
𝜇/𝜌=2250 м/c, плотность 𝜌=2500 кг/м3, 𝜎0=112 500 Па. Условие

устойчивости выполнялось при Δ𝑡 = 1 мс. На всех границах расчётной области, кроме
нижней, ставилось условие нулевых пространственных производных.

На первом этапе была решена задача о мгновенном приложении к нижней части области
равномерно по всей поверхности постоянного внешнего давления в 337 500 Па. Аналити-
ческим решением данной задачи для упругой среды является распространение продольной
упругой волны со скоростью 𝐶𝑝, для упругопластической среды без упрочнения — продольной
волны со скоростью 𝐶𝑝 и пластической волны со скоростью 𝐶𝑓 =

√︀
(𝜆+2𝜇/3)/𝜌≈ 3674 м/с.

При этом наличие вязкости в такой среде должно приводить к размыванию фронта пла-
стической волны. На рис. 1 представлены результаты численных решений, полученные по
разработанной расчётной схеме для случаев с разупрочнением и без него. Было задано зна-
чение 𝛿2 =1/2. Анализ полученных результатов подтверждает корректное воспроизведение
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Рис. 1. Пространственные распределения вертикальной компоненты тензора напряжений
𝜎33 при нормальном нагружении в момент времени 𝑇𝑠 = 2 с: 1 — 𝛼= 0; 2 — 𝛼= 1 ·104; 3 —
𝛼=2 ·104; 4 — 𝛼=8 ·104.

пластической волны и волны упругого предвестника, при этом учёт эффекта разупрочнения
приводит к изменению скорости распространения пластической волны.

На втором этапе была решена задача о смешанной нормальной 𝜎𝑛 и тангенциальной
𝜎𝜏 нагрузках. Скорость поперечных волн составляла 𝐶𝑠 = 2598 м/с, остальные параметры
расчёта оставались неизменными. Задавались значения 𝜎𝑛 =246 603 Па, 𝜎𝜏 =71 594 Па. На
рис. 2 представлены численные решения, полученные при различных значениях параметра 𝛼.

На третьем этапе была решена задача о нагружении неоднородного полупространства нор-
мальной нагрузкой. Рассматривалась трёхмерная область размера 2000×50×1700 м3, покры-
тая равномерной расчётной сеткой с шагом 5 м. В центральной подобласти 𝑥∈ [600, 1400] м,
𝑧∈ [600, 1100] м для всех 𝑦 было задано прямоугольное включение с параметрами 𝐶𝑝=300 м/с,
𝐶𝑠=150 м/с, 𝜌=1000 кг/м3, в остальной области 𝐶𝑝=4800 м/с, 𝐶𝑠=2400 м/с, 𝜌=3125 кг/м3.
К граничной плоскости 𝑧=0 прикладывалась нормальная нагрузка 250 000 Па. Таким обра-
зом, решение задачи не зависит от координаты 𝑦. Были вычислены поля напряжений через

Рис. 2. Пространственные распределения компонент тензора напряжений 𝜎33 (1, 1 ′) и 𝜎13

(2, 2 ′) при смешанном нагружении в момент времени 𝑇𝑠 =2 с: 1, 2 — 𝛼=0; 1 ′, 2 ′ — 𝛼=2 ·104.
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𝑇𝑠 = 0.9 с от начала приложения нагрузки. Шаг по времени Δ𝑡= 1 мс. Рассматривались
две постановки задачи: без разупрочнения и с разупрочнением с коэффициентом 𝛼= 104.
Следующие параметры постоянны во всей области и совпадают с предыдущими численными
расчётами: 𝜎0=112 500 Па, 𝜏 =112.5. На рис. 3 представлены пространственные распределе-

Рис. 3. Пространственное распределение параметра разупрочнения 𝜅 на момент окончания
расчёта: a — 𝛼=0; б — 𝛼=104.
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ния параметра разупрочнения 𝜅 на момент окончания расчёта. Отметим, что измельчение
расчётной сетки не приводит к изменению установившейся картины разупрочнения в сре-
де (рис. 4), но делает возникающие линии скольжения (локализации деформации) более
чёткими и ярко выраженными.

Рис. 4. Пространственное распределение параметра разупрочнения 𝜅 на момент окончания
расчёта: a — сетка измельчена в 2 раза; б — в 4 раза. 𝛼=104.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Для устойчивого численного решения определяющей системы уравнений упруговязко-
пластической модели сплошной среды с разупрочнением предложена явно-неявная схема
с явной аппроксимацией уравнений движения и неявной аппроксимацией определяющих
соотношений, содержащих малый параметр в знаменателе нелинейных свободных членов.
Для общего случая нелинейных функций вязкости и разупрочнения получена нелинейная
алгебраическая система уравнений на значения девиатора и параметра разупрочнения. В
общем случае найти её аналитическое решение не представляется возможным. Однако для
частного случая линейной функции вязкости и нелинейной функции разупрочнения бы-
ло найдено аналитическое решение, что позволило предложить полностью явный алгоритм
решения задачи нагружения упруговязкопластической среды с разупрочененим.
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The paper examines the dynamic behavior of elastoviscoplastic media under the action of an external
load. For the case of a linear viscosity function and a nonlinear softening function, an explicit-implicit
calculation scheme has been constructed that makes it possible to obtain a numerical solution to the
original semilinear hyperbolic problem. This approach does not involve the use of the method of
splitting into physical processes. Despite this, an explicit computational algorithm was obtained that
can be effectively implemented on modern computing systems.
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ВВЕДЕНИЕ

Для приближённого решения линейных нестационарных задач математической физики
при дискретизации по времени часто используются двухслойные и трёхслойные разностные
схемы, которые могут быть записаны в канонической форме операторно-разностных урав-
нений с операторами, действующими в конечномерном гильбертовом пространстве. А.А. Са-
марским [1], А.В. Гулиным [2], П.Н. Вабищевичем [3] и другими учениками А.А. Самарского
разработана общая теория устойчивости таких операторно-разностных схем, достаточные и
необходимые условия устойчивости сформулированы в виде операторных неравенств.

Тем не менее многие прикладные задачи современного естествознания описываются нели-
нейными уравнениями математической физики. Для вычислительных методов, аппроксими-
рующих такие нелинейные задачи, в настоящее время отсутствует общая теория устойчи-
вости. Некоторые частные результаты получены в работах [4–9]; приведённые результаты
основывались на развитии техники принципа максимума [1, c. 44; 10] для нелинейных задач
и применении сеточного аналога леммы Бихари [11, 12].

Оказывается, что некоторые разностные схемы, аппроксимирующие нелинейные неста-
ционарные уравнения математической физики, могут быть записаны в каноническом ви-
де линейных операторно-разностных неравенств, к которым уже можно применять общую
теорию устойчивости А.А. Самарского [1]. Отметим, что с помощью линейных оператор-
ных неравенств можно получить предварительные оценки разностного решения в сильной
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норме пространств 𝐿∞ или 𝐶 на основе известных теорем вложения. После этого задача
исследования устойчивости нелинейных разностных схем становится линейной и для оцен-
ки возмущения разностного решения снова можно применить общую теорию устойчивости
линейных операторно-разностных уравнений.

В настоящей работе теория устойчивости линейных операторно-разностных схем пере-
носится на операторные неравенства. На основе достаточных условий устойчивости двух-
слойных и трёхслойных операторно-разностных схем получены соответствующие априорные
оценки для операторных неравенств. Эти оценки применяются к анализу устойчивости
разностных схем, аппроксимирующих уравнения Фишера [13–17] и Клейна–Гордона [18] с
нелинейной правой частью произвольного вида.

При рассмотрении операторно-разностных неравенств предполагается, что разностные
схемы являются критическими, т.е. когда разностное решение и его первая производная по
времени неотрицательны во всех узлах сеточной области [19, 20]. В указанных статьях уста-
новлены условия существования специальных поточечных оценок разностных решений —
так называемые условия критичности, и на их основе доказаны теоремы сравнения ре-
шений неявных разностных схем для различных нелинейных параболических уравнений,
т.е. определены условия, при которых одно решение мажорируется другим во всех уз-
лах пространственно-временно́й сетки. Полученные результаты свидетельствуют о том, что
решения неявных схем проявляют некоторые важные свойства “монотонности”, присущие
дифференциальным задачам для нелинейных параболических уравнений.

1. ДВУХСЛОЙНЫЕ ОПЕРАТОРНО-РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ

Пусть задано евклидово пространство 𝐻 и сетка по времени 𝜔̄𝜏 = {𝑡𝑛 = 𝑛𝜏 , 𝑛= 0, 𝑁0;
𝑁0𝜏 = 𝑇}= 𝜔𝜏 ∪{𝑇}. Обозначим через 𝐴,𝐵 : 𝐻→𝐻 линейные операторы, заданные в 𝐻 и
не зависящие от 𝜏 , 𝑡𝑛. Рассмотрим задачу Коши для двухслойной операторно-разностной
схемы [1, с. 357]

𝐵𝑦𝑡+𝐴𝑦=𝜙(𝑡), 0<𝑡∈𝜔𝜏 , 𝑦0=𝑢0, (1)

где 𝑦𝑛= 𝑦(𝑡𝑛)∈𝐻 — искомая функция, а входные данные 𝜙𝑛, 𝑢0 ∈𝐻 заданы.
Здесь и далее используются стандартные безындексные обозначения из [1, 21]: 𝑦 = 𝑦𝑛,

𝑦 = 𝑦𝑛+1, 𝑦 = 𝑦𝑛−1, 𝑦𝑡 = (𝑦− 𝑦)/𝜏 , 𝑦𝑡 = (𝑦− 𝑦)/𝜏 , 𝑦𝑡 = (𝑦− 𝑦)/2𝜏 , 𝑦(𝜎) = 𝜎𝑦+(1−𝜎)𝑦, 𝑦𝑡𝑡 =
= (𝑦−2𝑦+𝑦)/𝜏2. Через 𝐻𝐴, где 𝐴=𝐴* > 0, будем обозначать пространство со скалярным
произведением (𝑦, 𝑣)𝐴=(𝐴𝑦, 𝑣) и нормой ‖𝑦‖2𝐴=(𝐴𝑦, 𝑦).

Пусть в разностной схеме (1) 𝐵 =𝐸+ 𝜏𝐴, 𝐸 — единичный оператор. Тогда её можно
переписать в виде

𝑦𝑡+𝐴𝑦=𝜙, 0<𝑡<𝜔𝜏 , 𝑦0=𝑢0. (2)

Лемма 1. Для решения разностной схемы (2) при произвольном 𝜏 > 0 имеет место
оценка

‖𝑦𝑛+1‖⩽ ‖𝑦𝑛‖+2𝜏‖𝜙𝑛‖, 𝑛=0, 𝑁0−1. (3)

Доказательство. Умножив (2) скалярно в пространстве 𝐻 на 2𝜏𝑦= 2𝜏(𝑦(0.5)+0.5𝜏𝑦𝑡),
получим неравенство

𝜏(‖𝑦‖2)𝑡+𝜏2‖𝑦𝑡‖2⩽ 2𝜏‖𝜙‖ ‖𝑦‖,

из которого непосредственно следует оценка

(‖𝑦‖−‖𝑦‖)(‖𝑦‖+‖𝑦‖)⩽ 2𝜏‖𝜙𝑛‖(‖𝑦‖+‖𝑦‖).

Лемма доказана.
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Пусть в разностной схеме (2) 𝜙(𝑡)=𝜙1(𝑡)+𝜙2(𝑡). Тогда справедлива следующая
Лемма 2. Для решения разностной схемы (2) при произвольном 𝜏 > 0 имеет место

оценка
‖𝑦𝑛+1‖2+𝜏‖𝑦𝑛+1‖2𝐴+𝐼(𝑦𝑛+1)⩽ ‖𝑦𝑛‖2+

𝜏

2𝜀1
‖𝜙1‖2+2𝜏‖𝜙2‖2𝐴−1 , (4)

где 𝜀1> 0 — действительное число, определяемое из условия 𝐼(𝑦𝑛+1)⩾ 0,

𝐼(𝑦𝑛+1)=
𝜏

2
(‖𝑦𝑛+1‖2𝐴−4𝜀1‖𝑦𝑛+1‖2). (5)

Доказательство. Умножая уравнение (2) скалярно в 𝐻 на 2𝜏𝑦=2𝜏(𝑦(0.5)+0.5𝜏𝑦𝑡), будем
иметь

𝜏(‖𝑦‖2)𝑡+𝜏2‖𝑦𝑡‖2+2𝜏‖𝑦‖2𝐴⩽ 2𝜏(𝑦, 𝜙). (6)

Применяя к правой части (6) неравенство Коши с 𝜀, обобщённое неравенство Коши–Буня-
ковского, находим

2𝜏(𝑦, 𝜙1)⩽ 2𝜏𝜀‖𝑦‖2+ 𝜏

2𝜀
‖𝜙1‖2,

2𝜏(𝑦, 𝜙2)⩽ 2𝜏‖𝑦‖𝐴‖𝜙2‖𝐴−1 ⩽
𝜏

2
‖𝑦‖2𝐴+2𝜏‖𝜙2‖2𝐴−1 .

Подставляя полученные оценки в (6), приходим к требуемому соотношению (4). Лемма
доказана.

2. ДВУХСЛОЙНЫЕ ОПЕРАТОРНО-РАЗНОСТНЫЕ НЕРАВЕНСТВА

В этом пункте рассмотрим лишь критические разностные схемы. Дадим необходимые
определения в соответствии с работами [19, 20].

Определение 1. Разностная схема (1) называется критической, если при критических
входных данных её решение является критическим.

Определение 2. Входные данные и решение разностной задачи называются критиче-
скими, если при всех 𝑡∈𝜔𝜏 выполняется неравенство

𝑦(𝑡+𝜏)−𝑦(𝑡)⩾ 0. (7)

Фактически будут рассматриваться лишь такие разностные схемы, у которых разност-
ная производная по времени 𝑦𝑡 неотрицательна при определённых (критических) входных
данных. В свою очередь, доказательство поточечного выполнения (7) для конкретной нели-
нейной разностной схемы является нетривиальной задачей.

Вместо разностной задачи (1) рассмотрим соответствующее операторно-разностное нера-
венство

𝐵𝑦𝑡+𝐴𝑦⩽𝜙(𝑡), 0<𝑡∈𝜔𝜏 , 𝑦0=𝑢0, (8)

в котором постоянные линейные операторы 𝐴 и 𝐵 удовлетворяют (обычным) условиям

𝐵> 0 𝐴=𝐴*> 0.

Отметим, что операторные неравенства вида (8) могут возникнуть, если в разностных
схемах отбрасываются нелинейные отрицательные слагаемые в правой части уравнения, а
условие критичности (7) необходимо для применения метода энергетических неравенств в
сильных соболевских нормах.
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Лемма 3. Пусть
𝑅=𝐵−0.5𝜏𝐴⩾ 𝜀𝐸,

где 𝜀> 0 — любое число. Тогда для решения задачи (8) имеет место оценка

‖𝑦𝑛+1‖2𝐴⩽ ‖𝑦𝑛‖2𝐴+
𝜏

2𝜀
‖𝜙𝑛‖2. (9)

Доказательство леммы при условии (7) проводится аналогично доказательству соот-
ветствующего утверждения для операторно-разностной схемы (1) [1, с. 371].

3. УРАВНЕНИЕ ФИШЕРА

Уравнение Фишера, также известное как уравнение Колмогорова–Петровского–Пискунова
[13], названо в честь статистика и биолога Рональда Фишера, предложившего его для опи-
сания процессов популяционной динамики [14]. В области 𝑄𝑇 = {(𝑥, 𝑡) : 0<𝑥< 𝑙, 0< 𝑡<𝑇}
поставим для этого уравнения начальную граничную задачу с краевыми условиями Дирихле:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+𝜆𝑢(1−𝑢), 𝜆=const> 0, (𝑥, 𝑡)∈𝑄𝑇 , (10)

𝑢(𝑥, 0)=𝑢0(𝑥), 𝑢(0, 𝑡)=𝜇1(𝑡), 𝑢(𝑙, 𝑡)=𝜇2(𝑡). (11)

В дальнейшем будем предполагать неотрицательность входных данных

0⩽𝑢0(𝑥), 𝜇1(𝑡), 𝜇2(𝑡)⩽𝑚, (𝑥, 𝑡)∈𝑄𝑇 ,

где 𝑚=const> 0, 𝑄𝑇 = {(𝑥, 𝑡) : 0⩽𝑥⩽ 𝑙, 0⩽ 𝑡⩽𝑇}, 𝑇 — конечное число.
Отметим, что при неоднородных краевых условиях задача (10), (11) теряет свойство

самосопряжённости эллиптического оператора. Здесь и далее предполагаем, что решение
рассматриваемой дифференциальной задачи существует, единственно и обладает в 𝑄̄𝑇 всеми
необходимыми непрерывными производными.

На равномерной сетке 𝜔̄ = 𝜔̄ℎ× 𝜔̄𝜏 , 𝜔̄ℎ = 𝜔ℎ∪{𝑥0 = 0, 𝑥𝑁 = 𝑙}, 𝜔ℎ = {𝑥𝑖 = 𝑖ℎ, 𝑖= 1, 𝑁−1,
ℎ𝑁 = 𝑙} задачу (10), (11) аппроксимируем разностной схемой

𝑦𝑡= 𝑦𝑥̄𝑥+𝜆𝑦(1−𝑦), (12)

𝑦(𝑥, 0)=𝑢0(𝑥), 𝑥∈ 𝜔̄ℎ, 𝑦𝑛+1
0 =𝜇𝑛+1

1 , 𝑦𝑛+1
𝑁 =𝜇𝑛+1

2 . (13)

3.1. УСТОЙЧИВОСТЬ ПО НАЧАЛЬНЫМ ДАННЫМ В 𝐿2(𝜔𝐻)

Схему (12), (13) запишем в каноническом виде [1, c. 243]:

𝐶𝑖𝑦
𝑛+1
𝑖 =𝐴𝑖𝑦

𝑛+1
𝑖−1 +𝐵𝑖𝑦

𝑛+1
𝑖+1 +𝐹𝑛

𝑖 , 𝑖=1, 𝑁−1,

𝑦𝑛+1
0 =𝜇𝑛+1

1 , 𝑦𝑛+1
𝑁 =𝜇𝑛+1

2 ,

где
𝐴𝑖=𝐵𝑖= 𝛾, 𝛾= 𝜏/ℎ2, 𝐶𝑖=1+2𝛾, 𝐹𝑛

𝑖 =(1+𝜆𝜏(1−𝑦𝑛𝑖 ))𝑦𝑛𝑖 .
Будем также использовать (обычные) равномерные сеточные нормы

‖𝑣‖𝐶 =max
𝑥∈𝜔ℎ

|𝑣(𝑥)|, ‖𝑣‖𝐶 =max
𝑥∈𝜔ℎ

|𝑣(𝑥)|.

Прежде чем исследовать устойчивость решения разностной схемы в нелинейном слу-
чае, получим априорную оценку решения в равномерной 𝐶-норме [5]. Докажем следующее
утверждение.
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Лемма 4. При достаточно малом временно́м шаге

𝜏 ⩽ 𝜏0, 𝜏0=
1

𝜆𝑚2
, (14)

решение разностной задачи для всех (𝑥, 𝑡)∈𝜔 неотрицательно и ограничено:

0⩽ 𝑦(𝑥, 𝑡)⩽𝑚2, 𝑚2= 𝑒𝜆𝑇 max
{︁
max
𝑡∈𝜔𝜏

{𝜇1(𝑡), 𝜇2(𝑡)}, ‖𝑢0‖𝐶
}︁
. (15)

Доказательство. Воспользуемся нестандартным принципом максимума [22] и методом
индукции. Пусть на 𝑗-м временно́м слое имеет место априорная оценка

0⩽ 𝑦𝑗𝑖 ⩽𝑚𝑗
2, 𝑚𝑗

2=max
{︀
max{𝜇𝑗1, 𝜇

𝑗
2}, 𝑒

𝜆𝜏‖𝑦𝑗−1‖𝐶
}︀
, 𝑗=1, 𝑛.

Докажем, что эта же оценка имеет место и при 𝑗=𝑛+1, т.е. на (𝑛+1)-м временно́м слое.
Так как выполнены условия положительности коэффициентов

𝐴𝑖> 0, 𝐵𝑖> 0, 𝐷𝑖=𝐶𝑖−𝐴𝑖−𝐵𝑖=1> 0,

то на основании леммы [17] для сеточной функции 𝑦𝑛+1
𝑖 справедлива двусторонняя оценка

𝑚𝑛
1 ⩽ 𝑦𝑛+1

𝑖 ⩽ 𝑚̄𝑛
2 ,

в которой

𝑚𝑛
1 =min

{︂
min
𝑥∈𝛾ℎ

𝜇(𝑥), min
𝑥∈𝜔ℎ

𝐹 (𝑥)

𝐷(𝑥)

}︂
=min

{︁
min{𝜇𝑛1 , 𝜇𝑛2}, min

𝑥∈𝜔ℎ

(1+𝜆𝜏(1−𝑦𝑛𝑖 ))𝑦𝑛𝑖
}︁
.

В силу условия (10) и предположения индукции заключаем, что

𝑚𝑛
1 =min

{︁
min{𝜇𝑛1 , 𝜇𝑛2}, min

𝑥∈𝜔ℎ

(1−𝜆𝜏𝑦𝑛𝑖 )𝑦𝑛𝑖
}︁
⩾ 0,

𝑚̄𝑛
2 =max

{︁
max
𝑥∈𝛾ℎ

𝜇(𝑥),max
𝑥∈𝜔ℎ

(1+𝜆𝜏(1−𝑦𝑛𝑖 ))𝑦𝑛𝑖
}︁
⩽

⩽max
{︁
max{𝜇𝑛1 , 𝜇𝑛2},max

𝑥∈𝜔ℎ

(1+𝜆𝜏)𝑦𝑛𝑖

}︁
⩽max

{︁
max{𝜇𝑛1 , 𝜇𝑛2}, 𝑒𝜆𝜏𝑦𝑛𝑖

}︁
. (16)

Итак, неравенства (15) для 𝑗=𝑛+1 доказаны в силу произвольности 𝑛=0, 𝑁0−1, и из
(16) следует требуемая оценка (15). Лемма доказана.

Следствие. При выполнении условий леммы 4 для решения разностной задачи (12),
(13) имеет место оценка

max
𝑡∈𝜔𝜏

‖𝑦(𝑡)‖𝐶 ⩽𝑚2.

Доказательство. Для доказательства устойчивости рассматриваемой разностной схемы
по начальным данным необходимо также рассмотреть задачу с возмущённым начальным
условием

𝑦𝑡= ^̃𝑦𝑥̄𝑥+𝜆𝑦−𝜆𝑦2, (17)

𝑦(𝑥, 0)= 𝑢̃0(𝑥)⩾ 0, 𝑥∈ 𝜔̄ℎ, 𝑦𝑛+1
0 =𝜇𝑛+1

1 ⩾ 0, 𝑦𝑛+1
𝑁 =𝜇𝑛+1

2 ⩾ 0. (18)

Как и для решения разностной задачи (12), (13), при 𝜏 ⩽ 𝜏0, 𝜏0 = 1/(𝜆𝑚̃2), 𝑚̃2 =
= 𝑒𝜆𝑇 max{max𝑡∈𝜔𝜏 {𝜇1(𝑡), 𝜇2(𝑡)}, ‖𝑢̃0‖𝐶} аналогично можно получить оценку

0<𝑦(𝑥, 𝑡)⩽ 𝑚̃2, (𝑥, 𝑡)∈ 𝜔̄.
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Вычитая из (17), (18) соответствующие уравнения (12), (13), получаем задачу для возму-
щения 𝑦= 𝑦−𝑦 с однородными граничными условиями:

𝑦𝑡= ^̄𝑦𝑥̄𝑥+𝜆𝑦(1−(𝑦+𝑦)), (19)

𝑦(𝑥, 0)= 𝑢̄0(𝑥)= 𝑢̃0(𝑥)−𝑢0(𝑥), 𝑦𝑛+1
0 = 𝑦𝑛+1

𝑁 =0. (20)

Разностная задача (19), (20) может быть записана в виде (2), если положить 𝑦𝑛 =
= (𝑦𝑛1 , . . . , 𝑦

𝑛
𝑁−1)

𝑇 , 𝜙𝑛 = (𝜙𝑛
1 , . . . , 𝜙

𝑛
𝑁−1)

𝑇 , оператор 𝐴 : 𝐻 → 𝐻, где линейное пространство
𝐻 =𝐻ℎ состоит из множества векторов вида

(︀
𝑣(𝑥1), . . . , 𝑣(𝑥𝑁−1)

)︀𝑇 , скалярное произведение
и норма в котором задаются формулами

(𝑦, 𝑣)=

𝑁−1∑︁
𝑖=1

ℎ𝑦𝑖𝑣𝑖, ‖𝑣‖=
√︀
(𝑣, 𝑣),

(𝐴𝑦)𝑖=−𝑦𝑥̄𝑥,𝑖, 𝑖=1, 𝑁−1, 𝑦0= 𝑦𝑁 =0, 𝐴=𝐴*⩾ 𝛿𝐸, 𝛿=8/𝑒2.

Для решения задачи (19), (20) воспользуемся априорной оценкой (3):

‖𝑦𝑛+1‖⩽ ‖𝑦𝑛‖+2𝜏𝜆(1+‖𝑦‖𝐶+‖𝑦‖𝐶)‖𝑦𝑛‖⩽ (1+𝜏𝑐)‖𝑦𝑛‖⩽ 𝑒𝑐𝑡𝑛+1‖𝑢̄0‖,

где 𝑐=2𝜆(1+𝑚2+𝑚̃2). Таким образом, доказана следующая
Теорема 1. Разностная схема (12), (13) абсолютно 𝜌-устойчива в сеточной норме

𝐿2(𝜔ℎ) по начальным данным и имеет место априорная оценка

max
𝑡∈𝜔̄𝜏

‖𝑦(𝑡)−𝑦(𝑡)‖⩽ 𝑐‖𝑢̃0−𝑢0‖. (21)

Тем самым мы доказали классическую устойчивость, опираясь на предварительные оцен-
ки разностного решения в сильной равномерной норме, на основе теории устойчивости двух-
слойных операторно-разностных схем [1].

3.2. СХОДИМОСТЬ

Рассмотрим задачу для погрешности метода 𝑧= 𝑦−𝑢. Подставляя 𝑦= 𝑧+𝑢 в уравнения
(12), (13), получаем задачу для 𝑧 с однородными граничными и начальными условиями:

𝑧𝑡= 𝑧𝑥̄𝑥+𝜆(1−2𝑢)𝑧+𝜓, (22)

𝑧(𝑥, 0)=0, 𝑥∈ 𝜔̄ℎ, 𝑧𝑛+1
0 = 𝑧𝑛+1

𝑁 .

Запишем эту задачу в операторном виде (2):

𝑧𝑡+𝐴𝑧=𝜙1+𝜙2, 𝑧0=0,

где по-прежнему (𝐴𝑧)𝑖 = −𝑧𝑥̄𝑥,𝑖, 𝑖 = 1, 𝑁−1, 𝑧0 = 𝑧𝑁 = 0, 𝐴 = 𝐴* > 0, 𝜙1 = 𝜆(1− 2𝑢)𝑧+𝜓,
𝜓=−𝑢𝑡+ 𝑢̂𝑥̄𝑥+𝜆𝑢(1−𝑢) — погрешность аппроксимации схемы на решении.

Для анализа скорости сходимости схемы (12), (13) применим априорную оценку (4).
Прежде всего заметим, что, используя вложение 8‖𝑧‖2 ⩽ 𝑙2‖𝑧‖2𝐴 и выбирая 𝜀 из условия
1− 𝜀𝑙2/2 ⩾ 0, можем убедиться в выполнении неравенства 𝐼(𝑧𝑛+1) ⩾ 0. Следовательно, на
основании априорной оценки (4) заключаем, что

‖𝑧𝑛+1‖2+𝜏‖𝑧𝑛+1‖2𝐴⩽ ‖𝑧𝑛‖2+
𝜏𝜆2

2𝜀
‖1−2𝑢‖2𝐶‖𝑧𝑛‖2+2𝜏‖𝑧𝑛+1‖2𝐴−1 ,
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откуда следует оценка

‖𝑧𝑛+1‖2+
𝑛∑︁

𝑘=0

𝜏‖𝑧𝑘‖2⩽ 𝑐2

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜏𝑘‖𝜓𝑘‖2𝐴−1 ⩽ 𝑐3(ℎ
2+𝜏)2,

выражающая скорость сходимости как в сеточной норме 𝐿2, так и в интегральной по време-
ни норме ‖𝑧‖𝐿2(𝜔̄ℎ×𝜔̄𝜏 ). Оценки скорости сходимости в негативных нормах по правой части
обычно используются при анализе точности решения на обобщённых решениях дифферен-
циальной задачи (5).

3.3. АПРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ В 𝐻𝐴

Для получения априорных оценок в более сильных энергетических нормах на основе
теории операторно-разностных неравенств нам нужно сначала доказать, что схема (12), (13)
является критической, т.е. что 𝑦𝑡⩾ 0 при всех (𝑥, 𝑡)∈ 𝜔̄.

Вычитая из уравнения (12) это же уравнение, записанное на (𝑛−1)-м временно́м слое,
получаем задачу для 𝑣= 𝑦𝑡:

𝑣𝑡= 𝑣𝑥̄𝑥+𝜆(1−(𝑦+𝑦))𝑣,

𝑣(𝑥, 0)= 𝑣0, 𝑥∈𝜔ℎ, 𝑣𝑛+1
0 =𝜇1, 𝑣𝑛+1

𝑁 =𝜇2, (23)

где сеточная функция 𝑣0(𝑥), 𝑥∈ 𝜔̄ℎ, является решением разностной задачи

𝑣0𝑖+𝜏𝑣0𝑥̄𝑥,𝑖=𝑢0𝑥̄𝑥,𝑖+𝜆𝑢0𝑖(1−𝑢0𝑖), 𝑖=1, 𝑁−1, (24)

𝑣00=𝜇1𝑡(0), 𝑣0𝑁 =𝜇2𝑡(0), 𝜇1(0)=𝑢0(0), 𝜇2(0)=𝑢0(𝑙). (25)

Разностная задача (24), (25) является следствием разностной схемы и условия согласован-
ности входных данных дифференциальной задачи. В свою очередь, схему (23), (24) можно
рассматривать как аппроксимацию дифференциального уравнения Фишера, записанного в
момент времени 𝑡=0:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0)=𝑢′′0(𝑥)+𝜆(1−𝑢0)𝑢0,

где 𝑢0(𝑥) — начальная функция, удовлетворяющая уравнению (11). Далее предполагаем
неотрицательность всех входных данных:

𝑣0(𝑥)⩾ 0, 𝑥∈ 𝜔̄ℎ, 𝜇𝑘(𝑡)⩾ 0, 𝑡∈𝜔𝜏 , 𝑘=1, 2.

Кроме того, будем предполагать, что временной шаг 𝜏 является достаточно малым:

𝜏 ⩽ 𝜏0, 𝜏0=
1

𝜆𝑚3
, 𝑚3=2𝑚2.

Тогда на основании леммы 4 имеем неравенство

𝑣𝑛+1
𝑖 ⩾min

{︁
min
𝑘=1,2

𝜇𝑘𝑡, min
𝑥∈𝜔ℎ

(︀
1+𝜆𝜏(1−(𝑦+𝑦))𝑣𝑛𝑖

)︀}︁
⩾ 0

при достаточно малом 𝜏 ⩽ 𝜏0. Так как 𝑦, 𝑣 ⩾ 0 при всех (𝑥, 𝑡) ∈ 𝜔̄, то в предположении
однородности граничных условий разностную задачу (12), (13) можно записать в виде уже
линейного операторно-разностного неравенства (8):

𝐵𝑦𝑡+𝐴𝑦⩽𝜙(𝑡), 𝑣(0)= 𝑣0,

в котором 𝐵=𝐸+𝜏𝐴, 𝐴=𝐴*> 0, 𝜙(𝑡)=𝜆𝑦.
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Воспользуемся теперь леммой 3, в условии которой неравенство

𝑅=𝐵−0.5𝜏𝐴=𝐸+0.5𝜏𝐴⩾ 𝜀𝐸

выполнено для любого 0< 𝜀⩽ 1. Кроме того, в силу вложения 8‖𝑦𝑛+1‖2 ⩽ 𝑙2‖𝑦𝑛+1‖2𝐴 нера-
венство

𝐼(𝑦𝑛+1)⩾
𝜏

2

(︁
1− 𝑙

2
𝜀1

)︁
‖𝑦𝑛+1‖2𝐴⩾ 0

выполнено для любого 0<𝜀1⩽ 2/𝑙. Следовательно, на основании оценки (9) заключаем, что

‖𝑦𝑛+1‖2𝐴⩽ ‖𝑦𝑛‖2𝐴+
𝜏𝜆2

2𝜀1
‖𝑦𝑛‖2⩽ (1+𝜏𝑐4)‖𝑦𝑛‖2𝐴⩽ . . .⩽ 𝑒𝑐4𝑡𝑛+1‖𝑣0‖2𝐴.

Здесь 𝑐4=𝜆2𝑙2/(16𝜀1). Итак, доказана
Теорема 2. Пусть 𝜇1𝑡=𝜇2𝑡=0, 0<𝜀1⩽2/𝑙, 𝜏 ⩽ 𝜏0, 𝜏0=1/(𝜆𝑚3). Тогда при положитель-

ности всех входных данных разностных задач (12), (13), (21), (22) для сеточной функции
𝑦 имеет место в 𝐻𝐴 априорная оценка

max
𝑡∈𝜔𝜏

‖𝑦(𝑡)‖𝐴⩽ 𝑒
𝑐4𝑇
2 ‖𝑢0‖𝐴.

Замечание. Все полученные выше результаты остаются справедливыми и для разност-
ных схем, аппроксимирующих квазилинейные уравнения с нелинейностями неограниченного
роста [5]

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝑘(𝑢)

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂
+𝑓(𝑢), 𝑢∈𝐷𝑢,

0<𝑘1⩽ 𝑘(𝑢)<𝑘2, 𝑘′𝑢⩽ 0, |𝑘′(𝑢)|⩽ 𝑘3, 𝑢∈ 𝐷̄𝑢, 𝑢′ ∈ 𝐷̄𝑢̃,

где 𝐷̄𝑢 и 𝐷̄𝑢̃ — области значений точного и возмущённого решений:

𝐷̄𝑢= {𝑢(𝑥, 𝑡) : 𝑚1⩽𝑢(𝑥, 𝑡)⩽𝑚2, (𝑥, 𝑡)∈ 𝑄̄𝑇 },

𝐷̄𝑢̃= {𝑢(𝑥, 𝑡) : 𝑚̃1⩽ 𝑢̃(𝑥, 𝑡)⩽ 𝑚̃2, (𝑥, 𝑡)∈ 𝑄̄𝑇 }.

4. ТРЁХСЛОЙНЫЕ ОПЕРАТОРНО-РАЗНОСТНЫЕ НЕРАВЕНСТВА

Рассмотрим задачу Коши для операторно-разностного неравенства

𝐷𝑦𝑡𝑡+𝐴𝑦⩽𝜙(𝑡), 0<𝑡∈𝜔𝜏 , (26)

𝑦0=𝑢0, 𝑦𝑡,0=𝑢01,

где 𝑦𝑛 = 𝑦(𝑡𝑛) ∈𝐻 — искомая функция, а 𝜙𝑛 = 𝜙(𝑡𝑛) и 𝑢0, 𝑢01 ∈𝐻 заданы. Далее будем
использовать следующие очевидные тождества:

2𝜏𝑦𝑡= 𝜏(𝑦𝑡+𝑦𝑡)= 𝑦(0.5)−𝑦(0.5), (27)

𝑦=
1

4
(𝑦(0.5)+𝑦(0.5))− 𝜏2

4
𝑦𝑡𝑡. (28)

Определим пространство 𝐻2 как множество векторов

𝑌 = {𝑌 (1), 𝑌 (2)}, 𝑌 (𝛼) ∈𝐻, 𝛼=1, 2,

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 6 2024



838 МАТУС

в котором сложение и умножение на число проводятся покоординатно:

𝑌 +𝑉 = {𝑌 (1)+𝑉 (1), 𝑌 (2)+𝑉 (2)}, 𝛼𝑌 = {𝛼𝑌 (1), 𝛼𝑌 (2)}.

Если в пространстве 𝐻 введено скалярное произведение (·, ·), то в пространстве 𝐻2 также
можно ввести скалярное произведение

(𝑌, 𝑉 )=

2∑︁
𝛼

(𝑌 (𝛼), 𝑉 (𝛼)).

В 𝐻2 определим норму

‖𝑌𝑛+1‖= {‖𝑦𝑡‖2𝑅+‖𝑦(0.5)‖2𝐴}1/2.

Всюду ниже предполагаем, что все рассматриваемые разностные схемы являются кри-
тическими, т.е. существуют такие неотрицательные входные данные, при которых решение
𝑦 и производная 𝑦𝑡 являются неотрицательными сеточными функциями при всех (𝑥, 𝑡)∈ 𝜔̄.

Докажем следующее утверждение.
Теорема 3. Пусть постоянные операторы 𝐴, 𝐷 удовлетворяют соотношениям

𝐴=𝐴*> 0, 𝐷=𝐷*> 0,

𝑅=𝐷− 𝜏2

4
𝐴>𝐸, 𝑅=𝑅*, 𝑅−1<𝐸,

𝐷⩾
1+𝜀

4
𝜏2𝐴. (29)

Тогда имеют место следующие априорные оценки:

‖𝑌𝑛+1‖⩽ ‖𝑌𝑛‖+𝜏‖𝜙(𝑡𝑛)‖, (30)

‖𝑦𝑛+1‖𝐴⩽

√︂
𝜀

1+𝜀

(︂
‖𝑦0‖𝐴+‖𝑦𝑡,0‖𝐷+

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜏‖𝜙𝑘‖
)︂
.

Доказательство. Используя тождество (28), перепишем неравенство (26) в виде

𝑅𝑦𝑡𝑡+
1

2

(︀
𝑦(0.5)+𝑦(0.5)

)︀
⩽𝜙𝑛. (31)

Умножая неравенство (31) скалярно в 𝐻 на 2𝜏𝑦𝑡 и учитывая тождество (27), получаем
энергетическое выражение

‖𝑌𝑛+1‖2−‖𝑌𝑛‖2⩽ 𝜏(𝑦𝑡+𝑦𝑡, 𝜙). (32)

Правую часть в (31) оценим следующим образом:

𝜏(𝑦𝑡+𝑦𝑡, 𝜙)⩽ 𝜏(‖𝑦𝑡‖𝑅+‖𝑦𝑡‖𝑅)‖𝜙‖𝑅−1 ⩽ 𝜏(‖𝑌𝑛+1‖+‖𝑌𝑛‖)‖𝜙‖.

Подставляя последнюю оценку в (32), приходим к первому неравенству (30). Второе
неравенство следует из двусторонней оценки [1, с. 399]√︂

1+𝜀

𝜀
‖𝑦‖𝐴⩽ ‖𝑌 ‖⩽ ‖𝑦‖𝐴+‖𝑦𝑡‖𝐷

и неравенства

‖𝑌𝑛+1‖⩽ ‖𝑌1‖+
𝑛∑︁

𝑘=1

𝜏‖𝜙(𝑡𝑘)‖,

которое непосредственно вытекает из выражения (29). Теорема доказана.
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4.1. УРАВНЕНИЕ КЛЕЙНА–ГОРДОНА

Уравнение Клейна–Гордона играет важную роль в математической физике, в частности,
используется при изучении солитонов в физике конденсированного вещества [18]. В области
𝑄𝑇 рассмотрим для этого уравнения следующую начально-краевую задачу:

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+𝑓1(𝑢)+𝑓2(𝑥, 𝑡), (33)

𝑢(𝑥, 0)=𝑢0(𝑥),
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0)=𝑢01(𝑥), (34)

𝑢(0, 𝑡)= 0, 𝑢(𝑙, 𝑡)= 0. (35)

Наряду с задачей (33)–(35) будем рассматривать и задачу с возмущёнными входными
данными

𝜕2𝑢̃

𝜕𝑡2
=
𝜕2𝑢̃

𝜕𝑥2
+𝑓1(𝑢̃)+𝑓2(𝑥, 𝑡),

𝑢̃(𝑥, 0)= 𝑢̃0(𝑥),
𝜕𝑢̃

𝜕𝑡
(𝑥, 0)= 𝑢̃01(𝑥),

𝑢̃(0, 𝑡)= 0, 𝑢̃(𝑙, 𝑡)= 0.

Как обычно в задачах с неограниченной нелинейностью предполагаем выполнение сле-
дующих условий, накладываемых на функции, зависящие от точного решения:

𝑓1(𝑢)⩽ 0, 𝑓1(𝑢̃)⩽ 0, |𝑓(𝑢̃)−𝑓(𝑢)|⩽𝐿|𝑢̃−𝑢|, 𝑢∈ 𝐷̄𝑢, 𝑢̃∈ 𝐷̄𝑢̃, 𝐿=const> 0,

лишь в области значений точного решения.
На равномерной сетке 𝜔̄= 𝜔̄ℎ× 𝜔̄𝜏 дифференциальные задачи заменим разностными:

𝑦𝑡𝑡= 𝑦
(𝜎,𝜎)
𝑥̄𝑥 +𝑓1(𝑦)+𝑓2, (36)

𝑦(𝑥, 0)=𝑢0(𝑥), 𝑥∈ 𝜔̄ℎ, 𝑦𝑡(𝑥, 0)=𝑢1(𝑥), 𝑥∈𝜔ℎ, 𝑦
⃒⃒
𝛾ℎ

=0; (37)

𝑦𝑡𝑡= 𝑦
(𝜎,𝜎)
𝑥̄𝑥 +𝑓1(𝑦)+𝑓2, (38)

𝑦(𝑥, 0)= 𝑢̃0(𝑥), 𝑥∈ 𝜔̄ℎ, 𝑦𝑡(𝑥, 0)= 𝑢̃1(𝑥), 𝑥∈𝜔ℎ, ^̃𝑦
⃒⃒
𝛾ℎ

=0, (39)

где, как обычно,

𝑦(𝜎,𝜎)= 𝑦+𝜎𝜏2𝑦𝑡𝑡, (40)

𝑢1(𝑥)=𝑢01+
𝜏

2

(︀
𝑢′′0(𝑥)+𝑓1(𝑢0)+𝑓2(𝑥, 0)

)︀
, 𝑥∈𝜔ℎ,

𝑢̃1(𝑥)= 𝑢̃01+
𝜏

2

(︀
𝑢̃′′0(𝑥)+𝑓1(𝑢̃0)+𝑓2(𝑥, 0)

)︀
, 𝑥∈𝜔ℎ.

Пусть 𝑦𝑛 ∈ 𝐷̄𝑢 и, следовательно, 𝑓1(𝑦𝑛)⩽ 0. Тогда из (36) имеем неравенство

𝑦𝑡𝑡⩽ 𝑦
(𝜎,𝜎)
𝑥̄𝑥 +𝑓2. (41)

Учитывая тождество (40), разностную схему (41), (37) запишем в каноническом виде (26):

𝐷𝑦𝑡𝑡+𝐴𝑦⩽ 𝑓2(𝑡), 0<𝑡∈𝜔𝜏 , (42)

здесь 𝐷=𝐸+𝜎𝜏2𝐴, 𝑅=𝐸+𝜏2(𝜎−1/4)𝐴.
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Пусть
1+𝜀

4
⩽𝜎⩽ 1, 0<𝜀⩽ 3. (43)

Тогда 𝑅⩾𝐸 и выполнено условие (41). На основании теоремы 3 заключаем, что

‖𝑦𝑛+1‖𝐶 ⩽

√
𝑙

2
‖𝑦𝑛+1‖𝐴⩽𝑀

(︂
‖𝑢0‖𝐴+‖𝑢1‖𝐷+

𝑁0−1∑︁
𝑘=1

𝜏‖𝑓2𝑘‖
)︂
⩽𝑚3, 𝑚3𝑒

𝑐𝑇 ⩽𝑚2, (44)

где

𝑀 =

√
𝑙

2

√︂
𝜀

1+𝜀
, 𝑐=

𝐿𝑙

2
√
2
.

Аналогично и для возмущённой разностной схемы (38), (39)

‖𝑦𝑛+1‖𝐿∞ = ‖𝑦𝑛+1‖𝐶 ⩽ 𝑚̃3, 𝑚̃3𝑒
𝑐𝑇 ⩽ 𝑚̃2. (45)

Следовательно, 𝑦𝑛+1 ∈ 𝐷̄𝑢, 𝑦𝑛+1 ∈ 𝐷̄𝑢̃. Итак, доказана
Теорема 4. Пусть в разностной схеме (26), (37) вес 𝜎 удовлетворяет неравенству

(43). Тогда для решений разностных схем 𝑦𝑛∈ 𝐷̄𝑢, 𝑦𝑛∈ 𝐷̄𝑢̃ для всех 𝑛=0, 𝑁0 имеют место
оценки

‖𝑦𝑛‖𝐶 ⩽ 𝑚̄3, ‖𝑦𝑛‖𝐶 ⩽ 𝑚̄3, 𝑚̄3=max{𝑚3, 𝑚̃3},

причём постоянные 𝑚3, 𝑚̃3 зависят лишь от 𝜀 и входных данных задачи и удовлетворяют
условиям (44), (45).

4.2. УСТОЙЧИВОСТЬ

Вычитая из возмущённой задачи (38), (39) соответствующие уравнения (36), (37), с
учётом сделанных выше предположений получаем разностное неравенство

𝑦𝑡𝑡⩽ 𝑦
(𝜎,𝜎)
𝑥̄𝑥 +𝐿𝑦+𝑓2,

𝑦0= 𝑢̃0−𝑢0, 𝑦𝑡,0= 𝑢̃1−𝑢1.

При выполнении условий (43) можем воспользоваться априорной оценкой (30):

‖𝑌𝑛+1‖⩽ ‖𝑌 ‖𝑛+𝜏𝐿‖𝑦‖+𝜏‖𝑓2‖.

Так как

‖𝑦𝑛‖⩽
𝑙

2
√
2
‖𝑦𝑛‖𝐴⩽

𝑙

2
√
2

√︂
1+𝜀

𝜀
‖𝑌𝑛‖,

то из последнего неравенства находим оценки

‖𝑦𝑛−𝑦𝑛‖𝐶 ⩽

√
𝑙

2
‖𝑌𝑛‖⩽𝑀𝑒𝑐𝑇

(︂
‖𝑢̃0−𝑢0‖𝐴+‖𝑢̃1−𝑢1‖𝐷+

𝑁0−1∑︁
𝑘=1

𝜏‖𝑓2𝑘−𝑓2𝑘‖
)︂
, (46)

выражающие абсолютную устойчивость решения разностный схемы (26), (46) в равномерной
норме пространств 𝐿∞ или 𝐶 при единственном ограничении на вес (43).

ФИНАНСИРОВАНИЕ РАБОТЫ

Работа выполнена при финансовой поддержке государственной программы научных ис-
следований “Конвергенция—2025” (проект 2021025).

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 6 2024



ПРИМЕНЕНИЕ ОПЕРАТОРНЫХ НЕРАВЕНСТВ 841

КОНФЛИКТ ИНТЕРЕСОВ

Автор данной работы заявляет, что у него нет конфликта интересов.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Самарский, А.А. Теория разностных схем / А.А. Самарский. — М. : Наука, 1977. — 657 с.
2. Самарский, А.А. Устойчивость разностных схем / А.А. Самарский, А.В. Гулин. — М. : Наука,

1973. — 415 с.
3. Вабищевич, П.Н. Аддитивные операторно-разностные схемы / П.Н. Вабищевич. — М. : Красанд,

2019. — 464 с.
4. Matus, P. Stability of difference schemes for nonlinear time-dependent problems / P. Matus //

Comput. Meth. Appl. Math. — 2003. — V. 3, № 2. — P. 313–329.
5. Matus, P. On convergence of difference schemes for IBVP for quasilinear parabolic equation with

generalized solutions / P. Matus // Comput. Meth. Appl. Math. — 2014. — V. 14, № 3. — P. 361–371.
6. Матус, П.П. Исследование устойчивости и сходимости разностных схем для политропного газа

с дозвуковыми течениями / П.П. Матус, М.М. Чуйко // Дифференц. уравнения. — 2009. —
Т. 45, № 7. — С. 1053–1064.

7. Matus, P. Nonlinear stability for equations of isentropic gas dynamics / P. Matus, A. Kolodynska //
Comput. Meth. Appl. Math. — 2008. — V. 8, № 2. — P. 155–170.

8. Матус, П.П. Устойчивость по начальным данным и монотонность неявной разностной схемы
для однородного уравнения пористой среды с квадратичной нелинейностью / П.П. Матус //
Дифференц. уравнения. — 2010. — Т. 46, № 7. — С. 1011–1021.

9. Матус, П.П. О корректности разностных схем для полулинейного уравнения с обобщёнными
решениями / П.П. Матус // Журн. вычислит. математики и мат. физики. — 2010. — Т. 50,
№ 12. — С. 2155–2175.

10. Matus, P. The maximum principle and same its applications / P. Matus // Comput. Meth. Appl.
Math. — 2002. — V. 2, № 1. — P. 50–91.

11. Лемешевский, С.В. Лемма Бихари и её применение к исследованию устойчивости нелинейных
разностных схем / С.В. Лемешевский, Е.К. Макаров, П.П. Матус // Докл. НАН Беларуси. —
2010. — Т. 54, № 1. — С. 5–9.

12. Демидович, В.Б. Об одном признаке устойчивости разностных уравнений / В.Б. Демидович //
Дифференц. уравнения. — 1969. — Т. 5, № 7. — С. 1247–1255.

13. Колмогоров, А.Н. Исследования уравнения диффузии, соединённой с возрастанием количества
вещества, и его применение к одной биологической проблеме / А.Н. Колмогоров, И.Г. Петров-
ский, Н.С. Пискунов // Бюлл. Моск. гос. ун-та. Секция А. — 1937. — Т. 1, № 6. — С. 1–25.

14. Fisher, R.A. The wave of advance of advantageous genes / R.A. Fisher // Ann. Hum. Genetic. —
1937. — V. 7, № 4. — P. 353–369.

15. Murray, J.D. Mathematical Biology: an Introduce / J.D. Murray. — Berlin, 2001. — 551 p.
16. Матус, П.П. Компактные и монотонные разностные схемы для параболических уравнений /

П.П. Матус, Б.Д. Утебаев // Мат. моделирование. — 2021. — Т. 33, № 4. — С. 60–78.
17. Матус, П.П. Глобально устойчивые разностные схемы для уравнения Фишера / П.П. Матус,

Д. Пылак // Дифференц. уравнения. — 2023. — Т. 59, № 7. — С. 960–967.
18. Caudrey, P.J. The sine-Gordon as a model classical fied theory / P.J. Caudrey // Nuovo Cimento. —

1975. — V. 25, № 2. — P. 497–511.
19. О сравнении решений параболических уравнений / В.А. Галиктионов, С.П. Курдюмов, А.П. Ми-

хайлов, А.А. Самарский // Докл. АН СССР. — 1979. — Т. 248, № 3. — С. 586–589.
20. Галиктионов, В.А. Условия критичности и теоремы сравнения разностных решений нелинейных

параболических уравнений / В.А. Галиктионов // Журн. вычислит. математики и мат. физики. —
1983. — Т. 23, № 1. — С. 109–118.

21. Samarskii, A.A. Difference schemes with operator factors / A.A. Samarskii, P.P. Matus, P.N. Vabishche-
vich. — Dordrech : Kluwer, 2002. — 384 p.

22. Matus, P. Analysis of second order difference schemes on non-uniform grids for quasilinear parabolic
equations / P. Matus, L.M. Hieu, L.G. Vulkov // J. Comput. Appl. Math. — 2017. — V. 310. —
P. 186–199.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 6 2024



842 МАТУС

USING OPERATOR INEQUALITIES IN STABILITY RESEARCH
OF DIFFERENCE SCHEMES FOR NONLINEAR BOUNDARY PROBLEMS

WITH NONLINEARITY OF UNLIMITED GROWTH

P. P. Matus

Institute of Mathematics of NAS of Belarus, Minsk, Belarus
e-mail: piotr.p.matus@gmail.com

The article develops the theory of stability of linear operator schemes for operator inequalities and
nonlinear nonstationary initial-boundary value problems of mathematical physics with nonlinearities
of unlimited growth. Based on sufficient conditions for the stability of A.A. Samarsky’s two-layer
and three-layer difference schemes, the corresponding a priori estimates for operator inequalities are
obtained under the condition of the criticality of the difference schemes under consideration, i.e. when
the difference solution and its first time derivative are non-negative at all nodes of the grid region. The
results obtained are applied to the analysis of the stability of difference schemes that approximate the
Fisher and Klein-Gordon equation with a nonlinear right-hand side.

Keywords: stability, operator inequality, difference scheme, Fisher equation.

FUNDING

This work was carried out with financial support from the state scientific research program “Convergence—2025”
(project no. 2021025).

REFERENCES

1. Samarskij, A.A., Teoriya raznostnyh skhem (Theory of Difference Schemes), Moscow: Nauka, 1977.

2. Samarskij, A.A. and Gulin, A.A., Ustojchivost’ raznostnyh skhem (Stability of Difference Schemes), Moscow:
Nauka, 1973.

3. Vabishchevich, P.N., Additivnye operatorno-raznostnye skhemy (Additive Operator-Difference Schemes), Moscow:
Krasand, 2019.

4. Matus, P.P., Stability of difference schemes for nonlinear time-dependent problems, Comput. Meth. Appl. Math,
2003, vol. 3, pp. 313–329.

5. Matus, P., On convergence of difference schemes for IBVP for quasilinear parabolic equation with generalized
solutions, Comput. Meth. Appl. Math., 2014, vol. 14, no. 3, pp. 361–371.

6. Matus, P.P. and Chujko, M.M., Issledovanie ustojchivosti i skhodimosti raznostnyh skhem dlya politropnogo gaza
s dozvukovymi techeniyami, Differ. Uravn., 2009, vol. 45, no. 7, pp. 1053–1064.

7. Matus, P.P. and Kolodynska, A., Nonlinear stability for equations of isentropic gas dynamics, Comput. Meth.
Appl. Math., 2008, vol. 8, no. 2, pp. 155–170.

8. Matus, P.P., Ustojchivost’ po nachal’nym dannym i monotonnost’ neyavnoj raznostnoj skhemy dlya odnorodnogo
uravneniya poristoj sredy s kvadratichnoj nelinejnost’yu, Differ. Uravn., 2010, vol. 46, no. 7, pp. 1011–1021.

9. Matus, P.P., O korrektnosti raznostnyh skhem dlya polulinejnogo uravneniya s obobshchennymi resheniyami,
Zhurn. Vychislit. Matem. i Matem. Fiz., 2010, vol. 50, no. 12, pp. 2155–2175.

10. Matus, P.P., The maximum principle and same its applications, Comput. Meth. Appl. Math., 2002, vol. 2, no. 1,
p. 50–91.

11. Lemeshevskij, S.V., Makarov, E.K., and Matus, P.P., Lemma Bihari i ee primenenie k issledovaniyu ustojchivosti
nelinejnyh raznostnyh skhem, Dokl. NAN Belarusi, 2010, vol. 54, no. 1, pp. 5–9.

12. Demidovich, V.B., Ob odnom priznake ustojchivosti raznostnyh uravnenij, Differ. Uravn., 1969, vol. 5, no. 7,
pp. 1247–1255.

13. Kolmogorov, A.N., Petrovskij, I.G., and Piskunov, N.S., Issledovaniya uravneniya diffuzii, soedinyonnoj s vozras-
taniem kolichestva veshchestva i ego primenenie k odnoj biologicheskoj probleme, Bull. Mosk. Gos. Un-ta.
Sekciya A, 1937, vol. 1, no. 6, pp. 1–25.

14. Fisher, R.A., The wave of advance of advantageous genes, Ann. Hum. Genetic, 1937, vol. 7, no. 4, pp. 353–369.

15. Murray, J.D., Mathematical Biology: an Introduce, Berlin, 2001.

16. Matus, P.P. and Utebaev, B.D., Kompaktnye i monotonnye raznostnye skhemy dlya parabolicheskih uravnenij,
Mat. Modelirovanie, 2021, vol. 33, no. 4, pp. 60–78.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 6 2024



ПРИМЕНЕНИЕ ОПЕРАТОРНЫХ НЕРАВЕНСТВ 843

17. Matus, P.P. and Pylak, D., Globally stable difference schemes for the Fisher equation, Differ. Equat., 2023,
vol. 59, no. 7, pp. 962–969.

18. Caudrey, P.J., The sine-Gordon as a model classical fied theory, Nuovo Cimento, 1975, vol. 25, pp. 497–511.
19. Galiktionov, V.A., Kurdyumov, S.P., Mihajlov, A.P., and Samarskij, A.A., O sravnenii reshenij parabolicheskih

uravnenij, Dokl. AN SSSR, 1979, vol. 248, no. 3, pp. 586–589.
20. Galiktionov, V.A., Usloviya kritichnosti i teoremy sravneniya raznostnyh reshenij nelinejnyh parabolicheskih

uravnenij, Zhurn. Vychisl. Matem. i Matem. Fiz., 1983, vol. 23, no. 1. pp. 109–118.
21. Samarskii, A.A., Matus, P.P., and Vabishchevich, P.N., Difference Schemes with Operator Factors, Dordrech:

Kluwer, 2002.
22. Matus, P., Hieu, L.M., Vulkov, L.G., Analysis of second order difference schemes on non-uniform grids for

quasilinear parabolic equations, J. Comput. Appl. Math., 2017, vol. 310, pp. 186–199.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 60 № 6 2024



ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, 2024, том 60, № 6, с. 844–864

ХРОНИКА

О СЕМИНАРЕ ПО КАЧЕСТВЕННОЙ ТЕОРИИ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В МОСКОВСКОМ

ГОСУДАРСТВЕННОМ УНИВЕРСИТЕТЕ
ИМЕНИ М.В. ЛОМОНОСОВА∗

Ниже публикуются краткие аннотации докладов, состоявшихся в весеннем семестре 2024 г.
(предыдущее сообщение о работе семинара дано в журнале “Дифференциальные уравне-
ния”. 2023. Т. 59. № 11).∗∗

Р. Г. Алимурадов, Н. Л. Марголина, К. Е. Ширяев (Кострома) “О соотноше-
нии старшего ляпуновского и дискретным способом определяемых центрального и особого
верхних показателей” (16 февраля 2024 г.).

Для системы
𝑥̇=𝐴(𝑡)𝑥, 𝑥∈R𝑛, 𝐴(𝑡)∈𝐶(R+,EndR𝑛) (1)

старший показатель Ляпунова (см. [1, гл. 3, § 4]) задаётся формулой

𝜆1(𝐴)= lim
𝑡→+∞

1

𝑡
‖𝑋𝐴(𝑡, 0)‖,

а верхние центральный и особый показатели определяются дискретным способом (см. [2,
гл. 3, § 8]) соответственно как

Ω(𝐴)= inf
𝑇>0

lim
𝑘→+∞

1

𝑘𝑇

𝑘∑︁
𝑗=1

ln ‖𝑋𝐴(𝑗𝑇, (𝑗−1)𝑇 )‖, (2)

Ω0(𝐴)= inf
𝑇>0

sup
𝑘∈N

1

𝑇
ln ‖𝑋𝐴(𝑘𝑇, (𝑘−1)𝑇 )‖, (3)

где 𝑋𝐴 — оператор Коши системы (1). Из формул (2) и (3) сразу следует, что Ω(𝐴)⩽Ω0(𝐴).
Кроме того [2, гл. 3, §§ 7, 8], для систем с ограниченными коэффициентами справедливы
неравенства

𝜆1(𝐴)⩽Ω(𝐴)⩽Ω0(𝐴),

в которых любая комбинация равенств и строгих неравенств реализуется на некоторой
ограниченной системе (1).

В статьях [3, 4] указано, что каждой из двух цепочек соотношений

Ω(𝐴)<Ω0(𝐴)<𝜆1(𝐴), Ω(𝐴)<𝜆1(𝐴)<Ω0(𝐴) (4)

удовлетворяют показатели некоторой неограниченной системы (1).
∗ Семинар основан В.В. Степановым в 1930 г., впоследствии им руководили В.В. Немыцкий, Б.П. Демидо-

вич, В.А. Кондратьев, В.М. Миллионщиков, Н.Х. Розов. В настоящее время руководители семинара — И.Н. Сер-
геев, И.В. Асташова, А.В. Боровских, учёный секретарь семинара — В.В. Быков, e-mail: vvbykov@gmail.com.

∗∗ Составитель хроники И.Н. Сергеев.
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Теорема. При любом 𝑛∈N для каждой цепочки неравуенств (4), в которой какое-либо
одно или сразу оба неравенства заменены равенствами, существует система вида (1),
показатели которой удовлетворяют именно этой цепочке.

Литература. 1. Далецкий, Ю.Л. Устойчивость дифференциальных уравнений в банаховом про-
странстве / Ю.Л. Далецкий, М.Г. Крейн. — М. : Наука, 1970. — 536 с. 2. Теория показателей Ляпунова
и её приложения к вопросам устойчивости / Б.Ф. Былов, Р.Э. Виноград, Д.М. Гробман, В.В. Немыц-
кий. — М. : Наука, 1966. — 576 с. 3. Троскина, А.Е. О ляпуновском старшем, центральном и особом верх-
них показателях неограниченной системы / А.Е. Троскина // Дифференц. уравнения. — 2023. — Т. 59,
№ 6. — С. 863–864. 4. Об отношении порядка между ляпуновским старшим, центральным и особым
верхними показателями неограниченной системы / Р.Г. Алимурадов, Н.Л. Марголина, А.Е. Троскина,
К.Е. Ширяев // Дифференц. уравнения. — 2023. — Т. 59, № 6. — С. 864.

А. А. Бондарев (Москва) “О совпадении классов обеспечения асимптотической и част-
ной неустойчивостей” (16 февраля 2024 г.).

Для числа 𝑛∈N и фазовой области 𝐺⊆R𝑛, содержащей точку нуль, рассмотрим систему

𝑥̇= 𝑓(𝑡, 𝑥), 𝑥∈𝐺, 𝑡∈R+≡ [0,+∞), (1)

с правой частью 𝑓 : R+×𝐺→R𝑛, удовлетворяющей условиям

𝑓, 𝑓 ′𝑥 ∈𝐶(R+×𝐺), 𝑓(𝑡, 0)=0, 𝑡∈R+,

а значит, обеспечивающей существование и единственность решений задач Коши и наличие
нулевого решения. Обозначим через 𝒮*(𝑓) множество всех непродолжаемых ненулевых ре-
шений системы (1), а через 𝒮𝛿(𝑓)⊂𝒮*(𝑓) — его подмножество, состоящее из тех решений
𝑥, которые удовлетворяют начальному условию |𝑥(0)|<𝛿.

Определение 1 [1, 2]. Скажем, что для системы (1) имеет место перроновская или,
соответственно, верхнепредельная:

1) асимптотическая устойчивость, если для некоторого 𝛿 > 0 любое решение 𝑥∈𝒮𝛿(𝑓)
удовлетворяет условию

lim
𝑡→+∞

|𝑥(𝑡)|=0 или, соответственно, lim
𝑡→+∞

|𝑥(𝑡)|=0; (2)

2) асимптотическая неустойчивость, если асимптотическая устойчивость соответству-
ющего типа не имеет места, т.е. для каждого 𝛿 > 0 хотя бы одно решение 𝑥 ∈ 𝒮𝛿(𝑓) не
удовлетворяет условию (2);

3) глобальная устойчивость, если любое решение 𝑥∈𝒮*(𝑓) удовлетворяет условию (2);
4) частная неустойчивость, если глобальная устойчивость соответствующего типа не

имеет места, т.е. хотя бы одно решение 𝑥∈𝒮*(𝑓) не удовлетворяет условию (2).
Определение 2 [1, 2]. Будем говорить, что для системы (1) имеет место ляпуновская:
1) устойчивость, если для любого 𝜀 > 0 существует такое 𝛿 > 0, что любое решение

𝑥∈𝒮𝛿(𝑓) удовлетворяет условию
sup
𝑡∈R+

|𝑥(𝑡)|<𝜀; (3)

2) неустойчивость, если ляпуновская устойчивость не имеет места, т.е. для некоторого
𝜀> 0 и каждого 𝛿 > 0 хотя бы одно решение 𝑥∈𝒮𝛿(𝑓) не удовлетворяет условию (3);
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3) асимптотическая устойчивость, если система обладает ляпуновской устойчивостью
и верхнепредельной асимптотической устойчивостью;

4) асимптотическая неустойчивость, если ляпуновская асимптотическая устойчивость
не имеет места, т.е. система обладает ляпуновской неустойчивостью или верхнепредельной
асимптотической неустойчивостью;

5) глобальная устойчивость, если система обладает ляпуновской устойчивостью и верх-
непредельной глобальной устойчивостью;

6) частная неустойчивость, если ляпуновская глобальная устойчивость не имеет места,
т.е. система обладает ляпуновской неустойчивостью или верхнепредельной частной неустой-
чивостью.

Далее приведём следующее
Определение 3 [3, 4]. Cистема (1) имеет линейное приближение

𝑥̇=𝐴(𝑡)𝑥, 𝑥∈R𝑛, 𝑡∈R+, 𝐴∈𝐶(R+,EndR𝑛), (4)

если выполнено требование равномерной малости возмущения

sup
𝑡∈R+

|𝑓(𝑡, 𝑥)−𝐴(𝑡)𝑥|= 𝑜(𝑥), 𝐺∋𝑥→ 0,

откуда следует, что 𝐴(·)≡ 𝑓 ′𝑥(·, 0). Также будем говорить, что линейное приближение (4):
– обеспечивает данное свойство из определений 1 и 2, если им обладает всякая систе-

ма (1) с этим линейным приближением;
– допускает данное свойство из определений 1 и 2, если им обладает хотя бы одна

система (1) с этим линейным приближением,
а множество всех линейных приближений, обеспечивающих или допускающих конкретное
свойство из определений 1 и 2, будем называть классом обеспечения или, соответственно,
классом допущения этого свойства.

Для введённых в определении 3 классов обеспечения или допущения ляпуновских, пер-
роновских и верхнепредельных свойств справедливы следующие утверждения.

Теорема 1. При 𝑛> 1 совпадают классы обеспечения свойств в следующих парах:
– ляпуновской асимптотической и ляпуновской частной неустойчивостей;
– перроновской асимптотической и перроновской частной неустойчивостей;
– верхнепредельной асимптотической и верхнепредельной частной неустойчивостей.
Теорема 2. При 𝑛> 1 совпадают классы допущения свойств в следующих парах:
– ляпуновской асимптотической и ляпуновской глобальной устойчивостей;
– перроновской асимптотической и перроновской глобальной устойчивостей;
– верхнепредельной асимптотической и верхнепредельной глобальной устойчивостей.
Исследование выполнено при поддержке Фонда развития теоретической физики и мате-

матики “БАЗИС” (проект 22-8-10-3-1).

Литература. 1. Сергеев, И.Н. Определение устойчивости по Перрону и её связь с устойчивостью
по Ляпунову / И.Н. Сергеев // Дифференц. уравнения. — 2018. — Т. 54, № 6. — С. 855–856. 2. Серге-
ев, И.Н. Определение верхнепредельной устойчивости и её связь с устойчивостью по Ляпунову и устой-
чивостью по Перрону / И.Н. Сергеев // Дифференц. уравнения. — 2020. — Т. 56, № 11. — С. 1556–1557.
3. Сергеев, И.Н. Классы линейных приближений, обеспечивающих различные виды устойчивости или
неустойчивости дифференциальных систем / И.Н. Сергеев // Вестн. Моск. ун-та. Сер. 1. Математика.
Механика. — 2023. — № 4. — С. 8–15. 4. Сергеев, И.Н. О перроновских, ляпуновских и верхнепредельных
свойствах устойчивости дифференциальных систем / И.Н. Сергеев // Тр. сем. имени И.Г. Петровско-
го. — 2023. — Т. 33. — С. 353–423.
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И. Р. Камаров, А. В. Филиновский (Москва) “Убывание при больших значениях
времени решений смешанной задачи для волнового уравнения с линейной диссипацией”
(1 марта 2024 г.).

Для неограниченной области Ω ⊂ R𝑛, 𝑛 ⩾ 2, с гладкой границей Γ = 𝜕Ω исследуется
поведение при больши́х значениях времени 𝑡 решения смешанной задачи для волнового
уравнения с диссипативным слагаемым

𝑢𝑡𝑡−Δ𝑢+𝑏(𝑥)𝑢𝑡=0, (𝑥, 𝑡)∈Ω×(0,∞), 𝑢|Γ=0, 𝑡 > 0, (1)

𝑢(𝑥, 0)=𝑢1(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0)=𝑢2(𝑥), 𝑥∈Ω, 𝑢1 ∈ 𝑊̊ 1
2 (Ω), 𝑢2 ∈𝐿2(Ω), (2)

где 𝑏∈𝐶1(Ω) — коэффициент диссипации, причём 0⩽ 𝑏(𝑥)⩽ 𝑏1 при некотором 𝑏1> 0. Для
энергии 𝐸(𝑡)≡

´
Ω(𝑢

2
𝑡 (𝑥, 𝑡)+ |∇𝑢(𝑥, 𝑡)|2) 𝑑𝑥 решения 𝑢 задачи (1), (2) имеет место энергетиче-

ское соотношение

𝐸(𝑡)+2

𝑡ˆ

0

ˆ

Ω

𝑏(𝑥)𝑢2𝑡 (𝑥, 𝜏) 𝑑𝑥 𝑑𝜏 =𝐸(0)=
ˆ

Ω

(𝑢22(𝑥)+ |∇𝑢1(𝑥)|2) 𝑑𝑥, (3)

поэтому функция 𝐸(𝑡) убывает.
Определение 1. Функция 𝑢 ∈𝐶([0,+∞), 𝑊̊ 1

2 (Ω)) называется решением задачи (1), (2)
из энергетического класса, если 𝑢𝑡 ∈𝐶([0,+∞), 𝐿2(Ω)) и выполнены условия (2), (3), а для
любого 𝑇 > 0 при всех 𝑤 ∈𝑊 1

2 (𝑄𝑇 ), удовлетворяющих условиям 𝑤|Γ×(0,𝑇 ) = 0 и 𝑤|𝑡=𝑇 = 0,
выполнено интегральное тождествоˆ

𝑄𝑇

((∇𝑢,∇𝑤)−𝑢𝑡(𝑤𝑡−𝑏𝑤)) 𝑑𝑡 𝑑𝑥=
ˆ

Ω

𝑢2(𝑥)𝑤(𝑥, 0) 𝑑𝑥, 𝑄𝑇 =Ω×(0, 𝑇 ).

Определение 2. Поверхность Γ называется звёздной относительно начала координат,
если при всех 𝑥∈Γ выполнено неравенство (𝜈, 𝑥)⩽ 0, где 𝜈 — единичный вектор внешней
по отношению к области Ω нормали к Γ.

Для ограниченной области в работах [1–4] изучалось убывание энергии решений волновых
уравнений с линейной диссипацией. Для неограниченных областей со звёздными граница-
ми и коэффициентом 𝑏, убывающим на бесконечности и удовлетворяющим двусторонним
логарифмическим оценкам, в статьях [5, 6] при 𝑛⩾3 получены логарифмические оценки ско-
рости убывания функции 𝐸(𝑡). В [7, 8] было рассмотрено волновое уравнение с граничным
условием диссипативного типа. Обзор этих результатов см. в [9].

Далее предполагается, что начало координат не принадлежит замыканию области Ω,
а функции 𝑢1, 𝑢2 имеют ограниченный носитель.

Теорема 1. Если 𝑛⩾2, а граница Γ является звёздной относительно начала координат
и 𝑏(𝑥)⩽𝐶1/𝑟

2, 𝑟≡ |𝑥|, для некоторой константы 𝐶1 > 0, то для решения задачи (1), (2)
справедлива оценкаˆ

Ω

((𝑡+𝑟)2(𝑢𝑡+𝑢𝑟)
2+(𝑡−𝑟)2(𝑢𝑡−𝑢𝑟)2+ |∇𝑢|2−𝑢2𝑟+ 𝑡𝑏(𝑥)𝑢2) 𝑑𝑥⩽𝐶2(𝑡+1)

ˆ

Ω

(𝑢21+ |∇𝑢1|2+𝑢22) 𝑑𝑥,

где константа 𝐶2 зависит от диаметров носителей 𝑢1 и 𝑢2.
Для решения задачи (1), (2) получены оценки скорости убывания при 𝑡→+∞ локальной

энергии
𝐸𝑅(𝑡)≡

ˆ

Ω𝑅

(𝑢2𝑡 + |∇𝑢|2) 𝑑𝑥, Ω𝑅 =Ω∩{𝑟 <𝑅}.
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Теорема 2. Если выполнены условия теоремы 1, то для решения задачи (1), (2) спра-
ведлива оценка 𝐸𝑅(𝑡)⩽𝐶3/𝑡, где константа 𝐶3 зависит от диаметров носителей 𝑢1, 𝑢2.

Исследование выполнено при частичной финансовой поддержке Российского научного
фонда (проект 20-11-20272).

Литература. 1. Dafermos, C.M. Asymptotic behaviour of solutions of evolution equations / C.M. Dafer-
mos // Nonlinear Evolution Equations ; ed. by M.G. Crandall. — New York : Academic Press, 1978. — P. 103–
123. 2. Haraux, A. Stabilization of trajectories for some weakly damped hyperbolic equations / A. Haraux //
J. Differ. Equat. — 1985. — V. 59, № 2. — P. 145–154. 3. Nakao, M. Decay of solutions of the wave equation
with a local degenerate dissipation / M. Nakao // Israel J. Math. — 1996. — V. 95, № 1. — P. 25–42.
4. Cortes, L. About decay of solution of the wave equation with dissipation / L. Cortes, Y. Santiago //
Proyecciones. — 2007. — V. 26, № 1. — P. 37–71. 5. Mochizuki, K. Energy decay and asymptotic behavior
of solutions to the wave equations with linear dissipation / K. Mochizuki, H. Nakazawa // Publications
RIMS Kyoto Univ. — 1996. — V. 32, № 3. — P. 401–414. 6. Mochizuki, K. Energy decay of solutions to the
wave equations with linear dissipation localized near infinity / K. Mochizuki, H. Nakazawa // Publications
RIMS Kyoto Univ. — 2001. — V. 37, № 3. — P. 441–458. 7. Muravei, L.A. Wave equation and Helmholtz
equation in domains with perturbed star-shaped boundary / L.A. Muravei, A.V. Filinovski // Russian J.
Math. Phys. — 1997. — V. 5, № 4. — P. 503–520. 8. Муравей, Л.А. Оценки скорости убывания реше-
ния импедансной смешанной задачи для волнового уравнения в области с некомпактной границей /
Л.А. Муравей, А.В. Филиновский // Мат. заметки. — 1999. — Т. 66, № 3. — С. 393–400. 9. Филинов-
ский, А.В. Стабилизация и спектр в задачах распространения волн / А.В. Филиновский // Качествен-
ные свойства решений дифференциальных уравнений и смежные вопросы спектрального анализа ; под
ред. И.В. Асташовой. — М. : ЮНИТИ-ДАНА, 2012. — С. 289–463.

Н. А. Лобода, А. Х. Сташ (Майкоп) “Об управлении существенными спектрами по-
казателей колеблемости двумерных дифференциальных систем” (15 марта 2024 г.).

Для заданного натурального 𝑛 обозначим через ℳ𝑛 множество линейных однородных
дифференциальных систем

𝑥̇=𝐴(𝑡)𝑥, 𝑥∈R𝑛, 𝑡∈R+≡ [0,+∞),

каждая из которых отождествляется со своей ограниченной непрерывной оператор-функцией
𝐴 : R+→EndR𝑛. Обозначим через 𝒮*(𝐴) множество всех ненулевых решений системы, при-
надлежащих ℳ𝑛, и положим 𝒮𝑛

ℳ≡
⋃︀

𝐴∈ℳ𝑛 𝒮*(𝐴).
Определение 1 [1]. Скажем, что в точке 𝑡 > 0 происходит строгая (нестрогая) смена

знака функции 𝑦 : R+→R, если в любой окрестности этой точки функция 𝑦 принимает как
положительные (неотрицательные), так и отрицательные (неположительные) значения.

Определение 2 [1–3]. Для момента 𝑡 > 0 и функции 𝑦 : R+ → R введём следующие
обозначения:

𝜈−(𝑦, 𝑡) — число точек её строгой смены знака на промежутке (0, 𝑡];

𝜈∼(𝑦, 𝑡) — число точек её нестрогой смены знака на промежутке (0, 𝑡];

𝜈0(𝑦, 𝑡) — число её нулей на промежутке (0, 𝑡];

𝜈+(𝑦, 𝑡) — число её корней (т.е. нулей с учётом их кратности) на промежутке (0, 𝑡];

𝜈*(𝑦, 𝑡) — число её гиперкорней на промежутке (0, 𝑡]: при его подсчёте каждый некратный
корень берётся ровно один раз, а кратный — бесконечно много раз;

𝜈𝛼(𝑥,𝑚, 𝑡)≡ 𝜈𝛼(𝑦, 𝑡), где 𝛼∈{−,∼, 0,+, *}, 𝑥∈𝒮𝑛
ℳ, 𝑚∈R𝑛

* ≡R𝑛 ∖{0}, 𝑦≡ (𝑥,𝑚), а (·, ·) —
скалярное произведение в R𝑛

* .
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Определение 3 [2–4]. Верхние (нижние) сильный и слабый показатели колеблемости
знаков, нулей, корней и гиперкорней функции 𝑥∈𝒮𝑛

ℳ при 𝛼∈{−,∼, 0,+, *} соответственно
зададим формулами

𝜈𝛼∙ (𝑥)≡ inf
𝑚∈R𝑛

*
lim

𝑡→+∞

𝜋

𝑡
𝜈𝛼(𝑥,𝑚, 𝑡)

(︂
𝜈𝛼∙ (𝑥)≡ inf

𝑚∈R𝑛
*

lim
𝑡→+∞

𝜋

𝑡
𝜈𝛼(𝑥,𝑚, 𝑡)

)︂
,

𝜈𝛼∘ (𝑥)≡ lim
𝑡→+∞

inf
𝑚∈R𝑛

*

𝜋

𝑡
𝜈𝛼(𝑥,𝑚, 𝑡)

(︂
𝜈𝛼∘ (𝑥)≡ lim

𝑡→+∞
inf

𝑚∈R𝑛
*

𝜋

𝑡
𝜈𝛼(𝑥,𝑚, 𝑡)

)︂
.

Определение 4 [4]. Для функции 𝑥∈𝒮𝑛
ℳ условимся о следующем:

1) если значение некоторого верхнего (с обозначением ^) показателя колеблемости совпа-
дает со значением одноимённого нижнего (с обозначением ˇ) показателя, то будем называть
это значение точным, записывая его без символов ^ и ˇ;

2) если значение некоторого слабого (с нижним индексом ∘) показателя колеблемости
совпадает со значением одноимённого сильного (с нижним индексом ∙) показателя, то будем
называть это значение абсолютным, записывая его без символов ∘ и ∙.

Определение 5 [5, 6]. Множество всех значений показателя κ : 𝒮*(𝐴)→ R+ назовём
спектром этого показателя системы 𝐴∈ℳ𝑛, причём значение 𝑎∈κ(𝒮*(𝐴)) назовём суще-
ственным, если подмножество {𝑥(0) : 𝑥∈𝒮*(𝐴), κ(𝑥)=𝑎}⊂R𝑛 имеет положительную меру и
заполняет некоторое открытое множество, возможно, с точностью до множества первой ка-
тегории Бэра (т.е. счётного объединения нигде не плотных подмножеств). Через essκ(𝒮*(𝐴))
обозначим множество всех существенных значений показателя κ для системы 𝐴 и назовём
его существенным спектром системы 𝐴.

В работе [7] доказано существование линейной однородной дифференциальной двумерной
системы, спектры всех показателей колеблемости которой содержат любое наперёд заданное
число или счётное множество существенных значений. В случае конечного спектра этот
результат был усилен для показателей колеблемости гиперкорней в [8]: для любого конечно-
го множества неотрицательных чисел, содержащего нуль, существует двумерная линейная
однородная дифференциальная система, у которой все значения спектров показателей ко-
леблемости гиперкорней являются существенными и совпадают с этим множеством. Если все
эти числа соизмеримы, то систему можно выбрать периодической. Эти свойства переносятся
и на остальные показатели колеблемости, как показывает

Теорема 1. Для любого конечного множества неотрицательных чисел 𝑆, содержащего
нуль, существует такая система 𝐴∈ℳ2 (периодичная, если все элементы множества 𝑆
попарно соизмеримы), что справедливы равенства

𝜈−(𝑥)= 𝜈∼(𝑥)= 𝜈0(𝑥)= 𝜈+(𝑥)= 𝜈*(𝑥), 𝑥∈𝒮*(𝐴),

κ(𝒮*(𝐴))= essκ(𝒮*(𝐴))=𝑆, κ= 𝜈−, 𝜈∼, 𝜈0, 𝜈+, 𝜈*.

В работе [9] для любого замкнутого ограниченного счётного множества неотрицатель-
ных рациональных чисел с единственной нулевой предельной точкой построена двумерная
линейная ограниченная система, у которой спектр показателей блуждаемости совпадает с
этим множеством, причём все значения существенны.

Обозначим через ℐ класс всех счётных ограниченных подмножеств 𝑋⊂ (0,+∞)∩Q (Q —
множество рациональных чисел), у каждого из которых нуль — единственная предельная
точка. Возможность управления счётными из класса ℐ спектрами показателей колеблемости
дифференциальной системы гарантирует следующая
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Теорема 2. Для любого множества 𝑋 ∈ ℐ существует такая система 𝐴 ∈ℳ2, для
которой справедливы равенства

𝜈−(𝑥)= 𝜈∼(𝑥)= 𝜈0(𝑥)= 𝜈+(𝑥)= 𝜈*(𝑥), 𝑥∈𝒮*(𝐴),

κ(𝒮*(𝐴))= essκ(𝒮*(𝐴))=𝑋∪{0}, κ= 𝜈−, 𝜈∼, 𝜈0, 𝜈+, 𝜈*.

Литература. 1. Сергеев, И.Н. Определение и свойства характеристических частот линейного урав-
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стик колеблемости и блуждаемости решений дифференциальных систем / И.Н. Сергеев // Мат. сб. —
2013. — Т. 204, № 1. — C. 119–138. 4. Сергеев, И.Н. Ляпуновские характеристики колеблемости, вращае-
мости и блуждаемости решений дифференциальных систем / И.Н. Сергеев // Тр. сем. имени И.Г. Пет-
ровского. — 2016. — Вып. 31. — С. 177–219. 5. Сергеев, И.Н. Метрически типичные и существенные
значения показателей линейных систем / И.Н. Сергеев // Дифференц. уравнения. — 2011. — Т. 47,
№ 11. — С. 1661–1662. 6. Сергеев, И.Н. Топологически типичные и существенные значения показателей
линейных систем / И.Н. Сергеев // Дифференц. уравнения. — 2012. — Т. 48, № 11. — С. 1567–1568.
7. Сташ, А.Х. О существенных значениях показателей колеблемости решений линейной однородной
двумерной дифференциальной системы / А.Х. Сташ // Тр. ин-та матем. и механ. УрО РАН. — 2023. —
Т. 29, № 2. — С. 157–171. 8. Лобода, Н.А. Об управлении конечными спектрами показателей колебле-
мости гиперкорней двумерных дифференциальных систем / Н.А. Лобода, А.Х. Сташ // Дифференц.
уравнения. — 2023. — Т. 59, № 6. — С. 862–863. 9. Шишлянников, Е.М. Примеры дифференциаль-
ных систем с различными спектрами показателя блуждаемости / Е.М. Шишлянников // Дифференц.
уравнения. — 2016. — Т. 52, № 11. — С. 1586–1587.

А. Х. Сташ (Майкоп) “Об отсутствии свойства остаточности у сильных показателей
колеблемости на множестве решений линейных однородных дифференциальных уравнений
высокого порядка” (15 марта 2024 г.).

Для заданного 𝑛∈N обозначим через ̃︁ℳ𝑛 множество линейных систем

𝑥̇=𝐴(𝑡)𝑥, 𝑥∈R𝑛, 𝑡∈R+≡ [0,+∞),

с непрерывными матричными функциями 𝐴 : R+→EndR𝑛 (каждую из которых будем отож-
дествлять с соответствующей системой), а через 𝒮*(𝐴) — множество всех ненулевых решений
системы 𝐴∈ ̃︁ℳ𝑛. В множестве ̃︁ℳ𝑛 естественным образом выделим также подмножество ℰ𝑛

систем с матрицами вида

𝐴(𝑡)=

⎛⎜⎜⎝
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

−𝑎𝑛(𝑡) −𝑎𝑛−1(𝑡) . . . −𝑎1(𝑡)

⎞⎟⎟⎠,
отвечающих линейным однородным дифференциальным уравнениям 𝑛-го порядка (𝑛> 2)

𝑦(𝑛)+𝑎1(𝑡)𝑦
(𝑛−1)+ . . .+𝑎𝑛−1(𝑡)𝑦̇+𝑎𝑛(𝑡)𝑦=0, 𝑡∈R+,

каждое из которых задаётся своей непрерывной ограниченной функцией 𝑎≡ (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) и,
преобразуясь в систему 𝐴 стандартным переходом от скалярной переменной 𝑦 к векторной
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𝑥 = 𝜓𝑛𝑦 ≡ (𝑦, 𝑦̇, . . . , 𝑦(𝑛−1)), отождествляется с этой системой. Множество всех ненулевых
решений 𝑦 : R+→R уравнения 𝑎∈ℰ𝑛 обозначим через 𝒮*(𝑎) и положим̃︀𝒮𝑛

ℳ=
⋃︁

𝐴∈̃︁ℳ𝑛

𝒮*(𝐴), 𝒮𝑛
ℰ =

⋃︁
𝑎∈ℰ𝑛

𝒮*(𝑎).

В докладе [1] приведены формулы, задающие показатели колеблемости. Важным свой-
ством асимптотических характеристик функций из множества ̃︀𝒮𝑛

ℳ, позволяющим облегчить
их исследование, является остаточность [2], т.е. инвариантность относительно изменения
решения на любом конечном участке полуоси времени.

Определение [2]. Назовём функционал κ : 𝒮𝑛
ℰ →R+ остаточным, если для любой пары

функций 𝑥, 𝑦 ∈ 𝒮𝑛
ℰ , совпадающих на всей полуоси 𝑡 ∈ R+, кроме, быть может, некоторого

отрезка конечной длины, выполнено равенство κ(𝑥)=κ(𝑦).
Свойство остаточности на множестве решений линейных однородных дифференциаль-

ных уравнений произвольного порядка для характеристических частот строгих знаков и
нулей было установлено в статье [3]. Слабые показатели колеблемости гиперкорней любых
решений, как оказалось [4], всегда совпадают с их показателями блуждаемости, которые
являются остаточными. Из результатов работ [5–7] следует, что на множестве решений авто-
номных систем все показатели колеблемости обладают свойством остаточности. Для решений
линейных однородных уравнений первого порядка все характеристики колеблемости равны
нулю, так как эти решения попросту не имеют нулей, а для всех решений любого уравнения
второго порядка все верхние (равно как и все нижние) характеристики колеблемости (харак-
теристические частоты и показатели колеблемости) равны между собой [7]. Следовательно,
на множестве решений уравнений первого и второго порядков наблюдается остаточность
всех характеристик колеблемости.

Отсутствие свойства остаточности у всех сильных показателей колеблемости на мно-
жестве ̃︀𝒮𝑛

ℳ при любом 𝑛 > 1 доказано в работах [8, 9]. Оказалось, что при любом 𝑛 > 2

сильные показатели колеблемости на подмножестве 𝒮𝑛
ℰ ⊂ ̃︀𝒮𝑛

ℳ также не обладают свойством
остаточности, как показывает следующая

Теорема. При любом 𝑛> 2 ни один из функционалов

𝜈∼∙ , 𝜈
∼
∙ , 𝜈

0
∙ , 𝜈

0
∙ , 𝜈

+
∙ , 𝜈

+
∙ , 𝜈

*
∙ , 𝜈

*
∙ : 𝒮𝑛

ℰ →R+

не является остаточным.
Следствие. При любом 𝑛 > 2 существует вектор-функция 𝑦 ∈ 𝒮𝑛

ℰ , удовлетворяющая
соотношениям

𝜈∼∘ (𝑦)= 𝜈0∘(𝑦)= 𝜈+∘ (𝑦)= 𝜈*∘(𝑦)<𝜈
∼
∙ (𝑦)= 𝜈0∙(𝑦)= 𝜈+∙ (𝑦)= 𝜈*∙(𝑦).

Литература. 1. Лобода, Н.А. Об управлении существенными спектрами показателей колеблемо-
сти двумерных дифференциальных систем / Н.А. Лобода, А.Х. Сташ // Дифференц. уравнения. —
2024. — Т. 60, № 6. — С. 848–850. 2. Сергеев, И.Н. К теории показателей Ляпунова линейных систем
дифференциальных уравнений / И.Н. Сергеев // Тр. сем. имени И.Г. Петровского. — 1983. — Вып. 9. —
С. 111–166. 3. Сергеев, И.Н. Определение и свойства характеристических частот линейного уравнения /
И.Н. Сергеев // Тр. сем. имени И.Г. Петровского. — 2006. — Вып. 25. — С. 249–294. 4. Сергеев, И.Н.
Замечательное совпадение характеристик колеблемости и блуждаемости решений дифференциальных
систем / И.Н. Сергеев // Мат. сб. — 2013. — Т. 204, № 1. — C. 119–138. 5. Бурлаков, Д.С. Совпадение пол-
ной и векторной частот решений линейной автономной системы / Д.С. Бурлаков, С.В. Цой // Тр. сем.
имени И.Г. Петровского. — 2014. — Вып. 30. — С. 75–93. 6. Сташ, А.Х. Свойства показателей колеблемо-
сти решений линейных автономных дифференциальных систем / А.Х. Сташ // Вестн. Удмурт. ун-та.
Матем. Механ. Компьют. науки. — 2019. — Т. 29, вып. 4. — С. 558–568. 7. Сергеев, И.Н. Характеристики
колеблемости и блуждаемости решений линейной дифференциальной системы / И.Н. Сергеев // Изв.
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РАН. Сер. математическая. — 2012. — Т. 76, № 1. — C. 149–172. 8. Сташ, А.Х. Некоторые свойства
показателей колеблемости решений двумерной системы / А.Х. Сташ // Вестн. Моск. ун-та. Сер. 1.
Математика. Механика. — 2019. — № 5. — С. 48–51. 9. Сташ, А.Х. Об отсутствии свойства остаточ-
ности у сильных показателей колеблемости линейных систем / А.Х. Сташ // Вестн. Удмурт. ун-та.
Математика. Механика. Компьют. науки. — 2021. — Т. 31, вып. 1. — С. 59–69.

И. Н. Сергеев (Москва) “О реализуемости контрастных сочетаний мер устойчивости и
неустойчивости нулевого решения дифференциальной системы” (22 марта 2024 г.).

При 𝑛∈N для заданной фазовой области 𝐺⊂R𝑛, содержащей нуль, рассмотрим диффе-
ренциальную систему

𝑥̇= 𝑓(𝑡, 𝑥), 𝑓(𝑡, 0)≡ 0, 𝑥∈𝐺, 𝑡∈R+≡ [0,+∞), 𝑓, 𝑓 ′𝑥 ∈𝐶(R+×𝐺), (1)

а также её конкретные частные случаи: автономную систему (с независящей от 𝑡 правой
частью) и линейную однородную систему, для которой

𝑓(𝑡, 𝑥)≡𝐴(𝑡)𝑥, 𝐺≡R𝑛, 𝐴 : R+→EndR𝑛. (2)

Определение (см. [1–4] и ср. с [5]). Ляпуновскую, перроновскую и верхнепредельную ме-
ры устойчивости (или неустойчивости) системы (1) зададим соответственно при κ=𝜆, 𝜋, 𝜎
формулами

𝜇κ(𝑓)= lim
𝜀→+0

lim
𝛿→+0

mesMκ(𝑓, 𝜀, 𝛿)

mes𝐵𝛿

(︂
или 𝜇κ̄(𝑓)= lim

𝜀→+0
lim

𝛿→+0

mesMκ̄(𝑓, 𝜀, 𝛿)

mes𝐵𝛿

)︂
, (3)

где 𝐵𝛿≡{𝑥0∈R𝑛 : 0< |𝑥0|<𝛿}, 𝑥( · , 𝑥0) — непродолжаемое решение системы (1) с начальным
значением 𝑥(0, 𝑥0)=𝑥0, mes — мера Лебега в R𝑛, а Mκ(𝑓, 𝜀, 𝛿) (или Mκ̄(𝑓, 𝜀, 𝛿)) — множество
всех значений 𝑥0 ∈𝐵𝛿, удовлетворяющих (или не удовлетворяющих — в частности, когда
решение 𝑥( · , 𝑥0) определено не на всём луче R+) соответствующему условию

sup
𝑡∈R+

|𝑥(𝑡, 𝑥0)|<𝜀, lim
𝑡→+∞

|𝑥(𝑡, 𝑥0)|<𝜀, lim
𝑡→+∞

|𝑥(𝑡, 𝑥0)|<𝜀.

Иными словами, мера устойчивости системы (1) — это такое наибольшее число 𝜇κ(𝑓),
что при любых 𝜇<𝜇κ(𝑓), 𝜀>0 и некотором 𝛿(𝜇, 𝜀)>0 для любого 𝛿∈ (0, 𝛿(𝜇, 𝜀)) верна оценка
mesMκ(𝑓, 𝜀, 𝛿)⩾𝜇mes𝐵𝛿, а мера неустойчивости — это такое наибольшее число 𝜇κ̄(𝑓), что
при любом 𝜇<𝜇κ̄(𝑓) и некоторых 𝜀> 0 (отметим, что в [2] в этом месте у 𝜀 стоит не тот
квантор), 𝛿(𝜇, 𝜀)> 0 для любого 𝛿 ∈ (0, 𝛿(𝜇, 𝜀)) верна оценка mesMκ̄(𝑓, 𝜀, 𝛿)⩾𝜇mes𝐵𝛿.

Введённые меры (3) удовлетворяют неравенствам

0⩽𝜇𝜆(𝑓)⩽𝜇𝜎(𝑓)⩽𝜇𝜋(𝑓)⩽ 1, 0⩽𝜇𝜋̄(𝑓)⩽𝜇𝜎̄(𝑓)⩽𝜇𝜆̄(𝑓)⩽ 1,

а ситуация, в которой выполнены все равенства

𝜇(𝑓)≡𝜇𝜆(𝑓)=𝜇𝜎(𝑓)=𝜇𝜋(𝑓), 𝜇̄(𝑓)≡𝜇𝜆̄(𝑓)=𝜇𝜎̄(𝑓)=𝜇𝜋̄(𝑓), 𝜇(𝑓)+ 𝜇̄(𝑓)= 1, (4)

реализуется при произвольном 𝑛∈N, к примеру, уже на простейших линейных автономных
системах (1): 𝑥̇=𝑥 или 𝑥̇=−𝑥, для которых 𝜇(𝑓)=0 или 𝜇(𝑓)=1 соответственно. Нас будут
интересовать, наоборот, две следующие, наиболее контрастные (для мер) ситуации:

𝜇𝜆(𝑓)=𝜇𝜎(𝑓)= 0< 1=𝜇𝜋(𝑓), 𝜇𝜆̄(𝑓)=𝜇𝜎̄(𝑓)= 1> 0=𝜇𝜋̄(𝑓), (5)

𝜇𝜆(𝑓)= 0< 1=𝜇𝜎(𝑓)=𝜇𝜋(𝑓), 𝜇𝜆̄(𝑓)= 1> 0=𝜇𝜎̄(𝑓)=𝜇𝜋̄(𝑓). (6)
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В линейном и в одномерном случаях из указанных двух контрастных ситуаций реализуема
только первая, что и подтверждают

Теорема 1 [3]. При каждом 𝑛∈N для линейной системы (1) имеются ровно две воз-
можности:

1) либо 𝜇𝜆(𝑓)= 1, при этом реализуема только ситуация (4);
2) либо 𝜇𝜆(𝑓)=0, при этом заведомо реализуемы (причём даже на ограниченных функ-

циях 𝐴 вида (2)) как ситуация (4), так и ситуация (5), но не реализуема ситуация (6).
Теорема 2 [3]. При 𝑛= 1 для системы (1) из двух контрастных ситуаций (5) и (6)

реализуема только ситуация (5).
В автономном же одномерном случае ни одна из указанных двух контрастных ситуаций

уже не реализуема вовсе, о чём и говорит
Теорема 3 [3, 4]. При 𝑛=1 для любой автономной системы (1) имеет место ситуация

(4), в которой реализуемы каждое из трёх значений 𝜇(𝑓)= 0, 1/2, 1 и только они.
Известны примеры двумерных автономных нелинейных систем (1), в которых имеют

место:
а) контрастная ситуация (5) (см. теорему 11 в [3]);
б) ситуация, отличающаяся от контрастной ситуации (6) только значениями мер ляпу-

новской устойчивости и неустойчивости: 𝜇𝜆(𝑓)=𝜇𝜆̄(𝑓)= 1/2 (см. [6, п. 6.3] или [7, § 18]).
На неодномерные автономные системы произвольной размерности оба этих примера рас-

пространяет, к тому же полностью реализуя контрастную ситуацию (6), следующая
Теорема 4 [4]. При каждом целом 𝑛> 1 существуют такие две автономные системы

(1), что для одной из них имеет место ситуация (5), а для другой — ситуация (6).

Литература. 1. Сергеев, И.Н. Определение мер устойчивости и неустойчивости нулевого реше-
ния дифференциальной системы / И.Н. Сергеев // Дифференц. уравнения. — 2023. — Т. 59, № 6. —
С. 851–852. 2. Сергеев, И.Н. Свойства мер устойчивости и неустойчивости нулевого решения диффе-
ренциальной системы / И.Н. Сергеев // Дифференц. уравнения. — 2023. — Т. 59, № 11. — С. 1577–
1579. 3. Сергеев, И.Н. Определение и свойства мер устойчивости и неустойчивости нулевого решения
дифференциальной системы / И.Н. Сергеев // Мат. заметки. — 2023. — Т. 113, № 6. — С. 895–904.
4. Сергеев, И.Н. Примеры автономных дифференциальных систем с контрастными сочетаниями мер
ляпуновской, перроновской и верхнепредельной устойчивости / И.Н. Сергеев // Вестн. Моск. ун-та.
Сер. 1. Математика. Механика. — 2024. — № 1. — С. 50–54. 5. Денисов, Н.В. Определение и свой-
ства примитивной меры устойчивости нулевого решения дифференциальной системы / Н.В. Денисов,
В.Д. Васильев // Дифференц. уравнения. — 2023. — Т. 59, № 11. — С. 1579–1580. 6. Теория показате-
лей Ляпунова и её приложения к вопросам устойчивости / Б.Ф. Былов, Р.Э. Виноград, Д.М. Гробман,
В.В. Немыцкий. — М. : Наука, 1966. — 576 с. 7. Филиппов, А.Ф. Введение в теорию дифференциальных
уравнений / А.Ф. Филиппов. — М. : Едиториал УРСС, 2004. — 240 с.

И. Н. Сергеев (Москва) “О возможной зависимости мер устойчивости и неустойчивости
нулевого решения дифференциальной системы от начального момента” (22 марта 2024 г.).

При 𝑛∈N для заданной фазовой области 𝐺⊂R𝑛, содержащей нуль, рассмотрим диффе-
ренциальную систему

𝑥̇= 𝑓(𝑡, 𝑥), 𝑓(𝑡, 0)≡ 0, 𝑥∈𝐺, 𝑡∈R+, 𝑓, 𝑓 ′𝑥 ∈𝐶(R+×𝐺), (1)

с правой частью 𝑓 и временны́м лучом R+: замкнутым [0,+∞) или открытым (0,+∞).
В докладе [1] для системы (1) с замкнутым временны́м лучом определены ляпуновские,

перроновские и верхнепредельные меры устойчивости 𝜇κ(𝑓) и неустойчивости 𝜇κ̄(𝑓) при
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κ=𝜆, 𝜋, 𝜎 соответственно. Ниже эти меры для каждой системы (1) рассматриваются ещё и
как функции от начального момента 𝑡0.

Определение [2]. При κ = 𝜆, 𝜋, 𝜎 назовём ляпуновской, перроновской и, соответствен-
но, верхнепредельной мерой устойчивости 𝜇κ(𝑓, 𝑡0) (неустойчивости 𝜇κ̄(𝑓, 𝑡0)) системы (1)
с начальным моментом 𝑡0 ∈R+ одноимённую меру устойчивости 𝜇κ(𝑓𝑡0) (неустойчивости
𝜇κ̄(𝑓𝑡0)) системы, правая часть 𝑓𝑡0 которой является сдвигом на 𝑡0 правой части системы (1):

𝑓𝑡0(𝑡, 𝑥)≡ 𝑓(𝑡+ 𝑡0, 𝑥), 𝑡⩾ 0, 𝑥∈𝐺.

С одной стороны, в некоторых случаях меры устойчивости и неустойчивости не зависят
от выбора начального момента, как показывают следующие утверждения.

Теорема 1. Если система (1) одномерна или автономна, то все её меры устойчивости
и неустойчивости любого типа не зависят от начального момента.

Теорема 2. Если система (1) линейна, то её ляпуновские и верхнепредельные меры
устойчивости и неустойчивости любого типа не зависят от начального момента.

Теорема 3. Если какая-либо из мер устойчивости или неустойчивости системы (1)
хотя бы с одним начальным моментом принимает какое-либо из крайних значений 0 или 1,
то она не зависит от начального момента.

С другой стороны, для некоторых систем меры устойчивости и неустойчивости суще-
ственно зависят от начального момента и, более того, принимают все свои потенциально
возможные значения, о чём и говорят

Теорема 4. Для каждого 𝑛>1 существует система (1) с открытым временны́м лучом,
у которой меры устойчивости трёх типов совпадают, а с ростом начального момента
возрастают, пробегая весь интервал (0, 1) и составляя 1 в сумме с мерой неустойчивости.

Теорема 5. Для каждого 𝑛>1 существует система (1) с открытым временны́м лучом,
у которой меры устойчивости трёх типов совпадают, а с ростом начального момента
убывают, пробегая весь интервал (0, 1) и составляя 1 в сумме с мерой неустойчивости.

Замечание. Усилить непосредственно утверждения теорем 4 и 5, замкнув в них времен-
ной луч и/или добавив к интервалу (0, 1) значений мер устойчивости или неустойчивости
соответствующее их крайнее значение, не представляется возможным (в силу теоремы 3).

Литература. 1. Сергеев, И.Н. О реализуемости контрастных сочетаний мер устойчивости и не-
устойчивости нулевого решения дифференциальной системы / И.Н. Сергеев // Дифференц. урав-
нения. — 2024. — Т. 60, № 6. — С. 852–853. 2. Сергеев, И.Н. Зависимость от начального момента
мер устойчивости и неустойчивости нулевого решения дифференциальной системы / И.Н. Сергеев //
Вестн. Удмурт. ун-та. Математика. Механика. Компьют. науки. — 2024. — Т. 34, вып. 1. — С. 80–90.

В. В. Быков (Москва) “Условные показатели линейной системы” (29 марта 2024 г.).

Для заданного 𝑛∈N обозначим через ̃︁ℳ𝑛 множество систем

𝑥̇=𝐴(𝑡)𝑥, 𝑥∈R𝑛, 𝑡∈R+≡ [0,+∞), (1)

с кусочно-непрерывными оператор-функциями 𝐴 (которые отождествляем с задаваемыми
ими системами), а через ℳ𝑛 — его подмножество, состоящее из систем с ограниченными на
полуоси R+ функциями. Множества ̃︁ℳ𝑛 и ℳ𝑛 наделим компактно-открытой топологией.

Приводимая ниже конструкция обобщает построение в [1] и позволяет рассматривать
некоторые известные характеристики асимптотического поведения решений линейных систем
с единой точки зрения.
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Скажем, что системы 𝐴,𝐵∈ ̃︁ℳ𝑛 слабо ляпуновски эквивалентны, если для некоторых их
фундаментальных матриц 𝑋, 𝑌 матричная функция 𝐿(𝑡)≡𝑋(𝑡)𝑌 −1(𝑡), 𝑡∈R+, удовлетворяет
условию [2, гл. IV, § 2.1]

sup
𝑡∈R+

(|𝐿(𝑡)|+ |𝐿−1(𝑡)|)<∞.

Введённое отношение является отношением эквивалентности. В отличие от классической
ляпуновской эквивалентности [3, § 18.2], здесь не требуется ограниченности на полуоси
производной функции 𝐿(·), однако на множестве ℳ𝑛 эти отношения совпадают. Функционал,
принимающий одинаковые значения на любых слабо ляпуновски эквивалентных системах,
будем называть слабо ляпуновским инвариантом.

Определение 1. Сужением системы 𝐴∈ ̃︁ℳ𝑛 на подпространство 𝐿⊂R𝑛 (здесь и всюду
ниже — ненулевое) будем называть всякую систему ̂︀𝐴 ∈ ̃︁ℳdim𝐿, обладающую свойством:
существует такой линейный изоморфизм 𝑉 : 𝐿→ Rdim𝐿, что для любых 𝜉 ∈ 𝐿 и 𝑡 ∈ R+

справедливо равенство
|𝑋𝐴(𝑡, 0)𝜉|= |𝑋 ̂︀𝐴(𝑡, 0)𝑉 𝜉|,

где 𝑋𝐵(·, ·) — оператор Коши системы 𝐵.
Подчеркнём, что мы не требуем здесь инвариантности подпространства 𝐿 относительно

всех операторов 𝐴(𝑡), 𝑡∈R+. Следующее утверждение, вытекающее из теоремы Перрона о
триангулируемости [3, гл. VII, § 20.1], показывает, что сужение системы на заданное подпро-
странство всегда существует и определено с точностью до ортогонального преобразования.

Теорема 1. Для любой системы 𝐴 ∈ ̃︁ℳ𝑛 и подпространства 𝐿 ⊂ R𝑛 существует её
сужение ̂︀𝐴 на 𝐿, причём если 𝐴 ∈ℳ𝑛, то можно выбрать ̂︀𝐴 ∈ℳdim𝐿, а, кроме того,
система ̃︀𝐴 ∈ ̃︁ℳdim𝐿 является сужением системы 𝐴 на 𝐿 тогда и только тогда, когда
существует такая ортогональная при всех 𝑡∈R+ оператор-функция 𝑈 : R+→Rdim𝐿, что

𝑋 ̃︀𝐴(𝑡, 0)=𝑈(𝑡)𝑋 ̂︀𝐴(𝑡, 0)𝑈−1(0), 𝑡∈R+.

Определение 2. Пусть 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛} и функционал 𝜙 : ̃︁ℳ𝑘 →R≡R⊔{−∞,+∞} (или
𝜙 : ℳ𝑘 →R) является слабым ляпуновским инвариантом. Тогда будем называть 𝑘-м услов-
ным 𝜙-показателем системы 𝐴∈ ̃︁ℳ𝑛 (или 𝐴∈ℳ𝑛) величину 𝜙(𝑛,𝑘)(𝐴)≡ inf𝐿∈𝐺𝑘(R𝑛) 𝜙(𝐴|𝐿),
где 𝐺𝑘(R𝑛) — множество 𝑘-мерных векторных подпространств пространства R𝑛, а 𝜙(𝐴|𝐿) —
значение функционала 𝜙 на каком-либо сужении системы 𝐴 на подпространство 𝐿. Ес-
ли функционал 𝜙 определён только на множестве ℳ𝑘, то потребуем дополнительно, чтобы
указанное сужение имело ограниченные коэффициенты. Набор (𝜙(𝑛,1)(𝐴), . . . , 𝜙(𝑛,𝑛)(𝐴)) усло-
вимся называть спектром функционала 𝜙 системы 𝐴.

Обозначим через Λ(𝐴) старший показатель Ляпунова системы (1), а через Ω0(𝐴) —
её верхний генеральный показатель [2, гл. III, § 4.2]. Тогда 𝑘-й условный Λ-показатель
системы (1) есть её 𝑘-й (в порядке нестрогого возрастания) показатель Ляпунова, а 𝑘-й
условный Ω0-показатель есть 𝑘-й условный показатель Боля [4].

Определение 3 [5]. Будем называть функцию 𝑓 : 𝑀 → R, заданную на метрическом
пространстве 𝑀 , верхнепредельной, если существует такая последовательность непрерывных
функций 𝑓𝑘 : 𝑀→R, 𝑘∈N, что

𝑓(𝜇)= lim
𝑘→∞

𝑓𝑘(𝜇), 𝜇∈𝑀.

Теорема 2. Для любых числа 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛} и верхнепредельного слабо ляпуновского
инварианта 𝜙 : ̃︁ℳ𝑘 →R (или 𝜙 : ℳ𝑘 →R) 𝑘-й условный 𝜙-показатель 𝜙(𝑛,𝑘) : ̃︁ℳ𝑛 →R (или
𝜙(𝑛,𝑘) : ℳ𝑛→R) также является верхнепредельным слабо ляпуновским инвариантом.
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Отметим, что из теоремы 2 вытекают результаты [4; 6, теорема 1].
Определение 4. Для каждого 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛} назовём 𝑘-м условным коэффициентом

неправильности Ляпунова системы 𝐴∈ℳ𝑛 величину

𝜎𝑘Л(𝐴)≡ inf
(𝑥1,...,𝑥𝑘)

(︂ 𝑘∑︁
𝑖=1

𝜆[𝑥𝑖]− lim
𝑡→+∞

𝑡−1 ln Γ1...𝑘(𝑡)

)︂
,

где Γ1...𝑘(𝑡) — грамов объём векторов 𝑥1(𝑡), . . . , 𝑥𝑘(𝑡), а 𝜆[𝑓 ]≡ lim𝑡→+∞ 𝑡−1 ln |𝑓(𝑡)| — характе-
ристический показатель функции 𝑓 , причём точная нижняя грань берётся по всевозможным
линейно независимым наборам 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 решений системы 𝐴.

Следствие. Для каждого 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛} функционал 𝜎𝑘Л : ℳ𝑛 →R является верхнепре-
дельным.

Литература. 1. Миллионщиков, В.М. Классификация по Бэру относительных мажорант показа-
телей Ляпунова / В.М. Миллионщиков // Дифференц. уравнения. — 1990. — Т. 26, № 6. — С. 1088–1089.
2. Далецкий, Ю.Л. Устойчивость решений дифференциальных уравнений в банаховом пространстве /
Ю.Л. Далецкий, М.Г. Крейн. — М. : Наука, 1970. — 536 с. 3. Теория показателей Ляпунова и её при-
ложения к вопросам устойчивости / Б.Ф. Былов, Р.Э. Виноград, Д.М. Гробман, В.В. Немыцкий. —
М. : Наука, 1966. — 576 с. 4. Миллионщиков, В.М. Показатель Боля линейной системы, коэффициенты
которой могут быть неограниченными / В.М. Миллионщиков // Дифференц. уравнения. — 1991. —
Т. 27, № 8. — С. 1461–1462. 5. Быков, В.В. Некоторые свойства мажорант показателей Ляпунова си-
стем с неограниченными коэффициентами / В.В. Быков // Дифференц. уравнения. — 2014. — Т. 50,
№ 10. — С. 1291–1301. 6. Миллионщиков В.М. Показатели Ляпунова как функции параметра // Мат.
сб. — 1988. — Т. 137, № 3. — С. 364–380.

В. А. Похачевский (Москва) “О бэровской классификации слабых показателей колеб-
лемости корней линейной системы” (29 марта 2024 г.).

Для заданного 𝑛∈N обозначим через 𝒞∞̃︁ℳ𝑛 множество систем

𝑥̇=𝐴(𝑡)𝑥, 𝑥∈R𝑛, 𝑡∈R+≡ [0,+∞), (1)

с бесконечно дифференцируемыми функциями 𝐴 : R+ →R𝑛×𝑛 (которые мы отождествляем
с задаваемыми ими системами) и метрикой

𝜌(𝐴,𝐵)=

∞∑︁
𝑘=0

2−𝑘 sup
𝑡∈R+

min{|𝐴(𝑘)(𝑡)−𝐵(𝑘)(𝑡)|, (𝑡+1)−1}, 𝐴,𝐵 ∈𝒞∞̃︁ℳ𝑛.

Определение 1 [1, 2]. Верхним и нижним слабыми показателями колеблемости корней
ненулевого решения 𝑥(·) системы (1) называются, соответственно, величины

𝜈+∘ (𝑥)= lim
𝑡→+∞

inf
𝑚∈R𝑛

*

𝜋

𝑡
𝜈+((𝑥,𝑚), 𝑡), 𝜈+∘ (𝑥)= lim

𝑡→+∞
inf

𝑚∈R𝑛
*

𝜋

𝑡
𝜈+((𝑥,𝑚), 𝑡),

где 𝜈+(𝑦, 𝑡) — количество корней (т.е. нулей с учётом кратности) функции 𝑦(·) на промежутке
(0, 𝑡], ( · , ·) — скалярное произведение, а нижним индексом * помечаем выкалывание нуля.

Введённые показатели являются, вообще говоря, точками расширенной числовой прямой
R≡R⊔{−∞,+∞}, которую мы наделяем стандартными порядком и топологией.

Пусть M и N — некоторые классы подмножеств метрического пространства 𝑀 . Будем
говорить [3, с. 223–224], что функция 𝑓 : 𝑀 →R принадлежит классу (M ,* ) (или классу
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(*,N )), если для всякого 𝑟∈R верно условие 𝑓−1((𝑟,+∞])∈M (или, соответственно, условие
𝑓−1([𝑟,+∞]) ∈N ). Далее, 𝐹𝜎 — класс, состоящий из всевозможных счётных объединений
замкнутых множеств, а 𝐹𝜎𝛿 — класс, состоящий из всевозможных счётных пересечений
множеств из класса 𝐹𝜎. Кроме того, через 𝑋𝐴( · , ·) обозначаем оператор Коши системы 𝐴.

Теорема. Для любого 𝑛⩾ 2 справедливы следующие утверждения:
1) функция 𝒞∞̃︁ℳ𝑛×R𝑛

* →R, действующая по правилу (𝐴, 𝜉) ↦→ 𝜈+∘ (𝑋𝐴( · , 0)𝜉), принадле-
жит классу (𝐹𝜎,

* ) и второму классу Бэра;
2) функция 𝒞∞̃︁ℳ𝑛×R𝑛

* →R, действующая по правилу (𝐴, 𝜉) ↦→ 𝜈+∘ (𝑋𝐴( · , 0)𝜉), принадле-
жит классу (*, 𝐹𝜎𝛿) и третьему классу Бэра.

Следствие. Для любой системы 𝐴 ∈ 𝒞∞̃︁ℳ𝑛 спектры слабых показателей колеблемо-
сти корней системы 𝐴, т.е. множества {𝜈+∘ (𝑋𝐴( · , 0)𝜉) : 𝜉 ∈R𝑛

*} и {𝜈+∘ (𝑋𝐴(·, 0)𝜉) : 𝜉 ∈R𝑛
*},

являются суслинскими подмножествами расширенной числовой прямой R.

Литература. 1. Сергеев, И.Н. Характеристики колеблемости и блуждаемости решений линейной
дифференциальной системы / И.Н. Сергеев // Изв. РАН. Сер. математическая. — 2012. — Т. 76,
№ 1. — C. 149–172. 2. Сергеев, И.Н. Полный набор соотношений между показателями колеблемости,
вращаемости и блуждаемости решений дифференциальных систем / И.Н. Сергеев // Изв. Ин-та матем.
и информ. УдГУ. — 2015. — Вып. 2 (46). — С. 171–183. 3. Хаусдорф, Ф. Теория множеств / Ф. Хаусдорф ;
пер. с нем. Н.Б. Веденисова, под ред. и с доп. П.С. Александрова и А.Н. Колмогорова. — М.–Л. : ОНТИ,
1937. — 304 с.

А. Н. Ветохин (Москва) “Бэровская классификация топологической энтропии семейств
неавтономных динамических систем, непрерывно зависящих от вещественного параметра”
(5 апреля 2024 г.).

Напомним определение топологической энтропии для неавтономных динамических систем
[1]. Пусть 𝑋 — компактное метрическое пространство, 𝑓 ≡ (𝑓1, 𝑓2, . . .) — последовательность
непрерывных отображений из 𝑋 в 𝑋. Наряду с исходной метрикой 𝑑, определим на 𝑋
дополнительную систему метрик

𝑑𝑓𝑛(𝑥, 𝑦)= max
0⩽𝑖⩽𝑛−1

𝑑(𝑓∘𝑖(𝑥), 𝑓∘𝑖(𝑦)), (𝑓∘𝑖≡ 𝑓𝑖 ∘· · ·∘𝑓1, 𝑓∘0≡ id𝑋), 𝑥, 𝑦 ∈𝑋, 𝑛∈N.

Для каждых 𝑛∈N и 𝜀>0 обозначим через 𝑁(𝑓, 𝜀, 𝑛) максимальное число точек в 𝑋, попарные
𝑑𝑓𝑛-расстояния между которыми больше 𝜀. Тогда топологической энтропией неавтономной
динамической системы (𝑋, 𝑓) назовём величину

ℎtop(𝑓)= lim
𝜀→0

lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln𝑁(𝑓, 𝜀, 𝑛). (1)

Отметим, что топологическая энтропия не зависит от выбора метрики, порождающей на 𝑋
данную топологию, поэтому определение (1) корректно.

По метрическому пространству ℳ и последовательности непрерывных отображений

𝑓 ≡ (𝑓1, 𝑓2, . . .), 𝑓𝑖 : ℳ×𝑋→𝑋, (2)

образуем функцию
𝜇 ↦→ℎtop(𝑓(𝜇, ·)). (3)

Для произвольных ℳ, 𝑋 и любой последовательности отображений (2) функция (3) при-
надлежит третьему бэровскому классу [2].
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Теорема 1. Ecли 𝑋 = [0, 1] и пространство ℳ содержит множество ℰ типа 𝐹𝜎𝛿,
не являющееся множеством типа 𝐺𝛿𝜎, то найдётся такая последовательность отобра-
жений (2), что функция (3) совпадает с характеристической функцией множества ℰ, а
следовательно, не принадлежит второму бэровскому классу на пространстве ℳ.

Доказательство теоремы 1 конструктивно, но для нахождения последовательности (2)
используется структура множества ℰ , поэтому построение последовательности отображений
(2) достаточно громоздко. Дополним эту теорему конструктивными примерами метрических
пространств ℳ и семейств неавтономных динамических систем, для которых справедливо
утверждение теоремы 1.

Для множества ℳ⊂ [0, 1] по непрерывной функции 𝛼 : ℳ→ℳ построим последователь-
ность функций 𝛼𝑖(𝜇) = 𝛼∘[log2(log2(𝑖+4))](𝜇) ([·] — целая часть), 𝑖 ∈ N, и последовательность
отображений из ℳ× [0, 1] в [0, 1]:

𝑓 ≡ (𝑓1, 𝑓2, . . .), 𝑓𝑖(𝜇, 𝑥)=

⎧⎨⎩𝑥, 0⩽𝑥⩽ 1−𝛼𝑖(𝜇);

1− (2𝑥−2+𝛼𝑖(𝜇))
2

𝛼𝑖(𝜇)
, 1−𝛼𝑖(𝜇)<𝑥⩽ 1 (𝛼𝑖(𝜇) ̸=0)

(4)

(в силу этого определения все функции 𝑓𝑖 непрерывны).
В статье [3] установлена
Теорема 2. Ecли ℳ — множество иррациональных чисел отрезка [0, 1] и 𝛼(𝜇)= {1/𝜇}

({·} — дробная часть числа), то для последовательности (4) функция (3) не принадлежит
второму бэровскому классу на ℳ.

Из результатов [4, с. 114] выводятся следующие утверждения.
Теорема 3. Ecли ℳ= [0, 1] и

𝛼(𝜇)=

⎧⎨⎩0, 𝜇=0;
𝜇

2

(︂
1−sin

1

𝜇

)︂
, 0<𝜇⩽ 1,

то для последовательности (4) функция (3) принадлежит второму и не принадлежит
первому классу Бэра на ℳ.

Теорема 4. Ecли ℳ= [0, 1] и

𝛼(𝜇)=

⎧⎨⎩0, 𝜇=0;

𝜇

(︂
1−sin

1

𝜇

)︂
, 0<𝜇⩽ 1,

то для последовательности (4) функция (3) не принадлежит второму классу Бэра на ℳ.

Литература. 1. Kolyada, S. Topological entropy of nonautonomous dynamical systems / S. Kolyada,
L. Snoha // Random & Computational Dynamics. — 1996. — V. 4, № 2. — P. 205–233. 2. Ветохин, А.Н.
Точный бэровский класс топологической энтропии неавтономных динамических систем / А.Н. Вето-
хин // Мат. заметки. — 2019. — Т. 106, № 3. — С. 333–340. 3. Ветохин, А.Н. О непринадлежности
второму бэровскому классу одного семейства гладких неавтономных динамических систем на отрезке,
непрерывно зависящих от параметра / А.Н. Ветохин // Дифференц. уравнения. — 2020. — Т. 56, № 1. —
С. 133–136. 4. Шарковский, А.Н. Аттракторы траекторий и их бассейны / А.Н. Шарковский. — Киев :
Наукова думка, 2013. — 319 с.
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И. В. Асташова, Ю. Н. Морозов, А. В. Филиновский, Г. А. Чечкин, Т. И. Шаба-
тина (Москва) “О математическом моделировании криохимического синтеза лекарственных
наноформ” (12 апреля 2024 г.).

Исследуется математическая модель криохимического синтеза наноформ фармацевти-
ческих субстанций. Их терапевтическая эффективность во многом зависит от размера и
морфологии частиц. Уменьшение размера частиц фармацевтических веществ до наноразме-
ров позволяет получать высокоэффективные лекарственные средства, что даёт возможность
использовать меньшие дозы лекарств, снижая таким образом вызываемые побочные эффек-
ты и токсичность. Криохимический синтез — один из самых мощных методов получения
наноформ лекарственных средств. Этот совершенно новый метод основан на сублимации или
испарении исходной фармацевтической субстанции в условиях высокого вакуума и введении
образующихся паров в поток газа-носителя с последующей низкотемпературной конденса-
цией потока молекул субстанции из газовой фазы на охлаждаемую поверхность.

Первым шагом математического моделирования процессов криохимического синтеза явля-
ется расчёт температурного поля в потоке газа-носителя, взаимодействующего с охлаждаемой
поверхностью, с использованием стационарного уравнения теплопроводности с массоперено-
сом в одномерном случае.

Исходное уравнение имеет вид

𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝑣

𝜕𝑇

𝜕𝑥
− 𝜇

𝜌𝐶𝑉

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜆
𝜕𝑇

𝜕𝑥

)︂
, (1)

где 𝑇 — абсолютная температура, 𝜌, 𝜇, 𝜆 — плотность, молекулярная масса и теплопро-
водность газа-носителя соответственно, 𝐶𝑉 — молярная теплоёмкость газа-носителя при
постоянном объёме, а 𝑣 — линейная скорость фронта потока газа-носителя.

В стационарном режиме имеем 𝜕𝑇/𝜕𝑡= 0 и уравнение (1) сводится к обыкновенному
дифференциальному уравнению

𝑑𝑇

𝑑𝑥
− 𝜇

𝜌𝑣𝐶𝑉

𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝜆
𝑑𝑇

𝑑𝑥

)︂
=0. (2)

Найдены в аналитической форме решения уравнения, изучены существование и единствен-
ность решений с граничными условиями Дирихле, Неймана и Робена. Заметим, что для
рассматриваемой физико-химической задачи интерес представляют строго убывающие ре-
шения.

Регулируемый поток газа-носителя, проходя через нагретый медный экран цилиндриче-
ской формы, нагревается до определённой температуры, улавливает пары исходного вещества
и выносит их в вакуумируемое пространство. Если площадь сопла (формирователя смешан-
ного молекулярного потока) равна 𝑆, то молярный расход газа-носителя равен 𝑁̇ = 𝜌𝑣𝑆/𝜇,
а его отношение к площади сопла (плотность потока газа-носителя) равно 𝑛̇= 𝑁̇/𝑆= 𝜌𝑣/𝜇.
Теперь уравнение (2) можно записать в виде

𝑑𝑇

𝑑𝑥
− 𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝜆

𝐶𝑉 𝑛̇

𝑑𝑇

𝑑𝑥

)︂
=0 (3)

и решить, учитывая зависимость теплопроводности 𝜆 газа-носителя от температуры. Эта
зависимость для многих газов (таких как азот, гелий, аргон и т.д.) выражается приближённой
формулой

𝜆=
𝑖𝑘

3𝜋3/2𝑑2

√︀
𝑅𝑇/𝜇≡𝛼

√
𝑇 , (4)
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где 𝑖 — сумма поступательных и вращательных степеней свободы молекул, 𝑘 — постоянная
Больцмана, 𝑑 — эффективный диаметр молекул, 𝑅 — универсальная газовая постоянная.
Представив (4) в виде 𝜆=𝛼

√
𝑇 с соответствующим коэффициентом 𝛼, получим

𝜆

𝐶𝑉 𝑛̇
=
𝛼
√
𝑇

𝐶𝑉 𝑛̇
= 𝑏

√
𝑇 , где 𝑏≡ 𝛼

𝐶𝑉 𝑛̇
.

Теперь уравнение (3) принимает вид

𝑑

𝑑𝑥

(︂
𝑇 −𝑏

√
𝑇
𝑑𝑇

𝑑𝑥

)︂
=0. (5)

Теорема 1. Каждое положительное решение 𝑇 уравнения (5) либо постоянно, либо
строго монотонно, причём любое его строго убывающее решение имеет вид

𝑇 (𝑥)= 𝑐2Θ

(︂
𝑥−𝑥*

𝑏𝑐

)︂2
, (6)

где 𝑥*, 𝑐> 0 — произвольные константы, Θ: (−∞, 0)→ (0, 1) — убывающая функция, неявно
задаваемая формулой

𝑥=2Θ(𝑥)+ln
1−Θ(𝑥)

1+Θ(𝑥)
,

а выражение в скобках в уравнении (5) (не зависящее от 𝑥) для решения (6) равно 𝑐2. Если
же 𝑇 — непродолжаемое решение уравнения (5), то оно определено на полуоси (−∞, 𝑥*) и
удовлетворяет условиям

𝑇 (𝑥)→ 𝑐2, 𝑇 ′(𝑥)→ 0, 𝑥→−∞; 𝑇 (𝑥)→ 0, 𝑇 ′(𝑥)→−∞, 𝑥→𝑥*.

Теорема 2. Для любых констант 𝑥0<𝑥1, 𝑇0>𝑇1> 0, 𝑈1< 0 и каждой из следующих
пар условий:

1) 𝑇 (𝑥0)=𝑇0, 𝑇 (𝑥1)=𝑇1 (задача Дирихле);
2) 𝑇 (𝑥0)=𝑇0, 𝑇 ′(𝑥1)=𝑈1 (задача Неймана);
3) 𝑇 (𝑥0)=𝑇0, 𝑇 ′(𝑥1)=𝑈1𝑇 (𝑥1) (задача Робена)

существует единственное решение 𝑇 уравнения (5), определённое на отрезке [𝑥0, 𝑥1] и
удовлетворяющее именно этой паре условий.

Теорема 3. Если 𝑏> 0, 𝑇0>𝑇1> 0 и 𝑈1< 0, то неравенство

𝑏|𝑈1|
√︀
𝑇1>𝑇0−𝑇1

эквивалентно существованию на некотором отрезке [𝑥0, 𝑥1] строго убывающего решения 𝑇
уравнения (5), удовлетворяющего условиям

𝑇 (𝑥0)=𝑇0, 𝑇 (𝑥1)=𝑇1, 𝑇 ′(𝑥1)=𝑈1.

Замечание. Физико-химическое описание задачи приводится в статьях [1, 2]. Дока-
зательства части приведённых результатов изложены в [1]. Другие результаты авторов,
связанные с математическим моделированием физических и биологических процессов, мож-
но найти в [3–6], в частности, процессов, в основе модели которых лежит параболическое
уравнение, — в [3, 4].
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Работа выполнена в рамках программы развития МГУ имени М.В. Ломоносова (проект
23-НШ05-26).

Литература. 1. Mathematical modeling of cryochemical formation of medicinal substances in nano-
forms. The role of temperature and dimensional parameters / I.V. Astashova, G.A. Chechkin, A.V. Filinovskiy
[et al.] // WSEAS Transactions on Biology and Biomedicine. — 2023. — V. 20. — P. 213–221. 2. Cryochemi-
cal production of drug nanoforms: particle size and crystal phase control of the antibacterial medication
2,3-quinoxalinedimethanol-1,4-dioxide (dioxidine) / T.I. Shabatina, Y.N. Morosov, A.V. Soloviev [et al.] //
Nanomaterials. — 2021. — V. 11, № 6. — P. 1–17. 3. Astashova, I.V. Controllability and exact controllability
in a problem of heat transfer with convection and time distributed functional / I.V. Astashova, A.V. Fili-
novskiy // J. Math. Sci. — 2020. — V. 244, № 2. — P. 148–157. 4. On the Friedrichs inequality in a
domain perforated along the boundary. Homogenization procedure. Asymptotics in parabolic problems /
G.A. Chechkin, Yu.O. Koroleva, A. Meidell, L.E. Persson // Russ. J. Math. Phys. — 2009. — V. 16, № 1. —
P. 1–16. 5. Astashova, I.V. On periodic solutions to a nonlinear dynamical system from one-dimensional
cold plasma model / I.V. Astashova, K.N. Belikova // Funct. Differ. Equat. — 2022. — № 3–4. — P. 7–15.
6. Astashova, I. Mathematical models of epidemics in closed populations and their visualization via web
application PhaPl / I. Astashova, V. Chebotaeva, A. Cherepanov // WSEAS Transactions on Biology and
Biomedicine. — 2018. — V. 15, № 12. — P. 112–118.

Е. В. Коробко (Москва) “Дискретный аналог уравнения типа Эмдена–Фаулера и его
решения, эквивалентные степенным функциям” (19 апреля 2024 г.).

Рассмотрим дискретное уравнение

Δ2𝑢(𝑘)±𝑘𝛼𝑢𝑚(𝑘)= 0, 𝑘∈N(𝑘0)≡{𝑘0, 𝑘0+1, . . .}, 𝛼,𝑚∈R, 𝛼 ̸=0, 𝑚 ̸=0, 1, (1)

где Δ𝑢(𝑘)≡𝑢(𝑘+1)−𝑢(𝑘) и Δ2𝑢(𝑘)≡Δ(Δ𝑢(𝑘))=𝑢(𝑘+2)−2𝑢(𝑘+1)+𝑢(𝑘) — первая и вторая
разности искомой функции 𝑢 : N(𝑘0)(0,+∞). Уравнение (1) является дискретным аналогом
нелинейного уравнения второго порядка типа Эмдена–Фаулера [1, гл. 7]

𝑦′′(𝑥)±𝑥𝛼𝑦𝑚(𝑥)= 0.

Определение. Функцию 𝑢𝑎𝑝𝑝 : N(𝑘0)→ (0,+∞) назовём приближённым решением урав-
нения (1) порядка 𝑔 : N(𝑘0)→R, если

lim
𝑘→+∞

(Δ2𝑢𝑎𝑝𝑝(𝑘)±𝑘𝛼𝑢𝑚𝑎𝑝𝑝(𝑘))𝑔(𝑘)= 0,

а если 𝑔 — степенная функция, то скажем, что это приближённое решение степенного вида.
В работе [2] сформулирован и доказан результат, для формулировки которого рассмотрим

систему
Δ𝑌 (𝑘)=𝐹 (𝑘, 𝑌 (𝑘)), 𝐹 (𝑘, ·)∈𝐶(R𝑛), 𝑘∈N(𝑘0), (2)

где 𝑌 ≡ (𝑌0, . . . , 𝑌𝑛−1)
T ∈ R𝑛 и 𝐹 (𝑘, 𝑌 )≡ (𝐹1(𝑘, 𝑌 ), . . . , 𝐹𝑛(𝑘, 𝑌 ))T : N(𝑘0)×R𝑛 → R𝑛. Решение

системы (2) с начальным условием

𝑌 (𝑘0)=𝑌 0≡ (𝑌 0
0 , . . . , 𝑌

0
𝑛−1)

T ∈R𝑛

единственно. При всех 𝑖= 1, 𝑛 для заданных функций 𝑏𝑖, 𝑐𝑖 : N(𝑘0)→ R, удовлетворяющих
неравенствам 𝑏𝑖(𝑘)<𝑐𝑖(𝑘), 𝑘∈N(𝑘0), и заданного вектора 𝑌 ∈R𝑛 определим функции

𝐵𝑖(𝑘, 𝑌 )≡−𝑌𝑖−1+𝑏𝑖(𝑘), 𝐶𝑖(𝑘, 𝑌 )≡𝑌𝑖−1−𝑐𝑖(𝑘), 𝑘∈N(𝑘0),
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и множества

Ω𝑖
𝐵 ≡{(𝑘, 𝑌 ) : 𝑘∈N(𝑘0), 𝐵𝑖(𝑘, 𝑌 )= 0, 𝐵𝑗(𝑘, 𝑌 )⩽ 0, 𝐶𝑙(𝑘, 𝑌 )⩽ 0, 𝑗, 𝑙=1, 𝑛, 𝑗 ̸= 𝑖},

Ω𝑖
𝐶 ≡{(𝑘, 𝑌 ) : 𝑘∈N(𝑘0), 𝐶𝑖(𝑘, 𝑌 )= 0, 𝐵𝑗(𝑘, 𝑌 )⩽ 0, 𝐶𝑙(𝑘, 𝑌 )⩽ 0, 𝑗, 𝑙=1, 𝑛, 𝑙 ̸= 𝑖}.

Теорема 1 [2]. Если для системы (2) при 𝑖=1, 𝑛, выполнены неравенства

𝐹𝑖(𝑘, 𝑌 )<Δ𝑏𝑖(𝑘), (𝑘, 𝑌 )∈Ω𝑖
𝐵; 𝐹𝑖(𝑘, 𝑌 )>Δ𝑐𝑖(𝑘), (𝑘, 𝑌 )∈Ω𝑖

𝐶 ,

то она имеет решение 𝑌 , удовлетворяющее условиям

𝑏𝑖(𝑘)<𝑌𝑖−1(𝑘)<𝑐𝑖(𝑘), 𝑖=1, 𝑛, 𝑘∈N(𝑘0).

Теорема 2. Для уравнения (1) функция

𝑢𝑎𝑝𝑝(𝑘)=
𝑎

𝑘𝑠
+

𝑏

𝑘𝑠+1
, 𝑘∈N(𝑘0),

где
𝑠=

𝛼+2

𝑚−1
, 𝑎=(∓𝑠(𝑠+1))1/(𝑚−1), 𝑏=

𝑎𝑠(𝑠+1)

𝑠+2−𝑚𝑠
,

является приближённым решением (степенного вида) порядка 𝑔(𝑘)= 𝑘𝑠+3.
Теорема 3. Если существуют такие числа 𝛾 ∈ (0, 1), 𝑠 ̸=−1,−2 и 𝜀𝑖 > 0, 𝑖=1, 4, что

при 𝑃 ≡ (𝛾+𝑠+1)/(𝑠+1) и 𝑄≡ (𝛾+𝑠+2)/(𝑚𝑠) выполняется хотя бы одно из следующих
четырёх условий:

1) 𝑚𝑠> 0, 𝑠>−1, 𝜀3<𝜀1𝑃 , 𝜀4<𝜀2𝑃 , 𝜀1<𝜀3𝑄, 𝜀2<𝜀4𝑄;
2) 𝑚𝑠< 0, 𝑠>−1, 𝜀3<𝜀1𝑃 , 𝜀4<𝜀2𝑃 , 𝜀2<−𝜀3𝑄, 𝜀1<−𝜀4𝑄;
3) 𝑚𝑠< 0, 𝑠<−1, 𝜀4<−𝜀1𝑃 , 𝜀3<−𝜀2𝑃 , 𝜀2<−𝜀3𝑄, 𝜀1<−𝜀4𝑄;
4) 𝑚𝑠> 0, 𝑠<−1, 𝜀4<−𝜀1𝑃 , 𝜀3<−𝜀2𝑃 , 𝜀1<𝜀3𝑄, 𝜀2<𝜀4𝑄,

то для некоторого 𝐾 при каждом 𝑘0>𝐾 существует решение 𝑢(𝑘) уравнения (1), удовле-
творяющее для всех 𝑘∈N(𝑘0) оценкам

− 𝜀1
𝑘𝛾

<
(︁
𝑢(𝑘)− 𝑎

𝑘𝑠
− 𝑏

𝑘𝑠+1

)︁(︁ 𝑏

𝑘𝑠+1

)︁−1
<
𝜀2
𝑘𝛾
,

− 𝜀3
𝑘𝛾

<
(︁
Δ𝑢(𝑘)−Δ

(︁ 𝑎
𝑘𝑠

)︁
−Δ

(︁ 𝑏

𝑘𝑠+1

)︁)︁(︁
Δ
(︁ 𝑏

𝑘𝑠+1

)︁)︁−1
<
𝜀4
𝑘𝛾
,

− 𝜀1
𝑘𝛾

+𝑂
(︁1
𝑘

)︁
<
(︁
Δ2𝑢(𝑘)−Δ2

(︁ 𝑎
𝑘𝑠

)︁
−Δ2

(︁ 𝑏

𝑘𝑠+1

)︁)︁(︁
Δ2
(︁ 𝑏

𝑘𝑠+1

)︁ 𝑚𝑠

𝑠+2

)︁−1
<
𝜀2
𝑘𝛾

+𝑂
(︁1
𝑘

)︁
.

Теорема 4. Если существуют такие числа 𝑠>−1 и 𝜀𝑖>0, 𝑖=1, 4, что при 𝑅≡𝑚𝑠/(𝑠+2)
выполняется хотя бы одно из следующих двух условий:

1) 𝑚𝑠> 0, 𝜀3<𝜀1, 𝜀2>𝜀4, 𝜀3>𝜀1𝑅, 𝜀4>𝜀2𝑅;
2) 𝑚𝑠< 0, 𝜀3<𝜀1, 𝜀2>𝜀4, 𝜀3>−𝜀2𝑅, 𝜀4>−𝜀1𝑅,

то для некоторого 𝐾 при каждом 𝑘0>𝐾 существует решение 𝑢(𝑘) уравнения (1), удовле-
творяющее для всех 𝑘∈N(𝑘0) всем оценкам теоремы 3 при 𝛾=0.

Теорема 5. Если имеет место хотя бы одно из следующих условий:
1) 𝑚> 1, −2<𝛼< 0;
2) 𝑚< 0, −2<𝛼<min{0,−(𝑚+1)};
3) 0<𝑚< 1, 𝛼<−2;
4) 𝛼>−(𝑚+1), 𝛼<−2, 𝛼>−4𝑚/(𝑚+1);
5) −1<𝑚< 0, 𝛼<−2, 𝛼<−4𝑚/(𝑚+1);
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6) 𝑚<−1, 𝛼<−2, 𝛼>−4𝑚/(𝑚+1);

7) 𝑚> 0, 𝛼>−2, 𝛼<−4𝑚/(𝑚+1), 𝛼<−(𝑚+1),
то хотя бы одно из условий 1) и 2) теоремы 4 выполнено.

Доказательства некоторых из приведённых результатов изложены в работах [3–5].

Литература. 1. Белман, Р. Теория устойчивости решений дифференциальных уравнений / Р. Бел-
ман. — М. : ИЛ, 1954. — 216 с. 2. Diblik, J. Discrete retract principle for systems of discrete equations /
J. Diblik // Comput. Math. Appl. — 2001. — № 42. — P. 515–528. 3. Astashova, I. Existence of a solution
of discrete Emden–Fowler equation caused by continuous equation / I. Astashova, J. Diblik, E. Korobko //
Discrete and Continuous Dynamical Systems. Series S. — 2021. — V. 14, № 12. — P. 4159–4178. 4. Diblik, J.
Asymptotic behavior of solutions of a second-order nonlinear discrete equation of Emden–Fowler type /
J. Diblik, E. Korobko // Adv. Nonlin. Anal. — 2023. — V. 12, № 1. — P. 1–23. 5. Korobko, E. Asymptotic
characterization of solutions of Emden–Fowler type difference equation / E. Korobko // Proc. II of the Conf.
Student EEICT. — Brno, 2021. — P. 250–254.

А. В. Тюленев (Москва) “Вычислимость решений начальной задачи для уравнений с
запаздыванием” (26 апреля 2024 г.).

Определение 1. Следующие объекты называются вычислимыми (см., например, [1, § 12,
п. 3; 2, гл. 0, пп. 1–5]):

1) функция 𝑓 : N→N, если существует алгоритм (например, машина Тьюринга), который
останавливается на тех и только тех 𝑛∈N, для которых 𝑓 определена, и выдаёт 𝑓(𝑛);

2) последовательность (𝑟𝑛) рациональных чисел, если существуют такие всюду опреде-
лённые вычислимые функции 𝑎, 𝑏, 𝑠 : N→N, что

𝑟𝑛=(−1)𝑠(𝑛)
𝑎(𝑛)

𝑏(𝑛)+1
, 𝑛∈N

(определение распространяется и на кратные последовательности);
3) последовательность (𝑥𝑘) действительных чисел, если существует такая вычислимая

последовательность (𝑟𝑘𝑛) рациональных чисел, что

|𝑥𝑘−𝑟𝑘𝑛|⩽ 2−𝑛, 𝑘, 𝑛∈N

(число 𝑥∈R вычислимо, если вычислима стационарная последовательность (𝑥));
4) промежуток 𝐼 ⊂R, если как верхняя, так и нижняя его границы являются вычисли-

мыми (определение распространяется и на параллелепипеды в R𝑞);
5) функция 𝑓 : 𝐼→R, где 𝐼 — вычислимый промежуток, если:

i) для любой вычислимой последовательности (𝑥𝑘)⊂ 𝐼 последовательность (𝑓(𝑥𝑘)) вы-
числима;

ii) существует такая вычислимая функция 𝛼 : N→N, что

|𝑥−𝑦|⩽ 1

𝛼(𝑛)
⇒ |𝑓(𝑥)−𝑓(𝑦)|⩽ 2−𝑛, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼, 𝑛∈N

(определение распространяется и на функции 𝑓 : 𝐼𝑝→R𝑞).
Для заданных вычислимых положительных чисел 𝜎, 𝑟, 𝑎 рассмотрим банахово пространст-

во C≡𝐶([−𝑟, 0],R𝑛) с нормой ‖𝑥‖≡max𝜏∈[−𝑟,0] |𝑥(𝜏)|, а каждой функции 𝑥∈𝐶([𝜎−𝑟, 𝜎+𝑎],R𝑛)
и каждому 𝑡∈ [𝜎, 𝜎+𝑎] поставим в соответствие функцию 𝑥𝑡 ∈C, 𝑥𝑡(𝜏)≡𝑥(𝑡+𝜏), 𝜏 ∈ [−𝑟, 0].
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Определение 2. Для заданной выпуклой ограниченной области 𝐷⊂R×C назовём функ-
цию 𝑓 : 𝐷→R𝑛 вычислимой, если:

1) для любой вычислимой последовательности ((𝑡𝑘, 𝜙𝑘)) последовательность (𝑓(𝑡𝑘, 𝜙𝑘))
вычислима;

2) существует такая вычислимая функция 𝛾 : N→N, что

|𝑡−𝑠|+‖𝜙−𝜓‖⩽ 𝛾−1(𝑘) ⇒ |𝑓(𝑡, 𝜙)−𝑓(𝑠, 𝜓)|⩽ 2−𝑘, (𝑡, 𝜙), (𝑠, 𝜓)∈𝐷, 𝑘∈N.

Определение 3. Уравнение
𝑥̇(𝑡)= 𝑓(𝑡, 𝑥𝑡) (1)

назовём уравнением с запаздыванием. Функцию 𝑥 ∈ 𝐶([𝜎− 𝑟, 𝜎+𝑎],R𝑛) назовём решением
уравнения (1) на отрезке [𝜎−𝑟, 𝜎+𝑎], если для всех 𝑡∈ [𝜎−𝑟, 𝜎+𝑎] верны условие (𝑡, 𝑥𝑡)∈𝐷
и равенство (1) (в граничных точках производная односторонняя), а если при этом 𝑥𝜎=𝜙∈C,
то 𝑥(𝜎, 𝜙) — решение, начинающееся в точке (𝜎, 𝜙).

В [3, гл. 2] доказываются (неконструктивно) локальное существование и единственность
такого решения, а также существование непродолжаемого решения. Имеет место конструк-
тивный аналог этого факта.

Теорема 1. Если 𝐷 ⊂ R×C — выпуклая ограниченная область, а функция 𝑓 : 𝐷→ R
вычислима и липшицева по 𝑥, то для любой вычислимой пары (𝜎, 𝜙) ∈𝐷, удовлетворяю-
щей условию (𝜎−𝑟, 𝜙)∈𝐷, найдётся такое вычислимое 𝑎> 0, что на отрезке [𝜎−𝑟, 𝜎+𝑎]
существует единственное вычислимое решение (1), начинающееся в точке (𝜎, 𝜙).

Определение 4. Интервал 𝐼 ⊂R называется перечислимо открытым, если он предста-
вим в виде объединения вычислимых интервалов 𝐼𝑛, 𝑛∈N (см. [4, п. 2]). Полуинтервал [𝑎, 𝑏)
назывём перечислимо открытым справа, если интервал (𝑎, 𝑏) перечислимо открыт.

В [4] доказано, что непродолжаемое решение задачи Коши для обыкновенного дифферен-
циального уравнения является вычислимым, а промежуток, на котором оно определено, —
перечислимо открытым. Оказывается, аналогичные утверждения справедливы и для урав-
нений с запаздыванием.

Теорема 2. Если 𝐷 ⊂ R×C — выпуклая перечислимо открытая (возможно, неогра-
ниченная) область, а функция 𝑓 : 𝐷→R вычислима и локально липшицева по 𝑥, то для
любой вычислимой пары (𝜎0, 𝜙0)∈𝐷, удовлетворяющей условию (𝜎0−𝑟, 𝜙0)∈𝐷, существует
единственное непродолжаемое вычислимое решение уравнения (1), начинающееся в точке
(𝜎0, 𝜙0), причём промежуток, на котором определено это непродолжаемое решение, явля-
ется перечислимо открытым справа.
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