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Для автономной линейной однородной асимптотически устойчивой дифференциальной
системы получены достаточные условия на малость возмущений в классе автономных ли-
нейных однородных систем, при выполнении которых квадратичная форма, являющаяся
функцией Ляпунова для исходной системы, будет функцией Ляпунова и для возмущённой
системы.
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Введение. Важное место в прямом (втором) методе Ляпунова занимает задача о постро-
ении в явном виде функции Ляпунова для тех или иных классов дифференциальных сис-
тем [1–3]. Для установления свойства устойчивости и нахождения качественных характеристик
нелинейных непрерывных (дискретных) динамических систем, допускающих линеаризацию,
вблизи их равновесных состояний могут быть использованы функции Ляпунова квадратично-
го вида [3, с. 33–45; 4, с. 120–132], построенные для соответствующих линеаризованных систем.
При этом могут решаться вопросы построения квадратичной функции Ляпунова с некоторыми
заданными свойствами, которые определяются особенностями исходной задачи [5–7]. Напри-
мер, при решении прикладных динамических задач, когда интерес представляют не только
качественные, но и количественные характеристики системы [8, 9], возникает необходимость
использования ограничений на величину первой производной (первой разности) квадратич-
ной функции Ляпунова V (x) на заданной поверхности уровня V (x) = V0, причём существен-
ным является такой выбор её параметров, при котором выполнение неравенства V̇ (x) < 0
(ΔV (x) < 0) обеспечивается с заданным [10, 11] (в том числе максимальным [12, 13]) запасом.

В данной работе изучается вопрос, при каких условиях квадратичная функция Ляпунова,
построенная для автономной линейной дифференциальной системы, будет оставаться функ-
цией Ляпунова при изменении коэффициентов системы.

1. Квадратичная функция Ляпунова, удовлетворяющая заданному ограниче-
нию, для автономных линейных однородных систем дифференциальных урав-
нений.

1.1. Для фиксированного числа n ∈ N рассмотрим автономную линейную систему диф-
ференциальных уравнений

ẋ = Ax, x = (x1, . . . , xn)
т ∈ R

n, (1)

и квадратичную форму с постоянными коэффициентами

V (x) = xтKx (Kт = K). (2)

Элементы постоянных n×n-матриц A и K вещественные. Первая производная V̇(1)(x) квад-
ратичной формы (2) в силу системы (1) также является квадратичной формой:

V̇(1)(x) = xт(AтK +KA)x. (3)

Далее считаем, что собственные значения λ1, λ2, . . . , λn матрицы коэффициентов A сис-
темы (1), т.е. корни характеристического уравнения det (A−λEn) = 0, имеют отрицательные
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вещественные части, и что квадратичная форма (2) положительно определена (здесь и ниже
En – единичная n×n-матрица). Это предположение означает, в частности, что у системы (1)
имеется [4, с. 35] квадратичная функция Ляпунова.

В работе [10] доказана
Теорема 1. Пусть квадратичная форма (2) является функцией Ляпунова системы (1)

и на заданной поверхности уровня V (x) = V0 = const > 0 функции V (x) максимальное
значение её первой производной (3) в силу системы (1) равно δV0. Тогда для собствен-
ных значений λi, i = 1, n, матрицы коэффициентов системы (1) справедливо неравенство
2 max
i=1,n

Reλi � δ < 0, а коэффициенты квадратичной формы (2) удовлетворяют равенству

det (AтK +KA− δK) = 0. (4)

Замечание. В дальнейшем матрицу AтK + KA квадратичной формы (3) обозначаем
через AK . Очевидно, что матрица AK симметрична: AK = Aт

K . Пусть AK = (Akm)nk,m=1.

Если A = (aik)
n
i,k=1 и K = (Kik)

n
i,k=1, то для элементов матрицы AK очевидны равенства

Akm =

n∑

i=1

(Kimaik +Kikaim), k,m = 1, n, (5)

в которых учтена симметричность матрицы K (Kik = Kki для всех k, i = 1, n). В этих
обозначениях равенство (4) запишется в виде det (Akm − δKkm)nk,m=1 = 0.

Доказательство теоремы 1, приведённое в работе [10], основывается на решении соответ-
ствующей экстремальной задачи. Дадим другое её

Доказательство. Так как (2) – положительно определённая квадратичная форма, то кор-
ректно задан регулярный пучок AK−μK квадратичных форм [14, гл. 10, § 6], где μ – числовой
параметр. Пусть μ1 � . . . � μn – характеристические числа этого пучка [14, гл. 10, § 6], т.е.
корни уравнения

det (AK − μK) = 0 (6)

(все корни этого уравнения вещественные [14, гл. 10, § 6]). Тогда, согласно [14, гл. 10, § 7],
имеет место равенство

max
x �=0

xтAKx

xтKx
= μn. (7)

Так как отношение xтAKx/xтKx квадратичных форм на любой прямой, проходящей через
начало координат, принимает, за исключением точки x = 0, одно и то же значение (вообще
говоря, своё для каждой прямой), то

max
x �=0

xтAKx

xтKx
= max

V (x)=V0>0

V̇(1)(x)

V (x)
= δ. (8)

Из равенств (7) и (8) заключаем, что μn = δ, а значит, так как μn – корень уравнения (6),
справедливо равенство (4).

По условию теоремы 1 квадратичная форма (2) является функцией Ляпунова системы (1),
поэтому квадратичная форма (3) отрицательно определена, а значит, μn = δ < 0. Следо-
вательно, для завершения доказательства теоремы остаётся установить справедливость нера-
венства δ � 2 max

i=1,n
Reλi. Пусть, без нарушения общности, вещественная часть собственного

значения λn матрицы A не меньше, чем вещественные части остальных её собственных зна-
чений. Могут представиться только два случая: 1) Imλn = 0; 2) Imλn �= 0. Рассмотрим
каждый из них отдельно.

В случае 1) обозначим через y ∈ R
n собственный вектор матрицы A, отвечающий соб-

ственному значению λn. Тогда Ay = λny и yтAт = λny
т. Поэтому верно равенство

yтAKy = yт(AтK +KA)y = λn(y
тKy + yтKy) = 2λny

тKy,
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в силу которого получаем оценку

δ = max
x �=0

xтAKx

xтKx
� yтAKy

yтKy
=

2λny
тKy

yтKy
= 2λn = 2Reλn.

В случае 2) собственному значению λn = α+ iβ матрицы A отвечает в пространстве C
n

собственный вектор y = y1 + iy2, где yi ∈ R
n, i = 1, 2. Раскрывая в равенстве A(y1 + iy2) =

= (α+ iβ)(y1 + iy2) скобки и отделяя вещественную и мнимую части, получаем Ay1 = αy1 −
− βy2, Ay2 = βy1 + αy2 и, следовательно, yт

1A
т = αyт

1 − βyт
2 , yт

2A
т = βyт

1 + αyт
2 . В силу двух

последних соотношений несложно убедиться в том, что имеет место равенство

yт
iAKyi = 2αyт

iKyi + (−1)iβ(yт
1Ky2 + yт

2Ky1), i = 1, 2. (9)

Выберем тот вектор yi, для которого второе слагаемое в правой части равенства (9) неотри-
цательно. Тогда при таком yi вследствие (9) справедливо неравенство yт

iAKyi � 2αyт
i Kyi, в

силу которого и положительной определённости квадратичной формы (2) получаем оценку

δ = max
x �=0

xтAKx

xтKx
� yт

iAKyi
yт
iKyi

� 2αyт
iKyi

yт
iKyi

= 2α = 2Reλn.

Теорема доказана.
1.2. Заметим, что уравнение (6) может быть записано в виде Pn(μ) = 0, где

Pn(μ) = μn + a1μ
n−1 + a2μ

n−2 + . . .+ an−1μ+ an, (10)

ak = (−1)k(detK)−1
∑

i1<i2<...<ik

detKi1,i2,...,ik , k = 1, n, an = (−1)n(detK)−1detAK , (11)

а матрица Ki1,i2,...,ik получается из матрицы K заменой столбцов с номерами i1, i2, . . . , ik
на одноимённые столбцы матрицы AK . Коэффициенты (11) многочлена (10) получаются,
если раскрыть определитель в (6) и разделить получившийся многочлен на коэффициент при
старшей степени μ. Как отмечено в доказательстве теоремы 1, все корни многочлена Pn(μ)
(см. (10)) вещественные [14, гл. 10, § 6].

Предположим, что построена квадратичная форма (2), которая является функцией Ляпу-
нова системы (1). Пусть коэффициенты системы (1) изменились, т.е. система приняла вид

ẋ = (A+ΔA)x, (12)

где ΔA = (Δaij)
n
i,j=1 – постоянная вещественная матрица. Тогда для матрицы (A + ΔA)K

первой производной V̇(12)(x) квадратичной формы (2) в силу системы (12) очевидно равенство

(A+ΔA)K = (A+ΔA)тK +K(A+ΔA) = (AтK +KA) + ((ΔA)тK +KΔA) = AK + (ΔA)K .

Поэтому величины Akm (см. (5)) преобразуются к виду Akm +ΔAkm, где

ΔAkm =

n∑

i=1

(KimΔaik +KikΔaim), k,m = 1, n, (13)

уравнение (6) примет вид
det (AK + (ΔA)K − μK) = 0, (14)

а вместо многочлена (10) получим многочлен

PΔ
n (μ) = μn + (a1 +Δa1)μ

n−1 + (a2 +Δa2)μ
n−2 + . . .+ (an−1 +Δan−1)μ + an +Δan, (15)
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где Δak – сумма произведений всех миноров матрицы (ΔA)K = (ΔAij)
n
i,j=1 до порядка k

включительно на соответствующие им алгебраические дополнения из матрицы Ki1,i2,...,ik .
В частности, нужный нам в дальнейшем коэффициент Δan равен

Δan =
(−1)n

detK

n∑

p=1

ωp, (16)

здесь

ω1 =

n∑

i=1

n∑

j=1

ΔAijA
i
j , ωn = det (ΔA)K (17)

и

ωq =
∑

i1<...<iq

∑

j1<...<jq

∣∣∣∣∣∣

ΔAi1,j1 ΔAi1,j2 . . . ΔAi1,jq
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ΔAiq,j1 ΔAiq,j2 . . . ΔAiq,jq

∣∣∣∣∣∣
A

i1,...,iq
j1,...,jq

, q = 2, n − 1, (18)

где Ai
j – алгебраическое дополнение элемента Aij в матрице AK , а Ai1,...,ik

j1,...,jk
– алгебраическое

дополнение минора матрицы AK , построенного на строках с номерами i1, . . . , ik и столбцах
с номерами j1, . . . , jk. Многочлен (15) и величина (16) получаются, если раскрыть опреде-
литель в (14) с учётом равенств (13) и разделить получившийся многочлен на коэффициент
при старшей степени μ.

Задача, рассматриваемая в работе, состоит в нахождении условий, которым должны удо-
влетворять возмущения, чтобы квадратичная функция Ляпунова (2), построенная для систе-
мы (1), оставалась функцией Ляпунова и для возмущённой системы (12). В следующем пункте
уточним постановку задачи.

2. Об условиях, дающих решение задачи. Функция Ляпунова (2), построенная для
системы (1), будет оставаться функцией Ляпунова и для системы (12), если и только если все
собственные значения матрицы AK + (ΔA)K будут отрицательными.

2.1. Так как матрица AK + (ΔA)K симметричная, то все её собственные значения веще-
ственны (см., например, [15, с. 204]). Значит, если у матрицы AK + (ΔA)K все собственные
значения отрицательны, то все коэффициенты её характеристического многочлена PΔ

n (μ) по-
ложительны, что очевидно следует из формул Виета. Как хорошо известно [16, с. 92], для мно-
гочлена с вещественными коэффициентами (все корни которого не обязательно вещественны)
условие положительности всех коэффициентов является необходимым условием того, чтобы
все корни этого многочлена имели отрицательную вещественную часть, но, вообще говоря, не
достаточным для многочленов степени выше двух. В рассматриваемом же нами случае мно-
гочлена, все корни которого вещественны, это необходимое условие является и достаточным.
Действительно, если все коэффициенты многочлена, имеющего только вещественные корни,
положительны, то значения этого многочлена на неотрицательной полуоси положительны, а
значит, все его корни лежат на отрицательной полуоси. Таким образом, справедлива

Теорема 2. Квадратичная форма (2), являющаяся функцией Ляпунова для системы (1),
будет оставаться функцией Ляпунова и для системы (12), если и только если для матрицы
ΔA выполняются неравенства ak +Δak > 0, k = 1, n.

Таким образом, чтобы проверить, будет ли квадратичная форма (2), являющаяся функци-
ей Ляпунова системы (1), также и функцией Ляпунова системы (12), нужно в дополнение к
найденным положительным коэффициентам ak, k = 1, n, (см. формулы (11)) найти величи-
ны Δak, k = 1, n, (см. формулы (16)) и проверить выполнимость неравенств ak + Δak > 0,
k = 1, n. Для проверки этого необходимого и достаточного условия нужно вычислить все
величины Δak, k = 1, n, что связано с большим количеством довольно объёмных вычисле-
ний. Можно предложить достаточное условие, для проверки которого требуется вычислить
фактически только элемент Δan.

Чтобы сформулировать это достаточное условие, рассмотрим, наряду с системой (12), так-
же параметрическое семейство уравнений

ẋ = (A+ τΔA)x, (19)
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параметр τ в котором изменяется на отрезке [0, 1], и в которое системы (1) и (12) входят при
τ = 0 и τ = 1 соответственно. Обозначим через Δan(τ) величину Δan, вычисленную при
фиксированном τ для системы (19) по формуле (16), т.е. для системы (19) нужно в формулах
(17) и (18) заменить ΔAij на τΔAij и (ΔA)K на (τΔA)K . Тогда очевидно, что величина
Δan(τ) представляет собой многочлен степени n переменной τ с нулевым свободным членом:

Δan(τ) =
(−1)n

detK

n∑

p=1

ωpτ
p.

Обозначим через P τΔ
n (μ) многочлен PΔ

n (μ) (см. (15)), построенный для системы (19). Сво-
бодный член многочлена P τΔ

n (μ) равен Δan(τ) + an и является многочленом степени n с
положительным свободным членом.

Предложение 1. Если многочлен Δan(τ) + an при всех τ ∈ [0, 1] положителен, то
квадратичная форма (2), являющаяся функцией Ляпунова для системы (1), будет функцией
Ляпунова и для системы (12).

Доказательство. У многочлена P τΔ
n (μ), поскольку он при любом τ ∈ [0, 1] является

характеристическим многочленом симметрической матрицы, все корни вещественные. Корни
многочлена являются непрерывными функциями его коэффициентов, поэтому корни много-
члена P τΔ

n (μ) – непрерывные функции параметра τ. Так как при τ = 0 все корни лежат на
отрицательной полуоси, то, если бы при изменении параметра τ от 0 до 1 хотя бы один из
корней перешёл на неотрицательную полуось, он, поскольку является непрерывной функци-
ей τ, должен был бы при некотором значении τ0 ∈ (0, 1] стать равным нулю. Но тогда при
τ = τ0 многочлен Δan(τ) + an, являясь произведением корней многочлена P τΔ

n (μ), должен
равняться нулю, что противоречит условию предложения. Предложение доказано.

2.2. Поставим следующую задачу: для матрицы A найти такое значение ε(A) > 0, чтобы
для любой матрицы ΔA, удовлетворяющей неравенству ‖ΔA‖ < ε(A), матрица AK +(ΔA)K
была бы невырожденной (а значит, все её собственные значения имели бы отрицательные
вещественные части). В приведённой постановке задачи величина ε(A) зависит от выбора
матричной нормы [15, с. 351], но заранее фиксировать эту норму нецелесообразно, а её выбор
в каждом конкретном случае должен отдельно оговариваться.

Из теоремы 2 вытекает, что величина ε(A) равна наибольшему из тех d, при которых для
любой матрицы ΔA, принадлежащей открытому шару ‖ΔA‖ < d, выполняются неравенства
ak+Δak > 0, k = 1, n. Из этой задачи на максимум для системы n+1 неравенств (содержащей
n2 + 1 неизвестных: n2 элементов матрицы ΔA и величина d) получить в общем случае
для величины ε(A) выражение через элементы матрицы A, по-видимому, довольно сложно,
если вообще возможно. Конечно, приведённое выше неравенство ak + Δak > 0, k = 1, n,
можно, как это следует из предложения 1, заменить условием: свободный член Δan(τ) +
+ an многочлена P τΔ

n (μ) при всех τ ∈ [0, 1) положителен. Но, по-видимому, аналитические
трудности нахождения величины ε(A) из этих условий сравнимы с трудностями нахождения
этой величины из приведённой выше системы n + 1 неравенств. Поэтому сформулируем два
достаточных условия, решающих данную задачу.

Матрица AK +(ΔA)K будет невырожденной, если норма матрицы возмущения (ΔA)K не
превосходит радиуса невырожденности [17, с. 118–119] матрицы AK . Другими словами, имеет
место

Лемма. Если матрица AK отрицательно определена, то матрица AK + (ΔA)K будет
отрицательно определённой при любой матрице (ΔA)K , удовлетворяющей неравенству

‖(ΔA)K‖ < ‖A−1
K ‖−1 = min

i=1,n
|Λi(AK)|,

где Λi(AK) (i = 1, n) – собственные значения матрицы AK . (Через ‖ · ‖ обозначена спек-
тральная норма матрицы [15, с. 357].)

Из леммы очевидно вытекает
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Предложение 2. Если матрица AK отрицательно определена и выполняется нера-
венство

‖ΔA‖ < (2‖K‖)−1 min
i=1,n

|Λi(AK)|,

то отрицательно определённой будет и матрица AK + (ΔA)K .

3. Два частных случая построения квадратичной функции Ляпунова с задан-
ным максимумом на её поверхности уровня первой производной.Пусть квадратичная
функция Ляпунова для системы (1) строится в соответствии с методикой работы [11], осно-
ванной на переходе к каноническим координатам.

3.1. Рассмотрим случай, когда все корни характеристического уравнения системы (1) ве-
щественны и различны; без нарушения общности считаем, что λ1 < λ2 < . . . < λn. Тогда
существует линейное преобразование координат

x = Bξ, ξ = (ξ1, . . . , ξn)
т ∈ R

n,

где B – невырожденная n×n-матрица, приводящее систему (1) к каноническому виду [1, с. 121]

ξ̇ = Aξ, i = 1, n, A = diag [λ1, . . . , λn]. (20)

(У матрицы B её k-й столбец является собственным вектором матрицы A, соответствующим
собственному значению λk, k = 1, n.) При этом квадратичные формы (2) и (3) перейдут
соответственно в квадратичные формы W (ξ) и Ẇ(20)(ξ), причём (см. [10])

max
V=V0

V̇(1)

V
= max

W=V0

Ẇ(20)

W
, min

V=V0

V̇(1)

V
= min

W=V0

Ẇ(20)

W
.

Таким образом, не ограничивая общности, можно предполагать, что система (1) имеет
канонический вид (20). Тогда равенства (5) примут вид

Akm = (λm + λk)Kkm, k,m = 1, n,

а уравнение (6) запишется следующим образом:

det ((λk + λm − μ)Kkm)nk,m=1 = 0. (21)

Построим для системы (1) квадратичную функцию Ляпунова (2), удовлетворяющую равенству
max

V=V0>0
V̇(20) = δV0, где в качестве заранее выбранной величины δ можно взять любое число

из полуинтервала [2λn, 0).

Квадратичную функцию Ляпунова с max
V=V0>0

V̇(20) = δV0 зададим следующим образом:

V (ξ1, ξ2, . . . , ξn) =

n−2∑

i=1

Kiiξ
2
i +Kn−1,n−1ξ

2
n−1 + 2Kn−1,nξn−1ξn +Knnξ

2
n, (22)

где Kii > 0, i = 1, n, K2
n−1,n = (1−R(δ))Kn−1,n−1Knn, а R(δ) = (λn−1−λn)

2(λn−1+λn−δ)−2,
т.е. матрица K построенной квадратичной формы имеет вид

K = diag

[
K11, . . . ,Kn−2,n−2,

(
Kn−1,n−1 Kn−1,n

Kn−1,n Kn,n

)]
. (23)

Несложно убедиться в том, что при условии δ ∈ [2λn, 0) величина R(δ) принадлежит полуин-
тервалу (0, 1], а квадратичные формы с матрицами K и AK (матрицы A и K определены
в (20) и (23)) соответственно положительно и отрицательно определены. Корнями уравне-
ния (21) являются μ1 = 2λ1, . . . , μn−2 = 2λn−2, μn−1 = 2(λn−1 + λn) − δ, μn = δ (то, что
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первые n − 2 из этих значений корни уравнения (21), очевидно, в том, что два последних
из них корни, проще всего убедиться непосредственной подстановкой в уравнение (21)). При
этом в рассматриваемом случае при выборе матрицы квадратичной формы (23) наибольшим
корнем уравнения (21) будет δ.

3.2. Рассмотрим случай, когда все корни характеристического уравнения системы (1) раз-
личны, причём среди корней с наибольшей вещественной частью имеются комплексно-сопря-
жённые между собой.

Пусть сначала корни λ1, . . . , λn−2 характеристического уравнения вещественны и только
λn−1,n = α ± iβ, α = max

i=1,n
Reλi, β �= 0. Тогда существует линейное невырожденное преобра-

зование координат, приводящее систему (1) к каноническому виду [1, с. 121]

ξ̇ = Aξ, A = diag

[
λ1, . . . , λn−2,

(
α β
−β α

)]
(24)

(здесь и в аналогичном случае ниже матрицу коэффициентов получившейся после линейной
замены координат дифференциальной системы мы обозначаем снова через A). При этом квад-
ратичные формы (2) и (3) перейдут соответственно в квадратичные формы W (ξ) и Ẇ(24)(ξ),
причём (см. [10]) справедливы равенства

max
V=V0

V̇(1)

V
= max

W=V0

Ẇ(25)

W
, min

V=V0

V̇(1)

V
= min

W=V0

Ẇ(25)

W
.

В этом случае для канонической системы дифференциальных уравнений (24) квадратич-
ную функцию Ляпунова, удовлетворяющую условию max

V=V0

V̇ = δV0, можно искать [11] в ви-

де (22), где

(Kn−1,n−1 +Knn)
2 = C(δ)(Kn−1,n−1Knn −K2

n−1,n), C(δ) = (δ − 2α)2β−2 + 4. (25)

Нетрудно убедиться в том, что корнями уравнения (6) являются μ1 = 2λ1, . . . , μn−2 =
= 2λn−2, μn−1 = 4α − δ, μn = δ. В рассматриваемом случае при выборе (25) матрицы
квадратичной формы наибольшим корнем уравнения (6) будет δ.

Пусть теперь среди корней характеристического уравнения имеется, кроме пары λn−1,n =
α±iβ, β �= 0, ещё одна пара комплексно-сопряжённых корней, скажем, пара λi−1,i = α1±iβ1,
β1 �= 0, а остальные корни вещественные. Тогда линейным невырожденным преобразованием
координат система (1) может быть приведена к виду, аналогичному (24), но с матрицей

A = diag

[
λ1, . . . , λi−2,

(
α1 β1
−β1 α1

)
, λi+1, . . . , λn−2,

(
α β
−β α

)]
.

Если искать квадратичную функцию Ляпунова для канонической системы в виде (22), где
Kn−1,n−1 и Knn связаны равенством (25), считая коэффициенты Ki−1,i−1 и Kii равными
между собой (Ki−1,i−1 = Kii), то корнями уравнения (6) будут μ1 = 2λ1, . . . , μi−2 = 2λi−2,
μi−1 = 2α1, μi = 2α1, μi+1 = 2λi+1, μn−2 = 2λn−2, μn−1 = 4α−δ, μn = δ. В рассматриваемом
случае при выборе (25) матрицы квадратичной формы наибольшим корнем уравнения (6)
будет также δ.

Случай, когда среди корней характеристического уравнения имеется несколько пар ком-
плексно-сопряжённых корней, рассматривается аналогично.

Таким образом, если наибольшему значению вещественных частей корней характеристи-
ческого уравнения соответствует пара комплексно-сопряжённых корней, корнями уравнения
(6) являются μ1 = 2Reλ1, . . . , μn−2 = 2Re λn−2, μn−1 = 4α − δ, μn = δ. И в рассматривае-
мом случае при выборе согласно (23), (25) матрицы квадратичной формы наибольшим корнем
уравнения (6) будет δ.

Переходя обратно от канонических переменных к переменным x1, x2, . . . , xn, получим
квадратичную функцию Ляпунова (2), удовлетворяющую заданным ограничениям.
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Исследуется одна нелинейная задача на собственные значения специального вида, возни-
кающая в электродинамике. Задача ставится для системы двух уравнений с краевыми
условиями первого рода и двумя дополнительными локальными условиями. Спектраль-
ный параметр в задаче один, ещё два параметра появляются в указанных выше локаль-
ных условиях, на которые накладывается дополнительное ограничение. Таким образом,
в задаче имеются два неизвестных параметра: один спектральный, второй – некоторый
дополнительный параметр, который подбирается так, чтобы существовало нетривиальное
решение изучаемой задачи. Доказывается существование нелинеаризуемых решений зада-
чи.

DOI: 10.31857/S0374064123030020, EDN: QUAOCW

1. Постановка задачи. Пусть I = (0, 1), Ī = [0, 1], R+ = (0,+∞), A = (0, A), где
A > 0 – известная постоянная, λ, A1, A2 – вещественные параметры, a1, a2, α1, α2 > 0 –
вещественные постоянные. На протяжении всей статьи индекс j принимает значения 1, 2.

Рассмотрим систему уравнений

u′′1 = −(a1 − λ+ α1u
2
1)u1, u′′2 = −(a2 − λ+ α2u

2
2)u2 (1)

с граничными условиями
u1|x=0 = 0, u2|x=0 = 0, (2)

u′1|x=0 = A1, u′2|x=0 = A2, (3)

u1|x=h = 0, u2|x=h = 0 (4)

и с дополнительным условием
A2

1 +A2
2 = A2, (5)

где x ∈ Ī, Aj ∈ A и λ, αj ∈ R+.
Задача P состоит в том, чтобы определить такие тройки (λ,A1, A2), для которых су-

ществуют (нетривиальные) функции uj ≡ uj(x;λ, αj , Aj), удовлетворяющие системе (1) и
условиям (2)–(5), где uj дважды непрерывно дифференцируемы по x ∈ Ī.

Замечание 1. Несмотря на то, что функции u1, u2 связаны условием (5):

u′21 |x=0 + u′22 |x=0 = A2,

уравнения (1) можно изучать отдельно, и поэтому задача P разбивается на две: задача P̄1

для функции u1 и параметров λ, A1 и задача P2 для функции u2 и параметров λ, A2, где
λ ≡ λ(A1) определяется из задачи P1, параметр A1 подбирается так, чтобы u2 удовлетворяло
второму уравнению в (1) и соответствующим условиям из (2)–(4); параметр A2 определяется
по формуле

A2(A1) =
√

A2 −A2
1 > 0.

Отметим, что поскольку изучаемые уравнения нелинейны относительно искомых функций
стандартных краевых условий (например, первого рода) уже недостаточно для определения
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дискретных собственных значений. Необходимо использовать дополнительные условия, кото-
рые могут быть как локальными, так и нелокальными (нелокальные условия, в частности,
возникают при применении вариационных методов). Мы используем локальные дополнитель-
ные условия (3).

Обратим внимание читателя на то, что хотя уравнения изучаемой задачи и интегрируются
в эллиптических функциях, мы не используем этот факт. В нелинейной оптике (да и в других
разделах нелинейной математической физики) возникают более сложные нелинейности, для
которых подход на основе эллиптических функций невозможен. В то же время используемый
нами подход с некоторыми модификациями может быть применён и к более сложным нелиней-
ностям (необходимо лишь перейти к другой переменной в интеграле и провести необходимые
оценки, см., например, [1]).

2. Разрешимость задачи P. Для удобства введём обозначения vj = A−1
j uj и β2

j = αjA
2
j .

В этих обозначениях из (1)–(5) имеем систему

v′′1 = −(a1 − λ+ β2
1v

2
1)v1, v′′2 = −(a2 − λ+ β2

2v
2
2)v2 (6)

с граничными условиями
v1(0) = 0, v2(0) = 0, (7)

v′1(0) = 1, v′2(0) = 1, (8)

v1(1) = 0, v2(1) = 0 (9)

и с дополнительным условием
β2
1

α1
+

β2
2

α2
= A2, (10)

где βj ∈ Bj = (0,
√
αjA).

Заметим, что βj → +0 при Aj → +0 при фиксированном αj > 0 и наоборот, т.е. βj → +0
при αj → +0 при фиксированном Aj > 0. Кроме того, если A1 → A − 0, то β2 → +0 (при
фиксированном α2 > 0), а также если A2 → A−0, то β1 → +0 (при фиксированном α1 > 0).

Фактически задача P была эквивалентно переформулирована в новых обозначениях. Те-
перь задача P состоит в определении троек (λ, β1, β2), для которых существуют (нетриви-
альные) функции vj ≡ vj(x;λ, βj), удовлетворяющие системе (6) и условиям (7)–(10), где vj
предполагаются дважды непрерывно дифференцируемыми по x ∈ Ī.

Из условий (5), (10) и введённых обозначений видно, что задача P изучается при усло-
вии βj ∈ (0,

√
αjA). Несмотря на это, некоторые вспомогательные результаты этого пункта

сформулированы (и доказаны) при условии βj ∈ R+.
Для начала найдём первые интегралы уравнений системы (6). Умножив на 2v′j и проин-

тегрировав по [0, x], имеем

v′j
2
= Cj − (aj − λ)v2j −

β2
j

2
v4j . (11)

Используя условия (7) и (8), находим значения C1 = C2 = 1.
Для исследования задачи P будет модифицирован метод интегрального характеристичес-

кого уравнения [1]. Введём новые переменные

τj = v2j , ηj =
v′j
vj

. (12)

Ниже используем обозначения τj , τj(x), τj(x;λ, βj), а также ηj, ηj(x), ηj(x;λ, βj).
В новых обозначениях система (6) может быть записана в виде

τ ′1 = 2τ1η1, η′1 = −(η21 + a1 − λ+ β2
1τ1),

τ ′2 = 2τ2η2, η′2 = −(η22 + a2 − λ+ β2
2τ2). (13)
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Соотношения (11) при условиях (7), (8) принимают вид

β2
j

2
τ2j + (η2j + aj − λ)τj − 1 = 0. (14)

Поскольку τj � 0, то, выражая τj из (14), получаем

τj =
−(η2j + aj − λ) +

√
(η21 + aj − λ)2 + 2β2

j

β2
j

.

Подставив найденные соотношения во второе и четвертое уравнения системы (13), имеем

η′j = −
√

(η2j + aj − λ)2 + 2β2
j ,

откуда следует, что η′j < 0 для всех λ ∈ R, т.е. функция ηj(x) монотонно убывает. Из второй
формулы (12) видно, что ηj(x) непрерывна тогда и только тогда, когда vj не обращается в
нуль. Предположим, что vj имеет nj � 0 нулей xj,i ∈ I, i = 1, nj , тогда ηj(x) имеет nj

точек разрыва xj,i, i = 1, nj . Если nj = 0, то vj не обращается в нуль при x ∈ I.
Очевидно, что если vj(x) �≡ 0, то v′j(xj.i) �= 0 для всех i = 1, nj . Действительно, если

решение vj задачи (6) обращается в нуль вместе со своей производной v′j в какой-то точке, то
из классических результатов о (локальном) существовании и единственности решения задачи
Коши для обыкновенного дифференциального уравнения следует, что vj(x) ≡ 0 [2, c. 73].
Таким образом, все точки разрыва являются точками разрыва второго рода.

Пусть Ij,i = (xj,i, xj,i+1), где i = 0, nj , xj,0 = 0, xj,nj+1 = 1; если nj = 0, то Ij,0 = I.
Из условий (7), (8) следует, что

lim
x→+0

τj(x) = 0, lim
x→+0

ηj(x) = +∞. (15)

Так как η′j < 0, то получаем условия

lim
x→xj,i

τj(x) = 0, lim
x→xj,i±0

ηj(x) = ±∞, i = 1, nj . (16)

С учётом (9) имеем
lim

x→1−0
τj(x) = 0, lim

x→1−0
ηj(x) = −∞. (17)

Подчеркнём, что условия (17) выполняются только на решениях задачи P.
Таким образом, функции τj(x) и ηj(x) могут быть определены на каждом интервале Ij,i

как решения уравнений (14) с подходящими условиями, выбранными из (15)–(17).
Теперь рассмотрим уравнение

η′j = −wj(ηj ;λ, βj) (18)

на каждом интервале Ij,i, где

wj(ηj ;λ, βj) ≡
√

(η2j + aj − λ)2 + 2β2
j > 0.

Введём также обозначение

Tj(λ, βj) =

+∞∫

−∞

ds

wj(s;λ, βj)
. (19)

Имеет место следующее
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Утверждение 1. Задача Коши (6)–(8) глобально однозначно разрешима для x ∈ Ī, её
(классическое) решение vj ≡ vj(x;λ, βj) непрерывно зависит от точки (x, λ, βj) ∈ Ī×R×R+,
и справедливо равенство

njTj(λ, βj) +

+∞∫

ηj(1)

ds

wj(s;λ, βj)
= 1, (20)

где nj � 0 – количество нулей функции vj ≡ vj(x;λ, βj), поскольку x ∈ I, а ηj(1) не обяза-
тельно равно −∞.

Доказательство. Учитывая, что wj(ηj ;λ, βj) > 0, интегрируя (18) на каждом интервале
Ij,i, i = 1, nj , используя условия (15)–(16), приходим к системе

0 < xj,1 =

+∞∫

−∞

ds

wj,1(s;λ, βj)
,

0 < xj,i − xj,i−1 =

+∞∫

−∞

ds

wj,i(s;λ, βj)
, i = 2, nj ,

0 < 1− xnj =

+∞∫

ηj(1)

ds

wj,nj+1(s;λ, βj)
, (21)

подробный вывод которой дан, например, в работе [1].
Заметим, что в (21) правые части конечны, так как левые части конечны. Следовательно,

все несобственные интегралы в (21) сходятся. Из этого факта вытекает существование ηj ≡
≡ ηj(x) на каждом интервале Ij,i, i = 1, nj .

Из соотношений (11) следует, что при фиксированных λ, βj переменная vj , а значит, и
переменная v′j ограничены.

Учитывая существование функции ηj ≡ ηj(x) и ограниченность функций vj и v′j, при-
ходим к выводу, что функции vj(x) и v′j(x) определены для всех x ∈ Ī. Другими словами,
доказано, что решение vj ≡ vj(x;λ, βj) задачи Коши (6)–(8) существует и определено глобаль-
но для x ∈ Ī. Единственность этого решения и его непрерывность (и дифференцируемость)
по x ∈ Ī, λ ∈ R и βj ∈ R+ являются результатом гладкости правых частей уравнений в (6)
относительно vj, λ, βj [3, с. 178; 4, с. 118].

Суммируя уравнения в (21), имеем

xj,1 + xj,2 − xj,1 + xj,3 − xj,2 + . . . + xj,nj − xj,nj−1 + 1− xj,nj =

= nj

+∞∫

−∞

ds

wj(s;λ, βj)
+

+∞∫

ηj(1)

ds

wj(s;λ, βj)
.

Формулы (20) легко получаются из найденного соотношения. Утверждение доказано.
При условиях (9) и (10) формулы (20) приводят к интегральным характеристическим урав-

нениям (ИХУ), для которых имеет место следующая
Теорема 1. Тройка (λ, β1, β2) является решением задачи P тогда и только тогда, когда

существуют целые числа n̄j � 0 такие, что λ, β1 и β2 удовлетворяют системе уравнений

Φ̄1(λ, β1;n1) ≡ (n1 + 1)T1(λ, β1) = 1, Φ̄2(λ, β2;n2) ≡ (n2 + 1)T2(λ, β2) = 1 (22)

при nj = n̄j. В этом случае собственные функции vj ≡ vj(x;λ, βj), соответствующие ре-
шению (λ, β1, β2), имеют n̄j простых нулей xj,i = iTj(λ, βj) ∈ I, где i = 1, n̄j .
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Доказательство. Из формулы (9) видно, что vj|x=1 = 0. Так как η′j < 0, ηj = v′j/vj , а
vj и v′j не обращаются в нуль в одной и той же точке, то lim

x→1−0
ηj(x) = −∞. Теперь ИХУ (22)

получаются из формулы (20) при условиях (9) и (10). Заметим, что условия (9) приводят к
условиям (17).

Из доказательства утверждения 1 следует, что любое решение задачи P удовлетворяет
системе (22) при некотором nj = n̄j.

Тот факт, что любое решение λ, β1, β2 уравнений (22) является решением (λ, β1, β2)
задачи P, доказывается аналогично тому, как это сделано в статье [5].

Формула для нулей xj,i собственной функции vj получается из формул (21). Теорема
доказана.

С учётом замечания 1 видно, что любое уравнение системы (22) можно изучать независимо
от другого. Докажем несколько фактов о функциях Tj , на которые будем опираться при
дальнейших рассуждениях.

Утверждение 2. Для любого фиксированного βj ∈ R+ справедливы следующие свойства:

max
λ∈R

Tj(λ, βj) = δj , (23)

lim
λ→±∞

Tj(λ, βj) = 0, (24)

где δ = δj(βj) является конечной положительной величиной.
Доказательство. Формула (23) получается из следующих рассуждений. Действительно,

подынтегральные выражения в (19) положительны на R. Это означает, что Tj > 0 и можно
найти его максимальное значение, которое обозначим через δj . Очевидно, что эти δj непре-
рывно зависят от βj .

Теперь, используя неравенство

1

|p|+ q
� 1√

p2 + q2
�

√
2

|p|+ q
, (25)

где p ∈ R, q ∈ R+, выясним поведение Tj при λ → +∞.
В соответствии с (19) и (25) получаем

2T̄j(λ, βj) � Tj(λ, βj) � 2
√
2T̄j(λ, βj), (26)

где

T̄j(λ, βj) =

+∞∫

0

ds

|s2 + aj − λ|+
√
2βj

. (27)

В приведённых ниже расчётах используется обозначение s∗ =
√

λ− aj , где предполагает-
ся, что λ > aj +

√
2βj . Таким образом, имеем

T̄j(λ, βj) =

s∗∫

0

ds

λ− aj +
√
2βj − s2

+

+∞∫

s∗

ds

s2 − (λ− aj −
√
2βj)

= I1 + I2,

следовательно,
2(I1 + I2) � Tj(λ, βj) � 2

√
2(I1 + I2) (28)

при условии λ > aj +
√
2βj.

Вычислим интегралы I1 и I2 :

I1 =

s∗∫

0

ds

λ− aj +
√
2βj − s2

=
2 ln(
√

λ− aj +
√
2βj +
√

λ− aj)− ln(
√
2βj)

2
√

λ− aj +
√
2βj

, (29)
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I2 =

+∞∫

s∗

ds

s2 − (λ− aj −
√
2βj)

=
2 ln(
√

λ− aj −
√
2βj +
√

λ− aj)− ln(
√
2βj)

2
√

λ− aj −
√
2βj

. (30)

После элементарных преобразований находим, что

I1 = O

(
lnλ√
λ

)
и I2 = O

(
lnλ√
λ

)
(31)

для достаточно больших положительных λ. Очевидно, что lim
λ→+∞

Ij = 0.

Учитывая неравенство (28), из формул (31) следует, что условие (24) справедливо при
λ → +∞.

Рассмотрим случай λ → −∞. Если λ < 0, то из (27) находим

T̄j(λ, βj) =

+∞∫

0

ds

s2 + aj + |λ|+
√
2βj

. (32)

Интеграл (32) вычисляется точно:

T̄j(λ, βj) =
π

2
√

|λ|+ aj +
√
2βj

. (33)

Учитывая неравенство (26), из формулы (33) следует, что (24) имеет место при λ → −∞.
Утверждение доказано.

Утверждение 3. Пусть δj(βj) = max
λ∈R

Tj(λ, βj), где βj ∈ R+. Справедливо следующее
равенство:

lim
βj→+0

δj(βj) = +∞. (34)

Доказательство. Пусть λ = aj . Тогда, очевидно, Tj(aj , βj) � δj(βj). Учитывая (26) и
вычисляя Tj и T̄j при λ = aj, получаем неравенства

2T̄j(aj , βj) � Tj(aj , βj) � δj(βj), (35)

где

T̄j(aj , βj) =

+∞∫

0

ds

s2 +
√
2βj

=
π

2 4
√
2
√

βj
. (36)

Из (36) следует, что lim
βj→+0

T̄j(aj , βj) = +∞. Формулы (35) и (36) подразумевают выполне-

ние (34). Утверждение доказано.
Используя утверждение 2, можно получить следующее
Утверждение 4. Для любого βj ∈ R+ существует целое число n0

j � 0 такое, что урав-
нение Φ̄j(λ, βj ;nj) = 1 имеет хотя бы одно отрицательное λ = λ−nj и одно положительное
λ = λnj решения для любых nj = n0

j , n
0
j +1, . . . , где λ±nj зависит от βj и nj . Кроме того,

lim
nj→+∞

λ±nj = ±∞.
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Рис. 1. Геометрический смысл доказательства
утверждения 4.

Доказательство. Действительно, всегда суще-
ствует целое число n0

j такое, что (nj + 1)δj > 1

при nj = n0
j , n

0
j + 1, . . . (см. формулу (23)). В то

же время в соответствии с формулой (24) имеем
(nj + 1)Tj(λ, βj) → +0 при λ → ±∞ для любых
nj = n0

j , n
0
j + 1, . . . Из этого следует, что уравне-

ние Φ̄j = 1 имеет по крайней мере два решения
λ = λ при каждом nj = n0

j , n
0
j + 1, . . . Очевид-

но, начиная с некоторого целого числа n′
j � n0

j ,
эти два решения имеют разные знаки. Рис. 1 объ-
ясняет этот факт с геометрической точки зрения.
Утверждение доказано.

Итак, рассмотрим функцию

λ ≡ λ(βj ;nj).

Далее важно изучить, что происходит с решением λ ≡ λ(βj ;nj) уравнения Φ̄j(λ, βj ;nj) = 1
при βj → +0.

Утверждение 5. Пусть λ ≡ λ(βj ;nj) – решение уравнения Φ̄j(λ, βj ;nj) = 1. Существу-
ет целое число n′

j � 0 такое, что справедлива формула

lim
βj→+0

λ(βj ;nj) = +∞ (37)

для каждого nj = n′
j, n

′
j + 1, . . .

Доказательство. С учётом оценок (26) и (28) необходимо проанализировать результаты
расчётов (29) и (30). Из (29) и (30) легко видеть, что I1 и I2 увеличиваются при уменьшении
βj > 0. Таким образом, чем меньше положительные βj , тем больше становится (положитель-
ное) λ, что доказывает (37). Утверждение доказано.

Результаты утверждения 5 можно сформулировать без введения целого числа n′
j. В самом

деле, свойство (37) характеризует решения λ ≡ λ(βj ;nj) уравнения Φ̄j(λ, βj ;nj) = 1, которые
не связаны с решениями соответствующей линейной задачи при βj → +0. Говоря о соответ-
ствующей линейной задаче, имеем в виду ИХУ Φ̄j(λ, 0;nj) = 1, где λ ∈ (−∞, aj), отвечающее
линейной задаче при βj = 0, т.е. (линейной) задаче Штурма–Лиувилля для уравнения u′′j =

= −(aj − λ)uj при условиях uj(0) = uj(1) = 0.
Другой момент, который следует отметить, заключается в следующем. В утверждении 5

говорится только о положительных решениях. Из оценок (26) и (28) и расчётов (32), (33) можно
заметить, что при aj > 0 свойство (37) не выполняется для всех отрицательных λ. При этом
если брать отрицательные aj , то свойство (37) будет выполняться лишь для конечного числа
отрицательных λ.

Основной результат этой работы сформулирован в следующей теореме.
Теорема 2 (о разрешимости задачи P). Для любого конечного целого числа n > 0 суще-

ствуют не менее n решений (λ, β1, β2) задачи P, где β2 = β2(β1) определяется из (10).
Доказательство. Пусть λ = λ(β1; n̄1) – решение первого уравнения системы (22) при

n1 = n̄1. Пусть λmin и λmax – минимальное и максимальное значения λ = λ(β1; n̄1) при β1 ∈
∈ (0,

√
α1A). Ранее было показано, что lim

β1→+0
λ(β1; n̄1) = +∞. Это означает, что λmax = +∞.

Заметим, что функция λ = λ(β1; n̄1) не обязательно непрерывна относительно β1 для всех
β1 ∈ (0,

√
α1A). Более того, функция λ = λ(β1; n̄1) может не существовать для некоторых

интервалов (β′
1, β

′′
1 ) ⊂ (0,

√
α1A). Все это легко видеть из рис. 1.

Тот факт, что λmax = +∞, даёт возможность выбрать λmin следующим образом. Пусть
интервал (0, β0

1 ), где β0
1 � √

α1A, является максимальным интервалом, для которого функ-
ция λ(β1; n̄1) непрерывна относительно β1 ∈ (0, β0

1 ), и пусть λ′
min – минимальное значение

λ(β1; n̄1) при β1 ∈ (0, β0
1). Заметим, что β0

1 > 0 всегда существует. Геометрическая интерпре-
тация приведённого выше рассуждения показана на рис. 2.
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Рис. 2. Графики зависимости Φ̄1 от λ для
различных значений β1 и фиксированного n1.
Сплошная кривая соответствует линейному слу-
чаю, т.е. β1 = 0; верхняя штриховая кривая соот-
ветствует β1 вблизи +0, нижняя – β1 =

√
α1A.

Интервал (λmin, λ
′
max) всегда остаётся ограничен-

ным, интервал (λ′
min, λmax) можно сделать сколь

угодно больши́м.

Теперь покажем, что можно выбрать удовле-
творяющие (10) λ = λ(β1; n̄1) и β2 = β2(β1) та-
кие, что второе уравнение в системе (22) выпол-
няется при некотором n2 = n̄2.

Подставив λ = λ(β1; n̄1) и β2 = β2(β1), где
β2 определяется из условия (10) и β1 ∈ (0, β0

1 ), в
T = T2(λ(β1; n̄1), β2(β1)), оценим его минималь-
ное и максимальное значения.

Итак, пусть

Tmin = min
β2(β1)

T2(λ(β1; n̄1), β2(β1))

и
Tmax = max

β2(β1)
T2(λ(β1; n̄1), β2(β1))

при β1 ∈ (0, β0
1); в данном случае λ(β1; n̄1) ∈

∈ (λ′
min, λmax).
Возможен один из двух случаев.
Первый случай. Если Tmin < 1 < Tmax, то в

силу непрерывной зависимости λ и β2 от β1 и
непрерывной зависимости T2 от λ и β2 суще-

ствует β1 ∈ (0, β0
1 ) такое, что для λ = λ(β1; n̄1) и β2 = β2(β1) верно равенство T2(λ, β2) = 1.

Таким образом, найдено решение (λ, β1, β2) системы (22) при n1 = n̄1 и n2 = 0.
Второй случай. Если Tmax < 1, то существует целое число n̄2 такое, что

(n̄2 + 1)Tmin < 1 < (n̄2 + 1)Tmax.

Теперь, применяя рассуждения, которые использовали выше, заключаем, что существует β1 ∈
∈ (0, β0

1 ) такое, что для λ = λ(β1; n̄1) и β2 = β2(β1) верно равенство (n̄2 + 1)T2(λ, β2) = 1.
Таким образом, находим решение (λ, β1, β2) системы (22) при n1 = n̄1 и n2 = n̄2.

При этом случай Tmin > 1 невозможен. Действительно, Tj → +0 при λ → +∞ и при
фиксированном βj > 0, т.е. чтобы получить “маленькие” Tmin нужно использовать достаточно

Рис. 3. Графики зависимости Φ̄2 от λ для различных
значений β2 = β2(β1) и фиксированного n̄2. Сплошная
кривая соответствует линейному случаю, т.е. β2 = 0; две
штриховые кривые соответствуют минимально возмож-
ному β2 = β2|β1=β0

1
(с максимумом, бо́льшим единицы)

и максимально возможному β2 = β2|β1=0 (с максимумом,
меньшим единицы).

больши́е λ = λ(β1, n1). Как показано вы-
ше, λ = λ(β1, n1)→+∞ при β1→+0. Од-
нако в этом случае β2 не стремится к ну-
лю, и, следовательно, можно утверждать,
что при достаточно больши́х λ функцию
T2 можно сделать меньше единицы. Та-
ким образом, получаем либо первый слу-
чай, либо второй. Геометрическая интер-
претация приведённого выше рассуждения
показана на рис. 3.

Как сказано в утверждении 4, если рас-
сматривать какое-либо уравнение Φ̄j = 1
отдельно от второго, то можно утвер-
ждать, что оно имеет по крайней мере
два решения λ для любых возможных nj,
начиная с некоторого n0

j . Очевидно так-
же, что при больших nj эти два реше-
ния имеют разные знаки. Интересно по-
нять, можно или нет доказать существо-
вание по крайней мере двух решений для
каждого случая, в котором существует од-
но решение. Главный факт, который помог
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нам доказать существование решений задачи P, заключается в том, что интервал (λ′
min, λmax)

можно сделать сколь угодно большим (см. рис. 2), и он играет ключевую роль для исследо-
вания второго уравнения системы (22). Действительно, это позволяет доказать, что функцию
T2 можно сделать меньше любого фиксированного значения при достаточно больших λ ∈
∈ (λ′

min, λmax). В то же время интервал (λmin, λ
′
max), содержащий второе решение уравнения

Φ̄1 = 1 (рассматриваемое отдельно от другого уравнения), нельзя выбрать так, чтобы его
длина превышала всякое наперёд заданное число (см. рис. 3). Теорема доказана.

Из теоремы 2 вытекает
Следствие 1 (о разрешимости задачи P). Для любого конечного целого числа n > 0

существует не менее n решений (λ,A1, A2) задачи P, где A2 = A2(A1) определяется из (5).
В классической (линейной) теории Штурма–Лиувилля широко используется понятие ха-

рактеристической функции [6, с. 33]. В случае задачи P характеристическая функция может
быть введена аналогичным образом.

Имеем следующее
Утверждение 6. Любая тройка (λ, β1, β2) при λ ∈ R, βj ∈ Bj является решением

задачи P тогда и только тогда, когда она удовлетворяет системе

v1(1;λ, β1) = 0, v2(1;λ, β2) = 0, (38)

где vj(x;λ, βj) являются решениями задачи Коши (6)–(8), а β2 = β2(β1) определяется из
условия (10).

Доказательство. Пусть vj = vj(x;λ, βj) – решение задачи Коши (6)–(8), где β2 = β2(β1)
определяется из формулы (10). Если тройка λ, β1, β2 = β2(β1) удовлетворяет (38), то, очевид-
но, тройка (λ, β1, β2(β1)) является решением задачи P и vj(x;λ, βj) – собственные функции.

Пусть тройка λ = λ̄∗ ∈ R, β1 = β̄∗
1 ∈ B1, β2 = β̄∗

2(β̄
∗
1) – решение (38). Рассмотрим задачу

Коши (6)–(8), где λ = λ̄∗, β1 = β̄∗
1 , а β2 = β̄∗

2 определяется из (10) при β1 = β̄∗
1 . Соглас-

но утверждению 1 нетривиальное решение vj = vj(x; λ̄
∗, β̄∗

j ) этой задачи Коши существует,
единственно и непрерывно зависит от точки (x, λ, βj) ∈ Ī × R × Bj . Если (38) выполняется
для λ = λ̄∗, β1 = β̄∗

1 , β2 = β̄∗
2(β̄

∗
1) для этого решения задачи Коши, то тройка (λ̄∗, β̄∗

1 , β̄
∗
2(β̄

∗
1))

является решением задачи P. Предположим, что для этого решения задачи Коши система
(38) не выполняется при λ = λ̄∗, β1 = β̄∗

1 , β2 = β̄∗
2(β̄

∗
1). Следовательно, существует неедин-

ственное решение задачи Коши (6)–(8), где λ = λ̄∗, β1 = β̄∗
1 , β2 = β̄∗

2(β̄
∗
1); для одного из них

(38) выполняется, а для другого нет. Этот вывод противоречит утверждению 1. Поэтому пред-
положение о существовании решения задачи Коши (6)–(8), для которой (38) не выполняется,
неверно. Утверждение доказано.

Используя теорему 1 и утверждение 6, получаем следующий результат.
Следствие 2. Любое решение λ ∈ R, βj ∈ Bj ИХУ (22), где β2 = β2(β1) определяется

из (10), является решением (38) и наоборот.
Объединяя утверждения 2, 3, 5, теорему 2 и следствие 2, получаем
Следствие 3. Для любого целого числа n > 0 задача P имеет не менее n решений

(λ, β1, β2), удовлетворяющих следующим условиям:

v1(1;λ− δ, β1) · v1(1;λ+ δ, β1) < 0, v2(1;λ − δ, β2) · v2(1;λ + δ, β2) < 0,

где vj(x;λ, βj) являются решениями задачи Коши (6)–(8), β2 = β2(β1) определяется из (10),
δ > 0 – достаточно малая постоянная такая, что интервал (λ − δ, λ + δ) не содержит
какого-либо другого решения λ.

Стоит заметить, что вопрос о существовании нелинеаризуемых решений в нелинейных за-
дачах зависит от используемых дополнительных условий.

3. Физический смысл задачи P. Пусть Σ := {(x, y, z) : 0 < x < 1, (y, z) ∈ R
2} –

плоский диэлектрический волновод, расположенный в декартовой системе координат Oxyz.
На границах x = 0, x = 1 волновод имеет идеально проводящие экраны.

Задача P описывает распространение двух TE-волн в нелинейном волноводе Σ, которые
связаны условием (5). Одна из волн гармонически зависит от переменной z, а вторая – от y.
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Введём электромагнитное поле (E,H)e−iωt, которое представляет собой сумму двух TE-
волн E = E1 +E2, H = H1 +H2, распространяющихся в волноводе Σ, где ω > 0 – круговая
частота,

E1 = (0,Ey(x)e
iγz , 0)т, E2 = (0, 0,Ez(x)e

iγy)т,

H1 = (Hx1(x)e
iγz , 0,Hz(x)e

iγz)т, H2 = (Hx2(x)e
iγy,Hy(x)e

iγy , 0)т, (39)
γ – вещественная постоянная распространения TE-волн. Электромагнитная монохроматиче-
ская ТЕ-волна – это волна, имеющая конфигурацию, определяемую формулой (E1,H1)e

−iωt

или (E2,H2)e
−iωt, где электрическая и магнитная компоненты электромагнитного поля опре-

делены формулами (39).
Диэлектрическая проницаемость внутри волновода описывается диагональным тензором

ε̂ =

⎛

⎝

 0 0
0 ε1 + β1E

2
y 0

0 0 ε2 + β1E
2
z

⎞

⎠,

где ε1, ε2 > 1, β1 > 0 – вещественные постоянные, 
 – элемент тензора, не влияющий на
распространение волн. Такой тензор соответствует тензорной нелинейности Керра [7, с. 162].
Скалярный случай нелинейности Керра является основным нелинейным законом в нелинейной
оптике [8, 9], а также возникает в других областях нелинейной математической физики [10,
11]. В связи с тем, что основная задача носит векторный характер, логично использовать
тензорную нелинейность.

Уравнения Максвелла имеют вид

rotH = −iωε0ε̂E, rotE = iωμ0H, (40)

где ε0 > 0 – диэлектрическая проницаемость вакуума, μ0 > 0 – магнитная проницаемость
вакуума.

Таким образом, поля E, H удовлетворяют уравнениям (40) и касательные компоненты
E1, E2 обращаются в нуль на идеально проводящих экранах (x = 0, x = 1).

Подставляя (39) в уравнения Максвелла (40), получаем

E′′
y = γ2Ey − k20(ε1 + β1E

2
y)Ey, E′′

z = γ2Ez − k20(ε2 + β1E
2
z)Ez, (41)

где k20 = ω2μ0ε0,
Hx1 = −γ(ωμ0)

−1Ey, Hy = −(iωμ0)
−1E′

z,

Hx2 = γ(ωμ0)
−1Ez, Hz = (iωμ0)

−1E′
y.

На границах x = 0, x = 1 имеем следующие граничные условия:

Ey|x=0 = 0, Ez|x=0 = 0,

E′
y|x=0 = A1, E′

z|x=0 = A2,

Ey|x=1 = 0, Ez|x=1 = 0.

Таким образом, условия (3) имеют ясный физический смысл – это значение одной из ком-
понент поля на границе волновода (условие вполне естественное с точки зрения теории вол-
новодов). Кроме того, будем считать, что квадрат модуля магнитного поля является фикси-
рованной величиной, т.е. имеют место равенства

|H|2|x=0 =
(E′

y)
2 + (E′

z)
2

ω2μ2
0

∣∣∣∣
x=0

= − A2

ω2μ2
0

.

Используя обозначения u1 = Ey, u2 = Ez, γ2 = λ, aj = k20εj , αj = k20βj , из (41) получа-
ем систему (6). Сформулированная физическая задача о распространении волн эквивалентна
задаче P. Подобная задача была рассмотрена в работе [12].

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 22-71-
00020).
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1. Введение. Постановка задачи. Известно [1; 2; 3, гл. XIX], что система корневых
функций дифференциального оператора произвольного чётного порядка с усиленно регуляр-
ными краевыми условиями образует безусловный базис пространства L2.

В работе [4] доказано, что система корневых функций дифференциального оператора чёт-
ного порядка с не усиленно регулярными краевыми условиями образует базис в пространстве
L2. Существуют примеры дифференциальных операторов с не усиленно регулярными крае-
выми условиями, системы корневых функций которых не образуют базис в пространстве L2

(см., например, [2, 5, 6]).
Через L обозначим дифференциальный оператор

l(y) = −y′′ + q(x)y, 0 < x < 1, (1)

y′ − (−1)σy′(0) = 0, y(1)− (−1)σy(0) = 0, (2)

где q(x) – произвольная комплекснозначная функция из класса L1(0, 1) и σ = 0, 1. Отме-
тим, что краевые условия (2) (так называемые периодические и антипериодические краевые
условия) регулярны, но не усиленно регулярны.

В статьях [7–10] исследованы различные спектральные свойства оператора (1), (2) при σ =
= 0. В основном в этих работах рассматриваются такие комплекснозначные потенциалы q(x),
что соответствующие системы корневых функций содержат конечное число присоединённых
функций (для дифференциальных операторов высокого порядка см., например, [11–15]).

Базисность в пространстве Lp, 1 < p < ∞, системы корневых функций обыкновенного
дифференциального оператора с не усиленно регулярными краевыми условиями (особенно в
случае, когда система корневых функций содержит бесконечное число присоединённых функ-
ций) исследована сравнительно мало.

В [16] была изучена одна неклассическая задача распространения тепла в однородном
стрежне. Методом разделения переменных она сводится к краевой задаче

−y′′(x) = λy(x), 0 < x < 1,

y(0) = 0, y′(0) = y′(1),

краевые условия которой являются регулярными, но не усиленно регулярными. Все собствен-
ные значения этой задачи, начиная со второго, двукратны, а общее число присоединённых
функций бесконечно. Тем не менее в работе было установлено, что специальным образом вы-
бранная система корневых функций образует безусловный базис в L2(0, 1).

В работе [17] исследуются спектральные свойства дифференциального оператора (1), (2)
при q(x) = Ae2πirx, где A ∈ C, r ∈ Z – произвольные ненулевые постоянные. Установлено,
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что система корневых функций оператора L содержит бесконечное число присоединённых
функций. Доказано, что специальным образом выбранная система корневых функций этого
оператора образует базис пространства Lp(0, 1), 1 < p < ∞, причём при p = 2 этот базис
является безусловным.

Отметим также статьи [18] и [19], посвящённые исследованию спектральных свойств неко-
торых несамосопряжённых дифференциальных операторов и операторов с периодическими
коэффициентами.

Пусть q(x) – произвольная комплекснозначная функция из класса L2(0, 1) и

qk =

1∫

0

q(t)e−2πikt dt, k ∈ Z.

Класс L+
1 (0, 1) определим следующим образом:

L+
1 (0, 1) = {q(x) ∈ L1(0, 1) : qk = 0, k � 0}.

В дальнейшем через L0 будем обозначать дифференциальный оператор, порождённый
дифференциальным выражением

l(y) = (−1)my(2m) + q(x)y, (3)

заданным на интервале (0, 1), и краевыми условиями

y(s)(1) − y(s)(0) = 0, s = 0, 2m− 1, (4)

где m ∈ N и q(x) – произвольная функция из класса L+
1 (0, 1).

Данная работа посвящена исследованию спектральных свойств (структуры) множества
собственных значений и системы корневых функций, базисных свойств в пространствах
Lp(0, 1), 1 < p < ∞, дифференциального оператора L0 при условии q(x) ∈ L+

1 (0, 1).

2. Основные результаты. Введём некоторые обозначения. Пусть {T2n}n=∞
n=1 – произволь-

ная фиксированная числовая последовательность, ν(l)=(ν1, . . . , νe)∈Z
l,

Z
l
k(r) = {ν(l) ∈ Z

l : k > ν1 > . . . > νl > r, |νj | �= n, j = 1, l},

Ak,n = qk−n +

∞∑

l=1

∑

ν(l)∈Zl
k(r)

qk−ν1 · · · qνl−1−νlqνl−n

(2π)2ml(n2m − ν2m1 ) · · · (n2m − ν2ml )
, (5)

Bk,n = qk−n +

∞∑

l=1

∑

ν(l)∈Zl
k(r)

qk−ν1 · · · qkl−1−keqkl+n

(2π)2ml(n2m − ν2m1 ) · · · (n2m − ν2ml )
, (6)

Bn = Bn,n, n ∈ N, (7)
N1 = {n ∈ N : Bn = 0}, N2 = N/N1, (8)

Φ
(n)
k,1 =

Ak,n

(2π)2m(n2m − k2m)
, k � n+ 1, n ∈ N

⋃
{0}, (9)

Φ
(n)
k,2 =

Ak,n

(2π)2m(n2m − k2m)
, k � −n+ 1, k �= n, n ∈ N, (10)

Φk,1(n) = 0, Φn,1(n) = 1, k < n, k ∈ Z, n ∈ N
⋃

{0}, (11)
Φk,2(n) = 0, Φn,2(n) = 0, Φ−n,2(n) = 1, k < −n, k ∈ Z, n ∈ N, (12)

Dk(n) =

[
Φ
(n)
k,1 +

∞∑

l=1

∑

ν(l)∈zlk(n)

qk−ν1 . . . qkν−1−νlΦ
(n)
νl,1

(2π)2m(n2m − ν2m1 ) . . . (n2m − ν2ml )

]
×

× 1

(2π)2m(n2m − k2m)
, k � n+ 1, k ∈ N, n ∈ N, (13)
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Dk(n) = 0, k � n, k ∈ Z, n ∈ N, (14)

Ψk(n) = Φk,1(n)T2n − 1

Bn
Φk,2(n) +Dk(n), k � −n+ 1, k �= n, n ∈ N, (15)

Ψk(n) = 0(k < −n+ 1), Ψn(n) = T2n, Ψ−n(n) = −B−1
n , (16)

W2n(x) = e−2πinx +

∞∑

k=−n+1

Φk,2(n)e
2πikx, n ∈ N, (17)

u0(x) = 1 +

∞∑

k=1

Φk,1(0)e
2πikx, (18)

u2n−1(x) = e2πinx +

∞∑

k=n+1

Φk,1(n)e
2πikx, n ∈ N1, (19)

u2n(x) = W2n(x), n ∈ N1, (20)

u2n−1(x) = (−Bn)
1/2

[
e2πinx +

∞∑

k=n+1

Φk,1(n)e
2πikx

]
, k ∈ N2, (21)

u2n(x) = (−Bn)
1/2

∞∑

k=−n

Ψk(n)e
2πikx, n ∈ N2. (22)

Заметим, что согласно (13)–(17) имеет место равенство

u2n(x) = T2nu2n−1(x) + (−Bn)
−1/2W2n(x) + (−Bn)

1/2
∞∑

k=n+1

Dk(n)e
2πikx, n ∈ N2. (23)

Пусть {λn}n=∞
n=0 – последовательность всех собственных значений дифференциального опе-

ратора L0, пронумерованных в порядке возрастания абсолютных величин и без учёта крат-
ностей.

Теорема 1. Пусть q(x) ∈ L+
1 (0, 1). Тогда последовательность собственных значений

{λn}n=∞
n=0 дифференциального оператора L0 обладает следующими свойствами:

(a) λn = (2πn)2m, n ∈ N
⋃
{0};

(b) λ0 – простое собственное значение, а λn – двукратное собственное значение при
любом n ∈ N;

(c) собственному значению λ0 соответствует собственная функция u0(x), определён-
ная равенством (18);

(d) при n ∈ N1 собственному значению λn соответствуют собственная функция
u2n−1(x), определённая равенством (19), и собственная функция u2n(x), определённая ра-
венством (20);

(e) при n ∈ N2 собственному значению λn соответствуют собственная функция
u2n−1(x), определённая равенством (21), и присоединённая функция u2n(x), определённая ра-
венством (22).

Теорема 2. Пусть p ∈ (1,∞) – произвольное фиксированное число и q(x) ∈ L+
1 (0, 1).

Тогда система корневых функций дифференциального оператора L0 обладает следующими
свойствами:

(a) если |N2| < ∞, то система корневых функций дифференциального оператора L0 об-
разует базис пространства Lp(0, 1), и при p = 2 этот базис является безусловным;

(b) если |N2| = ∞, то специальным образом выбранная система корневых функций диффе-
ренциального оператора L0 образует базис пространства Lp(0, 1), и при p = 2 этот базис
является безусловным.
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Теорема 3. Пусть p ∈ (1,∞) – произвольное фиксированное число и |N2| = ∞. Тогда
необходимым и достаточным условием базисности в Lp(0, 1) системы корневых функций
дифференциального оператора L0 является существование постоянной C1, обеспечивающей
для всех n ∈ N2 справедливость неравенства

|T2nBn| � C1. (24)

3. Некоторые вспомогательные утверждения. Пусть q(x) ∈ L+
1 (0, 1) и L0 – диффе-

ренциальный оператор (3), (4).
Лемма 1. Пусть Φk,1(n), Φk,2(n), Dk(n) – числа, определённые равенствами (9), (10),

(13). Тогда справедливы неравенства

∞∑

k=n+1

|Φk,1(n)| � C2,

∞∑

k=n+1
k �=n

|Φk,2(n)| � C1(n),

∞∑

k=n+1

|Dk,n| � C3, (25)

где C2, C3 – некоторые постоянные, а C1(n) – постоянная, зависящая только от n.
Доказательство. Предположим, что

Pn,s =
∞∑

ν=n+s

1

ν2m − n2m
, n ∈ N

⋃
{0}, s ∈ N. (26)

Пусть s � 2, ν � n+ s и x ∈ [ν − 1, ν]. Имеем 1/(ν2m − n2m) � 1/(x2m − n2m). Следова-
тельно,

Pn,s =

∞∑

ν=n+s

1

ν2m − n2m
�

∞∑

ν=n+s

ν∫

ν−1

dx

x2m − n2m
=

ν∫

n+s−1

dx

x2m − n2m
=

=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

+∞∫

s−1

dx

x2m
, n = 0,

1

n2m−1

+∞∫

1+(s−1)/n

dx

x2m − 1
, n � 1

�

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

1

(2m− 1)(s − 1)2m−1
, n = 0,

1

n2m − 1

+∞∫

1+(s−1)/n

dx

x2 − 1
, n � 1

=

=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

1

(2m− 1)(s − 1)2m−1
, n = 0,

1

2n2m−1
ln

(
1 +

2n

s− 1

)
, n � 1

� 1

s− 1
.

Таким образом, имеет место неравенство

Pn,s � 1

s− 1
, n ∈ N

⋃
{0}, S � 2. (27)

Кроме того, заметим, что

Pn,1 = Pn,2 +
1

(n + 1)2m − n2m
� 1 + 1 = 2. (28)

Пусть

R0 =

1∫

0

|q(x)| dx. (29)
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Очевидно, что справедлива оценка

|qk| =
∣∣∣∣

1∫

0

q(x)e−2πikx dx

∣∣∣∣ � R0. (30)

Заметим, что если ν(l) ∈ Z
l
k(n), то k > ν1 . . . νl > n и, следовательно, имеет место нера-

венство νr � n+ l − r + 1, r = 1, l. Отсюда и из (5), (26)–(30) получим соотношения

|Ak,n| � R0 +
∞∑

l=1

∑

ν(l)∈Zl
k(n)

Rl+1
0

(2π)2ml(ν2m1 − n2m) · · · (ν2ml − n2m)
�

� R0 +

∞∑

l=1

Rl+1
0

(2π)2ml
(Pn,1 . . . Pn,l) � R0 +

∞∑

l=1

2Rl+1
0

(2π)2ml(l − 1)!
= C4,

где C4 – некоторая постоянная. Следовательно,

∞∑

k=n+1

|Φk,1(n)| � 1

(2π)2m

∞∑

k=n+1

|Ak,n|
k2m − n2m

� C4Pn,1

(2π)2m
� 2C4

(2π)2m
= C2.

Первое из неравенств (25) доказано.
Ввиду (6) и (30) получим

|Bk,n| � R0 +

∞∑

l=1

∑

ν(l)∈Zl
k(n)

Rl+1
0

(2π)2ml|ν2m1 − n2m| · · · |ν2ml − n2m| �

� R0 +
∞∑

l=1

Rl+1
0

(2π)2ml

( ∞∑

|ν|�=n

1

|ν2m − n2m|

)l
+

∞∑

l=2n+2

Rl+1
0 E

(l)
k,n

(2π)2ml
, (31)

где

E
(l)
k,n =

∑

ν(l)∈Zl
k(n)

Rl+1
0

‖ν2m1 − n2m‖ · · · |ν2ml − n2m| .

Отсюда в силу (27) вытекает, что для всех l � 2n+ 2 имеет место оценка

E
(l)
k,n =

∞∑

ν=−n+1
ν �=n

1

|ν2m − n2m|

∞∑

ν=−n+2
ν �=n

1

|ν2m − n2m| · · ·
∞∑

ν=−n+1
ν �=n

1

|ν2m − n2m| �

�
( ∞∑

ν=−n+1
ν �=n

1

|ν2m − n2m|

)2n
(Pn,2 . . . Pn,l−2n) �

( ∞∑

ν=−n+1
ν �=n

1

|ν2m − n2m|

)2n 1

(l − 2n− 1)!
.

Следовательно, используя (31), легко получим неравенство |Bk,n| � C2(n), k � −n+1, k �= n,
где C2(n) – некоторая постоянная, зависящая только от n. Тогда ввиду (10) имеем

∞∑

ν=−n+1
ν �=n

|Φk,2(n)| � C2(n)

(2π)2m

∞∑

ν=−n+2
ν �=n

1

|ν2m − n2m| = C1(n).

Третье из неравенств (25) доказывается аналогично первому. Лемма доказана.
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Лемма 2. Справедливы равенства

(2π)2m(n2m − k2m)Φk,1(n) =
∑

ν∈Z
qk−νΦν,1(n), n ∈ N

⋃
{0}, k ∈ Z, (32)

(2π)2m(n2m − k2m)Φk,2(n) =
∑

ν∈Z
qk−νΦν,2(n), n ∈ N1, k ∈ Z, (33)

(2π)2m(n2m − k2m)Ψk(n) =
∑

ν∈Z
qk−νΨν(n) + Φk,1(n), n ∈ N2, k ∈ Z. (34)

Доказательство. Докажем (32). Сходимость ряда в правой части равенства (32) следует
из леммы 1 и из (11), (30).

Пусть k � n. В этом случае в силу (11) равенство (32) равносильно
∑

ν∈Z qk−νΦν,1(n) = 0.

Поскольку q(x) ∈ L+
1 (0, 1), то из соотношения qk−νΦν,1(n) �= 0 и (11) следует неравенство

k > ν � n.Таким образом, (32) справедливо при k � n.
Пусть k > n. Тогда согласно (5), (9) и (11) имеем

∑

ν∈Z
qk−νΦν,1(n) = qk−n +

∞∑

ν=n+1

qk−νΦν,1(n) = qk−n+
∞∑

ν=n+1

qk−ν ×

×
[
qν−n +

∞∑

l=1

∑

ν(l)∈Zl
ν(n)

qν−ν1 . . . qνl−1−νlqνl−n

(2π)2ml(n2m − ν2m1 ) . . . (n2m − ν2ml )

]
1

(2π)2ml(n2m − ν2m)
=

= qk−n +
∑

ν=n+1

qk−νqν−n

(2π)2m(l+1)(n2m − ν2m1 )
+

+

∞∑

ν=n+1

∞∑

l=1

∑

ν(l)∈Zl
ν(n)

qk−νqν−ν1 . . . qνl−1−νlqνl−n

(2π)2m(l+1)(n2m − ν2m1 ) . . . (n2m − ν2ml )(n2m − ν2m)
=

= qk−n +

∞∑

l=1

∑

ν(l)∈Zl
ν (n)

qk−νqν−ν1 . . . qνl−1−νl
qνl−n

(2π)2ml(n2m − ν2m1 ) . . . (n2m − ν2ml )
= (2π)2m(n2m − k2m)Φk,1(n).

Равенство (32) доказано.
Докажем равенство (33). Сходимость ряда в правой части (33) следует из леммы 1 и из (30).
Пусть k � −n. В этом случае в силу (12) равенство (33) равносильно

∑
ν∈Z qk−νΦν,1(n) =

= 0. Как и в первом случае из соотношения qk−νΦν,1(n) = 0 и из (12) следует неравенство
k > ν � −n. Следовательно, (33) справедливо при k � −n.

Если k = n, то (33) равносильно
∑

ν∈Z qn−νΦν,2(n) = 0. Заметим, что согласно (12), (6)–(8)
при n ∈ N1 имеем

∑

ν∈Z
qn−νΦν,2(n) = q0Φn,2(n) + q2nΦ−n,2(n) +

∞∑

|ν|�=n

qn−νΦν,2(n) =

= q2n +

∞∑

|ν|�=n

qn−ν

[
qν+n +

∞∑

l=1

∑

ν(l)∈Zl
ν (−n)

qν−ν1 . . . qνl−1−νlqνe+n

(2π)2ml(n2m − ν2m1 ) . . . (n2m − ν2ml )

]
×

× 1

(2π)2ml(n2m − ν2m)
= Bn = 0.
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Пусть k > −n и k �= n. Используя (10), (6) и (12), получим

∑

ν∈Z
qn−νΦν,2(n) = qk−nΦn,2(n) + qk+nΦ−n,2(n) +

∞∑

ν=−n+1
ν|�=n

qk−νΦν,2(n) = qk+n +

+

∞∑

ν=−n+1
ν|�=n

qk−ν

[
qν+n +

∞∑

l=1

∑

ν(l)∈Zl
ν(−n)

qν−ν1 . . . qνl−1−νlqνe+n

(2π)2ml(n2m − ν2m1 ) . . . (n2m − ν2ml )

]
1

(2π)2ml(n2m − ν2m)
=

= qk+n +
∞∑

l=1

∑

ν(l)∈Zl
ν (−n)

qk−ν1 . . . qνl−1−νlqνe+n

(2π)2ml(n2m − ν2m1 ) . . . (n2m − ν2ml )
= (2π)2m(n2m − k2m)Φk,2(n).

Равенство (33) доказано.
Сходимость ряда в правой части (33) следует из леммы 1 и из (15), (30). В силу (16), (11) и

(12) при k � −n равенство (34) равносильно
∑

ν∈Z qn−νΨν(n) = 0. Как и в предыдущих слу-
чаях из соотношения qk−νΨν(n) �= 0 получим k > ν � −n. Таким образом, (34) справедливо
при k � −n.

При k = n (34) в силу (11) равносильно равенству
∑

ν∈Z
qn−νΨν(n) + 1 = 0. (35)

Ввиду (15) и (16) получим

∑

ν∈Z
qn−νΨν(n) + 1 =

∞∑

ν=−n+1
ν �=n

qk−νΨν(n) + 1− q2n
Bn

=

= T2n

∞∑

ν=−n+1
ν �=n

qn−νΦν,1(n)−
1

Bn

∞∑

ν=−n+1
ν �=n

qn−νΦν,2(n) +

∞∑

ν=−n+1
ν �=n

qn−νDν(n) + 1− q2n
Bn

. (36)

В силу (11) и (14) имеем
∞∑

ν=−n+1
ν �=n

qn−νΦν,1(n) =

∞∑

ν=−n+1
ν �=n

qn−νDν(n) = 0.

Отсюда и из (36) следует равенство

∑

ν∈Z
qn−νΨν(n) + 1 = 1− 1

Bn

(
q2n +

∞∑

ν=−n+1
ν �=n

qn−νΦν,2(n)

)
. (37)

С другой стороны, в силу формул (6), (7) и (10) имеем

q2n +
∞∑

ν=−n+1
ν �=n

qn−νΦν,2(n) = 0. (38)

Равенство (35) является следствием (37) и (38).
Докажем (34) при k � −n+ 1, k �= n. В данном случае (34) равносильно равенству

(2π)2m(n2m − k2m)Ψk(n) =

∞∑

ν=−n+1
ν �=n

qn−νΨν(n) + T2nqk−n − 1

Bn
qk+n +Φk,1(n).
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Согласно обозначениям (5)–(15) имеем

∞∑

ν=−n+1
ν �=n

qk−νΨν(n) + T2nqk−n − 1

Bn
qk+n +Φk,1(n) =

= T2n

(
qk−n +

∞∑

ν=−n+1
ν �=n

qk−ν

(
qν−n +

∞∑

l=1

∑

ν∈Zl
ν(n)

qν−ν1 . . . qνl−1−νlqνl−n

(2π)2ml(n2m − ν2m1 ) . . . (n2m − ν2ml )

)
×

× 1

(2π)2m(n2m − ν2m)

)
− 1

Bn

(
qk+n +

∞∑

ν=−n+1
ν �=n

qk−ν ×

×
(
qν+n +

∞∑

l=1

∑

ν∈Zl
ν(n)

qν−ν1 . . . qνl−1−νlqνl+n

(2π)2ml(n2m − ν2m1 ) . . . (n2m − ν2ml )

)
1

(2π)2m(n2m − ν2m)

)
+

+

(
Φk,1(n)+

∞∑

ν=−n+1
ν �=n

qk−ν

(
Φν,1(n) +

∞∑

l=1

∑

ν∈Zl
ν(n)

qν−ν1 . . . qνl−1−νlΦνl,1(n)

(2π)2m(n2m − ν2m1 ) . . . (n2m − ν2ml )

)
×

× 1

(2π)2m(n2m − ν2m)

)
= T2nAk,n − 1

Bn
Bk,n +Dk(n)(2π)

2m(n2m − k2m) =

=

(
T2nΦk,1(n)−

1

Bn
Φk,2(n) +Dk(n)

)
(2π)2m(n2m − k2m) = (2π)2m(n2m − k2m)Ψk(n).

Равенство (34) доказано. Лемма доказана.
Лемма 3. Справедливы следующие оценки:

∞∑

k=n+1

|Φk,1(n)| = O

(
ln(n + 1)

n2m−1

)
, (39)

∞∑

k=−n+1

|Φk,2(n)| = O

(
ln(n+ 1)

n2m−1

)
, (40)

∞∑

k=n+1

|Dk(n)| = O

(
ln(n+ 1)

n2m−1

)
. (41)

Доказательство. Пусть n � 3 и

E(n) =
∑

ν �=n

1

|n2m − ν2m| . (42)

Заметим, что

E(n) =
1

n2m
+ E1(n) + E2(n), (43)

где

E1(n) =

n−1∑

ν=1

1

n2m − ν2m
, E2(n) =

∞∑

ν=n+1

1

ν2m − n2m
. (44)
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Если x ∈ [ν, ν + 1], ν = 1, n− 2, то имеем

1

n2m − ν2m
� 1

n2m − x2m
.

Следовательно,
n−1∑

ν=1

1

n2m − ν2m
�

n−2∑

ν=1

ν+1∫

ν

dx

n2m − x2m
� ln(n+ 1)

n2m−1
.

Отсюда и из (44) легко вывести неравенство

E1(n) � 2 ln(n + 1)

n2m−1
. (45)

Как и выше, при x ∈ [ν − 1, ν], ν � n+ 2, имеем 1/(ν2m − n2m) � 1/(x2m − n2m), откуда
следует неравенство

∞∑

ν=n+2

1

ν2m − n2m
�

∞∑

ν=n+2

ν∫

ν−1

dx

x2m − n2m
=

+∞∫

n+1

1

x2m − n2m
�

� 1

n2m−1

+∞∫

1+1/n

dx

x2 − 1
=

ln(2n + 1)

2n2m−1
� ln(n + 1)

n2m−1
.

Отсюда и из (44) приходим к оценке

E2(n) � 1

(n+ 1)2m − n2m
+

ln(n+ 1)

n2m−1
� 2 ln(n+ 1)

n2m−1
. (46)

В силу (42)–(46) имеем

E(n) � 5 ln(n+ 1)

n2m−1
. (47)

Пусть n0 � 3 – фиксированное целое число такое, что при всех n � n0 имеют место
неравенства

R0E(n)

(2π)2m
� 5R0 ln(n + 1)

(2π)2mn2m−1
� 1

2
,

где R0 – число, определённое равенством (29). Тогда в силу (5), (9), (42) и (47) при n � n0

получим

∞∑

k=n+1

|Φk,1(n)|�R0

∞∑

k=n+1

[
1 +

∞∑

l=1

∑

v∈Zl
ν(n)

Rl
0

(2π)2ml|n2m − ν2m1 | · · · |n2m − ν2ml |

]
1

(2π)2m|n2m−k2m| �

� R0

∞∑

k=n+1

[
1 +

∞∑

l=1

(
R0E(n)

(2π)2m

)l] 1

(2π)2m|n2m − k2m| � 2R0E(n)

(2π)2m
� 10R0 ln(n+ 1)

(2π)2mn2m−1
.

Оценка (39) доказана.
Оценки (40) и (41) доказываются совершенно аналогично. Лемма доказана.
Лемма 4. Если существует присоединённая функция дифференциального оператора L0,

соответствующая собственной функции y0(x), то справедливо равенство
∫ 1
0 y20(x) dx = 0.

Это утверждение доказывается аналогично доказательству леммы 3.1 из работы [17].

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 3 2023



О СПЕКТРАЛЬНЫХ СВОЙСТВАХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ 323

Лемма 5 [17]. Пусть выполнены следующие условия:
a) y0, y1 – функции из класса L2(0, 1) и

∫ 1
0 y2(x) dx = 0,

∫ 1
0 y0(x)y1(x) dx = 1;

b) функции ψ0 и ψ1 определены равенствами ψ0 = −(a + c0)y0 + y1, ψ1 = y0, где a –
произвольное фиксированное число и c0 =

∫ 1
0 y21(x) dx.

Тогда справедливы равенства (y0, ψ0) = (ay0 + y1, ψ1) = 1, (y0, ψ1) = (ay0 + y1, ψ1) = 0.
Элементы системы {νn(x)}n=∞

n=0 определим следующим образом:

v0(x) = u0(x), v2n−1(x) = u2n(x), n ∈ N1, (48)

v2n(x) = u2n−1(x), n ∈ N, (49)

v2n−1(x) = −T ∗
2nu2n−1(x) +

1

(−Bn)1/2
W2n(x) + (−Bn)

1/2
∞∑

k=n+1

Dk(n)e
2πikx, n ∈ N2, (50)

T ∗
2n = T2n

1

Bn

(
Φ2
0,2(n) + 2

n−1∑

k=1

Φk,2(n)Φ−k,2(n)

)
. (51)

Лемма 6. Справедливы асимптотические формулы

u2n−1(x) = v2n(x) = e2πinx
(
1 +O

(
ln(n+ 1)

n2m−1

))
, n ∈ N1, |N1| = ∞, (52)

u2n(x) = v2n−1(x) = e−2πinx

(
1 +O

(
ln(n+ 1)

n2m−1

))
, n ∈ N1, |N1| = ∞, (53)

u2n−1(x) = v2n(x) = (−Bn)
1/2e2πinx

(
1 +O

(
ln(n+ 1)

n2m−1

))
, n ∈ N2, |N2| = ∞, (54)

u2n(x) = T2n(−Bn)
1/2e2πinx

(
1 +O

(
ln(n+ 1)

n2m−1

))
+

+ (−Bn)
−1/2e2πinx

(
1 +O

(
ln(n+ 1)

n2m−1

))
, n ∈ N2, |N2| = ∞, (55)

v2n−1(x) = −T2n(−Bn)
1/2e2πinx

(
1 +O

(
ln(n+ 1)

n2m−1

))
+

+ (−Bn)
−1/2e2πinx

(
1 +O

(
ln(n+ 1)

n2m−1

))
, n ∈ N2, |N2| = ∞. (56)

Доказательство. Формулы (52)–(54) являются простыми следствиями обозначений (17)–
(21), (48), (49) и леммы 3.

Докажем формулу (56) (формула (55) доказывается совершенно аналогично).
Заметим, что согласно лемме 3 и равенству (17) справедливы равенства

Φ2
0,2(n) + 2

n−1∑

k=1

Φk,2(n)Φ−k,2(n) = O

(
ln2(n+ 1)

n4m−1

)
, n ∈ N2, |N2| = ∞,

W2n(x) = e−2πinx

(
1 +O

(
ln(n + 1)

n2m−1

))
, n ∈ N.

Кроме того, в силу (6) и (7) имеем

Bn = q2n +O

(
ln(n + 1)

n2m−1

)
= O(1), n ∈ N2, |N2| = ∞.

Равенство (55) является следствием последних трёх равенств и (50), (51), (54).

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 3 2023



324 КЕРИМОВ

В дальнейшем норму в пространстве Lp(0, 1), 1 < p < ∞, будем обозначать через ‖ · ‖p.
Лемма доказана.

Пусть запись bn = O∗(1), где {bn}∞n=1 – произвольная числовая последовательность, озна-
чает выполнение неравенства d1 � |bn| � d2, n ∈ N, где d1 и d2 – некоторые положительные
постоянные.

Лемма 7. При p ∈ (1,∞) имеют место соотношения

‖u2n−1‖p = ‖v2n‖p = 1 +O

(
ln(n+ 1)

n2m−1

)
, n ∈ N1, |N1| = ∞, (57)

‖u2n‖p = ‖v2n−1‖p = 1 +O

(
ln(n+ 1)

n2m−1

)
, n ∈ N1, |N1| = ∞, (58)

‖u2n−1‖p = ‖v2n‖p = |Bn|1/2
(
1 +O

(
ln(n+ 1)

n2m−1

))
, n ∈ N2, |N2| = ∞, (59)

‖u2n‖p = |Bn|−1/2[|T2nBn|+ 1]O∗(1), n ∈ N2, |N2| = ∞, (60)

‖v2n−1‖p = |Bn|−1/2[|T2nBn|+ 1]O∗(1), n ∈ N2, |N2| = ∞. (61)

Доказательство данной леммы дословно повторяет доказательство леммы 3.5 из [17].
Лемма 8 [17]. Пусть {ϕn}n=∞

n=0 – ортонормированный базис гильбертова пространства
H и {an}n=∞

n=0 – произвольная ограниченная числовая последовательность. Тогда система
{ψn}n=∞

n=0 , где ψ0 = ϕ0, ψ2n−1 = ϕ2n−1 и ψ2n = anϕ2n−1 + ϕ2n, n ∈ N, является базисом
Рисса пространства H.

Лемма 9. Пусть n – фиксированное целое неотрицательное число, R(x) ∈ L1(0, 1),

F (x) ∈ L1(0, 1), {θk}k∈Z ∈ l1, rk =
∫ 1
0 R(x)e−2πikx dx, k ∈ Z, Fk =

∫ 1
0 F (x)e−2πikx dx, k ∈ Z,

(2π)2m(n2m − k2m)θk =
∑

ν∈Z
rk−νθν + Fk, k ∈ Z. (62)

Тогда функция
u(x) =

∑

k∈Z
θke

2πikx (63)

принадлежит классу W 2m
1 (0, 1) и является решением краевой задачи

(−1)mu(2m)(x) +R(x)u(x) = (2πn)2mu(x)− F (x), (64)

u(s)(1) − u(s)(0) = 0, s = 0, 2m− 1. (65)

Доказательство. В силу условия {θk}k∈Z ∈ l1 функциональный ряд в правой части (63)
сходится абсолютно и равномерно на отрезке [0, 1]. Следовательно,

1∫

0

R(x)u(x)e−2πikx dx =
∑

ν∈Z
θν

1∫

0

R(x)e−2πi(k−ν) dx =
∑

ν∈Z
zk−νθν , k ∈ Z. (66)

Из (62) и (66) находим, что при k ∈ Z имеет место равенство

(−1)m(2πik)2mθk =

1∫

0

[(2πk)2mu(x)−R(x)u(x)− F (x)]e−2πikx dx, (67)

т.е. числа (−1)m(2πik)2mθk, k ∈ Z, являются коэффициентами Фурье функции

Q(x) = (2πn)2mu(x)−R(x)u(x) − F (x). (68)
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Пусть

Qk =

1∫

0

Q(x)e−2πikx dx, k ∈ Z. (69)

Согласно [20, п. 10.1.5] ряд
∑

k �=0

Qk

2πik
e2πikx (70)

равномерно сходится при x ∈ [0, 1]. Заметим также, что ряды
∑

k �=0

Qk

(2πik)s
e2πikx, s = 2, 2m− 1,

сходятся абсолютно и равномерно при x ∈ [0, 1].
Ввиду (67)–(69)

Qk = (−1)m(2πik)2mθk, k ∈ Z. (71)

Отсюда и из рассуждений выше следует, что ряды
∑

k∈Z
(2πik)2mθke

2πikx, s = 0, 2m − 1,

сходятся равномерно на отрезке [0, 1]. Следовательно, u(x) ∈ C2m−1[0, 1], при s = 0, 2m − 1

u(s)(x) =
∑

k∈Z
(2πik)sθke

2πikx, (72)

и ряд в правой части (72) сходится равномерно на [0, 1]. Отсюда также следует, что функция
u(x) удовлетворяет краевым условиям (65).

Используя интегрирование по частям, находим

1∫

0

( x∫

0

Q(t) dt

)
e−2πikx dx =

Qk

2πik
, k �= 0, k ∈ Z.

Кроме того,
1∫

0

( x∫

0

Q(t) dt

)
dx = −

1∫

0

xQ(x) dx = d0.

Таким образом, ряд Фурье функции
∫ x
0 Q(t) dt, 0 � x � 1, имеет вид

x∫

0

Q(t) dt =
∑

k∈Z

Qke
2πikx

2πik
+ d0

и равномерно сходится при x ∈ [0, 1]. Следовательно, ряд (70), или согласно (71) ряд

(−1)m
∑

k∈Z
(2πik)2m−1θke

2πikx,

является рядом Фурье функции
∫ x
0 Q(t) dt − d0 при x ∈ [0, 1]. Отсюда и из (72) получим

равенство

(−1)mu(2m−1)(x) =

x∫

0

Q(t) dt− d0, 0 � x � 1,
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которое означает, что (−1)mu(2m−1)(x) ∈ W 1
1 (0, 1) и при почти всех x ∈ (0, 1) имеет место

(−1)mu(2m−1)(x) = Q(x). Отсюда и из (68) следует, что уравнение (64) удовлетворяется при
почти всех x ∈ (0, 1). Лемма доказана.

4. Доказательство основных результатов. Докажем, что функция u2n−1(x), n ∈ N,
является собственной функцией дифференциального оператора L0, соответствующей соб-
ственному значению λ = (2πn)2m.

Введём обозначения R(x) = q(x), F (x) = 0, θk = Φk,1(n), k ∈ Z. Заметим, что согласно
(25) и (32) выполняются все условия леммы 9. Следовательно, функция u(x) = u2n−1(x) при-
надлежит классу W 2m

1 (0, 1) и является решением краевой задачи (64), (65) при R(x) = q(x),
F (x) = 0.

Используя леммы 1, 2 и 9, совершенно аналогичным образом доказывается, что функция
u2n(x), n ∈ N1

⋃
{0}, является собственной функцией дифференциального оператора L0,

соответствующей собственному значению λ = (2πn)2m.

Заметим, что
∫ 1
0 u20(x) dx = 1. Тогда в силу леммы 4 не существует присоединённой функ-

ции, соответствующей собственной функции u0(x).

Пусть n ∈ N2 – фиксированное число, R(x) = q(x), F (x) = u2n−1(x), θk = (−Bn)
1/2ψk(n).

Ввиду (15), (16), (11), (12), (14) и (25) имеем соотношения
∑

k∈Z
|θk| � |T2n||Bn|1/2

∞∑

k=n+1

|Φk,1(n)|+ |Bn|−1/2
∞∑

k=−n

|Φk,2(n)|+ |Bn|1/2
∞∑

k=n+1

|Dk(n)| < ∞.

Следовательно, удовлетворяются все условия леммы 9.
Таким образом, функция

u(x) = u2n(x) = (−Bn)
1/2

∞∑

k=−n

ψk(n)e
2πikx, n ∈ N2,

принадлежит классу W 2m
1 (0, 1) и является решением краевой задачи (64), (65) при R(x) =

= q(x), F (x) = u2n−1(x), т.е. функция u2n(x) (n ∈ N2) является присоединённой функцией
дифференциального оператора L0, соответствующей собственному значению (2πn)2m и соб-
ственной функции u2n−1(x).

Тем самым доказано, что каждое из чисел (2πn)2m, n ∈ N
⋃

{0}, является собственным
значением дифференциального оператора L0, причём при n � 1 число (2πn)2m является по
меньшей мере двукратным собственным значением.

Пусть L∗
0 – дифференциальный оператор, сопряжённый к L0, оператор L∗

0 порожден диф-
ференциальным выражением l∗0(v) = (−1)mv(2m) + q(x)v(x) и краевыми условиями v(s)(1)−
− v(s)(0) = 0, s = 0, 2m− 1.

Предположим, что {vn(x)}n=∞
n=0 – система, определённая равенствами (47)–(50). Очевид-

но, что каждое из чисел (2πn)2m, n ∈ N
⋃
{0}, является собственным значением оператора

L∗
0 и при n � 1 число (2πn)2m – двукратное, по меньшей мере, собственное значение этого

оператора. Нетрудно заметить, что функция v0(x) является собственной функцией операто-
ра L∗

0, соответствующей простому собственному значению λ = 0; при n ∈ N1 каждая из
функций v2n−1(x) и v2n(x) является собственной функцией оператора L∗

0, соответствующей
собственному значению (2πn)2m; при n ∈ N2 функция v2n(x) является собственной функ-
цией оператора L∗

0, соответствующей собственному значению (2πn)2m; при n ∈ N2 функция
v2n−1(x) является присоединённой функцией оператора L∗

0, соответствующей собственной
функции v2n(x) и собственному значению (2πn)2m.

Докажем, что система {vn(x)}n=∞
n=0 биортогонально сопряжена к системе {un(x)}n=∞

n=0 или,
что то же самое, имеет место равенство

(un, vν) =

1∫

0

un(x)v(x) dx = δn,ν , n, ν ∈ N

⋃
{0},

где δn,ν – символ Кронекера.
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Заметим, что u2n−1(x), u2n(x) – корневые функции оператора L0, соответствующие соб-
ственному значению λ = (2πn)2m; v2ν−1(x), v2ν(x) – корневые функции оператора L∗

0, соот-
ветствующие значению μ = (2πν)2m. Поскольку при n �= ν имеет место λ �= μ = μ, то отсюда
и из сказанного выше следует справедливость равенств (u2n−1, v2ν−1) = 0, (u2n, ν2ν−1) = 0,
(u2n−1, v2ν) = 0, (u2n, v2ν) = 0, где n �= v, n, ν ∈ N. По той же причине (u0, vν) = 0,
(un, v0) = 0, где ν, n ∈ N.

Таким образом, нужно доказать выполнение равенств

(u0, v0) = 1, (u2n−1, v2n−1) = 1, (u2n−1, v2n) = 0, n ∈ N, (73)

(u2n, v2n−1) = 0, (u2n, v2n) = 1, n ∈ N. (74)
Согласно (17)–(19) и (48), (49) при n ∈ N1 имеем

(u0, v0) =

1∫

0

u20(x) dx = 1,

(u2n−1, v2n−1) =

1∫

0

u2n−1(x)u2n(x) dx =

1∫

0

[
1 +

∞∑

k=−n+1

Φk,2(n)e
2πi(k+n)x +

+
∞∑

k=n+1

Φk,1(n)e
2πi(k−n)x +

∞∑

k=n+1

∞∑

ν=−n+1

Φk,1(n)Φν,2(n)e
2πi(k+ν)x dx

]
= 0,

(u2n−1, v2n) =

1∫

0

u22n−1(x) dx =

1∫

0

[
e4πinx + 2

∞∑

k=n+1

Φk,1(n)e
2πi(k+n)x +

+
∞∑

k=n+1

∞∑

k=ν+1

Φk,1(n)Φν,1(n)e
2πi(k+ν)x dx

]
= 0.

Равенства (74) при n ∈ N1 доказываются совершенно аналогично.
Для доказательства равенств (73) и (74) в случае n ∈ N2 используем лемму 5. Пусть

n ∈ N2 и

y0 = u2n−1(x), y1 =
1

(−Bn)1/2
Wn(x) + (−Bn)

1/2
∞∑

k=n+1

Dk(n)e
2πikx, (75)

a = T2n, c0 =

1∫

0

y21(x) dx. (76)

Используя (17), нетрудно убедиться в том, что имеет место равенство

c0 = − 1

Bn

(
Φ2
0,2(n) + 2

∞∑

k=1

Φk,2(n)Φ−k,2(n)

)
. (77)

Таким образом, согласно (21)–(23) и (49)–(51) при n ∈ N2 имеем

u2n−1 = y0, u2n = ay0 + y1, v2n−1 = −(a+ c0)y0 + y1, v2n = y0. (78)

Кроме того, легко убедиться в том, что в рассматриваемом случае справедливы равенства
1∫

0

y20(x) dx = 0,

1∫

0

y0(x)y1(x) dx = 1.

Отсюда и из (75)–(78) с учётом леммы 5 следуют равенства (73), (74) при n ∈ N2.
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Заметим, что периодические краевые условия регулярны. Следовательно [21, с. 74], доста-
точно большие по абсолютной величине собственные значения дифференциального оператора
L0 лежат в O(n2m−3/2) окрестностях точек (2πn)2m, где n = n0, n0 + 1, . . . и n0 – некото-
рое достаточно большое натуральное число; кроме того, в каждой такой окрестности лежат
или два простых собственных значения, или одно двукратное собственное значение. Отсюда
и из сказанного выше следует, что если S0 – система корневых функций дифференциального
оператора L0, содержащая систему {un(x)}n=∞

n=0 , то имеет место равенство

S0 = {Un(x)}n=∞
n=0 = S1

⋃
{un(x)}n=∞

n=0 ,

где S1 – либо пустое множество, либо содержит только конечное число корневых функций.
Так как периодические краевые условия регулярны, то система S0 полна и минимальна в

пространстве L2(0, 1) (см., например, [4]). Если S∗
0 – система, биортогонально сопряжённая

в L2(0, 1) к системе S0, хорошо известно, что S∗
0 является системой всех корневых функций

дифференциального оператора L∗
0 и в данном случае справедливо равенство

S∗
0 = {Vn(x)}n=∞

n=0 = S∗
1

⋃
{vn(x)}n=∞

n=0 ,

где S∗
1 – либо пустое множество, либо содержит конечное число корневых функций диффе-

ренциального оператора L∗
0. Заметим, что |S1| = |S∗

1 |.
Всюду в дальнейшем будем считать, что |N1| = |N2| = ∞. Остальные случаи рассматри-

ваются совершенно аналогично.
Из леммы 7 легко получим соотношение

‖u2n−γ‖2‖v2n−γ‖2 =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

1 +O

(
ln(n+ 1)

n2m−1

)
, если γ = 1 и n ∈ N1,

(|T2nBn|+ 1)O∗(1), если γ = 0 и n ∈ N2.

(79)

Пусть выполняется неравенство (24). Отсюда и из (79) следует существование постоянной C,
обеспечивающей для всех n ∈ N

⋃
{0} выполнение неравенства

‖Un‖2‖Vn‖2 � C. (80)

Докажем, что каждая из систем S0 и S∗
0 является безусловным базисом пространства

L2(0, 1). Поскольку S0 и S∗
0 полны в пространстве L2(0, 1), биортогонально сопряжены и

|S1| = |S∗
1 | < ∞, то достаточно доказать [22, с. 375], что каждая из систем

{
un(x)

‖un‖2

}n=∞

n=0

и
{
vn(x)

‖vn‖2
‖un‖2‖vn‖2

}n=∞

n=0

является бесселевой, т.е. для всех f ∈ L2(0, 1) выполняются условия
∞∑

n=0

|(f, un)|2
‖un‖2

< ∞,
∞∑

n=0

|(f, un)|2
‖vn‖2

‖un‖2‖vn‖2 < ∞. (81)

Согласно (80) последнее неравенство в (81) может быть заменено условием
∞∑

n=0

|(f, vn)|2
‖vn‖2

< ∞.

Для доказательства первого неравенства из (81) достаточно доказать сходимость рядов

∑

n∈Nj

|(f, u2n−1)|2
‖u2n−1‖22

,
∑

n∈Nj

|(f, u2n)|2
‖u2n‖22

, (82)

где f ∈ L2(0, 1) и j = 1, 2.
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Пусть
ϕ0(x) = 1, ϕ2n−1(x) = e2πinx, ϕ2n(x) = e−2πinx, n ∈ N. (83)

Так как система (83) образует ортонормированный базис пространства L2(0, 1), то она также
является бесселевой.

Всюду в дальнейшем через C (с нижним индексом) будем обозначать некоторые положи-
тельные постоянные.

Пусть n0 – некоторое достаточно большое целое число. Согласно (56)–(59) имеем

‖u2n−1‖2 � C3, ‖u2n‖2 � C4, n � n0, n ∈ N1, (84)

‖u2n−1‖2 � C5|Bn|1/2, ‖u2n‖2 � C6|Bn|−1/2, n � n0, n ∈ N2. (85)

Кроме того, при всех f ∈ L2(0, 1) в силу (52)–(55) и (24) находим

|(f, u2n−1)|2 � C7

(
|(f, ϕ2n−1)|2 + ‖f‖22

ln2(n + 1)

n4m−2

)
, n � n0, n ∈ N1, (86)

|(f, u2n)|2 � C8

(
|(f, ϕ2n)|2 + ‖f‖22

ln2(n+ 1)

n4m−2

)
, n � n0, n ∈ N1, (87)

|(f, u2n−1)|2 � C9|Bn|−1

(
|(f, ϕ2n−1)|2 + ‖f‖22

ln2(n+ 1)

n4m−2

)
, n � n0, n ∈ N2, (88)

|(f, u2n)|2 � C10|Bn|−1

(
|(f, ϕ2n−1)|2 + |(f, ϕ2n)|2 + ‖f‖22

ln2(n+ 1)

n2m−1

)
, n � n0, n ∈ N2. (89)

Сходимость рядов (82) следует из оценок (84)–(89). Например, ввиду (85) и (89) при всех
n � n0 и n ∈ N2 имеем

∞∑

n∈N2
n�n0

|(f, u2n)|2
‖u2n‖22

� C11

[ ∞∑

n=n0

|(f, ϕn)|2 + ‖f‖22
∞∑

n=n0

ln2(n + 1)

n2m−1

]
< ∞.

Таким образом, доказано, что каждая из систем S0 и S∗
0 образует безусловный базис

пространства L2(0, 1).
Теперь докажем, что система {un(x)}n=∞

n=0 содержит все корневые функции дифференци-
ального оператора L0 или, что то же самое, что S1 = ∅.

Пусть
ψ0(x) = ϕ0(x), ψ2n−1(x) = ϕ2n−1(x), ψ2n(x) = ϕ2n(x), n ∈ N1,

ψ2n−1(x) = ϕ2n−1(x), ψ2n(x) = −T2nBn, ϕ2n−1(x) + ϕ2n(x), n ∈ N2.

Так как система (83) является ортонормированным базисом пространства L2(0, 1) и выпол-
няется условие (24), то в силу леммы 8 система {ψn(x)}n=∞

n=0 является базисом Рисса этого же
пространства.

Заметим, что при выполнении условия (24) в силу (52)–(55) имеем равенства

u2n−1(x) = ψ2n−1(x)+O

(
ln(n+ 1)

n2m−1

)
, u2n(x) = ψ2n(x)+O

(
ln2(n+ 1)

n2m−1

)
, n ∈ N1, |N1| = ∞,

(−Bn)
−1/2u2n−1(x) = ψ2n−1(x) +O

(
ln(n+ 1)

n2m−1

)
,

(−Bn)
1/2u2n(x) = ψ2n(x) +O

(
ln(n+ 1)

n2m−1

)
, n ∈ N2, |N2| = ∞.
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Согласно этим соотношениям соответствующая перестановка системы

{u0(x)}
⋃

{u2n−1(x), u2n(x)}n∈N1

⋃
{(−Bn)

1/2u2n−1(x), (−Bn)
1/2u2n(x)}n∈N2 (90)

является квадратично близкой к системе {ψn(x)}n=∞
n=0 . Кроме того, система (90) также ми-

нимальна. Следовательно (см. [22, c. 374]), эта система образует базис пространства L2(0, 1).
Поскольку {un(x)}n=∞

n=0 есть часть базиса S0, то S1 = ∅. Таким образом, система {un(x)}n=∞
n=0

содержит все корневые функции дифференциального оператора L0.
Теорема 1 и часть теоремы 2, относящаяся к базисности в L2(0, 1), доказаны.
Предположим, что 1 < p < 2 и p фиксировано. Поскольку система {un(x)}n=∞

n=0 полна
в пространстве L2(0, 1), то эта система полна и в пространстве Lp(0, 1). Следовательно (см.
[23, с. 19]), для базисности в Lp(0, 1) этой системы необходимо и достаточно существование
постоянной M1 > 0, обеспечивающей при всех l ∈ N справедливость неравенства

∥∥∥∥
l∑

n=0

(f, vn)un

∥∥∥∥
p

� M1‖f‖q, (91)

где f(x) – произвольная функция из Lp(0, 1).
Пусть выполняется неравенство (24). Отсюда и из леммы 7 получим, что имеет место

оценка
‖un‖p‖vn‖q � C12, (92)

где p−1 + q−1 = 1. Отсюда следует, что неравенство (91) равносильно существованию посто-
янной M2 > 0, обеспечивающей при всех l ∈ N выполнение неравенства

∥∥∥∥
2l∑

n=1

(f, vn)un

∥∥∥∥
p

� M2‖f‖p, (93)

где f(x) – произвольная функция из Lp(0, 1).
Положим

Jl(f) =

l∑

n=1
n∈N1

1∑

j=0

(f, v2n−j)u2n−j +

l∑

n=1
n∈N2

1∑

j=0

(f, v2n−j)u2n−j . (94)

Тогда неравенство (93) примет вид ‖Jl(f)‖p � M2‖f‖p. Непосредственное вычисление с ис-
пользованием леммы 6 показывает, что при n ∈ N (случаи n ∈ N1 и n ∈ N2 рассматриваются
отдельно) имеет место равенство

1∑

j=0

(f, v2n−j)u2n−j =

= (f, ϕ2n−1)ϕ2n−1 + (f, ϕ2n)ϕ2n + (f, ϕ2n−1)O

(
ln(n+ 1)

n2m−1

)
+ (f, ϕ2n)O

(
ln(n+ 1)

n2m−1

)
+

+

(
f,O

(
ln(n + 1)

n2m−1

))
ϕ2n−1 +

(
f,O

(
ln(n+ 1)

n2m−1

))
ϕ2n +

(
f,O

(
ln(n+ 1)

n2m−1

))
O

(
ln(n+ 1)

n2m−1

)
.

Отсюда и из (94) следует

Jl(f) = Jl,1(f) + Jl,2(f) + Jl,3(f) + Jl,4(f),

где

Jl,1(f) =
2l∑

n=1

(f, ϕn)ϕn, Jl,2(f) =
2l∑

n=1

(
f,O

(
ln(n+ 1)

n2m−1

))
ϕn,

Jl,3(f) =
2l∑

n=1

(f, ϕn)O

(
ln(n+ 1)

n2m−1

)
, Jl,4(f) =

2l∑

n=1

(
f,O

(
ln(n+ 1)

n2m−1

))
O

(
ln(n+ 1)

n2m−1

)
.
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Заметим, что система {ϕn(x)}n=∞
n=0 , определённая равенствами (83), является равномерно

ограниченным базисом пространства Lp(0, 1) [24, с. 594]. Следовательно, существует постоян-
ная M3 > 0, обеспечивающая при всех l ∈ N справедливость неравенства

∥∥∥∥
2l∑

n=1

(f, ϕn)ϕn

∥∥∥∥
p

� M3‖f‖p

или, что то же самое,
‖Jl,1(f)‖p � M3‖f‖p. (95)

Далее, поскольку 1 < p < 2, справедливы соотношения

‖Jl,2(f)‖p � ‖Jl,2(f)‖2 =
( 2l∑

n=1

∣∣∣∣

(
f,O

(
ln(n+ 1)

n2m−1

))∣∣∣∣
2)1/2

�

� C13‖f‖1
( 2l∑

n=1

ln2(n+ 1)

n4m−2

)1/2
� C14‖f‖p. (96)

Из теоремы Рисса (см. [25, с. 154]) следует, что

‖Jl,3(f)‖p�C15

2l∑

n=1

|(f, ϕn)|
ln(n+1)

n2m−1
�C15

( 2l∑

n=1

|(f, ϕn)|q
)1/q( 2l∑

n=1

lnp(n+1)

n(2m−1)p

)1/p
�C16‖f‖p. (97)

Кроме того, справедливо неравенство

‖Jl,4(f)‖p � C17‖f‖1
2l∑

n=1

ln2(n+ 1)

n4m−2
� C18‖f‖p. (98)

Неравенство (94) является следствием (95)–(98).
Пусть 2 < p < ∞ и p−1 + q−1 = 1. Заметим, что 1 < q < 2 и система {vn(x)}n=∞

n=0 яв-
ляется системой корневых функций дифференциального оператора L0. Как доказано выше,
система корневых функций такого оператора образует базис пространства Lr(0, 1) при лю-
бом r ∈ (1, 2), в частности при r = q. Таким образом, система {vn(x)}n=∞

n=0 является базисом
пространства Lq(0, 1). Следовательно, биортогонально сопряжённая система {un(x)}n=∞

n=0 яв-
ляется базисом пространства Lp(0, 1). Последнее означает, что система {un(x)}n=∞

n=0 также
образует базис пространства Lp(0, 1). Теорема 2 и часть теоремы 3 (достаточность условия
(24) для базисности) доказаны.

Пусть 1 < p < ∞ и {un(x)}n=∞
n=0 является базисом пространства Lp(0, 1). Хорошо извест-

но, что в этом случае имеет место неравенство (92). Для завершения доказательства теоремы 3
достаточно заметить, что в силу (59)–(61) неравенства (24) и (92) равносильны.
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УДК 517.928.4

АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ СИНГУЛЯРНО
ВОЗМУЩЁННОЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ

С ОДНОМАСШТАБНЫМ ВНУТРЕННИМ СЛОЕМ
c© 2023 г. Р. Е. Симаков

Рассмотрена краевая задача для сингулярно возмущённой системы двух обыкновенных
дифференциальных уравнений второго порядка с разными степенями малого параметра
при вторых производных. Особенность задачи состоит в том, что одно из двух уравне-
ний вырожденной системы имеет двукратный корень, а другое – три непересекающихся
простых (однократных) корня. Доказано, что для достаточно малых значений малого па-
раметра задача имеет решение, обладающее быстрым переходом в окрестности некоторой
внутренней точки отрезка. Построено и обосновано полное асимптотическое разложение
этого решения. Оно качественно отличается от известного разложения в случае, когда все
корни вырожденных уравнений являются простыми, но также не совпадает с разложе-
ниями в исследованных ранее задачах с двукратными корнями, в частности, внутренний
переходный слой оказывается одномасштабным.

DOI: 10.31857/S0374064123030044, EDN: QUJPPV

1. Введение и постановка задачи. Рассмотрим краевую задачу

ε2
d2u

dx2
= F (u, v, x, ε), ε

d2v

dx2
= f(u, v, x, ε), 0 < x < 1, (1)

du

dx
(0, ε) =

du

dx
(1, ε) = 0,

dv

dx
(0, ε) =

dv

dx
(1, ε) = 0, (2)

где ε > 0 – малый параметр, u(x, ε) и v(x, ε) – искомые скалярные функции, F и f –
заданные функции в области D = Iu × Iv × [0, 1] × [0, ε0], Iu и Iv – некоторые интервалы
изменения переменных u и v, ε0 > 0.

При ε = 0 уравнения (1) принимают вид

F (u, v, x, 0) = 0, f(u, v, x, 0) = 0. (3)

В данной работе ставятся вопросы о существовании и асимптотике по параметру ε решения
задачи (1), (2) с переходным слоем в окрестности некоторой внутренней точки x∗ отрезка [0, 1]
(назовём её точкой перехода), где решение совершает быстрый переход из малой окрестности
одного решения вырожденной системы (3) в малую окрестность другого её решения. Такие
решения называются контрастными структурами типа ступеньки (КСТС).

Опишем кратко структуру работы. В п. 1 приводятся условия, обеспечивающие существо-
вание искомой КСТС в задаче (1), (2). В п. 2 строится формальная асимптотика КСТС,
причём построение ведётся раздельно слева и справа от точки перехода. В п. 3 проводится
сшивание асимптотик в точке x∗ и строится асимптотическое приближение для этой точки.
В п. 4 доказывается существование решения задачи (1), (2) с построенной асимптотикой. В п. 5
приводится пример задачи вида (1), (2), на котором иллюстрируется построение асимптотики
решения. В п. 6 содержатся некоторые замечания в отношении рассмотренной задачи и других
возможных задач о КСТС.

Сформулируем условия, при которых задача (1), (2) будет рассматриваться ниже.
Условие А1. Функция F (u, v, x, ε) имеет вид

F (u, v, x, ε) = h(x)(u − ϕ(v, x))2 − εF1(u, v, x, ε),

где h(x) > 0 при x ∈ [0, 1] и ϕ(v, x) ∈ Iu при (v, x) ∈ Iv × [0, 1].
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Из условия А1 следует, что корень u = ϕ(v, x) первого уравнения (3) является двукратным.
Отметим, что КСТС в сингулярно возмущённых задачах с кратными корнями исследовались
во многих работах, краткий обзор которых можно найти в [1]. В данной статье асимптотика ре-
шения имеет свои качественные особенности, относящиеся, прежде всего, к переходному слою.

Условие А2. Уравнение g(v, x) := f(ϕ(v, x), v, x, 0) = 0 имеет три простых корня v =
= ψi(x) ∈ Iv, i = 1, 2, 3, причём

ψ1(x) < ψ2(x) < ψ3(x), x ∈ [0, 1]. (4)

Условие А3. Функции h(x), ϕ(v, x), ψi(x), i = 1, 2, 3, f(u, v, x, ε) и F1(u, v, x, ε) явля-
ются достаточно гладкими при (u, v, x, ε) ∈ D.

Требуемый порядок гладкости этих функций зависит от порядка асимптотики, которую мы
хотим построить. Так как далее речь пойдёт об асимптотике произвольного порядка, будем
считать их бесконечно дифференцируемыми.

Условие А4. Уравнение

I(x) :=

ψ3(x)∫

ψ1(x)

g(v, x) dv = 0

имеет корень x = x0 ∈ (0, 1), и
I ′(x0) < 0. (5)

Будем искать решение задачи (1), (2), удовлетворяющее предельным равенствам

lim
ε→0

u(x, ε) =

{
ϕ(ψ1(x), x), 0 � x < x0,

ϕ(ψ3(x), x), x0 < x � 1,
lim
ε→0

v(x, ε) =

{
ψ1(x), 0 � x < x0,

ψ3(x), x0 < x � 1.
(6)

Чтобы сформулировать остальные условия, определим несколько кривых на плоскости
переменных (v, x) и в пространстве переменных (u, v, x) :

l1 = {(v, x) : v = ψ1(x), 0 � x � x0}, l2 = {(v, x) : ψ1(x0) � v � ψ3(x0), x = x0},

l3 = {(v, x) : v = ψ3(x), x0 � x � 1},

Li = {(u, v, x) : u = ϕ(v, x), (v, x) ∈ li}, i = 1, 2, 3, l =

3⋃

i=1

li, L =

3⋃

i=1

Li.

Отметим, что li и Li, i = 1, 2, 3, – гладкие кривые, а l и L – непрерывные кривые, состав-
ленные из трёх гладких звеньев.

Условие А5. F1(u, v, x, 0) > 0 в точках кривых L1 и L3.
Условие А6. ∂g(v, x)/∂v > 0 в точках кривых l1 и l3.
Условие А7. Выполнены неравенства

v∫

ψ1(x0)

g(s, x0) ds > 0 при ψ1(x0) < v � ψ2(x0)

и
v∫

ψ3(x0)

g(s, x0) ds > 0 при ψ2(x0) � v < ψ3(x0).

Условие А8. Имеют место неравенства

G1(v, x0) > 0 при ψ1(x0) � v � ψ2(x0)
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и
G3(v, x0) > 0 при ψ2(x0) � v � ψ3(x0),

где

Gi(v, x) :=
∂ϕ

∂v
(v, x)g(v, x) + 2

∂2ϕ

∂v2
(v, x)

v∫

ψi(x)

g(s, x) ds + F1(ϕ(v, x), v, x, 0), i = 1, 3.

Условие А9. ∂ϕ(v, x)/∂v > 0 в точках кривой l.
Условие А10. ∂f(u, v, x, 0)/∂u < 0 в точках кривой L.
Заметим, что неравенства в условиях А5–А10 останутся верными при замене x0 на x∗ в

определениях кривых l и L, если точка x∗ принадлежит достаточно малой и не зависящей
от ε окрестности точки x0.

2. Построение асимптотики. Определим точку перехода x∗ как точку пересечения v-
компоненты искомого решения с корнем ψ2 : v(x∗, ε) = ψ2(x∗), и поставим на отрезках [0, x∗]
и [x∗, 1] две вспомогательные задачи, аналогичные задаче (1), (2) с добавлением граничных
условий

v(−)(x∗, ε) = ψ2(x∗), v(+)(x∗, ε) = ψ2(x∗). (7)

Индексами (−) и (+) будем отмечать функции, определяемые соответственно из левой и пра-
вой вспомогательных задач.

Считая x∗ фиксированной точкой из достаточно малой окрестности точки x0, будем стро-
ить асимптотики решений вспомогательных задач в виде

U (∓)(x, ε) = ū(∓)(x, ε) + Π(∓)u(ξ∓, ε) + P (∓)u(ζ∓, ε) +Q(∓)u(τ, ε), (8)

V (∓)(x, ε) = v̄(∓)(x, ε) + Π(∓)v(ξ∓, ε) + P (∓)v(ζ∓, ε) +Q(∓)v(τ, ε). (9)

Здесь ū(∓)(x, ε), v̄(∓)(x, ε) – регулярные части асимптотики; Π(−)u(ξ−, ε), Π(−)v(ξ−, ε) и
P (−)u(ζ−, ε), P (−)v(ζ−, ε) – погранслойные части асимптотики в окрестности точки x =

= 0, ξ− = x/
√
ε и ζ− = x/ε3/4 – погранслойные переменные; Π(+)u(ξ+, ε), Π(+)v(ξ+, ε)

и P (+)u(ζ+, ε), P (+)v(ζ+, ε) – погранслойные части асимптотики в окрестности точки x = 1,

ξ+ = (1− x)/
√
ε и ζ+ = (1− x)/ε3/4 – погранслойные переменные; Q(∓)u(τ, ε), Q(∓)v(τ, ε) –

внутрислойные части асимптотики, описывающие быстрое изменение решения в окрестности
точки перехода x∗, τ = (x−x∗)/

√
ε – внутрислойная переменная. Каждое слагаемое в правых

частях представлений (8), (9) будет построено в виде ряда по дробным степеням ε.

2.1. Регулярные части асимптотики. Регулярные части асимптотики строятся в виде
рядов по целым степеням

√
ε :

ū(∓)(x, ε) =

∞∑

i=0

εi/2ū
(∓)
i (x), v̄(∓)(x, ε) =

∞∑

i=0

εi/2v̄
(∓)
i (x).

Уравнения для определения функций ū
(∓)
i (x) и v̄

(∓)
i (x) будем получать стандартным спо-

собом (см. [2, с. 29]) из равенств

ε2
d2ū(∓)

dx2
= F (ū(∓), v̄(∓), x, ε), (10)

ε
d2v̄(∓)

dx2
= f(ū(∓), v̄(∓), x, ε). (11)

В нулевом порядке имеем вырожденные системы уравнений

F (ū
(∓)
0 , v̄

(∓)
0 , x, 0) = 0, f(ū

(∓)
0 , v̄

(∓)
0 , x, 0) = 0,
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из которых в соответствии с (6) получаем

ū
(−)
0 (x) = ϕ(ψ1(x), x), v̄

(−)
0 (x) = ψ1(x), 0 � x � x∗,

ū
(+)
0 (x) = ϕ(ψ3(x), x), v̄

(+)
0 (x) = ψ3(x), x∗ � x � 1.

Введём обозначения

f̄ (∓)
u (x) :=

∂f

∂u
(ū

(∓)
0 (x), v̄

(∓)
0 (x), x, 0), f̄ (∓)

v (x) :=
∂f

∂v
(ū

(∓)
0 (x), v̄

(∓)
0 (x), x, 0), (12)

ϕ̄(∓)
v (x) :=

∂ϕ

∂v
(v̄

(∓)
0 (x), x), ḡ(∓)

v (x) :=
∂g

∂v
(v̄

(∓)
0 (x), x) = f̄ (∓)

u (x)ϕ̄(∓)
v (x) + f̄ (∓)

v (x).

Уравнения (10) не содержат членов порядка
√
ε, т.е. членов первого порядка. Во втором

порядке получаем квадратные уравнения

h(x)[ū
(∓)
1 − ϕ̄(∓)

v (x)v̄
(∓)
1 ]2 = F̄

(∓)
1 (x) := F1(ū

(∓)
0 (x), v̄

(∓)
0 (x), x, 0).

В силу условия А5 они имеют по два корня, из которых выбираем положительные:

ū
(∓)
1 − ϕ̄(∓)

v (x)v̄
(∓)
1 = a(∓)(x) :=

√
h−1(x)F̄

(∓)
1 (x). (13)

Вторые уравнения для ū
(∓)
1 , v̄

(∓)
1 получаем из равенства (11):

f̄ (∓)
u (x)ū

(∓)
1 + f̄ (∓)

v (x)v̄
(∓)
1 = 0. (14)

Определители систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) (13), (14) равны

f̄ (∓)
u (x)ϕ̄(∓)

v (x) + f̄ (∓)
v (x) = ḡ(∓)

v (x).

В силу условия А6 СЛАУ (13), (14) однозначно разрешимы:

ū
(∓)
1 (x) = f̄ (∓)

v (x)(ḡ(∓)
v (x))−1a(∓)(x), v̄

(∓)
1 (x) = −f̄ (∓)

u (x)(ḡ(∓)
v (x))−1a(∓)(x).

Для каждого i = 2, 3, . . . из равенств (10), (11) находятся СЛАУ относительно ū
(∓)
i , v̄

(∓)
i

такого же типа, как (13), (14):

ū
(∓)
i − ϕ̄(∓)

v (x)v̄
(∓)
i = a

(∓)
i (x), f̄ (∓)

u (x)ū
(∓)
i + f̄ (∓)

v (x)v̄
(∓)
i = b

(∓)
i (x),

где a
(∓)
i (x), b

(∓)
i (x) выражаются рекуррентно через ū

(∓)
j (x), v̄

(∓)
j (x) с номерами j < i. От-

сюда однозначно определяются функции ū
(∓)
i (x), v̄

(∓)
i (x).

2.2. Погранслойные части асимптотики. Погранслойные части асимптотики строятся
в виде рядов по целым степеням 4

√
ε :

Π(∓)u(ξ∓, ε) =
√
ε

∞∑

i=0

εi/4Π
(∓)
i u(ξ∓), Π(∓)v(ξ∓, ε) =

√
ε

∞∑

i=0

εi/4Π
(∓)
i v(ξ∓),

P (∓)u(ζ∓, ε) = ε3/4
∞∑

i=0

εi/4P
(∓)
i u(ζ∓), P (∓)v(ζ∓, ε) = ε5/4

∞∑

i=0

εi/4P
(∓)
i v(ζ∓).

Функции Π
(∓)
i u(ξ∓), Π

(∓)
i v(ξ∓) и P

(∓)
i u(ζ∓), P

(∓)
i v(ζ∓) определяются точно так же, как

погранслойные функции в первой вспомогательной задаче в работе [3]. Все они находятся в
явном виде и экспоненциально убывают с ростом соответствующей погранслойной переменной.
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2.3. Внутрислойные части асимптотики. Внутрислойные части асимптотики строятся
в виде рядов по целым степеням 4

√
ε :

Q(∓)u(τ, ε) =
∞∑

i=0

εi/4Q
(∓)
i u(τ), Q(∓)v(τ, ε) =

∞∑

i=0

εi/4Q
(∓)
i v(τ).

Стандартным способом (см. [2, с. 28]) для функций Q(∓)u, Q(∓)v получаем системы уравнений

ε
d2Q(∓)u

dτ2
= Q(∓)F,

d2Q(∓)v

dτ2
= Q(∓)f, (15)

где
Q(∓)F := [F (ū(∓) +Q(∓)u, v̄(∓) +Q(∓)v, x, ε) − F (ū(∓), v̄(∓), x, ε)]|x=x∗+

√
ετ ,

функции Q(∓)f имеют аналогичные выражения. Из этих систем также стандартным способом
будем последовательно для i = 0, 1, 2, . . . извлекать уравнения для функций Q

(∓)
i u, Q

(∓)
i v.

Для Q
(∓)
0 u, Q

(∓)
0 v получаем системы уравнений

F (ū
(∓)
0 (x∗) +Q

(∓)
0 u, v̄

(∓)
0 (x∗) +Q

(∓)
0 v, x∗, 0) = 0,

d2Q
(∓)
0 v

dτ2
= f(ū

(∓)
0 (x∗) +Q

(∓)
0 u, v̄

(∓)
0 (x∗) +Q

(∓)
0 v, x∗, 0),

здесь и далее до конца этого пункта уравнения для функций с индексами (−) и (+) рассмат-
риваются на полупрямых τ � 0 и τ � 0 соответственно. Из первых уравнений этих систем
следуют равенства

ū
(∓)
0 (x∗) +Q

(∓)
0 u = ϕ(v̄

(∓)
0 (x∗) +Q

(∓)
0 v, x∗), (16)

в силу которых вторые уравнения, используя вид функции g(v, x) (см. условие А2), можно
записать в виде

d2Q
(∓)
0 v

dτ2
= g(v̄

(∓)
0 (x∗) +Q

(∓)
0 v, x∗). (17)

Чтобы получить граничные условия при τ = 0, подставим выражения (9) для V (∓)(x, ε)
в равенства (7) вместо v(∓)(x, ε). В результате получим

∞∑

i=0

εi/2v̄
(∓)
i (x∗) +

∞∑

i=0

εi/4Q
(∓)
i v(0) = ψ2(x∗). (18)

Отсюда находим
Q

(∓)
0 v(0) = ψ2(x∗)− v̄

(∓)
0 (x∗). (19)

Отметим, что ψ2(x∗)− v̄
(−)
0 (x∗) = ψ2(x∗)−ψ1(x∗) > 0 и ψ2(x∗)− v̄

(+)
0 (x∗) = ψ2(x∗)−ψ3(x∗) < 0

(см. (4)).
В качестве вторых граничных условий для функций Q

(∓)
0 v(τ) и также для остальных

функций Q
(∓)
i v(τ), i = 1, 2, . . . , возьмём стандартные условия на бесконечности:

Q
(∓)
i v(∓∞) = 0, i = 0, 1, 2, . . . (20)

В силу условия А7 задачи (17), (19), (20) для функций Q
(∓)
0 v(τ) сводятся стандартным

способом к уравнениям первого порядка

dQ
(∓)
0 v

dτ
=

(
2

Q
(∓)
0 v∫

0

g(v̄
(∓)
0 (x∗) + s, x∗) ds

)1/2
(21)
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с начальными условиями (19). Уравнения интегрируются в квадратурах, их решения являются
возрастающими функциями и имеют экспоненциальные оценки

0 < Q
(−)
0 v(τ) � c exp(κτ), τ � 0; −c exp(−κτ) � Q

(+)
0 v(τ) < 0, τ � 0.

Из равенств (16) находим

Q
(∓)
0 u(τ) = ϕ(v̄

(∓)
0 (x∗) +Q

(∓)
0 v(τ), x∗)− ū

(∓)
0 (x∗) =

= ϕ(v̄
(∓)
0 (x∗) +Q

(∓)
0 v(τ), x∗)− ϕ(v̄

(∓)
0 (x∗), x∗). (22)

Функции Q
(∓)
0 u(τ) и их производные также имеют экспоненциальные оценки:

|Q(−)
0 u(τ)| � c exp(κτ), τ � 0; |Q(+)

0 u(τ)| � c exp(−κτ), τ � 0. (23)

Несложные вычисления показывают, что справедливы равенства

Q
(∓)
1 v(τ) = 0, Q

(∓)
1 u(τ) = 0,

а для функций Q
(∓)
2 u, Q

(∓)
2 v вследствие (15) получаем системы уравнений

h(x∗)(Q
(∓)
2 u− ϕ̂(∓)

v (x∗, τ)Q
(∓)
2 v + φ(∓)(τ))2 = B(∓)(τ), (24)

d2Q
(∓)
2 v

dτ2
= f̂ (∓)

u (x∗, τ)Q
(∓)
2 u+ f̂ (∓)

v (x∗, τ)Q
(∓)
2 v + χ(∓)(τ), (25)

где

f̂ (∓)
u (x, τ) :=

∂f

∂u
(ϕ(v̄

(∓)
0 (x) +Q

(∓)
0 v(τ), x), v̄

(∓)
0 (x) +Q

(∓)
0 v(τ), x, 0),

ϕ̂(∓)
v (x, τ) :=

∂ϕ

∂v
(v̄

(∓)
0 (x) +Q

(∓)
0 v(τ), x),

f̂
(∓)
v (x, τ), f̂

(∓)
x (x, τ) и ϕ̂

(∓)
x (x, τ) имеют аналогичный смысл,

φ(∓)(τ) :=

(
dū

(∓)
0

dx
(x∗)− ϕ̂(∓)

v (x∗, τ)
dv̄

(∓)
0

dx
(x∗)− ϕ̂(∓)

x (x∗, τ)

)
τ + ū

(∓)
1 (x∗)− ϕ̂(∓)

v (x∗, τ)v̄
(∓)
1 (x∗),

B(∓)(τ) :=
d2Q

(∓)
0 u

dτ2
(τ) + F1(ϕ(v̄

(∓)
0 (x∗) +Q

(∓)
0 v(τ), x∗), v̄

(∓)
0 (x∗) +Q

(∓)
0 v(τ), x∗, 0), (26)

χ(∓)(τ) := (f̂ (∓)
u (x∗, τ)− f̄ (∓)

u (x∗))

(
dū

(∓)
0

dx
(x∗)τ + ū

(∓)
1 (x∗)

)
+

+ (f̂ (∓)
v (x∗, τ)− f̄ (∓)

v (x∗))

(
dv̄

(∓)
0

dx
(x∗)τ + v̄

(∓)
1 (x∗)

)
+ (f̂ (∓)

x (x∗, τ)− f̄ (∓)
x (x∗))τ,

f̄
(∓)
u (x) и f̄

(∓)
v (x) определены в (12), f̄

(∓)
x (x) вводится аналогичным образом.

Дифференцируя дважды выражения (22) для функций Q
(∓)
0 u(τ) и используя (17) и (21),

приходим к равенствам

d2Q
(∓)
0 u

dτ2
(τ) = ϕ̂(∓)

v (x∗, τ)g(v̄
(∓)
0 (x∗) +Q

(∓)
0 v(τ), x∗) + 2ϕ̂(∓)

vv (x∗, τ)

v̄
(∓)
0 (x∗)+Q

(∓)
0 v(τ)∫

v̄
(∓)
0 (x∗)

g(s, x∗) ds.
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Поэтому выражения (26) для B(∓)(τ) можно записать в виде

B(−)(τ) = G1(v̄
(−)
0 (x∗) +Q

(−)
0 v(τ), x∗), B(+)(τ) = G3(v̄

(+)
0 (x∗) +Q

(+)
0 v(τ), x∗),

функции Gi(v, x) введены в условии А8.
Так как

ψ1(x∗) < v̄
(−)
0 (x∗) +Q

(−)
0 v(τ) � ψ2(x∗) при τ � 0

и
ψ2(x∗) � v̄

(+)
0 (x∗) +Q

(+)
0 v(τ) < ψ3(x∗) при τ � 0,

из условия А8 следует, что B(−)(τ) > 0 при τ � 0 и B(+)(τ) > 0 при τ � 0. Тогда из
уравнений (24) получаем

Q
(∓)
2 u = ϕ̂(∓)

v (x∗, τ)Q
(∓)
2 v + b(∓)(τ)− φ(∓)(τ), (27)

где

b(∓)(τ) =
√
h−1(x∗)B(∓)(τ) � c > 0,

берём положительные значения корней из h−1(x∗)B(∓)(τ).

Из определений (26) для B(∓)(τ), используя экспоненциальные оценки функций Q
(∓)
0 v,

d2Q
(∓)
0 u/dτ2 и равенства (13) для a(∓)(x), получаем

b(∓)(∓∞) =
√

h−1(x∗)B(∓)(∓∞) =

√
h−1(x∗)F̄

(∓)
1 (x∗) = a(∓)(x∗).

Кроме того, из выражений для φ(∓)(τ) следует, что φ(∓)(∓∞)=a(∓)(x∗), а функции r
(∓)
2 (τ) :=

:= b(∓)(τ)− φ(∓)(τ) имеют экспоненциальные оценки вида (23):

|r(−)
2 (τ)| � c exp(κτ), τ � 0; |r(+)

2 (τ)| � c exp(−κτ), τ � 0.

Такие же оценки имеют функции χ(∓)(τ).

Подставляя выражения (27) для Q
(∓)
2 u в уравнения (25) и учитывая, что

f̂ (∓)
u (x∗, τ)ϕ̂

(∓)
v (x∗, τ) + f̂ (∓)

v (x∗, τ) = ĝ(∓)
v (x∗, τ) :=

∂g

∂v
(v̄

(∓)
0 (x∗) +Q

(∓)
0 v(τ), x∗),

приходим к следующим уравнениям для функций Q
(∓)
2 v(τ) :

d2Q
(∓)
2 v

dτ2
= ĝ(∓)

v (x∗, τ)Q
(∓)
2 v + q

(∓)
2 (τ), (28)

где q
(∓)
2 (τ) = χ(∓)(τ) + f̂

(∓)
u (x∗, τ)r

(∓)
2 (τ), функции q

(∓)
2 (τ) имеют оценки вида (23).

Граничные условия для Q
(∓)
2 v(τ) следуют из (18) и (20):

Q
(∓)
2 v(0) = −v̄

(∓)
1 (x∗), Q

(∓)
2 v(∓∞) = 0. (29)

Решения задач (28), (29) выражаются формулами

Q
(∓)
2 v(τ) = Φ(∓)(τ)

(
Q

(∓)
2 v(0)

Φ(∓)(0)
+

τ∫

0

Φ−2
(∓)(s)

s∫

∓∞

Φ(∓)(t)q
(∓)
2 (t) dt ds

)
,
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где Φ(∓)(τ) := dQ
(∓)
0 v(τ)/dτ . Отсюда для Q

(∓)
2 v(τ) следуют экспоненциальные оценки вида

(23). Зная Q
(∓)
2 v(τ), по формулам (27) находим функции Q

(∓)
2 u(τ), для которых, очевидно,

также справедливы оценки вида (23).
При i = 3, 4, . . . для Q

(∓)
i u(τ), Q

(∓)
i v(τ) получаются линейные системы уравнений, кото-

рые приводятся к виду, аналогичному (27), (28):

Q
(∓)
i u = ϕ̂(∓)

v (x∗, τ)Q
(∓)
i v + r

(∓)
i (τ), (30)

d2Q
(∓)
i v

dτ2
= ĝ(∓)

v (x∗, τ)Q
(∓)
i v + q

(∓)
i (τ), (31)

где функции r
(∓)
i (τ) и q

(∓)
i (τ) выражаются рекуррентно через Q

(∓)
j u(τ), Q

(∓)
j v(τ) с номера-

ми j < i и имеют оценки вида (23).
Граничные условия для функций Q

(∓)
i v(τ) извлекаются из (18), (20):

Q
(∓)
i v(0) = −v̄

(∓)
i/2 (x∗), Q

(∓)
i v(∓∞) = 0, (32)

где v̄
(∓)
i/2 (x∗) = 0, если i – нечётное число.

Решения задач (31), (32) задаются формулами, аналогичными выражениям для Q
(∓)
2 v(τ),

а функции Q
(∓)
i u(τ) определяются после этого формулами (30). Из этих формул для функций

Q
(∓)
i v(τ), Q

(∓)
i u(τ) получаются оценки вида (23).

Сохраняя прежние обозначения для внутрислойных и погранслойных функций, будем да-
лее считать, что все они умножены на бесконечно дифференцируемые срезающие функции
(см. [2, с. 82]).

3. Сшивание асимптотик в точке перехода. Формальные асимптотические ряды
V (∓)(x, ε) удовлетворяют в точке перехода равенствам

V (−)(x∗, ε) = V (+)(x∗, ε) = ψ2(x∗), (33)

причём их построение проводилось для произвольного x∗ из достаточно малой окрестности
точки x0. Будем искать асимптотическое приближение для точки перехода в виде

x∗ = Xn :=
n∑

i=0

εi/4xi, (34)

где x0 определено в условии А4, а остальные коэффициенты xi, i � 1, выбираются таким
образом, чтобы также выполнялось формальное равенство

√
ε

(
dV (−)

dx
(Xn, ε)−

dV (+)

dx
(Xn, ε)

)
= O(ε(n+1)/4). (35)

Подставим в (35) ряды (9) с учётом того, что производные Π(∓)-функций и P (∓)-функций
равны нулю в точке Xn. Придём к равенству

√
ε

∞∑

i=0

εi/2
(
dv̄

(−)
i

dx
(Xn)−

dv̄
(+)
i

dx
(Xn)

)
+

∞∑

i=0

εi/4
(
dQ

(−)
i v

dτ
(0,Xn)−

dQ
(+)
i v

dτ
(0,Xn)

)
= O(ε(n+1)/4),

в записи которого отражён тот факт, что внутрислойные Q(∓)-функции зависят от параметра
x∗ = Xn. Подставим в это равенство выражение (34), разложим левую часть в ряд по целым
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степеням 4
√
ε и будем приравнивать к нулю коэффициенты разложения при степенях ε0, . . .

. . . , εn/4. В нулевом порядке, используя выражения (21) для производных, получаем

J(x0) :=
dQ

(−)
0 v

dτ
(0, x0)−

dQ
(+)
0 v

dτ
(0, x0) =

(
2

ψ2(x0)∫

ψ1(x0)

g(v, x0) dv

)1/2
−
(
2

ψ2(x0)∫

ψ3(x0)

g(v, x0) dv

)1/2
= 0,

где последнее равенство имеет место в силу условия А4, причём J ′(x0) < 0 в силу (5).
Для следующих коэффициентов xi суммы (34) последовательно при i = 1, n получаются

линейные уравнения
J ′(x0)xi = ai, (36)

где числа ai рекуррентно выражаются через xj с номерами j < i, которые на i-м шаге уже
известны, причём a1 = 0. Так как J ′(x0) �= 0, уравнение (36) имеет единственное решение

x1 = 0, xi = (J ′(x0))
−1ai, i = 2, n.

Итак, для точки перехода построено асимптотическое приближение (34), обеспечивающее
выполнение формальных равенств (35). Докажем, что в этой точке также справедливы фор-
мальные равенства

U (−)(Xn, ε) − U (+)(Xn, ε) = O(ε(n+1)/4),
√
ε

(
dU (−)

dx
(Xn, ε)−

dU (+)

dx
(Xn, ε)

)
= O(ε(n+1)/4).

(37)
С этой целью введём обозначения

u(∓)(τ, ε) = ū(∓)(Xn +
√
ετ, ε)+Q(∓)u(τ,Xn, ε), v(∓)(τ, ε) = v̄(∓)(Xn+

√
ετ, ε)+Q(∓)v(τ,Xn, ε)

и запишем разложения u(∓)(τ, ε), v(∓)(τ, ε) в ряды по целым степеням 4
√
ε :

u(−)(τ, ε) =

∞∑

i=0

εi/4u
(−)
i (τ), v(−)(τ, ε) =

∞∑

i=0

εi/4v
(−)
i (τ), τ � 0, (38)

u(+)(τ, ε) =

∞∑

i=0

εi/4u
(+)
i (τ), v(+)(τ, ε) =

∞∑

i=0

εi/4v
(+)
i (τ), τ � 0. (39)

Главные члены этих разложений имеют вид

u
(∓)
0 (τ) = ū

(∓)
0 (x0) +Q

(∓)
0 u(τ, x0), v

(∓)
0 (τ) = v̄

(∓)
0 (x0) +Q

(∓)
0 v(τ, x0).

Из (33), (35) вытекают равенства

v
(−)
i (0) = v

(+)
i (0),

dv
(−)
i

dτ
(0) =

dv
(+)
i

dτ
(0), i = 0, n, (40)

причём

v
(∓)
0 (0) = ψ2(x0),

dv
(∓)
0

dτ
(0) =

dQ
(∓)
0 v

dτ
(0, x0) =

(
2

ψ2(x0)∫

ψ1(x0)

g(v, x0) dv

)1/2
=: Φ0. (41)

Докажем, что имеют место аналогичные равенства для u
(∓)
i (τ) :

u
(−)
i (0) = u

(+)
i (0),

du
(−)
i

dτ
(0) =

du
(+)
i

dτ
(0), i = 0, n. (42)
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Отсюда вытекают формальные равенства (37). Введём для i = 0, n функции

ui(τ) =

{
u
(−)
i (τ), τ � 0,

u
(+)
i (τ), τ > 0,

vi(τ) =

{
v
(−)
i (τ), τ � 0,

v
(+)
i (τ), τ � 0.

Из уравнений (17) следует, что функция v0(τ) является решением уравнения

d2v0
dτ2

= g(v0, x0), −∞ < τ < ∞,

а равенства (41) показывают, что она удовлетворяет начальным условиям

v0(0) = ψ2(x0),
dv0
dτ

(0) = Φ0.

Тогда v0(τ) – бесконечно гладкая функция при −∞ < τ < ∞.
Функцию u0(τ) в силу равенств (16) можно записать в виде u0(τ) = ϕ(v0(τ), x0), отку-

да следует, что u0(τ) также является бесконечно гладкой функцией при всех τ и, значит,
выполнены равенства (42) при i = 0.

Докажем, что ui(τ) и vi(τ) – бесконечно гладкие функции для всех i=1, n. Для u(∓)(τ, ε),

v(∓)(τ, ε) из (10), (11) и (15) запишем системы уравнений

ε
d2u(∓)

dτ2
= F (u(∓), v(∓),Xn +

√
ετ, ε),

d2v(∓)

dτ2
= f(u(∓), v(∓),Xn +

√
ετ, ε).

Подставим в них разложения (38) и (39). Точно так же как в п. 2.3 извлекались уравнения для
Q

(∓)
i u, Q

(∓)
i v, отсюда для u

(∓)
i , v

(∓)
i получим системы уравнений

u
(∓)
i =

∂ϕ

∂v
(v0(τ), x0)v

(∓)
i + ri(τ), (43)

d2v
(∓)
i

dτ2
=

∂g

∂v
(v0(τ), x0)v

(∓)
i + qi(τ), (44)

где ri(τ) и qi(τ) выражаются рекуррентно через uj(τ), vj(τ) с номерами j < i и являют-
ся бесконечно гладкими функциями, если таковыми являются uj(τ), vj(τ). Из (44) и (40)
следует, что функция vi(τ) является решением уравнения

d2vi
dτ2

=
∂g

∂v
(v0(τ), x0)vi + qi(τ), −∞ < τ < ∞,

с начальными условиями

vi(0) = v
(∓)
i (0),

dvi
dτ

(0) =
dv

(∓)
i

dτ
(0).

Поэтому vi(τ) – бесконечно гладкая функция при −∞ < τ < ∞. Из (43) следует теперь, что
ui(τ) также бесконечно гладкая функция.

Таким образом, выполнены равенства (42) и, значит, в точке Xn справедливы формальные
равенства (37).

4. Обоснование асимптотики.
4.1. Теорема об асимптотике решения. Обозначим через U

(∓)
n (x, ε, x∗) и V

(∓)
n (x, ε, x∗)

следующие частичные суммы формальных асимптотических рядов (8), (9):

U (∓)
n (x, ε, x∗) =

n∑

i=0

εi/2ū
(∓)
i (x) +

√
ε

2n∑

i=0

εi/4Π
(∓)
i u(ξ∓) +

+ ε3/4
2n∑

i=0

εi/4P
(∓)
i u(ζ∓) +

2n+1∑

i=0

εi/4Q
(∓)
i u(τ, x∗), (45)
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V (∓)
n (x, ε, x∗) =

n∑

i=0

εi/2v̄
(∓)
i (x) +

√
ε

2n∑

i=0

εi/4Π
(∓)
i v(ξ∓) +

+ ε5/4
2n−2∑

i=0

εi/4P
(∓)
i v(ζ∓) +

2n+1∑

i=0

εi/4Q
(∓)
i v(τ, x∗). (46)

Из алгоритма построения асимптотики следуют равенства

Lε(U
(−)
n , V (−)

n ) = O(εn/2+1), Mε(V
(−)
n , U (−)

n ) = O(ε(n+1)/2), x ∈ (0, x∗),

Lε(U
(+)
n , V (+)

n ) = O(εn/2+1), Mε(V
(+)
n , U (+)

n ) = O(ε(n+1)/2), x ∈ (x∗, 1),

dU
(−)
n

dx
(0, ε, x∗) =

dU
(+)
n

dx
(1, ε, x∗) = 0,

dV
(−)
n

dx
(0, ε, x∗) =

dV
(+)
n

dx
(1, ε, x∗) = 0,

V (−)
n (x∗, ε, x∗) = V (+)

n (x∗, ε, x∗) = ψ2(x∗),

где

Lε(U, V ) := ε2
d2U

dx2
− F (U, V, x, ε), Mε(V,U) := ε

d2V

dx2
− f(U, V, x, ε). (47)

Теорема. Пусть выполнены условия А1–А10. Тогда для любого целого n � 0 при всех до-
статочно малых ε существует решение u(x, ε), v(x, ε) задачи (1), (2), для которого спра-
ведливы асимптотические равенства

u(x, ε) = Un(x, ε) +O(ε(n+1)/2), v(x, ε) = Vn(x, ε) +O(ε(n+1)/2), x ∈ [0, 1], (48)

где

Un(x, ε) =

{
U

(−)
n (x, ε,X2n+1), 0 � x � X2n+1,

U
(+)
n (x, ε,X2n+1), X2n+1 < x � 1;

Vn(x, ε) =

{
V

(−)
n (x, ε,X2n+1), 0 � x � X2n+1,

V
(+)
n (x, ε,X2n+1), X2n+1 < x � 1;

τ =
x−X2n+1√

ε
. (49)

4.2. О методе доказательства теоремы. Докажем теорему с помощью асимптотичес-
кого метода дифференциальных неравенств, т.е. построив верхнее и нижнее решения задачи
(1), (2) на основе формальных асимптотических рядов (8), (9) (см. [4]). Напомним понятия
верхнего и нижнего решений для задачи (1), (2).

Определение. Две пары функций U(x, ε), V (x, ε) и U(x, ε), V (x, ε), принадлежащих по
переменной x классу C(2)(0, 1)

⋂
C(1)[0, 1], называются упорядоченными верхним и нижним

решениями задачи (1), (2), если они удовлетворяют следующим условиям:
1) при x ∈ [0, 1] выполнены неравенства (условие упорядоченности)

U(x, ε) � U(x, ε) и V (x, ε) � V (x, ε);

2) при x ∈ (0, 1) справедливы неравенства

Lε(U, V ) � 0 � Lε(U, V ), Mε(V ,U) � 0 � Mε(V ,U)

(операторы Lε и Mε определены равенствами (47));
3) имеют место неравенства

dU

dx
(0, ε) � 0 � dU

dx
(0, ε),

dV

dx
(0, ε) � 0 � dV

dx
(0, ε),

dU

dx
(1, ε) � 0 � dU

dx
(1, ε),

dV

dx
(1, ε) � 0 � dV

dx
(1, ε).
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В случае если верхнее и нижнее решения

U(x, ε) =

{
U

(−)
(x, ε), 0 � x � x,

U
(+)

(x, ε), x � x � 1,
V (x, ε) =

{
V

(−)
(x, ε), 0 � x � x,

V
(+)

(x, ε), x � x � 1,
(50)

U(x, ε) =

{
U (−)(x, ε), 0 � x � x,

U (+)(x, ε), x � x � 1,
V (x, ε) =

{
V (−)(x, ε), 0 � x � x,

V (+)(x, ε), x � x � 1,
(51)

не являются гладкими в точках x и x соответственно, они должны удовлетворять дополни-
тельным условиям (см. [4]):

4) справедливы неравенства

dU
(−)

dx
(x, ε) � dU

(+)

dx
(x, ε),

dV
(−)

dx
(x, ε) � dV

(+)

dx
(x, ε);

5) справедливы неравенства

dU (−)

dx
(x, ε) � dU (+)

dx
(x, ε),

dV (−)

dx
(x, ε) � dV (+)

dx
(x, ε).

При этом неравенства условия 2) должны выполняться всюду на интервале (0, 1), за ис-
ключением точек x и x для верхнего и нижнего решений соответственно.

Условие 2) сформулировано для случая, когда функции F и f удовлетворяют в области

G0 = {(u, v, x, ε) : U(x, ε) � u � U(x, ε), V (x, ε) � v � V (x, ε), 0 � x � 1, 0 � ε � ε0} (52)

условию квазимонотонности, т.е. функция F (u, v, x, ε) является невозрастающей функцией
аргумента v, а функция f(u, v, x, ε) – невозрастающей функцией аргумента u. Ниже будет
показано, что в рассматриваемой задаче это свойство имеет место.

Если существуют упорядоченные верхнее и нижнее решения задачи (1), (2), то эта зада-
ча имеет решение u = u(x, ε), v = v(x, ε) (возможно, не единственное), удовлетворяющее
неравенствам

U(x, ε) � u(x, ε) � U(x, ε), V (x, ε) � v(x, ε) � V (x, ε), x ∈ [0, 1]. (53)

4.3. Оценки производных функции F. Введём обозначения

Ũ (∓)(x, ε, x∗) := ū
(∓)
0 (x) +Q

(∓)
0 u(τ, x∗) +

√
ε(ū

(∓)
1 (x) + Π

(∓)
0 u(ξ∓) +Q

(∓)
2 u(τ, x∗)),

Ṽ (∓)(x, ε, x∗) := v̄
(∓)
0 (x) +Q

(∓)
0 v(τ, x∗) +

√
ε(v̄

(∓)
1 (x) + Π

(∓)
0 v(ξ∓) +Q

(∓)
2 v(τ, x∗)),

F̃ (∓)
u (x, ε, x∗) :=

∂F

∂u
(Ũ (∓)(x, ε, x∗), Ṽ

(∓)(x, ε, x∗), x, ε),

аналогично определяется F̃
(∓)
v .

Для производных F̃
(∓)
u (x, ε, x∗) и F̃

(∓)
v (x, ε, x∗) при достаточно малых ε нетрудно полу-

чить оценки (см. [3])

F̃ (−)
u (x, ε, x∗) � c0

√
ε > 0, x ∈ [0, x∗], F̃ (+)

u (x, ε, x∗) � c0
√
ε > 0, x ∈ [x∗, 1], (54)

F̃ (−)
v (x, ε, x∗) � −c

√
ε < 0, x ∈ [0, x∗], F̃ (+)

v (x, ε, x∗) � −c
√
ε < 0, x ∈ [x∗, 1]. (55)

Так как при n � 1 имеют место равенства

U (∓)
n (x, ε, x∗) = Ũ (∓)(x, ε, x∗) +O(ε3/4), V (∓)

n (x, ε, x∗) = Ṽ (∓)(x, ε, x∗) +O(ε3/4),

оценки (55) обеспечивают квазимонотонность функции F. Отметим, что при доказательстве
этих оценок используется условие А9.
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4.4. Верхнее и нижнее решения задачи (1), (2). Введём точки x(ε) и x(ε) :

x(ε) = X2n+1 − ε(n+1)/2δ, x(ε) = X2n+1 + ε(n+1)/2δ,

где δ – положительное число, которое будет выбрано ниже. Верхнее и нижнее решения за-
дачи (1), (2) построим раздельно слева и справа от точек x и x соответственно в виде (50),
(51). В точках x и x будем сшивать функции U

(∓)
, V

(∓) и U (∓), V (∓) так, чтобы они
удовлетворяли равенствам

U
(∓)

(x, ε) =
U

(−)
n (x, ε, x) + U

(+)
n (x, ε, x)

2
+ ε(n+1)/2μ, V

(∓)
(x, ε) = ψ2(x) + ε(n+1)/2μ, (56)

U (∓)(x, ε) =
U

(−)
n (x, ε, x) + U

(+)
n (x, ε, x)

2
− ε(n+1)/2μ, V (∓)(x, ε) = ψ2(x)− ε(n+1)/2μ. (57)

Отсюда последует непрерывность функций U, V и U, V . Здесь μ – положительное чис-
ло, которое выбирается далее вместе с δ так, чтобы обеспечить выполнение условий 4) и 5)
определения.

Будем строить функции U
(∓)

, V
(∓)

, U (∓), V (∓) как модификацию функций U
(∓)
n и V

(∓)
n ,

определённых в (45), (46):

U
(∓)

(x, ε) = U (∓)
n (x, ε, x) + ε(n+1)/2(α(∓)(x) + e−ξ∓ +Q

(∓)
u(τ ) + Λ∓e

±γσ),

U (∓)(x, ε) = U (∓)
n (x, ε, x)− ε(n+1)/2(α(∓)(x) + e−ξ∓ +Q(∓)u(τ ) + Λ∓e

±γσ),

V
(∓)

(x, ε) = V (∓)
n (x, ε, x) + ε(n+1)/2(β(∓)(x) + e−ξ∓ +Q

(∓)
v(τ )) + εn/2+1kΛ∓(1− e±γσ),

V (∓)(x, ε) = V (∓)
n (x, ε, x)− ε(n+1)/2(β(∓)(x) + e−ξ∓ +Q(∓)v(τ ))− εn/2+1kΛ∓(1− e±γσ),

где

τ =
x− x√

ε
, σ =

x− x

ε3/4
, τ =

x− x√
ε

, σ =
x− x

ε3/4
, γ =

√
c0,

постоянная c0 определена в (54). Считаем, что все функции, зависящие от “растянутых” пе-
ременных, умножены на срезающие функции.

Определим функции α(∓)(x) и β(∓)(x) как решения СЛАУ

α(∓) − ϕ̄(∓)
v (x)β(∓) = A, f̄ (∓)

u (x)α(∓) + f̄ (∓)
v (x)β(∓) = A,

где A > 0 – число, которое будет выбрано ниже достаточно большим. Так как определители
этих систем, равные ḡ

(∓)
v (x), отличны от нуля в силу условия А6, существуют единственные

решения

α(∓)(x) =
f̄
(∓)
v (x) + ϕ̄

(∓)
v (x)

ḡ
(∓)
v (x)

A, β(∓)(x) =
1− f̄

(∓)
u (x)

ḡ
(∓)
v (x)

A.

В следующем пункте будет показано как выбрать числа A, δ, μ, k, Λ∓, Λ∓ и функции
Q

(∓)
u, Q

(∓)
v, Q(∓)u, Q(∓)v, чтобы для всех достаточно малых ε две пары функций (50) и

(51) были верхним и нижним решениями задачи (1), (2).
4.5. Проверка выполнения условий определения. Пусть n � 1. Заметим, что функ-

ции F (u, v, x, ε) (в силу неравенств (55)) и f(u, v, x, ε) (в силу условия А10) удовлетворяют
условию квазимонотонности для достаточно малых ε в области G0 (см. (52)).
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Проверим выполнение неравенств Lε(U, V ) � 0 и Mε(V ,U ) � 0 условия 2) на интервале
(0, x), где U = U

(−)
, V = V

(−)
. Выражения для Lε(U, V ) и Mε(V ,U) после длинных, но

простых преобразований принимают вид

Lε(U, V ) = ε2
d2U

(−)

dx2
− F (U

(−)
, V

(−)
, x, ε) = O(εn/2+1)− F̃ (−)

u (x, ε, x)ε(n+1)/2A−

− F̃ (−)
u (x, ε, x)ε(n+1)/2(Q

(−)
u− ϕ̂(−)

v (x, τ , x)Q
(−)

v +O(Aeκτ ))−

− ε(n+1)/2Λ−e
γσ(F̃ (−)

u (x, ε, x)− c0
√
ε) + εn/2+5/4O(A) + εn+1O(A2), (58)

Mε(V ,U) = ε
d2V

(−)

dx2
− f(U

(−)
, V

(−)
, x, ε) = O(ε(n+1)/2)− ε(n+1)/2A+

+ ε(n+1)/2

(
d2Q

(−)
v

dτ2
− f̂ (−)

u (x, τ , x)Q
(−)

u− f̂ (−)
v (x, τ , x)Q

(−)
v +O(Aeκτ )

)
−

− ε(n+1)/2Λ−e
γσ(f̂ (−)

u (x, τ , x) + kc0) + εn/2+1O(A) + εn+1O(A2). (59)

Определим функции Q
(−)

u, Q
(−)

v как решение задачи

Q
(−)

u− ϕ̂(−)
v (x, τ , x)Q

(−)
v = C

(−)
Aeκτ ,

d2Q
(−)

v

dτ2
= f̂ (−)

u (x, τ , x)Q
(−)

u+ f̂ (−)
v (x, τ , x)Q

(−)
v − C

(−)
Aeκτ ,

Q
(−)

v(0) = μ− β(−)(x), Q
(−)

v(−∞) = 0, (60)

где число C
(−) выбирается достаточно большим, чтобы слагаемые O(Aeκτ ) в правых частях

равенств (58), (59) удовлетворяли неравенствам |O(Aeκτ )| � C
(−)

Aeκτ . Эта задача аналогична
задаче (30)–(32), и её решение находится в явном виде

Q
(−)

v(τ , x) = Φ(−)(τ , x)

(
μ− β(−)(x)

Φ(−)(0, x)
+

τ∫

0

Φ−2
(−)(s, x)

s∫

−∞

Φ(−)(t, x)q
(−)(t, x) dt ds

)
,

Q
(−)

u(τ , x) = ϕ̂(−)
v (x, τ , x)Q

(−)
v(τ , x) + C

(−)
Aeκτ ,

где q(−)(t, x) = (f̂
(−)
u (x, t, x)− 1)C

(−)
Aeκt.

Первое граничное условие (60) обеспечивает выполнение второго равенства в (56) для зна-
ка (−). Определим число Λ− так, чтобы выполнялось первое равенство в (56):

Λ− =
U

(+)
n (x, ε, x)− U

(−)
n (x, ε, x)

2ε(n+1)/2
− α(−)(x)−Q

(−)
u(0, x) + μ.

Число Λ− зависит от ε, но является ограниченным при ε → 0, так как разность в числителе
дроби есть величина порядка O(ε(n+1)/2). Заметим, что Λ− > 0 при достаточно большом μ.

Выражение (58) теперь принимает вид

Lε(U, V ) = O(εn/2+1)− F̃ (−)
u (x, ε, x)ε(n+1)/2A− F̃ (−)

u (x, ε, x)ε(n+1)/2(C
(−)

Aeκτ +O(Aeκτ ))−

− ε(n+1)/2Λ−e
γσ(F̃ (−)

u (x, ε, x)− c0
√
ε) + εn/2+5/4O(A) + εn+1O(A2).
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Первое слагаемое в правой части равенства не зависит от A, поэтому сумму первых двух сла-
гаемых в силу (54) можно сделать отрицательной выбором достаточно большого A. Третье
слагаемое является отрицательным при достаточно большом C

(−)
. С учётом (54) четвёртое

слагаемое также будет отрицательным при Λ− > 0. Так как n � 1, то пятое и шестое слагае-
мые имеют более высокий порядок малости по ε, чем первые четыре, и, значит, при достаточно
малых ε не изменят знака всей суммы, т.е. будет выполнено неравенство

Lε(U, V ) < 0, x ∈ (0, x).

Выражение (59) принимает вид

Mε(V ,U) = O(ε(n+1)/2)− ε(n+1)/2A− ε(n+1)/2(C
(−)

Aeκτ +O(Aeκτ ))−

− ε(n+1)/2Λ−e
γσ(f̂ (−)

u (x, τ , x) + kc0) + εn/2+1O(A) + εn+1O(A2).

С той лишь разницей, что здесь отрицательность четвёртого слагаемого обеспечивается за
счёт выбора достаточно большого k, отсюда получаем выполнение неравенства

Mε(V ,U) < 0, x ∈ (0, x).

На интервале (x, 1), где U = U
(+)

, V = V
(+)

, неравенства Lε(U, V ) < 0 и Mε(V ,U) < 0
проверяются точно так же. Аналогичным образом доказывается, что на интервалах (0, x) и
(x, 1) выполнены неравенства для нижнего решения Lε(U, V ) > 0 и Mε(V ,U) > 0.

Таким образом, функции U, V и U, V удовлетворяют условию 2) определения для
случая негладких верхнего и нижнего решений. Кроме того, эти функции являются непре-
рывными на отрезке [0, 1], так как U

(∓)
, V

(∓) и U (∓), V (∓) по построению удовлетворяют
равенствам (56), (57).

Условие 1) упорядоченности верхнего и нижнего решений проверяется стандартным спо-
собом (см. [5]).

Легко проверяется, что функции U, V и U, V удовлетворяют условию 3) определения.
Перейдём к проверке условия 4). Рассмотрим разность

dU
(−)

dx
(x, ε)− dU

(+)

dx
(x, ε) =

dU
(−)
n

dx
(x, ε, x)− dU

(+)
n

dx
(x, ε, x) + εn/2−1/4γ(Λ− + Λ+) +

+ ε(n+1)/2

(
dα(−)

dx
(x)− dα(+)

dx
(x)

)
+ εn/2
(
dQ

(−)
u

dτ
(0, x)− dQ

(+)
u

dτ
(0, x)

)
. (61)

Из формальных равенств (37) следует, что

dU
(−)
n

dx
(X2n+1, ε,X2n+1)−

dU
(+)
n

dx
(X2n+1, ε,X2n+1) = O(εn/2),

а так как x − X2n+1 = O(ε(n+1)/2), то это равенство останется верным и при замене X2n+1

на x. При этом выражение (61) примет вид

dU
(−)

dx
(x, ε)− dU

(+)

dx
(x, ε) = εn/2−1/4γ(Λ− + Λ+) +O(εn/2).

Выше было показано, что Λ− > 0 при достаточно большом μ; такое же неравенство полу-
чается для Λ+. Следовательно, при достаточно малых ε рассматриваемая разность будет
положительной, т.е. будет выполнено первое неравенство условия 4).
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Разность производных V -компонент верхнего решения приводится к виду

dV
(−)

dx
(x, ε) − dV

(+)

dx
(x, ε) = O(εn/2)− εn/2δJ ′(x0) +O(εn/2+1/4),

где слагаемое O(εn/2) не зависит от δ. Так как J ′(x0) < 0 в силу (5), отсюда следует, что
при достаточно большом δ и достаточно малых ε разность в левой части равенства будет
положительной, т.е. будет выполнено второе неравенство из условия 4).

Условие 5) определения проверяется точно так же.
Таким образом, при n � 1 две пары функций U(x, ε), V (x, ε) и U(x, ε), V (x, ε), опреде-

лённые формулами (50) и (51), являются для достаточно больших A, k, δ, μ и достаточно
малых ε упорядоченными верхним и нижним решениями задачи (1), (2).

4.6. Завершение доказательства теоремы. Из существования упорядоченных верхне-
го и нижнего решений задачи (1), (2) следует, что эта задача для достаточно малых ε имеет
решение u(x, ε), v(x, ε), удовлетворяющее неравенствам (53), а так как U, V и U, V отли-
чаются от Un, Vn на величины порядка O(εn/2), то и решение u(x, ε), v(x, ε) отличается от
Un, Vn на величины того же порядка, т.е.

u(x, ε) = Un(x, ε) +O(εn/2), v(x, ε) = Vn(x, ε) +O(εn/2), x ∈ [0, 1].

Эти оценки нетрудно улучшить, если написать их для номера n+1 и воспользоваться тем,
что Un+1(x, ε) = Un(x, ε) + O(ε(n+1)/2), Vn+1(x, ε) = Vn(x, ε) + O(ε(n+1)/2), x ∈ [0, 1]. Тогда
для n � 0 получим равенства (48). Теорема доказана.

Следствие 1. Имеют место предельные равенства (6).
Следствие 2. Предельным положением при ε → 0 кривой lε = {(u, v, x) : u = u(x, ε),

v = v(x, ε), 0 � x � 1} (т.е. графика решения задачи (1), (2)) является кривая L.
Следствие 3. При каждом m = 0, n − 1 для решения u(x, ε), v(x, ε) справедливы равен-

ства вида (48), в которых n заменено на m.
Следствие 4. Для производных решения задачи (1), (2) справедливы асимптотические

представления

du

dx
(x, ε) =

dUn

dx
(x, ε) +O(εn/2),

dv

dx
(x, ε) =

dVn

dx
(x, ε) +O(εn/2), x ∈ [0, 1].

5. Пример. Рассмотрим краевую задачу для системы уравнений

ε2
d2u

dx2
= (u− v)2 − ε, ε

d2v

dx2
= v3 − u+ (v2 − 1)

(
x− 1

2

)
, 0 < x < 1, (62)

с граничными условиями (2). Легко проверяется выполнение условий А1–А10, где

ϕ(v, x) = v, g(v, x) = (v2 − 1)

(
v + x− 1

2

)
, ψ1(x) = −1, ψ2(x) =

1

2
− x, ψ3(x) = 1,

I(x) =
4

3

(
1

2
− x

)
, x0 =

1

2
.

Построим асимптотику решения нулевого порядка, т.е. функции U0(x, ε), V0(x, ε) (см.
(49)). Для функций регулярной части находим ū

(∓)
0 (x) = v̄

(∓)
0 (x) = ∓1. Все погранслойные

функции нулевого порядка оказываются равными нулю (это связано с тем, что в данном при-
мере ū

(∓)
0 (x) и v̄

(∓)
0 (x) – постоянные).
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Внутрислойную часть асимптотики следует строить при x∗ = X1 = x0+ ε1/4x1 = x0 = 1/2.

Функции Q
(∓)
0 v(τ) определяются как решения задач (21), (19). В отличие от общего случая,

в данном примере удаётся найти их в явном виде:

Q
(∓)
0 v(τ) =

±2

1 + exp(∓
√
2τ)

.

Из (22) следует равенство Q
(∓)
0 u(τ) = Q

(∓)
0 v(τ).

Таким образом, асимптотика нулевого порядка в задаче (62), (2) имеет вид

U0(x, ε) = V0(x, ε) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

−1 +
2

1 + exp(−
√
2τ)

, 0 � x � 1/2,

1− 2

1 + exp(
√
2τ)

, 1/2 � x � 1,
τ =

x− 1/2√
ε

.

По доказанной теореме существует решение этой задачи, которое отличается от U0(x, ε),
V0(x, ε) на величину O(

√
ε).

6. Заключительные замечания.
1. В данной задаче внутренний переходный слой описывается функциями, зависящими

от одной растянутой переменной τ, т.е. является одномасштабным, что нехарактерно для
систем обыкновенных дифференциальных уравнений вида (1) с различными степенями малого
параметра при вторых производных. В исследованных ранее задачах такого типа с кратным
корнем вырожденного уравнения внутренний слой оказывался двухмасштабным. Для случая
простых корней одномасштабный внутренний слой был описан, например, в работе [6].

2. Если функция h (см. условие А1) зависит не только от x, но также от u и v, причём
h(u, v, x) > 0 при (u, v, x) ∈ Iu×Iv× [0, 1], то качественные особенности асимптотики решения
с переходным слоем сохраняются, но выкладки становятся более громоздкими.

3. Представляет интерес случай, когда корень u = ϕ(v, x) первого уравнения (3) является
трёхкратным.
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Для параболо-гиперболического уравнения с двумя линиями изменения типа, содержаще-
го нелинейное нагруженное слагаемое, исследуется нелокальная задача с интегральным
условием склеивания. Единственность решения задачи доказывается методом интегралов
энергии, а существование – с применением теории интегральных уравнений. Определяют-
ся классы и достаточные условия для заданных функций, обеспечивающих однозначную
разрешимость исследуемой задачи.
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Введение. Данная работа посвящена исследованию нелокальной задачи c интегральными
условиями склеивания для нагруженного параболо-гиперболического уравнения

0 =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

uxx − CD
α
oyu+ f1(x, y;u(x; 0)) при x > 0, y > 0,

uxx − uyy + f2(x, y;u(x+ y; 0)) при x > 0, y < 0,

uxx − uyy + f3(x, y;uy(0;x + y)) при x < 0, y > 0

(1)

с оператором Капуто [1, с. 108]

CD
α
0yf(y) =

1

Γ(1− α)

y∫

0

(y − z)−αf ′(z) dz

дробного порядка 0 < α < 1, где fi(·), i = 1, 2, 3, – заданные функционалы, действующие на
следы решения уравнения (1) и его производной по переменной y.

Локальная задача c разрывными условиями склеивания (но без интегрального слагаемого)
для уравнения

∂2u

∂x2
− 1− sign (xy)

2

∂2u

∂x2
− 1 + sign (xy)

2
CD

α
0tu = f(x, y), α ∈ (0, 1),

была изучена в статье [2]. Следует отметить, что это уравнение линейное (причём без нагру-
женной части). При исследовании поставленной задачи с линейными условиями для него были
получены линейное дифференциальное уравнение (относительно u(x, 0) = τ1(x)) и линейное
интегральное уравнение типа Вольтерры второго рода (относительно uy(0, y) = τ ′2(y)) со сла-
бой особенностью, однозначная разрешимость которой сразу следует из теории интегральных
уравнений.

Локальные и нелокальные задачи с непрерывными и разрывными условиями склеивания
для нагруженных уравнений параболо-гиперболических типа с одной линией изменения типа,
содержащие различные интегро-дифференциальные операторы целого и дробного порядков,
были изучены в работах [3–6] и др. Хотелось бы отметить, что уравнения и задачи, рассмот-
ренные в этих работах, не содержат нелинейные части.

Задачи для уравнений смешанного типа с двумя и тремя линиями изменения типа целого
и дробного порядка рассмотрены в статьях [7–10] и др.
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В работах [11] и [12] доказана однозначная разрешимость различных локальных и нело-
кальных краевых задач с интегральными условиями склеивания для параболо-гиперболиче-
ского уравнения с нелинейной нагруженной частью и дифференциальным оператором Капуто,
имеющего только одну линию изменения типа.

1. Постановка задачи и основные функциональные соотношения. Рассмотрим
уравнение (1) в конечной области Ω ⊂ R2, ограниченной отрезками A1A2, A2B2 прямых
x = l, y = h при x > 0, y > 0 и A1C1, C1B1 на характеристиках x− y = l, x+ y = 0 урав-
нения (1) при x > 0, y < 0, а также отрезками B1C2, C2B2 на характеристиках x+ y = 0,
y − x = h уравнения (1) при x < 0, y > 0, здесь l, h = const > 0. Параболическую часть
смешанной области Ω обозначим через Ω1, а гиперболические части – через Ω2 при x > 0
и Ω3 при x < 0.

Задача NL. Требуется найти решение u(x; y) уравнения (1) из класса функций

W = {u : u ∈ C(Ω̄)
⋂

C1(Ω3
⋃
B1C2)

⋂
C2(Ω2

⋃
Ω3);uxx, CD

α
0yu ∈ C(Ω1)},

удовлетворяющее краевым условиям

u(l; t) = ϕ(y), 0 � y � h, (2)

u(x;−x) = ψ(x), 0 � x � l/2, (3)
d

dy
u(−y/2; y/2) = a1(y)ux(−0; y) + a2(y)uy(−0; y) + a3(y)u(0; y) + a4(y), 0 < y < h, (4)

и интегральным условиям склеивания

lim
y→+0

y1−αuy(x; y) = λ1(x)uy(x;−0) + λ2(x)ux(x;−0) + λ3(x)

x∫

0

r1(t)u
p1(t; 0) dt +

+ λ4(x)u
p2(x; 0) + λ5(x), 0 < x < l, (5)

ux(+0; y) = μ1(y)ux(−0; y) + μ2(y)uy(−0; y) + μ3(y)

y∫

0

r2(t)u(0; t) dt +

+ μ4(y)u(0; y) + μ5(y), 0 < y < h, (6)

где ak(y), λk(x), μk(y), k = 1, 5, ϕ(y), ψ(x), r1(x), r2(y) – заданные достаточно гладкие
функции, причём

∑4
k=1 λ

2
k(x) �= 0,

∑3
i=1 a

2
k(x) �= 0 и

∑4
k=1 μ

2
k(x) �= 0.

Учитывая решение задачи Коши для уравнения (1) с начальными данными

u(x, 0) = τ1(x), 0 � x � l; uy(x,−0) = ν−1 (x), 0 < x < l,

u(0, y) = τ2(y), 0 � y � h; ux(−0, y) = ν−2 (y), 0 < y < h,

а также используя краевые условия (3) и (4), находим основные функциональные соотношения

ν−1 (x) = τ ′1(x)− ψ′
(
x

2

)
− 1

2

x∫

0

f2

(
ξ + x

2
,
ξ − x

2
; τ1(ξ)

)
dξ, 0 < x < l, (7)

и
(2a1(y) + 1)ν−2 (y) = (1− 2a2(y))τ

′
2(y)− 2a3(y)τ2(y)−

− 1

2

y∫

0

f3

(
ξ + x

2
,
ξ − x

2
; τ ′2(ξ)

)
dξ − 2a4(y), 0 < y < h, (8)

соответственно из гиперболических областей Ω2 и Ω3.
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2. Исследование задачи NL. Введём обозначения

lim
y→+0

y1−αuy(x, y) = ν1
+(x), ux(+0, y) = ν2

+(y).

Из интегральных условий склеивания (5), (6) имеем

ν1
+(x) = λ1(x)ν

−
1 (x)+λ2(x)τ

′
1(x)+λ3(x)

x∫

0

r1(t)τ
p1
1 (t) dt+λ4(x)τ

p2
1 (x)+λ5(x), 0 < x < l, (9)

ν2
+(y) = μ1(y)ν

−
2 (y) + μ2(y)τ

′
2(y) + μ3(y)

y∫

0

r2(t)τ2(t) dt+ μ4(y)τ2(y) + μ5(y), 0 < y < h. (10)

Далее из параболического уравнения (1) при y → +0 с учётом равенства lim
y→0

Dα−1
0y f(y) =

= Γ(α)lim
y→0

y1−αf(y) (см. [13, с. 35]) и интегрального условия склеивания (9) получим

τ ′′1 (x)− Γ(α)λ1(x)ν
−
1 (x)− Γ(α)λ2(x)τ

′
1(x)− Γ(α)λ3(x)

x∫

0

r1(t)τ
p1
1 (t) dt−

− Γ(α)λ4(x)τ
p2
1 (x) + f1(x, 0; τ1(x))− Γ(α)λ5(x) = 0. (11)

Подставив (7) в (11), запишем интегро-дифференциальное уравнение относительно τ1(x) :

τ ′′1 (x)−Γ(α)(λ1(x) +λ2(x))τ
′
1(x)−Γ(α)λ3(x)

x∫

0

r1(t)τ
p1
1 (t) dt−Γ(α)λ4(x)τ

p2
1 (x)+ f1(x, 0; τ1(x)) +

+
Γ(α)

2
λ1(x)

x∫

0

f2

(
ξ + x

2
,
ξ − x

2
; τ1(ξ)

)
dξ − Γ(α)λ5(x) + Γ(α)λ1(x)ψ

′
(
x

2

)
= 0. (12)

Уравнение (12) запишем в следующем виде:

τ ′′1 (x)− β(x)τ ′1(x) + Φ(x; τ1(x)) = g(x), (13)

где β(x) = Γ(α)(λ1(x) + λ2(x)),

Φ(x; τ1(x)) = f1(x, 0; τ1(x)) +
Γ(α)

2
λ1(x)

x∫

0

f2

(
ξ + x

2
,
ξ − x

2
; τ1(ξ)

)
dξ −

− Γ(α)λ3(x)

x∫

0

r1(t)τ
p1
1 (t) dt − Γ(α)λ4(x)τ

p2
1 (x), (14)

g(x) = Γ(α)λ5(x) + Γ(α)λ1(x)ψ
′(x/2).

Пусть существуют значения p1 и p2, удовлетворяющие неравенству

|zpi1 (x)− zpi2 (x)| � L(pi)|z1(x)− z2(x)|, L(pi) = const > 0, i = 1, 2, (15)

для всех функций zi(x) ∈ C[0, l]
⋂

C2(0, l), i = 1, 2, кроме того, функции fi(·), j = 1, 2, 3,
удовлетворяют условию Липшица по третьему аргументу, т.е. имеют место оценки

|f1(x, 0; z1(x))− f1(x, 0; z2(x))| � L1|z1(x)− z2(x)|, L1 = const > 0, (16)
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∣∣∣∣f2
(
ξ + x

2
,
ξ − x

2
; z1(ξ)

)
− f2

(
ξ + x

2
,
ξ − x

2
; z2(ξ)

)∣∣∣∣ � L2|z1(ξ)− z2(ξ)|, L2 = const > 0, (17)

∣∣∣∣f3
(
ξ − y

2
,
ξ + y

2
; z1(ξ)

)
− f3

(
ξ − y

2
,
ξ + y

2
; z2(ξ)

)∣∣∣∣ � L3|z1(ξ)− z2(ξ)|, L3 = const > 0. (18)

Тогда справедлива
Теорема. Пусть числа p1, p2 � 1, a3(y)μ1(y) �= 0, функции fi(·) ∈ C(Ω̄i × R)

⋂
C1(Ωi ×

×R), i = 1, 2, 3, удовлетворяют условию Липшица по третьему аргументу и имеют место
условия

λi(x), λ5(x), r1(x) ∈ C[0, l]
⋂

C1(0, l), i = 1, 4, ψ(x) ∈ C[0, l/2]
⋂

C2(0, l/2), (19)

ai(y), μi(y), μ5(y), ϕ(y), r2(y) ∈ C[0, h]
⋂

C1(0, h), i = 1, 4, (20)

2a1(y) + 1 �= 0, μi(y)(1 − 2a2(y)) + μ2(y)(2a1(y) + 1) �= 0, (21)

l2eβ0(L1 + c3 + l(c1L2 + c2)) < 1, (22)

где β0 = Γ(α)(‖λ1(x)‖C + ‖λ2(x)‖C ), c1 = Γ(α)‖λ1(x)‖C/2, c2 = Γ(α)L(p1)‖λ3(x)‖C‖r1(x)‖C ,
c3 = Γ(α)L(p2)‖λ4(x)‖C . Тогда решение задачи NL существует и единственно.

Доказательство. Заметим, что нелинейное дифференциальное уравнение (13) с услови-
ями τ1(0) = ψ(0) и τ1(l) = ϕ(0) (эти условия вытекают из краевых условий (2) и (3)) легко
сводится к нелинейному интегральному уравнению вида

τ1(x)− g1(x) =

l∫

0

Φ(z; τ1(z))K1(x, z) dz ≡ I(τ1), (23)

где

K1(x, z) = B−(x)

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

δ(x)

l∫

z

B(t) dt−
l∫

x

B(t) dt при 0 � z � x,

δ(x)

l∫

z

B(t) dt−
l∫

z

B(t) dt при x � z � l,

g1(x) =

l∫

0

g(z)K1(x, z)dx + (ϕ(0) − ψ(0))δ(x) + ψ(0), δ(x) =

l∫

x

B(t) dt

/ l∫

0

B(t) dt,

B(x) = exp(
∫ x
0 β(t) dt), B−(x) = exp(−

∫ x
0 β(t) dt), причём, учитывая класс заданных функций

(19), имеем

|K1(x, z)| � k01 = leβ0 , |g1(x)| � g01 = Γ(α)k01l(‖λ5(x)‖C + ‖λ1(x)ϕ
′(x/2)‖C ) + |ϕ(0)|. (24)

В случае если p1 = p2 = 1 и fj(·), j = 1, 2, 3, – линейные функции относительно третьего
аргумента, однозначная разрешимость интегрального уравнения (23) следует из единственно-
сти решений линейных интегральных уравнений Фредгольма второго рода [14, с. 78, теорема 2]
(т.е. в этом случае отдельно доказывается единственность решения задачи).

Пусть функции fi(·), j = 1, 2, удовлетворяют условиям (16) и (17), тогда из (14), учитывая
класс заданных функций (см. (19)) и используя неравенство (15), получаем

|Φ(z; τ̃1(z))− Φ(z; τ̃2(z))| � L1|τ̃1(z)− τ̃2(z)|+ c1L2

∣∣∣∣

x∫

0

|τ̃1(z)− τ̃2(z)| dz
∣∣∣∣ +
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+ c2

∣∣∣∣

x∫

0

|τ̃1(z)− τ̃2(z)| dz
∣∣∣∣ + c3|τ̃1(z)− τ̃2(z)| =

= (L1 + c3)|τ̃1(z)− τ̃2(z)| + (c1L2 + c2)

∣∣∣∣

x∫

0

|τ̃1(z)− τ̃2(z)| dz
∣∣∣∣, (25)

где τ̃(x) = τ1(x). Разрешимость интегрального уравнения (23) доказываем методом последова-
тельных приближений, при этом функциональную последовательность относительно функции
τ̃(x) построим с помощью рекуррентного уравнения

τ̃n(x) =

l∫

0

Φ(z; τ̃n−1(z))K1(x, z) dz + g1(x),

где τ̃0(x) = g1(x).
Учитывая неравенства |Φ(z; τ̃ (z))| � Φ0, Φ0 = const > 0, и (24), (25), можно убедиться в

справедливости соотношений

|τ̃1(x)− τ̃0(x)| � k01lΦ0, |τ̃2(x)− τ̃1(x)| � k201l
2(L1 + c3 + l(c1L2 + c2))Φ0, . . .

. . . , |τ̃n(x)− τ̃n−1(x)| � kn01l
n(L1 + c3 + l(c1L2 + c2))

n−1Φ0. (26)

В силу условия (22) из оценки (26) следует, что оператор в правой части интегрального
уравнения (23) является сжимающим. Следовательно, для оператора I(τ1) существует един-
ственная неподвижная точка, т.е. интегральное уравнение (23) имеет единственное решение
в классе C[0, l]

⋂
C2(0, l). После определения функции τ1(x) из функционального соотноше-

ния (7) находим ν1(x). Таким образом, решение исследуемой задачи в области Ω2 можно
восстановить как решение задачи Коши.

Далее, воспользовавшись решением первой краевой задачи для параболического уравнения
в области Ω1, находим второе функциональное соотношение между функциями τ2(y) и ν+2 (y)
на отрезке B1B2, которое имеет вид [2, формула (2.12); 15, формула (11)]

ν+2 (y) = −
y∫

0

K(y − t)τ ′2(t) dt+Φ1(y), (27)

где

K(y − t) =
1

(y − t)β

[
1

Γ(1− β)
+ 2

∞∑

n=1

e1,1−β
1,β

(
− 2nl

(y − t)β

)]
, β =

α

2
,

Φ1(y) = 2

y∫

0

∞∑

m=0

(y − η)−β−1e1,−β
1,β

(
− 2ml + 1

(y − η)β

)
ϕ(η) dη −

−
l∫

0

∞∑

m=0

y−αe1,1−α
1,β

(
−2ml − ξ

yβ

)
τ1(ξ) dξ − lim

x→+0

y∫

0

l∫

0

Gx(x, y, ξ, η)f1(ξ, η, τ1(ξ)) dξ dη,

V (x, y; η) = lim
ξ→l

Gξ(x, y; ξ, η) =
1

y − η

∞∑

n=−∞
sign (x+ (2n+ 1)l)e1,01,β

(
−x+ (2n + 1)l

(y − η)β

)
,

Ḡ(x, ξ, y) =
1

Γ(1− α)

y∫

0

η−αG(x, y, ξ, η) dη,
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e1,γ1,β(z) =

∞∑

n=0

zn

n!Γ(γ − βn)

– функция типа Райта [13, с. 23], а

G(x, y, ξ, η) =
(y − η)α/2−1

2

∞∑

n=−∞

[
e
1,α/2
1,α/2

(
−|x− ξ + 2nl|

(y − η)α/2

)
− e

1,α/2
1,α/2

(
−|x+ ξ + 2nl|

(y − η)α/2

)]

– функции Грина первой краевой задачи [13, с. 123; 16]. Заметим, что ядро K(y−t), представ-
ленное в виде ряда функций типа Райта, имеет слабую особенность (см. [13, формулы (2.2.5),
(2.2.24)]), т.е. |K(y−t)| � const×(y−t)−β. Также можно убедится, что |Φ1(y)| � const (см. [13,
с. 108]).

Пусть 2a1(y) + 1 �= 0. Тогда, учитывая (8), (10) и (27), получаем

A1(y)τ
′
2(y)−A2(y)

y∫

0

τ ′2(t) dt+ μ3(y)

y∫

0

τ ′2(z) dz

y∫

z

r2(t) dt+

+

y∫

0

K(y − t)τ ′2(t) dt− Ã3(y)

y∫

0

f3

(
t− y

2
,
t+ y

2
; τ ′2(t)

)
dt = F (y),

F (y) = Φ1(y) + ψ(0)

(
μ3(y)

y∫

0

r2(t) dt−A2(y)

)
− μ5(y) +

2a4(y)μ1(y)

1 + 2a1(y)
,

где Ã3(y)μ1(y)/(2 + 4a1(y)). Далее, учитывая условие (21), последнее уравнение запишем в
виде

τ ′2(y) +

y∫

0

K2(t, y)τ
′
2(t) dt = F ∗(y)−A∗(y)

y∫

0

f3

(
t− y

2
,
t+ y

2
; τ ′2(t)

)
dt, (28)

где

K2(t, y) =
μ3(y)
∫ y
t r2(z) dz +K(y − t)−A2(y)

A1(y)
, A∗(y) = − Ã3(y)

A1(y)
, F ∗(y) =

F (y)

A1(y)
,

причём, учитывая класс заданных функций (см. (20)) и неравенства |K(y − t)| � const ×
× (y − t)−β , |Φ1(y)| � const, имеем

|A∗(y)| � A0, |K2(t, y)| � k02(y − t)−β, |F ∗(y)| � F0,

∣∣∣∣f3
(
t− y

2
,
t+ y

2
; τ ′2(t)

)∣∣∣∣ � f03,

где A0, k02, F0, f03 = const > 0.
Так как ядро интегрального уравнения (28) имеет слабую особенность и правая часть

этого уравнения является непрерывной функцией, то, основываясь на теории интегральных
уравнений Вольтерры второго рода, запишем решение в виде

τ ′2(y) = F ∗(y) +

y∫

0

R(t, y)F ∗(t) dt−A∗(y)

y∫

0

f3

(
t− y

2
,
t+ y

2
; τ ′2(t)

)
dt−

−
y∫

0

R(t, y)A∗(t) dt

t∫

0

f3

(
z − t

2
,
z + t

2
; τ ′2(z)

)
dt, (29)
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где R(t, y) – резольвента ядра K2(t, y), причём |R(t, y)| � r0(y − t)−β, r0 = const > 0.
Полученное уравнение (29) исследуем также методом последовательных приближений.

Рассмотрим рекуррентное уравнение

τ∗n(y) = −A∗(y)

y∫

0

f3

(
t− y

2
,
t+ y

2
; τ∗n−1(t)

)
dt−

−
y∫

0

R(t, y)A∗(t) dt

t∫

0

f3

(
z − t

2
,
z + t

2
; τ∗n−1(z)

)
dz + F̃ (y), (30)

где F̃ (y) = F ∗(y) +
∫ y
0 R(t, y)F ∗(t) dt, причём |F̃ (y)| � F̃0.

Пусть функция f3( · , · ; τ ′2(t)) удовлетворяет условию Липшица по третьему аргументу (см.
условие (18)), т.е.

|f3( · , · ; τ∗1 (t))− f3( · , · ; τ∗2 (t))| � L3|τ∗1 (t)− τ∗2 (t)|, L3 = const > 0,

где τ∗(t) = τ ′2(t). Тогда, предполагая τ∗0 (y) = F̃ (y) и учитывая (30), составим функциональ-
ную последовательность относительно τ∗(y), сходимость которой следует из неравенств

|τ∗1 (y)− τ∗0 (y)| �
∣∣∣∣A

∗(y)

y∫

0

f3

(
t− y

2
,
t+ y

2
; τ∗0 (t)

)
dt

∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣

y∫

0

R(t, y)A∗(t) dt

t∫

0

f3

(
z − t

2
,
z + t

2
; τ∗0 (z)

)
dz

∣∣∣∣ � A0f03y +A0r0f03
y2

2
� cy,

|τ∗2 (y)− τ∗1 (y)| � cL3

∣∣∣∣A
∗(y)

y∫

0

t dt

∣∣∣∣+ c

∣∣∣∣

y∫

0

A∗(t)R(t, y) dt

t∫

0

z dz

∣∣∣∣ �

� cA0L3
y2

2!
+ cA0r0

y3

3!
� cA0(L3 + r0)

y2

2!
, . . .

. . . , |τ∗n(y)− τ∗n−1(y)| � cA0(L3 + r0)
n−1 y

n

n!
при 0 < y < h � 1. Отметим также, что если 1 < y < h < ∞, то можно получить аналогичные
неравенства, из которых следует сходимость функциональной последовательности {τ∗n(y)}.

Пусть предел последовательности {τ∗n(y)} есть функция τ̂2(y), т.е. τ ′2(y) = τ̂2(y), тогда,
учитывая равенство τ2(0) = ψ(0), находим

τ2(y) =

y∫

0

τ̂(t) dt+ ψ(0).

Пусть 2a1(y)+1≡0. Тогда при выполнении одного из условий: 2a2(y)−1 �=0 или a3(y) �=0,
из (8) можно найти τ2(y). Далее, определяя из соотношения (27) функцию ν+2 (y), находим
ν−2 (y) из интегрального условия склеивания (10) при условии μ1(y) �= 0. Следовательно,
решение задачи NL можно будет восстановить и в областях Ω1 и Ω3 соответственно как
решение первой краевой задачи [13, с. 108; 16] и задачи Коши [2]. Так как искомые функции
являются решениями нелинейных интегральных и функциональных уравнений, для которых с
помощью принципа сжимающих отображений найдены условия однозначной разрешимости, из
полученного результата также следует единственность решения поставленной задачи. Теорема
доказана.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 3 2023



НЕЛОКАЛЬНАЯ ЗАДАЧА С ИНТЕГРАЛЬНЫМ УСЛОВИЕМ СКЛЕИВАНИЯ 357

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Kilbas A.A., Srivastava H.M., Trujillo J.J. Theory and applications of fractional differential equations
// North-Holland Mathematics Studies. V. 204. Amsterdam, 2006.

2. Kadirkulov B.J. Boundary problems for mixed parabolic-hyperbolic equations with two lines of changing
type and fractional derivative // Electronic J. of Differ. Equat. 2014. V. 57. P. 1–7.

3. Сабитов К.Б., Мелишева Е.П. Задача Дирихле для нагруженного уравнения смешанного типа в
прямоугольной области // Изв. вузов. Математика. 2013. № 7. С. 62–76.

4. Сабитов К.Б. Начально-граничная задача для параболо-гиперболического уравнения с нагружен-
ными слагаемыми // Изв. вузов. Математика. 2015. № 6. С. 31–42.

5. Abdullaev O.Kh., Sadarangani K. Non-local problems with integral gluing condition for loaded mixed
type equations involving the Caputo fractional derivative // Electron. J. of Differ. Equat. 2016. V. 164.
P. 1–10.

6. Исломов Б.И., Абдуллаев О.Х. Задача типа Геллерштедта для нагруженного уравнения параболико-
гиперболического типа с операторами Капуто и Эрдели–Кобера дробного порядка // Изв. вузов.
Математика. 2020. № 106. С. 33–46.

7. Ефимов А.В. О краевых задачах с операторами Сайго для уравнения смешанного типа с дробной
производной // Вестн. Самарского гос. техн. ун-та. 2004. Т. 26. С. 16–20.

8. Елеев В.А., Лесев В.Н. О двух краевых задачах для смешанных уравнений с перпендикулярными
линиями изменения типа // Владикавказ. мат. журн. 2001. Т. 3. № 4. С. 9–22.

9. Karimov E.T., Sotvoldiev A.I. Existence of solutions to non-local problems for parabolic-hyperbolic
equations with three lines of type changing // Electron. J. of Differ. Equat. 2013. V. 138. P. 1–5.

10. Исломов Б., Холбеков Ж. Аналог задачи Трикоми для нагруженного параболо-гиперболического
уравнения с тремя линиями изменения типа-I // Узбекский мат. журн. 2015. № 4. С. 47–57.

11. Yuldashev T.K., Abdullaev O.Kh. Unique solvability of a boundary value problem for a loaded fractional
parabolic-hyperbolic equation with nonlinear terms // Lobachevskii J. of Math. 2021. V. 42. № 5. P. 1113–
1123.

12. Abdullaev O.Kh. Solvability of BVPs for the parabolic-hyperbolic equation with non-linear loaded term
// J. Sib. Fed. Univ. Math. Phys. 2021. V. 14. № 2. P. 133–145.

13. Псху А.В. Уравнения в частных производственных дробного порядка. М., 2005.
14. Михлин С.Г. Лекции по линейным интегральным уравнениям. М., 1959.
15. Сопуев А., Дж. Т. Джураев Краевые задачи для вырождающегося параболо-гиперболического

уравнения // Дифференц. уравнения. 1989. Т. 25. № 6. С. 1009–1015.
16. Mamchuev M.O. Solutions of the main boundary value problems for the time-fractional telegraph equation

by the Green function method // Fract. Calc. Appl. Anal. 2017. V. 20. № 1. P. 190–211.

Институт математики имени В.И. Романовского, Поступила в редакцию 10.08.2021 г.
г. Ташкент, Узбекистан После доработки 11.12.2022 г.
Ташкентский международный университет Кимё, Принята к публикации 14.02.2023 г.
Узбекистан

5 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 3 2023



ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, 2023, том 59, № 3, с. 358–367

УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

УДК 517.95

НЕЛОКАЛЬНАЯ ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ПО ВРЕМЕНИ
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ КОЛЕБАНИЙ БАЛКИ
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Исследована прямая задача для поперечных колебаний однородной балки конечной дли-
ны с нелокальными по времени условиями, получены необходимое и достаточное условия
существования её решения. Для прямой задачи изучена обратная задача по определению
коэффициентов, зависящих от времен, при младшей производной и правой части уравне-
ния. Доказаны существование и единственность решения обратной задачи. Для решения
используется метод разделения переменных, с помощью которого задачи сводятся к инте-
гральному уравнению и к системе интегральных уравнений.

DOI: 10.31857/S0374064123030068, EDN: QUWSCE

Введение. Большинство задач о колебаниях балок находят широкое применение в стро-
ительной механике, в теории устойчивости ходовых валов, а их решения приводят к диффе-
ренциальным уравнениям высших порядков [1, с. 143–147]. В статье [2] приведён подробный
анализ зарубежных публикаций и результатов в области динамического поведения неоднород-
ных балок. В работах [3–6] исследуется разрешимость начально-краевых задач для уравнения
колебания балки с различными краевыми условиями. Аналитическому решению дифферен-
циального уравнения поперечных колебаний кусочно-однородной балки в частотной области
для любого вида краевых условий посвящена статья [7].

Задачи определения коэффициентов или правой части дифференциального уравнения по
некоторым известным данным от его решения получили название обратных задач математи-
ческой физики. Обратные задачи по определению ядер в интегро-дифференциальных урав-
нениях из теории вязкоупругости исследованы в [8–10]. В работах [11–13] применён метод ре-
шения обратных задач, основанный на представлении решения двумерных обратных задач в
виде тригонометрического полинома по одной из пространственных переменных. В статье [14]
рассматривается обратная задача по определению зависящего от времени коэффициента в
уравнении поперечных колебаний балки, который с физической точки зрения представляет
собой её жёсткость. С численными методами решений обратных задач можно ознакомиться в
работах [15–20]. В работе [21] рассмотрена обратная задача, связанная с восстановлением вто-
рого момента площади поперечного сечения для балки с использованием схемы сдвигающейся
равномерно распределённой нагрузки. Эффективность вариационного метода для решения
обратной задачи нахождения коэффициентов в уравнении Эйлера–Бернулли продемонстри-
рована в статье [22].

В данной работе изучены прямая задача с нелокальными по времени условиями и обратная
задача с интегральными условиями переопределения для уравнения поперечных колебаний
однородной балки.

1. Постановка задачи. Рассмотрим следующее уравнение поперечных колебаний балки
длины l, опирающейся на концы:

wtt + a2wxxxx + q(t)w = f(x, t), (x, t) ∈ Σ, (1)

где a2 = EJ/(ρS), f(x, t) – внешняя сила, ρ – плотность балки, S – площадь её поперечного
сечения, E – модуль упругости материала, J – момент инерции поперечного сечения балки
относительно горизонтальной оси, Σ = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t � T} – прямоугольная
область, T – временно́й интервал. По всей длине балка поддерживается упругим основанием
с коэффициентом жёсткости q(t).
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Прямая задача. Найти в области Σ решение уравнения (1), удовлетворяющее следующим
начальным и краевым условиям:

w(x, 0) + δ1w(x, T ) = ϕ(x), wt(x, 0) + δ2wt(x, T ) = ψ(x), x ∈ [0, l], (2)

ϕ(0) = ψ(0) = 0, ϕ(l) = ψ(l) = 0,

w(0, t) = wxx(0, t) = w(l, t) = wxx(l, t) = 0, 0 � t � T. (3)

Определение. Решением задачи (1)–(3) назовём функцию w(x, t) из класса C4,2
x,t (Σ), удо-

влетворяющую условиям (2), (3) и обращающую уравнение (1) в тождество, при положитель-
ных числах δ1, δ2 и достаточно гладких функциях q(t), f(x, t), ϕ(x), ψ(x).

Обратная задача. Пусть f(x, t) = g(t)f0(x). Найти функции q(t) и g(t), t ∈ [0, T ], по
известным равенствам

l∫

0

yi(x)w(x, t) dx = Yi(t), i = 1, 2, (4)

где yi(x), Yi(t), – заданные достаточно гладкие функции, удовлетворяющие условиям согла-
сования

l∫

0

yi(x)ϕ(x) dx = Yi(0) + δ1Yi(T ),

l∫

0

yi(x)ψ(x) dx = Y ′
i (0) + δ2Y

′
i (T ), Y (t) �= 0. (5)

2. Исследование прямой задачи. С помощью обозначения F (x, t) := f(x, t)−q(t)w(x, t)
уравнение (1) примет вид wtt + a2wxxxx = F (x, t).

Решение задачи (1)–(3) ищется как

w(x, t) =
∞∑

k=1

wk(t)Xk(x), (6)

где wk(t) =
√

(2/l)
∫ l
0 w(x, t) sin(μkx) dx, Xk(x) =

√
(2/l) sin(μkx), μk = πk/l, k ∈ N.

Подставив функцию (6) в уравнение (1) и условия (2), после разделения переменных по-
лучим задачу

w′′
k(t) + λ2

kwk(t) = Fk(t; q, w), λk = aμ2
k, k ∈ N, 0 < t � T, (7)

wk(0) + δ1wk(T ) = ϕk, w′
k(0) + δ2w

′
k(T ) = ψk, k ∈ N, (8)

где
Fk(t; q, w) = fk(t)− q(t)wk(t), (9)

fk(t) =

√
2

l

l∫

0

f(x, t) sin(μkx) dx, (10)

ϕk =

√
2

l

l∫

0

ϕ(x) sin(μkx) dx, ψk =

√
2

l

l∫

0

ψ(x) sin(μkx) dx, k ∈ N. (11)

Решение задачи (7), (8) запишем в следующем виде [23]:

wk(t) =
1

ρk(T )
Ek(t) +

T∫

0

Gk(t, s)Fk(s; q, w) ds, (12)
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где
ρk(T ) = 1 + (δ1 + δ2) cos(λkT ) + δ1δ2,

Ek(t) = ϕk(cos λkt+ δ2 cos(λk(T − t))) +
ψk

λk
(sin(λkt)− δ1 sin(λk(T − t))),

Gk(t, s)=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

− 1

λkρk(T )
[δ1 sin(λk(T−t)) cos(λks) + δ2 cos(λk(T−t)) sin(λks) +

+ δ1δ2 sin(λk(s− t))], s ∈ [0, t],

− 1

λkρk(T )
[δ1 sin(λk(T−t)) cos(λks) + δ2 cos(λk(T−t)) sin(λks) +

+ δ1δ2 sin(λk(s− t))] +
1

λk
sin(λk(s− t)), s ∈ [t, T ].

Подставив выражение (12) в (6), получим

w(x, t) =
∞∑

k=1

{
1

ρk(T )
Ek(t) +

T∫

0

Gk(t, s)Fk(s; q, w) ds

}
sin(μkx). (13)

Нетрудно видеть, что при δ1 > 0, δ2 > 0 и условии 1+δ1δ2 > δ1+δ2 справедливо неравенство

1

ρk(T )
� 1

1− (δ1 + δ2) + δ1δ2
≡ β > 0. (14)

Теорема 1 [24]. Пусть α, λ, μ > 0 и g(t) – непрерывно дифференцируемая неотрицатель-
ная функция на отрезке [a, b], причём a < b � +∞. Кроме того, предположим, что ω(t)
интегрируема и неотрицательна на [a, b] и такая, что выполняется неравенство

ω(t) � λ

Γ(α)

t∫

0

(t− ζ)α−1ω(ζ) dζ + μ

b∫

a

ω(ζ) dζ + g(t)

для каждых t ∈ [a, b). Если 0 � μ(b− a)Eα,2(λ(b− a)α) < 1, то

ω(t) � Eα(λ(t− a)α)ω0 + g(t) − Eα(λ(t− a)α)g(a) + λ

t∫

a

(t− ζ)α−1Eα,α(λ(t− ζ)α)g(ζ) dζ,

где
ω0 � 1

1− μ(b− a)Eα,2(λ(b− a)α)
×

×
(
μ

b∫

a

g(ζ) dζ − μ(b− a)Eα,2(λ(b− a)α)g(a) + μλ

b∫

a

(b− ζ)αEα,α+1(λ(b− ζ)α)g(ζ) dζ

)
.

В теореме 1 используется двухпараметрическая функция Миттаг-Лёффлера

Eα,γ =

∞∑

k=0

zk

Γ(γ + αk)
, α, γ > 0, z ∈ R, (15)

в частности, при γ = 1 она становится однопараметрической функцией Миттаг-Лёффлера,
т.е. Eα,1(z) = Eα(z) [25, c. 40–49].

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 3 2023



НЕЛОКАЛЬНАЯ ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ПО ВРЕМЕНИ 361

Подставив в (12) функцию Fk(t; q, w) (9), имеем

wk(t) =
1

ρk(T )
Ek(t) +

T∫

0

fk(s)Gk(t, s) ds −
T∫

0

q(s)wk(s)Gk(t, s) ds.

Оценим эту функцию с учётом вида функции Ek(t) при t ∈ [0, T ] :

|wk(t)| � β(1 + δ2)|ϕk|+
β(1 + δ1)

λk
|ψk|+

βδ

λk

T∫

0

|fk(s)| ds +
β

λ2
k

T∫

t

|fk(s)| ds +

+
q̄βδ

λk

t∫

0

|wk(s)| ds +
q̄β

λk

(
δ +

1

λk

) T∫

0

|wk(s)| ds,

где δ = δ1 + δ2 + δ1δ2, q̄ = max
s∈[0,T ]

|q(s)|. Применив теорему 1 при α = 1 к последнему неравен-

ству, ввиду (15) получим следующее утверждение.
Лемма 1. Пусть 0 < C2k(e

C1kT − 1)/C1k < 1, тогда справедлива оценка

|wk(t)| � λkC̃gk, k ∈ N, (16)

где

C1k =
q̄βδ

λk
, C2k =

q̄β

λk

(
δ +

1

λk

)
, C̃ =

δ

λ1δ(2 − eC1kT ) + eC1kT − 1
, k ∈ N,

gk = β(1 + δ2)|ϕk|+
β(1 + δ1)

λk
|ψk|+

β

λk

(
δ +

1

λ1

) T∫

0

|fk(s)| ds, k ∈ N. (17)

Далее, учитывая (17), из оценки (16) имеем

|wk(t)| � C1(λk|ϕk|+ |ψk|+ ‖fk(t)‖),

где ‖fk‖ = max
0�t�T

|fk(t)|. Используя равенство (7) и неравенство (12), получаем оценку

|w′′
k(t)| � C2(λ

3
k|ϕk|+ λ2

k|ψk|+ λ2
k‖fk(t)‖+ q̄|wk|) � C2(q̄ + λ2

k)(λk|ϕk|+ |ψk|+ ‖fk(t)‖).

Таким образом, доказана следующая
Лемма 2. При любом t ∈ [0, T ] и для достаточно больших k справедливы оценки

|wk(t)| � C1(k
2|ϕk|+ |ψk|+ ‖fk(t)‖C), |w′′

k(t)| � C2(k
6|ϕk|+ k4|ψk|+ k4‖fk(t)‖C ),

здесь и далее Ci – положительные постоянные.
Формально из (6) составим ряды

wtt =

∞∑

k=1

w′′
k(t) sin(μkx), (18)

wxxxx =
∞∑

k=1

μ4
kwk(t) sin(μkx). (19)
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Ряды (6), (18) и (19) при любых (x, t) ∈ Σ на основании леммы 1 мажорируются рядом

C3

∞∑

k=1

(k6|ϕk|+ k4|ψk|+ k4‖fk(t)‖).

Имеет место следующая вспомогательная
Лемма 3. Если выполнены условия

ϕ(x) ∈ C6[0, l], ϕV II(x) ∈ L2[0, l],

ϕ(0) = ϕ(l) = ϕ′′(0) = ϕ′′(l) = ϕIV (0) = ϕIV (l) = ϕV I(0) = ϕV I(l) = 0,

ψ(x) ∈ C4[0, l], ψV (x) ∈ L2[0, l], ψ(0) = ψ(l) = ψ′′(0) = ψ′′(l) = ψIV (0) = ψIV (l) = 0,

f(x, t) ∈ C(Σ)
⋂

C4
x(Σ), fV

xxxxx(x, t) ∈ L2(Σ),

f(0, t) = f(l, t) = f ′′
xx(0, t) = f ′′

xx(l, t) = f IV
xxxx(0, t) = f IV

xxxx(l, t) = 0,

то имеют место равенства

ϕk =
1

μ7
k

ϕV II
k , ψk =

1

μ5
k

ψV
k , fk(t) =

1

μ5
k

fV
k (t), (20)

где

ϕV II
k =

√
2

l

l∫

0

ϕV II(x) cos(μkx) dx, ψV
k =

√
2

l

l∫

0

ψV (x) cos(μkx) dx,

fV
k (t) =

√
2

l

l∫

0

fV
xxxxx(x, t) cos(μkx) dx,

и справедливы оценки
∞∑

n=1

|ϕV II
k |2 � ‖ϕV II‖L2[0,l],

∞∑

n=1

|ψV
k |2 � ‖ψV ‖L2[0,l],

∞∑

n=1

|fV
k (t)|2 � ‖fV (t)‖L2[0,l]×C[0,T ]. (21)

Применив в интеграле для ϕk метод интегрирования по частям семь раз, а в интегралах
для ψk и fk(t) – пять раз (см. (10) и (11)), с учётом условий леммы 3 получим равенства (20).
Неравенства (21) представляют собой неравенства Бесселя для коэффициентов разложений
Фурье функций ϕV II

k и ψV
k по системе косинусов {

√
(2/l) cos(μkx)} на интервале (0, l). Если

функции ϕ(x), ψ(x) и f(x, t) удовлетворяют условиям леммы 2, то в силу представлений (20)
и (21) ряды (6), (18) и (19) сходятся равномерно в прямоугольнике Σ, следовательно, функция
(13) является решением задачи (1)–(3).

3. Исследования обратной задачи. Пусть f(x, t) = f0(x)g(t), где f0(x) – известная
функция. Тогда Fk(t; g, q, w) = f0kg(t)− q(t)wk(t). Умножив обе части уравнения (1) на yi(x),
i = 1, 2, и проинтегрировав от 0 до l по переменной x, с учётом условий (4) получим урав-
нения

g(t)

l∫

0

f0(x)y1(x) dx− q(t)Y1(t) = Y ′′
1 (t) + a2

√
l

2

∞∑

k=1

μ4
kwk(t)y1k, (22)

g(t)

l∫

0

f0(x)y2(x) dx− q(t)Y2(t) = Y ′′
2 (t) + a2

√
l

2

∞∑

k=1

μ4
kwk(t)y2k, (23)

где yik =
√

(2/l)
∫ l
0 yi(x) sin(μkx) dx, k = 1, 2.
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Введём обозначения

l∫

0

f0(x)y1(x) dx = α1,

l∫

0

f0(x)y2(x) dx = α2

и предположим, что
Y(t) = α2Y1(t)− α1Y2(t) �= 0, 0 � t � T. (24)

Тогда из (22) и (23) находим

g(t) = [Y(t)]−1

{
Y1(t)Y

′′
2 (t)− Y2(t)Y

′′
1 (t) + a2

√
l

2

∞∑

k=1

μ4
kwk(t)(Y1(t)y2k − Y2(t)y1k)

}
, (25)

q(t) = [Y(t)]−1

{
α1Y

′′
2 (t)− α2Y

′′
1 (t) + a2

√
l

2

∞∑

k=1

μ4
kwk(t)(α1y2k − α2y1k)

}
. (26)

После подстановки функции (12) в (25) и (26) получим следующие интегральные уравнения
относительно функций g(t) и q(t) :

g(t) = [Y(t)]−1

{
Y1(t)Y

′′
2 (t)− Y2(t)Y

′′
1 (t) +

+ a2
√

l

2

∞∑

k=1

μ4
k

{
1

ρk(T )
Ek(t) +

T∫

0

Gk(t, s)Fk(s; g, q, w) ds

}
(Y1(t)y2k − Y2(t)y1k)

}
, (27)

q(t) = [Y(t)]−1

{
α1Y

′′
2 (t)− α2Y

′′
1 (t) +

+ a2
√

l

2

∞∑

k=1

μ4
k

{
1

ρk(T )
Ek(t) +

T∫

0

Gk(t, s)Fk(s; g, q, w) ds

}
(α1y2k − α2y1k)

}
. (28)

Рассмотрим функциональное пространство B7
2,T [23] – множество всех функций вида (6),

рассматриваемых в Σ с нормой ‖w(x, t)‖B7
2,T

= JT (u), где wk(t) ∈ C[0, T ] и

JT (w) ≡
{ ∞∑

k=1

(μ7
k‖wk(t)‖C[0,T ])

2

}1/2
< +∞.

В дальнейшем будем обозначать через E7
2,T топологическое произведение B7

2,T ×C[0, T ]×
× C[0, T ], где норма элемента z = {w, g, q} определяется по формуле

‖z‖E7
2,T

= ‖w(x, t)‖B7
2,T

+ ‖g(t)‖C[0,T ] + ‖q(t)‖C[0,T ].

Известно, что пространства B7
2,T и E7

2,T являются банаховыми пространствами [26].
Теперь рассмотрим в пространстве E7

2,T оператор

Λ(w, g, q) = {Λ1(w, g, q),Λ2(w, g, q),Λ3(w, g, q)},

где

Λ1(w, g, q) = w̃(x, t) ≡
∞∑

k=1

w̃k(t) sin(μkx), Λ2(w, g, q) = g̃(t), Λ3(w, g, q) = q̃(t),

а функции w̃k(t), k ∈ N, g̃(t) и q̃(t) равны правым частям (12), (27) и (28) соответственно.
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Учитывая неравенство (14), имеем

{ ∞∑

k=1

(μ7
k‖w̃k(t)‖C[0,T ])

2

}1/2
�
√

2

l
β(1 + δ2)

( ∞∑

k=1

(μ7
k|ϕk|)2

)1/2
+

√
2

l
β(1 + δ2)

( ∞∑

k=1

(μ5
k|ψk|)2

)1/2
+

+

√
2

l
κT‖g(t)‖C[0,T ]

( ∞∑

k=1

(μ5
k|fk|)2
)1/2

+

√
2

l
κT‖q(t)‖C[0,T ]

( ∞∑

k=1

(μ7
k‖wk(t)‖C[0,T ])

2

)1/2
, (29)

где κ = 1 + 2βδ,

‖g̃(t)‖C[0,T ]�‖[Y(t)]−1‖C[0,T ]

{
‖Y1(t)Y

′′
2 (t)−Y2(t)Y

′′
1 (t)‖C[0,T ]+a2

√
l

2

[
‖Y1(t)‖C[0,T ]

(∞∑

k=1

μ−6
k y22k

)1/2
+

+ ‖Y2(t)‖C[0,T ]

( ∞∑

k=1

μ−6
k y21k

)1/2][
β(1 + δ2)

( ∞∑

k=1

(μ7
k|ϕk|)2

)1/2
+ β(1 + δ1)

( ∞∑

k=1

(μ5
k|ψk|)2

)1/2
+

+ κT‖g(t)‖C[0,T ]

( ∞∑

k=1

(μ5
k|fk|)2
)1/2

+ κT‖q(t)‖C[0,T ]

( ∞∑

k=1

(μ7
k‖wk(t)‖C[0,T ])

2

)1/2]}
, (30)

‖q̃(t)‖C[0,T ] � ‖[Y(t)]−1‖C[0,T ]

{
‖α1Y

′′
2 (t)− α2Y

′′
1 (t)‖C[0,T ] + a2

√
l

2

[
α1

( ∞∑

k=1

μ−6
k y22k

)1/2
+

+ α2

( ∞∑

k=1

μ−6
k y21k

)1/2][
β(1 + δ2)

( ∞∑

k=1

(μ7
k|ϕk|)2

)1/2
+ β(1 + δ1)

( ∞∑

k=1

(μ5
k|ψk|)2

)1/2
+

+ κT‖g(t)‖C[0,T ]

( ∞∑

k=1

(μ5
k|fk|)2
)1/2

+ κT‖q(t)‖C[0,T ]

( ∞∑

k=1

(μ7
k‖wk(t)‖C[0,T ])

2

)1/2]}
. (31)

Из (29)–(31) соответственно получим оценки

{ ∞∑

k=1

(μ7
k‖w̃k(t)‖C[0,T ])

2

}1/2
� 2β

l
(1 + δ2)‖ϕV II(x)‖L2[0,l] +

2β

l
(1 + δ1)‖ψV (x)‖L2[0,l] +

+
2β

l
κT‖g(t)‖C[0,T ]‖fV

0 (x)‖L2[0,l] +

√
2

l
κT‖q(t)‖C[0,T ]‖w(x, t)‖B7

2,T (x,t),

‖g̃(t)‖C[0,T ] � ‖[Y(t)]−1‖C[0,T ]

{
‖Y1(t)Y

′′
2 (t)− Y2(t)Y

′′
1 (t)‖C[0,T ] +

+ a2
[
‖Y1(t)‖C[0,T ]

( ∞∑

k=1

μ−6
k y22k

)1/2
+ ‖Y2(t)‖C[0,T ]

( ∞∑

k=1

μ−6
k y21k

)1/2][
β(1 + δ2)‖ϕV II(x)‖L2[0,l] +

+ β(1 + δ1)‖ψV (x)‖L2[0,l] + κT‖g(t)‖C[0,T ]‖fV
0 (x)‖L2[0,l] +

√
l

2
κT‖q(t)‖C[0,T ]‖w(x, t)‖B7

2,T (x,t)

]}
,

‖q̃(t)‖C[0,T ] � ‖[Y(t)]−1‖C[0,T ]

{
‖α1Y

′′
2 (t)− α2Y

′′
1 (t)‖C[0,T ] +

+ a2
[
α1

( ∞∑

k=1

μ−6
k y22k

)1/2
+ α2

( ∞∑

k=1

μ−6
k y21k

)1/2][
β(1 + δ2)‖ϕV II(x)‖L2[0,l] +
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+ β(1 + δ1)‖ψV (x)‖L2[0,l] + κT‖g(t)‖C[0,T ]‖fV
0 (x)‖L2[0,l] +

√
l

2
κT‖q(t)‖C[0,T ]‖w(x, t)‖B7

2,T (x,t)

]}

или
{ ∞∑

k=1

(μ7
k‖w̃k(t)‖C[0,T ])

2

}1/2
�L1(T )+M1(T )‖g(t)‖C[0,T ]+N1(T )‖q(t)‖C[0,T ]‖w(x, t)‖B7

2,T (x,t), (32)

‖g̃(t)‖C[0,T ] � L2(T ) +M2(T )‖g(t)‖C[0,T ] +N2(T )‖q(t)‖C[0,T ]‖w(x, t)‖B7
2,T (x,t), (33)

‖q̃(t)‖C[0,T ] � L3(T ) +M3(T )‖g(t)‖C[0,T ] +N3(T )‖q(t)‖C[0,T ]‖w(x, t)‖B7
2,T (x,t), (34)

где

L1(T ) =
2β

l
(1 + δ2)‖ϕV II(x)‖L2[0,l] +

2β

l
(1 + δ1)‖ψV (x)‖L2[0,l],

M1(T ) =
2β

l
κT‖fV

0 (x)‖L2[0,l], N1(T ) =

√
2

l
κT,

L2(T ) = ‖[Y(t)]−1‖C[0,T ]

{
‖Y1(t)Y

′′
2 (t)− Y2(t)Y

′′
1 (t)‖C[0,T ] + a2

[
‖Y1(t)‖C[0,T ]

( ∞∑

k=1

μ−6
k y22k

)1/2
+

+ ‖Y2(t)‖C[0,T ]

( ∞∑

k=1

μ−6
k y21k

)1/2][
β(1 + δ2)‖ϕV II(x)‖L2[0,l] + β(1 + δ1)‖ψV (x)‖L2[0,l]

]}
,

M2(T ) = a2‖[Y(t)]−1‖C[0,T ]

[
‖Y1(t)‖C[0,T ]

( ∞∑

k=1

μ−6
k y22k

)1/2
+ ‖Y2(t)‖C[0,T ]

( ∞∑

k=1

μ−6
k y21k

)1/2]
×

× κT‖fV
0 (x)‖L2[0,l],

N2(T ) = a2
√

l

2
‖[Y(t)]−1‖C[0,T ]

[
‖Y1(t)‖C[0,T ]

( ∞∑

k=1

μ−6
k y22k

)1/2
+ ‖Y2(t)‖C[0,T ]

( ∞∑

k=1

μ−6
k y21k

)1/2]
κT,

L3(T ) = ‖[Y(t)]−1‖C[0,T ]

{
‖α1Y

′′
2 (t)− α2Y

′′
1 (t)‖C[0,T ] +

+a2
[
α1

( ∞∑

k=1

μ−6
k y22k

)1/2
+α2

( ∞∑

k=1

μ−6
k y21k

)1/2][
β(1+δ2)‖ϕV II(x)‖L2[0,l]+β(1+δ1)‖ψV (x)‖L2[0,l]

]}
,

M3(T ) = a2‖[Y(t)]−1‖C[0,T ]

[
α1

( ∞∑

k=1

μ−6
k y22k

)1/2
+ α2

( ∞∑

k=1

μ−6
k y21k

)1/2]
κT‖fV

0 (x)‖L2[0,l],

N3(T ) = a2
√

l

2
‖[Y(t)]−1‖C[0,T ]

[
α1

( ∞∑

k=1

μ−6
k y22k

)1/2
+ α2

( ∞∑

k=1

μ−6
k y21k

)1/2]
κT.

Из неравенств (32)–(34) следует оценка

‖w̃(x, t)‖B7
2,T

+ ‖g̃(t)‖C[0,T ] + ‖q̃(t)‖C[0,T ] �

� L(T ) +M(T )‖g(t)‖C[0,T ] +N(T )‖q(t)‖C[0,T ]‖w(x, t)‖B7
2,T (x,t), (35)

где L(T ) = L1(T )+L2(T )+L3(T ), M(T ) = M1(T )+M2(T )+M3(T ), N(T ) = N1(T )+N2(T )+
+N3(T ).
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Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1, леммы 2, (24) и следующее условие:

(L(T ) + 2)(M(T ) +N(T )(L(T ) + 2)) < 2. (36)

Тогда задача (1)–(4) имеет единственное решение в шаре BR = {z : ‖z‖E7
2,T

� R}.
Доказательство. Введём обозначение z = (w(x, t), g(t), q(t))∗ и запишем систему уравне-

ний (13), (27), (28) в операторном виде

z = Az, (37)

где A = (A1, A2, A3)
∗, A1(z), A2(z) и A3(z) определяются правыми частями (13), (27) и (28),

соответственно.
Аналогично из (35) получаем, что для любых z, z1, z2 ∈ BR справедливы оценки

‖Az‖E7
2,T

� L(T ) +M(T )‖g(t)‖C[0,T ] +N(T )‖q(t)‖C[0,T ]‖w(x, t)‖B7
2,T

, (38)

‖Az1 −Az2‖E7
2,T

� M(T )‖g1(t)− g2(t)‖C[0,T ] +

+N(T )R(‖q1(t)− q2(t)‖C[0,T ] + ‖w1(x, t)− w2(x, t)‖B7
2,T

). (39)

Тогда в силу (36) из (38) и (39) следует, что оператор A действует в шаре BR и удовлетворяет
принципу сжимающего отображения. Следовательно, по теореме Банаха оператор A имеет
единственную неподвижную точку {w, g, q} в шаре BR, являющуюся решением операторного
уравнения (37).

Таким образом, функция w(x, t) как элемент пространства B7
2,T непрерывна и имеет

непрерывные производные wtt(x, t) и wxxxx(x, t) в прямоугольнике Σ.
Из (9) легко видеть, что выполняется неравенство

( ∞∑

k=1

(μk‖w′′
k(t)‖C[0,T ])

2

)1/2
�

�
( ∞∑

k=1

μ−6
k

)1/2[( ∞∑

k=1

(μ7
k‖wk(t)‖C[0,T ])

2

)1/2
+ ‖f ′

0(x)g(t) + q(t)wx(x, t)‖L2[0,l]

]
,

откуда следует, что wtt(x, t) непрерывна в Σ.
Замечание. Неравенство (36) выполняется при достаточно малых значениях T.
Теорема 3. Пусть выполняются все условия теоремы 2 и условия (5), (24). Тогда задача

(1)–(4) имеет единственное классическое решение в шаре BR пространства E7
2,T .

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования
Российской Федерации (соглашение № 075-02-2022-890).
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УДК 517.956.32+517.929

ГЛАДКИЕ РЕШЕНИЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ
СО СДВИГОМ НА ПРОИЗВОЛЬНЫЙ ВЕКТОР

В СВОБОДНОМ ЧЛЕНЕ
c© 2023 г. Н. В. Зайцева, А. Б. Муравник

В полупространстве для гиперболических дифференциально-разностных уравнений с опе-
ратором сдвига общего вида в свободном члене (или в нелокальном операторном потен-
циале) построены трёхпараметрические семейства решений. Доказано, что полученные
решения являются классическими, если вещественная часть символа соответствующих
дифференциально-разностных операторов положительна. Приведены классы уравнений,
для которых указанное условие выполнено.

DOI: 10.31857/S037406412303007X, EDN: QUXGJY

Введение. В современной теории дифференциальных уравнений одним из важнейших
направлений является исследование задач для дифференциально-разностных уравнений, что
объясняется их многочисленными приложениями. И если обыкновенным дифференциально-
разностным уравнениям посвящено значительное число работ (см., например, [1–4] и биб-
лиографию в них), то дифференциально-разностные уравнения с частными производными
изучены в гораздо меньшей степени.

В настоящее время наиболее полно и подробно исследованы задачи для эллиптических
дифференциально-разностных уравнений (см., например, [5–9]). В статьях [10–13] изучен
вопрос классической разрешимости начальных и модельных задач для таких уравнений в
неограниченных областях.

Краевые задачи для параболических уравнений со сдвигами рассматриваются в [14, 15] и
в монографии [16]. Гиперболическим дифференциально-разностным уравнениям со сдвигами
по времени посвящены работы [17–19], а со сдвигами по пространственным переменным –
статьи [20–25].

В данной работе в полупространстве {(x, t) : x ∈ R
n, t > 0} исследуется вопрос существо-

вания (и построения в явном виде) гладких решений гиперболического дифференциально-
разностного уравнения

utt(x, t)− a2
n∑

j=1

uxjxj (x, t) + bu(x− h, t) = 0, (1)

где a �= 0, b > 0 – заданные вещественные числа; h := (h1, . . . , hn) – заданный вектор с
действительными координатами, длина которого не равна нулю.

Определение. Функция u(x, t) называется классическим решением уравнения (1), ес-
ли в каждой точке полупространства {(x, t) : x ∈ R

n, t > 0} существуют классические
производные utt и uxjxj (j = 1, n) и в каждой точке этого полупространства выполняется
соотношение (1).

1. Построение решений уравнения. Применим формально к уравнению (1) преобра-
зование Фурье по n-мерной переменной x :

f̂(ξ) := Fx[f ] =

n∫

R

f(x)eiξ·xdx,

где ξ · x – скалярное произведение, и перейдём к двойственной переменной ξ ∈ R
n.

368



ГЛАДКИЕ РЕШЕНИЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 369

Согласно операционной схеме (см. работы [12, 13, 24]) и с учётом формул [26, с. 163, 164]

Fx[f(x− x0)] = eix0·ξFx[f ], Fx[D
α
xD

β
t f ] = (−iξ)αDβ

t Fx[f ]

получим для функции û(ξ, t) := Fx[u](ξ, t) начальную задачу

d2û

dt2
+ (a2|ξ|2 + b cos (h · ξ) + ib sin (h · ξ))û = 0, ξ ∈ R

n,

û(ξ, 0) = 0, ût(ξ, 0) = 1, ξ ∈ R
n,

решение которой определяется по формуле

û(ξ, t) =
1

2iρ(ξ)
[e−tG1(ξ)ei(tG2(ξ)−ϕ(ξ)) − etG1(ξ)e−i(tG2(ξ)+ϕ(ξ))]. (2)

Здесь введены следующие обозначения:

G1(ξ) := ρ(ξ) sinϕ(ξ), G2(ξ) := ρ(ξ) cosϕ(ξ), (3)

ρ(ξ) := [(a2|ξ|2 + b cos (h · ξ))2 + b2 sin2 (h · ξ)]1/4, (4)

ϕ(ξ) :=
1

2
arctg

b sin (h · ξ)
a2|ξ|2 + b cos (h · ξ) . (5)

Подробные вычисления, аналогичные данным, приведены в статье [22].
Применим теперь к равенству (2) формально обратное преобразование Фурье F−1

ξ и по-
лучим соотношения

u(x, t) =
1

(2π)n

n∫

R

1

2iρ(ξ)
[e−tG1(ξ)ei(tG2(ξ)−ϕ(ξ)) − etG1(ξ)e−i(tG2(ξ)+ϕ(ξ))]e−ix·ξ dξ =

=
1

2i(2π)n

n∫

R

1

ρ(ξ)
[e−tG1(ξ)ei(tG2(ξ)−ϕ(ξ)−x·ξ) − etG1(ξ)e−i(tG2(ξ)+ϕ(ξ)+x·ξ)] dξ =

=
1

2i(2π)n

n∫

R

1

ρ(ξ)
[e−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ) + ie−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)−

− etG1(ξ) cos (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ) + ietG1(ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)] dξ.
Используем полученное интегральное представление ниже, выбрав по аналогии с рабо-

той [20] в качестве частных линейно независимых решений уравнения (1) функции, содержа-
щие синус.

2. Существование классических решений уравнения. Доказана следующая
Теорема. При выполнении условия

a2|ξ|2 + b cos (h · ξ) > 0 (6)

для всех ξ ∈ R
n функции

F (x, t; ξ) := etG1(ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ), (7)

H(x, t; ξ) := e−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ) − x · ξ), (8)
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где ϕ(ξ) определяется по формуле (5), G1(ξ) и G2(ξ) определяются равенствами (3), удо-
влетворяют уравнению (1) в классическом смысле.

Доказательство. Проверим сначала, что функция (7) удовлетворяет уравнению (1). Для
этого вычислим производные

Fxj (x, t; ξ) = ξje
tG1(ξ) cos (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ),

Fxjxj(x, t; ξ) = −ξ2j e
tG1(ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ),

Ft(x, t; ξ) = G1(ξ)e
tG1(ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ) +G2(ξ)e

tG1(ξ) cos (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ),

Ftt(x, t; ξ) = [G2
1(ξ)−G2

2(ξ)]e
tG1(ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ) +

+ 2G1(ξ)G2(ξ)e
tG1(ξ) cos (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ). (9)

Найдём теперь значения выражений 2G1(ξ)G2(ξ) и G2
1(ξ)−G2

2(ξ) в формуле (9).
Так как функции G1(ξ) и G2(ξ) определяются равенствами (3), то имеет место равенство

2G1(ξ)G2(ξ) = ρ2(ξ) sin(2ϕ(ξ)).

Из (5) следует, что |2ϕ(ξ)| < π/2 и, значит, cos(2ϕ(ξ)) > 0. В работах [12, 13, 24] показано,
что при выполнении неравенства cos(2ϕ(ξ)) > 0 справедливы соотношения

sin 2ϕ(ξ) =
tg (2ϕ(ξ))√
1 + tg2(2ϕ(ξ))

=
b sin (h · ξ)

a2|ξ|2 + b cos (h · ξ)
|a2|ξ|2 + b cos (h · ξ)|

ρ2(ξ)
.

С учётом выполнения условия (6) отсюда получим

sin 2ϕ(ξ) =
b sin (h · ξ)

a2|ξ|2 + b cos (h · ξ)
a2|ξ|2 + b cos (h · ξ)

ρ2(ξ)
=

b sin (h · ξ)
ρ2(ξ)

,

а значит,
2G1(ξ)G2(ξ) = b sin (h · ξ). (10)

Далее при установленном выше неравенстве cos(2ϕ(ξ)) > 0 и выполнении условия (6)
получим

G2
1(ξ)−G2

2(ξ) = −ρ2(ξ) cos(2ϕ(ξ)) = − ρ2(ξ)√
1 + tg2(2ϕ(ξ))

= −a2|ξ|2 − b cos (h · ξ). (11)

С учётом найденных выражений (10) и (11) функция (9) принимает вид

Ftt(x, t; ξ) = [−(a2|ξ|2 + b cos (h · ξ)) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ) +

+ b sin (h · ξ) cos (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)]etG1(ξ).

Подставим производные Ftt и Fxjxj в уравнение (1):

Ftt(x, t; ξ) − a2
n∑

j=1

Fxjxj(x, t; ξ) =

[
− (a2|ξ|2 + b cos (h · ξ)) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ) +

+ b sin (h · ξ) cos (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ) + a2
n∑

j=1

ξ2j sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)
]
etG1(ξ) =

= [−b cos (h · ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ) + b sin (h · ξ) cos (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)]etG1(ξ) =
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= −b sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ − h · ξ)etG1(ξ) =

= −b sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + (x− h) · ξ)etG1(ξ) = −bF (x− h, t; ξ).

Проверим теперь, что функция (8) удовлетворяет уравнению (1) в классическом смысле.
Для этого найдём производные:

Hxj(x, t; ξ) = −ξje
−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ),

Hxjxj(x, t; ξ) = −ξ2j e
−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ) − x · ξ),

Ht(x, t; ξ) = −G1(ξ)e
−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ) +G2(ξ)e

−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− ϕ(ξ) − x · ξ),

Htt(x, t; ξ) = [G2
1(ξ)−G2

2(ξ)]e
−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)−

− 2G1(ξ)G2(ξ)e
−tG1(ξ) cos (tG2(ξ)− ϕ(ξ) − x · ξ). (12)

С учётом выражений (10) и (11) запишем функцию (12) в виде

Htt(x, t; ξ) = [−(a2|ξ|2 + b cos (h · ξ)) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)−

− b sin (h · ξ) cos (tG2(ξ)− ϕ(ξ) − x · ξ)]e−tG1(ξ).

Подставим производные Htt и Hxjxj в уравнение (1):

Htt(x, t; ξ) − a2
n∑

j=1

Hxjxj(x, t; ξ) =

[
− (a2|ξ|2 + b cos (h · ξ)) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ) − x · ξ)−

− b sin (h · ξ) cos (tG2(ξ)− ϕ(ξ) − x · ξ) + a2
n∑

j=1

ξ2j sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ)− x · ξ)
]
e−tG1(ξ) =

= −b sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ) − x · ξ + h · ξ)e−tG1(ξ) =

= −b sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ) − (x− h) · ξ)e−tG1(ξ) = −bH(x− h, t; ξ).

Отметим, что при выполнении условия (6) функции (4) и (5) (а значит, и функции (7),
(8)) определены корректно для любого значения ξ ∈ Rn, так как подкоренное выражение в
формуле (4) всегда положительно, а знаменатель аргумента арктангенса в (5) не обращается
в нуль. Таким образом, построенные решения (7), (8) уравнения (1) действительно являются
гладкими и, более того, бесконечно гладкими. Теорема доказана.

Следствие. При выполнении условия (6) семейство функций

G(x, t;A,B, ξ) := C1e
tG1(ξ) sin (tG2(ξ) + ϕ(ξ) + x · ξ)+C2e

−tG1(ξ) sin (tG2(ξ)− ϕ(ξ) − x · ξ), (13)

где ϕ(ξ) определяется по формуле (5), G1(ξ) и G2(ξ) определяются равенствами (3), удовле-
творяет уравнению (1) в классическом смысле при любых значениях параметров C1,2 ∈ R

1

и ξ ∈ R
n.

3. Классы уравнений, удовлетворяющих условию теоремы. Очевидно, что при ξj =
= 0, j = 1, n, и b > 0 условие (6) теоремы и следствия выполняется.

При выполнении неравенства |h ·ξ| < π/2 условие теоремы также выполняется всегда, так
как косинус такого аргумента положителен.

Рассмотрим случай |h · ξ| � π/2. Имеем

|h · ξ| = |h||ξ|| cos (ĥ, ξ)| � π

2
,

т.е.
|ξ| � π

2|h|| cos (ĥ, ξ)|
� π

2|h| .
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Таким образом, неравенство (6) будет выполнено, если коэффициенты и сдвиги уравнения
подчиняются соотношению

π

2|h| >
√

b

a2
, (14)

так как в этом случае |ξ|2 > b/a2 или a2|ξ|2 > b � b| cos (h · ξ)| для любого значения аргумента
косинуса.

Замечание. Условие (14) является достаточным, гарантирующим существование класси-
ческих решений уравнения (1), определяемых по формуле (13).
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ОБРАТНЫЕ АТТРАКТОРЫ МОДЕЛИ БИНГАМА
c© 2023 г. В. Г. Звягин, А. С. Устюжанинова

На основе теории траекторных обратных аттракторов исследуется качественное поведение
слабых решений для модели Бингама с периодическими условиями по пространственным
переменным. Для рассматриваемой модели вводится семейство траекторных пространств
и доказывается существование обратных аттракторов.

DOI: 10.31857/S0374064123030081, EDN: QVGQQY

Введение. Теория траекторных аттракторов была создана М.И. Вишиком и В.В. Чепыжо-
вым [1] и независимо от них Дж. Селлом [2]. В этой теории порождаемая уравнением динами-
ка описывается в терминах траекторий – функций времени, представляющих собой сценарии
развития системы. При этом не требуется, чтобы сценарии, разделяющие общее начальное
значение, совпадали. Позже В.Г. Звягиным и Д.А. Воротниковым [3] было предложено обоб-
щение этой теории, а именно удалось избавиться от требования инвариантности пространства
траекторий, что позволило получить новые результаты о существовании аттракторов для раз-
личных моделей неньютоновской гидродинамики [3–6].

В работе [7] идеи траекторных аттракторов из монографии [3] были перенесены на тео-
рию обратных аттракторов. Предложенный подход был применён для трёхмерной системы
Навье–Стокса. В дальнейшем эта теория была применена для доказательства существования
обратных аттракторов различных моделей гидродинамики [8, 9].

В данной статье доказывается существование обратных аттракторов модели Бингама.
1. Обратные аттракторы пространств траекторий. Приведём необходимые определе-

ния и факты из работы [7]. Пусть E и E0 – банаховы пространства, E ⊂ E0 и E рефлексивно.
Рассмотрим класс функций T = C(R+;E0)

⋂
L∞,loc(R+;E). Отметим, что имеет место вклю-

чение T ⊂ Cw(R+, E) (см. [10, лемма 8.1]). Поэтому для любой u ∈ T имеем, что для всех
t � 0 функция u(t) ∈ E.

Каждому τ ∈ R поставим в соответствие непустое множество H+
τ ⊂ T . Множества H+

τ
называются пространствами траекторий, а их элементы – траекториями. Семейство H+ =
= {H+

τ }τ∈R будем называть семейством пространств траекторий.
Зададим класс семейств множеств D над E, причём будем считать, что для каждого

семейства D = {Dt} ∈ D имеем Dt �= ∅ при любом t ∈ R. Для каждого D = {Dτ} ∈ D

рассмотрим семейство H+(D) = {H+
τ (D)}, где {H+

τ (D)} = {v ∈ H+
τ : v(0) ∈ Dτ}.

Обозначим через T (h) оператор сдвига (T (h)g)(s) = g(s + h), где h � 0, g ∈ T , а для
семейства P = {Pτ}, Pτ ⊂ T , и для h ∈ R обозначим (T (h)P )τ = T (h)Pτ−h, τ ∈ R.

Определение 1. Семейство P = {Pθ}, состоящее из непустых множеств T , называется
траекторным обратным аттрактором для H+, если:

(i) P является T -компактным, т.е. Pθ компактно в C(R+;E0) при каждом θ ∈ R, и
для каждого θ ∈ R существует непрерывная функция ϕ̃θ : R+ → R такая, что для каждой
траектории v ∈ Pθ при всех t ∈ R выполняется неравенство ‖v(t)‖L∞(t,t+1;E) � ϕ̃θ(t);

(ii) T (h)P = P для всех h � 0;
(iii) P является обратно притягивающим, т.е. для любого семейства D ∈ D и для любого

θ ∈ R при τ → −∞ выполняется соотношение

sup
v∈H+

τ (D)

inf
u∈Pθ

‖T (θ − τ)v − u‖C(R+;E0) → 0.

Траекторный обратный аттрактор U = {Uθ}, Uθ ⊂ T , для H+ называется минимальным,
если он содержится в любом траекторном обратном аттракторе P = {Pθ}.
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Определение 2. Семейство A = {Aθ ⊂ E} называется минимальным обратным ат-
трактором для H+, если:

(i) Aθ компактно в E0 и ограничено в E при всех θ ∈ R;
(ii) для всех D ∈ D и θ ∈ R выполняется условие обратного притягивания, т.е. при

τ → −∞ выполняется соотношение

sup
v∈H+

τ (D)

inf
a∈Aθ

‖v(θ − τ)− a‖E0 → 0;

(iii) A содержится в любом A′ = {A′
θ}, A′

θ ⊂ E, удовлетворяющем условиям (i) и (ii).
Определение 3. Семейство P = {Pθ}, Pθ ⊂ T , называется обратно поглощающим

для H+, если для любого семейства D ∈ D и любого θ ∈ R существует число τD(θ) � θ
такое, что для всех τ � τD(θ) имеет место включение T (θ − τ)H+

τ (D) ⊂ Pθ, и функция
τD : R → R не убывает.

Приведём теоремы из [7], необходимые для доказательства основного результата.
Теорема 1. Пусть для H+ существует T – относительно компактное обратно погло-

щающее семейство P, и пусть P – замыкание P в топологии C(R+;E0). Тогда существует
минимальный траекторный обратный аттрактор U ⊂ P.

Теорема 2.Пусть U={Uθ} – минимальный траекторный обратный аттрактор для H+.
Тогда семейство A = {Aθ}, где Aθ = {u(0) : u ∈ Uθ} ⊂ E, является минимальным обрат-
ным аттрактором для H+.

2. Модель Бингама движения жидкости. Движение несжимаемой среды с единичной
плотностью описывается системой уравнений:

∂v

∂t
+

3∑

i=1

vi
∂v

∂xi
−Div σ +∇p = f, div v = 0, (x, t) ∈ Ω× (τ ; +∞). (1)

Здесь Ω =
∏3

i=1(0, li) ⊂ R
3, v(x, t) – вектор скорости, p(x, t) – давление в жидкости, f(x, t) –

плотность внешних сил. Через Div σ обозначатся вектор, координаты которого являются ди-
вергенциями столбцов девиатора тензора напряжений σ.

Система уравнений, описывающая движение среды Бингама, получается добавлением к
(1) реологического соотношения

σ = 2μE(v)+τ∗E(v)/|E(v)| для |E(v)| �= 0, |σ| � τ∗ для |E(v)| = 0, (x, t) ∈ Ω×(τ ; +∞), (2)

где μ > 0 – вязкость жидкости, τ∗ > 0 – константа, описывающая порог текучести жидкости,
а E(v) = 1/2(∇v + (∇v)т) – тензор скоростей деформаций.

Для системы (1), (2) рассмотрим периодическую по пространственным переменным задачу
с начальным условием

v|t=τ (x) = a(x), x ∈ Ω. (3)

Глобальное существование слабых решений задачи (1)–(3) было доказано В.В. Шелухи-
ным [11]. Существование аттракторов модели Бингама в двумерном случае на основе теории
динамических систем было доказано Г.А. Серегиным [12]. В статье [4] было установлено суще-
ствование минимального траекторного и глобального аттракторов в двумерном и трёхмерном
случаях. В работе [13] было доказано, что аттракторы аппроксимации сходятся к аттракторам
модели Бингама в смысле полуотклонения в соответствующих метрических пространствах.

Вместе с задачей (1)–(3) рассмотрим вспомогательную задачу на полуоси R+ = [0;+∞) :

∂v

∂t
+

3∑

i=1

vi
∂v

∂xi
−Div σ +∇p = F, div v = 0, (x, t) ∈ Ω× (0;+∞); (4)

σ = 2μE(v)+τ∗E(v)/|E(v)| для |E(v)| �= 0, |σ| � τ∗ для |E(v)| = 0, (x, t) ∈ Ω×(0;+∞), (5)

v|t=0(x) = a(x), x ∈ Ω. (6)
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В системе (4) значение F заранее не уточняется. Если F (x, t) = f(x, t + τ), то задача
(4)–(6) получается из задачи (1)–(3) линейной заменой переменного t, переводящей τ в 0.

Пусть C∞
per(Ω)

3 – пространство периодических функций со значениями в R
3 и периодами

li, i = 1, 2, 3. Через V 1, V 2, V 0 обозначим пополнение Φ = {φ ∈ C∞
per(Ω)

3 :
∫
Ω φdx =

= 0, divφ = 0} по нормам W 1
2 (Ω)

3, W 2
2 (Ω)

3, L2(Ω)
3 соответственно. Подробное определение

пространств, а также их свойства можно найти в [14, гл. 2]. Обозначим QT = Ω× [0, T ].
Введём пространство

W [0, T ] = {u : u ∈ L2(0, T ;V
1)
⋂

L∞(0, T ;V 0), u′ ∈ L2(0, T ;V
−2)}.

Определение 4. Пусть a ∈ V 0, F ∈ L2(0, T ;V
0). Слабым решением задачи (4)–(6) на

отрезке [0, T ] назовём пару функций (v, σ), где v ∈ W [0, T ], σ ∈ L2(QT )
9, таких, что для

всех ϕ ∈ V 2 и для почти всех t ∈ (0, T ) выполнены тождество

〈v′, ϕ〉 −
3∑

i,j=1

∫

Ω

vivj
∂ϕi

∂xj
dx+

∫

Ω

σ : E(ϕ) dx =

∫

Ω

Fϕdx,

реологическое соотношение (5) и начальное условие v(0) = a.
Определение 5. Пусть F ∈ L2,loc(R+;V

0). Слабым решением задачи (4)–(6) на полу-
оси R+ будем называть функцию v ∈ L2,loc(R+;V

1)
⋂

L∞, loc(R+;V
0) с производной v′ ∈

∈ L2,loc(R+;V
−2), если для любого T > 0 существует σ ∈ L2(QT )

9 такое, что пара (v|[0,T ], σ)
является слабым решением задачи (4)–(6) на отрезке [0, T ].

3. Существование траекторий. Определим α = μ/2K2
0 , где K0 – константа из нера-

венства Пуанкаре: ‖u‖V 0 � K0‖u‖V 1 , μ > 0 – вязкость жидкости из реологического соотно-
шения (2).

Теорема 3. Задача (4)–(6) имеет слабое решение на полуоси R+, удовлетворяющее при
всех t � 0 неравенствам

‖v‖L∞(t,t+1;V 0) + ‖v‖L2(t,t+1;V 1) �

� C2

(
1 + e−2αt

(
‖a‖2V 0 + C1

t+1∫

0

e2αs‖F (s)‖2V 0 ds

)
+ C1‖F‖2L2(t,t+1;V 0)

)
,

‖v′‖L2(t,t+1;V −2) � C3

(
1 + e−2αt

(
‖a‖2V 0 + C1

t+1∫

0

e2αs‖F (s)‖2V 0 ds

)
+ ‖F‖2L2(t,t+1;V 0)

)2
. (7)

Для доказательства теоремы используется аппроксимационно-топологический подход к ис-
следованию задач гидродинамики. Аналогичное доказательство может быть найдено в [13, 15].

Перейдём к исследованию обратных аттракторов. Будем предполагать, что в (1) функция
f ∈ L2,loc(R;V

0) и для всех t ∈ R удовлетворяет условию
t∫

−∞

e2αξ‖f(ξ)‖2V 0 dξ < ∞.

В качестве банаховых пространств для класса T возьмём E = V 0 и E0 = V −1. Пусть
τ ∈ R. В качестве пространства траекторий H+

τ задачи (1)–(3) рассматривается множество
слабых решений v задачи (4)–(6) с F = T (τ)f (где T (τ) – оператор сдвига) и некоторым
начальным условием (своим для каждого v), удовлетворяющих при всех t ∈ R+ оценке

‖v‖L∞(t,t+1;V 0) + ‖v‖L2(t,t+1;V 1) �

� C2

(
1 + e−2αt

(
‖v(0)‖2V 0 + C1

t+1∫

−∞

e2αs‖f(s+ τ)‖2V 0 ds

)
+ C1‖f‖2L2(t+τ,t+τ+1;V 0)

)
. (8)

Эти пространства траекторий образуют семейство пространств траекторий H+ = {H+
τ }.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 3 2023



ОБРАТНЫЕ АТТРАКТОРЫ МОДЕЛИ БИНГАМА 377

Теорема 4. Для каждого a ∈ V 0 существует траектория v ∈ H+
τ , τ ∈ R, удовлетво-

ряющая начальному условию v(0) = a.
Для доказательства достаточно в условиях теоремы 3 положить F = T (τ)f.
Замечание. Для пространств траекторий H+

τ имеет место включение H+
τ ⊂ T .

Доказательство. Из неравенства (8) в силу произвольности выбора t ∈ R+ получаем, что
v ∈ L2,loc(R+;V

1)
⋂

L∞,loc(R+;V
0). Кроме того, по теореме 3 функция v′ ∈ L2(t, t+ 1;V −2).

В силу произвольности выбора t ∈ R+ получаем, что v′ ∈ L2,loc(R+;V
−2). Так как V 0

компактно вложено в пространство V −1, то по теореме Обена–Симона [16] функция v ∈
∈ C(R+;V

−1) и H+
τ ⊂ T . Замечание доказано.

Опишем класс притягивающих семейств множеств. Пусть R – множество функций r : R →
→ R+ таких, что функция τ �−→ e2ατ r2(τ) возрастает и lim

τ→−∞
e2ατ r2(τ) = 0. Класс D состоит

из семейств D = {Dτ} (Dτ ⊂ V 0), для которых существуют функции rD ∈ R такие, что
‖w‖V 0 � rD(τ) для всех τ ∈ R и w ∈ Dτ .

Теорема 5. Семейство пространств траекторий H+ имеет минимальный траектор-
ный обратный аттрактор U и минимальный обратный аттрактор A = U(0).

Доказательство. Построим семейство P = {Pθ}, Pθ ⊂ T , θ ∈ R, которое T -относитель-
но компактно и обратно поглощающее. Утверждение теоремы будет следовать из теорем 1, 2.
Пусть множество Pθ состоит из функций v ∈ T , удовлетворяющих неравенствам (t ∈ R+)

‖v‖L∞(t,t+1;V 0) + ‖v‖L2(t,t+1;V 1) �

� C2

(
1 + e−2αt

(
1 + C1

t+1∫

−∞

e2αs‖f(s+ θ)‖2V 0 ds

)
+ C1‖f‖2L2(t+θ,t+θ+1;V 0)

)
, (9)

‖v′‖L2(t,t+1;V −2) � C3

(
1 + e−2αt

(
1 + C1

t+1∫

−∞

e2αs‖f(s+ θ)‖2V 0 ds

)
+ ‖f‖2L2(t+θ,t+θ+1;V 0)

)2
. (10)

Зафиксируем θ ∈ R. Из неравенств (9) и (10) следует, что для любого t � 0 множество Pθ

ограничено в L∞(t, t+ 1;V 0) и в L2(t, t+ 1;V 1), а множество P ′
θ = {v′ : v ∈ Pθ} ограничено

в L2(t, t + 1;V −2). По теореме Обена–Симона [16] для тройки пространств V 0 ⊂ V −1 ⊂ V −2

множество Pθ относительно компактно в C([t, t + 1], V −1). В силу произвольности выбора
t ∈ R+ множество Pθ относительно компактно в C(R+;V

−1).
Требуемое для T -относительной компактности неравенство выполняется с функцией

(ϕ̃θ(t))
2 = C2

(
1 + e−2αt

(
1 + C1

t+1∫

−∞

e2αs‖f(s+ θ)‖2V 0 ds

)
+ C1‖f‖2L2(t+θ,t+θ+1;V 0)

)
.

Таким образом, семейство P является T -относительно компактным.
Покажем, что P является обратно поглощающим. Пусть D = {Dτ} ∈ D. Возьмём число

θ ∈ R и покажем, что существует такое τD(θ) � θ, что при τ � τD(θ) выполняется включение

T (θ − τ)H+
τ (D) ⊂ Pθ (11)

и функция τD возрастает. По определению класса D для семейства D существует функция
rD : R → R+ такая, что для w ∈ Dτ имеет место оценка ‖w‖V 0 � rD(τ), и функция χ(τ) =
= e2ατ r2D(τ) возрастает и стремится к нулю при τ → −∞. В силу монотонности χ имеет
возрастающую обратную функцию χ−1. Рассмотрим неравенство χ(τ) � e2αθ. В силу свойств
χ это неравенство выполняется либо на всей оси, либо на луче (−∞, χ−1(e2αθ)]. В первом
случае положим τD(θ) = θ, во втором – τD(θ) = min{χ−1(e2αθ), θ}, т.е. τD всегда возрастает,
удовлетворяет неравенству τD � θ, а при τ � τD(θ) выполняется условие e−2α(θ−τ)r2D(τ) � 1.
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Докажем включение (11) для τ � τD(θ). Возьмём функцию v ∈ H+
τ такую, что v(0) ∈ Dτ ,

и покажем, что T (θ − τ)v ∈ Pθ. Достаточно показать, что u = T (θ − τ)v удовлетворяет (9)
и (10).

По определению H+
τ функция v является решением задачи (4)–(6) с правой частью F =

= T (τ)f и удовлетворяет (8). Тогда u = T (θ−τ)v является решением (4)–(6) с правой частью
F = T (θ − τ)T (τ)f = T (θ)f и удовлетворяет неравенству

‖u‖L∞(t,t+1;V 0) + ‖u‖L2(t,t+1;V 1) = ‖T (θ − τ)v‖L∞(t,t+1;V 0) + ‖T (θ − τ)v‖L2(t,t+1;V 1) =

= ‖v‖L∞(t+θ−τ,t+θ−τ+1;V 0) + ‖v‖L2(t+θ−τ,t+θ−τ+1;V 1) �

�C2

(
1+C1‖T (τ)f‖2L2(t+θ−τ,t+θ−τ+1;V 0)+e−2α(t+θ−τ)

(
‖v(0)‖2V 0 +C1

t+θ−τ+1∫

−∞

e2αs‖T (τ)f(s)‖2V 0 ds

))
�

�C2

(
1 +C1‖f‖2L2(t+θ,t+θ+1;V 0) + e−2αt

(
e−2(θ−τ)(rD(τ))2 +C1

t+θ−τ+1∫

−∞

e2α(s−θ+τ)‖f(s+ τ)‖2V 0 ds

))
�

� C2

(
1 + C1‖f‖2L2(t+θ,t+θ+1;V 0) + e−2αt

(
1 + C1

t+1∫

−∞

e2αs‖f(s+ θ)‖2V 0 ds

))
.

Оценка (9) для u = T (θ−τ)v доказана. Докажем (10) для u′ = T (θ−τ)v′. Так как v – сла-
бое решение (4)–(6) с F = T (τ)f, то по теореме 3 при всех t � 0 выполняется неравенство (7).
Тогда справедлива оценка

‖u′‖L2(t,t+1;V −2) = ‖T (θ − τ)v′‖L2(t,t+1;V −2) = ‖v′‖L2(t+θ−τ,t+1+θ−τ ;V −2) �

�C3

(
1+e−2α(t+θ−τ)

(
‖v(0)‖2V 0 +C1

t+θ−τ+1∫

0

e2αs‖T (τ)f(s)‖2V 0 ds

)
+‖T (τ)f‖2L2(t+θ−τ,t+θ−τ+1;V 0)

)2
�

� C3

(
1+ e−2αt

(
e−2(θ−τ)(rD(τ))2 +C1

t+θ−τ+1∫

−∞

e2α(s−θ+τ)‖f(s+ τ)‖2V 0 ds

)
+ ‖f‖2L2(t+θ,t+θ+1;V 0)

)2
�

� C3

(
1 + e−2αt

(
1 + C1

t+1∫

−∞

e2αs‖f(s+ θ)‖2V 0 ds

)
+ ‖f‖2L2(t+θ,t+θ+1;V 0)

)2
.

Поэтому имеет место включение (11). Следовательно, P является T -относительно компакт-
ным и обратно поглощающим, а значит, по теореме 1 существует минимальный траекторный
обратный аттрактор, а по теореме 2 – минимальный обратный аттрактор для H+.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 22-11-
00103).
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Исследована система нелинейных интегральных уравнений типа Гаммерштейна–Стилтье-
са, предъядра которых представляют собой непрерывные функции распределений. До-
казана конструктивная теорема существования нетривиального неотрицательного и огра-
ниченного решения системы. Изучена интегральная асимптотика построенного решения.
Приведены примеры систем, для которых выполняются все условия доказанной теоремы.

DOI: 10.31857/S0374064123030093, EDN: QVJFJH

Введение. Рассмотрим систему нелинейных интегральных уравнений на положительной
полуоси x ∈ R

+ := [0,+∞)

fi(x) =

∞∫

0

Ki(x, y)Gi(f1(r(x, y)), . . . , fn(r(x, y))) dμi(y), i = 1, n, (1)

относительно искомой измеримой вектор-функции f(x) = (f1(x), . . . , fn(x))
т ( т – знак транс-

понирования). В системе (1) меры {μi(y)}ni=1 – непрерывные на множестве R
+ неотрицатель-

ные функции со свойствами

μi(0) = 0, μi(+∞) = 1, μi(y) ↑ по y на R
+, i = 1, n. (2)

Ядра {Ki(x, y)}ni=1 – измеримые функции на множестве R
2
+ := R

+ × R
+, удовлетворяющие

условиям: существуют непрерывные на R
+ функции {λi(x)}ni=1 со свойствами

0 � λi(x) � 1, λi(x) �≡ 0, λi(x) �≡ 1, x ∈ R
+, λi(x) ↑ 1, x → +∞, i = 1, n, (3)

(1− λi(x))x
m ∈ L1(R

+), i = 1, n, m = 0, 1, (4)

такие, что
λi(x) � Ki(x, y) � 1, Ki(x, y) �≡ 1, (x, y) ∈ R

2
+, i = 1, n. (5)

Функция r(x, y), фигурирующая в (1), непрерывна по совокупности своих аргументов на мно-
жестве R

2
+, принимает неотрицательные значения и удовлетворяет следующим условиям:

I) при каждом фиксированном x ∈ R
+ функция r(x, y) ↑ по y на R

+ и при каждом
фиксированном y ∈ R

+ данная функция ↑ по x на R
+;

II) r(x, 0) � x, x ∈ R
+, и существует число δ > 0 такое, что r(x, δ) � x+ δ, x ∈ R

+.
Нелинейности {Gi(u1, . . . , un)}ni=1 определены на множестве R

n
+ := R

+ × · · · × R
+

︸ ︷︷ ︸
n

, прини-

мают вещественные значения и удовлетворяют определённым ограничениям (см. п. 1 ниже).
Системы вида (1) имеют приложения во многих разделах математического естествознания,

например, в теории марковских процессов, в теории переноса излучения в неоднородных сре-
дах и в кинетической теории газов (в рамках модифицированной модели Бхатнагара–Гросса–
Крука) (см., например, [1–5]).

Изучение вопроса существования нетривиальных решений системы (1) играет существен-
ную роль в исследованиях скалярных и векторных нелинейных псевдодифференциальных
уравнений в динамической теории p-адических открыто-замкнутых струн, а также в вопросах
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существования и единственности решения нелинейных многомерных интегральных уравнений
в математической теории географического распространения пандемии (см. [6–9]).

В случае когда r(x, y) = y или r(x, y) = x + y, μi(y) = y, i = 1, n, а ядра {Ki(x, y)}ni=1
зависят от разности своих аргументов, системы вида (1) при различных ограничениях на
{Gi(u1, . . . , un)}ni=1 исследованы в работах [10–12].

Следует отметить, что соответствующий скалярный аналог системы (1) (n = 1) достаточно
подробно исследован в статьях [13–16] для случая r(x, y) = y или r(x, y) = x + y, μ(y) =
= y, а для K(x, y) минорантой в смысле М.А. Красносельского служит консервативное ядро
Винера–Хопфа.

В настоящей работе при некоторых естественных ограничениях на {Gi(u1, . . . , un)}ni=1 (см.
п. 1) удаётся доказать конструктивную теорему существования неотрицательного и ограни-
ченного решения. Исследуется также интегральная асимптотика построенного решения на
бесконечности. Для иллюстрации полученных результатов приводятся конкретные примеры
функций {Ki(x, y)}ni=1, {μi(y)}ni=1 и {Gi(u1, . . . , un)}ni=1.

1. Обозначения и формулировка основного результата. Пусть R
n×n – алгебра веще-

ственных n× n матриц с единицей I. Обозначим через K ⊂ R
n×n конус матриц с неотрица-

тельными компонентами. Данный конус вводит частичный порядок � в R
n×n. Будем писать,

что A � 0, если A � 0, и A > 0, если все компоненты матрицы A положительны. Класс
Kp ⊂ K примитивных матриц состоит из матриц A, для которых существует натуральное
число p такое, что Ap > 0.

Пусть r(A) – спектральный радиус матрицы A ∈ R
n×n (модуль наибольшего по моду-

лю собственного значения A). Согласно теореме Перрона (см. [17, с. 260]) если A ∈ Kp, то
r(A) является её наибольшим по модулю простым собственным значением, причём существует
вектор η = (η1, . . . , ηn)

т с положительными координатами ηi, i = 1, n, такой, что

Aη = r(A)η.

Для нелинейностей {Gi(u1, . . . , un)}ni=1 предположим выполнение следующих условий:
a) {Gi(u1, . . . , un)}ni=1 – непрерывные на R

n
+ функции, которые принимают вещественные

значения и монотонно возрастают по каждому аргументу uj, j = 1, n, на множестве R
+;

b) существует примитивная и симметричная матрица A со спектральным радиусом r(A) =
= 1 такая, что

Gi(u1, . . . , un) �
n∑

j=1

aijuj, i = 1, n, (u1, . . . , un) ∈ [0, η1]× . . .× [0, ηn],

где {aij}ni,j=1 – элементы матрицы A ∈ Kp, а η = (η1, . . . , ηn)
т, ηi > 0, i = 1, n, – неподвиж-

ный вектор A (существование такого вектора следует из теоремы Перрона).
Основным результатом настоящей работы является следующая
Теорема. Если нелинейности {Gi(u1, . . . , un)}ni=1 удовлетворяют неравенствам

Gi(η1, . . . , ηn) � ηi, i = 1, n, (6)

и выполняются условия (2)–(5), I), II), a), b), то система нелинейных интегральных уравне-
ний (1) имеет неотрицательное нетривиальное и ограниченное на R

+ решение. Более того,
ηi − fi ∈ L1(R

+), i = 1, n.

Замечание 1. Сформулированная теорема обобщает и дополняет соответствующий ре-
зультат из работы [16].

Замечание 2. К сожалению, вопрос единственности построенного решения до сих пор
остаётся открытым.
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2. Доказательство теоремы.
Шаг 1. Сначала рассмотрим вспомогательную линейную систему интегральных уравнений

на полуоси

Fi(x) = (1− λi(x))ηi +

n∑

j=1

aij

∞∫

0

Fj(r(x, y)) dμi(y), x ∈ R
+, i = 1, n, (7)

относительно искомой непрерывной вектор-функции F (x) = (F1(x), . . . , Fn(x))
т.

Рассмотрим следующие простые итерации для системы (7):

F
(p+1)
i (x) = (1− λi(x))ηi +

n∑

j=1

aij

∞∫

0

F
(p)
j (r(x, y)) dμi(y),

F
(0)
i (x) = (1− λi(x))ηi, p ∈ N

⋃
{0}, x ∈ R

+, i = 1, n. (8)

Ввиду непрерывности функций {λi(x)}ni=1, r(x, y) и {μi(y)}ni=1 на соответствующих множе-
ствах, индукцией по p несложно доказать, что

F
(p)
i ∈ C(R+), p ∈ N

⋃
{0}, i = 1, n. (9)

С учётом условий (2), (3), I) и II) легко можно проверить также, что

F
(p)
i (x) ↑ по p, x ∈ R

+, i = 1, n. (10)

Докажем теперь, что

F
(p)
i (x) ↓ по x на R

+, p = N
⋃

{0}, i = 1, n. (11)

При p = 0 утверждение (11) сразу следует из условий (3). Предположим, что F
(p)
i (x) ↓ по x

на R
+, i = 1, n, при некотором натуральном p. Тогда для любых (x1, y) ∈ R

2
+, (x2, y) ∈ R

2
+,

x1 > x2, в силу условия I) имеет место неравенство

F
(p)
i (r(x1, y)) � F

(p)
i (r(x2, y)), i = 1, n.

С учётом (2) и (3) из (8) будем иметь соотношения

F
(p+1)
i (x1) = (1− λi(x1))ηi +

n∑

j=1

aij

∞∫

0

F
(p)
j (r(x1, y)) dμi(y) �

� (1− λi(x2))ηi +

n∑

j=1

aij

∞∫

0

F
(p)
j (r(x2, y)) dμi(y) = F

(p+1)
i (x2), i = 1, n.

Таким образом, свойство (11) доказано.
Теперь, используя (11), убедимся, что

F
(p)
i ∈ L1(R

+), p = N
⋃

{0}, i = 1, n.

Действительно, при p = 0 данное включение сразу следует из условия (4). Предположим, что
F

(p)
i ∈ L1(R

+), i = 1, n, при некотором p ∈ N. Тогда, учитывая (2), I), II), (10) и (11), из
(8) получаем неравенства

0 � F
(p+1)
i (x) � (1− λi(x))ηi +

n∑

j=1

aij

∞∫

0

F
(p)
j (r(x, 0)) dμi(y) �
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� (1− λi(x))ηi +

n∑

j=1

aijF
(p)
j (x) ∈ L1(R

+),

а значит, F
(p+1)
i ∈ L1(R

+), i = 1, n.
Шаг 2. Докажем, что существует постоянная C > 0 такая, что имеет место оценка

∞∫

0

F
(p)
i (x) dx � C, p ∈ N

⋃
{0}, i = 1, n.

Пусть a � 0 – произвольное число. Умножим обе части (8) на ηi, i = 1, n. Далее проинтегри-
руем обе части полученного равенства по x на множестве [a,+∞), после чего просуммируем
это соотношение по всем i = 1, n. Тогда с учётом (2), (4), I) и II) из (8) будем иметь

n∑

i=1

ηi

∞∫

a

F
(p+1)
i (x) dx =

n∑

i=1

η2i

∞∫

a

(1− λi(x)) dx+

n∑

i=1

ηi

n∑

j=1

aij

∞∫

a

∞∫

0

F
(p)
j (r(x, y)) dμi(y) dx =

=
n∑

i=1

η2i

∞∫

a

(1− λi(x)) dx +
n∑

j=1

n∑

i=1

ajiηi

∞∫

0

∞∫

a

F
(p)
j (r(x, y)) dx dμi(y) =

n∑

i=1

η2i

∞∫

a

(1− λi(x)) dx +

+

n∑

j=1

n∑

i=1

ajiηi

δ∫

0

∞∫

a

F
(p)
j (r(x, y)) dx dμi(y) +

n∑

j=1

n∑

i=1

ajiηi

∞∫

δ

∞∫

a

F
(p)
j (r(x, y)) dx dμi(y) �

�
n∑

i=1

η2i

∞∫

a

(1− λi(x)) dx +

n∑

j=1

n∑

i=1

ajiηiμi(δ)

∞∫

a

F
(p+1)
j (r(x, 0)) dx +

+

n∑

j=1

n∑

i=1

ajiηi(1− μi(δ))

∞∫

a

F
(p+1)
i (r(x, δ)) dx �

n∑

i=1

η2i

∞∫

a

(1− λi(x)) dx+

+
n∑

j=1

n∑

i=1

ajiηiμi(δ)

∞∫

a

F
(p+1)
i (x) dx+

n∑

j=1

n∑

i=1

ajiηi(1− μi(δ))

∞∫

a+δ

F
(p+1)
j (x) dx =

=

n∑

i=1

η2i

∞∫

a

(1− λi(x)) dx +

n∑

j=1

n∑

i=1

aijηiμi(δ)

a+δ∫

a

F
(p+1)
j (x) dx+

n∑

j=1

ηj

∞∫

a+δ

F
(p+1)
j (x) dx,

откуда следует неравенство

n∑

j=1

ηj

a+δ∫

a

F
(p+1)
j (x) dx �

n∑

i=1

η2i

∞∫

a

(1− λi(x)) dx+

n∑

j=1

n∑

i=1

ajiηiμi(δ)

a+δ∫

a

F
(p+1)
j (x) dx

или
n∑

j=1

n∑

i=1

ajiηi(1− μi(δ))

a+δ∫

a

F
(p+1)
j (x) dx �

n∑

i=1

η2i

∞∫

a

(1− λi(x)) dx. (12)

Так как (1− μi(δ)) > 0 для всех i = 1, n, то из (12) в силу теоремы Перрона имеем

0 �
n∑

j=1

ηj

a+δ∫

a

F
(p+1)
j (x) dx � 1

min
1�i�n

(1− μi(δ))

n∑

i=1

η2i

∞∫

a

(1− λi(x)) dx. (13)
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С учётом (11) и (9) из (13) получим оценку

0 �
n∑

j=1

ηjF
(p+1)
j (a+ δ) � 1

δ min
1�i�n

(1− μi(δ))

n∑

i=1

η2i

∞∫

a

(1− λi(x)) dx. (14)

Используя теорему Фубини (см. [18, с. 317]), в силу (4) из (14) получаем

0 �
n∑

j=1

ηj

∞∫

0

F
(p+1)
j (a+ δ) da � 1

δ min
1�i�n

(1− μi(δ))

n∑

i=1

η2i

∞∫

0

x(1− λi(x)) dx := γ, (15)

откуда следует, что

∞∫

δ

F
(p+1)
j (x) dx � 1

δ min
1�i�n

(ηi) min
1�i�n

(1− μi(δ))

n∑

i=1

η2i

∞∫

0

x(1− λi(x)) dx := C1, (16)

где j = 1, n, p ∈ N
⋃

{0}. Проинтегрируем теперь обе части (8) по x в пределах от 0 до δ,
затем умножим на ηi и просуммируем полученное равенство по всем i = 1, n. В результате,
если учесть I), (10) и (15), получим

n∑

i=1

ηi

δ∫

0

F
(p+1)
i (x) dx �

n∑

i=1

η2i

∞∫

0

(1− λi(x)) dx +

n∑

i=1

ηi

n∑

j=1

aij

δ∫

0

∞∫

0

F
(p+1)
j (r(x, y)) dμi(y) dx =

=

n∑

i=1

η2i

∞∫

0

(1− λi(x)) dx +

n∑

j=1

n∑

i=1

ajiηi

∞∫

0

δ∫

0

F
(p+1)
j (r(x, y)) dx dμi(y) �

�
n∑

i=1

η2i

∞∫

0

(1− λi(x)) dx +

n∑

j=1

n∑

i=1

ajiηi

δ∫

0

δ∫

0

F
(p+1)
j (r(x, 0)) dx dμi(y) +

+
n∑

j=1

n∑

i=1

ajiηi

∞∫

δ

δ∫

0

F
(p+1)
j (r(x, δ)) dx dμi(y) �

n∑

i=1

η2i

∞∫

0

(1− λi(x)) dx +

+

n∑

j=1

n∑

i=1

ajiηi

δ∫

0

δ∫

0

F
(p+1)
j (x) dx dμi(y) +

n∑

j=1

n∑

i=1

ajiηi

∞∫

δ

δ∫

0

F
(p+1)
j (x+ δ) dx dμi(y) �

�
n∑

i=1

η2i

∞∫

0

(1− λi(x)) dx+
n∑

j=1

n∑

i=1

ajiηiμi(δ)

δ∫

0

F
(p+1)
j (x) dx+

n∑

j=1

n∑

i=1

aijηi

∞∫

δ

∞∫

δ

F
(p+1)
j (x) dx dμi(y) �

�
n∑

i=1

η2i

∞∫

0

(1− λi(x)) dx + max
1�i�n

(μi(δ))

n∑

j=1

ηj

δ∫

0

F
(p+1)
j (x) dx+ γ,

отсюда, ввиду того, что max
1�i�n

(μi(δ)) < 1, следует оценка

δ∫

0

F
(p+1)
j (x) dx � 1

min
1�i�n

(ηi)(1 − max
1�i�n

μi(δ))

n∑

i=1

η2i

∞∫

0

(1− λi(x)) dx+ γ := C2. (17)
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Учитывая (16) и (17), а также определение нулевого приближения в итерациях (8), получаем

∞∫

0

F
(p)
j (x) dx � max

{
max
1�i�n

(
ηi

∞∫

0

(1− λi(x)) dx

)
, C1 + C2

}
:= C, j = 1, n, p∈N

⋃
{0}. (18)

Таким образом, в силу (9)–(11), (18) и теоремы Б. Леви (см. [18, с. 303]) заключаем, что по-
следовательность монотонных непрерывных вектор-функций F (p)(x) :=(F

(p)
1 (x), . . . , F

(p)
n (x))т,

p ∈ N
⋃

{0}, почти всюду на R
+ имеет предел при p → ∞ :

lim
p→∞

F (p)(x) =: F (x) = (F1(x), . . . , Fn(x))
т,

причём предельная вектор-функция удовлетворяет системе (7). Из (10) и (18) следует, что

ηi(1− λi(x)) � Fi(x),

∞∫

0

Fi(x) dx � C, i = 1, n, x ∈ R
+, (19)

где число C определяется по формуле (18).
Шаг 3. Рассмотрим теперь вторую вспомогательную систему линейных интегральных урав-

нений

ϕi(x) = ηi(1− λi(x)) + λi(x)

n∑

j=1

aij

∞∫

0

ϕj(r(x, y)) dμi(y), x ∈ R
+, i = 1, n, (20)

относительно неизвестной вектор-функций ϕ(x) = (ϕ1(x), . . . , ϕn(x))
т.

Введя следующие последовательные приближения для системы (20):

ϕ
(p+1)
i (x) = ηi(1− λi(x)) + λi(x)

n∑

j=1

aij

∞∫

0

ϕ
(p)
j (r(x, y)) dμi(y),

ϕ
(0)
i (x) = ηi(1− λi(x)), p ∈ N

⋃
{0}, i = 1, n, x ∈ R

+,

индукцией несложно убедиться в достоверности приведённых ниже утверждений:

ϕ
(p)
i ∈ C(R+), p ∈ N

⋃
{0}, i = 1, n, (21)

ϕ
(p)
i (x) ↑ по p, p ∈ N

⋃
{0}, i = 1, n, x ∈ R

+, (22)

ϕ
(p)
i (x) � Fi(x), p ∈ N

⋃
{0}, i = 1, n, x ∈ R

+, (23)

ϕ
(p)
i (x) � ηi, p ∈ N

⋃
{0}, i = 1, n, x ∈ R

+, (24)

где F (x) = (F1(x), . . . , Fn(x))
т – суммируемое решение вспомогательной системы (7), удовле-

творяющее неравенствам (19).
Следовательно, в соответствии с (21)–(24) последовательность непрерывных вектор-функ-

ций ϕ(p)(x) = (ϕ
(p)
1 (x), . . . , ϕ

(p)
n (x))т, p ∈ N

⋃
{0}, имеет поточечный предел lim

p→∞
ϕ
(p)
i (x) =

= ϕi(x), i = 1, n. Согласно теореме Б. Леви предельная вектор-функция ϕ(x) = (ϕ1(x), . . .
. . . , ϕn(x))

т удовлетворяет системе (20). Из (22)–(24) получаем также двусторонние оценки

ηi(1− λi(x)) � ϕi(x) � min{ηi, Fi(x)}, i = 1, n, x ∈ R
+. (25)

Из (19) и (25), в частности, следует, что ϕi ∈ L1(R
+), i = 1, n.
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Заметим теперь, что системе интегральных уравнений (20) удовлетворяет также непо-
движный вектор матрицы A. Очевидно, что вектор-функция φ(x) = (φ1(x), . . . , φn(x))

т, где
φi(x) = ηi − ϕi(x), i = 1, n, удовлетворяет соответствующей однородной системе линейных
интегральных уравнений

φi(x) = λi(x)
n∑

j=1

aij

∞∫

0

φj(r(x, y)) dμi(y), i = 1, n, x ∈ R
+.

Из (19) и (25) получаем

0 � φi(x) � ηi, φi(x) �≡ 0, x ∈ R
+, ηi − φi ∈ L1(R

+), i = 1, n. (26)

Шаг 4. Рассмотрим специальные итерации для исходной системы нелинейных интеграль-
ных уравнений

f
(p+1)
i (x) =

∞∫

0

Ki(x, y)Gi(f
(p)
1 (r(x, y)), . . . , f (p)

n (r(x, y))) dμi(y),

f
(0)
i (x) = ηi, p ∈ N

⋃
{0}, i = 1, n. (27)

С учётом непрерывности функций r(x, y), {Gi(u1, . . . , un)}ni=1, {μi(y)}ni=1 и измеримости ядер
{Ki(x, y)}ni=1 методом математической индукции несложно проверить, что {f (p)

i (x)}ni=1, p ∈
∈ N
⋃
{0}, – измеримые функции на R

+. Используя условия a), (6) и (2), нетрудно дока-
зать, что

f
(p)
i (x) ↓ по p, i = 1, n, x ∈ R

+. (28)

Докажем, что
f
(p)
i (x) � φi(x), i = 1, n, p ∈ N

⋃
{0}, x ∈ R

+. (29)

Неравенства (29) при p = 0 сразу следуют ввиду неотрицательности функций {ϕi(x)}ni=1 и
определения нулевого приближения в (27). Предположим, что оценки (29) справедливы при
некотором p ∈ N. Тогда, учитывая условия b) и (5), из (27) получаем неравенства

f
(p+1)
i (x) �

n∑

j=1

aij

∞∫

0

Ki(x, y)f
(p)
j (r(x, y)) dμi(y) �

n∑

j=1

aij

∞∫

0

Ki(x, y)φj(r(x, y)) dμi(y) �

� λi(x)
n∑

j=1

aij

∞∫

0

φj(r(x, y)) dμi(y) = φi(x), i = 1, n, x ∈ R
+.

Итак, на основании (28) и (29) заключаем, что последовательность измеримых вектор-функций
f (p)(x) = (f

(p)
1 (x), . . . , f

(p)
n (x))т имеет поточечный предел

lim
p→∞

f (p)(x) = f(x) = (f1(x), . . . , fn(x))
т.

Принимая во внимание непрерывность функций r, {Gi}ni=1 и {μi}ni=1, а также измеримость
ядер {Ki(x, y)}ni=1, в силу теоремы Б. Леви предельная вектор-функция f(x) = (f1(x), . . .
. . . , fn(x))

т удовлетворяет системе (1). Из (28), (29) и (26) вытекает, что

φi(x) � fi(x) � ηi, x ∈ R
+, i = 1, n,

ηi − fi ∈ L1(R
+), i = 1, n.

Теорема доказана.
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3. Примеры.Приведём конкретные примеры функций {λi(x)}ni=1, {Ki(x, y)}ni=1, {μi(y)}ni=1
и нелинейностей {Gi(u1, . . . , un)}ni=1, удовлетворяющих всем условиям теоремы.

Примеры {λi(x)}ni=1 :

λi(x) = 1− εie
−x, x ∈ R

+, где εi ∈ (0, 1], i = 1, n, – произвольные числовые параметры;
λi(x) = 1− εi/(1 + x3), x ∈ R

+, i = 1, n.
Примеры {Ki(x, y)}ni=1 :
Ki(x, y) = λi(x) + (1 − λi(x))Wi(x, y), где {Wi(x, y)}ni=1 – произвольные неотрицательные

и измеримые функции, удовлетворяющие неравенству Wi(x, y) � 1, i = 1, n, (x, y) ∈ R
2
+;

Ki(x, y) = 0.5(1 + λi(x) + (1− λi(x))Wi(x, y)), (x, y) ∈ R
2
+, i = 1, n.

Наглядными примерами функций {Wi(x, y)}ni=1 могут служить следующие функции:
Wi(x, y) = αie

−βi(x
2+y2), (x, y) ∈ R

2
+, где αi, βi – числовые параметры, βi > 0, αi ∈ (0, 1],

i = 1, n;

Wi(x, y) = (γi/
√
π)e−(x−y)2 + δie

−(x+y), 0 < γi � √
π/2, 0 < δi � 1/2, i = 1, n, (x, y) ∈ R

2
+.

Примеры {μi(y)}ni=1 :

μi(y) = 1− e−αiy, αi > 0, y ∈ R
+, где αi – числовые параметры, i = 1, n;

μi(y) = 1 − n−1
∑n

j=1 e
−αiεjy, y ∈ R

+, где {εj}nj=1, {αi}ni=1 – положительные числовые
параметры, i = 1, n.

Примеры {Gi(u1, . . . , un)}ni=1 :

Gi(u1, . . . , un) =
∑n

j=1 aijQj(uj), (u1, . . . , un) ∈ R
n
+, i = 1, n, где {Qj(u)}nj=1 – непре-

рывные и монотонные на R
+ функции со свойствами Qj(u) � u, u ∈ [0, ηj ], Qj(ηj) = ηj ,

j = 1, n;

Gi(u1, . . . , un) =
1

2
Qi

( n∑

j=1

aijuj

)
+

1

2

n∑

j=1

aijuj, i = 1, n, (u1, . . . , un) ∈ R
n
+.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 19-11-
00223).
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ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ

УДК 519.62

МНОГОШАГОВЫЕ МЕТОДЫ
ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-АЛГЕБРАИЧЕСКИХ

УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

c© 2023 г. М. В. Булатов, Л. С. Соловарова

Рассмотрена начальная задача для линейных систем обыкновенных дифференциальных
уравнений второго порядка с тождественно вырожденной матрицей перед главной частью.
В терминах матричных полиномов приведены достаточные условия существования един-
ственного решения. Для таких задач предложены многошаговые разностные схемы. Про-
ведены анализ их устойчивости и расчёты модельного примера.

DOI: 10.31857/S037406412303010X, EDN: QVLSII

Введение. Обыкновенные дифференциальные уравнения (ОДУ) различных порядков –
один из основных инструментов для моделирования важных прикладных задач. Если все
уравнения одинакового порядка, то они образуют систему ОДУ. Если процесс можно описать
взаимосвязанными ОДУ различных порядков, а также трансцендентными (конечномерны-
ми) уравнениями, то, объединив их, получим систему с тождественно вырожденной матрицей
перед старшей производной. Такие системы принято называть дифференциально-алгебраиче-
скими уравнениями (ДАУ). Если порядок этой системы выше первого, то их называют ДАУ
высокого порядка.

В настоящее время активно развиваются качественная теория и численные методы ре-
шения ДАУ первого порядка (как для начальной, так и для краевой задачи). Достаточно
общирная и полная библиография по данному вопросу представлена в монографиях [1, 2], из
более ранних можно привести [3, 4]. Для ДАУ высокого порядка обычно применяют следую-
щий стандартный приём: вводят новую вектор-функцию размерности nk (n – размерность
исходной задачи, k – порядок ДАУ) и записывают полученную задачу в виде ДАУ первого
порядка. Такое преобразование имеет ряд недостатков, а именно увеличивает размерность в
k раз и значительно ухудшает свойства полученной задачи – увеличивает индекс, который
является показателем сложности (некорректности) первоначальной задачи.

Приведём одно из понятий индекса для ДАУ первого порядка с заданным начальным ус-
ловием

A(t)x′(t) + B(t)x(t) = ϕ(t), t ∈ [0, 1], x(0) = x0. (1)

Будем говорить, что система (1) имеет индекс r, если r – минимальное целое неотрица-
тельное число такое, что существует линейный дифференциальный оператор

Pr =
r∑

j=0

Rj(t)(d/dt)
j ,

суперпозиция которого с (1) даёт систему ОДУ, т.е.

Pr ◦ (A(t)x′(t) + B(t)x(t)) = x′(t) + B̄(t)x(t),

где Rj(t), j = 0, r, A(t), B(t), B̄(t) – (n× n)-матрицы, причём Rr(t) �≡ 0.
Методы построения оператора Pr с использованием проекторов и различных обобщённых

обратных матриц изложены в [2, 3]. Для ДАУ порядка выше первого можно ввести анало-
гичное понятие индекса или новую переменную и записать рассматриваемую задачу в виде
ДАУ первого порядка. Однако оба эти варианта обладают определёнными недостатками, а
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именно для таких задач индекс не будет отражать сложность создания численных методов.
В частности, для одного класса ДАУ второго порядка ряд различных схем будет неустойчив
или принципиально неприменим, а для других классов ДАУ второго порядка те же самые
алгоритмы сходятся к точному решению. Таким образом, возникает необходимость проводить
исследование на предмет существования и единственности достаточно гладкого решения и со-
здавать методы численного решения ДАУ, не используя редукцию исходной задачи к ДАУ
первого порядка.

Отметим также, что известно очень мало статей, посвящённых численному решению ДАУ
высокого порядка. Из них можно выделить [5], где описано применение неявного метода Эй-
лера для рассматриваемых задач, и [6], в которой данные задачи исследованы с привлечением
техники проекторов.

В настоящей работе выделен класс линейных ДАУ второго порядка (начальная задача),
для которого предложено семейство многошаговых методов. Эти результаты основаны на осо-
бом свойстве матричных полиномов [7].

1. Постановка задачи. Рассмотрим задачу

A(t)x′′(t) +B(t)x′(t) +C(t)x(t) = f(t), t ∈ [0, 1], (2)

x(0) = x0, x′(t)|t=0 = x′0, (3)

где A(t), B(t), C(t) – (n× n)-матрицы, f(t) и x(t) – заданная и искомая n-мерные вектор-
функции соответственно, x0, x

′
0 ∈ R

n. Здесь и далее предполагается, что

detA(t) ≡ 0. (4)

Систему (2) с условием (4) принято называть дифференциально-алгебраическими уравне-
ниями второго порядка (ДАУ2). Предполагается, что начальные условия (3) согласованы, т.е.
рассматриваемая задача имеет решение. Под решением мы понимаем любую дифференциру-
емую вектор-функцию, которая обращает (2) в тождество и удовлетворяет условиям (3).

Большую роль при исследовании ДАУ первого порядка играет теория регулярных матрич-
ных пучков [4, 8, 9]. Для дальнейшего изложения нам потребуются определения и вспомога-
тельные результаты.

Определение 1 [9]. Выражение вида λA + B, где λ – скалярный параметр, A и B –
матрицы размера m×n, называют матричным пучком. Если m = n и det (λA+B) �≡ 0, где
λ − скаляр, то пучок матриц λA + B называется регулярным. В противном случае (m �= n
или det (λA+B) = 0 для любого λ) пучок называется сингулярным.

Определение 2 [7]. Матричный полином λA(t) +μB(t)+C(t), где λ, μ – скалярные па-
раметры, имеет простую структуру на отрезке [0, 1], если для любого t ∈ [0, 1] выполняются
условия:

1) rankA(t) = k = const;
2) rank (A(t)|B(t)) = k + l = const;

3) det (λA(t) + μB(t) + C(t)) = a0(t)λ
kμl + . . . , a0(t) �= 0.

Лемма 1 [4]. Если элементы матриц A(t) и B(t) принадлежат классу Cp
[0,1] и rankA(t)=

= k = const, то существует матрица P (t), элементы которой принадлежат классу Cp
[0,1]

и detP (t) �= 0 для любого t ∈ [0, 1], такая, что матричный пучок P (t)(λA(t)+B(t)) имеет
блочный вид

P (t)(λA(t) +B(t)) = λ

(
A1(t)
0

)
+

(
B1(t)
B2(t)

)
,

где A1(t), B1(t) – (k × n)-матрицы, B2(t) – ((n − k) × n)-матрица, rankA1(t) = k = const
для любого t ∈ [0, 1].
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Лемма 2 [7]. Если матричный полином λA(t)+μB(t)+C(t) имеет простую структуру
на отрезке [0, 1] и элементы матриц принадлежат классу Cp

[0,1], то существуют матрицы
R(t), Q(t) с элементами из Cp

[0,1] такие, что

R(t)(λA(t) + μB(t) + C(t)) = λ

⎛

⎝
A1(t)
0
0

⎞

⎠+ μ

⎛

⎝
B1(t)
B2(t)
0

⎞

⎠+

⎛

⎝
C1(t)
C2(t)
C3(t)

⎞

⎠,

где A1(t), B1(t), C1(t) – (k × n)-матрицы, B2(t), C2(t) – (l × n)-матрицы, C3(t) – ((n −
− k − l) × n)-матрица, 0 – нулевые матрицы соответствующих размеров, и имеет место
равенство

R(t)(λA(t) + μB(t) + C(t))Q(t) =

= λ

⎛

⎝
Ek 0 A13(t)
0 0 0
0 0 0

⎞

⎠+ μ

⎛

⎝
B11(t) 0 B22(t)

0 El 0
0 0 0

⎞

⎠+

⎛

⎝
C11(t) C12(t) 0
C21(t) C22(t) 0

0 0 En−k−l

⎞

⎠,

здесь A13(t), B11(t), B22(t), Cij(t), i, j = 1, 2, – блочные матрицы подходящих размеров, а
Ek, El и En−k−l – единичные матрицы размеров k, l и n− k − l соответственно.

Из данных лемм вытекает
Следствие. Если матричный полином λA(t) + μB(t) +C(t) имеет простую структуру

на отрезке [0, 1] и матрицы A(t), B(t), C(t) имеют блочный вид

A(t) =

⎛

⎝
A1(t)
0
0

⎞

⎠, B(t) =

⎛

⎝
B1(t)
B2(t)
0

⎞

⎠, C(t) =

⎛

⎝
C1(t)
C2(t)
C3(t)

⎞

⎠,

где A1(t), B1(t), C1(t) – (k × n)-матрицы, B2(t), C2(t) – (l × n)-матрицы, C3(t) – ((n −
− k − l)× n)-матрица, то

det

⎛

⎝
A1(t)
B2(t)
C3(t)

⎞

⎠ �= 0

для любого t ∈ [0, 1].
Вернёмся к задаче (2), (3). Одним из подходов к исследованию на предмет единственности

решения (с учётом того, что начальные условия (3) заданы корректно) и построению числен-
ных методов решения является редукция рассматриваемой задачи к системе первого порядка
путём введения новой переменной y(t) = (x′(t)т, x(t)т)т. С учётом данного обозначения задачу
(2), (3) можно записать в виде ДАУ первого порядка

A(t)y′(t) + B(t)y(t) = ϕ(t), y(0) = y0, t ∈ [0, 1], (5)

где матрицы A(t), B(t) имеют блочный вид

A(t) =

(
A(t) B(t)
0 E

)
, B(t) =

(
0 C(t)

−E 0

)
, ϕ(t) = (fт(t), 0)т, (6)

а начальные условия – вид y(0) = (x′0(t))
т, x(t)т0 = y0. Эту задачу исследуют или численно

решают методами, разработанными для ДАУ первого порядка (см., например, [4]).
Другой подход – это построение дифференциального оператора степени r такого, что

Pr ◦ (A(t)x′′(t) +B(t)x′(t) + C(t)x(t)) = x′′ + B̃(t)x′(t) + C̃(t)x(t). (7)

Такие подходы – запись задачи (2), (3) в виде ДАУ первого порядка с матрицами и правой
частью, определёнными по формуле (6), и построение дифференциального оператора (7) –
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имеют принципиальный недостаток: индекс ДАУ (5) и r в формуле (7) не всегда являются
показателями сложности создания численных методов решения исходной задачи. Приведём
достаточно простые иллюстративные примеры, в которых предполагается, что входные дан-
ные удовлетворяют тем условиям гладкости, которые необходимы для проведения выкладок.

Пример 1 [1]. Рассмотрим систему
(
1 αt
0 0

)(
u(t)
v(t)

)′′
+

(
0 1 + α
1 αt

)(
u
v

)′
=

(
q(t)
g(t)

)
, (8)

где g(t) ∈ C2
[0,1], q(t) ∈ C1

[0,1], α – скалярный параметр.
Из второго уравнения имеем u′ = g(t) − αtv′. Подставив это выражение в первое уравне-

ние (8), получим v = q(t)− g′(t).
Достаточно просто можно убедиться в том, что данная система имеет индекс равный двум,

а оператор может быть выбран как

Pr =

(
1 t
0 1− α

)−1 [(
1 0
0 0

)
+

(
0 0
0 1

)
d

dt

](
1 0
−1 1

)[(
1 0
0 0

)
+

(
0 0
0 1

)
d

dt

]
=

=

(
1 0
0 0

)
+

(
αt 0
−1 0

)
d

dt
+

(
0 αt
0 −1

)(
d

dt

)2
,

здесь r = 2.
Хорошо известно [1, 2, 4, 10, 11], что ряд неявных схем, разработанных для ОДУ, в том

числе и жёстких, для ДАУ (1) часто порождают неустойчивые процессы или принципиально
неприменимые из-за сингулярности матричного пучка λA+ B. То же самое можно сказать и
про задачу (2), (3).

Проведём анализ устойчивости простейшей разностной схемы для этого примера. Для
упрощения выкладок положим q(t) = g(t) = 0. Обозначим tj = jh, j = 0, N, uj ≈ u(tj),
vj ≈ v(tj) и рассмотрим алгоритм

(
1 αti+1

0 0

)(
ui+1 − 2ui + ui−1

vi+1 − 2vi + vi−1

)
+ h

(
0 1 + α
1 αti+1

)(
ui+1 − ui
vi+1 − vi

)
=

(
0
0

)
,

полагая, что u0, u1, v0, v1 заранее заданы. Опуская несложные выкладки, получим, что
данная схема будет устойчива только при |α/(1 + α)| < 1.

Пример 2. ДАУ
(
1 a12(t)
0 0

)(
u
v

)′′
+

(
c11(t) c12(t)
0 c22(t)

)(
u
v

)
=

(
q(t)
g(t)

)
, t ∈ [0, 1], (9)

при c22(t) �= 0 для всех t ∈ [0, 1] и g(t), c22(t) ∈ C2
[0,1] также имеет индекс равный двум.

Оператор Pr можно взять в виде

Pr =

(
1 a12(t)
0 c22(t)

)−1
[(

1 0
0 0

)
+

(
0 0
0 1

)(
d

dt

)2]
.

Однако в отличие от первого примера простейшая разностная схема
(
1 a12(ti+1)
0 0

)(
ui+1 − 2ui + ui−1

vi+1 − 2vi + vi−1

)
+ h2
(
c11(ti+1) c12(ti+1)

0 c22(ti+1)

)(
ui+1

vi+1

)′
= h2
(
q(ti+1)
g(ti+1)

)
,

где i = 1, N − 1, сходится к точному решению с первым порядком при определённой гладкости
элементов входных данных и |uj −u(tj)| = O(h), |vj − v(tj)| = O(h), j = 0, 1. Элементарные,
но громоздкие выкладки показывают, что, записывая системы (8), (9) в виде ДАУ первого
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порядка с матрицами A(t), B(t) и правой частью, определённой по формуле (6), получим
задачу индекса два.

Приведём в терминах матричных полиномов достаточные условия существования рассмат-
риваемых задач.

Утверждение 1 [7]. Пусть для задачи (2), (3) выполнены следующие условия:
1) матричный полином λA(t) + μB(t) +C(t) имеет простую структуру;
2) элементы входных данных обладают достаточной гладкостью (из класса Cp

[0,1]);
3) начальные условия (3) согласованы с правой частью (2).
Тогда данная задача имеет единственное решение из класса Cp

[0,1].

Данное утверждение носит только достаточный характер. Проиллюстрируем это. В при-
мере 1 условия утверждения 1 не выполняются, так как rankA(t) = 1, rank (A(t)|B(t)) = 2.
Однако нарушается третье условие определения 1:

det (λA(t) + μB(t)) = det

(
λ λαt+ μ(1 + α)
μ μαt

)
= −μ2(1 + α).

В примере 2 при c22(t) �= 0 для любого t ∈ [0, 1] все условия утверждения 1 выполнены:
rankA(t) = rank (A(t)|B(t)) = 1, det (λA(t) + C(t)) = λc22(t) + c11c22(t).

Приведём ещё один пример.
Пример 3. Рассмотрим ДАУ

(
a11 0
0 0

)(
u
v

)′′
+

(
0 b12
b21 0

)(
u
v

)′
+

(
0 0
0 c22

)(
u
v

)
=

(
0
0

)

с условиями u(0) = v(0) = u′(0) = v′(0) = 0. При a11 �= 0, b12 �= 0, b21 �= 0, c22 �= 0 и
a11c22 = b12b21 эта задача имеет множество решений x = (u, v) = (ϕ(t),−b221/c22ϕ

′(t))т, где
ϕ(t) – функция из C3

[0,1], удовлетворяющая условиями ϕ(0) = ϕ′(0) = ϕ′′(0) = 0.

В данном примере матричный полином λA+μB+C не имеет простой структуры, так как
rankA(t) = 1, rank (A|B) = 2,

det (λA+ μB + C) = det

(
λa11 μb12
μb21 c22

)
= λa11c22 − μ2b12b21.

Приведём условия согласования начальных условий и построения оператора P2. Для этого
нам потребуется следующее

Определение 3 (см., например, [3]). Матрица A+(t) называется псевдообратной к мат-
рице A(t), если она удовлетворяет уравнениям:

1) A(t)A+(t)A(t) = A(t);
2) A+(t)A(t)A+(t) = A+(t);
3) (A+(t)A(t))т = A+(t)A(t);
4) (A(t)A+(t))т = A(t)A+(t).
Матрица A+(t) определена единственным образом для любой матрицы A(t), её элементы

непрерывны, если rankA(t) = const при любом t и A+(t) = A−1(t); если detA(t) �= 0 для
всех t (см., например, [3, 4]), то

V (t)A(t) ≡ 0, (10)

где V (t) = E −A+(t)A(t).
Продифференцируем (2) и умножим полученную систему на матрицу V (t). В силу (10)

получим систему второго порядка вида

V (t)((A′(t) +B(t))x′′(t) + (B′(t) + C(t))x′(t) + C ′(t)x(t)) = V (t)f ′(t).

Итогом суммирования данной системы с (2) является система

A1(t)x′′(t) +B1(t)x′(t) +C1(t)x(t) = f1(t), t ∈ [0, 1], (11)
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где матрицы A1(t), B1(t), C1(t) и вектор-функция f1(t) определены по формулам

A1(t) = A(t) + V (t)(A′(t) +B(t)), (12)

B1(t) = B(t) + V (t)(B′(t) + C(t)), (13)

C1(t) = C(t) + V (t)C ′(t), (14)

f1(t) = f(t) + V (t)f ′(t). (15)

Аналогичным образом поступим с системой (11): продифференцируем её и умножим на
матрицу V 1(t) = E −A1+(t)A1(t). Суммируя полученную систему и систему (11), имеем

A2(t)x′′(t) +B2(t)x′(t) +C2(t)x(t) = f2(t), t ∈ [0, 1],

где
A2(t) = A1(t) + V 1(t)(A1′(t) +B1(t)), B2(t) = B1(t) + V 1(t)(B1′(t) + C1(t)),

C2(t) = C1(t) + V 1(t)C1′(t), f2(t) = f1(t) + V 1(t)f1′(t).

Если матричный полином λA(t) + μB(t) + C(t) имеет простую структуру, то, используя
технику блочного представления матриц A(t), A1(t), B(t), B1(t), C(t), C1(t) и V (t), V 1(t)
(см., например, [12]), лемму 2 и следствие, можно показать, что detA2(t) �= 0 при любом t ∈
∈ [0, 1].

Итак, оператор P2 для системы (3) можно выбрать в виде

P2 = (A2(t))−1

(
E −A1+(t)A1+ d

dt

)
(E −A+(t)A(t)).

В этом случае
Pr ◦ (A(t)x′′(t) +B(t)x′(t) + C(t)x(t)) =

= x′′(t) + (A2(t))−1B2(t)x(t) + (A2(t))−1C2(t)x(t) = (A2(t))−1f2(t). (16)

Отметим, что, используя технику проекторов [2] и операцию дифференцирования, можно
указать другой вид оператора P2. Приведём условия согласования начальных условий (3) для
ДАУ (2).

Утверждение 2. Если для задачи (2), (3) выполнены условия 1) и 2) утверждения 1 и
условия согласования начальных данных:

1) rankA(0) = rank (A(0)|B(0)x′0 + C(0)x0 − f(0));
2) rankA1(0) = rank (A1(0)|B1(0)x′0 + C1(0)x0 − f1(0)),

где A1(0), B1(0), C1(0), f1(0) определены по формулам (12)–(15), то задача (2), (3) имеет
единственное решение.

Доказательство. Подставляя в (2) и в (11) значение t = 0, будем соответственно иметь
системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ)

A(0)x′′(t)|t=0 +B(0)x′0 + C(0)x0 = f(0)

и
A1(0)x′′(t)|t=0 +B1(0)x′0 + C1(0)x0 = f1(0).

Условия согласования начальных данных вытекают из условий 1) и 2) утверждения 1 и тео-
ремы Кронекера–Капелли. В силу утверждения 2 система (2) эквивалентна (16), которая с
условием (3) имеет единственное решение. Утверждение доказано.

Для иллюстрации данного утверждения вернёмся к примеру 2 (формула (9)), для упроще-
ния положив c22(t) = 1. В этом случае компоненты v(t) должны удовлетворять условиям

v(0) = g(0), (17)

v′(t)|t=0 = g′(t)|t=0. (18)
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Из условия 1) утверждения 2 вытекает, что v(0) = g(0) (т.е. справедлива формула (17)).
Опуская элементарные выкладки, можно показать, что система (11) имеет вид

(
1 a12(t)
0 0

)(
u
v

)′′
+

(
0 0
0 1

)(
u
v

)′
+

(
c11(t) c12(t)
0 1

)(
u
v

)
=

(
q(t)

g(t) + g′(t)

)
.

Из условия 2) утверждения 2 вытекает (так как rankA1 = 1 для любого t), что

rank (A1(0)|B1(0)x′0 + C1(0)x0 − f1(0))

должен быть равным единице, т.е.

rank

[(
1 a12(0)
0 0

)∣∣∣∣

(
0 0
0 1

) (
u
v

)′∣∣∣∣
t=0

+

(
c11(0) c12(0)

0 1

)(
u(0)
v(0)

)
−
(

q
g + g′

)∣∣∣∣
t=0

]
= 1.

Это возможно только при

v′(t)|t=0 − v(0) − g(0) − g′(t)|t=0 = 0,

а так как v(0) = g(0) (формула (17)), то и v′(t) = g′(t)|t=0 (т.е. формула (18) справедлива).
Следующий пункт посвящён многошаговым методам решения задачи (2), (3).
2. Разностные схемы. Анализ примера 2 показывает, что известные разностные схемы

могут быть использованы для численного решения некоторых классов ДАУ второго поряд-
ка. Зададим на отрезке интегрирования равномерную сетку tj = jh, j = 0, N, h = 1/h и
обозначим

Aj = A(tj), Bj = B(tj), Cj = C(tj), fj = f(tj), xj ≈ x(tj).

С учётом данных обозначений линейные многошаговые (m-шаговые) методы для задачи (2),
(3) имеют вид

Āi+1
1

h2

m∑

j=0

ρjxi+1−j + B̄i+1

m∑

j=0

σjxi+1−j + C̄i+1

m∑

j=0

γjxi+1−j = f̄i+1, i = m− 1, N − 1. (19)

Здесь Āi+1 = A(t∗i ), B̄i+1 = B(t∗i ), C̄i+1 = C(t∗i ), f∗
i+1 = f(t∗i ), t∗i ∈ [ti+1−m, ti+1] и

1

h2

m∑

j=0

ρjxi+1−j ≈ x′′(t)|t=t∗i
,

1

h

m∑

j=0

σjxi+1−j ≈ x′(t)|t=t∗i
,

m∑

j=0

γjxi+1−j ≈ x(t)|t=t∗i
.

Коэффициенты ρj , σj, γj и способы вычисления Āi+1, B̄i+1, C̄i+1, f̄i+1 зависят от вы-
бора точки t∗i . Стандартно предполагается, что при реализации схем (19) заданы или заранее
вычислены стартовые значения x0, x1, . . . , xm−1.

Схемы (19) можно разделить на классы:
1) неявные схемы (ρ0 �= 0, σ0 �= 0, γ0 �= 0);
2) явные схемы (ρ0 �= 0, σ0 = γ0 = 0);
3) явно-неявные схемы (ρ0 �= 0, σ0 �= 0, γ0 = 0 или ρ0 �= 0, σ0 = 0, γ0 �= 0).
При реализации схем (19) для задачи (2), (3) на каждом шаге интегрирования требуется

решать СЛАУ вида

(ρ0Āi+1 + hσ0B̄i+1 + h2γ0C̄i+1)xi+1 =

m∑

j=1

(ρjĀi+1 + hσjB̄i+1 + h2γjC̄i+1)xi+1−j + h2f̄i+1. (20)

В силу того, что detA(t) ≡ 0, явные методы (20) для задачи (2), (3) принципиально непри-
менимы. Реализация явно-неявных схем приводит к необходимости решать СЛАУ с матрицей
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перед ρ0Āi+1+hσ0B̄i+1 или ρ0Āi+1+hγjC̄i+1. Эти матрицы также могут быть тождественно
вырожденными. Приведём пример:A(t) = diag {a11(t), 0, 0}, B(t) = diag {0, b22(t), 0}, C(t) =
= diag {0, 0, c33(t)}, где a11(t), b22(t), c33(t) �= 0 для любого t. Поэтому остановимся на
неявных схемах.

Приведём хорошо известные факты (см., например, [13]) из теории разностных схем для
линейных ОДУ второго и первого порядков вида

x′′(t) +B(t)x′(t) + C(t)x(t) = f(t), x(0) = x0, x′(t)|t=0 = x′0, t ∈ [0, 1], (21)

x′(t) + C(t)x(t) = f(t), x(0) = x0, t ∈ [0, 1]. (22)

Эти схемы для задач (21) и (22) имеют вид

m∑

j=0

ρjxi+1−j + hB̄i+1

m∑

j=0

σjxi+1−j + h2C̄i+1

m∑

j=0

γjxi+1−j = h2f̄i+1, (23)

m∑

j=0

σjxi+1−j + hC̄i+1

m∑

j=0

γjxi+1−j = hf̄i+1 (24)

соответственно.
В предположении, что элементы входных данных задач (21) и (22) достаточно гладкие,

схемы (23) и (24) аппроксимируют соответствующие задачи с порядком O(hq), начальные
значения ‖xj−x(tj)‖ = O(hq), j = 0,m− 1, и схемы устойчивы, тогда они сходятся к точному
решению и справедливы оценки ‖xi − x(ti)‖ = O(hq), i = m,N.

Для устойчивости разностных схем (23) и (24) для задач (21) и (22) соответственно, как
правило, рассматривают характеристические полиномы

m∑

j=0

ρjp
m−j = 0, (25)

m∑

j=0

σjp
m−j = 0, (26)

где p – скаляр.
Следуя общепринятой терминологии [14], будем называть схемы ρ-устойчивыми, если ха-

рактеристическое уравнение (25) имеет два кратных корня p1 = p2 = 1, а остальные корни p3,
p4, . . . , pm лежат в единичном круге, и на границе круга нет кратных корней; σ-устойчивы-
ми, если характеристическое уравнение (26) имеет корень p1 = 1, а остальные корни p2, p3,
. . . , pm лежат в единичном круге, и на границе круга нет кратных корней. В силу того, что
рассматриваемая задача может включать в себя и алгебраические уравнения (см. пример 3),
потребуем, чтобы корни характеристического полинома

m∑

j=0

γjp
m−j = 0

лежали в единичном круге, на границе круга не было кратных корней и не было корня, равно-
го единице. Это условие по аналогии будем называть γ-устойчивостью. Анализ устойчивости
и скорости сходимости многошаговых методов для ДАУ первого порядка (1) проведён в ра-
ботах [1, 2, 11, 14]. Если в исходной системе положим A(t) ≡ 0, то получим задачу (1), и
приведённые выше определения устойчивости схем совпадают с классическими.

Относительно сходимости схем (19) справедливо
Утверждение 3. Пусть для задачи (2), (3) выполнены условия:
1) элементы A(t), B(t), C(t), f(t) принадлежат классу Cq

[0,1];
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2) начальные значения x0, x1, . . . , xm−1 удовлетворяют оценке ‖xj − x(tj)‖ = O(hq),
j = 0,m− 1;

3) схема (19) аппроксимирует задачу (2), (3) с порядком q;
4) матричный полином λA(t) + μB(t) +C(t) имеет простую структуру;
5) схема (19) ρ-, σ- и γ-устойчива;
6) матрица Q(t) = Q в лемме 2 постоянная.
Тогда справедлива оценка ‖xj − x(tj)‖ = O(hq).
Доказательство. Умножим каждое из соотношений (19) на матрицу R̄i+1 = R(t∗i ) и

произведём замену переменной xi = Qyi, i = 0, N, где матрицы R(t), Q(t) те же, что и в
лемме 2.

В силу условия 6) утверждения 3 и леммы 2 имеем блочные рекуррентные соотношения

1

h2

⎛

⎝
Ek 0 A13(t

∗
i )

0 0 0
0 0 0

⎞

⎠
m∑

j=0

ρj

⎛

⎝
y1i+1−j

y2i+1−j

y3i+1−j

⎞

⎠+
1

h

⎛

⎝
B11(t

∗
i ) 0 B22(t

∗
i )

0 El 0
0 0 0

⎞

⎠
m∑

j=0

σj

⎛

⎝
y1i+1−j

y2i+1−j

y3i+1−j

⎞

⎠+

+

⎛

⎝
C11(t

∗
i ) C12(t

∗
i ) 0

C21(t
∗
i ) C22(t

∗
i ) 0

0 0 En−k−l

⎞

⎠
m∑

j=0

γj

⎛

⎝
y1i+1−j

y2i+1−j

y3i+1−j

⎞

⎠ =

⎛

⎝
ϕ1(t∗i )
ϕ2(t∗i )
ϕ3(t∗i )

⎞

⎠, (27)

где ⎛

⎝
y1i+1−j

y2i+1−j

y3i+1−j

⎞

⎠ = Q−1xi+1−j,

⎛

⎝
ϕ1(t∗i )
ϕ2(t∗i )
ϕ3(t∗i )

⎞

⎠ = R(t∗i )f(t
∗
i ).

В силу γ-устойчивости разностных схем, условий 2) и 3) утверждения 3 получим

‖y3i − y3(ti)‖ = O(hq). (28)

Для первой и второй компонент блочной системы (27) будем иметь равенства
m∑

j=0

(ρjEk + σjhB11(t
∗
i ) + γjh

2C11(t
∗
i ))y

1
i+1−j +

m∑

j=0

γjC12(t
∗
i )y

2
i+1−j =

= h2ϕ1
i+1(t

∗
i )−

m∑

j=0

(ρjA13(t
∗
i ) + σjB22(t

∗
i ))y

3
i+1−j ,

m∑

j=0

(σj + hγjC22(ti))y
2
i+1−j +

m∑

j=0

hγjC21(t
∗
i )y

1
i+1−j = ϕ2

i+1(t
∗
i ).

Из условий ρ- и σ-устойчивости схем, аппроксимации задачи и результатов о сходимости
схем для ОДУ первого и второго порядков [13, 14] следует, что

‖y2i − y2(ti)‖ = O(hq), ‖y1i − y1(ti)‖ = O(hq). (29)

Вспоминая, что x(t) = Qy(t), и учитывая оценки (28), (29), будем иметь ‖xi − x(ti)‖ =
= O(hq), i = m,N. Утверждение доказано.

Отметим, что условие 6) утверждения 3 для схем вида (19) пока не удалось обойти. Пред-
варительный анализ показывает, что его можно смягчить.

Для иллюстрации приведём двухшаговый метод первого порядка

Ai+1(xi+1 − 2xi + xi−1) + hBi+1(xi+1 − xi) + h2Ci+1xi+1 = h2fi+1 (30)

и трёхшаговый метод второго порядка

Ai+1(2xi+1−5xi+4xi−1−xi−2)+
h

6
Bi+1(11xi+1−18xi+9xi−1−2xi−2)+h2Ci+1xi+1 = h2fi+1. (31)

В следующем пункте будут приведены некоторые расчёты для данных алгоритмов.
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3. Численные расчёты. Проведём расчёты модельных примеров по схемам (30), (31).
В качестве стартовых точек взяты точные значения x(h) и x(2h) соответственно.

Пример 4. Рассмотрим ДАУ
⎛

⎝
exp(t) 0 0

1 0 0
1 0 0

⎞

⎠

⎛

⎝
x1
x2
x3

⎞

⎠
′′

+

⎛

⎝
2α exp(t) 0 0

2α exp(−t) 0
2α 1 0

⎞

⎠

⎛

⎝
x1
x2
x3

⎞

⎠
′

+

+

⎛

⎝
(α2 + β2) exp(t) 0 0

(α2 + β2) 3γ exp(−t) 0
(α2 + β2) γ 1

⎞

⎠

⎛

⎝
x1
x2
x3

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0

sin t

⎞

⎠

с начальными условиями x(0) = (0, 1, 0), x′(t)|t=0 = (β,−γ, 1)т. Точное решение имеет вид

x(t) = (exp(−αt) sin(βt), exp(−γt), sin t)т.

Непосредственный проверкой можно убедиться что данный пример удовлетворяет услови-
ям утверждения 1. Варьируя параметры α, β, γ, будем иметь жёсткую систему ОДУ первого
порядка для второй компоненты, жёсткую и быстро осциллирующую систему ОДУ второго
порядка для первой компоненты, и алгебраическую связь для третьей компоненты.

Результаты расчётов представлены в табл. 1, 2 при параметрах α = 20, β = 5, γ = 30.
Погрешности приведены для каждой компоненты в точке t = 1.

Таблица 1. Результаты применения метода (30)
для примера 4

Таблица 2. Результаты применения метода (31)
для примера 4

h err1 err2 err3

0.05 7.4 · 10−7 6.1 · 10−9 1.1 · 10−16

0.025 1.8 · 10−8 1.6 · 10−10 1.1 · 10−16

h err1 err2 err3

0.05 4.6 · 10−5 3.5 · 10−7 1.1 · 10−16

0.025 7.5 · 10−8 4.7 · 10−12 1.1 · 10−16

При увеличении жёсткости или жёсткости и осцилляции, т.е. при увеличении параметров
α, β и γ, предложенные алгоритмы также неплохо работают.

Отметим, что предложенные схемы можно применять и для численного решения более
широкого класса задач.

Пример 5. Точное решение x(t) задачи
⎛

⎝
exp(t) 0 0

2 0 0
1 0 0

⎞

⎠

⎛

⎝
x1
x2
x3

⎞

⎠
′′

+

⎛

⎝
2 exp(t) 1 0

4 exp(−t) 0
2 1 0

⎞

⎠

⎛

⎝
x1
x2
x3

⎞

⎠
′

+

+

⎛

⎝
0 3 exp(t)
0 3 exp(−t) 1
0 3 1

⎞

⎠

⎛

⎝
x1
x2
x3

⎞

⎠ =

⎛

⎝
exp(t) sin t

sin t
sin t

⎞

⎠

с начальными условиями x(0) = (1, 1, 0), x′(t)|t=0 = (−2,−3, 1)т определяется по формуле

x(t) = (exp(−2t), exp(−3t), sin t)т.

С помощью элементарных преобразований получим систему, эквивалентную данной:
⎛

⎝
1 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞

⎠

⎛

⎝
x1
x2
x3

⎞

⎠
′′

+

⎛

⎝
2 exp(−t) 0
0 exp(−t) 0
0 1− exp(−t) 0

⎞

⎠

⎛

⎝
x1
x2
x3

⎞

⎠
′

+

⎛

⎝
0 3 exp(−t) 1
0 −3 exp(−t) −1
0 3− exp(−t) 0

⎞

⎠

⎛

⎝
x1
x2
x3

⎞

⎠=

⎛

⎝
sin t
− sin t

0

⎞

⎠.

Последняя ДАУ при t = 0 не удовлетворяет условиям утверждения 1, так как нарушено
условие 3) определения 2. Численные расчёты этого примера представлены в табл. 3 и 4 для
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методов (30), (31). Здесь, также как и в предыдущем примере, погрешности для каждой ком-
поненты приведены при t = 1.

Таблица 3. Результаты применения метода (30)
для примера 5

Таблица 4. Результаты применения метода (31)
для примера 5

h err1 err2 err3

0.05 0.027 0.01 1.7 · 10−14

0.025 0.014 0.0055 2.8 · 10−13

h err1 err2 err3

0.05 0.0043 0.00013 4.8 · 10−14

0.025 0.0012 1.6 · 10−5 6.7 · 10−13

Заключение. В статье выделены классы ДАУ второго порядка (начальная задача), ко-
торые имеют единственное решение в классе достаточно гладких функций. Для численного
решения таких задач предложено построение многошаговых методов. Приведены конкретные
двухшаговый и трёхшаговый методы первого и второго порядков соответственно. Их работо-
способность продемонстрирована на расчётах модельных примеров.

Работа выполнена в рамках базового проекта “Теория и методы исследования эволюцион-
ных уравнений и управляемых систем с их приложениями” (проект 121041300060-4).
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ДИФРАКЦИОННОЙ ЭФФЕКТИВНОСТИ ТОНКОСЛОЙНЫХ

ПОКРЫТИЙ С ДИФРАКЦИОННЫМИ РЕШЁТКАМИ

c© 2023 г. В. Ю. Мартынова, Ю. Г. Смирнов, А. В. Тихонравов

Предложен метод оптимизации дифракционной эффективности многослойных диэлектри-
ческих решёток в задаче спектрального сложения сигналов в широком диапазоне длин
волн. С физической точки зрения ставится прямая задача дифракции электромагнитной
волны на многослойных диэлектрических решётках, для решения которой применён мо-
дифицированный метод разделения переменных. Для оптимизации дифракционной эф-
фективности использован градиентный метод с постоянным шагом, при этом градиент
вычислен аналитически. Представлены численные результаты.

DOI: 10.31857/S0374064123030111, EDN: QVNXBM

Введение. Оптические покрытия и дифракционные решётки являются важнейшими эле-
ментами современных лазерных и оптоэлектронных приборов. В последние годы показано, что
их конструктивное объединение открывает широкие возможности в развитии новых техноло-
гических направлений. В качестве примера можно привести высокоэнергетические системы
лазерной накачки установки термоядерного синтеза в Lawrence Livermore National Laboratory
в США [1]. Другим важнейшим приложением покрытий с дифракционными решётками яв-
ляется спектральное сложение лазерного излучения, при котором многие некогерентные ла-
зерные лучи с различной длиной волны складываются в один луч [2]. Спектральное сложение
представляет собой эффективный метод для достижения чрезвычайно высокой непрерывной
мощности лазерного излучения.

С помощью современных технологий можно получать диэлектрические дифракционные ре-
шётки очень высокого качества средствами интерференционной литографии со сканирующим
пучком [3]. Эта технология позволяет создавать дифракционные решётки со сложной струк-
турой решётки в её периоде. Однако используемые на практике покрытия с дифракционными
решётками имеют только один штрих в периоде решётки. Такие элементы обладают высокой
дифракционной эффективностью, но относительно небольшой спектральной полосой [4]. Так,
коммерчески доступные элементы для длины волны ∼1 мкм имеют спектральную ширину
порядка 30–40 нм [5, 6].

Применяемые в настоящее время тонкослойные покрытия с дифракционными решётками
проектируются с помощью расчётов заданных простейших конструкций на основе периоди-
ческих диэлектрических зеркал с решётками в одном-двух верхних слоях покрытия, имею-
щими один штрих в периоде решётки. Расчёты дифракционной эффективности проводятся
с использованием коммерческого программного обеспечения (см., например, [7, 8]), в кото-
ром реализован какой-то из возможных методов решения прямой задачи о распространении
волн в регулярной решётке (например, разложение по плоским волнам в [7]). При проектиро-
вании требуемых элементов оптимизируются оценочные функционалы по небольшому числу
параметров с использованием алгоритмов, не требующих вычисления производных этих функ-
ционалов (генетических алгоритмов, алгоритмов имитации отжига).

Существенного прогресса в совершенствовании технологических элементов, основанных на
тонкослойных покрытиях с дифракционными решётками в верхних слоях покрытия, можно
добиться за счёт увеличения числа допускающих оптимизацию параметров решётки и при-
менения более эффективных алгоритмов оптимизации функционалов, оценивающих качество
решения задачи проектирования. Однако работы по созданию эффективных численных ме-
тодов расчёта тонкоплёночных покрытий со сложными по структуре решётками и развитию
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методов их оптимального проектирования до сих пор не проводились. Для успешного проек-
тирования таких элементов требуется разработка специализированных методов оптимизации,
опирающихся как на эффективные алгоритмы решения прямой задачи расчёта дифракцион-
ной эффективности, так и на столь же эффективные алгоритмы вычисления производных
оценочных функционалов по всем основным параметрам разрабатываемых элементов. Этим
вопросам и посвящена данная работа.

1. Постановка задачи. Рассмотрим многослойную дифракционную решётку (МДР), схе-
матично изображённую на рис. 1. Электромагнитная волна с ТЕ-поляризацией падает на би-
нарную (с прямоугольной формой профиля) дифракционную решётку, помещённую на мно-
гослойное отражающее покрытие. Параметры рассматриваемого элемента изменяются только
в плоскости 0xy. В представленных на рис. 1 обозначениях T > 0 – период решётки, a – ши-
рина штриха решётки, h > 0 – высота решётки, DEs, s = −1, 0, 1, – значение дифракционной
эффективности в s-м порядке дифракции.

Рис. 1. Многослойное диэлектрическое
покрытие с периодической дифракционной
решёткой.

Решается задача максимизации значения дифрак-
ционной эффективности в первом порядке дифракции
при спектральном сложении сигналов в широком диа-
пазоне длин волн. При этом угол направления для
первого порядка дифракции θ считается известным.
ТЕ-поляризованная волна падает на структуру МДР
под углом ϕ, который связан с углом θ следующим
образом:

sinϕ =
T

λ0
− sin θ, (1)

где λ0 – длина падающей волны.
Электрическое поле можно представить, исполь-

зуя только продольную составляющую поля, которую
обозначим через u0(x, y). Зависимость для него име-
ет вид

u0(x, y) = exp(−ik0n0(x sinϕ− (y − h) cosϕ)),

где k0 = 2π/λ0 – волновое число, n0 – показатель
преломления свободного пространства.

Введём показатель преломления n(x, y), при y ∈ (0, h) равный n0 за пределами МДР
и ñ1 – в штрихах решётки (см. рис. 1). При y < 0 n(x, y) равно nj в слоях многослойной
структуры (см. рис. 1), где j = 1, J , а J � 0 – количество слоёв.

Прямая задача дифракции состоит в том, чтобы найти продольную составляющую полного
электрического поля u(x, y), удовлетворяющую уравнению Гельмгольца

(Δ + k20n
2(x, y))u(x, y) = 0,

условиям непрерывности на поверхностях решётки и на границах слоёв, условию излучения
на бесконечности, условию Флоке

u(x, y) = exp(ik0n0T sinϕ)u(x+ T, y)

и условию конечности энергии в каждой ограниченной области пространства. Также требуется
определить дифракционную эффективность основных порядков дифракции [9; 10, с. 9].

Используя метод плоских волн [9], представим ненулевую составляющую электрического
поля в виде

u(0)(x, y) = u0(x, y) +

+∞∑

l=−∞
rlzl(x) exp(−ik0,yl(y − h)), y > h, (2)

u(j)(x, y) =
+∞∑

l=−∞
zl(x)(p

(j)
l exp(ikj,yl(y − hj)) + q

(j)
l exp(−ikj,yl(y − hj))), y ∈ (hj , hj−1), (3)
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u(J+1)(x, y) =
+∞∑

l=−∞
tlzl(x) exp(ikJ+1,yly), 4y < hJ , (4)

где

zl(x) := exp(−ikxlx), j=1, J, h0 = 0, kj,yl =

⎧
⎨

⎩

√
k20n

2
j − k2xl, k0nj � |kxl|,

− i
√

k2xl − k20n
2
j , k0nj < |kxl|,

j = 0, J+1,

и значения kxl определяются с использованием условия Флоке по формуле

kxl = k0n0 sinϕ− 2πl

T
,

l – целое. Из (4) следует, что p
(J+1)
l ≡ tl, q

(J+1)
l ≡ 0. Здесь rl – неизвестные амплитудные

коэффициенты отражения l-x мод в области y > h, tl – неизвестные амплитудные коэффици-
енты прохождения l-x мод в области y < hJ+1. В работе [11] показано, что все коэффициенты
p
(j)
l и q

(j)
l можно представить с помощью tl.

В прямоугольниках Π = (0, a)×(0, h), Π0 = (a, T )×(0, h) значения волновых чисел раз-
личны: κ = k0ñ1, κ0 = k0n0 (см. рис. 1).

2. Аналитическое решение задачи дифракции. Представим решение задачи в пря-
моугольниках Π, Π0 в виде

u(x, y) =

+∞∑

l=0

Xl(x)Yl(y), (5)

учитывая, что u(x, y) удовлетворяет уравнению Гельмгольца в каждом прямоугольнике, а
также условиям сопряжения на сторонах прямоугольников и условию Флоке.

Применяя метод разделения переменных, получаем, что функции Yl(y) имеют вид

Yl(y) = b
(1)
l exp(i

√
λly) + b

(2)
l exp(−i

√
λl(y − h)). (6)

Функции Xl(x) являются решениями следующих задач на собственные значения:
{
X ′′

l + (κ2 − λl)Xl = 0, x ∈ (0, a),

X ′′
l + (κ20 − λl)Xl = 0, x ∈ (a, T ),

(7)

Xl(0) = AXl(T ), X ′
l(0) = AX ′

l(T ); [Xl]|x=a = [X ′
l ]|x=a = 0, i = 1, N − 1, (8)

где λl – собственные числа задачи,

A = exp(ik0n0T sinϕ) (9)

– постоянная, входящая в условие Флоке (|A| = 1), и

[f ]|x=x0 = lim
x→x0−0

f(x)− lim
x→x0+0

f(x).

Решение (5)–(9) называется точным решением задачи дифракции, полученным модифи-
цированным методом разделения переменных [11, 12].

Решение задачи (7), (8) определяется по формуле
{
Xl(x) = c0,l sin(γ1x) + d0,l cos(γ1x), x ∈ (0, a),

Xl(x) = c1,l sin(γ0(x− a)) + d1,l cos(γ0(x− a)), x ∈ (a, T ).
(10)
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Пусть M – положительная чётная постоянная такая, что M + 1 – число найденных соб-
ственных значений λl. Введём обозначения

γ0(λl) =
√

κ20 − λl, γ1(λl) =
√

κ2 − λl.

Используя модифицированный метод разделения переменных [11–13], задачу об отыскании
собственных чисел λl, l = −M/2,M/2, задачи (5)–(9) можно свести к задаче вычисления
корней уравнения

F (λl) ≡ (γ0(λl)γ1(λl))
−1(γ0(λl)γ1(λl)(A

2 + 1− 2A cos(γ0(λl)(T − a)) cos(γ1(λl)a))−

−A(2λl − κ2 − κ20) sin(γ0(λl)(T − a)) sin(γ1(λl)a))) = 0. (11)

Левая часть уравнения (11) является комплекснозначной функцией. В то же время его реше-
ния λ = λl, l = −M/2,M/2, являются вещественными величинами. Поэтому уравнение (11)
можно представить в виде системы

Re (F (λl)) = 0, Im (F (λl)) = 0. (12)

Для определения решений системы (12) используется модифицированный метод пристрел-
ки [11], основанный на поиске одновременной смены знака левых частей её уравнений.

Учитывая систему (10) и условия Флоке, можно определить d0,l, l = −M/2,M/2, по
формуле

d0,l(λl) = c0,l(γ1(λl) cos(γ0(λl)(T − a)) cos(γ1(λl)a) +

+ γ0(λl) sin(γ0(λl)(T − a)) sin(γ1(λl)a))
−1(γ1(λl) cos(γ0(λl)(T − a)) cos(γ1(λl)a)−

− γ0(λl) sin(γ0(λl)(T − a)) sin(γ1(λl)a)− γ1(λl)A
−1), (13)

где c0,l – заданная постоянная. Далее, учитывая систему (10) и условия сопряжения при x = a,
значения c1,l, d1,l находим по формулам

c1,l(λl) =
γ1(λl)

γ0(λl)
(c0,l cos(γ1(λl)a)− d0,l sin(γ1(λl)a)),

d1,l(λl) = c0,l sin(γ1(λl)a) + d0,l cos(γ1(λl)a). (14)

На следующем шаге необходимо определить b
(1)
l , b

(2)
l , l = −M/2,M/2, как решение сис-

темы, представленной в матричной форме

W (λ)b = f, (15)

где b = (b
(1)
−M/2, . . . , b

(1)
M/2, b

(2)
−M/2, . . . , b

(2)
M/2)

т, λ = (λ−M/2, . . . , λM/2)
т, а коэффициенты матрицы

W = (wi,j)(2M+2)×(2M+2) и вектор f = (f1, f2, . . . , f2M+2)
т определяются в следующем виде:

wj,p = i exp(ih
√

λm)Xm,l(k0,yl +
√

λm),

wj,M+1+p = iXm,l(k0,yl −
√

λm),

wM+1+j,p = iXm,l(k1,yl(p̃l − q̃l)− (p̃l + q̃l)
√

λm),

wM+1+j,M+1+p = i exp(ih
√

λm)Xm,l(k1,yl(p̃l − q̃l) + (p̃l + q̃l)
√

λm),

где l = −M/2 + j, m = −M/2 + p, j, p = 0,M,

fj = 0, j = 1, 2, . . . ,M/2,M/2 + 2, . . . , 2M + 2, fM/2+1 = iT (k0,yl + cosϕ),
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Xm,l = T ((T 2γ21(λm)− v2l )
−1(−c0,mzl(a)(ivl sin(γ1(λm)a) + Tγ1(λm) cos(γ1(λm)a))−

− d0,mzl(a)(ivl cos(γ1(λm)a)− Tγ1(λl) sin(γ1(λm)a)) + c0,mγ1(λm)T + d0,mivl) +

+ zl(a)(T
2γ20(λm)− v2l )

−1(−c1,mzl(T − a)(ivl sin(γ0(λm)(T − a))+Tγ0(λm) cos(γ0(λm)(T − a)))−
− d1,mzl(T − a)(ivl cos(γ0(λm)(T − a))− Tγ0(λm) sin(γ0(λm)(T − a))) + c1,mγ0(λm)T + d1,mivl)),

vl = 2πl − T sinϕ. Постоянные p̃l, q̃l определяются соотношениями, приведёнными в рабо-
те [11].

Для решения системы 2M+2 линейных уравнений (15) используется метод Гаусса–Жорда-
на. Используя (2)–(4), можно вычислить амплитуды tl и rl :

tl = T−1(p̃l − q̃l)
−1

M∑

p=0

Xp,lYp(0), l = −M/2,M/2,

rl = T−1
M∑

p=0

Xp,lYp(h), l = −M/2, . . . ,−1, 1, . . . ,M/2,

r0 = T−1
M∑

p=0

Xp,0Yp(h)− 1.

В результате получаем дифракционную эффективность в l-м порядке дифракции, опреде-
ляемую формулой

DEl = |rl|2 Re
(

k0,yl
k0n0 cosϕ

)
+ |tl|2Re

(
kJ+1,yl

k0n0 cosϕ

)
.

3. Оптимизация. Решается задача спектрального сложения сигналов в широком диапа-
зоне длин волн. Пусть L – количество выбранных длин волн, для которых будут проводиться
расчёты. Минимизировать будем среднеквадратичное отклонение дифракционной эффектив-
ности в первом порядке от значения 1:

σ =

√√√√L−1

L∑

j=1

(1−DE
(j)
1 )2, (16)

где DE
(j)
1 – значение дифракционной эффективности в первом порядке при j-й длине волны.

Поиск минимума среднеквадратичного отклонения σ по выбранному набору параметров
p = (p1, p2, . . . , pK)т осуществляется итерационным методом:

p(j+1) = p(j) + α∇σ(p(j)),

где параметр α > 0 – фиксированная постоянная, поскольку подбор оптимального значения
данного параметра на каждой итерации приводит к дополнительным вычислениям собствен-
ных значений λ = λl, l = −M/2,M/2, что многократно увеличивает время работы про-
граммы. При этом единое для всех итераций значение параметра α подбирается в процессе
вычислений с учётом среднего значения ∇σ(p(j)). В качестве параметров pk, k = 1,K, мо-
гут выступать любые характеристики МДР (например, значения ширины штрихов в периоде
решётки, их высота и толщины слоёв многослойного зеркала), K – количество выбранных
параметров. В данной работе будет рассмотрена оптимизация по двум параметрам: p1 = a,
p2 = h. Критерием выхода из оптимизационной задачи выступает условие

|σ(p(j))− σ(p(j+1))| < ε,

где ε > 0 – заданная точность для нахождения локального минимума.
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Для нахождения ∂σ/∂a, где a соответствует ширине штриха решётки, необходимо сначала
вычислить производные dλl/da по формуле

dλl

da
= −∂F (λl(a), a)

∂a

(
∂F (λl(a), a)

∂λl

)−1

, l = −M/2,M/2.

Функция F (λl(a), a) определена формулой (11), а ∂F/∂a, ∂F/∂λl вычисляются аналитиче-
ски и имеют вид

∂F

∂a
= Aγ−1

0 (λl)γ
−1
1 (λl)(κ

2
0 − κ2)(cos(γ1(λl)a) sin(γ0(λl)(T − a))γ1(λl) +

+ sin(γ1(λl)a) cos(γ0(λl)(T − a))γ0(λl)),

∂F

∂λl
= Aγ−3

0 (λl)γ
−3
1 (λl)

((
1

2
(κ20 − κ2)2 sin(γ0(λl)(T − a)) +

+ cos(γ0(λl)(T − a))γ21 (λl)

(
(T − a)

1

2
(2λl − κ2 − κ20)γ0(λl)− aγ30(λl)

))
sin(γ1(λl)a) +

+

(
a
1

2
(2λl − κ2 − κ20)γ1(λl)− (T − a)γ31(λl)

)
sin(γ0(λl)(T − a)) cos(γ1(λl)a)γ

2
0 (λl)

)
.

Кроме того, так как значения d0,l, d1,l, c1,l зависят от λl и a, необходимо определить
∂d0,l/∂a, ∂d1,l/∂a, ∂c1,l/∂a. Данные производные можно вычислить аналитически, учитывая
формулы (13), (14).

Вычисление частных производных b по любым выбранным параметрам осуществляется
по следующей схеме. Домножим (15) слева на W−1 и найдём производную по выбранному
параметру:

∂b(p)

∂pk
= −W−1(λ,p)

∂W ′(λ,p)

∂pk
W−1(λ,p)f(p),

где k = 1, 2. Учитывая, что W−1(λ,p)f(p) = b(p), получаем

∂b(p)

∂pk
= −W−1(λ,p)

∂W ′(λ,p)

∂pk
b(p).

Умножив слева последнее уравнение на матрицу W (λ,p), находим матричное уравнение

W (λ,p)
∂b(p)

∂pk
= −∂W ′(λ,p)

∂pk
b(p) (17)

для вычисления ∂b(p)/∂pk. При этом производные коэффициентов матрицы W (λ,p) по лю-
бому выбранному параметру можно вычислить аналитически. Как и прежде, для решения
системы 2M + 2 линейных уравнений (17) используется метод Гаусса–Жордана.

4. Численные результаты. Предлагаемый алгоритм реализован в виде кода на языке
программирования С++ с использованием параллельных вычислений. Собственные значения
λ = λl, l = −M/2,M/2, определяются параллельно на нескольких потоках. Количество по-
токов зависит от характеристик процессора. Для 10 потоков и M = 6 время выполнения
программы составляет 0.2 с.

Для расчётов была выбрана МДР, состоящая из пары тонкоплёночных материалов: легиро-
ванный водородом кремний (Si:H) и диоксид кремния (SiO2). Общая конфигурация рассмат-
риваемой МДР представлена на рис. 2. Угол направления для первого порядка дифракции
θ = 45◦. Исходя из этого значения, диапазон углов падения ТЕ-волны ϕ для выбранного
диапазона длин волн с учётом формулы (1) составляет от 10.47◦ до 38.77◦.
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Рис. 2. Многослойная дифракционная решётка
с одним штрихом в периоде.

Рис. 3. Зависимость среднеквадратичного отклоне-
ния σ от параметров a, h.

На основании экспериментальных резуль-
татов [14], полученных в Университете Тунц-
зи, использовались следующие показате-
ли преломления для выбранных материалов:
n = 1.48 для SiO2, n = 3.52 для Si:H и n =
= 1.458 для стеклянной подложки. Показа-
тель преломления n0 за пределами решётки
равен единице. Период решётки T = 900 нм,
при этом параметр a, определяющий ширину
штриха, варьируется для оптимизации сред-
неквадратичного отклонения σ в пределах
80–140 нм. Вторым параметром оптимизации
выступает высота данного штриха h, кото-
рая изменяется от 70 до 160 нм. Толщины
первых двух слоёв многослойного зеркала со-
ставляют 140 и 76 нм соответственно. Начи-
ная с третьего слоя, все нечётные слои имеют
толщину 189.2 нм, а чётные – 75.6 нм. Много-
слойное зеркало состоит из 16 слоёв, т.е. J =
= 16.

Цель проводимых расчётов – проверка
возможности применения градиентных мето-
дов оптимизации к решению задач проекти-
рования МДР. В связи с этим в первую оче-
редь надо проверить эффективность анали-
тического подхода к вычислению градиента
минимизируемого функционала (16). Наибо-
лее трудоёмким в вычислительном плане яв-
ляется вычисление производных по парамет-
рам решётки, поскольку оно требует нахож-
дения собственных значений матрицы крае-
вой задачи и производных собственных значе-
ний по этим параметрам. Нахождение по ана-
литическим формулам производных функци-
онала по параметрам многослойного покры-
тия значительно менее затратно в вычисли-
тельном плане. Поэтому для проверки эф-
фективности предложенных алгоритмов бы-
ла рассмотрена задача оптимизации по двум
параметрам: ширине a и высоте h штриха
решётки.

На рис. 3, 4 представлены результаты ре-
шения задачи оптимизации. На рис. 3 показа-
ны процессы сходимости предложенного ме-
тода к двум различным точкам минимума

среднеквадратичного отклонения σ. Для наборов параметров, соответствующих найденным
минимумам, дифракционная эффективность в первом порядке дифракции показана на рис. 4.

Для расчёта “серого” пути использовался градиентный метод при α = 12, начальными
данными являлись значения a = 90 нм, h = 85 нм, σ = 0.2908. Для достижения результата
с точностью ε = 0.0001 понадобилось 107 итераций, при этом оптимальным стал набор па-
раметров a = 139.14 нм, h = 73.98 нм, σ = 0.25989, а время работы программы составило
337 с. Дифракционная эффективность в первом порядке дифракции в диапазоне длин волн
от 800 нм до 1190 нм для полученного данным способом набора параметров представлена на
рис. 4 точками серого цвета.
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Для расчёта “черного” пути использовался градиентный метод при α = 5, начальными
данными являлись a = 90 нм, h = 130 нм. Для достижения результата с точностью ε =
= 0.00001 понадобилось 52 итерации, а время работы программы составило 156 с. При этом
итогом работы программы стали следующие оптимальные параметры: a = 129.24 нм, h =
= 147.62 нм, σ = 0.17722. Дифракционная эффективность в первом порядке дифракции в
диапазоне длин волн от 800 до 1190 нм для полученного численно самого оптимального набора
параметров представлена на рис. 4 точками черного цвета.

Рис. 4. Зависимость дифракционной эффективности в первом
порядке дифракции от длины волны для наборов параметров,
соответствующих двум локальным минимумам среднеквадра-
тичного отклонения σ : 1 – a = 139.14 нм, h = 73.98 нм, σ =
= 0.25989; 2 – a = 129.24 нм, h = 147.62 нм, σ = 0.17722.
Цвета графиков соответствуют цветам точек на рис. 3.

Заключение. В работах [11, 12] предложен новый численно эффективный метод решения
прямой задачи расчёта дифракционной эффективности многослойных покрытий с дифракци-
онными решётками. На основе этого метода в настоящей статье впервые разработана схема
получения аналитических выражений для градиента функционала, оценивающего качество
решения задачи оптимизации МДР элементов. Проведена проверка численной эффективно-
сти применения полученных аналитических выражений для построения градиентных мето-
дов оптимизации. Полученные результаты открывают возможность применения современных
методов оптимизации первого порядка для решения различных задач проектирования МДР
элементов, в частности, задач проектирования многослойных покрытий с дифракционными
решётками для спектрального сложения лазерного излучения.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований и Государственного фонда естественных наук Китая (проект 21-57-53001).
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ОБ УСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧ УПРАВЛЕНИЯ
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Исследованы задачи мультипликативного управления для модели реакции–диффузии–кон-
векции с нелинейно зависящими от решения, а также зависящими от пространственных
переменных коэффициентами. В случае степенной зависимости коэффициентов модели
от решения для экстремальных задач выведены системы оптимальности. С их помощью
получены оценки локальной устойчивости решений конкретных задач управления относи-
тельно малых возмущений как функционалов качества, так и одной из заданных функций
краевой задачи.

DOI: 10.31857/S0374064123030123, EDN: QVRFAN

1. Введение. Постановка и разрешимость краевой задачи. В последние годы воз-
растает интерес к исследованию краевых задач и задач управления для моделей тепломассо-
переноса (см. [1–15]). При этом приложения экстремальных задач не ограничиваются поиском
эффективных механизмов управления физическими полями в сплошных средах. В рамках оп-
тимизационного подхода к задачам управления сводятся задачи восстановления неизвестных
функций в уравнениях и граничных условиях рассматриваемых моделей по дополнительной
информации о решении краевой задачи. В свою очередь, задачи восстановления неизвест-
ных коэффициентов модели сводятся к задачам мультипликативного управления (см. [10, 11,
16–18]).

В данной статье исследуется двухпараметрическая задача мультипликативного управления
для нелинейного уравнения реакции–диффузии–конвекции, рассматриваемого в ограниченной
области Ω ⊂ R

3 :
− div (λ(x)∇ϕ) + u · ∇ϕ+ k(ϕ,x)ϕ = f. (1)

Предполагается, что граница Γ области Ω состоит из двух частей – ΓD и ΓN , и уравнение
(1) рассматривается при смешанных краевых условиях

ϕ = ψ на ΓD, λ(x)(∂ϕ/∂n + α(ϕ,x)ϕ) = χ на ΓN . (2)

Здесь функция ϕ имеет смысл концентрации загрязняющего вещества, u – заданный вектор
скорости, f – объёмная плотность внешних источников вещества, λ(x) – коэффициент диффу-
зии, k(ϕ,x) – коэффициент реакции, α(ϕ,x) – коэффициент массообмена, функция χ имеет
смысл плотности граничных источников. Ниже на задачу (1), (2) при заданных функциях λ,
k, f, α, χ и ψ будем ссылаться как на задачу 1.

В работе [15] доказана глобальная разрешимость задачи 1 и нелокальная единственность
её решения в случае, когда нелинейности k(ϕ, · )ϕ и α(ϕ, · )ϕ являются монотонными, а также
установлен принцип максимума и минимума для концентрации ϕ.

Для задачи 1 исследованы задачи мультипликативного управления. В частности, установ-
лено свойство релейности (или справедливость принципа минимакса) для решения одной из
рассматриваемых задач управления. Данное свойство означает, что оптимальное управление
в зависимости от x ∈ Ω может принимать только два значения, как правило, это верхняя
и нижняя границы множества управлений. Тем самым в зависимости от x ∈ Ω происходит
скачок управления из одного состояния в другое (принцип минимакса) или его переключение
между двумя состояниями (релейность) (см. [6–8] и [15]).

В настоящей работе для двухпараметрической задачи мультипликативного управления, в
случае когда коэффициенты k(ϕ, · ) и α(ϕ, · ) имеют определённый вид, выводятся системы
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оптимальности. На основе анализа данных систем получены оценки локальной устойчивости
оптимальных решений относительно малых возмущений как функционалов качества, так и
заданной функции f.

При анализе рассматриваемых задач будем использовать функциональные пространства
Соболева Hs(D), s ∈ R. Здесь D обозначает либо область Ω, либо некоторую подобласть
Q ⊂ Ω, либо часть ΓD границы Γ. Через ‖ · ‖s,Q, | · |s,Q и ( · , · )s,Q будем обозначать норму,
полунорму и скалярное произведение в Hs(Q). Нормы и скалярные произведения в L2(Q),
L2(Ω) или в L2(ΓN ) будем обозначать соответственно через ‖ · ‖Q и ( · , · )Q, ‖ · ‖Ω и ( · , · )Ω
или ‖ · ‖ΓN

и ( · , · )ΓN
. Пусть Lp

+(D) = {k ∈ Lp(D) : k � 0 в D}, p � 3/2, Hs
+(D) =

= {h ∈ Hs(D) : h � 0 в D}, s � 0, Z = {v ∈ L4(Ω)3 : divv = 0 в Ω, v · n|ΓN
= 0},

Hs
λ0
(Ω) = {h ∈ Hs(Ω) : h � λ0 > 0 в Ω}, s > 3/2, T = {ϕ ∈ H1(Ω) : ϕ|ΓD

= 0}.
Предположим, что выполняются следующие условия:
(i) Ω – ограниченная область в R

3 с границей Γ ∈ C0,1, состоящей из замыканий двух
непересекающихся открытых участков ΓD и ΓN (Γ = ΓD

⋃
ΓN , ΓD

⋂
ΓN = ∅), при этом

поверхностная мера meas ΓD > 0 и граница ∂ΓD участка ΓD состоит из конечного числа
липшицевых кривых или является n-угольником;

(ii) λ ∈ Hs
λ0
(Ω), s > 3/2, u ∈ Z, f ∈ L2(Ω), ψ ∈ H1/2(ΓD), χ ∈ L2(ΓN );

(iii) для любой функции v ∈ H1(Ω) справедливо вложение k(v, · ) ∈ Lp
+(Ω) для некоторого

p � 3/2, не зависящего от v, и на любом шаре Br = {v ∈ H1(Ω) : ‖v‖1,Ω � r} радиуса r
выполняется неравенство

‖k(v1, · )− k(v2, · )‖Lp(Ω) � L1‖v1 − v2‖L4(Ω) для любых v1, v2 ∈ Br,

здесь константа L1 зависит от r, но не зависит от v1, v2 ∈ Br;
(iv) для любой функции w ∈ H1(Ω) справедливо вложение α(w, · ) ∈ Lq

+(ΓN ) для некото-
рого q � 2, не зависящего от w, и на любом шаре Sa = {w ∈ H1(Ω) : ‖w‖1,Ω � a} радиуса a
справедливо неравенство

‖α(w1, · )− α(w2, · )‖Lq(ΓN ) � L2‖w1 − w2‖L2(ΓN ) для любых w1, w2 ∈ Sa,

здесь константа L2 зависит от a, но не зависит от w1, w2 ∈ Sa.
Будем предполагать, что нелинейности k(ϕ, · )ϕ и α(ϕ, · )ϕ являются монотонными в сле-

дующим смысле:
(v) (k(ϕ1, · )ϕ1 − k(ϕ2, · )ϕ2, ϕ1 − ϕ2) � 0 для всех ϕ1, ϕ2 ∈ H1(Ω);
(vi) (α(ϕ1, · )ϕ1 − α(ϕ2, · )ϕ2, ϕ1 − ϕ2)ΓN

� 0 для всех ϕ1, ϕ2 ∈ H1(Ω).
Пусть также функции k(ϕ, · ) и α(ϕ, · ) ограничены в том смысле, что существуют поло-

жительные константы A1, B1, зависящие от k, и A2, B2, зависящие от α, такие, что
(vii) ‖k(ϕ, · )‖Lp(Ω) � A1‖ϕ‖r1,Ω +B1 для всех ϕ ∈ H1(Ω) при p � 3/2, r � 0;

(viii) ‖α(ϕ, · )‖Lq (ΓN ) � A2‖ϕ‖l1,Ω +B2 для всех ϕ ∈ H1(Ω) при q � 2, l � 0.

Отметим, что условия (iii), (v) и (vii) описывают оператор, действующий из H1(Ω) в Lp(Ω),
p � 3/2, позволяющий учитывать достаточно произвольную зависимость коэффициента ре-
акции как от концентрации ϕ, так и от пространственной переменной x. Например, k = ϕ2

(или k = ϕ2|ϕ|) в подобласти Q ⊂ Ω и k = k0(x) ∈ L
3/2
+ (Ω \Q) в Ω \Q.

В свою очередь, условия (iv), (vi) и (viii) задают оператор, действующий из H1(Ω) в
Lq(ΓN ), q � 2, который позволяет учитывать зависимость коэффициента α от ϕ и x. На-
пример, α = |ϕ| на Γ0 ⊂ ΓN и α = α0(x) ∈ L2

+(ΓN \ Γ0) в ΓN \ Γ0.

Напомним также, что в силу теоремы вложения Соболева пространство H1(Ω) вкладыва-
ется в пространство Ls(Ω) непрерывно при s � 6 и компактно при s < 6, и при некоторой
константе Cs, зависящей от s и Ω, справедлива оценка

‖ϕ‖Ls(Ω) � Cs‖ϕ‖1,Ω для всех ϕ ∈ H1(Ω). (3)

Пространство H1/2(ΓN ) вкладывается в пространство Lq(ΓN ) непрерывно при q � 4 и
компактно при q < 4. В силу непрерывности оператора следа γ : H1(Ω) → H1/2(ΓN ) (и его
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сужения γ|ΓN
на ΓN ⊂ Γ) с константой C̃q, зависящей от q и ΓN , справедлива оценка

‖ϕ‖Lq(ΓN ) � C̃q‖ϕ‖1,Ω для всех ϕ ∈ H1(Ω).

Наконец, поскольку при r > 1 пространство Hr(ΓN ) непрерывно и компактно вкладыва-
ется в Lp(ΓN ), где p � ∞, из непрерывности оператора частичного следа γ|ΓN

: Hr+1/2(Ω) →
→ Hr(ΓN ) вытекает оценка

‖λ‖Lp(ΓN ) � Ĉ‖λ‖s,Ω при любой λ ∈ Hs(Ω), s = r + 1/2 > 3/2.

Справедлива следующая техническая лемма (см. [14]).
Лемма 1.1. При выполнении условий (i), (ii), u ∈ Z, λ ∈ Hs

λ0
(Ω), s > 3/2, k1 ∈ Lp

+(Ω),

p � 3/2, α1 ∈ Lq
+(ΓN ), q � 2, существуют положительные константы C0, δ0, γ1, γp,

зависящие или от Ω, или от Ω и p, или от Ω, ΓN и q, при которых справедливы соот-
ношения

|(λ∇ϕ,∇η)| � C0‖λ‖s,Ω‖ϕ‖1,Ω‖η‖1,Ω, |(u · ∇ϕ, η)| � γ1‖u‖L4(Ω)3‖ϕ‖1,Ω‖η‖1,Ω, (4)

|(k1ϕ, η)| � γp‖k1‖Lp(Ω)‖ϕ‖1,Ω‖η‖1,Ω,

|(λα1ϕ, η)| � γq‖λ‖s,Ω‖α1‖Lq(ΓN )‖ϕ‖1,Ω‖η‖1,Ω для всех ϕ, η ∈ H1(Ω), (5)

|(χ, h)| � γ2‖χ‖ΓN
‖h‖1,Ω для всех χ ∈ L2(ΓN ), h ∈ H1(Ω), (6)

(u · ∇ϕ,ϕ) = 0, (λ∇ϕ,∇ϕ) � λ∗‖ϕ‖21,Ω для любой ϕ ∈ T , λ∗ ≡ δλ0. (7)

Умножим уравнение (1) на h ∈ T и проинтегрируем по области Ω, применяя формулу
Грина. Учитывая (2), получаем

(λ∇ϕ,∇h) + (k(ϕ, · )ϕ, h) + (u · ∇ϕ, h) + (λα(ϕ, · )ϕ, h)ΓN
=

= (f, h) + (χ, h)ΓN
для любой h ∈ T , ϕ|ΓD

= ψ. (8)

Определение. Функцию ϕ ∈ H1(Ω), удовлетворяющую равенству (8), назовём слабым
решением задачи 1.

Для доказательства разрешимости задачи 1 в [15] использовалась следующая
Лемма 1.2. Пусть выполняются условия (i). Тогда для любой функции ψ ∈ H1/2(ΓD)

существует функция ϕ0 ∈ H1(Ω) такая, что ϕ0 = ψ на ΓD и при некоторой константе
CΓ, зависящей от Ω и ΓD, справедлива оценка

‖ϕ0‖1,Ω � CΓ‖ψ‖1/2,ΓD
.

Справедлива следующая
Теорема 1.1 [15]. При выполнении условий (i)–(viii) существует единственное слабое

решение ϕ ∈ H1(Ω) задачи 1, для которого справедлива оценка

‖ϕ‖1,Ω � Mϕ ≡ C∗Ml + CΓ‖ψ‖1/2,ΓD
, (9)

где CΓ – константа из леммы 1.2 и

Ml ≡ ‖f‖Ω + γ2‖χ‖ΓN
+ (C0CΓ‖λ‖s,Ω + γ1CΓ‖u‖L4(Ω)3)‖ψ‖1/2,ΓD

+

+ CΓ(γp(A1C
r
Γ‖ψ‖r1/2,ΓD

+B1) + γq‖λ‖s,Ω(A2C
l
Γ‖ψ‖l1/2,ΓD

+B2))‖ψ‖1/2,ΓD
.
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2. Мультипликативная задача управления. Пусть функция k(ϕ,x) удовлетворяет
следующему условию:

(ix) k(ϕ,x) = β(x)k0(ϕ), где β(x) ∈ H1
+(Ω), k0(ϕ) ∈ L2

+(Ω) для всех ϕ ∈ H1(Ω) удовле-
творяет свойству (vii) при p > 2, и в любом шаре Br = {ϕ ∈ H1(Ω) : ‖ϕ‖1,Ω � r} радиуса r
справедливо неравенство

‖k0(ϕ1)− k0(ϕ2)‖Ω � L3‖ϕ1 − ϕ2‖L4(Ω) для всех ϕ1, ϕ2 ∈ Br. (10)

Здесь константа L3 зависит от радиуса r и не зависит от конкретных ϕ1, ϕ2 ∈ Br.
Несложно показать, что условия (ix) описывают частный случай функции k(ϕ,x), удовле-

творяющей (iv). Действительно (см. также [12]),

‖β(k0(ϕ1)− k0(ϕ2))‖L3/2(Ω) � ‖β‖L6(Ω)‖k0(ϕ1)− k0(ϕ2)‖Ω � C6‖β‖1,Ω‖ϕ1 − ϕ2‖L4(Ω).

Для постановки задачи управления разобьем множество исходных данных задачи 1 на две
группы: группу фиксированных данных, куда отнесём функции u, k0(ϕ), α(ϕ), f, χ и ψ,
и группу управлений, куда отнесём функции λ и β, предполагая, что они могут изменяться
в некоторых множествах K1 и K2, удовлетворяющих условию

(j) K1 ⊂ Hs
λ0
(Ω) и K2 ⊂ H1

+(Ω) – непустые выпуклые замкнутые множества.
Положим u = (λ, β), K = K1 ×K2. Введём пространство Y = T ∗ ×H1/2(ΓD) и оператор

F = (F1, F2) : H
1(Ω)×K → Y по формулам

〈F1(ϕ, u), h〉 = (λ∇ϕ,∇h) + (β(x)k0(ϕ)ϕ, h) + (u · ∇ϕ, h) + (λα(ϕ,x)ϕ, h)ΓN
− (f, h)− (χ, h)ΓN

,

F2(ϕ) = ϕ|ΓD
− ψ

и запишем (8) в виде F (ϕ, u) = 0. Рассматривая это равенство как условное ограничение
на состояние ϕ ∈ H1(Ω) и управление u ∈ K, сформулируем следующую задачу условной
минимизации:

J(ϕ, u) ≡ μ0

2
I(ϕ) +

μ1

2
‖λ‖2s,Ω +

μ2

2
‖β‖21,Ω → inf, F (ϕ, u) = 0, (ϕ, u) ∈ H1(Ω)×K. (11)

Здесь I : H1(Ω) → R – функционал, полунепрерывный снизу относительно слабой сходимости.
Обозначим через Zad = {(ϕ, u) ∈ H1(Ω) × K : F (ϕ, u) = 0, J(ϕ, u) < ∞} множество

допустимых пар для задачи (11) и предположим, что выполняется условие
(jj) μ0 > 0, μ1 � 0, μ2 � 0 (либо μi > 0, i = 0, 1, 2), K – ограниченное множество и

функционал I ограничен снизу.
Будем использовать следующие функционалы качества:

I1(ϕ) = ‖ϕ− ϕd‖2Q =

∫

Q

|ϕ− ϕd|2dx, I2(ϕ) = ‖ϕ − ϕd‖21,Q. (12)

Здесь ϕd ∈ L2(Q) (либо ϕd ∈ H1(Q)) – заданная в подобласти Q ⊂ Ω функция.
Теорема 2.1. Пусть выполнены условия (i)–(viii), (xi) и (j), (jj), функционал I : H1(Ω) →

→ R слабо полунепрерывен снизу и множество Zad не пусто. Тогда существует по крайней
мере одно решение (ϕ, u) ∈ H1(Ω)×K задачи (11).

Замечание. Функционалы в (12) удовлетворяют условиям теоремы 2.1. Также в дальней-
шем будем использовать оценки, вытекающие из её условий:

‖λ‖s,Ω � Cλ, ‖β‖1,Ω � Cβ для любых λ ∈ K1 и β ∈ K2,

где Cλ и Cβ – положительные константы.
Будем считать далее, что k(ϕ, · ) = β(·)k0(ϕ) ≡ β(·)ϕ2 и α(α) = |α|. При таких коэффи-

циентах реакции и массообмена для экстремальной задачи (11) ниже будет выведена система
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оптимальности и на основе её анализа будут получены оценки локальной устойчивости опти-
мальных решений задачи (11) относительно малых возмущений как функционалов качества,
так и заданной функции f.

Несложно показать, что производная Фреше от оператора F = (F1, F2) : H1(Ω) × K →
→ Y по ϕ в каждой точке (ϕ̂, û) = (ϕ̂, λ̂, β̂) есть линейный оператор F ′

ϕ(ϕ̂, û) : H
1(Ω) → Y,

ставящий в соответствие каждому элементу h ∈ H1(Ω) элемент F ′
ϕ(ϕ̂, û)(h) = (ŷ1, ŷ2) ∈ Y.

Здесь элементы ŷ1 ∈ T ∗ и ŷ2 ∈ H1/2(ΓD) определяются по ϕ̂ и τ соотношениями

〈ŷ1, τ〉 = (λ̂∇τ,∇h)+3(β̂ϕ̂2τ, h)+2(λ̂|ϕ̂|τ, h)ΓN
+(u·∇τ, h) для любого τ ∈ H1(Ω), y2 = h|ΓD

.

Введём сопряжённое к Y пространство Y ∗ = T × H1/2(ΓD)
∗. Через F ′

ϕ(ϕ̂, û)
∗ : Y ∗ →

H1(Ω)∗ обозначим сопряжённый к F ′
ϕ(ϕ̂, û) оператор. Следуя общей теории гладко-выпуклых

экстремальных задач [19], введём элемент y∗ = (θ, ζ) ∈ Y ∗, на который будем ссылаться как
на сопряжённое состояние, и лагранжиан L : H1(Ω)×K × Y ∗ → R по формуле

L(ϕ, u,y∗) = J(ϕ, u)+〈y∗, F (ϕ, u)〉Y ∗×Y ≡J(ϕ, u) + 〈F1(ϕ, u), θ〉T ∗×T + 〈ζ, F2(ϕ, u)〉ΓD
,

где 〈ζ, · 〉ΓD
= 〈ζ, · 〉H1/2(ΓD)∗×H1/2(ΓD).

Из теоремы Лакса–Мильграма вытекает, что что для любых f ∈ L2(Ω) и ψ ∈ H1/2(ΓD)
существует единственное решение τ ∈ H1(Ω) линейной задачи

(λ̂∇τ,∇h) + 3(β̂ϕ̂2τ, h) + 2(λ̂|ϕ̂|τ, h)ΓN
+ (u · ∇τ, h) = (f, h) для всех h ∈ T , τ |ΓD

= ψ.

Тогда оператор F ′
ϕ(ϕ̂, û) : H

1(Ω)×K → Y – изоморфизм, а из [19] вытекает
Теорема 2.2. Пусть выполняются условия (i), (ii), (j), (jj), k(ϕ, · ) = β(·)ϕ2, где β(·) ∈

∈ H1
+(Ω), и α(ϕ) = |ϕ|, функционал I : H1(Ω) → R непрерывно дифференцируем по ϕ в

точке ϕ̂ и локальный минимум в задаче (11) достигается в точке (ϕ̂, û) ∈ H1(Ω)×K. Тогда
существует единственный множитель Лагранжа y∗ = (θ, ζ) ∈ Y ∗ такой, что выполняется
уравнение Эйлера–Лагранжа F ′

ϕ(ϕ̂, û)
∗y∗ = −J ′

ϕ(ϕ̂, û) в H1(Ω)∗, эквивалентное тождеству

(λ̂∇τ,∇θ) + 3(β̂ϕ̂2τ, θ) + 2(λ̂|ϕ̂|τ, θ)ΓN
+ (u · ∇τ, θ) + 〈ζ, τ〉ΓD

=

= −(μ0/2)〈I ′ϕ(ϕ̂), τ〉 для всех τ ∈ H1(Ω),

и справедлив принцип минимума L(ϕ̂, û,y∗) � L(ϕ̂, u,y∗) для любой u ∈ K, эквивалентный
неравенствам

μ1(λ̂, λ− λ̂)s,Ω + ((λ− λ̂)∇ϕ̂,∇θ) + ((λ− λ̂)|ϕ̂|ϕ̂, θ)ΓN
� 0, (13)

μ2(β̂, β − β̂)1,Ω + ((β − β̂)ϕ̂3, θ) � 0 (14)
при любых λ ∈ K1 и β ∈ K2.

3. Основное свойство системы оптимальности. Обозначим через (ϕ1, u1) ∈ H1(Ω)×
×K решение задачи (11), отвечающее заданной функции f = f1 ∈ L2(Ω), а через (ϕ2, u2) ∈
∈ H1(Ω)×K – решение задачи

J̃(ϕ, u) =
μ0

2
Ĩ(ϕ) +

μ1

2
‖λ‖2s,Ω +

μ2

2
‖β‖21,Ω → inf, F (ϕ, u, f̃ ) = 0, (ϕ, u) ∈ H1(Ω)×K, (15)

которая получается из (11) заменой функционала I : H1(Ω) → R другим функционалом
Ĩ : H1(Ω) → R и заменой функции f функцией f2 = f̃ ∈ L2(Ω). Считая множество K

ограниченным, а функционалы I(ϕ) и Ĩ(ϕ) непрерывно дифференцируемыми на H1(Ω),
выведем одно важное для дальнейшего анализа неравенство для разности решений задач (11)
и (15). Напомним, что в силу теоремы 1.1 справедливы следующие оценки для ϕi :

‖ϕi‖1,Ω � Mϕ = C∗ sup
(λ,β)∈K

M̃ϕ, i = 1, 2, C∗ ≡ λ−1
∗ , (16)

где M̃ϕ определена в (9). Очевидно, что Mϕ < ∞ в случае, когда множество K ограничено.
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Обозначим через (θi, ζi) ∈ T × H1/2(ΓD)
∗ множители Лагранжа, отвечающие решениям

(ϕi, ui), i = 1, 2. В силу теоремы 2.2 они удовлетворяют соотношениям

(λ1∇τ,∇θ1) + 3(β1ϕ
2
1τ, θ1) + (u · ∇τ, θ1) + 2(λ1|ϕ1|τ, θ1)ΓN

+

+ 〈ζ1, τ〉ΓD
= −μ0

2
〈I ′ϕ(ϕ1), τ〉 для любых τ ∈ H1(Ω), (17)

(λ2∇τ,∇θ2) + 3(β2ϕ
2
2τ, θ2) + (u · ∇τ, θ2) + 2(λ2|ϕ2|τ, θ2)ΓN

+

+ 〈ζ2, τ〉ΓD
= −μ0

2
〈Ĩ ′ϕ(ϕ2), τ〉 для любых τ ∈ H1(Ω). (18)

Положим

ϕ = ϕ1 − ϕ2, β = β1 − β2, λ = λ1 − λ2, θ = θ1 − θ2, ζ = ζ1 − ζ2, f = f1 − f2. (19)

При k(ϕ, · ) = β(·)ϕ2 и α(ϕ) = |ϕ| слабая формулировка (8) задачи 1 принимает вид

(λ∇ϕ,∇h) + (βϕ3, h) + (u · ∇ϕ, h) + (λ|ϕ|ϕ, h)ΓN
=

= (f, h) + (χ, h)ΓN
для всех h ∈ T , ϕ|ΓD

= ψ. (20)

Вычтем тождество (20), записанное для (ϕ2, u2, f2), из этого же тождества, записанного для
(ϕ1, u1, f1). Учитывая, что

β1ϕ
3
1 − β2ϕ

3
2 = βϕ3

1 + β2(ϕ
3
1 − ϕ3

2), λ1∇ϕ1 − λ2∇ϕ2 = λ1∇ϕ+ λ∇ϕ2,

λ1|ϕ1|ϕ1 − λ2|ϕ2|ϕ2 = λ|ϕ1|ϕ1 + λ2(|ϕ1|ϕ1 − |ϕ2|ϕ2),

получаем равенство

(λ1∇ϕ,∇h) + (β2(ϕ
3
1 − ϕ3

2), h) + (u · ∇ϕ, h) + (λ2(|ϕ1|ϕ1 − |ϕ2|ϕ2), h)ΓN
=

= (f, h)− (λ∇ϕ2,∇h)− (βϕ3
1, h)− (λ|ϕ1|ϕ1, h)ΓN

для любых h ∈ T . (21)

Полагая ϕ = ϕ1 − ϕ2 в (21), учитывая (7), (16) и монотонность функций λ2ϕ|ϕ| и β2ϕ
3 :

(λ2(|ϕ1|ϕ1 − |ϕ2|ϕ2), ϕ1 − ϕ2)ΓN
� 0, (β2(ϕ

3
1 − ϕ3

2), ϕ1 − ϕ2) � 0,

выводим оценку
‖ϕ‖1,Ω � C∗(a‖λ‖s,Ω + b‖β‖1,Ω + ‖f‖Ω), (22)

где a = C0Mϕ + γqC̃4M
2
ϕ, b = C5

6M
3
ϕ.

Положим λ = λ2 в неравенстве (13), записанном при λ̂ = λ1, ϕ̂ = ϕ1, θ = θ1, и λ = λ1 в
неравенстве (13), записанном при λ̂ = λ2, ϕ̂ = ϕ2, θ = θ2. Имеем

μ1(λ1, λ2 − λ1)s,Ω + ((λ2 − λ1)∇ϕ1,∇θ1) + ((λ2 − λ1)|ϕ1|ϕ1, θ1)ΓN
� 0,

μ1(λ2, λ1 − λ2)s,Ω + ((λ1 − λ2)∇ϕ2,∇θ2) + ((λ1 − λ2)|ϕ2|ϕ2, θ2)ΓN
� 0.

Сложив последние неравенства, получим

μ1‖λ‖2s,Ω � −(λ∇ϕ,∇θ2)− (λ∇ϕ1,∇θ)− (λ(ϕ2(|ϕ1| − |ϕ2|)+ |ϕ1|ϕ), θ2)ΓN
+(λϕ1|ϕ1|, θ)ΓN

. (23)

Положим β = β2 в неравенстве (14), записанном при β̂ = β1, ϕ̂ = ϕ1, θ = θ1, и β = β1 в
неравенстве (14), записанном при β̂ = β2, ϕ̂ = ϕ2, θ = θ2 :

μ2(β1, β2 − β1)1,Ω − ((β2 − β1)ϕ
3
1, θ1) � 0, μ2(β2, β1 − β2)1,Ω − ((β1 − β2)ϕ

3
2, θ2) � 0.
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Складывая эти неравенства, приходим к соотношению

μ1‖β‖21,Ω � (βϕ(ϕ2
1 + ϕ1ϕ2 + ϕ2

2), θ1) + (βϕ3
2, θ). (24)

Вычтем теперь тождество (18) из (17). Учитывая, что

(λ1∇τ,∇θ1)− (λ2∇τ,∇θ2) = (λ1∇τ,∇θ) + (λ∇τ,∇θ2),

(λ1|ϕ1|τ, θ1)ΓN
− (λ2|ϕ2|τ, θ2)ΓN

= (λ|ϕ1|τ, θ1)ΓN
+ (λ2(|ϕ1| − |ϕ2|)τ, θ1)ΓN

+ (λ2|ϕ2|τ, θ)ΓN
,

(β1ϕ
2
1τ, θ1)− (β2ϕ

2
2τ, θ2) = (βϕ2

1τ, θ1) + (β2ϕ(ϕ1 + ϕ2)τ, θ1) + (β2ϕ
2
2τ, θ),

будем иметь
(λ1∇τ,∇θ) + 3(β2ϕ(ϕ1 + ϕ2)τ, θ1) + 3(β2ϕ

2
2τ, θ) +

+ 2(λ2(|ϕ1| − |ϕ2|)τ, θ1)ΓN
+ 2(λ2|ϕ2|τ, θ)ΓN

+ (u · ∇τ, θ) + 〈ζ, τ〉ΓD
=

= −(λ∇τ,∇θ2)− 2(λ|ϕ1|τ, θ1)ΓN
− 3(βϕ2

1τ, θ1)− (μ0/2)〈I ′ϕ(ϕ1)− Ĩ ′ϕ(ϕ2), τ〉 (25)

для всех τ ∈ H1(Ω).
Полагая в (25) τ = ϕ, с учётом того, что ϕ = ϕ1 − ϕ2 = 0 на ΓD, получаем

(λ1∇ϕ,∇θ) + 3(β2(ϕ1 + ϕ2)ϕ
2, θ1) + 3(β2ϕ

2
2ϕ, θ) +

+ 2(λ2(|ϕ1| − |ϕ2|)ϕ, θ1)ΓN
+ 2(λ2|ϕ2|ϕ, θ)ΓN

+ (u · ∇ϕ, θ) =

= −(λ∇ϕ,∇θ2)− 2(λ|ϕ1|ϕ, θ1)ΓN
− 3(βϕ2

1ϕ, θ1)− (μ0/2)〈I ′ϕ(ϕ1)− Ĩ ′ϕ(ϕ2), ϕ〉. (26)

Положим далее h = θ в (21). Будем иметь

(λ1∇ϕ,∇θ) + (β2(ϕ
2
1 + ϕ1ϕ2 + ϕ2

2)ϕ, θ) + (u · ∇ϕ, θ) + (λ2(|ϕ1|ϕ1 − |ϕ2|ϕ2), θ)ΓN
=

= (f, θ)− (λ∇ϕ2,∇θ)− (βϕ3
1, θ)− (λ|ϕ1|ϕ1, θ)ΓN

.

Вычтем это равенство из (26). Учитывая, что

3(β2(ϕ1 + ϕ2)ϕ
2, θ1) + 3(β2ϕ

2
2ϕ, θ)− (β2(ϕ

2
1 + ϕ1ϕ2 + ϕ2

2)ϕ, θ) =

= 3(β2(ϕ1 + ϕ2)ϕ
2, θ1)− (β2(ϕ

2
1 + ϕ1ϕ2 − 2ϕ2

2)ϕ, θ),

2(λ2|ϕ2|ϕ, θ)ΓN
− (λ2(|ϕ1|ϕ1 − |ϕ2|ϕ2), θ)ΓN

=

= (λ2(2|ϕ2|(ϕ1 − ϕ2)− |ϕ1|ϕ1 + |ϕ2|ϕ2), θ)ΓN
= (λ2(ϕ1(|ϕ2| − |ϕ1|) + |ϕ2|ϕ), θ)ΓN

,

получим
3(β2(ϕ1 + ϕ2)ϕ

2, θ1)− (β2(ϕ
2
1 + ϕ1ϕ2 − 2ϕ2

2)ϕ, θ) +

+ 2(λ2(|ϕ1| − |ϕ2|)ϕ, θ1)ΓN
+ (λ2(ϕ1(|ϕ2| − |ϕ1|)ϕ1 + |ϕ2|ϕ), θ)ΓN

=

= −(λ∇ϕ,∇θ2)− 2(λ|ϕ1|ϕ, θ1)ΓN
− 3(βϕ2

1ϕ, θ1)− (μ0/2)〈I ′ϕ(ϕ1)− Ĩ ′ϕ(ϕ2), ϕ〉 −

− (f, θ) + (λ∇ϕ2,∇θ) + (βϕ3
1, θ) + 2(λ|ϕ1|ϕ1, θ)ΓN

. (27)

Равенство (27) запишем в следующем виде:

(μ0/2)〈I ′ϕ(ϕ1)− Ĩ ′ϕ(ϕ2), ϕ〉 = −3(β2(ϕ1 + ϕ2)ϕ
2, θ1) + (β2(ϕ

2
1 + ϕ1ϕ2 − 2ϕ2

2)ϕ, θ)−

− 2(λ2(|ϕ1| − |ϕ2|)ϕ, θ1)ΓN
− (λ2((|ϕ2| − |ϕ1|)ϕ1 + |ϕ2|ϕ), θ)ΓN

− (λ∇ϕ,∇θ2)−

− 2(λ|ϕ1|ϕ, θ1)ΓN
− 3(βϕ2

1ϕ, θ1)− (f, θ) + (λ∇ϕ2,∇θ) + (βϕ3
1, θ) + 2(λ|ϕ1|ϕ1, θ)ΓN

. (28)
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Складывая (28) c (23) и (24), получаем соотношения

(μ0/2)〈I ′ϕ(ϕ1)− Ĩ ′ϕ(ϕ2), ϕ〉 + μ1‖λ‖2s,Ω + μ2‖β‖21,Ω � A1 +A2,

A1 = −3(β2(ϕ1 + ϕ2)ϕ
2, θ1) + (β2(ϕ

2
1 + ϕ1ϕ2 − 2ϕ2

2)ϕ, θ)−

− (βϕ(−2ϕ2
1 + ϕ1ϕ2 + ϕ2

2), θ1) + (β(ϕ3
1 + ϕ3

2), θ)− (f, θ),

A2 = −2(λ2(|ϕ1| − |ϕ2|)ϕ, θ1)ΓN
− (λ2((|ϕ2| − |ϕ1|)ϕ1 + |ϕ2|ϕ), θ)ΓN

−
− 2(λ∇ϕ,∇θ2)− 2(λ|ϕ1|ϕ, θ1)ΓN

+ (λ∇ϕ2,∇θ) + 3(λ|ϕ1|ϕ1, θ)ΓN
−

− (λ∇ϕ1,∇θ)− (λ(ϕ2(|ϕ1| − |ϕ2|) + |ϕ1|ϕ), θ2)ΓN
. (29)

Сформулируем полученный результат в виде следующей теоремы.
Теорема 3.1. Пусть выполняются условия (i) и (j), K ⊂ Hs

λ0
(Ω) × H1(Ω) – ограничен-

ное множество, пары (ϕ1, u1) ∈ H1(Ω) × K и (ϕ2, u2) ∈ H1(Ω) × K являются решениями
соответственно задач (11) при f = f1 ∈ L2(Ω) и (15) при f = f2 ∈ L2(Ω). Пусть далее
(θi, ζi) ∈ T ×H1/2(ΓD) – множители Лагранжа, отвечающие решениям (ϕi, ui), i = 1, 2, и
функционалы I и Ĩ непрерывно дифференцируемы относительно ϕ. Тогда для разностей ϕ,
λ, β, θ и f, введённых в (19), справедлива оценка (22) и выполняется неравенство (29).

4. Оценки локальной устойчивости оптимальных решений. Основываясь на теоре-
ме 3.1, установим достаточные условия единственности и устойчивости решений конкретных
экстремальных задач. Начнём с анализа следующей экстремальной задачи, отвечающей функ-
ционалу качества I1(ϕ) = ‖ϕ− ϕd‖2Q :

J(ϕ, u) =
μ0

2
I1(ϕ) +

μ1

2
‖λ‖2s,Ω +

μ2

2
‖β‖21,Ω → inf, F (ϕ, u, f) = 0, (ϕ, u) ∈ H1(Ω)×K. (30)

Обозначим через (ϕ1, u1) решение задачи (30), отвечающее заданным функциям ϕd = ϕd
1 ∈

∈ L2(Q) и f = f1 ∈ L2(Ω). Через (ϕ2, u2) обозначим решение задачи (30), отвечающее
возмущённым функциям ϕ̃d = ϕd

2 ∈ L2(Q) и f̃ = f2 ∈ L2(Ω). Полагая ϕd = ϕd
1 − ϕd

2, в
дополнение к (19) имеем в силу (12) равенства

〈I ′1(ϕi), τ〉 = 2(ϕi − ϕd
i , τ)Q, 〈I ′1(ϕ1)− Ĩ ′1(ϕ2), τ〉 = 2((ϕ, τ)Q − (ϕd, τ)Q), i = 1, 2. (31)

С учётом (31) равенства (17), (18) для множителей Лагранжа θi ∈ T , отвечающие решениям
(ϕi, ui), принимают вид

(λi∇τ,∇θi) + 3(βiϕ
2
i τ, θi) + 2(λi|ϕi|τ, θi) + (u · ∇τ, θi) +

+ 〈ζi, τ〉ΓD
= −μ0(ϕi − ϕd

i , τ)Q для любых τ ∈ H1(Ω), i = 1, 2. (32)

В (25) теперь подставим производную Фреше от конкретного функционала качества и запишем
это соотношение в виде уравнения относительно разности θ = θ1 − θ2 :

(λ1∇τ,∇θ) + 3(β2ϕ
2
2τ, θ) + 2(λ2|ϕ2|τ, θ)ΓN

+ (u · ∇τ, θ) + 〈ζ, τ〉ΓD
=

= −3(β2ϕ(ϕ1 + ϕ2)τ, θ1)− 3(βϕ2
1τ, θ1)− 2(λ2(|ϕ1| − |ϕ2|)τ, θ1)ΓN

−

− (λ∇τ,∇θ2)− 2(λ|ϕ1|τ, θ1)ΓN
− μ0(ϕ− ϕd, τ)Q для всех τ ∈ H1(Ω). (33)

Наконец, (29) примет следующий вид:

μ0(‖ϕ‖2Q − (ϕd, ϕ)Q) + μ1‖λ‖2s,Ω + μ2‖β‖21,Ω � A1 +A2 − (f, θ). (34)

Используя (16) и (22), оценим множители θi, i = 1, 2, разность θ = θ1 − θ2, а также
величины A1 и A2 в (34).
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Начнём с оценки множителя Лагранжа θi, являющегося решением задачи (32). В силу
(16) и неравенств ‖ϕi‖Q � ‖ϕi‖1,Ω, ‖τ‖Q � ‖τ‖1,Ω имеем

|(ϕi − ϕd
i , τ)Q| � M0

ϕ‖τ‖1,Ω для всех τ ∈ H1(Ω), M0
ϕ ≡ Mϕ +max(‖ϕd

1‖Q, ‖ϕd
2‖Q). (35)

Полагая τ = θi ∈ T в (32) и используя (35) и лемму 2.1, выводим оценку

‖θi‖1,Ω � μ0C∗M
0
ϕ, i = 1, 2. (36)

По аналогичной схеме выводится оценка для разности θ = θ1 − θ2, удовлетворяющей
соотношению (33). При этом для её вывода достаточно оценить правую часть (33). Используя
(3), (4), (16), (22), (36) и неравенство Гёльдера, имеем последовательно

|(ϕ, τ)Q| � ‖ϕ‖1,Ω‖τ‖1,Ω � C∗(a‖λ‖s,Ω + b‖β‖1,Ω + ‖f‖Ω)‖τ‖1,Ω, |(ϕd, τ)Q| � ‖ϕd‖Q‖τ‖1,Ω,
3|(β2ϕ(ϕ1 + ϕ2)τ, θ1)| � 3‖β2‖L6(Ω)‖ϕ1 + ϕ2‖L6(Ω)‖ϕ‖L6(Ω)‖θ1‖L6(Ω)‖τ‖L6(Ω) �

� 6C5
6‖β2‖1,Ω‖ϕi‖1,Ω‖θ1‖1,Ω‖ϕ‖1,Ω‖τ‖1,Ω � 6μ0CβC

5
6C

2
∗MϕM

0
ϕ(a‖λ‖s,Ω + b‖β‖1,Ω + ‖f‖Ω)‖τ‖1,Ω,

3|(βϕ2
1τ, θ1)| � 3‖β‖L6(Ω)‖ϕ1‖2L6(Ω)‖θ1‖L6(Ω)‖τ‖L6(Ω) �

� 3C5
6‖β‖1,Ω‖ϕ1‖21,Ω‖θ1‖1,Ω‖τ‖1,Ω � 3μ0C∗C

5
6M

0
ϕM

2
ϕ‖β‖1,Ω‖τ‖1,Ω,

2|(λ2(|ϕ1| − |ϕ2|)τ, θ1)ΓN
| � 2γqCλ‖ϕ‖L4(ΓN )‖τ‖1,Ω‖θ1‖1,Ω �

� 2μ0γqC
2
∗ C̃4CλM

0
ϕ(a‖λ‖s,Ω + b‖β‖1,Ω + ‖f‖Ω)‖τ‖1,Ω,

|(λ∇τ,∇θ2)| � C0‖λ‖s,Ω‖θ2‖1,Ω‖τ‖1,Ω � μ0C∗C0M
0
ϕ‖λ‖s,Ω‖τ‖1,Ω,

2|(λ|ϕ1|τ, θ1)ΓN
| � 2μ0γqC∗C̃4M

0
ϕMϕ‖λ‖s,Ω‖τ‖1,Ω.

Рассуждая аналогично выводу оценки (36) для решения задачи (32), заключаем, что для
(единственного) решения θ задачи (33) справедлива оценка

‖θ‖1,Ω � μ0(α1‖λ‖s,Ω + α2‖β‖1,Ω + α3‖f‖Ω + ‖ϕd‖Q). (37)

Здесь константы α1, α2 и α3 определяются формулами

α1 = C∗a+ 6C5
6CβC

2
∗MϕM

0
ϕa+ 2γqC

2
∗ C̃4CλM

0
ϕa+ C0C∗M

0
ϕ + 2γqC∗C̃4M

0
ϕMϕ,

α2 = C∗b+ 6C5
6CβC

2
∗MϕM

0
ϕb+ 3C5

6C∗M
0
ϕM

2
ϕ + 2γqC

2
∗ C̃4CλM

0
ϕb,

α3 = C∗ + 6C5
6CβC

2
∗μ0MϕM

0
ϕ + 2γqC

2
∗ C̃4CλM

0
ϕ.

Используя неравенства (16), (22), (36) и (37), оценим теперь слагаемые, входящие в выра-
жение для величин A1 и A2 в (29). Учитывая (3)–(5) и неравенство Юнга 2ab � εa2+(1/ε)b2

для a � 0, b � 0, ε > 0, оценим каждое из пяти слагаемых, входящих в A1 :

|3(β2(ϕ1 + ϕ2)ϕ
2, θ1)| � 3‖β2‖L6(Ω)(‖ϕ1‖L6(Ω) + ‖ϕ2‖L6(Ω))‖θ1‖L6(Ω)‖ϕ‖2L6(Ω) �

� 18μ0C
5
6C

3
∗CβMϕM

0
ϕ(a

2‖λ‖2s,Ω + b2‖β‖21,Ω + ‖f‖2Ω), (38)

|(β2(ϕ2
1 + ϕ1ϕ2 − 2ϕ2

2)ϕ, θ)| � 4‖β2‖L6(Ω)max
i=1,2

‖ϕi‖2L6(Ω)‖ϕ‖L6(Ω)‖θ‖L6(Ω) �

� 4μ0C
5
6CβM

2
ϕ(a‖λ‖s,Ω + b‖β‖1,Ω + ‖f‖Ω)(α1‖λ‖s,Ω + α2‖β‖1,Ω + α3‖f‖Ω + ‖ϕd‖Q) �

� 4μ0C∗C
5
6CβM

2
ϕ[(aα1+1.5a2+α2

1)‖λ‖2s,Ω+(bα2+1.5b2+α2
2)‖β‖21,Ω+(α2

3+α3+1.5)‖f‖2Ω+1.5‖ϕd‖2Q],

|(β(ϕ3
1 + ϕ3

2), θ)| � 2μ0C
5
6M

3
ϕ‖β‖1,Ω(α1‖λ‖s,Ω + α2‖β‖1,Ω + α3‖f‖Ω + ‖ϕd‖Q) �

� μ0C
5
6M

3
ϕ(α

2
1‖λ‖2s,Ω + 2(α2 + 1.5)‖β‖21,Ω + α2

3‖f‖2Ω + ‖ϕd‖2Q), (39)

|(βϕ(ϕ1ϕ2 + ϕ2
2 − 2ϕ2

1), θ1)| � μ0C
2
∗C

5
6M

2
ϕM

0
ϕ‖β‖1,Ω(a‖λ‖s,Ω + b‖β‖1,Ω + ‖f‖Ω) �

� μ0C
2
∗C

5
6M

2
ϕM

0
ϕ(0.5a

2‖λ‖2s,Ω + (b+ 1)‖β‖21,Ω + 0.5‖f‖2Ω),
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|(f, θ)| � μ0‖f‖Ω(α1‖λ‖s,Ω + α2‖β‖1,Ω + α3‖f‖Ω + ‖ϕd‖Q) �

� μ0(0.5α
2
1‖λ‖2s,Ω + 0.5α2

2‖β‖21,Ω + (1.5 + α3)‖f‖2Ω + 0.5‖ϕd‖2Q).
Выражение в A2 содержит восемь слагаемых. Сначала детально оценим первые четыре:

2|(λ2(|ϕ1| − |ϕ2|)ϕ, θ1)ΓN
| � 2μ0γqC∗CλC̃4M

0
ϕ‖ϕ‖21,Ω �

� 2μ0γqC∗CλC̃4M
0
ϕC

2
∗ (3a

2‖λ‖2s,Ω + 3b2‖β‖21,Ω + 3‖f‖2Ω),

|(λ2((|ϕ2| − |ϕ1|)ϕ1 + |ϕ2|ϕ), θ)ΓN
| � 2γqCλMϕC̃4‖ϕ‖1,Ω‖θ‖1,Ω �

� 2μ0γqCλMϕC̃4C∗(a‖λ‖s,Ω + b‖β‖1,Ω + ‖f‖Ω)(α1‖λ‖s,Ω + α2‖β‖1,Ω + α3‖f‖Ω + ‖ϕd‖Q) �

� 2μ0γqCλMϕC̃4C∗((aα1 + α2
1 + 1.5a2)‖λ‖2s,Ω + (bα2 + α2

2 + 1.5b2)‖β‖21,Ω +

+ (α3 + α2
3 + 1.5)‖f‖2Ω + 1.5‖ϕd‖2Q),

|2(λ∇ϕ,∇θ2)| � 2C0‖λ‖s,Ω‖ϕ‖1,Ω‖θ2‖1,Ω � 2μ0C0C
2
∗M

0
ϕ(a‖λ‖s,Ω + b‖β‖1,Ω + ‖f‖Ω)‖λ‖s,Ω �

� 2μ0C0C
2
∗M

0
ϕ((a+ 1)‖λ‖2s,Ω + 0.5b2‖β‖21,Ω + 0.5‖f‖2Ω),

2|(λ|ϕ1|ϕ, θ1)ΓN
| � 2μ0γqC

2
∗ C̃4M

0
ϕMϕ((a+ 1)‖λ‖2s,Ω + 0.5b2‖β‖21,Ω + 0.5‖f‖2Ω). (40)

Рассуждая аналогично, оценим оставшиеся четыре слагаемых в A2 :

|(λ∇ϕ2,∇θ)| � μ0C0Mϕ‖λ‖s,Ω(α1‖λ‖s,Ω + α2‖β‖1,Ω + α3‖f‖Ω + ‖ϕd‖Q) �

� μ0C0Mϕ[(α1 + 1.5)‖λ‖2s,Ω + 0.5α2
2‖β‖21,Ω + 0.5α2

3‖f‖2Ω + 0.5‖ϕd‖2Q],

3|(λ|ϕ1|ϕ1, θ)ΓN
| � 3μ0γqC̃4M

2
ϕ[(α1 + 1.5)‖λ‖2s,Ω + 0.5α2

2‖β‖21,Ω + 0.5α2
3‖f‖2Ω + 0.5‖ϕd‖2Q],

|(λ∇ϕ1,∇θ)| � μ0C0Mϕ‖λ‖s,Ω(α1‖λ‖s,Ω + α2‖β‖1,Ω + α3‖f‖Ω + ‖ϕd‖Q) �

� μ0C0Mϕ((α1 + 1.5)‖λ‖2s,Ω + 0.5α2
2‖β‖1,Ω + 0.5α2

3‖f‖Ω + 0.5‖ϕd‖Q),

|(λ(ϕ2(|ϕ1| − |ϕ2|) + |ϕ1|ϕ), θ2)ΓN
| � 2μ0γqC̃4C

2
∗MϕM

0
ϕ‖λ‖s,Ω(a‖λ‖s,Ω + b‖β‖1,Ω + ‖f‖Ω) �

� 2μ0γqC̃4C
2
∗MϕM

0
ϕ((a+ 1)‖λ‖2s,Ω + 0.5b2‖β‖21,Ω + 0.5‖f‖2Ω). (41)

Используя (38)–(41), выводим для величин A1 и A2, определённых в (29), неравенство

|A1|+ |A2| � μ0(ω
2
1‖λ‖2s,Ω + ω2

2‖β‖21,Ω + ω2
3‖f‖2Ω + ω2

4‖ϕd‖2Q). (42)

Здесь положительные константы ωi, i = 1, 4, зависящие от величин Mϕ и M0
ϕ, определяются

следующими формулами:

ω2
1 = 18C5

6C
3
∗CβMϕM

0
ϕa

2 + 4C∗C
5
6CβM

2
ϕ(aα1 + 1.5a2 + α2

1) + C5
6M

3
ϕα

2
1 + 0.5C2

∗C
5
6M

2
ϕM

0
ϕa

2 +

+ 6γqC∗CλC̃4M
0
ϕC

2
∗a

2 + 2γqCλMϕC̃4C∗(aα1 + α2
1 + 1.5a2) + 2C0C

2
∗M

0
ϕ(a+ 1) +

+ 4γqC
2
∗ C̃4M

0
ϕMϕ(a+ 1) + 2C0Mϕ(α1 + 1.5) + 3γqC̃4M

2
ϕ(α1 + 1.5) + 0.5α2

1,

ω2
2 = 18C5

6C
3
∗CβMϕM

0
ϕb

2 + 4C∗C
5
6CβM

2
ϕ(bα2 + 1.5b2 + α2

2) + 2C5
6M

3
ϕ(α2 + 1.5) +

+ C2
∗C

5
6M

2
ϕM

0
ϕ(b+ 1) + 6γqC∗CλC̃4M

0
ϕC

2
∗b

2 + 2γqCλMϕC̃4C∗(bα2 + α2
2 + 1.5b2) +

+ C0C
2
∗M

0
ϕb

2 + 3γqC
2
∗ C̃4M

0
ϕMϕb

2 + C0Mϕα
2
2 + 1.5γqC̃4M

2
ϕα

2
2 + 0.5α2

2,

ω2
3 = 18C5

6C
3
∗CβMϕM

0
ϕ + 4C∗C

5
6CβM

2
ϕ(α

2
3 + α3 + 1.5) + C5

6M
3
ϕα

2
3 + 0.5C2

∗C
5
6M

2
ϕM

0
ϕ +
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+ 6γqC∗CλC̃4M
0
ϕC

2
∗b

2 + 2γqCλMϕC̃4C∗(α3 + α2
3 + 1.5) + C0C

2
∗M

0
ϕ + 2γqC

2
∗ C̃4M

0
ϕMϕ +

+ C0Mϕα
2
3 + 1.5γqC̃4M

2
ϕα

2
3 + (1.5 + α3),

ω2
4 = 6C∗C

5
6CβM

2
ϕ + C5

6M
3
ϕ + 3γqCλMϕC̃4C∗ + C0Mϕ + 1.5γqC̃4M

2
ϕ + 0.5. (43)

Пусть исходные данные задачи (30) таковы, что выполняются условия

μ0ω
2
1 < μ1(1− ε1), μ0ω

2
2 < μ2(1− ε2), (44)

где ε1, ε2 ∈ (0, 1) – произвольные числа. При выполнении (44) оценка (42) принимает вид

|A1|+ |A2| � μ1(1− ε1)‖λ‖2s,Ω + μ2(1− ε2)‖β‖21,Ω + μ0(ω
2
3‖f‖2Ω + ω2

4‖ϕd‖2Q). (45)

Используя (45), из неравенства (34) получаем

μ0‖ϕ‖2Q � μ0(ϕ,ϕ
d)Q − ε1μ1‖λ‖2s,Ω − ε2μ2‖β‖21,Ω + μ0(ω

2
3‖f‖2Ω + ω2

4‖ϕd‖2Q). (46)

Отбрасывая неположительные слагаемые −ε1μ1‖λ‖2s,Ω и −ε2μ2‖β‖21,Ω в правой части, из (46)
находим

‖ϕ‖2Q � ‖ϕ‖Q‖ϕd‖Q + ω2
3‖f‖2Ω + ω2

4‖ϕd‖2Q. (47)

Неравенство (47) представляет собой квадратичное неравенство относительно ‖ϕ‖Q. Решив
его, приходим к следующей оценке для ‖ϕ‖Q :

‖ϕ‖Q � (ω4 + 1)‖ϕd‖Q + ω3‖f‖Ω.

Поскольку ϕ = ϕ1 − ϕ2, ϕd = ϕd
1 − ϕd

2, f = f1 − f2, то она эквивалентна оценке

‖ϕ1 − ϕ2‖Q � (ω4 + 1)‖ϕd
1 − ϕd

2‖Q + ω3‖f1 − f2‖Ω. (48)

В случае когда Q = Ω, неравенство (48) имеет в L2(Ω) смысл оценки устойчивости компо-
ненты ϕ̂ решения (ϕ̂, û) задачи (30) относительно малых возмущений функций ϕd ∈ L2(Ω)
и f ∈ L2(Ω). При f1 = f2 (48) переходит в оценку

‖ϕ1 − ϕ2‖Q � (ω4 + 1)‖ϕd
1 − ϕd

2‖Q,

справедливую при выполнении условия (44). Если, кроме того, ϕd
1 = ϕd

2, то из этой оценки
следует, что ϕ1 = ϕ2 в Q. Это даёт вместе с (46) при μ1 > 0 и μ2 > 0, что λ = 0 и β = 0,
а из (22) при λ = 0, β = 0 и f = 0 тогда следует, что ϕ = 0, т.е. ϕ1 = ϕ2 в Ω. Последнее
означает единственность решения задачи (15) при выполнении условия (44).

В общем случае, когда f1 �= f2, используя соотношение

‖ϕ‖Q‖ϕd‖Q � ‖ϕ‖2Q + (1/4)‖ϕd‖2Q,

вытекающее из неравенства Юнга, из (46) получаем

ε1μ1‖λ‖2s,Ω + ε2μ2‖β‖21,Ω � −μ0‖ϕ‖2Q + μ0(ϕ,ϕ
d)Q + μ0(ω

2
3‖f‖2Ω + ω2

4‖ϕd‖2Q) �

� (μ0/4)‖ϕd‖2Q + μ0(ω
2
3‖f‖2Ω + ω2

4‖ϕd‖2Q). (49)

Из (49) вытекают оценки

‖λ‖s,Ω �
√

μ0/ε1μ1(ω3‖f‖Ω + (ω4 + 0.5)‖ϕd‖Q),

‖β‖1,Ω �
√

μ0/ε2μ2(ω3‖f‖Ω + (ω4 + 0.5)‖ϕd‖Q),
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которые с учётом (19) запишем в виде

‖λ1 − λ2‖s,Ω �
√

μ0/ε1μ1(ω3‖f1 − f2‖Ω + (ω4 + 0.5)‖ϕd
1 − ϕd

2‖Q), (50)

‖β1 − β2‖1,Ω �
√

μ0/ε2μ2(ω3‖f1 − f2‖Ω + (ω4 + 0.5)‖ϕd
1 − ϕd

2‖Q). (51)

Из (50), (51) и (22) следует оценка для разности ϕ1 − ϕ2 :

‖ϕ1 − ϕ2‖1,Ω � C∗(aω3

√
μ0/ε1μ1 + bω3

√
μ0/ε2μ2 + 1)‖f1 − f2‖Ω +

+ C∗(ω4 + 0.5)(aω3

√
μ0/ε1μ1 + bω3

√
μ0/ε2μ2)‖ϕd

1 − ϕd
2‖Q, (52)

где a = C0Mϕ + γqC̃4M
2
ϕ, b = C5

6M
3
ϕ.

Сформулируем полученные результаты в виде теоремы.
Теорема 4.1. Пусть выполняются условия (i) и (j), K – ограниченное множество, пара

(ϕi, ui) ∈ H1(Ω)×K является решением задачи (30), отвечающим заданным функциям ϕd
i ∈

∈ L2(Q) и fi ∈ L2(Ω), i = 1, 2, где Q ⊂ Ω – произвольное открытое ограниченное множе-
ство. Предположим, что μ0 > 0 и выполняется условие (44). Тогда справедливы оценки (48),
(50) и (52), где ωi, i = 1, 4, определены в (43).

Следствие. Пусть выполняются условия (i), (j), K – ограниченное множество, ϕd
1 = ϕd

2
в Q и f1 = f2 в Ω. Тогда если μ0 > 0 и справедливо условие (44), решение (ϕ, u) ∈ H1(Ω)×K
задачи (30) единственно.

Отметим, что устойчивость решения экстремальной задачи (30) доказана при положитель-
ных параметрах μ1 и μ2, удовлетворяющих условию (44). При фиксированных значениях μ0,
μ1 и μ2 оно означает условие малости на исходные данные задачи (30). Таким образом, сла-
гаемые (μ1/2)‖λ‖2s,Ω и (μ2/2)‖β‖21,Ω в выражении (30) для минимизируемого функционала J
вносят необходимый регуляризирующий эффект.

Заключение. Доказанная локальная устойчивость (единственность) оптимальных реше-
ний задачи (30) дополняет результаты статьи [15], в которой установлена релейность опти-
мального управления β. Управление λ ввиду большей гладкости не может обладать этим
свойством. Не являясь локальным, свойство релейности устанавливается без использования
регуляризации, но, как правило, не является и строгим (см. [19]). При этом в экстремальных
задачах маскировки принцип минимакса более востребован, чем устойчивость оптимального
управления (см. [20]).

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 22-21-
00271).
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О НЕКОТОРЫХ ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ЗАДАЧАХ,
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Исследованы экстремали принципа максимума Понтрягина задач, связанных с перемеще-
нием в поле скоростей. Управления являются непрерывными функциями. Показано, что в
фазовом пространстве существует окрестность финальной точки, через каждую точку ко-
торой проходит единственная траектория экстремали, ведущая в финальную точку. Также
показано, что если траектория экстремали содержит точку, через которую проходит дру-
гая экстремаль с таким же значением функционала, то эта точка отсекает от траектории
неоптимальную часть. Доказано, что оставшаяся часть, ведущая в финальную точку, оп-
тимальна.

DOI: 10.31857/S0374064123030135, EDN: QVTYWS

1. Постановка задачи. Рассмотрим перемещения в фазовом пространстве R
2, подчи-

няющиеся закону ẋ = v(x) + u. Здесь v : R2 → R
2 – векторное поле класса C2, v(0) = 0;

управление u – кусочно-непрерывная, непрерывная справа, с разрывами первого рода вектор-
функция такая, что ‖u‖ � 1, где ‖u‖2 = u21+u22. Рассмотрим управления, которые переводят
объект из положения x0 в начало координат. Пусть поставлен вопрос о выборе управления,
которое минимизирует величину

∫
(1+α‖u‖2)dt. Таким образом, рассматриваются следующие

задачи:

J(x, u) =

0∫

t0

(1 + α‖u(t)‖2) dt → min,

ẋ = v(x) + u, ‖u‖ � 1,

x(t0) = x0, x(0) = 0, α � 0. (1)

Здесь t = 0 – момент завершения процесса, момент начала процесса t0 не фиксирован.
При α = 0 получается задача быстродействия. Если α > 0, то экономится не только

время, но и “энергия”, затраченная на перемещение. Варьируя значение α, можем менять
значимость указанных факторов. Для того чтобы выделить экстремали задачи (1), восполь-
зуемся принципом максимума Понтрягина (см. [1, c. 25]).

Пусть (x, u) – оптимальный процесс. Составим функцию Понтрягина

H = ψ0(1 + α‖u‖2) + ψ(v(x) + u),

где константа ψ0 принимает значения либо нуль, либо минус единица. Согласно принципу
максимума для некоторого решения системы ψ̇ = −ψv′(x(t)) (v′ – матрица Якоби отображе-
ния v) функция H принимает максимальное значение по параметру u.

Рассмотрим случай ψ0 = 0. Поскольку вектор (ψ0, ψ) нетривиален и ψ̇ = −ψv′(x), то ψ
не обращается в нуль. Следовательно, H принимает максимальное значение при u = ψ/‖ψ‖.
Так как в финальный момент H = 0 и v(0) = 0, получаем u(0) = 0, что противоречит
условию не обращения в нуль вектора ψ. Таким образом, случай ψ0 = 0 экстремалей не
выявляет.

Для случая ψ0 = −1

H = −α‖u‖2 + ψu+ ψv − 1 = −α‖u‖2 + ‖ψ‖‖u‖ cos β + ψv − 1,
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где β – угол между векторами ψ и u. Очевидно, что максимальное по u значение величина H
будет достигать при β = 0. При

H = −α

(
‖u‖ − ‖ψ‖

2α

)2
+

‖ψ‖2
4α

+ ψv − 1

имеем

u =

{
ψ/(2α), если ‖ψ‖ < 2α,

ψ/‖ψ‖, если ‖ψ‖ � 2α.

Запишем функцию u в виде g(‖ψ‖)ψ, где

g(x) =

{
1/2α при x < 2α,

1/x при x � 2α.

Используем условие H = 0 при t = 0. Поскольку v(0) = 0, имеем равенства

− αg2(‖ψ‖)ψ2 + g(‖ψ‖)ψ2 − 1 = 0,

ψ2(−αg2(‖ψ‖) + g(‖ψ‖)) = 1.

Если ‖ψ(0)‖ � 2α, то ψ2 = 4α, ‖ψ(0)‖ = 2
√
α при α � 1 (при α < 1 решений нет). Если

‖ψ(0)‖ � 2α, то

ψ2(0)

(
−α

1

‖ψ(0)‖2 +
1

‖ψ(0)‖

)
= 1,

откуда получаем, что ‖ψ(0)‖ = 1 + α при α � 1 (при α > 1 решений нет).
Таким образом, экстремали задачи (1) определяются решением следующей задачи Коши

с пятью компонентами фазового пространства и моментом завершения t = 0:

ẋ0 = 1 + αg2(‖ψ‖)ψ2, ẋ = v(x) + g(‖ψ‖)ψ, ψ̇ = −ψv′(x),

x0(0) = 0, x(0) = (0, 0), ψ(0) = b(cos s, sin s), (2)

где

b =

{
2
√
α при α � 1,

1 + α при 0 � α < 1.

Решение задачи (2) определяет экстремаль задачи (1): x = (x1, x2) – координаты траекто-
рии экстремали, u = g(‖ψ‖)ψ – управление, |x0| – значение функционала.

Через заданную точку x0 фазовой плоскости R
2 могут проходить две (или больше) траек-

тории экстремали. Это может свидетельствовать о том, что хотя бы одна из этих траекторий
содержит неоптимальную часть. Как отделять заведомо неоптимальную часть траектории?
Будет ли оптимален остаток? Могут ли подобные точки x0 располагаться как угодно близко
от начала координат? Отметим, что этими и другими вопросами, связанными с перемещением
в поле скоростей, занимались разные авторы (см., например, работы [2–4]).

2. Теорема единственности.
Теорема 1. Пусть первые производные отображения υ удовлетворяют условию Липши-

ца в некоторой области, содержащей начало координат. Существует окрестность начала
координат, через каждую точку которой проходит единственная траектория экстремали,
ведущая в начало координат.

Доказательство. Для доказательства потребуются следующие утверждения. Пусть F :
R
n → R

n в области U ограничена константой K и липшицева, т.е. справедливо неравенство
‖F (x)− F (y)‖ � L‖x− y‖; x = x(t) – решение уравнения ẋ = F (x), x(t) ∈ U для t ∈ [0,Δt].

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 3 2023 9∗



424 НИКОЛЕНКО

Согласно теореме о среднем и следствию из неё (см. [5, c. 148]) выполняются оценки

‖ẋ(Δt)− ẋ(0)‖ = ‖F (x(Δt)) − F (x(0))‖ �

� L‖x(Δt)− x(0)‖ � L max
0�Θ�1

‖ẋ(ΘΔt)‖|Δt| � LK|Δt|, (3)

‖x(Δt)− x(0) − ẋ(0)Δt‖ � max
0�Θ�1

‖ẋ(ΘΔt)− ẋ(0)‖|Δt| = max
0�Θ�1

‖F (x(ΘΔt)) − F (x(0))‖|Δt| �

� Lmax ‖x(ΘΔt)− x(0)‖|Δt| � L max
0�Θ̃�1

‖ẋ(Θ̃Δt)‖Δ2t � LKΔ2t. (4)

Рассмотрим сначала случай α �= 1. Траектория экстремали определяется X-компонентой
решения (X,Ψ) задачи Коши (компоненту x0 не записываем)

ẋ = v(x) + g(‖ψ‖)ψ, ψ̇ = −ψv′(x),

x(0) = (0, 0), ψ(0) = b(cos s, sin s), (5)

где s – действительное число.
При α �= 1 b – точка гладкости функции g, поэтому можно указать число δ > 0 такое,

что решение (X(t, s),Ψ(t, s)) является гладким при всех t ∈ [−δ, 0]. Пусть (X(t, s),Ψ(t, s)) –
решение задачи (5). При t ∈ [−δ, 0] рассмотрим отображения

ρ :

(
t
s

)
→
(
t cos s
t sin s

)
=

(
y1
y2

)
, X :

(
t
s

)
→
(
x1(t, s)
x2(t, s)

)
,

где xi – компоненты вектора X.
Поскольку X(0, s) = (0, 0)т при всех s, то отображение Φ(y1, y2) = X(t, s) корректно

определено. Для того чтобы записать формулу, задающую отображение Φ, воспользуемся
обозначением (X,Ψ)(t, z) – решение задачи (5) с финальным условием z ∈ R

4 : (X,Ψ)(0) = z.
Из определения имеем t = −‖y‖, cos s = −y1/‖y‖, sin s = −y2/‖y‖ при t < 0.

Тогда

Φ(y1, y2) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

X

(
−‖y‖,
(
0, 0,

−by1
‖y‖ ,

−by2
‖y‖

))
при y �= (0, 0)т,

(0, 0)т при y = (0, 0)т.

Отображение ρ при t < 0 является локальным диффеоморфизмом. Возьмём окрестность
точки (t, s), которая отображением ρ взаимно-однозначно переводится в окрестность точ-
ки (y1, y2). В полученной окрестности отображение Φ можно записать в виде Φ = X(ρ−1).
Проверим, что отображение Φ непрерывно дифференцируемо при ‖y‖ < δ, причём Φ′(0, 0) –
невырожденная матрица. Отсюда, в силу теоремы об обратной функции, следует утвержде-
ние теоремы при α �= 1. Рассмотрим lim

λ→0+0
Φ′(λy), ‖y‖ = δ. Убедимся в том, что указанный

предел есть невырожденная матрица и стремление к ней равномерно по y (‖y‖ = δ) :

lim
λ→0+0

Φ′ = lim
t→0

X ′(ρ′)−1,

предел в правой части считается при фиксированном s. Запишем матрицы

ρ′ =

(
cos s −t sin s
sin s t cos s

)
, (ρ′)−1 =

(
cos s sin s

−1

t
sin s

1

t
cos s

)
.

Для того чтобы записать матрицу X ′, проведём предварительно рассуждения в общем виде.
Пусть F : R4 → R

4, ϕ : R → R
4 и Y (t, s) – решение задачи Коши

Ẏ = F (Y ), Y (0) = ϕ(s),

P : R4 → R
2 – проекция на первые две координаты.
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Опишем как устроена матрица Якоби отображения PY : (PY )′ = PY ′. (PY )′ состоит
из первых двух строк матрицы Y ′, её первый столбец (Y ′)1 = Yt есть F (Y (t, s)), если нас
интересует этот вектор при малых Δt, то можем записать

Yt(Δt, s) = Yt(0, s) +O(Δt) = F (ϕ(s)) +O(Δt). (6)

Второй столбец (Y ′)2 = Ys есть Z-компонента решения системы в вариациях, соответствую-
щих системе

Ẏ = F (Y ), Ż = F ′(Y )Z, Y (0) = ϕ(s), Z(0) = ϕ′(s). (7)

При малых Δt можем записать

Y (Δt, s) = ϕ(s) + F (ϕ(s))Δt + o(Δt), Z(Δt, s) = ϕ′(s) + F ′(ϕ(s))ϕ′(s)Δt+ o(Δt). (8)

Отметим, что если отображение (Y,Z) → (F (Y ), F ′(Y )Z) ограничено константой K и
липшицево с константой L в окрестности образа отображения (ϕ,ϕ′) и этот образ компактен,
то согласно оценкам (3), (4) можно указать число δ такое, что при |Δt| � δ для величин
O(Δt), o(Δt) из формул (6), (8) выполняются оценки

‖O(Δt)‖ � LK|Δt|, ‖o(Δt)‖ � LKΔ2t. (9)

В нашем случае вектор из R
4 записывается в виде (x, ψ),

F (x, ψ) =

(
v(x) + g(‖ψ‖)ψ

−ψv′(x)

)
, ϕ(s) = (0, 0, b cos s, b sin s).

Согласно (6) первый столбец матрицы X ′ определяется по формуле

(X ′)1(Δt, s) = Xt(Δt, s) = PF (ϕ(s)) +O(Δt) = bg(b)

(
cos s
sin s

)
+O(Δt).

Второй столбец (X ′)2 матрицы X ′ состоит из первых двух компонент вектора Z из фор-
мул (8). Чтобы его записать, потребуются первые две строки матрицы F ′ :

F ′ =

⎛

⎜⎜⎝v
′(x)

g′(‖ψ‖) ψ2
1

‖ψ‖ + g(‖ψ‖) g′(‖ψ‖)ψ1ψ2

‖ψ‖
g′(‖ψ‖)ψ1ψ2

‖ψ‖ g′(‖ψ‖) ψ2
2

‖ψ‖ + g(‖ψ‖)

⎞

⎟⎟⎠ .

Вычислим

(X ′)2(Δt, s) = PZ(Δt, s) =

(
υ′(0)

bg′(b) cos2 s+ g(b) bg′(b) cos s sin s
bg′(b) cos s sin s bg′(b) sin2 s+ g(b)

)
×

×

⎛

⎜⎝

0
0

−b sin s
b cos s

⎞

⎟⎠Δt+ o(Δt) = bg(b)

(
− sin s
cos s

)
Δt+ o(Δt). (10)

Производная отображения Φ в точке y = (Δt cos s,Δt sin s) равна Φ′(y) = X ′(g′)−1 =
= bg(b)(E +O(Δt)), где E – единичная матрица. Следовательно, lim

λ→0+0
Φ′(λy) = bg(b)E.

Рассмотрим случай α = 1. Тогда в формулах (5) b = 2,

g(x) =

{
1/2, x � 2,

1/x, x > 2.
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Выберем последовательность гладких функций gn, равномерно сходящуюся к g, такую, что
0 < gn � 1/2, |g′n| � 1/4. Далее убедимся, что можно выбрать числа δ и C таким образом,
что оценки (9) запишутся в виде

‖O(Δt)‖ � C|Δt|, ‖o(Δt)‖ � CΔ2t (11)

при |Δt| � δ для всех gn. Чтобы исключить путаницу, функции Φ припишем индекс Φgn , Φg.
Функции Φgn равномерно сходятся к Φg для |t| � δ. В силу следствия из теоремы о среднем
и вида Φ′

gn выполняется неравенство

‖Φgn(b)− Φgn(a)− Φ′
gn(0)(b − a)‖ � sup

c∈[a,b]
‖Φ′

gn(c) − Φg′n(0)‖‖(b − a)‖,

следовательно, можно указать d > 0 и δ1 > 0 такие, что ‖Φgn(b) − Φgn(a)‖ � d‖(b − a)‖
для всех a и b с нормой меньше δ1. Тогда в силу равномерной сходимости в последнем
неравенстве вместо gn можно записать g. Следовательно, Φg инъективно в круге ‖y‖ <
< δ1. Кроме того, в силу обратимости отображений Φgn образ шара ‖y‖ < δ1 содержит шар
‖y‖ < dδ1 : Φgn(B

δ1
0 ) ⊃ Bdδ2

0 . Но тогда и Φg(B
δ1
0 ) ⊃ Bdδ1

0 . Действительно, пусть y ∈ Bdδ1
0 ,

zn = Φ−1
gn y, в силу компактности можем считать, что zn → z. Тогда Φg(z) = y.

Обоснуем теперь оценки (11). Заметим, что в первом неравенстве (9) константы L и K
определяются отображением F, т.е. величинами υ, υ′, g (но не g′). Это объясняет первое
из неравенств (11). Чтобы обосновать второе неравенство (11), матрицу F ′ представим в виде
суммы F ′ = F̃ ′ +G, где

F̃ ′ =

⎛

⎝
υ′(x) g(‖ψ‖)E
· ·
· ·

⎞

⎠, G =

⎛

⎝0
g′(‖ψ‖)
‖ψ‖

(
ψ2
1 ψ1ψ2

ψ1ψ2 ψ2
2

)

0 0

⎞

⎠.

Если в системе (7) вместо F ′ записать F̃ ′, то в формулах (9) константы L, K будут
определяться величинами υ, υ′, константой Липшица для υ′, g (но не g′), т.е. можно L и
K взять общими для всех n. Далее, если Y, Z – решение (7), то поскольку G(ϕ(s))ϕ′(s) =
= 0, можно указать константы A и a такие, что при |t| � A выполняется неравенство
‖G(Y (t))Z(t)‖ � a|t|. Окончательно оценки (11) получаются после применения к сумме F̃ ′ +
+G следующего утверждения.

Лемма. Пусть f : Rn → R
n, r : Rn → R

n, x и y – соответственно решения задач Коши

ż = f(z), z(0) = x0

и
ż = f(z) + r(z), z(0) = x0

на промежутке [−A,A]. Функция f липшицева в достаточно большой окрестности образа
x : ‖f(z1)− f(z2)‖ � L‖z1 − z2‖, для r(y) выполняется неравенство ‖r(y(t))‖ � a|t|. Тогда на
промежутке [−A,A] выполняется неравенство ‖x(t) − y(t)‖ � ct2, где c = c(a,A,L).

Доказательство. Проводится аналогично доказательству теоремы 4 из книги [6, гл. 1].
Пусть z = x− y, тогда ż = f(x)− f(y)− r(y). Умножив на z, получим

1

2

d

dt
‖z‖2 = (f(x)− f(y))z − r(y)z.

В силу предположений о свойствах f и r имеем неравенство

1

2

d

dt
‖z(t)‖2 � L‖z(t)‖2 + a|t|‖z(t)‖,
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после сокращения которого на ‖z(t)‖ получим d‖z(t)‖/dt � L‖z(t)‖+a|t|. Умножив последнее
неравенство на e−Lt и проинтегрировав в промежутке [0, t], будем иметь соотношения

t∫

0

d

dt
(e−Lτ‖z(τ)‖)dτ � a

t∫

0

τe−Lτdτ, e−Lτ‖z(t)‖ � − a

L
te−Lτ − a

L2
e−Lτ +

a

L2

или

‖z(t)‖ � − a

L
t− a

L2
+

a

L2

(
1 + Lt+

eθ

2
L2t2
)
.

Таким образом, ‖z(t)‖ � ct2, где c � aeLA/2. Аналогично оцениваем ‖z(t)‖ для отрица-
тельных t, проводя интегрирование по промежутку [t, 0]. Лемма доказана.

Теорема 1 доказана.
Замечание 1. Отметим, что условия гладкости функции v не могут быть ослаблены.

Так, например, для поля v(x1, x2) = (x
3/2
2 , 0) из каждой точки вида (p, 0) (p < 0) в начало

координат ведет несколько траекторий (см. [7]).
3. Множество разреза. Если через заданную точку фазовой плоскости проходят две

траектории с одинаковыми значениями функционала, то указанная точка отсекает от тра-
ектории неоптимальную часть. Дадим точную формулировку. Пусть процессы (x, u), (x̃, ũ)

являются экстремалями, определены на промежутках [t0, t1], [t̃0, t̃1] соответственно, причём
t0 < t̃0 < t1, x(t̃0) = x̃(t̃0), u(t̃0) �= ũ(t̃0) и

∫ t1
˜t0
(1 + α‖u2(t)‖) dt =

∫
˜t1
˜t0
(1 + α‖ũ2(t)‖) dt. Тогда

процесс (x, u) на промежутке [t0, t1] не оптимален. Действительно, определим процесс (x̂, û)
на промежутке [t0, t̃1], положив

x̂ = x, û = u для t < t̃0,

x̂ = x̃, û = ũ для t̃0 � t � t̃1.

Значение функционала J для обоих процессов одинаково. Но процесс (x̂, û) имеет разрыв-
ное управление, а оптимальный процесс, в силу системы (2), имеет непрерывное управление,
поэтому (x̂, û) не оптимален. Следовательно, не оптимален и (x, u). Таким образом, точка
x(t̃0) отделяет от траектории экстремали неоптимальную часть. Такие точки называют точ-
ками разреза, поиск которых связан с решением следующего уравнения.

Запишем задачу (2), переобозначив (ψ1, ψ2) = (x3, x4), в виде

Ẋ = f(X), X(0) = ϕ(s), (12)

где f : R5 → R5, ϕ(s) = (0, 0, 0, b cos s, b sin s).
Рассмотрим отображения

Ψ(t, s) = (x0(t, s), s), Φ(t, s) = (x1(t, s), x2(t, s)),

где X(t, s) = (x0, . . . , x4)(t, s) – решение задачи (12); g = ΦΨ−1 (отображение Ψ−1 определено,
поскольку ẋ0 > 0).

Если g(x̂0, τ) = g(x̂0, s), τ �= s+ 2πk, k ∈ Z, то g(x̂0, τ) – точка разреза.
Тройку (x0, τ, s) назовём параметрами разреза. Саму точку g(x0, τ) назовём правильной,

если два параметра из тройки (x0, τ, s) являются функцией третьего, причём производные по
третьему параметру отличны от нуля. Кроме того, матрица Φ′ невырождена на полуинтервале
вдоль траектории между точкой разреза и финальной точкой.

Предельную траекторию для точек разреза, для которой параметры имеют вид (x0, τ, τ),
назовём особой.

Замечание 2. Отметим, что на траектории экстремали может находиться целый набор то-
чек разреза. Из всей указанной совокупности следует выбрать точку, ближайшую к финаль-
ной, а остальные точки интереса не представляют, поскольку находятся на неоптимальной
части траектории.
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Совокупность точек разреза, обладающих указанным в замечании свойством, образуют
множество разреза. Множество разреза рассматриваемых задач изучалось в работах [7–9].
В работе [9] предложена конструкция для численного вычисления множества разреза.

Рассмотрим примеры.
Пример 1. Задача быстродействия с полем v(x1, x2) = (x22, 0), α = 0.
Для s ∈ (−π/2, π/2) траектории экстремалей представляют собой “синусоиды”. Из всей

траектории оптимальной может быть лишь последняя полуволна, поскольку начало полувол-
ны – точка на левой полуоси Ox1, которая является точкой разреза, образуемой пересечением
“синусоиды” с “синусоидой”, симметричной ей относительно оси Ox1.

Для s ∈ [−π,−π/2]
⋃

[π/2, π] траектории экстремалей представляют собой кривые, не пе-
ресекающиеся между собой (кривые 12–16 на рисунке). Особой является точка

(−π/
√

v′′(0), 0) = (−π/
√
2, 0).

Параметры точек разреза могут быть записаны в виде (α(τ), τ,−τ), где τ ∈ (0, π/2), |α(τ)| –
время перемещения по соответствующей полуволне. Производная α′(τ) < 0, lim

τ→0
α(τ) =

= −π/
√
2, lim

τ→π/2
α(τ) = −∞.

Рисунок. Траектории экстремалей для разных s.

Пусть Ω – часть полосы в пространстве R
2 :

Ω = {(t, s) : t � 0, если s ∈ [−π,−π/2]
⋃

[π/2, π]; α(s) � t � 0, если s ∈ (−π/2, π/2)}.

Отображение g переводит область Ω в R
2, причём

g(0, s) = (0, 0), g(t,−π) = g(t, π), g(α(τ),−τ) = g(α(τ), τ)

для 0 < τ < π/2.
Во внутренней части множества Ω отображение g взаимно-однозначно. Введём в Ω отно-

шение эквивалентности, cчитая z1 ∼ z2, если g(z1) = g(z2). Тогда, поскольку g открыто на
Ω и согласовано с эквивалентностью, оно определяет гомеоморфизм g̃ фактор-пространства
Ω̃ в R

2. Кроме того, отображение (·)1 – проекция на первую координату, также согласова-
но с эквивалентностью. Поэтому отображение ω = (g̃−1)1 непрерывно. Величина ω(x) есть
время перемещения в начало координат по траектории экстремали.
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Таблица. Значения параметров
задачи быстродействия

№ Время t Значение ϕ

1 Множество разреза
2 [−7, 0] −1.55
3 [−7, 0] 1.51
4 [−6.4, 0] −1.54
5 [−6.4, 0] 1.49
6 [−5.5, 0] −1.52
7 [−5.5, 0] 1.45
8 [−4.3, 0] −1.44
9 [−4.3, 0] 1.34
10 [−3.1, 0] −1.05
11 [−3.1, 0] 0.98
12 [−3.5, 0] –
13 [−5, 0] –
14 [−5.5, 0] –
15 [−7, 0] –
16 [−7, 0] –

Пример 2. Рассмотрим задачу быстродействия с полем

v(x1, x2) =

{
(x22, 0), если x2 < 0,

(x22 + 0.1x62, 0), если x2 � 0,
α = 0.

Вычисления производились для t ∈ [−7, 0] (таблица).
Для значений s ∈ [π/2, 3π/2] траектории экстремалей

(кривые 12–16 на рисунке) не пересекают других траекто-
рий. Для значений s ∈ [−π/2, π/2] траектории экстремалей
представляют собой деформированные “синусоиды”. Часть из
точек пересечения “синусоид” между собой и составляют мно-
жество разреза, которое на рисунке представлено кривой 1.
Время перемещения от точки разреза до начала координат
по траекториям 2–3, . . . , 10–11 одинаково. Множество раз-
реза состоит из правильных точек. Особой является точка
(−π/

√
2, 0), параметры разреза могут быть записаны в виде

(α(τ), β(τ), τ). Согласно проведённым вычислениям опреде-
лим область Ω как часть полосы в R

2, положив

Ω =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

(t, s) : − 7 � t � 0, если s ∈ [−π,−1.55]
⋃

[1.51, π],

(t, s) : α(s) � t � 0, если s ∈ [0,−1.51],

(t, s) : α(τ) � t � 0, если s = β(τ), τ ∈ [0,−1.51].

Как и в предыдущем примере, введём в Ω отношение эквивалентности, полагая, что
z1 ∼ z2, если g(z1) = g(z2). Получаем гомеоморфизм g̃ фактор-пространства Ω̃ на область
G в R

2. Отображение (·)1 – проекция на первую координату, также согласовано с эквива-
лентностью. Поэтому на G определена и непрерывна величина ω = (g̃−1(x))1.

4. Оптимальность траекторий. Установим, что при выполнении некоторых условий
траектории экстремалей, не содержащие точек разреза, оптимальны.

Пусть t0 < 0 – некоторое число, X(t, s) – решение системы (12). Для каждого s ∈ [−π, π]
определим t(s) (�t0) так, что (x1(t(s), s), x2(t(s), s)) – точка разреза либо особая точка, а
если таковых нет, то полагаем t(s) = t0.

Положим
Ω = {(t, s) : t(s) � t � 0, −π � s � π}.

На множестве Ω рассмотрим отображения (x0(t, s), s)
Ψ←− (t, s)

Φ−→ (x1(t, s), x2(t, s)). Бу-
дем предполагать выполненными следующие условия:

– на множестве Ω̊ = {(t, s) : t(s) < t < 0, −π � s � π} матрица Φ′ не вырождена;
– множество разреза состоит из правильных точек;
– функция ω = (ΨΦ−1)1, где (·)1 обозначает первую компоненту, ω(x1, x2) = x0, опреде-

лённая на Φ(Ω̊), доопределяется на Φ(Ω) по непрерывности;
– множество с ‖ψ‖ = ‖(x3, x4)‖ = 2α – кусочно-гладкая кривая.
Полагаем, что выполняется следующая априорная оценка: пусть x0 /∈ Φ(Ω) и управление

u переводит x0 в 0, x – соответствующая траектория, тогда J(x, u) � c.
Теорема 2. Пусть s ∈ [−π, π] и −ω(x1(t(s), s), x2(t(s), s)) < c. Тогда оптимальна траек-

тория (x1(t, s), x2(t, s)), где t(s) � t � 0.
Доказательство. Установим, что в области Φ(Ω) выполняется (исключая множество раз-

реза и множество, где |ψ‖ = 2α) неравенство Беллмана ω′ · (f1, f2) � f0, а вдоль траектории
(x1(t, s), x2(t, s)), где t(s) < t < 0, выполняется уравнение Беллмана ω′ · (f1, f2) = f0. Как
показано в [10, c. 241], этого достаточно для оптимальности траектории.

Для доказательства нам потребуются уравнения в вариациях, соответствующие уравнени-
ям (2). Запишем их.
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При x23 + x24 � 4α2 имеем

ẋ0 = 1 + α, ẋ1 = v1(x1, x2) +
x3√

x23 + x24
, ẋ2 = v2(x1, x2) +

x4√
x23 + x24

,

ẋ3 = −x3∂1v1 − x4∂1v2, ẋ4 = −x3∂2v1 − x4∂2v2,

ẏ0 = 0, ẏ1 = ∂1v1y1 + ∂2v1y2 +
x24y3√
x23 + x24

− x3x4y4√
x23 + x24

,

ẏ2 = ∂1v2y1 + ∂2v2y2 −
x3x4y3√
x23 + x24

+
x23y4√
x23 + x24

, ẏ3 = . . . , ẏ4 = . . .

При x23 + x24 < 4α2 имеем

ẋ0 = 1 +
x23 + x24

4α
, ẋ1 = v1(x1, x2) +

x3
2α

, ẋ2 = v2(x1, x2) +
x4
2α

,

ẋ3 = −x3∂1v1 − x4∂1v2, ẋ4 = −x3∂2v1 − x4∂2v2,

ẏ0 =
1

2α
(x3y3 + x4y4), ẏ1 = ∂1v1y1 + ∂2v1y2 +

1

2α
y3,

ẏ2 = ∂1v2y1 + ∂2v2y2 +
1

2α
y4, ẏ3 = . . . , ẏ4 = . . .

Запишем выражение для ω′. Значения функций берутся в точках фазового пространства,
соответствующих значениям t, s :

ω′ = (Ψ′)1 · (Φ′)−1 = (f0, y0)(Φ
′)−1,

здесь (·)1 – первая строка матрицы

(Φ′)−1 =

(
∂tx1 ∂sx1
∂tx2 ∂sx2

)−1

=

(
f1 y1
f2 y2

)−1

=
1

Δ

(
y2 −y1
−f2 f1

)
,

где Δ = f1y2 − f2y1,

ω′ =
1

Δ
(f0y2 − y0f2,−f0y1 + y0f1) =

1

Δ

(
det

(
f0 f2
y0 y2

)
, det

(
f1 f0
y1 y0

))
.

Таким образом, согласно формулам Крамера ω′ является решением системы уравнений

z1

(
f1
y1

)
+ z2

(
f2
y2

)
=

(
f0
y0

)
,

в частности, ω′ · f = f0 вдоль экстремалей. Далее увидим, что ω′ = ψ, где ψ = ψ(t, s) –
компоненты экстремали. Согласно принципу максимума Понтрягина функция H = ψ1f1 +
+ ψ2f2 − f0 вдоль экстремалей равна нулю. Таким образом, функция ψ является решением
первого уравнения последней системы. Для проверки верности второго уравнения заметим,
что при t = 0

ψ1y1 + ψ2y2 − y0 = 0.

Вычислим d(ψy − y0)/dt. Если ‖ψ‖ � 2α ((ψ1, ψ2) := (x3, x4)), то

ψ̇y + ψẏ − ẏ0 = −ψv′y +

[
ψv′y + x3

(
x24y3 − x3x4y4√

x23 + x24

)
+ x4

(
−x3x4y3 + x23y4√

x23 + x24

)]
= 0.
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Если ‖ψ‖ � 2α, то

ψ̇y + ψẏ − ẏ0 = −ψv′y +

[
ψv′y +

1

2α
x3y3 +

1

2α
x4y4

]
− 1

2α
(x3y3 + x4y4) = 0.

Таким образом, вдоль экстремали ψy − y0 – константа, и она равна нулю.
В силу принципа максимума функция H вдоль траектории принимает максимальное зна-

чение по u, поэтому ω′(x)f(x, u) � f0(x, u). Теорема доказана.
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