
Том 59, Номер 5

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ
УРАВНЕНИЯ

Май 2023
ISSN 0374-0641

Индекс 38326

Д
И

Ф
Ф

Е
Р

Е
Н

Ц
И

А
Л

Ь
Н

Ы
Е

 У
Р

А
В

Н
Е

Н
И

Я
 •

 Т
о

м
 5

9
 •

 №
 5

 •
 2

0
2

3
  

IS
S

N
 0

37
4-

06
41

 Д
иф

ф
ер

ен
ц

иа
ль

ны
е 

ур
ав

не
ни

я,
 2

02
3,

 т
о

м
 5

9,
 №

 5

www.sciencejournals.ru

Журналы РАН,  выходящие в свет на русском языке

* Материалы журнала издаются группой Pleiades Publishing на английском языке

Р О С С И Й С К А Я  А К А Д Е М И Я  Н А У К

Автоматика и телемеханика* 
Агрохимия 
Азия и Африка сегодня 
Акустический журнал* 
Астрономический вестник. Исследования солнечной системы* 
Астрономический журнал* 
Биологические мембраны* 
Биология внутренних вод* 
Биология моря* 
Биоорганическая химия* 
Биофизика* 
Биохимия* 
Ботанический журнал 
Вестник древней истории 
Вестник Российской академии наук* 
Вестник российской сельскохозяйственной науки 
Водные ресурсы* 
Вопросы истории естествознания и техники 
Вопросы ихтиологии* 
Вопросы языкознания 
Вулканология и сейсмология* 
Высокомолекулярные соединения (Серия A, B, C)* 
Генетика* 
Геология рудных месторождений* 
Геомагнетизм и аэрономия* 
Геоморфология и палеогеография 
Геотектоника* 
Геохимия* 
Геоэкология, инженерная геология, гидрогеология, геокриология 
Государство и право 
Дефектоскопия* 
Дифференциальные уравнения* 
Доклады РАН. Математика, информатика, процессы управления* 
Доклады РАН. Науки о Жизни* 
Доклады РАН. Науки о Земле* 
Доклады РАН. Физика, технические науки* 
Доклады РАН. Химия, науки о материалах* 
Журнал аналитической химии* 
Журнал высшей нервной деятельности имени И.П. Павлова 
Журнал вычислительной математики и математической физики* 
Журнал неорганической химии* 
Журнал общей биологии 
Журнал общей химии* 
Журнал органической химии* 
Журнал прикладной химии* 
Журнал физической химии* 
Журнал эволюционной биохимии и физиологии* 
Журнал экспериментальной и теоретической физики* 
Записки Российского минералогического общества* 
Зоологический журнал 
Известия РАН. Механика жидкости и газа* 
Известия РАН. Механика твердого тела* 
Известия РАН. Серия биологическая* 
Известия РАН. Серия географическая* 
Известия РАН. Серия литературы и языка 
Известия РАН. Серия физическая* 
Известия РАН. Теория и системы управления* 
Известия РАН. Физика атмосферы и океана* 
Известия РАН. Энергетика * 
Известия Русского географического общества* 
Исследование Земли из космоса* 
Кинетика и катализ* 
Коллоидный журнал* 
Координационная химия* 
Космические исследования* 
Кристаллография* 
Латинская Америка 
Лёд и Снег 
Лесоведение* 
Литология и полезные ископаемые* 

Математическое моделирование* 
Мембраны и мембранные технологии 
Металлы*  
Микология и фитопатология 
Микробиология* 
Микроэлектроника* 
Молекулярная биология* 
Нейрохимия* 
Неорганические материалы* 
Нефтехимия* 
Новая и новейшая история 
Общественные науки и современность 
Общество и экономика 
Океанология* 
Онтогенез* 
Палеонтологический журнал* 
Паразитология* 
Петрология* 
Письма в Астрономический журнал: астрономия и космическая астрофизика* 
Письма в Журнал экспериментальной и теоретической физики* 
Поверхность. Рентгеновские, синхротронные и нейтронные 
исследования* 
Почвоведение* 
Приборы и техника эксперимента* 
Прикладная биохимия и микробиология* 
Прикладная математика и механика* 
Проблемы Дальнего Востока 
Проблемы машиностроения и надежности машин* 
Проблемы передачи информации* 
Программирование* 
Психологический журнал 
Радиационная биология. Радиоэкология 
Радиотехника и электроника* 
Радиохимия* 
Расплавы* 
Растительные ресурсы 
Российская археология 
Российская история 
Российская сельскохозяйственная наука* 
Российский физиологический журнал имени И.М. Сеченова * 
Русская литература 
Русская речь 
Славяноведение 
Сенсорные системы 
Социологические исследования 
Стратиграфия. Геологическая корреляция* 
США и Канада: экономика, политика, культура 
Теоретические основы химической технологии* 
Теплофизика высоких температур* 
Успехи современной биологии* 
Успехи физиологических наук 
Физика Земли* 
Физика и химия стекла* 
Физика металлов и металловедение* 
Физика плазмы* 
Физикохимия поверхности и защита материалов* 
Физиология растений* 
Физиология человека* 
Химическая физика* 
Химия высоких энергий* 
Химия твердого топлива* 
Цитология* 
Человек 
Экология* 
Экономика и математические методы 
Электрохимия* 
Энтомологическое обозрение* 
Этнографическое обозрение 
Ядерная физика 



СОДЕРЖАНИЕ
Том 59, номер 5, 2023

ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Асимптотические свойства одного класса систем с линейным запаздыванием
Б. Г. Гребенщиков, А. Б. Ложников 569

Спектральные свойства одного сингулярного дифференциального оператора на отрезке
с условиями сопряжения

И. С. Ломов 582

Об управлении спектрами верхних сильных показателей колеблемости знаков, нулей
и корней дифференциальных уравнений третьего порядка

А. Х. Сташ 588

УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

О явлении Пински для B-эллиптических операторов
Ш. А. Алимов, Ш. Т. Пирматов 596

Об однозначной разрешимости начально-краевых задач для параболических систем
в ограниченных плоских областях с негладкими боковыми границами

Е. А. Бадерко, С. И. Сахаров 608

Метод распространяющихся волн
А. В. Боровских 619

О фундаментальной матрице решений плоской анизотропной теории упругости
Чан Куанг Выонг, А. П. Солдатов 635

К задаче Дарбу для гиперболических систем
А. Н. Миронов, Л. Б. Миронова 642

О влиянии нерегулярности границы области на решение краевой задачи для уравнения
Лапласа

Л. Е. Россовский, Р. В. Шамин 652

О существовании решений нелинейных краевых задач для системы дифференциальных
уравнений равновесия оболочек типа Тимошенко в изометрических координатах

С. Н. Тимергалиев 658

УРАВНЕНИЯ В КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЯХ

К вопросу существования решений вырожденных систем с дискретным временем
А. А. Щеглова 675

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ И ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Сингулярно возмущённые интегро-дифференциальные системы с ядрами, зависящими
от решений дифференциальных уравнений

А. А. Бободжанов, Б. Т. Калимбетов, В. Ф. Сафонов 693





ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, 2023, том 59, № 5, с. 569–581

ОБЫКНОВЕННЫЕДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕУРАВНЕНИЯ

УДК 517.929+517.926

АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ОДНОГО КЛАССА
СИСТЕМ С ЛИНЕЙНЫМ ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

c© 2023 г. Б. Г. Гребенщиков, А. Б. Ложников

Получены достаточные условия асимптотической устойчивости линейных систем диффе-
ренциальных уравнений, содержащих линейное запаздывание. На основании этих условий
исследованы некоторые системы линейных дифференциальных уравнений, при этом для
одной из них проведена стабилизация на бесконечном промежутке времени.
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Введение. Будем изучать асимптотические свойства некоторых линейных систем диффе-
ренциальных уравнений с постоянным запаздыванием, к которым приводятся заменой аргу-
мента системы с линейным запаздыванием вида

dx(t)/dt = A(t)x(t) +B(t)x(μt), μ = const, 0 < μ < 1, t � t0 > 0. (1)

Здесь A(t), B(t) – непрерывно дифференцируемые m×m-матрицы, x(t) – m-мерная вектор-
функция времени (аргумента) t, запаздывание имеет вид (1 − μ)t. Решение определено в
начальный момент времени t0 вектор-функцией φ(η), η ∈ [μt0, t0].

Системы с линейным запаздыванием встречаются в задачах механики, физики [1, c. 96] и
биологии. Например, при исследовании процесса колебаний токоприёмника движущегося ло-
комотива при взаимодействии с контактным проводом (при учёте воздействия эластичной опо-
ры) в работе [2] задача сводится к исследованию поведения решения линейного неоднородного
дифференциального уравнения первого порядка с линейным запаздыванием. Более сложная
модель, приводящая к исследованию системы четвёртого порядка, предложена в работе [3].
Задача прохождения токоприёмником эластичной опоры имеет практическое применение в
случае изучения устойчивости колебаний движущегося токоприёмника и определения изно-
са контактного провода при различных скоростях движения локомотива, а также в условиях
изменяющейся величины силы нажатия полоза токоприёмника на контактный провод. Учёт
эффекта последействия важен для правильного качественного и количественного описания
данных процессов.

Линейные системы дифференциальных уравнений данного типа, исследуемые в этих ра-
ботах, как правило, имеют постоянные коэффициенты в правой части. При неустойчивости
таких систем возникает проблема их стабилизации на бесконечном промежутке времени. Ста-
билизации подобных систем посвящены работы [4–6]. Следующим этапом является получение
достаточных условий асимптотической устойчивости и построение на этом основании алгорит-
ма стабилизации для некоторых систем с переменными коэффициентами.

Будем рассматривать линейное нормированное пространство R
m, в котором норму вектора

w = {wj}т (здесь wj, j = 1,m, – компоненты вектора w, а т – знак транспонирования)
определим, например, равенством ‖w‖ =

∑m
j=1 |wj |. (Норму матрицы D = {dij}, i, j = 1,m,

определим в соответствии с нормой вектора [7, c. 12]: ‖D‖ = max
j

∑
i |dij |.) Решение системы

(1) с начальной функцией φ(η) обозначим через x(t, φ(η), t0).
Приведём несколько определений, которые будут необходимы в дальнейшем (см. [1, c. 369;

8, c. 114]).
Определение 1. Решение x(t) системы (1), определённое кусочно-непрерывной началь-

ной вектор-функцией φ(η), называется устойчивым, если для любого Ĉ > 0 существуют

569
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постоянные C̃ = C̃(Ĉ) > 0 и t∗0 = t∗0(Ĉ) > 0 такие, что из условия sup
η

‖φ(η)‖ < C̃ следует

неравенство sup
t

‖x(t, φ(η), t0)‖ < Ĉ для всех t0 � t∗0.

Определение 2. Если решение x(t, φ(η)), наряду с устойчивостью, обладает свойством
lim
t→∞

x(t, φ(η)) = 0, то решение асимптотически устойчиво.

1. Получение достаточных условий асимптотической устойчивости для некото-
рых систем вида (1). Рассмотрим линейную систему (1). Сделаем в ней замену τ = ln(t/t0)
и получим систему с постоянным запаздыванием σ [1, с. 100]:

dz(τ)/dτ = t0 exp(τ)[Ā(τ)z(τ) + B̄(τ)z(τ − σ)], σ = − ln(μ), σ > 0, τ � 0,

z(η) = φ(t0 exp(η)), η ∈ [μt0, t0], Ā(τ) = A(t0 exp(τ)), B̄(τ) = B(t0 exp(τ)). (2)

Начальная вектор-функция φ̄(ξ), ξ ∈ [−σ, 0], определяет решение системы (2) в момент вре-
мени τ = 0.

Полагаем, что матрицы Ā(τ), B̄(τ) достаточное число раз дифференцируемые и перио-
дические (периода σ). При этом для корней λj(τ) характеристического уравнения

det(Ā(τ)− λE) = 0

(здесь и далее E – единичная m×m-матрица) справедливы неравенства

Re (λ) < −2d, d = const, d > 0, (3)

и, наряду с этим, для корней ρk(τ) характеристического уравнения

det(Ā−1(τ)B̄(τ)− ρE) = 0

выполнены неравенства
|ρk(τ)| < γ, γ = const, 0 < γ < 1. (4)

Чтобы эффективно использовать аппарат теории разностных систем и методов малого
параметра при производной, перейдём от системы (2) к счётной системе обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, заданных на конечном промежутке времени τ ∈ [0, σ], полагая [1,
c. 102]

zn+1(τ) = z(τ + nσ), n ∈ N
⋃

{0}.
Данная счётная система имеет вид

εndzn+1(τ)/dτ = exp(τ)[Ā(τ)zn+1(τ) + B̄(τ)zn(τ)], εn = μn/t0, n ∈ N
⋃

{0}, (5)

при граничных условиях
zn+1(0) = zn(σ), z0 = φ̄(τ − σ). (6)

Введём теперь норму вектор-функции w(τ) на отрезке [0, σ], полагая

‖w‖σ = sup
τ∈[0,σ]

‖w(τ)‖.

Далее зададим оператор сдвига Tτ,n следующим образом:

Tτ,n(ȳ) = Y 0
n+1(τ, 0, εn)ȳ(σ) +

τ∫

0

exp(s)

εn
Y 0
n+1(τ, s, εn)B̄(s)ȳ(s) ds, (7)

где Y 0
n+1(τ, s, εn) – матрица Коши системы без запаздывающих членов

εndy
0
n+1(τ)/dτ = exp(τ)Ā(τ)y0n+1(τ), 0 � τ � σ.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 5 2023
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Если определить норму оператора сдвига в соответствии с правилом [9, с. 504]

‖Tτ,n‖ = sup
‖Tτ,n(ȳ(s))‖

‖ȳ(s)‖ ,

то при такой нормировке пространство вектор-функций становится пространством Банаха [9,
c. 510], обозначим его Cm.

Известно [10] (ввиду неравенства (3)), что при достаточно малых εn имеет место оценка

‖Y 0
n+1(τ, s, εn)‖ � C0 exp

(

− d

εn
(exp(τ)− exp(s))

)

, C0 = const, C0 > 1. (8)

Норма оператора Tτ,n равномерно ограничена числом

M = C0(1 + b/d), b = max
τ

‖B̄(τ)‖. (9)

В банаховом пространстве определено произведение операторов, следовательно, решение
системы (5) можно представить в операторном виде

zn+1(τ) = Tτ,nzn(s).

Поскольку оценка (9) является достаточно грубой и не позволяет судить об асимптотиче-
ском поведении решения системы (5), для того чтобы установить асимптотические свойства
данной системы (используя малый параметр εn), докажем сначала две леммы.

Лемма 1 (оценки на рост производных решения системы (5)). Производные z
(j)
n (τ), j =

= 1, 2k, при выполнении неравенства (3) и достаточной “гладкости” матриц Ā(τ), B̄(τ)
удовлетворяют следующим (весьма грубым) оценкам роста:

‖z(j)n (τ)‖ � C̄j(t0)
j q̂n sup

τ
‖z0(τ)‖, j = 1, 2k, C̄j = const, C̄j > 1, q̂ = const, q̂ > 1. (10)

Доказательство. Оценку для ‖zn+k(τ)‖ (считая начальной вектор-функцией величину
‖zn(τ)‖) получаем из соотношения (9) (здесь q0 = M). Рассмотрим теперь поведение величи-
ны ‖z′n(τ)‖. Продифференцировав обе части системы (5), получим равенство

εnd
2zn+1(τ)/dτ

2 = exp(τ)[Ā(τ)z′n+1(τ) + B̄(τ)z′n(τ)] +

+ exp(τ)[Ā(τ)zn+1(τ) + B̄(τ)zn(τ)] + exp(τ)[Ā′(τ)zn+1(τ) + B̄′(τ)zn(τ)]

или, с учётом (5),

εnd
2zn+1(τ)/dτ

2 = exp(τ)[(Ā(τ) +O(εn))z
′
n+1(τ) + B̄(τ)z′n(τ) +

+ (B̄′(τ)− Ā′(τ)Ā−1(τ)B̄(τ))zn(τ)], (11)

при этом ряд
∑

n ‖O(εn)‖ сходится. Запишем решение неоднородной системы (11) в интеграль-
ной форме [1, c. 328], считая неоднородностями члены, содержащие величины O(εn)z

′
n+1(τ),

B̄(τ)z′n(τ), (B̄′(τ)− Ā′(τ)Ā−1(τ)B̄(τ))zn(τ). Учитывая (7), имеем соотношение

z′n+1(τ) = Tn,τz
′
n(τ) +

τ∫

0

exp(s)

εn
Y n+1
0 (τ, s, εn)O(εn)z

′
n+1(s) ds +

+

τ∫

0

exp(s)

εn
Y n+1
0 (τ, s, εn)(B̄

′(s)− Ā′(s)Ā−1(s)B̄(s))zn(s) ds. (12)
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Рассмотрим интегралы в правой части (12). Очевидно, что первый интеграл допускает
представление O(εn)‖z′n+1(τ)‖σ . Второй же интеграл в силу оценок (9) и (10) не превосходит
величины α‖zn(τ)‖σ , где α = C0d

−1‖B̄′(τ) − Ā′(τ)Ā−1(τ)B̄(τ)‖σ . С учётом этих оценок из
(12) получаем

‖z′n+1(τ)‖σ −O(εn)‖z′n+1(τ)‖σ � M‖z′n(τ)‖σ + α‖zn(τ)‖σ . (13)

Очевидно, что в данном выражении величины O(εn)‖z′n+1(τ)‖σ можно рассматривать как
“возмущения” по отношению к соответствующей однородной системе первого приближения.
Тогда (ввиду сходимости соответствующего ряда) фундаментальная матрица однородной сис-
темы Z ′

n+k,n допускает оценку [11, c. 71]

‖Z ′
n+k,n‖ =

∥
∥
∥
∥

n+k∏

j=n

(M +O(εj))

∥
∥
∥
∥ � L̄1M

k, L̂1 = const, L̂1 > 1. (14)

Из (13), (14), используя формулу вариации постоянных [11, c. 23] (учитывая оценку роста для
‖zn(τ)‖σ), имеем неравенство

‖z′n+k(τ)‖σ � L̄1M
k‖z′n(τ)‖σ + αL̄1M

k‖zn(τ)‖σ , k ∈ N. (15)

Чтобы оценить рост величин ‖z′n(τ)‖σ , ‖zn(τ)‖σ (поскольку система (5) является системой
с ограниченной правой частью), применим формулу Гронуола–Беллмана [1, c. 73] и получим
оценку

‖z(τ)‖ � β̄ sup
ξ

‖φ̄(ξ)‖ exp(β̄τ), β̄ = t0 exp(nσ(a+ b)), a = max
τ

‖Ā(τ)‖. (16)

Оценка (16) будет эффективной при не очень больших величинах t0 (т.е. при t0 � T̄ ). Далее,
как следует из работы [10], при больших t0 > T̄ справедливо соотношение (9), следовательно,
в этом случае при всех 0 � τ � nσ имеет место экспоненциальная оценка

‖z(τ)‖ � M exp(β̄1τ) sup
s

‖φ(s)‖, β̄1 =
ln(M)

σ
. (17)

И в том, и в другом случае получаем итоговую оценку (10) на рост решения ‖zk(τ)‖ при
1 � k � n. Без ограничения общности считаем величину t0 > 1. Далее рассмотрим поведение
величины ‖z′k(τ)‖ при 1 � k � n. Из уравнения (5) имеем

‖z′k(τ)‖σ � t0
μk+1

(a‖zk(τ)‖σ + b‖zk−1(τ)‖σ), a = max
τ

‖Ā(τ)‖.

Используя последнее неравенство, получаем из (17) итоговую оценку для величины ‖z′k(τ)‖σ
(k > 1). Оценки для величин ‖z(j)n (τ)‖σ получаются аналогично. Лемма доказана.

Лемма 2 (представление решения через его производные). Величины ‖z(j)n (τ)‖ для доста-
точно малых εn удовлетворяют разностным системам

z
(j)
n+1(τ) = (−Ā−1(τ)B̄(τ) +O(εn))z

(j)
n (τ) + Y j

n+1(τ, 0, εn)z
(j)
n (σ) + Πj

j,n(τ, εn)z
(j)
n (0) +

+ F 0
j,n(τ)zn(τ) + Π0

j,n(τ, εn)zn(0) + F 1
j,n(τ)z

′
n(τ) + Π1

j,n(τ, εn)z
′
n(0) + . . .

. . . + F j−1
j,n (τ)z(j−1)

n (τ) + Πj−1
j,n (τ, εn)z

(j−1)
n (0) +O(εn)z

(j+1)
n (τ) +O(εn)Π

j+1
j,n (τ, εn)z

(j+1)
n (0) +

+ εnO(εn)z
(j+2)
n (τ) + εnO(εn)Π

j+2
j,n (τ, εn)z

(j+2)
n (0) + . . .

. . .+ (εn)
k−2O(εn)z

(j+k−1)
n (τ) + (εn)

k−2O(εn)Π
j+k−1
j,n (τ, εn)z

(j+k−1)
n (0) +

+ (t0)
jO((μk q̂)n)‖z0(τ)‖σ , j = 0, k. (18)
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Здесь F j
l (τ, n) – равномерно ограниченные m ×m-матрицы, μkq̂ � p, p = const, 0 < p < 1,

l = 0, j − 1; матрицы Y j
n+1(τ, 0, εn), Πr

j,n(τ, εn), r = 0, j + k − 1, допускают оценку, анало-
гичную (8).

Отметим, что натуральное число k (которое мы выбираем из приведённого условия) озна-
чает существование и непрерывность производных до 2k-го порядка включительно.

Докажем вначале асимптотическое представление для функций zn(τ). Как следует из (7),
решение исследуемой системы представимо в интегральной форме

zn+1(τ) = Y 0
n+1(τ, 0, εn)zn(σ) +

τ∫

0

Y 0
n+1(τ, s, εn)B̄(s)zn(s) ds. (19)

Интегрируя по частям интеграл в правой части данного равенства, получаем

In=−Ā−1(τ)B̄(τ)zn(τ) + Ā−1(0)Y 0
n+1(τ, 0, εn)B̄(0)zn(0) +

τ∫

0

(Ā−1(s))′Y 0
n+1(τ, s, εn)B̄(s)zn(s) ds+

+

τ∫

0

Ā−1(s)Y 0
n+1(τ, s, εn)B̄

′(s)zn(s) ds+

τ∫

0

Ā−1(s)Y 0
n+1(τ, s, εn)B̄(s)z′n(s) ds. (20)

Рассмотрим последний интеграл I ′n в правой части равенства (20), содержащий величину
z′n(s). Интегрируя его по частям аналогично интегралу In, получаем соотношение

I ′n = O(εn)z
′
n(τ) + Y 0

n+1(τ, 0, εn)O(εn)z
′
n(0) +

+

τ∫

0

O(εn)Y
0
n+1(τ, s, εn)z

′
n(s) ds+

τ∫

0

O(εn)Y
0
n+1(τ, s, εn)z

(2)
n (s) ds. (21)

Отметим следующее: интегралы в правой части (21) имеют асимптотическое представление,
соответственно, εnO(εn)‖z′n(τ)‖σ и εnO(εn)‖z(2)n (τ)‖σ , при этом для оставшихся интегралов
в правой части равенства (19) интегрированием по частям можно получить соотношения, по-
добные (20). Продолжив подобную процедуру, получим в итоге интеграл вида

Ikn = (εn)
k−1

τ∫

0

O(εn)Y
0
n+1(τ, s, εn)z

(k)
n (s) ds.

Учитывая теперь оценку (10) для ‖z(k)n (τ)‖, ввиду того, что для достаточно большого k
величина μkq̂ � p < 1, для Ikn имеем асимптотическое представление

Ikn = O(pn)‖zn(τ)‖σ , (22)

т.е. данный интеграл – “исчезающая” вектор-функция. При этом отметим, что в процессе иссле-
дования асимптотических свойств данного интеграла получаем в правой части (19) выражения
вида

O(εn)z
′
n(τ), O(εn)Π

0
1,n(τ, εn)z

′
n(0), εnO(εn)z

(2)
n (τ), εnO(εn)Π

0
2,n(τ, εn)z

(2)
n (0), . . .

. . . , (εn)
k−2O(εn)z

(k−1)
n (τ), (εn)

k−2O(εn)Π
0
k−1,n(τ, εn)z

(k−1)
n (0). (23)

Асимптотическое представление для величины zn(τ) доказано.
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Для того чтобы исследовать асимптотические свойства величины z′n(τ), рассмотрим неод-
нородное дифференциально-разностное уравнение (11). Как следует из работ [9, 11], фун-
даментальная матрица Y 1

n+1(τ, s, εn) соответствующей однородной системы для достаточно
больших n допускает оценку

‖Y 1
n+1(τ, s, εn)‖ � C0 exp

(
βn
εn

(exp(τ)− exp(s))

)

, βn = −d+ C0mεn, βn < 0. (24)

Соответствующая вырожденной системе матрица (Ā(τ) + O(εn))
−1B̄(τ) = (Ā−1(τ) + O(εn) +

+ O(εn)
2)B̄(τ). Следовательно, при достаточно больших n асимптотические свойства со-

ответствующей вырожденной “возмущённой” системы аналогичны свойствам вырожденной
(“невозмущённой”) системы. Ввиду оценки (24) решение соответствующей разностной системы
представляет собой выражение, аналогичное доказанному выше для величины zn(τ) (полу-
чающаяся в результате исчезающая вектор-функция, аналогичная Ikn, будет иметь оценку,
подобную (22), содержащую множителем величину t0 ввиду соотношения (10)); при этом
в правой части добавляются члены, найденные в результате интегрирования по частям ве-
личины

τ∫

0

exp(s)

εn
Y n+1
1 (τ, s, εn)(B̄

′(s)− Ā′(s)Ā−1(s)B̄(s))zn(s) ds.

Они имеют вид F 1
1,n(τ, n)zn(τ), Π1

1,n(τ, εn)zn(0), остальные члены подобны выражениям ви-
да (23). В итоге для величины z′n(τ) также можем записать разностное уравнение вида (18).
Далее подобными методами получим соответствующее разностное уравнение для величины
z
(2)
n (τ) и т.д. Лемма доказана.
Теперь, применяя леммы 1 и 2, докажем теорему о достаточных условиях асимптотической

устойчивости решения исходной системы (2).
Теорема 1. При выполнении условий (3), (4) система (2) экспоненциально устойчива,

при этом для решения исходной системы (1) справедлива оценка

‖x(t)‖ � M0

(
t

t0

)−β

sup ‖φ(η)‖, M0 = const, M0 > 1, β = const, β > 0.

Здесь константы M0, β одни и те же при всех t0 � t∗0 > 0, величина t∗0 фиксированная.
Доказательство. Учитывая лемму 2, рассмотрим вначале асимптотическое поведение вы-

рожденной системы
ȳn+1(τ) = −Ā−1(τ)B̄(τ)ȳn(τ). (25)

Покажем, что существуют такие постоянные L̄0 > 1, 0 < q̄ < 1, что для решения разностной
системы (25) будет справедлива оценка [7, с. 40]

sup
τ

‖ȳn(τ)‖ � L̄0(q̄)
n sup

τ
‖y0(τ)‖, n ∈ N.

Ввиду равномерной непрерывности (по τ) матриц Ā−1(τ)B̄(τ) можно разбить интервал
[0, σ] на конечное число l равных промежутков длины меньше δ1 таких, что будет выпол-
няться неравенство

‖Ā−1(τ)B̄(τ)− Ā−1(τj)B̄(τj)‖ < ε, |τ − τj | < δ1, j = 1, l, 0 < τ1 < . . . < τl = σ. (26)

Но тогда (вследствие (26)) при достаточно малом ε для каждого промежутка [τj, τj+1] найдут-
ся такие постоянные Lj > 1, что будет справедлива оценка соответствующей результирующей
системы, получаемая из (25):

‖Ȳ 0
n,1(τ)‖ =

∥
∥
∥
∥

n∏

i=1

Ā−1(τ + jσ)B̄(τ + jσ)

∥
∥
∥
∥ < Lj γ̄

n, γ̄ = const, 0 < γ < γ̄ < 1, j = 1, l. (27)
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Отсюда следует, что для любых τ ∈ [0, σ] подобное неравенство справедливо при константах
L̄0 = max

j
Lj и q̄ = γ̄, т.е. вырожденная система (25) экспоненциально устойчива.

Пусть в (18) j = k−1 и n достаточно велико. Рассмотрим вначале поведение системы (18)
в точке τ = σ. Очевидно, что при данном τ, ввиду оценок (8), (14) и аналогичных им, члены
в (22), содержащие (t0)

iΠk+i−1
k,n (σ, εn), будут иметь вид (t0)

jo(εn). Тогда, записав z
(k−1)
n+i (σ) в

равенстве (18) с помощью формулы вариации постоянных, получим выражение

z
(k−1)
n+i (σ) = Ȳ k−1

n+i,n(σ)y
(k−1)
n (σ) +

i∑

j=1

Ȳ k−1
n+i,n+j(σ)[F

k−1
k−2,n+j−1(σ)z

(k−2)
n+j−1(σ) +

+ F k−1
k−3,n+j−1(σ)z

(k−3)
n+j−1(σ) + . . . + F k−1

0,n+j−1(σ)zn+j−1(σ) +O(εn+j)z
(k)
n+j−1(σ) +

+O(εn+j)εn+jz
(k+1)
n+j−1(σ) + . . . +O(εn+j)(εn+j)

k−2z
(2k−2)
n+j−1(σ)] + (t0)

k−1O(pn+j)‖z0(τ)‖σ , (28)

при этом ряд
∑∞

j=0 ‖O(εj)‖ сходится. Ввиду сходимости ряда для величины ‖Ȳ k−1
n+i,n(τ)‖ спра-

ведлива оценка, аналогичная (14).
Если теперь записать подобное равенство уже для величины z

(k−2)
n+i (σ), учитывая (27), то

получим следующее соотношение:

z
(k−2)
n+i (σ) = Ȳ k−2

n+i,n(σ)z
(k−2)
n (σ) +

i∑

j=1

Ȳ k−2
n+i,n+j(σ)

{

F k−2
k−3,n+j−1(σ)z

(k−3)
n+j−1(σ) +

+ F k−2
k−4,n+j−1(σ)z

(k−4)
n+j−1(σ) + . . . + F k−2

0,n+j−1(σ)zn+j−1(σ) +O(εn+j)

[

Ȳ k−1
n+i,n(σ)z

(k−1)
n (σ) +

+

i∑

j=1

Ȳ k−1
n+i,n+j(σ)[F

k−1
k−2,n+j−1(σ)z

(k−2)
n+j−1(σ) + F k−1

k−3,n+j−1(σ)z
(k−3)
n+j−1(σ) + . . .

. . .+ F k−1
0,n+j−1(σ)zn+j−1(σ) +O(εn+j)z

(k)
n+j−1(σ) +O(εn+j)εn+jz

(k+1)
n+j−1(σ) + . . .

. . . +O(εn+j)(εn+j)
k−2z

(2k−2)
n+j−1(σ) + (t0)

k−1O(pn+j)‖z0(τ)‖σ ]
]

+

+O(εn+j)εn+jz
(k)
n+j−1(σ) +O(εn+j)(εn+j)

2z
(k+1)
n+j−1(σ) + . . .

. . . +O(εn+j)(εn+j)
k−2z

(2k−3)
n+j−1(σ) + (t0)

(k−2)O(pn+j)‖z0(τ)‖σ
}

, (29)

где есть члены, содержащие z
(2k−2)
n+j (σ). Нетрудно видеть, что они имеют порядок (t0)

(k−1) ×
× O(pn+j)‖z0(τ)‖σ . С другой стороны, члены, содержащие z

(k−1)
n+j (σ), отсутствуют, так как

вместо них входят выражения, содержащие величины z
(r)
n (σ), r = k − 1, k − 2. Далее, в со-

отношении (28) имеются члены, содержащие множители z
(k−2)
n+j (σ). Коэффициенты при них

имеют порядок O(εn+j). Члены же, содержащие величины z
(r)
n (σ), r = k − 1, k − 2, . . . ,

стремятся к нулю как экспоненты. Учитывая теперь асимптотическую устойчивость соот-
ветствующей однородной разностной системы и вид её неоднородности, обусловленной “воз-
мущениями” (ввиду наличия величин zn+j(σ), z′n+j(σ), . . . , z

(k−3)
n+j (σ)), а также перемен-

ные z
(k)
n+j(σ), z

(k+1)
n+j (σ), . . . , z

(2k−3)
n+j (σ), получаем, что величина z

(k−2)
n+i (σ) (общее решение

неоднородной системы) состоит из экспоненциально устойчивого решения (имеющего оценку
O(γ̄n+i(‖z(k−1)(σ)‖ + ‖z(k−2)(σ)‖)), и решения, обусловленного “возмущениями”, и решения,

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 5 2023



576 ГРЕБЕНЩИКОВ, ЛОЖНИКОВ

обусловленного “исчезающей” вектор-функцией (t0)
(k−1)O(pn+j)‖z0(τ)‖σ . Покажем, что ре-

шение, обусловленное “исчезающей” вектор-функцией, также экспоненциально устойчиво.
Без ограничения общности полагаем, что q̄ < p, т.е. справедливо равенство q̄ = δp, δ =

= const, 0 < δ < 1. Тогда из соотношения (29), учитывая последнее равенство, получаем
оценку

∥
∥
∥
∥

i∑

j=1

Ȳ k−2
n+i,n+j(σ)(t0)

(k−1)O(pn+j)

∥
∥
∥
∥‖z0(τ)‖σ � L̄(t0)

(k−1)pn
i∑

j=1

δ̂i−1pi−jpj‖z0(τ)‖σ <

<
L̄pn+j

1− δ
‖z0(τ)‖σ , L̄ = const, L̄ > 1, (30)

откуда и следует экспоненциальная оценка для составляющей, обусловленной “исчезающей”
вектор-функцией.

Далее исследуя свойства вектор-функции z
(k−3)
n+i (σ) методами, аналогичными применён-

ным при исследовании величины z
(k−2)
n+i (σ), получим, что её “возмущения” зависят лишь от

величин zn+j(σ), z′n+j(σ), . . . , z
(k−2)
n+j (σ); z

(k)
n+j(σ), z

(k+1)
n+j (σ), . . . , z(2k−4)

n+j (σ).

Продолжив процесс изучения поведения величин z(r)(σ), r = 1, k − 4, получим в резуль-
тате неоднородную разностную систему

zn+i(σ) = [−Ā−1(σ)B̄(σ) +O(εn)]zn(σ) +O(pn)‖z0(τ)‖σ , (31)

обладающую следующим свойством: соответствующая однородная “возмущённая” система экс-
поненциально устойчива, при этом неоднородность является “исчезающей” вектор-функцией,
для которой справедлива оценка, подобная O(pn+j)‖y0(τ)‖σ .

Решение системы (31) стремится к нулю при n → ∞ как экспонента (это доказывается
точно так же, как и при получении оценки (30)).

Рассмотрим теперь поведение решения разностной системы (18) на всём интервале [0, σ] :
j = 0. Ввиду условий (6) её решение экспоненциально устойчиво и при τ = 0. Следовательно,
члены, содержащие zn(0), являются “исчезающей” вектор-функцией. Но тогда исследование
асимптотических свойств при любых τ ∈ (0, σ) ничем не отличается от приведённого выше,
и решение системы (5) экспоненциально устойчиво. Теорема доказана.

2. Получение достаточных условий экспоненциальной устойчивости системы,
содержащей постоянное запаздывание. Рассмотрим теперь систему вида

dx(τ)/dτ = A1(τ)x(τ) +B1(τ)x(τ − σ) +A2(τ)y(τ) +B2(τ)y(τ − σ),

dy(τ)/dτ = t0 exp(τ)(A3(τ)x(τ) +B3(τ)x(τ − σ) +A4(τ)y(τ) +B4(τ)y(τ − σ)), τ � 0. (32)

Полагаем, что m×m-матрицы Aj(τ), Bj(τ), j = 1, 4, периодические (периода σ) и доста-
точное число раз дифференцируемые.

Вновь перейдём к счётной дифференциально-разностной системе на конечном промежутке
времени [0, σ]. Имеем соотношения

dxn+1(τ)/dτ = A1(τ)xn+1(τ) +B1(τ)xn(τ) +A2(τ)yn+1(τ) +B2(τ)yn(τ),

εndyn+1(τ)/dτ = exp(τ)(A3(τ)xn+1(τ) +B3(τ)xn(τ) +A4(τ)yn+1(τ) +B4(τ)yn(τ)),

εn = μn/t0, τ ∈ [0, σ], (33)

при краевых условиях
xn+1(0) = xn(σ), yn+1(0) = yn(σ).

Начальная вектор-функция есть выражение {x0(τ), y0(τ)}т.
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В работе [12] показано, что системой первого приближения для (33) является дифферен-
циально-разностная система

dx0n+1(τ)/dτ = 0.5[(A0
1 +B0

1)x
0
n+1(τ) +A0

2y
0
n+1(τ) +B0

2y
0
n(τ)],

εndy
0
n+1(τ)/dτ = exp(τ)[(A3(τ) +B3(τ))x

0
n+1(τ) +A4(τ)y

0
n+1(τ) +B4(τ)y

0
n(τ)],

A0
j =

2

σ

2σ∫

0

Aj(ξ) dξ, B0
j =

2

σ

2σ∫

0

Bj(ξ) dξ, j = 1, 2, εn =
μn

t0
, τ ∈ [0, σ]. (34)

Рассмотрим асимптотическое поведение системы (34) при достаточно больших n. Сделаем в
ней замену τ = θnεn [13, c. 204] и получим систему

dx0n+1(θn)/dθn = 0.5εn[(A
0
1 +B0

1)x
0
n+1(θn) +A0

2y
0
n+1(θn) +B0

2y
0
n(θn)],

dy0n+1(θn)/dθn = exp(θnεn)[A
εn
3 (θn) +Bεn

3 (θn)x
0
n+1(θn) +Aεn

4 (θn)y
0
n+1(θn) +Bεn

4 (θn)y
0
n(θn)],

Aεn
j (θn) = Aj(θnεn), Bεn

j (θn) = Bj(θnεn), j = 3, 4. (35)

Из того, что в первой подсистеме (35) правая часть имеет множитель εn, следует (из первой
подсистемы в (34)), что величина xn+1(τ) удовлетворяет асимптотическому равенству

xn+1(τ)=−2(A0
1 +B0

1)
−1(A0

2y
0
n+1(τ) +B0

2y
0
n(τ)) +

+O(‖xn+1(τ)‖σ + ‖yn+1(τ)‖σ + ‖yn(τ)‖σ). (36)

Рассматривая теперь систему первого приближения, полагаем, что собственные значения
λ0
i матрицы A0

1 +B0
1 удовлетворяют неравенству

Re (λ0
i ) < −2β1, β1 = const, β1 > 0. (37)

Наряду с этим считаем, что для собственных чисел λ̄(τ) матрицы A4(τ) справедливо нера-
венство, аналогичное (3), т.е.

Re (λ̄(τ)) < −2β2, β2 = const, β2 > 0. (38)

В силу соотношения (36) имеем приближённое равенство

xn+1(τ) ≈ −2(A0
1 +B0

1)
−1(A0

2y
0
n+1(τ) +B0

2y
0
n(τ)).

Подставив данное выражение во вторую подсистему в (35), получим систему m-го порядка

εndy
0
n+1(τ)/dτ = exp(τ){[A4(τ)− 2(A3(τ) +B3(τ))(A

0
1 +B0

1)
−1A0

2]y
0
n+1(τ) +

+ [B4(τ)− 2(A3(τ) +B3(τ))(A
0
1 +B0

1)
−1B0

2 ]y
0
n(τ)}. (39)

Полагаем, что собственные числа ν матрицы

H1 = A4(τ)− 2(A3(τ) +B3(τ))(A
0
1 +B0

1)
−1A0

2

удовлетворяют неравенству
Re (ν) < −2d1, (40)

и, наряду с этим, собственные числа ρh матрицы

H2 = (H1)
−1[B4(τ)− 2(A3(τ) +B3(τ))(A

0
1 +B0

1)
−1B0

2 ]

удовлетворяют условию
|ρh| < γh, γh = const, 0 < γh < 1. (41)
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Теорема 2. Пусть справедливы неравенства (37), (38), (40), (41). Тогда дифференциаль-
но-разностная система (33) (а следовательно, и исходная система (32)) экспоненциально
устойчива.

Доказательство. Очевидно (в силу теоремы 1), что система (39) экспоненциально устой-
чива, т.е. справедлива оценка

‖y0(τ)‖ � K̂ exp(−δ̄(τ − T )) sup
0�η�T

‖y(η)‖, K̂ = const, δ̄ = const, δ̄ > 0.

Рассмотрим теперь поведение первой подсистемы в (34) на бесконечном промежутке вре-
мени при достаточно больших τ. Она имеет вид

dx0(τ)/dt = 0.5[(A0
1 +B0

1)x
0
τ +A0

2y
0(τ) +B0

2y
0(τ − σ)], τ � τ̄ ,

τ̄ – достаточно большое положительное число. Записывая решение данной системы в инте-
гральной форме

x0(τ) = exp

(
(A0

1 +B0
1)(τ − τ̄)

2

)

x0(τ̄ ) +

+

τ∫

τ̄

exp

(
(A0

1 +B0
1)(τ − s)

2

)

[A0
2y

0(s) +B0
2y

0(s − σ)] ds, (42)

учитывая, что ввиду неравенства (37) справедлива оценка

‖ exp(0.5(A0
1 +B0

1)(τ − s))‖ � M̄1 exp(−β1(τ − s)), M̄1 = const, M̄1 > 1,

получаем, что первый член в правой части в (42) стремится к нулю при τ → ∞.
Рассмотрим теперь поведение интегрального члена. Без ограничения общности считаем,

что δ̄ < β1. Тогда имеем оценку

∥
∥
∥
∥

τ∫

τ̄

exp(0.5(A0
1 +B0

1)(τ − s))[A0
2y

0(s) +B0
2y

0(s− σ)] ds

∥
∥
∥
∥ �

� M̄1K̂(‖A0
2‖+ exp(δ̄σ)‖B0

2‖)
β1 − δ̄

exp(−β1(τ − τ̄)) sup
0�η�T

‖y0(η)‖,

откуда следует экспоненциальная устойчивость величины x0(τ), а значит, система первого
приближения экспоненциально устойчива.

Рассмотрим теперь исходную (“возмущённую”) систему при достаточно большом n. Если
в первой из подсистем ввести “медленную” переменную θn, то при достаточно малом εn, как
следует из [13, c. 67], матрица Коши Kεn(θn, s) однородной системы имеет вид

Kεn(θn, s) ≈ exp{0.5εn(A0
1 +B0

1)(θn − s)}.

Данное соотношение тем точнее, чем меньше εn. Более того, если рассматривать неоднород-
ную усреднённую систему

dx̄0n(θn)/dθn = εn[0.5εn(A
0
1 +B0

1)x̄
0
n(θn) +A0

2ȳn+1(θn +B0
2 ȳn(θn))],

то она является первым приближением для исходной первой подсистемы.
Если теперь рассмотреть вторую из подсистем в (33), то ввиду соотношения (36) и оценки,

аналогичной (26), имеем, что вторая из подсистем в (34) является первым приближением для
исходной подсистемы. Как следует из [9, c. 258] (учитывая экспоненциальную устойчивость
системы (34)), “возмущённая” система (33) экспоненциально устойчива. Теорема доказана.
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3. Примеры. Мы исследовали асимптотические свойства некоторых систем, решение ко-
торых экспоненциально устойчиво. Приведём конкретные примеры, которые иллюстрируют
достаточную точность методов исследования устойчивости, предложенных нами. Вначале рас-
смотрим пример экспоненциально устойчивой системы второго порядка:

dx1(τ)/dτ = exp(τ){−(1 + 2 cos(2πτ))x1(τ)− 2(1− sin(2πτ))x2(τ) +

+ 0.5(1 + 2 cos(2πτ))x1(τ − 1) + 0.5(1 − sin(2πτ))x2(τ − 1)},
dx2(τ)/dτ = exp(τ){2(1 + sin(2πτ))x1(τ)− (1− 2 cos(2πτ))x2(τ)−
− (1 + sin(2πτ))x1(τ − 1) + 0.25(1 − 2 cos(2πτ))x2(τ − 1)}, τ � 0. (43)

Здесь матрица A(τ) периодическая (период равен единице), имеет собственные значения
λ1(τ) = λ2(τ) = −1, cледовательно, система без запаздывающих членов асимптотически
устойчива; матрица B(τ) также периодическая (период равен единице), при этом матрица
−A−1(τ)B(τ) имеет вид

−A(τ)−1B(τ) =

(
0.5 0
0 0.25

)

,

её собственные значения ρ1 = 0.5, ρ2 = 0.25. Система (43) экспоненциально устойчива, что
иллюстрируется графиком решения на рис. 1 при начальной вектор-функции φ(ξ) = (1, 1)т,
заданной на отрезке [0, 1].

Рассмотрим теперь управляемую систему

dx(τ)/dτ = exp(τ)[A(τ)x(τ) + B̄(τ)x(τ − 1) + C(τ)u(τ)], (44)

где управляющее воздействие u(τ) – скалярная величина, матрица B̄(τ) и вектор C(τ) опре-
делены следующим образом:

B̄(τ) =

(
−4(1− sin(2πτ)) −4(1 + 2 cos(2πτ))
−2(1− 2 cos(2πτ)) 8(1 + sin(2πτ))

)

, C(τ) =

(
1 + 2 cos(2πτ)

−2(1 + 2 sin(2πτ))

)

.

Следовательно,

−A(τ)−1B̄(τ) =

(
0 −4
−2 0

)

, ρ1,2 = ±2
√
2. (45)

Собственными значениями этой “вырожденной” матрицы являются величины, бо́льшие по мо-
дулю единицы, следовательно, “вырожденная” система неустойчива, но неустойчива и исход-
ная система (44) (при u(τ) ≡ 0), что видно из графика на рис. 2. (Отметим, что достаточные
условия неустойчивости могут быть получены с помощью знакопеременных функционалов
Ляпунова–Красовского [4].)

Рис. 1. Решение системы (43): 1 – x1(τ ),
2 – x2(τ ).

Рис. 2. Решение системы (44) при u(τ ) ≡ 0 :
1 – x1(τ ), 2 – x2(τ ).

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 5 2023



580 ГРЕБЕНЩИКОВ, ЛОЖНИКОВ

Возникает проблема стабилизации. Осуществить её традиционными методами весьма не-
просто ввиду того, что правая часть системы содержит экспоненциальный множитель. Поэто-
му поступаем следующим образом: будем стабилизировать вырожденную (разностную) систе-
му второго порядка

z̄(τ) = −A−1(τ)B̄(τ)z̄(τ − 1) + C̄v(τ), C̄ = (1, 0)т. (46)

Ввиду того, что матрица −A−1(τ)B̄(τ) = A1 имеет обратную, стабилизацию разностной сис-
темы (45) можно осуществить следующим образом [14, с. 107]:

u(τ) = (1 + C̄тRC̄)−1C̄A1z̄(τ − 1). (47)

Здесь R – положительная 2×2-матрица, при этом матрица R−1 является решением линейного
матричного уравнения

R−1 + C̄C̄т = (1/0.64)A1R
−1(A1)

т, R−1 =

(
0.0064 0

0 0.048

)

. (48)

Из (47) и (48) получаем стабилизированную матрицу

As = A1 + (1 + C̄тRC̄)−1C̄A1 =

(
0 −0.25
−2 0

)

, ρ1,2 = ±0.707.

Если теперь в исходной управляемой системе (44) положить управление u(τ) = R̄x(τ − 1),
то полученная (стабилизированная) система будет иметь вид

dx(τ)/dτ = exp(τ)[A(τ)x(τ) + (B̄(τ) + C(τ)R(τ))x(τ − 1)],

B̄(τ) + C(τ)R(τ) =

(
−4 + 4 sin(2πτ) −0.25 − 0.5 cos(2πτ)
−2 + 4 cos(2πτ) 0.5 + 0.5 sin(2πτ)

)

, (49)

откуда, учитывая соотношения (44) и (46), получаем, что решение стабилизированной системы
(49) экспоненциально устойчиво, что иллюстрирует график, приведённый на рис. 3.

Рис. 3. Решение стабилизированной системы
(49): 1 – x1(τ ), 2 – x2(τ ).

Последний пример показывает, что условие экспоненциальной устойчивости “вырожден-
ной” системы существенно.

Заключение. Достаточные условия асимптотической устойчивости, сформулированные
в теореме 1, в случае постоянных матриц A и B аналогичны условиям, полученным ранее
(см. [15]) с помощью преобразования Лапласа [1, c. 11]. В статье [16] показано, что в случае
существования у матрицы −A−1B собственных чисел ρ̄, |ρ̄| > 1, решение соответствующей
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системы неустойчиво. Преобразование Лапласа неприменимо для исследования асимптотиче-
ской устойчивости систем вида (2), следовательно, метод, предложенный авторами, является
более общим и позволяет решать задачи стабилизации традиционными методами некоторых
нестационарных систем.
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Исследована первая краевая задача для дифференциального оператора второго поряд-
ка с сингулярным коэффициентом на отрезке с условиями сопряжения в его внутренней
точке. Получены асимптотические формулы для собственных функций и собственных зна-
чений как прямого, так и сопряжённого операторов. Установлены полнота и безусловная
базисность систем собственных функций этих операторов в пространстве суммируемых с
квадратом функций на отрезке. Применён метод Ильина и условия Ильина для установ-
ления справедливости неравенства Бесселя.
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Владимира Александровича Ильина

1. Постановка задачи. Изучим спектральные свойства следующей модельной задачи:

−y′′(x) + q(x)y(x) = λy(x), x ∈ (0, 1/2)
⋃

(1/2, 1), (1)

y(0) = y(1) = 0, y[1/2] = 0, y′[1/2] = y′(0) (2)

на множестве функций y(x), абсолютно непрерывных вместе с первой производной на каж-
дом компакте из интервалов (0, 1/2) и (1/2, 1) и принадлежащих классу L2(G) – функций,
интегрируемых с квадратом на множестве G = (0, 1). Здесь y[1/2] = y(1/2 + 0)− y(1/2− 0) –
скачок функции y(x) в точке x = 1/2, q(x) – комплекснозначная функция из весового класса

L1
1−ε(G) =

{

f(x) :

1∫

0

x1−ε|f(x)| dx < ∞
}

для некоторого числа ε ∈ (0, 1].
Через L обозначим оператор, действующий в пространстве L2(G), порождённый диффе-

ренциальной операцией ly = −y′′+ q(x)y, x ∈ G, краевыми условиями и условиями сопряже-
ния (2). Исследуем спектральные свойства оператора L.

В работе [1] доказана весьма общая теорема о безусловной базисности в пространстве L2(G)
системы корневых функций нагруженного сингулярного дифференциального оператора вто-
рого порядка. Оператор определён на множестве функций, которые сами или их производ-
ные могут иметь разрывы первого рода на отрезке G = [0, 1], возможно, в счётном числе
точек. Такие операторы возникают, например, как сопряжённые к операторам с интеграль-
ными условиями [2, с. 13]. В случае оператора Шрёдингера, как в данной работе, потенциал
q(x) принадлежал классу функций L1,�(G), т.е. �(x)q(x) ∈ L1(G), где через �(x) обозначено
расстояние от точки x до границы интервала G; очевидно, справедливо вложение L1

1−ε(G) ⊂
⊂ L1,�(G) для любого значения ε ∈ (0, 1]. Корневые функции понимаются в обобщённом
по Ильину смысле [3, с. 347]. Теорема о безусловной базисности, доказанная в работе [1], но-
сит условный характер: результат доказан при выполнении “условий Ильина”, которые будут
сформулированы ниже.
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В статье [4] рассмотрена задача (1), (2) с потенциалом q(x) = x−3/2. Показано, что вы-
полняются условия Ильина и для этой задачи справедлива теорема о безусловной базисности
системы корневых функций. Цель настоящей работы – распространить этот результат на за-
дачу (1), (2) с произвольным потенциалом из класса L1

1−ε(G), ε ∈ (0, 1].
Приведём несколько работ, в которых также исследованы спектральные свойства операто-

ров с сингулярными коэффициентами. Краевая задача для уравнения (1) с потенциалом q(x)
из класса L1

1−ε(G), где ε ∈ (1/2, 1], исследована в работе [5], а именно рассмотрены гладкие
на интервале G решения, получены асимптотические формулы для собственных функций и
собственных значений соответствующего оператора, решена обратная задача по нахождению
потенциала. Некоторые идеи из этой статьи будут использованы для получения оценок реше-
ния задачи (1), (2). Л.В. Крицковым [6] исследована краевая задача для уравнения (1) с потен-
циалом из класса L1,�(G), рассмотрены гладкие на интервале G решения, при выполнении
условий Ильина доказана теорема о безусловной базисности в пространстве L2(G) системы
корневых функций оператора, изучена задача с более общими потенциалами, например с дель-
та-функцией. В цикле работ А.А. Шкаликова, А.М. Савчука и И.В. Садовничей исследованы
спектральные свойства оператора Шрёдингера с потенциалом, являющимся производной от
функции из класса L2(G) (см., например, [7, 8]). Оператор рассмотрен на множестве гладких
функций.

2. Основная теорема. Рассмотрим систему собственных функций {un(x)} и соответству-
ющих им собственных значений {λn} задачи (1), (2). Обозначим μ2 = λ, Reμ � 0, ν = |Imμ|,
μ2
n = λn, Reμn � 0, νn = |Imμn|; {vn(x)} – система собственных функций сопряжённого опе-
ратора L∗, биортогонально сопряжённая к системе {un(x)}.

Сформулируем основной результат.
Теорема. Пусть потенциал q(x) ∈ L1

1−ε(G) для некоторого числа ε ∈ (0, 1]. Тогда кор-
невые функции операторов L и L∗ образуют безусловный базис в пространстве L2(G), а
нормированные системы {ûn(x)}, {v̂n(x)} образуют базис Рисса в этом пространстве.

Доказательство теоремы основано на применении известной теоремы Бари о базисах [9]:
если почти нормированные биортогональные системы полны в пространстве L2(G) и для
каждой из них выполняется неравенство Бесселя, то каждая из этих систем образует базис
Рисса в пространстве L2(G) (т.е. безусловный почти нормированный базис).

Для доказательства теоремы достаточно проверить выполнение следующих условий (усло-
вий Ильина):

1) системы {un(x)} и {vn(x)} полны и минимальны в пространстве L2(G);
2) найдутся постоянные c1, c2 > 0 такие, что справедливо

|Imμn| � c1, n ∈ N,
∑

0�|μn|−λ�1

1 � c2 для любого λ > 0; (3)

3) найдётся постоянная c3 такая, что справедливо

‖un‖2‖vn‖2 � c3, n ∈ N, (4)

где ‖ · ‖2 обозначает норму в пространстве L2(G).
Для проверки условий 2) и 3) достаточно использовать асимптотические формулы для

собственных функций и собственных значений задачи (1), (2) и сопряжённой задачи.
3. Доказательство теоремы.
3.1. Выведем асимптотические формулы для собственных функций операторов L и L∗.
Запишем задачу, сопряжённую к задаче (1), (2):

−v′′(x) + q(x)v(x) = λv(x), x ∈ G, (5)

v(0) + v(1/2) = 0, v(1) = 0, v[1/2] = v′[1/2] = 0, (6)

рассматриваемую на множестве функций, абсолютно непрерывных вместе с первой производ-
ной на любом компакте из интервала G.
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Оператор L∗ действует в пространстве L2(G), порождается дифференциальной операцией
l∗v = −v′′ + q(x)v, x ∈ G, и условиями (6).

Обозначим q̃(x) = x1−εq(x) для ε ∈ (0, 1], μ2 = λ, Reμ � 0.
Для решений задач (1), (2) и (5), (6) автором были установлены асимптотические формулы.
Лемма 1. Пусть коэффициент q(x) уравнения (1) принадлежит пространству L1

1−ε(G)
для некоторого числа ε ∈ (0, 1]. Тогда для решения задачи (1), (2) справедливы следующие
соотношения:

y(x, μ) =
sinμx

μ
+ eνO

(
1

μ1+ε

)

, |y(x, μ)| � x1−ε

|μ|ε e
ν+‖q̃‖1 , x ∈ [0, 1/2], (7)

y(x, μ) =
sinμx

μ
+

sinμ(x− 1/2)

μ
+ y0(x, μ) + e3νO

(
1

μ2

)

, (8)

|y(x, μ)| � 2 + cq
|μ| e2(ν+‖q̃‖1), x ∈ (1/2, 1], cq = ‖q̃‖1e‖q̃‖1 ,

где ‖ · ‖1 – норма в пространстве L1(G),

y0(x, μ) =

1/2∫

0

sinμ(x− t)

μ
q(t)y(t) dt, |y0(x, μ)| � cqe

ν

|μ|1+ε
, x ∈ [0, 1].

Для решения задачи (5), (6) имеет место равенство

v(x, μ) =
sinμ(1− x)

μ
+ eνO

(
1

μ1+ε

)

, x ∈ [0, 1]. (9)

Здесь μ ∈ C, |μ| � 1, оценки O(·) в правой части равенств равномерны по x.
Подставив в задачи (1), (2) и (5), (6) вместо λ собственные значения λn оператора L,

получим, что для собственных функций un(x) имеют место формулы (7), (8), где следует
заменить μ на μn, ν на νn.

Для получения асимптотической формулы для собственных функций vn(x) оператора L∗

заменим в формуле (9) μ на μn и умножим обе части на постоянную cn, которая выбирается
так, чтобы выполнялось равенство (un, vn) = 1, n ∈ N.

Если имеет место первое из условий (3): νn � c1, n ∈ N, то из полученных соотношений
для функций un(x), vn(x) следует выполнение неравенства (4). При этом системы {μnun(x)}
и {μ−1

n vn(x)} будут почти нормированными.
3.2. Получим асимптотические формулы для спектральных чисел μn. Решением уравне-

ния y(1, μ) = 0 являются собственные значения оператора L. В процессе вывода формулы (8)
была найдена оценка

∣
∣
∣
∣y(x, μ)−

sinμx

μ
− sinμ(x− 1/2)

μ

∣
∣
∣
∣ <

cq
|μ|1+ε

[eνx + eν(x−1/2)]

при x ∈ (1/2, 1]. Положив в этой оценке x = 1, имеем
∣
∣
∣
∣y(1, μ)−

sinμ

μ
− sin(μ/2)

μ

∣
∣
∣
∣ <

cq
|μ|1+ε

[eν + eν/2]. (10)

Оценим экспоненты в правой части (10) через те же синусы, что находятся в левой части
этого неравенства. Для этого применим к нашему случаю доказательство следующей леммы.

Лемма 2 [10, с. 27]. Пусть числа z ∈ C и |z−πn| � π/4 для всех n ∈ N, тогда справедливо
неравенство exp |Im z| < 4| sin z|.
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Получим соотношение

eν + eν/2 � 2eν = 2e3ν/4eν/4 < 60| sin(3μ/4)|| cos(μ/4)| =

= 60| sin(3μ/4) cos(μ/4)| = 30| sin μ+ sin(μ/2)|, (11)

справедливое для всех значений μ, удовлетворяющих неравенству |μ− 6πn| > 3π/6, n ∈ N.
Для достаточно больших чисел |μ| из неравенств (10), (11) имеем

∣
∣
∣
∣y(1, μ)−

sinμ

μ
− sin(μ/2)

μ

∣
∣
∣
∣ <

c

|μ|ε

∣
∣
∣
∣
sinμ

μ
+

sin(μ/2)

μ

∣
∣
∣
∣ <

∣
∣
∣
∣
sinμ

μ
+

sin(μ/2)

μ

∣
∣
∣
∣.

Рассмотрим на комплексной μ-плоскости контуры Cn : |μ − 6πn| = 3π (для достаточно
больших чисел n), и функции

f(μ) =
sinμ

μ
+

sin(μ/2)

μ
, g(μ) = y(1, μ)− sinμ

μ
− sin(μ/2)

μ
.

Эти функции аналитичны внутри областей, ограниченных контурами Cn, на самих контурах
Cn они непрерывны и удовлетворяют условию |f(μ)| > |g(μ)|. Тогда по теореме Руше функции
f(μ) и f(μ)+g(μ) = y(1, μ) имеют внутри областей, ограниченных контурами Cn, одинаковое
число нулей.

Функция f(μ) имеет простые нули 2π(2n−1), n ∈ N, 2π/3+2πn, n ∈ N
⋃
{0}, и −2π/3+

+ 2πn, n ∈ N
⋃
{0}, где учтено условие Reμ � 0. Получаем асимптотические формулы для

спектрального параметра:

μ1n = 2π(2n − 1) +O(1), μ2n =
2π

3
+ 2πn+O(1), μ3n = −2π

3
+ 2πn+O(1), n � N > 1.

Из этих формул, в частности, следует, что найдётся постоянная c1 > 0 такая, что |Imμn| =
= |νn| � c1 для всех значений n ∈ N.

Использовав равенство (8), оценку леммы 1 для функции y0(x, μ) и равенство y(1, μ) = 0,
получим соотношение

sinμn

μn
+

sin(μn/2)

μn
= O

(
1

με
n

)

= O

(
1

nε

)

,

которое позволит уточнить асимптотические формулы для чисел μin для всех достаточно
больших значений n :

μ1n = 2π(2n − 1) +O

(
1

nε

)

, μ2n =
2π

3
+ 2πn+O

(
1

nε

)

, μ3n = −2π

3
+ 2πn+O

(
1

nε

)

.

Из полученных соотношений следует справедливость неравенств (3).
3.3. Докажем полноту систем {un(x)}, {vn(x)} в пространстве L2(G). Для обеих систем

схема доказательства одинаковая (см. [11]). Изложим её для оператора L∗.
Рассмотрим функцию f(x) ∈ L2(G) такую, что (f, vn) = 0 для всех чисел n. Требуется

доказать, что f(x) = 0 в пространстве L2(G).
Пусть числа μ ∈ C, μ 
= μn. Ищем решение задачи

−y′′(x) + q(x)y(x) = μ2y(x) + f(x), y(0) + y(1/2) = 0, y(1) = 0. (12)

Методом вариации произвольных постоянных получаем решение в следующем виде:

y(x) =
2∑

j=1

cjyj(x) +

x∫

0

f(ξ)
y1(x)y2(ξ)− y1(ξ)y2(x)

y′1(ξ)y2(ξ)− y1(ξ)y
′
2(ξ)

dξ, x ∈ G,
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где {yj(x)} – фундаментальная система решений уравнения. Для функций yj(x) выводим
асимптотические формулы

y1(x, μ) =
sinμx

μ
+ eνxO

(
1

μ1+ε

)

, y2(x, μ) = cosμx+ ch (νx)o(1), x ∈ G.

Подставляя эти формулы в систему уравнений, после преобразований приходим к неравен-
ству |μy(x)| � c при Imμ < 0 на лучах, не содержащих собственных значений. Применяем
теорему Фрагмена–Линделёфа и получаем из уравнения (12), что функция f(x) = 0 на G.
Это доказывает полноту в пространстве L2(G) системы собственных функций оператора L∗.

Минимальность этой системы в пространстве L2(G) следует из существования биортого-
нально сопряжённой системы функций.

3.4. Осталось доказать справедливость неравенства Бесселя для каждой из рассматри-
ваемых систем функций. Рассмотрим схему доказательства с помощью метода В.А. Ильина,
подробно изложенного в монографии [2, с. 72–85] для более общего оператора, но при условии
q(x) ∈ L1(G), в наших обозначениях.

Требуется доказать, что для любой функции f(x) ∈ L2(G) найдутся положительные по-
стоянные c1, c2 такие, что будут справедливы неравенства

∞∑

n=1

|(f, v̂n)|2 � c1‖f‖22,
∞∑

n=1

|(f, un)|2 � c2‖f‖22, (13)

где v̂n = vn(x)‖vn‖−1
2 – нормированные функции.

Интегральное представление для собственных функций имеет вид

un(x) = un(0) cos μnx+
1

μn
u′n(0) sin μnx− 1

μn

x∫

0

q(τ)un(τ) sin μn(x− τ) dτ. (14)

Умножим скалярно это равенство на функцию g(x) = f(x) и докажем справедливость второго
неравенства (13) для каждого слагаемого из представления (14). Для первых двух слагаемых
это сделано в [2, с. 74–81]. Докажем справедливость неравенства для третьего слагаемого в
формуле (14):

∞∑

n=1

1

|μn|2

∣
∣
∣
∣

1∫

0

g(x)

x∫

0

q(τ)un(τ) sin μn(x− τ) dτ dx

∣
∣
∣
∣

2

� c‖f‖22. (15)

Используя неравенство Коши–Буняковского |(un, f))| � ‖un‖2‖f‖2 и условия (3), получаем
∑

|μn|�1

|(un, f)|2 � c‖f‖22
∑

|μn|�1

1 � cc2‖f‖22

и убеждаемся в том, что (15) достаточно установить для чисел μn, |μn| > 1. Применив оценку
(7) из леммы 1

|un(x)| � x1−ε

|μn|ε
eνn+‖q̃‖1 , x ∈ [0, 1/2], |μn| > 1,

неравенство Коши–Буняковского и первое условие (3), получим

|μn|−2

∣
∣
∣
∣

1∫

0

g(x)

x∫

0

q(τ)un(τ) sin μn(x− τ) dτ dx

∣
∣
∣
∣

2

� c|μn|−2‖q̃‖21‖g‖22 � c|μn|−2‖f‖22.
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Используя второе условие (3) для последовательности {μn}, установим сходимость ряда с
общим членом |μn|−2 :

∑

|μn|>1

|μn|−2 �
∞∑

n=1

∑

n�|μn|�n+1

|μn|−2 <

∞∑

n=1

1

n2

∑

n�|μn|�n+1

1 � c1

∞∑

n=1

1

n2
.

Этим завершено доказательство второго неравенства (13). Теорема доказана.
Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования

Российской Федерации в рамках реализации программы Московского центра фундаменталь-
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ОБ УПРАВЛЕНИИ СПЕКТРАМИ
ВЕРХНИХ СИЛЬНЫХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ КОЛЕБЛЕМОСТИ
ЗНАКОВ, НУЛЕЙ И КОРНЕЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

УРАВНЕНИЙ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

c© 2023 г. А. Х. Сташ

Построен пример линейного однородного дифференциального уравнения третьего порядка
с непрерывными на временной полуоси коэффициентами, спектры верхних сильных пока-
зателей колеблемости знаков, нулей и корней которого совпадают с заданным суслинским
множеством неотрицательной полуоси расширенной числовой прямой, содержащим нуль.

DOI: 10.31857/S0374064123050035, EDN: CWOGNI

Введение. Для заданного натурального числа n рассмотрим множество Ẽn линейных
однородных уравнений n-го порядка

y(n) + a1(t)y
(n−1) + . . .+ an−1(t)ẏ + an(t)y = 0, t ∈ R+ ≡ [0,+∞),

задаваемых наборами a ≡ (a1, . . . , an) : R+ → R
n непрерывных функций, с которыми в даль-

нейшем и будем отождествлять сами уравнения. Множество всех ненулевых решений уравне-
ния a ∈ Ẽn обозначим через S∗(a). Далее звёздочкой снизу будем помечать любое линейное
пространство, в котором выколот нуль. Положим

Sn
∗ =

⋃

a∈Ẽn

S∗(a).

Для решений линейных однородных уравнений первого порядка все показатели колебле-
мости равны нулю, так как эти решения не имеют нулей в силу теоремы существования и
единственности, а для всех решений любого уравнения второго порядка все верхние (как и все
нижние) показатели равны между собой и их спектры (т.е. множества значений на ненулевых
решениях уравнения) состоят из одного значения [1].

В статье [2] доказано существование уравнения третьего порядка с периодическими коэф-
фициентами, спектры показателей колеблемости которого содержат конечные подмножества,
состоящие из сколь угодно большого наперёд заданного числа метрически и топологически су-
щественных значений. Кроме того, построено линейное однородное дифференциальное уравне-
ние третьего порядка с переменными ограниченными коэффициентами, спектры показателей
колеблемости которого содержат одно и то же счётное множество метрически и топологически
существенных значений. В [3] приводится линейное однородное дифференциальное уравнение
третьего порядка с неограниченными коэффициентами, спектры показателей колеблемости
которого содержат один и тот же отрезок числовой прямой.

В работах [4–8] доказано, что спектры верхних частот Сергеева знаков, нулей и корней
линейного дифференциального уравнения порядка выше двух являются суслинскими множе-
ствами неотрицательной полуоси расширенной числовой прямой. Также в предположении, что
спектры содержат точку нуль, в [4–7] получено обращение этого утверждения. В настоящей
работе эти свойства обобщены и на верхние сильные показатели колеблемости знаков, нулей
и корней решений дифференциальных уравнений третьего порядка.
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1. Формулировка основного результата. Сначала дадим основные определения.
Определение 1 [9, 10]. Скажем, что в точке t > 0 происходит строгая смена знака функ-

ции y ∈ Sn
∗ , если в любой окрестности этой точки функция y принимает как положительные,

так и отрицательные значения.
Определение 2 [9–12]. Для момента t > 0 и функции y ∈ Sn

∗ введём следующие обозна-
чения:

ν−(y, t) – число точек её строгой смены знака на промежутке (0, t];
ν0(y, t) – число её нулей на промежутке (0, t];
ν+(y, t) – число её корней (т.е. нулей с учётом их кратности) на промежутке (0, t].

Далее для вектора m ∈ R
n
∗ и вектор-функции ψy = (y, ẏ, . . . , y(n−1)) ввёдем обозначение

νγ(y,m, t) ≡ νγ(〈ψy,m〉, t), где γ ∈ {−, 0,+}, 〈 · , · 〉 – скалярное произведение.
Определение 3 [8–10]. Верхние (нижние) частоты Сергеева знаков, нулей и корнейфунк-

ции y ∈ Sn
∗ зададим при γ ∈ {−, 0,+} соответственно равенствами

ν̂γ(y) ≡ lim
t→+∞

π

t
νγ(y, t)

(

ν̌γ(y) ≡ lim
t→+∞

π

t
νγ(y, t)

)

.

Определение 4 [11, 12]. Верхние (нижние) сильный и слабый показатели колеблемо-
сти знаков, нулей и корней функции y ∈ Sn

∗ зададим при γ ∈ {−, 0,+} соответственно
равенствами

ν̂γ• (y) ≡ inf
m∈Rn

∗
lim

t→+∞
π

t
νγ(y,m, t)

(

ν̌γ• (y) ≡ inf
m∈Rn

∗
lim

t→+∞

π

t
νγ(y,m, t)

)

,

ν̂γ◦ (y) ≡ lim
t→+∞

inf
m∈Rn∗

π

t
νγ(y,m, t)

(

ν̌γ◦ (y) ≡ lim
t→+∞

inf
m∈Rn∗

π

t
νγ(y,m, t)

)

.

К определению 2 добавим ещё обозначения

νγ(y, s, t) ≡ νγ(y, t)− νγ(y, s), νγ(y,m, s, t) ≡ νγ(y,m, t)− νγ(y,m, s).

Определение 5.Множество всех значений показателя κ : S∗(a) → R ≡ R
⊔
{−∞,+∞} на

нетривиальных решениях уравнения a ∈ Ẽn назовём спектром этого показателя уравнения
a ∈ Ẽn.

Определение 6 [13, с. 489]. Множество A ⊂ R называется суслинским множеством пря-
мой R, если оно является непрерывным образом множества иррациональных чисел, рассмат-
риваемого в естественной топологии. Множество A ⊂ R – суслинское множество расширенной
числовой прямой, если оно представимо в виде объединения суслинского множества прямой
R и некоторого (в том числе и пустого) подмножества множества {−∞,+∞}.

Теперь перейдём к формулировке основного результата.
Теорема. Для любого содержащего нуль суслинского множества A ⊂ R+ ≡ R+

⊔
{+∞}

существует дифференциальное уравнение a ∈ Ẽ3, удовлетворяющее при любом γ ∈ {−, 0,+}
равенствам

ν̂γ• (S∗(a)) = ν̂γ(S∗(a)) = A.

2. Вспомогательные определения и факты. В этом пункте приведём сведения, необ-
ходимые для доказательства основного результата.

Лемма 1. Если набор функций {y1, y2, y3} является фундаментальной системой решений
некоторого уравнения a ∈ Ẽ3, то при любом α > 0 набор функций

zi(t) = yi(t) exp(exp(αt)), t ∈ R+, i = 1, 3, (1)

также является фундаментальной системой решений некоторого уравнения b ∈ Ẽ3.
Доказательство. Обозначим через Wy1,y2,y3(t) и Wz1,z2,z3(t), t ∈ R+, определители Врон-

ского систем функций y1, y2, y3 ∈ S∗(a) и z1, z2, z3 соответственно.
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Имеем
żi(t) = exp(exp(αt))(αeαtyi(t) + ẏi(t)), i = 1, 3,

z̈i(t) = exp(exp(αt))(α2eαt(eαt + 1)yi(t) + 2αeαtẏi(t) + ÿi(t)), i = 1, 3.

Тогда

Wz1,z2,z3(t) ≡

∣
∣
∣
∣
∣
∣

z1(t) z2(t) z3(t)
ż1(t) ż2(t) ż3(t)
z̈1(t) z̈2(t) z̈3(t)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

exp(exp(αt))y1(t) exp(exp(αt))y2(t) exp(exp(αt))y3(t)
ż1(t) ż2(t) ż3(t)
z̈1(t) z̈2(t) z̈3(t)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
=

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

exp(exp(αt))y1(t) exp(exp(αt))y2(t) exp(exp(αt))y3(t)
exp(exp(αt))ẏ1(t) exp(exp(αt))ẏ2(t) exp(exp(αt))ẏ3(t)

z̈1(t) z̈2(t) z̈3(t)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
=

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

exp(exp(αt))y1(t) exp(exp(αt))y2(t) exp(exp(αt))y3(t)
exp(exp(αt))ẏ1(t) exp(exp(αt))ẏ2(t) exp(exp(αt))ẏ3(t)
exp(exp(αt))ÿ1(t) exp(exp(αt))ÿ2(t) exp(exp(αt))ÿ3(t)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
=

= exp(3 exp(αt))Wy1,y2,y3(t) 
= 0, t ∈ R+.

Отсюда следует, что набор функций (1) является [14, с. 86] фундаментальной системой
решений следующего уравнения b ∈ Ẽ3 :

1

Wz1,z2,z3(t)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

z1(t) z2(t) z3(t) y
ż1(t) ż2(t) ż3(t) ẏ
z̈1(t) z̈2(t) z̈3(t) ÿ...
z 1(t)

...
z 2(t)

...
z 3(t)

...
y

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
= 0.

Лемма доказана.
Определение 7 [6]. Назовём функцию y ∈ C3([α, β]) правильно колеблющейся порядка

p ∈ N на отрезке [α, β], если существует последовательность α = τ1 < τ2 < . . . < τ4p+2 = β
вещественных чисел такая, что:

1) на отрезках [τ2i−1, τ2i], i = 1, 2p + 1, функция y имеет постоянную производную ri,
при этом справедливы неравенства r1 > 0 и riri+1 < 0;

2) на интервалах (τ2i, τ2i+1), i = 1, 2p, её вторая производная ÿ отлична от нуля.
Класс функций, введённых в определении 7, обозначим через Rp[α, β]. Из определения 7

вытекает, что для функции y ∈ Rp[α, β] справедливы неравенства ÿ < 0 при t ∈ (τ4i−2, τ4i−1)
и ÿ > 0 при t ∈ (τ4i, τ4i+1), i = 1, p.

Нетрудно убедиться в том, что для функции y ∈ Rp[α, β] при каждом c ∈ R верно нера-
венство

νγ(y(t)− c;α, β) � 2p+ 1, γ ∈ {−, 0,+}.
Определение 8 [6]. Назовём функцию y ∈ C3(R+) правильно колеблющейся на положи-

тельной полуоси R+, если существует такая строго возрастающая последовательность {δi}
неотрицательных чисел с первым членом δ1 = 0, что для каждого i ∈ N сужение y|[δi,δi+1]

является правильно колеблющейся на отрезке [δi, δi+1] функцией некоторого порядка pi ∈ N,
т.е. y|[δi,δi+1] ∈ Rpi [δi, δi+1].

Класс функций, введённых в определении 8, обозначим через R(R+).
В работах [6, 15] установлено следующее утверждение.
Лемма 2. Для любых натурального числа p ∈ N и действительных чисел α < β и b < d

существует функция f(·) ≡ f(· ;α, β; b, d; p) : [α, β] → [b, d], правильно колеблющаяся порядка
p на отрезке [α, β], обладающая свойствами:

1) для любых τ ∈ (α, β], символа γ ∈ {0,−,+} и чисел c1 ∈ [b, d], c2 ∈ (b, d), c3 ∈ {b, d}
и c4 /∈ [b, d] справедливы соотношения

νγ(f(·)− c1;α, τ) � (2p+ 1)(τ − α)/(β − α) + 1, νγ(f(·)− c2;α, β) = 2p + 1,
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ν−(f(·)− c3;α, β) = 0, ν0(f(·)− c3;α, β) = p+ 1, ν+(f(·)− c3;α, β) = 2p + 1,

νγ(f(·)− c4;α, β) = 0;

2) уравнение f(t) = b имеет ровно p + 1 решение μ1 < . . . < μp+1, уравнение f(t) = d
имеет ровно p+ 1 решение ν1 < . . . < νp+1, причём α = μ1 < ν1 < μ2 < ν2 < . . . < νp+1 = β;

3) для некоторой константы M > 0 выполнены неравенства

|ḟ(t)| � M(2p + 1)(d− b)(β − α)−1, |f̈(t)| � M(2p + 1)2(d− b)2(β − α)−2, t ∈ [α, β].

Следующая лемма уточняет результат статьи [6, следствие 4] и использует рассуждения
[6, лемма 14].

Лемма 3. Для произвольного суслинского множества A ⊂ R+, содержащего нуль, суще-
ствует ограниченная функция yA(·) ∈ R(R+), обладающая свойством: для любых функций
ai : R+ → R, i = 0, 2, удовлетворяющих для некоторых положительных постоянных C
и α условию |a0(t)| + |a1(t)| + |a2(t)| � Ce−αt, t ∈ R+, при каждом c ∈ R справедливы
соотношения

{ν̂−(yA(·)− c) : c ∈ R} = A, (2)

ν̂−(yA(·) + a0(·) + a1(·)ẏA(·) + a2(·)ÿA(·)− c) � ν̂−(yA(·)− c) = ν̂+(yA(·)− c). (3)

Доказательство. Через K обозначим канторово множество [16, с. 138]:

K =
∞⋂

j=0

2j⋃

i=1

Δj
i ,

где отрезки Δj
i , i = 1, 2j , определяются индукцией по j ∈ N0 ≡ N

⊔
{0} : Δ0

1 = [0, 1], а при
j ∈ N для каждого i = 1, 2j отрезки Δj

2i−1 и Δj
2i по определению – левая и правая трети

отрезка Δj−1
i соответственно. Для любых j ∈ N0, i = 1, 2j обозначим Δj

i = [αj
i , β

j
i ], т.е.

[αj+1
2i−1, β

j+1
2i−1] = [αj

i , α
j
i + 3−(j+1)], [αj+1

2i , βj+1
2i ] = [βj

i − 3−(j+1), βj
i ].

Множество точек второго рода [16, с. 141] канторова множества K обозначим через K2 :

K2 =
∞⋂

j=0

2j⋃

i=1

(αj
i , β

j
i ).

Далее для каждого j ∈ N0 определим 2j отрезков Δ̃j
i = [α̃j

i , β̃
j
i ], где α̃j

i = αj
i + 6−(j+2) и

β̃j
i = βj

i − 6−(j+2), i = 1, 2j .

Занумеруем отрезки Δ̃j
i , j ∈ N0, i = 1, 2j , натуральными числами и обозначим их в

указанной нумерации Δ1, Δ2, . . . , полагая Δ(2j + i− 1) = Δ̃j
i . Пусть Δ(k) = [bk, dk], k ∈ N,

тогда bk = α̃j
i , dk = β̃j

i , где j = [log2 k] и i = k + 1 − 2j (здесь и далее [ · ] – целая часть
числа).

Выберем строго возрастающую последовательность (tk) с первым членом t1 = 0, удовле-
творяющую при k → +∞ условию (tk+1 − tk)/tk+1 → 1.

Согласно [16, с. 146–147] существует гомеоморфизм ϕ : K2 → I между пространством K2

и пространством I иррациональных чисел. Для суслинского множества A
⋂
R существует [13,

с. 489] непрерывное отображение ψ : I → R такое, что ψ(I) = A
⋂

R. Положим g = ψ ◦ ϕ.
Тогда g(K2) = A

⋂
R.

Функцию yA(·) определим сначала на отрезках [t4k−3, t4k−2] и [t4k−1, t4k] для всех k ∈
∈ N. На каждом отрезке Δ(k), k ∈ N, выберем число ξk ∈ Δ(k) второго рода и зададим
последовательность (pk)k∈N натуральных чисел равенством

pk = [(2π)−1(t4k−2 − t4k−3)g(ξk)] + 1.
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Последовательность (nk)k∈N натуральных чисел зададим равенством nk = [(t4k− t4k−1)k]+1,
если +∞ ∈ A, иначе nk = 1. Положим

yA(t) =

{
f(t; t4k−3, t4k−2; bk, dk; pk) при t ∈ [t4k−3, t4k−2],

f(t; t4k−1, t4k; 2, 3;nk) при t ∈ [t4k−1, t4k],

где k ∈ N. На полуось R+ функцию yA(·) продолжим согласно [6, следствие 2] так, чтобы
yA(·) ∈ R(R+) и

yA
∣
∣
[t4k−2,t4k−1]

(·) ∈ R2[t4k−2, t4k−1], yA
∣
∣
[t4k,t4k+1]

(·) ∈ R2[t4k, t4k+1], k ∈ N.

Построенная функция yA(·) является ограниченной на полуоси, как это вытекает из указан-
ного следствия и определения функции f(· ;α, β; b, d; p).

В доказательстве леммы 14 и следствия 4 [6] установлено, что при каждом γ ∈ {−, 0,+}
справедливо равенство

ν̂γ(yA(·)− c) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

g(c), если c ∈ K2,

+∞, если c ∈ (2, 3) и +∞ ∈ A,

0 иначе.

Таким образом, установлены все равенства в (2) и (3). Установим теперь оставшееся нера-
венство.

Пусть c ∈ K2. Тогда в его троичном представлении c = 0, c1c2 . . . (где цифры ci ∈ {0, 2},
i ∈ N) существует бесконечно много таких m ∈ N, что cm = 0 и cm+1 = 2. Обозначим
множество таких m через N (c). Пусть

c(m) = 0, c1c2 . . . cm−1 и c(m) = 0, c1c2 . . . cm−1(2), m ∈ N (c).

Поскольку троичная запись числа c(m) содержит после запятой не более чем m− 1 цифр 0
и 2, то c(m) – левый конец некоторого отрезка (m− 1)-го ранга Δm−1

j(m), j(m) ∈ {1, . . . , 2m−1},
а так как c(m) − c(m) = 3−(m−1), то [c(m), c(m)] = Δm−1

j(m).

Докажем неравенство

c(m) + 2 · 6−(m+1) < c < c(m) − 2 · 6−(m+1), m ∈ N (c). (4)

Действительно, вычитая из всех частей этого неравенства число c(m) и затем умножая их
на 3m+1, получаем очевидное неравенство

2−m < 2 + 0, cm+2 . . . < 9− 2−m.

Положим N0(c) = {2m−1+ j(m)−1 : m ∈ N (c)}. Другими словами, множество N0(c) состоит
из номеров отрезков Δ̃m−1

j(m) , m ∈ N (c). Как отмечено выше, множество N0(c) бесконечно.
Из построения функции yA(·) и леммы 2 вытекает справедливость неравенств

|ẏA(t)| � M(|g(ξk)|+ 1), |ÿA(t)| � M(g2(ξk) + 1), t ∈ [t4k−3, t4k−2],

для некоторой постоянной M > 0.
Заметим, что lim

N0(c)	k→∞
ξk = c, поскольку |Δ(k)| → 0 при k → ∞. Следовательно,

lim
N0(c)	k→∞

g(ξk) = g(c), поскольку g непрерывна. Значит, множество {|g(ξk)| : k ∈ N0(c)},

а с ним и сужения функций ẏA(·) и ÿA(·) на объединение отрезков [t4k−3, t4k−2], k ∈ N0(c),

ограничены некоторой константой M̃ > 1.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 5 2023



ОБ УПРАВЛЕНИИ СПЕКТРАМИ ВЕРХНИХ СИЛЬНЫХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ 593

Выберем k0 ∈ N такое, что 36CM̃k3e−α(4k−3) < 1 при всех k � k0. Тогда для любого
k ∈ N0(c)

⋂
[k0,+∞) на отрезке [t4k−3, t4k−2] функция yA(·)+a0(·)+a1(·)ẏA(·)+a2(·)ÿA(·)− c

имеет не менее 2pk + 1 точек строгой смены знака. Действительно, в силу (4) справедлива
цепочка

min{dk − c, c− bk} > 6−(m+1) > 1/(36k3),

где m = [log2 k]+ 1, поэтому по построению функции yA(·) на отрезке [t4k−3, t4k−2] найдутся
точки

t4k−3 = μk
1 < νk1 < . . . < μk

pk+1 < νkpk+1 = t4k−2,

в которых функция yA(·) + a0(·) + a1(·)ẏA(·) + a2(·)ÿA(·) − c принимает поочерёдно отрица-
тельные и положительные значения.

Таким образом, в силу определения числа pk справедливо неравенство

ν−(yA(·) + a0(·) + a1(·)ẏA(·) + a2(·)ÿA(·) − c; t4k−3, t4k−2) � π−1g(ξk)(t4k−2 − t4k−3),

откуда по лемме 13 [6] получаем, что

ν̂−(yA(·) + a0(·) + a1(·)ẏA(·) + a2(·)ÿA(·)− c) � lim
N0(c)	k→∞

g(ξk) = g(c).

С другой стороны, в лемме 14 [6] установлено, что ν̂−[yA(·)− c] = g(c).

Пусть теперь c ∈ (2, 3) и +∞ ∈ A. Тогда по построению для некоторой постоянной M̃ > 0

на каждом из отрезков [t4k−1, t4k], k ∈ N, выполнены оценки |ẏA(t)| � M̃k, |ÿA(t)| � M̃k,
а значит, сужение функции a0(·) + a1(·)ẏA(·) + a2(·)ÿA(·) на объединение указанных отрезков
является бесконечно малым при t → +∞. Следовательно, для всех достаточно больших k на
отрезке [t4k−1, t4k] найдутся точки

t4k−1 = μk
1 < νk1 < . . . < μk

nk+1 < νknk+1 = t4k,

в которых функция yA(·)+a0(·)+a1(·)ẏA(·)+a2(·)ÿA(·)−c принимает поочерёдно отрицатель-
ные и положительные значения. Таким образом, в силу определения числа nk справедливо
неравенство

ν−(yA(·) + a0(·) + a1(·)ẏA(·) + a2(·)ÿA(·)− c; t4k−1, t4k) � 2k(t4k − t4k−1),

откуда по лемме 13 [6] получаем, что

ν̂−(yA(·) + a0(·) + a1(·)ẏA(·) + a2(·)ÿA(·) − c) = +∞.

Лемма доказана.
3. Доказательство основного результата. Пусть yA(·) – функция, построенная в лем-

ме 3 по заданному суслинскому множеству A. Согласно лемме 12 [6] существует функция
u(·) ∈ C3(R+) такая, что lim

t→+∞
u(t) = +∞ и набор функций {1, yA(·), u(·)} является фунда-

ментальной системой решений некоторого уравнения a ∈ Ẽ3.
Выберем произвольно и зафиксируем α > 0. По лемме 1 набор функций exp(exp(αt)),

exp(exp(αt))yA(t), exp(exp(αt))u(t), t ∈ R+, является фундаментальной системой решений
некоторого уравнения a ∈ Ẽ3.

Положим c = (c1, c2, c3) ∈ R
3. Каждому ненулевому решению

yc(t) = c1 + c2yA(t) + c3u(t), t ∈ R+,

уравнения a ∈ Ẽ3 поставим в соответствие решение

zc(t) = exp(exp(αt))yc(t) ∈ S∗(a).
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Очевидно, что для любого ненулевого набора нули и точки строгой смены знака двух функ-
ций yc и zc совпадают между собой. Более того, если в некоторой точке функция yc имеет
кратный нуль, то это же верно и для функции zc и наоборот. Следовательно, справедливы
равенства

ν̂γ(yc) = ν̂γ(zc), γ ∈ {−, 0,+}. (5)

Покажем, что верхний сильный показатель колеблемости знаков ν̂−• (zc) всякого ненулевого
решения zc ∈ S∗(a) совпадает с верхней частотой Сергеева знаков ν̂−(yc) соответствующего
решения yc ∈ S∗(a). Из очевидного неравенства ν̂−• (zc) � ν̂−(zc) и (5) вытекает неравенство
ν̂−• (zc) � ν̂−(yc). Установим обратное неравенство.

Пусть c3 
= 0. Тогда для любого решения yc найдётся момент времени t(c), начиная с
которого функция yc будет отлична от нуля. Поэтому выполняется цепочка равенств

0 = ν̂−• (zc) = ν̂−(zc) = ν̂−(yc) = 0. (6)

При c3 = 0 для скалярного произведения 〈ψzc(t),m〉 имеем представление

〈ψzc(t),m〉
exp(exp(αt))

= m1(c1 + c2yA(t)) +m2(αe
αt(c1 + c2yA(t)) + c2ẏA(t)) +

+m3((α
2e2αt + α2eαt)(c1 + c2yA(t)) + 2αeαtc2ẏA(t) + c2ÿA(t)).

1. Если m3 
= 0, то указанное скалярное произведение принимает вид

〈ψzc(t),m〉
m3(αe2αt + α2eαt) exp(exp(αt))

= c1 + c2yA(t) + a0(t) + a1(t)ẏA(t) + a2(t)ÿA(t),

где ai(t), i = 0, 2, экспоненциально стремятся к нулю при t → +∞.
2. Если m2 
= 0, m3 = 0, то скалярное произведение представимо в виде

〈ψzc(t),m〉
m2αeαt exp(exp(αt))

= c1 + c2yA(t) + a0(t) + a1(t)ẏA(t),

где ai(t), i = 0, 1, экспоненциально стремятся к нулю при t → +∞.
3. Если m2 = m3 = 0, то скалярное произведение примет вид

〈ψzc(t),m〉
m1 exp(exp(αt))

= c1 + c2yA(t).

Во всех случаях 1–3 выше если c2 = 0, то, начиная с некоторого момента t(c), функция yc
будет отлична от нуля, поэтому справедливы равенства (6). Если c2 
= 0, то в силу леммы 3
имеем ν̂−• (zc) � ν̂−(yc). Таким образом, равенство ν̂−• (zc) = ν̂−(yc) установлено для всех
c ∈ R

3
∗. Из этого равенства, леммы 3 и определений 3 и 4 для любого c ∈ R

3
∗ получаем

соотношения

ν̂−(yc) = ν̂−• (zc) � ν̂γ• (zc) � ν̂γ(zc) = ν̂γ(yc) = ν̂−(yc), γ ∈ {−, 0,+}.

Следовательно, спектры верхних сильных показателей колеблемости и верхних частот Сер-
геева знаков, нулей и корней уравнения a совпадают со спектром верхней частоты Сергеева
знаков уравнения a. Последний, в силу леммы 3, есть в точности множество A. Теорема
доказана.

Заключение. Полученный результат усиливает и обобщает теорему 9 работы [6] на боль-
шее число разновидностей характеристик колеблемости.

Автор выражает благодарность И.Н. Сергееву за обсуждение результатов и доценту
В.В. Быкову за ценные советы и замечания.
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УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

УДК 517.984

О ЯВЛЕНИИ ПИНСКИ
ДЛЯ B-ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ

c© 2023 г. Ш. А. Алимов, Ш. Т. Пирматов

Получены необходимые условия суммируемости спектральных разложений по собствен-
ным функциям эллиптического оператора с оператором Бесселя по одной из переменных в
произвольной N -мерной области, примыкающей к гиперповерхности сингулярности. Дока-
зано, что если спектральное разложение произвольной функции в некоторой точке данной
гиперповерхности суммируется средними Рисса, то её среднее значение по полушару с цен-
тром в указанной точке обладает обобщённой гладкостью.

DOI: 10.31857/S0374064123050047, EDN: CXHCCZ

К 95-летию Владимира Александровича Ильина

Введение. В работе [1] В.А. Ильин обратил внимание на поведение спектральных разло-
жений кусочно-гладких функций, имеющих разрывы вдоль гладких поверхностей. Он дока-
зал, что разложения по собственным функциям оператора Лапласа в произвольной двумерной
области кусочно-гладких функций, имеющих разрывы первого рода вдоль гладких кривых,
сходятся к разлагаемой функции в каждой точке. Этот результат является обобщением клас-
сического результата Дирихле о том, что одномерный тригонометрический ряд Фурье кусочно-
гладкой функции сходится в каждой точке.

Когда размерность N рассматриваемой области больше двух, спектральные разложения
кусочно-гладких функций могут расходиться даже в тех точках, в окрестности которых раз-
лагаемая функции является гладкой, т.е. отсутствует локализация спектральных разложений.
В этом случае, как в последующем было показано многими авторами, множество расходимости
определяется геометрией поверхности разрыва разлагаемой функции (см. [2–8]).

Отметим, что впервые на это явление, с точки зрения так называемой квазиабсолютной схо-
димости, обратил внимание В.П. Маслов [9], доказавший, что даже при N = 2 спектральное
разложение функции со слабыми разрывами на гладкой кривой L расходится квазиабсолютно
в точках эволюты кривой L. Если, например, в случае N � 3 функция имеет слабый разрыв
вдоль некоторой сферы, то спектральное разложение данной функции хуже всего ведёт себя
в центре этой сферы. В частности, если функция равна единице внутри шара и нулю вне, то
в центре шара её спектральное разложение расходится (см. [10, п. 1.3]).

Рассмотрев в статье [11] спектральное разложение характеристической функции шара,
М. Пински сравнил отсутствие локализации с явлением Гиббса, поэтому указанное свойство
получило название “явления Пински” (“Pinsky phenomenon”, см. [12, 13]).

В работе [14] был изучен вопрос, в некотором смысле обратный к явлению Пински. В част-
ности, из её результатов следует, что если функция имеет носитель в замкнутом шаре, то для
сходимости спектрального разложения функции в центре шара необходимо, чтобы интеграл
от неё по поверхности шара равнялся нулю.

В настоящей статье мы распространяем результаты работы [14], полученые для оператора
Лапласа, на случай В-эллиптических операторов. В определении данных операторов следуем
монографии И.А. Киприянова [15].

Рассмотрим евклидово полупространство R
+
N , точки которого обозначим (x′, xN ), где x′ =

= (x1, x2, . . . , xN−1), причём xN > 0. Пусть ограниченная область Ω+ с кусочно-гладкой
границей Γ расположена в полупространстве R

+
N и прилегает к гиперплоскости xN = 0.

Часть границы Γ, расположенную в R
+
N , обозначим Γ+, а часть границы Γ, лежащую на

гиперплоскости xN = 0, обозначим через Γ0.
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В области Ω+ рассмотрим дифференциальный оператор

ΔB =
1

xkN

∂

∂xN

(

xkN
∂

∂xN

)

+

N−1∑

i=1

∂2

∂x2i
, (1)

где k – фиксированное положительное число. Данный бесселевский параметр k играет важ-
ную роль в формулировке полученных результатов.

Областью определения оператора ΔB будем считать множество функций u∈C∞
0 (Ω+

⋃
Γ0),

удовлетворяющих условию
∂u

∂xN
= 0, x ∈ Γ0.

Введём гильбертово пространство L2,k(Ω
+) со скалярным произведением

(u, v)k =

∫

Ω+

u(x)v(x)xkN dx

и ассоциированной с ним нормой ‖u‖k =
√

(u, u)k.
Оператор ΔB в гильбертовом пространстве L2,k(Ω

+) является симметрическим:

(ΔBu, v)k = −(∇u,∇v)k = (u,ΔBv)k,

и отрицательным:
(ΔBu, u)k = −‖∇u‖2k.

Обозначим через A произвольное положительное самосопряжённое расширение в L2,k(Ω
+)

оператора −ΔB такое, что обратный оператор A−1 является компактным в L2,k(Ω
+) (см. [15,

§ 5.4]). В этом случае собственные значения λn оператора A положительны и стремятся
к +∞, а собственные функции un(x) удовлетворяют уравнению ΔBun(x) + λnun(x) = 0 и
образуют полную ортонормированную систему в L2,k(Ω

+).
Спектральное разложение произвольной функции f ∈ L2,k(Ω

+) имеет вид

Eλf(x) =
∑

λn<λ

fnun(x), fn = (f, un)k, (2)

а их средние Рисса порядка s определяются равенством

Es
λf(x) =

∑

λn<λ

(

1− λn

λ

)s

fnun(x) =

λ∫

0

(

1− t

λ

)s

dEtf(x). (3)

Нашей целью является изучение спектральных разложений (2) и их средних Рисса (3) в
случае, когда точка x находится внутри границы Γ0. Тогда вместо шара с центром в точке x
приходится рассматривать полушар

B+(x, r) = {y ∈ R
N : |y − x| � r, yN > 0},

расположенный в полупространстве xN � 0. Ниже будем предполагать, что точка x и ради-
ус r данного полушара выбраны так, что указанный полушар не выходит за пределы облас-
ти Ω+.

Среднее значение порядка α > 0 функции f ∈ L2,k(Ω
+) по полушару радиуса r с центром

в точке x ∈ Γ0 определим равенством

Sα
r f(x) =

1

ωN(k, α)rN+k

∫

|y|<r
yN>0

(

1− |y|2
r2

)α−1

f(x+ y)ykN dy, (4)
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где

ωN (k, α) =

∫

|y|<1
yN>0

(1− |y|2)α−1ykN dy.

Заметим, что для любого α > 0 и любой ограниченной (и, в частности, кусочно-гладкой)
функции f средние (4) непрерывно зависят от радиуса r на интервале 0 < r < dis (x,Γ+).

Введём также среднее значение функции по полусфере радиуса r с центром в точке x ∈ Γ0

Srf(x) =
1

ωN(k)rN+k−1

∫

|y|=r
yN>0

f(x+ y)ykN dσ(y), (5)

где

ωN (k) =

∫

|y|=1
yN>0

ykN dσ(y).

Так как
∫

|y|�r
yN>0

(

1− |y|2
r2

)α−1

f(x+ y)ykN dy =

r∫

0

(

1− ρ2

r2

)α−1

dρ

∫

|y|=ρ
yN>0

f(x+ y) yk dσ(y),

то, принимая во внимание определения (4) и (5), можем записать

Sα
r f(x) =

β

rN+k

r∫

0

(

1− ρ2

r2

)α−1

ρN+k−1Sρf(x) dρ, (6)

где β = ωN (k)/ωN (k, α).
Из определения (5) следует равенство

R∫

0

Srf(x)r
N+k−1 dr =

1

ωn

∫

|y|�R
yN>0

f(x+ y)ykN dy,

справедливое для любого R из интервала 0 < R < dis (x,Γ+).
По теореме Фубини для любой функции f ∈ L1,k(Ω

+) (т.е. интегрируемой по Ω+ с весом
xkN ) среднее по полусфере определено для почти всех r > 0 таких, что указанная полусфера
радиуса r целиком лежит в области Ω+.

Всюду ниже Sα
r f(x) при α = 0 означает среднее по полусфере (5):

S0
rf(x) = Srf(x).

Как обычно, две функции называются эквивалентными на некотором множестве, если
почти всюду на этом множестве они принимают одинаковые значения.

Основной результат настоящей статьи заключается в следующем.
Теорема. Пусть действительные числа s � 0 и α � 0 и целое число m � 0 удовлетво-

ряют условию
s+m− α < (N + k − 3)/2. (7)

Если спектральное разложение функции f ∈ L2,k(Ω
+) суммируется в точке x ∈ Γ0 средни-

ми Рисса порядка s, то функция ϕα(r) = Sα
r f(x) эквивалентна функции, m раз непрерывно

дифференцируемой на интервале 0 < r < dis (x,Γ+).
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Таким образом, необходимым условием суммируемости ряда Фурье функции из L2,k(Ω
+)

в некоторой граничной точке x ∈ Γ0 является определённая уравновешенность этой функции
не только в окрестности данной точки, но и в удалении от неё.

Следствие. Пусть N +k > 3. Если в некоторой точке x ∈ Γ0 средние Рисса (3) порядка
s < (N + k − 3)/2 сходятся, то среднее значение (5) по полусфере радиуса r с центром в
этой точке непрерывно зависит от r.

Например (см. ниже п. 5), если функция f имеет носитель в полушаре B+(x,R) = {y ∈
∈ R

N : |y − x| � R, yN > 0}, то необходимым условием сходимости её ряда Фурье в точке x
является выполнение условия ∫

|y−x|=R
yN>0

f(y)ykN dσ(y) = 0.

Заметим, что характеристическая функция полушара B+(x,R) данному условию не удо-
влетворяет, и поэтому её ряд Фурье расходится в точке x.

Доказательство теоремы существенно опирается на результаты И.А. Киприянова [15, гл. 5],
где подробно изучены собственные функции оператора (1).

Изложение построено следующим образом: в п. 1 устанавливается основная формула (9),
связывающая средние Рисса (3) со средними по полусфере (4) для функций с быстро убываю-
щими коэффициентами Фурье, в п. 2 полученная формула распространяется на произвольные
функции из L2,k(Ω

+), а в п. 3 на её основе доказывается справедливость утверждения сфор-
мулированной теоремы; в п. 4 рассматриваются примеры, связанные с явлением Пински.

1. Связь между средними по полусфере и средними Рисса. Напомним, что рас-
сматриваем произвольное положительное самосопряжённое расширение в L2,k(Ω

+) оператора
−ΔB такое, что обратный оператор A−1 является компактным в L2,k(Ω

+). Положим

D(A∞) =

∞⋂

m=1

D(Am),

где D(Am) – область определения оператора Am.
Лемма 1. Пусть числа α � 0 и s � 0 удовлетворяют условию

s < α+
N + k − 3

2
. (8)

Тогда для любой функции f ∈ D(A∞), произвольной точки x ∈ Γ0 и любого r из интервала
0 < r < dis {x,Γ+} выполняется равенство

Sα
r f(x) =

C(N, k, α, s)

r(N+k)/2+α−s−2

∞∫

0

(
√
λ)s−α−(N+k)/2J(N+k)/2+α+s(r

√
λ)Es

λf(x) dλ, (9)

где Jν(z) – функция Бесселя первого рода порядка ν, а C(N, k, α, s) – некоторая положи-
тельная постоянная.

Доказательство. 1. Из оценки спектральной функции оператора A (см. [15], § 5.4) сле-
дует, что ряд Фурье

f(x) =

∞∑

n=1

fnun(x)

любой функции f ∈ D(A∞) сходится абсолютно и равномерно на каждом компакте K ⊂
⊂ Ω+

⋃
Γ0.

Зафиксировав x ∈ Γ0 и проинтегрировав ряд Фурье

f(x+ y) =

∞∑

n=1

fnun(x+ y)
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по полушару {|y| < r, yN > 0}, предварительно умножив его, согласно формуле (4), на
соответствующий множитель, получим равенство

Sα
r f(x) =

∞∑

n=1

fnS
α
r un(x). (10)

В силу соотношения (6) можем записать

Sα
r un(x) =

β

rN+k

r∫

0

(

1− ρ2

r2

)α−1

ρN+k−1Sρun(x) dρ. (11)

Далее воспользуемся следующей формулой среднего значения (см. [15, формула (5.3.7)]):

Sρun(x) = u(x)Γ

(
N + k

2

)

J(N+k−2)/2(ρ
√
λ)

(
ρ
√
λ

2

)−(N+k−2)/2

,

подставив которую в интеграл (11), получим равенство

Sα
r un(x) = un(x)

βΓ((N + k)/2)

rN+k

r∫

0

(

1− ρ2

r2

)α−1

J(N+k−2)/2(ρ
√
λ)

(
ρ
√
λ

2

)−(N+k−2)/2

ρN+k−1. (12)

Последний интеграл простыми преобразованиями сводится к интегралу Сонина (см. [16,
формула 12.11.(1)]), который позволяет записать формулу (12) в виде

Sα
r un(x) = un(x)B(N, k, α)

J(N+k)/2+α−1(r
√
λn)

(r
√
λn)(N+k)/2+α−1

, (13)

где B(N, k, α) = 2(N+k)/2+α−1Γ((N + k)/2 + α).
В таком случае из равенств (10) и (13) для средних взвешенных функции f ∈ D(A∞) по

полушару радиуса r получаем следующее представление:

Sα
r f(x) = B(N, k, α)

∞∑

n=1

J(N+k)/2+α−1(r
√
λn)

(r
√
λn)(N+k)/2+α−1

fnun(x). (14)

Отметим, что данное представление справедливо для всех α � 0.
2. Рассмотрим теперь интеграл в правой части равенства (9):

I(r) =

∞∫

0

(
√
λ)s−α−(N+k)/2Jα+s+(N+k)/2(r

√
λ)Es

λf(x) dλ. (15)

Согласно известным оценкам для функций Бесселя (см. [16, гл. 7])

Jν(z) = O(zν), Jν(z) = O(z−1/2),

справедливым при ν � −1/2 и z > 0, интеграл

∞∫

0

|Jα+s+(N+k)/2(t)|t1+s−α−(N+k)/2 dt

сходится для всех α � 0 и s � 0, удовлетворяющих условию 1 + s − α − (N + k)/2 < −1/2,
которое, очевидно, совпадает с условием (8). Отсюда непосредственно следует, что интеграл

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 5 2023



О ЯВЛЕНИИ ПИНСКИ ДЛЯ B-ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ 601

(15) для любой функции f ∈ D(A∞) сходится абсолютно и равномерно на любом компакте
K ⊂ Ω+

⋃
Γ0.

Введём обозначение

as+ =

{
as, если a > 0,

0, если a � 0,

и преобразуем интеграл (15) с учётом определения (3) следующим образом:

I(r) =

∞∫

0

(
√
λ)s−α−(N+k)/2J(N+k)/2+α+s(r

√
λ)

[∑

λn<λ

(

1− λn

λ

)s

fnun(x)

]

dλ =

=

∞∫

0

(
√
λ)−s−α−(N+k)/2J(N+k)/2+α+s(r

√
λ)

[∑

λn<λ

(λ− λn)
sfnun(x)

]

dλ =

=

∞∫

0

(
√
λ)−s−α−(N+k)/2J(N+k)/2+α+s(r

√
λ)

[ ∞∑

n=1

(λ− λn)
s
+fnun(x)

]

dλ.

Поменяв порядок интегрирования и суммирования, получим равенство

I(r) =

∞∑

n=1

fnun(x)

∞∫

0

(λ− λn)
s
+(

√
λ)−s−α−(N+k)/2J(N+k)/2+α+s(r

√
λ) dλ.

Заметим, что интегрирование под знаком суммы фактически ведётся по полупрямой λ > λn,
поэтому

I(r) =
∞∑

n=1

fnun(x)

∞∫

λn

(λ− λn)
s(
√
λ)−s−α−(N+k)/2J(N+k)/2+α+s(r

√
λ) dλ. (16)

Заменив z = λ/λn, получим
∞∫

λn

(λ− λn)
s(
√
λ)−s−α−(N+k)/2J(N+k)/2+α+s(r

√
λ) dλ =

= λs+1
n (

√
λn)

−s−α−(N+k)/2

∞∫

1

(z − 1)s(
√
z)−s−α−(N+k)/2J(N+k)/2+α+s(r

√
λnz)dz.

Далее воспользуемся формулой (см. [17, формула (6.592.10)])
∞∫

1

(z − 1)s(
√
z)−s−α−(N+k)/2J(N+k)/2+α+s(r

√
λnz)dz = 2s+1Γ(s+ 1)

J(N+k)/2+α−1(r
√
λn)

(r
√

λn)
s+1 .

В результате из равенства (16) получим

I(r) = 2s+1Γ(s+ 1)r(N+k)/2+α−s−2
∞∑

n=1

fnun(x)
J(N+k)/2+α−1(r

√
λn)

(r
√
λn)(N+k)/2+α−1

.

Сравнение этого соотношения и (14) даёт равенство

Sα
r f(x) =

B(N, k, α)

2s+1Γ(s+ 1)
rs+2−α−(N+k)/2I(r).
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С учётом определения (15) интеграла I(r) отсюда следует требуемое соотношение (9) с
постоянной C = 2−s−1B(N, k, α)/Γ(s + 1). Лемма доказана.

2. Распространение основной формулы на функции из L2,k. Далее покажем, как
можно освободиться от условия f ∈ D(A∞), значительно сужающего класс рассматривае-
мых функций. Прежде всего заметим, что для произвольной функции f ∈ L1,k(Ω

+) основное
равенство (9) может не выполняться ни в одной точке ввиду неограниченности спектраль-
ных разложений (см. [18, гл. II, § 5]). Более того, даже если функция f имеет гладкость
порядка l < −s+(N − 1)/2, средние Рисса (3) могут в некоторых точках оказаться неограни-
ченными (см. [19]). Тем не менее если предположить, что спектральное разложение функции
f ∈ L2,k(Ω

+) суммируется в некоторой точке x ∈ Γ0 средними Рисса порядка s, то равенство
(9) оказывается верным.

Лемма 2. Пусть выполняется условие (8). Если средние Рисса Es
λf(x) функции f ∈

∈ L2(Ω
+) в некоторой точке x ∈ Γ0 ограничены по λ > 0, то для почти всех r из интервала

0 < r < dis {x,Γ+} выполняется равенство (9).
Доказательство. Пусть f – произвольная функция из пространства L2,k(Ω

+). Для лю-
бого h > 0 введём в рассмотрение функцию

F (y, h) =
∞∑

n=1

fne
−λnhun(y), y ∈ Γ0⋃Ω+, (17)

представляющую собой средние Абеля спектрального разложения f. Средние Рисса спек-
трального разложения этой функции имеют вид

Es
λF (y, h) =

∑

λn<λ

(

1− λn

λ

)s

fne
−λnhun(y). (18)

Очевидно, что функция F (y, h) при каждом h > 0 принадлежит D(A∞). Следовательно,
согласно лемме 1 выполняется равенство

Sα
r F (x, h) =

C(N, k, α, s)

r(N+k)/2+α−s−2

∞∫

0

(
√
λ)s−α−(N+k)/2J(N+k)/2+α+s(r

√
λ)Es

λF (x, h) dλ. (19)

Докажем, что при h → 0 это равенство переходит в равенство (9).
1) Для доказательства того, что правая часть (19) при h → 0 стремится к правой части

(9), воспользуемся следующим утверждением.
Утверждение 1. Для любого s � 0 существует функция ψs(t, h, λ), при всех λ > 0

равномерно по h из интервала 0 < h < 1 удовлетворяющая оценке
λ∫

0

ts|ψs(t, h, λ)| dt � Cλs, (20)

такая, что выполняется равенство

Es
λF (x, h) = Es

λf(x)e
−λh +

1

λs

λ∫

0

tsψs(t, h, λ)E
s
λf(x) dt. (21)

Справедливость данного утверждения следует из результатов работы [20].
Предположим, что выполнено условие |Es

λf(x)| � M(x), λ > 0. В этом случае из соотно-
шения (21) и оценки (20) следует, что средние Рисса порядка s функции (17) равномерно по
h из интервала 0 < h < 1 ограничены по λ > 0:

|Es
λF (x, h)| � M(x) +M(x)

1

λs

λ∫

0

ts|ψs(t, h, λ)| dt � (1 + C)M(x).
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Тогда из условия (7) и асимптотики функции Бесселя следует, что интеграл в правой части
(19) сходится абсолютно и равномерно по h > 0.

Далее непосредственно из равенства (18) следует, что

lim
h→0

Es
λu(x, h) = Es

λf(x).

Стало быть, выполнены все условия теоремы Лебега о предельном переходе под знаком
интеграла (см. [21, Добавление I, п. 3]), согласно которой интеграл в правой части равенства
(19) равномерно по r на каждом отрезке положительной полупрямой сходится при h → 0 к
интегралу в правой части (9).

2) Докажем теперь, что левая часть равенства (19) стремится к левой части равенства
(9) при h → 0. В этом случае, по крайней мере при малых α, мы не можем, в отличие
от рассмотренного выше случая, утверждать, что сходимость будет при всех значениях r.
Объясняется это тем, что при α � 1/2 средние (4) и (5) для функций из L2,k(Ω

+) определены
лишь для почти всех значений радиуса r, т.е. для бесконечного числа значений радиуса они
могут не существовать.

Обозначим величину в правой части (9) символом φα(r). Согласно проведённым выше
рассуждениям, для любой функции f ∈ L2,k(Ω

+) при выполнении условий леммы 2 функ-
ция φα(r) является непрерывной на полупрямой r > 0. Кроме того, было установлено, что
равенство

lim
h→0

Sα
r F (x, h) = φα(r) (22)

выполняется равномерно по r ∈ I, где I – произвольный отрезок, лежащий внутри интервала
0 < r < dis (x,Γ+).

Требуется доказать, что для почти всех r из интервала 0 < r < dis (x,Γ+) справедливо
равенство

Sα
r f(x) = φα(r). (23)

Для доказательства заметим, что из равенства Парсеваля и определения (17) следует схо-
димость F (x, h) → f(x) при h → 0 в метрике L2,k(Ω

+) :

‖F ( · , h) − f(·)‖2k =
∞∑

n=1

|fn|2(1− e−λnh)2 → 0, h → 0.

Следовательно, для любой функции g ∈ L2,k(Ω
+)

lim
h→0

∫

Ω+

F (y, h)g(y)ykN dy =

∫

Ω+

f(y)g(y)ykN dy. (24)

Докажем сначала справедливость соотношения (23) при α = 0. Зафиксируем произволь-
ные ε и R такие, что

0 < ε < R < dis (x,Γ∗). (25)
Из определения (5) следует равенство

R∫

ε

SrF (x, h)rN+k−1 dr =
1

ωn

∫

ε�|y|�R
yN>0

F (x+ y, h)ykN dy.

Принимая во внимание соотношение (22), устремим в этом равенстве h к нулю. В резуль-
тате получим

R∫

ε

φ0(r)r
N+k−1 dr =

1

ωn

∫

ε�|y|�R
yN>0

f(x+ y)ykN dy =

R∫

ε

Srf(x)r
N+k−1 dr.
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Тогда для всех ε и R, удовлетворяющих условию (25), выполняется равенство

R∫

ε

[φ0(r)− Srf(x)]r
N+k−1 dr = 0.

Отсюда очевидным образом вытекает справедливость при α = 0 соотношения (23) для почти
всех r из интервала 0 < r < dis (x,Γ+).

Пусть теперь α > 0. Рассмотрим интеграл

G(r, h) =

∫

|y|�r
yN>0

(r2 − |y|2)αF (x+ y, h)ykN dy. (26)

Из соотношения (24) и определения (4) следует, что

lim
h→0

G(r, h) =

∫

|y|�r
yN>0

(r2 − |y|2)αf(x+ y)ykN dy. (27)

С другой стороны, дифференцирование интеграла (26) по r и простые преобразования
приводят к равенству

G′(r, h) = 2αr2α−1

∫

|y|�r
yN>0

(

1− |y|2
r2

)α−1

F (x+ y, h)ykN dy,

откуда с учётом определения (4) получаем

G′(r, h) = 2αωN (k, α)rN+k+2α−1Sα
r F (x, h).

Следовательно, для любых ε и R, удовлетворяющих условию (25), можно записать

G(R,h) −G(ε, h) = 2αωN (k, α)

R∫

ε

rN+k+2α−1Sα
r F (x, h) dr.

Устремляя в этом равенстве вначале h → 0, а затем ε → 0, в силу (22) и (27) будем иметь

∫

|y|�R
yN>0

(R2 − |y|2)αf(x+ y)ykN dy = 2αωN (k, α)

R∫

0

rN+k+2α−1φα(r) dr.

Преобразовав интеграл в левой части с учётом определения (4), окончательно получим

R∫

0

rN+k+2α−1Sα
r f(x) dr =

R∫

0

rN+k+2α−1φα(r) dr.

Ввиду произвольности R отсюда следует требуемое соотношение (23). Лемма 2 доказана.
Замечание. При α > 1/2 обе части равенства (24) являются непрерывными функциями

радиуса r и это равенство выполняется в каждой точке интервала 0 < r < dis {x,Γ0}.
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3. Доказательство теоремы. Основным в дальнейших рассуждениях является равенство
(9), которое запишем в следующем виде:

Sα
r f(x) = r2

∞∫

0

Φ(r
√
λ)Es

λf(x) dλ, (28)

где
Φ(z) = C(N, k, α, s)zs−α−(N+k)/2J(N+k)/2+α+s(z). (29)

Напомним, что равенство (28) справедливо для почти всех значений r из интервала 0 <
< r < dis {x,Γ0}, хотя правая часть определена для всех r > 0.

Далее

Sα
r f(x) = r2

1∫

0

Φ(r
√
λ)Es

λf(x) dλ+ r2
∞∫

1

Φ(r
√
λ)Es

λf(x) dλ. (30)

Первый интеграл в правой части (31), очевидно, является гладкой функцией r на полупря-
мой r > 0. Таким образом, для доказательства теоремы достаточно при выполнении условия
(8) убедиться в непрерывности при r > 0 производной порядка m функции

ψα(r) =

∞∫

1

Φ(r
√
λ)Es

λf(x) dλ. (31)

Продифференцировав формально равенство (31) m раз, получим

ψ(m)
α (r) =

∞∫

1

(
√
λ)mΦ(m)(r

√
λ)Es

λf(x) dλ. (32)

Из асимптотического поведения функций Бесселя (см. [16, п. 7.21]) следует, что производ-
ные функции (29) при z → +∞ имеют асимптотику

Φ(m)(z) = Azs−α−(N+k+1)/2

[

cos(m)(z + β) +
O(1)

z

]

.

Следовательно, |Φ(m)(z)| � Czs−α−(N+k+1)/2, z � 1. Подставив эту оценку в интеграл (32),
получим

|ψ(m)
α (r)| � C

∞∫

1

(
√
λ)m+s−α−(N+k+1)/2|Es

λf(x)| dλ.

Таким образом, для абсолютной и равномерной по r на любом отрезке положительной
полупрямой сходимости интеграла (32) достаточно выполнения неравенства

m+ s− α− (N + k + 1)/2 < −2,

совпадающего с условием (7). Теорема доказана.
4. Примеры. Рассмотрим примеры применения теоремы, связанные с явлением Пински.
Пример 1.Фиксируем произвольную точку x ∈ Γ0 и положительное число R<dis (x,Γ+).

Для произвольной функции F ∈ C∞(RN ) определим следующую функцию:

f(y) =

{
F (y), если |y − x| � R,

0, если |y − x| > R.
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Этим же символом f обозначим её ограничение на область Ω+. Для такой функции f среднее
значение (5) по полусфере радиуса r имеет вид

Srf(x) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

1

ωN(k)rN+k−1

∫

|y|=r
yN>0

F (x+ y)ykN dσ(y), если 0 < r � R,

0, если r > R.

Следовательно, Srf(x) как функция радиуса может иметь разрыв только в точке r = R.
Непрерывность средних Srf(x) означает, что должно выполняться условие

∫

|y|=R
yN>0

F (x+ y)ykN dσ(y) = 0. (33)

Из теоремы следует, что данное условие является необходимым для сходимости спектраль-
ного разложения (2) функции f в точке x ∈ Γ0. Более того, в случае больших значений
размерности N и показателя k должны обращаться в нуль и производные по R интеграла
(33) до определённого порядка.

Заметим, что если функция F принимает только положительные значения, например,
F (y) ≡ 1, то условие (33) не может быть выполнено. Следовательно, спектральное разложение
характеристической функции полушара в его центре должно расходиться (ср. с [11] и [12]).

Пример 2. Для любой области D ⊂ R
N символом Σ(D) обозначим класс функций с

носителем в D, каждая из которых является следом некоторой функции из C∞(RN ). Иначе
говоря, f ∈ Σ(D), если существует функция F ∈ C∞(RN ) такая, что

f(y) =

{
F (y), если y ∈ D,

0, если y ∈ R
N \D.

(34)

Фиксируем произвольную точку x∗ ∈ Γ0 и рассмотрим произвольную подобласть D об-
ласти Ω+, целиком расположенную в полушаре

B(x) = {y ∈ Ω+ : |y − x| < dis (x,Γ+)}.

Обозначим символом Γ∗ ту часть границы ∂D области D, которая лежит в Ω+. Ниже
будем предполагать, что поверхность Γ∗ является звёздной относительно точки x∗, т.е. внут-
ренняя часть отрезка, соединяющего точку x∗ с произвольной точкой множества Γ∗, лежит
внутри D.

Будем говорить, что для поверхности Γ∗ в точке x∗ имеет место явление Пински, если
существует функция f ∈ Σ(D), спектральное разложение которой расходится в точке x∗.

Точку y∗ ∈ Γ∗ назовём сферической относительно x∗, если окружающая точку y∗ неко-
торая открытая (в топологии Γ∗) часть поверхности Γ∗ лежит на сфере с центром в точке x∗.

Утверждение 2. Если на Γ∗ лежит хотя бы одна точка, сферическая относительно x∗,
то для поверхности Γ∗ в точке x∗ имеет место явление Пински.

Действительно, предположим, что точка y∗ ∈ Γ∗ является сферической относительно x∗.
Рассмотрим произвольный выпуклый конус, образованный лучами, исходящими из точки x∗

и проходящими через точки Γ∗, которые окружают y∗ и лежат на сфере с центром в точке x∗.
Обозначим через F (y) функцию, всюду в этом конусе, кроме окрестности точки x∗, равную
единице, и продолжим её на всё пространство R

N так, чтобы она принадлежала C∞(RN ), бы-
ла неотрицательной и носитель её лежал в чуть большем аналогичном конусе. Тогда функция
f(y), определённая равенством (34), очевидно, принадлежит классу Σ(D), а её спектральное
разложение, согласно примеру 1, в точке x∗ расходится.
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Рассмотрены первая и вторая начально-краевые задачи для неоднородных параболических
систем второго порядка с Дини-непрерывными коэффициентами при ненулевых началь-
ных условиях в ограниченных областях на плоскости с негладкими боковыми границами,
допускающими, в частности, “клювы”. Доказаны теоремы об однозначной классической
разрешимости этих задач в пространстве функций, непрерывных вместе со своими про-
странственными производными первого порядка в замыкании указанных областей.
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К 95-летию Владимира Александровича Ильина

Введение. Теория однозначной разрешимости начально-краевых задач для параболиче-
ских систем общего вида с гёльдеровскими коэффициентами в пространствах Hk+α,(k+α)/2(Ω),
k � 2, 0 < α < 1, в областях с гладкими боковыми границами построена в работе [1] (см. так-
же [2, c. 706]). Особый интерес указанные задачи представляют в случае областей с негладкими
боковыми границами.

В настоящей работе рассматриваются первая и вторая начально-краевые задачи для па-
раболических по Петровскому (см. [3]) систем второго порядка с Дини-непрерывными коэф-
фициентами в ограниченных областях на плоскости с негладкими, вообще говоря, боковыми
границами из класса Дини–Гёльдера H1/2+ω. Здесь ω обозначает некоторый модуль непре-
рывности, удовлетворяющий условию Дини (см. ниже).

Для случая одного параболического уравнения в статьях [4, 5] установлена однозначная
разрешимость таких задач в пространстве H1,ω̂(Ω), где ω̂ – некоторый модуль непрерывности,
при более сильных, по сравнению с предложенными в настоящей работе, требованиях на ха-
рактер непрерывности коэффициентов этого уравнения и боковые границы области. При этом
единственность решения первой начально-краевой задачи следует из принципа максимума, а
единственность решения второй начально-краевой задачи получена в [5] с помощью теоремы
о знаке косой производной. Отметим, что для систем принцип максимума, вообще говоря, не
имеет места (см. [6]).

В случае параболических систем начально-краевые задачи в ограниченных плоских об-
ластях с негладкими боковыми границами рассматривались в работах [7–9]. В [7] и [8] дока-
заны теоремы о существовании и единственности решения из пространства C

0

1,0(Ω) первой
начально-краевой задачи для однородной параболической системы с гёльдеровскими коэффи-
циентами при нулевом начальном условии в ограниченной области с негладкими боковыми
границами из класса Жевре H(1+α)/2. Кроме того, при тех же условиях на коэффициенты
системы и боковые границы области в [8] доказана единственность решения из пространст-
ва C

0

1,0(Ω) второй начально-краевой задачи. В статье [9] приводится теорема об однозначной

разрешимости в пространстве C0(Ω) первой начально-краевой задачи для параболической
системы с гёльдеровскими коэффициентами, зависящими лишь от пространственной перемен-
ной, в области с боковыми границами из класса H(1+α)/2.

Естественно возникает вопрос об исследовании начально-краевых задач для параболиче-
ских систем с Дини-непрерывными коэффициентами в ограниченных областях с негладкими
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боковыми границами из класса H1/2+ω. При таких условиях в [10] доказана теорема о су-
ществовании классического решения из пространства C

0

1,0(Ω) смешанной начально-краевой
задачи для однородной параболической системы с нулевыми начальными условиями. Вопрос
о единственности решения поставленной задачи в этой работе не рассматривался.

Основным результатом настоящего исследования являются теоремы об однозначной разре-
шимости в пространстве C1,0(Ω) первой и второй начально-краевых задач для неоднородных
параболических систем с Дини-непрерывными коэффициентами при ненулевых начальных
условиях в ограниченных плоских областях с границами из класса H1/2+ω. Аналогичные
результаты в случае полуограниченных областей получены авторами в [11–13] (см. также биб-
лиографию в них).

Работа состоит из четырёх пунктов: в п. 1 приводятся необходимые определения и форму-
лируются полученные результаты; п. 2 носит вспомогательный характер, в нём описываются
необходимые нам свойства потенциала Пуассона и объёмного потенциала; в пп. 3 и 4 доказы-
ваются основные теоремы об однозначной разрешимости поставленных задач.

Основной результат работы анонсирован в статье [11].
1. Необходимые сведения и формулировка основного результата. Пусть m ∈ N.

Обозначим через C1(R) пространство вектор-функций h : R → R
m, непрерывных и огра-

ниченных вместе со своей первой производной h′, с нормой ‖h;R‖1 = sup
x∈R

|h(x)| + sup
x∈R

|h′(x)|.

Пусть T > 0 – фиксированое число. Через C[0, τ ], 0 < τ � T, обозначим пространство
непрерывных вектор-функций ψ : [0, τ ] → R

m с нормой ‖ψ; [0, τ ]‖0 = max
t∈[0,τ ]

|ψ(t)|. Положим

C
0
[0, τ ] = {ψ ∈ C[0, τ ] : ψ(0) = 0}.

Здесь и далее для числового вектора a (числовой матрицы A) под |a| (соответственно |A|)
понимаем максимум из модулей его компонент (её элементов).

Следуя [14, c. 147], модулем непрерывности называем непрерывную, неубывающую, полу-
аддитивную функцию ω : [0,+∞) → R, для которой ω(0) = 0. Говорят, что модуль непре-
рывности ω удовлетворяет условию Дини, если для него выполняется соотношение

ω̃(z) =

z∫

0

ω(ξ)ξ−1 dξ < +∞, z > 0. (1)

Через D обозначим линейное пространство, состоящее из модулей непрерывности, которые
удовлетворяют условию Дини (1).

Пусть D = {(x, t) ∈ R
2 : x ∈ R, t ∈ (0, T )} и Ω ⊂ D – некоторая область. Через C0(Ω)

обозначим пространство непрерывных и ограниченных вектор-функций u : Ω → R
m с нор-

мой ‖u; Ω‖0 = sup
(x,t)∈Ω

|u(x, t)|. Положим C1,0(Ω) = {u ∈ C0(Ω) : ∂xu ∈ C0(Ω)}, ‖u; Ω‖1,0 =

=
∑1

l=0 ‖∂l
xu; Ω‖0, C

0

1,0(Ω) = {u ∈ C1,0(Ω) : ∂l
xu(x, 0) = 0, l = 0, 1}.

Под значениями функций и их производных на границе произвольной области Ω понимаем
их предельные значения “изнутри” Ω.

Пусть ω – некоторый модуль непрерывности. Введём пространства

H1/2+ω [0, T ] =

{

ψ ∈ C[0, T ] : ‖ψ; [0, T ]‖1/2+ω = ‖ψ; [0, T ]‖0 + sup
t,t+Δt∈(0,T )

Δt
=0

|Δtψ(t)|
|Δt|1/2ω(|Δt|1/2)

< ∞
}

,

H
0

1/2+ω[0, T ] = {ψ ∈ H1/2+ω[0, T ] : ψ(0) = 0},

Hω(Ω) =

{

u ∈ C0(Ω) : ‖u; Ω‖ω = ‖u; Ω‖0 + sup
(x,t),(x+Δx,t+Δt)∈Ω

(Δx)2+|Δt|
=0

|Δx,tu(x, t)|
ω(|Δx|+ |Δt|1/2)

< ∞
}

,
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где Δtψ(t) = ψ(t+Δt)− ψ(t), Δx,tu(x, t) = u(x+Δx, t+Δt)− u(x, t).
Пусть

∂1/2ψ(t) ≡ (∂
1/2
t ψ)(t) =

1√
π

d

dt

t∫

0

(t− τ)−1/2ψ(τ) dτ, t ∈ [0, T ],

– оператор дробного дифференцирования порядка 1/2. Следуя [7], введём пространство

C
0

1/2[0, T ] = {ψ ∈ C
0
[0, T ] : ∂1/2ψ ∈ C

0
[0, T ], ‖ψ; [0, T ]‖1/2 = ‖ψ; [0, T ]‖0 + ‖∂1/2ψ; [0, T ]‖0 < ∞}.

Замечание 1. Если ψ ∈ H
0

1/2+ω[0, T ], ω ∈ D, то ψ ∈ C
0

1/2[0, T ] (см. [15]). Обратное,

вообще говоря, неверно (см. [7]).
В полосе D выделим область Ω = {(x, t) ∈ D : g1(t) < x < g2(t)} с боковыми границами

Σs = {(x, t) ∈ Ω : x = gs(t)}, где функции gs, s = 1, 2, удовлетворяют условиям

gs ∈ H1/2+ω1 [0, T ], ω1 ∈ D, (2)

и для некоторой постоянной d > 0

g2(t)− g1(t) � d, t ∈ [0, T ]. (3)

Рассмотрим в D равномерно параболический оператор

Lu ≡ ∂tu−
2∑

l=0

Al(x, t)∂
l
xu, u = (u1, u2, . . . , um)т, m ∈ N,

где Al = ‖aijl‖mi,j=1, l = 0, 1, 2, – m×m-матрицы, элементами которых являются вещественные
функции, определённые в D и удовлетворяющие условиям:

(a) собственные числа μr, r = 1,m, матрицы A2 подчиняются неравенствам Reμr(x, t) �
� δ для некоторого δ > 0 и всех (x, t) ∈ D;

(b) aijl ∈ Hω0(D), где ω0 – модуль непрерывности такой, что

˜̃ω0(z) =

z∫

0

y−1 dy

y∫

0

ω0(ξ)ξ
−1 dξ < +∞, z > 0.

Известно (см. [16]), что при выполнении условий (a) и (b) у системы Lu = 0 существует
фундаментальная матрица решений Γ(x, t; ξ, τ), (x, t; ξ, τ) ∈ D ×D, t > τ.

Рассмотрим задачу о нахождении вектор-функции u ∈ C1,0(Ω), являющейся классическим
решением системы

Lu(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Ω, (4)

удовлетворяющей начальному условию

u(x, 0) = h(x), g1(0) � x � g2(0), (5)

и одной из двух пар граничных условий:

∂xu(gs(t), t) = θs(t), t ∈ [0, T ], s = 1, 2, (6)

или
u(gs(t), t) = ψs(t), t ∈ [0, T ], s = 1, 2. (7)

Основным результатом настоящей работы являются следующие две теоремы.
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ОБ ОДНОЗНАЧНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ НАЧАЛЬНО-КРАЕВЫХ ЗАДАЧ 611

Теорема 1. Пусть выполнены условия (a), (b), (2) и (3). Тогда для любых функций f ∈
∈ C0(D), h ∈ C1(R) и θs ∈ C[0, T ], s = 1, 2, с условиями

sup
(x+Δx,t),(x,t)∈D

Δx 
=0

|Δxf(x, t)|
ω(|Δx|) < ∞,

где ω ∈ D – некоторый модуль непрерывности, и

θs(0) = h′(gs(0)), s = 1, 2, (8)

существует единственное решение u ∈ C1,0(Ω) задачи (4)–(6). Это решение имеет вид
суммы векторных параболических потенциалов

u(x, t) =

t∫

0

dτ

+∞∫

−∞

Γ(x, t; ξ, τ)f(ξ, τ) dξ +

+∞∫

−∞

Γ(x, t; ξ, 0)h(ξ) dξ +

2∑

s=1

t∫

0

Γ(x, t; gs(τ), τ)ϕs(τ) dτ ≡

≡ V f(x, t) + Ph(x, t) +
2∑

s=1

(Uϕ)s(x, t), (x, t) ∈ Ω, (9)

где (ϕ1, ϕ2) ∈ C
0
[0, T ]×C

0
[0, T ] – единственное в C[0, T ]×C[0, T ] решение системы граничных

интегральных уравнений Вольтерры II рода

(−1)k(2A2)
−1(gk(t), t) +

2∑

s=1

t∫

0

∂xΓ(gk(t), t; gs(τ), τ)ϕs(τ) dτ =

= θk(t)− ∂xV f(gk(t), t)− ∂xPh(gk(t), t), t ∈ [0, T ], k = 1, 2;

и справедлива оценка

‖u; Ω‖1,0 � C{‖f ;D‖0 + ‖h;R‖1 +
2∑

s=1

‖θs; [0, T ]‖0}. (10)

Здесь и далее через C обозначаем положительные постоянные, зависящие от чисел T, m,
d, коэффициентов оператора L и модуля непрерывности ω1, конкретный вид которых для
нас не важен.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (a), (b), (2) и (3). Тогда для любой f, удовлетво-
ряющей условиям теоремы 1, и любых h ∈ C1(R) и ψs, s = 1, 2, с условиями

ψs − h(gs(0)) ∈ C
0

1/2[0, T ], s = 1, 2, (11)

существует единственное решение u ∈ C1,0(Ω) задачи (4), (5), (7). Это решение имеет
вид (9), где (ϕ1, ϕ2) ∈ C

0
[0, T ] × C

0
[0, T ] – единственное в C[0, T ] × C[0, T ] решение системы

граничных интегральных уравнений Вольтерры I рода

2∑

s=1

t∫

0

Γ(gk(t), t; gs(τ), τ)ϕs(τ) dτ = ψk(t)−V f(gk(t), t)−Ph(gk(t), t), t ∈ [0, T ], k = 1, 2; (12)

и справедлива оценка

‖u; Ω‖1,0 � C

{

‖f ;D‖0 + ‖h;R‖1 +
2∑

s=1

‖ψs − h(gs(0)); [0, T ]‖1/2
}

. (13)
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Замечание 2. Если h ∈ C1(R), ψs ∈ H1/2+ω [0, T ], ω ∈ D, s = 1, 2, и ψs(0) = h(gs(0)),
то условия теоремы 2 для вектор-функций h и ψs выполнены, причём

‖ψs − h(gs(0)); [0, T ]‖1/2 � C‖ψs; [0, T ]‖1/2+ω + |h(gs(0))|.

Замечание 3 (см. [12, 17]). Если gs ∈ H1/2+ω1 [0, T ], s = 1, 2, причём модуль непрерывно-
сти ω1 не удовлетворяет условию (1), то решения задачи (4), (5), (7) из пространства C1,0(Ω)
может не существовать.

Замечание 4 (см. [18]). Если условия (11) не выполнены, то решения задачи (4), (5), (7)
из пространства C1,0(Ω) может не существовать.

2. Свойства потенциала Пуассона и объёмного потенциала. Приведём необходимые
для дальнейшего изложения известные (см. [12, 19]) свойства объёмного потенциала V f и
потенциала Пуассона Ph (см. (9)).

Для любой функции f, удовлетворяющей условиям теоремы 1, и любой функции h ∈
∈ C1(R) сумма потенциалов

u(x, t) = V f(x, t) + Ph(x, t), (x, t) ∈ D,

является единственным в C1,0(D) классическим решением задачи Коши

Lu = f в D, u(x, 0) = h(x), x ∈ R,

и имеет место оценка
‖u;D‖1,0 � C{‖f ;D‖0 + ‖h;R‖1}. (14)

Кроме того, для любой f ∈ C0(D) потенциал V f удовлетворяет неравенствам

|∂l
xV f(x, t)| � C‖f ;D‖0t1−l/2, l = 0, 1,

|ΔtV f(x, t)| � C‖f ;D‖0|Δt|(1 + | ln |Δt||), |Δt∂xV f(x, t)| � C‖f ;D‖0|Δt|1/2,

|Δx∂xV f(x, t)| � C‖f ;D‖0|Δx|(1 + | ln |Δx||), (x, t), (x +Δx, t), (x, t +Δt) ∈ D. (15)

Отсюда, в частности, следует, что для вектор-функций fs(t) = V f(gs(t), t), t ∈ [0, T ], s = 1, 2,

справедливы включения fs ∈ C
0

1/2[0, T ] и оценки ‖fs; [0, T ]‖1/2 � C‖f ;D‖0.
Наконец, отметим, что, как показано в [12], для произвольной h ∈ C1(R) вектор-функции

Ph(gs(t), t), t ∈ [0, T ], s = 1, 2, могут быть представлены в виде

Ph(gs(t), t) = h(gs(0)) + ĥs(t), t ∈ [0, T ],

где ĥs ∈ C
0

1/2[0, T ], и имеют место оценки ‖ĥs; [0, T ]‖1/2 � C‖h;R‖1.

3. Доказательство теоремы 1. Сначала докажем существование решения задачи (4)–(6).
С помощью замены

u(x, t) = v(x, t) + V f(x, t) + Ph(x, t), (x, t) ∈ Ω, (16)

задача (4)–(6) сводится к отысканию решения следующей второй начально-краевой задачи:

Lv = 0 в Ω, (17)

v(x, 0) = 0, g1(0) � x � g2(0), (18)

∂xv(gs(t), t) = θ̂s(t), t ∈ [0, T ], s = 1, 2, (19)

где
θ̂s(t) = θs(t)− ∂xV f(gs(t), t)− ∂xPh(gs(t), t), t ∈ [0, T ], s = 1, 2.
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В силу условий (8), оценок (14), (15) и равенств (см. [12])

∂xPh(gs(0), 0) = h′(gs(0)), s = 1, 2,

справедливы включения θ̂s ∈ C
0
[0, T ] и оценки

‖θ̂s; [0, T ]‖0 � C{‖f ;D‖0 + ‖h;R‖1 + ‖θs; [0, T ]‖0}, s = 1, 2. (20)

Разрешимость вспомогательной задачи (17)–(19) в пространстве C
0

1,0(Ω) доказываем, ис-

пользуя метод из работы [20], где рассматривался случай полуограниченной области Ω, а имен-
но, решение задачи (17)–(19) ищем в виде суммы потенциалов простого слоя

v(x, t) =

2∑

s=1

t∫

0

Γ(x, t; gs(τ), τ)ϕs(τ) dτ, (x, t) ∈ Ω, (21)

где вектор-плотности ϕs ∈ C
0
[0, T ], s = 1, 2, подлежат определению. Для отыскания неизвест-

ных плотностей ϕs, s = 1, 2, подставляем (21) в граничные условия (19), откуда получаем
систему граничных интегральных уравнений Вольтерры II рода

(−1)k(2A2)
−1(gk(t), t) +

2∑

s=1

t∫

0

∂xΓ(gk(t), t; gs(τ), τ)ϕs(τ) dτ = θ̂k(t), t ∈ [0, T ], k = 1, 2. (22)

Методом из [20] доказывается, что эта система имеет единственное в C[0, T ]× C[0, T ] ре-
шение (ϕ1, ϕ2) ∈ C

0
[0, T ] × C

0
[0, T ], и в силу (20) справедливы оценки

‖ϕs; [0, T ]‖0 � C

{

‖f ;D‖0 + ‖h;R‖1 +
2∑

s=1

‖θs; [0, T ]‖0
}

, s = 1, 2. (23)

Подставив найденное решение (ϕ1, ϕ2) системы (22) в (21), получим решение задачи (17)–(19).
Как следует из результатов статьи [16], это решение принадлежит пространству C

0

1,0(Ω) и в
силу (23) удовлетворяет оценке

‖v; Ω‖1,0 � C

{

‖f ;D‖0 + ‖h;R‖1 +
2∑

s=1

‖θs; [0, T ]‖0
}

.

Возвращаясь к вектор-функции u по формуле (16), отсюда, в силу свойств объёмного
потенциала и потенциала Пуассона (см. п. 2), получаем решение задачи (4)–(6) из пространства
C1,0(Ω), для которого справедливы представление (9) и оценка (10).

Теперь докажем единственность решения задачи (4)–(6). Пусть u ∈ C
0

1,0(Ω) – решение этой
задачи при

f(x, t) = 0, (x, t) ∈ D, h(x) = 0, x ∈ R, θs(t) = 0, t ∈ [0, T ], s = 1, 2.

Для произвольного τ ∈ (0, T ] обозначим

Dτ = {(x, t) ∈ D : t ∈ (0, τ)}, Ωτ = {(x, t) ∈ Ω : t ∈ (0, τ)}.

Достаточно показать, что u ≡ 0 в Ωt0 , где t0 ∈ (0, T ] – некоторое достаточно малое число,
которое будет выбрано ниже.
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Пользуясь условием (2), фиксируем достаточно малое число τ0 ∈ (0, T ] такое, что спра-
ведливы неравенства

|gs(t)− gs(0)| � τ0
1/2ω1(τ

1/2
0 ) � d/9, t ∈ [0, τ0], s = 1, 2,

где d > 0 – постоянная из условия (3), из которых следует оценка

|g2(t2)− g1(t1)| � 8d/9, ti ∈ [0, τ0], i = 1, 2.

Затем фиксируем произвольное τ ∈ (0, τ0] и определяем продолжение uτ вектор-функции u
на всю полосу Dτ по формулам

uτ (x, t) = u(x, t), (x, t) ∈ Ωτ , uτ (x, t) = 0, (x, t) ∈ Dτ \Ωτ .

Рассмотрим функции ζi ∈ C∞(R), удовлетворяющие условиям

0 � ζi(x) � 1,

∣
∣
∣
∣
dlζi
dxl

(x)

∣
∣
∣
∣ � Cd−l, x ∈ R, i = 1, 2, 3, l = 1, 2, 3, (24)

и, кроме того,

ζi(x) = 1, x ∈ [gi(0) − d/9, gi(0) + d/9], ζi(x) = 0, x ∈ R \ (gi(0)− d/3, gi(0) + d/3),

ζi(x) > 0, x ∈ (gi(0)− d/3, gi(0) + d/3),

если i = 1, 2, и

ζ3(x) = 1, x ∈ [g1(0) + d/3, g2(0)− d/3], ζ3(x) = 0, x ∈ R \ (g1(0) + d/9, g2(0)− d/9),

ζ3(x) > 0, x ∈ (g1(0) + d/9, g2(0)− d/9).

Построим “разложение единицы”:

ζ̂i(x) = ζi(x)

( 3∑

j=1

ζj(x)

)−1

, x ∈ (g1(0)− d/3, g2(0) + d/3), i = 1, 2, 3,

ζ̂1(x) = 1, x � g1(0)− d/3, ζ̂1(x) = 0, x � g2(0) + d/3,

ζ̂2(x) = 1, x � g2(0) + d/3, ζ̂2(x) = 0, x � g1(0) − d/3,

ζ̂3(x) = 0, x ∈ R \ (g1(0)− d/3, g2(0) + d/3).

Следуя методу из [2, c. 342], положим

uτ,i(x, t) = uτ (x, t)ζ̂i(x, t), (x, t) ∈ Dτ , i = 1, 2, 3.

Заметим, что Ωτ ⊂ (g1(0)− d/9, g2(0) + d/9) × (0, τ), справедливы равенство

u(x, t) =

3∑

i=1

ui,τ (x, t), (x, t) ∈ Ωτ , (25)

и включения
uτ,i ∈ C

0

1,0(Ω
(i)
τ ), i = 1, 2, uτ,3 ∈ C

0

1,0(Dτ ), τ ∈ (0, τ0],

где Ω
(1)
τ = {(x, t) ∈ Dτ : x > g1(t)}, Ω

(2)
τ = {(x, t) ∈ Dτ : x < g2(t)}.
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Сначала рассмотрим функцию uτ,3, являющуюся решением задачи Коши

Lu = fτ,3 в Dτ , u(x, 0) = 0, x ∈ R,

где

fτ,3(x, t) = −A2(x, t)

[

2∂xu(x, t)
dζ̂3
dx

(x) + u(x, t)
d2ζ̂3
dx2

(x)

]

−A1(x, t)u(x, t)
dζ̂3
dx

(x), (x, t) ∈ Ωτ ,

fτ,3(x, t) = 0, (x, t) ∈ Dτ \ Ωτ .

Отметим также, что

fτ,3(x, t) = 0, x ∈ R \ [g1(0) + d/9, g2(0) − d/9], t ∈ [0, τ ]. (26)

Обозначим
Πτ = [g1(0) + d/9, g2(0) − d/9] × [0, τ ].

Так как Πτ ⊂ Ωτ , то max
(x,t)∈Πτ

|∂2
xu(x, t)| < ∞. Из равенства (26) в силу (24) следует, что

fτ,3 ∈ C0(Dτ ), ‖fτ,3;Dτ‖0 � C‖u; Ωτ‖1,0. (27)

Заметим, что fτ,3 удовлетворяет условию Дини, а именно

|Δxfτ,3(x, t)| � C{[ max
(x,t)∈Πτ

|∂2
xu(x, t)|+‖u; Ω‖1,0]|Δx|+‖u; Ω‖1,0ω0(|Δx|)}, (x, t), (x+Δx, t) ∈ Dτ .

Поэтому в силу единственности решения задачи Коши (см. [19]) функция uτ,3 может быть
представлена в виде объёмного потенциала

uτ,3(x, t) =

t∫

0

dτ

+∞∫

−∞

Γ(x, t; ξ, τ)fτ,3(ξ, τ) dξ, (x, t) ∈ Dτ .

Отсюда, используя (15) и (27), получаем оценку

‖uτ,3;Dτ‖1,0 � C‖u; Ωτ‖1,0τ1/2, (x, t) ∈ Dτ ,

в силу которой для достаточно малого числа τ3 ∈ (0, τ0] справедливо неравенство

‖uτ,3;Dτ‖1,0 � 1

6
‖u; Ωτ‖1,0, если τ ∈ (0, τ3]. (28)

Далее для произвольно фиксированного τ ∈ (0, τ3] рассмотрим вектор-функцию uτ,1.

Она является решением второй начально-краевой задачи в полуограниченной области Ω
(1)
τ

из пространства C
0

1,0(Ω
(1)
τ ) :

Lu = fτ,1 в Ω(1)
τ , u(x, 0) = 0, x � g1(0), (29)

∂xu(g1(t), t) = 0, t ∈ [0, τ ]. (30)

В силу единственности решения задачи (29), (30) (см. [13]), результатов [20] о построении реше-
ния второй начально-краевой задачи в полуограниченной области в виде потенциала простого
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слоя и сведений об объёмном потенциале из п. 2 делаем вывод, что uτ,1 может быть представ-
лена в виде суммы потенциалов

uτ,1(x, t) =

t∫

0

dτ

+∞∫

−∞

Γ(x, t; ξ, τ)fτ,1(ξ, τ) dξ +

t∫

0

Γ(x, t; g1(τ), τ)ϕτ,1(τ) dτ ≡

≡ V fτ,1(x, t) + Uϕτ,1(x, t), (x, t) ∈ Ω
(1)
τ . (31)

Здесь вектор-плотность ϕτ,1 ∈ C
0
[0, τ ] является единственным в C[0, τ ] решением граничного

интегрального уравнения Вольтерры II рода (см. [20])

− (2A2(g1(t), t))
−1ϕτ,1(t) +

t∫

0

∂xΓ(g1(t), t; g1(τ), τ)ϕτ,1(τ) dτ = θτ,1(t),

где
θτ,1(t) = −∂xV fτ,1(g1(t), t), t ∈ [0, τ ]. (32)

Оценим потенциалы из представления (31). Используя (15) и равенство (32), получаем

‖V fτ,1;Dτ‖1,0 � C‖u; Ωτ‖1,0τ1/2, ‖θτ,1; [0, τ ]‖0 � C‖u; Ωτ‖1,0τ1/2 (33)

и, следовательно,
‖Uϕτ,1; Ω

(1)
τ ‖1,0 � C‖u; Ωτ‖1,0τ1/2. (34)

Фиксируя достаточно малое τ1 ∈ (0, τ3], из представления (31) и оценок (33), (34) заклю-
чаем, что

‖uτ,1; Ω(1)
τ ‖1,0 � 1

6
‖u; Ωτ‖1,0, если τ ∈ (0, τ1]. (35)

Аналогично доказывается, что при достаточно малом τ2 ∈ (0, τ1] имеет место неравенство

‖uτ,2; Ω(2)
τ ‖1,0 � 1

6
‖u; Ωτ‖1,0, если τ ∈ (0, τ2]. (36)

Положив t0 = τ2, из равенства (25) и оценок (28), (35), (36) получим окончательное нера-
венство

‖u; Ωτ‖1,0 � 1

2
‖u; Ωτ‖1,0, τ ∈ (0, t0],

из которого следует, что u ≡ 0 в Ωt0 . Теорема 1 доказана.
4. Доказательство теоремы 2. Сначала докажем существование решения задачи (4),

(5), (7). С помощью замены (16) задача (4), (5), (7) сводится к первой начально-краевой за-
даче для однородной системы с нулевым начальным условием. Разрешимость последней и
представление её решения в виде

v(x, t) =

2∑

s=1

t∫

0

Γ(x, t; gs(τ), τ)ϕs(τ) dτ, (x, t) ∈ Ω,

проводится методами из работ [7] и [21]. Здесь (ϕ1, ϕ2) ∈ C
0
[0, T ]×C

0
[0, T ] является единствен-

ным в пространстве C[0, T ]×C[0, T ] решением системы граничных интегральных уравнений
Вольтерры I рода (12). Затем, возвращаясь к вектор-функции u по формуле (16), учитывая
свойства объёмного потенциала и потенциала Пуассона из п. 2, получаем решение задачи (4),
(5), (7) из пространства C1,0(Ω), для которого справедливы представление (9) и оценка (13).
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Докажем единственность решения задачи (4), (5), (7). Пусть u ∈ C
0

1,0(Ω) – решение этой
задачи при

f(x, t) = 0, (x, t) ∈ D, h(x) = 0, x ∈ R, ψs(t) = 0, t ∈ [0, T ], s = 1, 2.

Тогда u является решением второй начально-краевой задачи

Lv = 0 в Ω, v(x, 0) = 0, x � g(0), ∂xv(gs(t), t) = θ̂s(t), t ∈ [0, T ], s = 1, 2,

где θ̂s(t) = ∂xu(gs(t), t), θ̂s ∈ C
0
[0, T ]. Из теоремы 1 следует, что вектор-функция u может

быть представлена в виде суммы потенциалов простого слоя (21), где (ϕ1, ϕ2) ∈ C
0
[0, T ] ×

C
0
[0, T ] – единственное в C[0, T ]×C[0, T ] решение системы граничных интегральных уравнений

Вольтерры II рода

(−1)k(2A2)
−1(gk(t), t) +

2∑

s=1

t∫

0

∂xΓ(gk(t), t; gs(τ), τ)ϕs(τ) dτ = θ̂k(t), t ∈ [0, T ], k = 1, 2.

Подставив вектор-функцию (21) в нулевые граничные условия (7), получим, что (ϕ1, ϕ2)
также является решением системы граничных интегральных уравнений Вольтерры I рода (12)
с нулевыми правыми частями. В силу единственности в C[0, T ]×C[0, T ] решения системы (12)
имеем, что

ϕs(t) = 0, t ∈ [0, T ], s = 1, 2.

Подставляя найденное решение (ϕ1, ϕ2) в представление (21), приходим к выводу, что u ≡ 0
в Ω. Теорема 2 доказана.

Замечание 5. Аналогично устанавливается теорема единственности решения смешанной
задачи (см. [11]), когда на одной из боковых границ области задаётся граничное условие I рода,
а на другой – II рода. Существование решения смешанной задачи для однородной системы с
нулевым начальным условием доказано в статье [10], с использованием сведений п. 2 настоящей
работы получаем разрешимость этой задачи и в случае неоднородной системы с ненулевым
начальным условием.
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Представлен обзор развития метода распространяющихся волн для одномерных сред. При-
ведены основные результаты и изменения в постановках задачи представления решений ли-
нейных систем уравнений с частными производными через “распространяющиеся волны”
(а точнее – через систему уравнений переноса волн). Показано, что по мере усложнения
исследования систем задача представления решения методом распространяющихся волн
оказывается применимой не только для гиперболических систем, но и для систем, содер-
жащих (даже неявно) и параболические, и эллиптические составляющие, и приближается
тем самым к общей задаче декомпозиции произвольной системы линейных уравнений в
систему уравнений первого порядка с главной частью канонического типа и с подчинённой
ей линейной частью.

DOI: 10.31857/S0374064123050060, EDN: CXQKDF

К 95-летию Владимира Александровича Ильина

Введение. Данная работа носит обзорный характер. В ней на основе результатов, полу-
ченных автором и его учениками, показана эволюция метода распространяющихся волн и
сформулировано сложившееся к настоящему времени представление об этом методе.

Тематика эта, по крайней мере на первых этапах её развития, оказалась близкой к исследо-
ваниям Владимира Александровича Ильина, автор был постоянным участником и регулярно
делал доклады на его научном семинаре. Связь с семинаром была не формальной: первые
результаты в этой области – формула распространяющихся волн и её приложения – были по-
лучены в 2002–2004 гг. [1–3], что совпало по времени с интересом В.А. Ильина, его коллег и
учеников [4–9] к задачам граничной управляемости для волнового уравнения и его обобщений
(см., например, [10]). Полученное автором решение задачи управляемости для неоднородной
струны с помощью формулы распространяющихся волн оказалось очень близким к этому на-
правлению [11–13].

Со временем, однако, стало очевидно, что формула распространяющихся волн, хотя и вы-
ражает суть процесса, является слишком громоздкой и гораздо эффективнее пользоваться
вместо неё системой уравнений переноса волн, позволяющей решать самые разнообразные за-
дачи (классические граничные, характеристические, полухарактеристические и др.). Уже в
этой форме метод стал распространяться на другие задачи, а именно на волновые уравнения
с памятью [14–16].

Самым существенным и неочевидным в методе распространяющихся волн было то, что
решения системы переноса волн не являлись решениями исходного уравнения. Они давали
решение только в сумме. Именно это отличало его от достаточно известного метода функци-
онально-инвариантных решений [17–22], когда функция типа волны искалась среди решений
исходного уравнения.

1. Формула распространяющихся волн для неоднородной струны.Уравнение неод-
нородной струны, хотя и записывается в общем виде как

a(x)
∂2u

∂t2
=

∂

∂x

[

b(x)
∂u

∂x

]

, x ∈ R
1, (1)

обычно приводится к форме
k(s)utt = (k(s)us)s (2)

619



620 БОРОВСКИХ

с помощью замены s =
∫ x
0

√
a(σ)/b(σ) dσ пространственной переменной (при этом k2(s) =

= a(x)b(x)|x=x(s)). Преимущество этой формы в том, что характеристиками оказываются пря-
мые s ± t = const. При указанной замене пространственная ось параметризуется так, что
расстояние между точками оказывается равным времени распространения возмущения.

Нам же будет удобнее использовать эквивалентное (2) уравнение

ztt = zss − [φ′(s) + φ2(s)]z, (3)

получаемое из (2) заменой z(t, s) =
√

k(s)u(t, s) (при этом φ(s) = k′(s)/2k(s)), которое также
можно считать канонической формой уравнения (1).

Все результаты в этом пункте формулируются в предположениях, при которых решения
уравнений являются классическими. Это, во первых, предположение о дважды непрерывной
дифференцируемости и положительности k(s) (или, соответственно, о непрерывной диффе-
ренцируемости φ(s)), которое далее повторяться не будет. Во-вторых – предположение о соот-
ветствующей гладкости начальных или граничных данных. На самом деле эти предположения
необходимы только лишь для упрощения и могут быть естественным образом ослаблены, но
для этого нужен переход на язык обобщённых решений того или иного класса.

Формула распространяющихся волн для уравнения (2) имеет вид [2, 3]

u(t, s) =

√
k(s− t)

k(s)
V (s− t) +

√
k(s + t)

k(s)
W (s+ t) +

+
1

2

s+t∫

s−t

√
k(y)

k(s)
V (y)J

(
s− t+ y

2
,
s− t− y

2
, s

)

dy −

− 1

2

s+t∫

s−t

√
k(y)

k(s)
W (y)J

(
s+ t+ y

2
,
s+ t− y

2
, s

)

dy +

+
1

2

s+t∫

s−t

√
k(y)

k(s)
W (y)J̃

(
s− t+ y

2
,
s− t− y

2
, s

)

dy −

− 1

2

s+t∫

s−t

√
k(y)

k(s)
V (y)J̃

(
s+ t+ y

2
,
s+ t− y

2
, s

)

dy, (4)

а для уравнения (3) формула решения получается удалением радикалов, содержащих k(s)
(см. также [2, 3]):

z(t, s) = f(s− t) + g(s + t) +

+
1

2

s+t∫

s−t

f(y)J

(
s− t+ y

2
,
s− t− y

2
, s

)

dy − 1

2

s+t∫

s−t

g(y)J

(
s+ t+ y

2
,
s+ t− y

2
, s

)

dy +

+
1

2

s+t∫

s−t

g(y)J̃

(
s− t+ y

2
,
s− t− y

2
, s

)

dy − 1

2

s+t∫

s−t

f(y)J̃

(
s+ t+ y

2
,
s+ t− y

2
, s

)

dy. (5)

Здесь V (·) и W (·) (f(·) и g(·) соответственно) – две произвольные (достаточно гладкие)
функции, играющие ту же роль, что и f(·), g(·) в классической формуле u(x, t) = f(x− t) +
+g(x+ t) для волнового уравнения utt = uxx в однородной среде. Они связаны с начальными
условиями Коши u(0, s) = u0(s), u′t(0, s) = u1(s) соотношениями

V (s) +W (s) = u0(s), −[k(s)V (s)]′ + [k(s)W (s)]′ = k(s)u1(s)
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в случае уравнения (2) и равенствами

f(s) + g(s) = z0(s), −f(s)′ + g(s)′ = z1(s) (6)

в случае уравнения (3). Волны определяются с точностью до добавления к одной функции и
одновременного вычитания из другой аддитивного слагаемого C/k(s) в случае уравнения (2) и
константы в случае уравнения (3), не влияющих на значения решений (4) и (5) соответственно.

Ядра J(α, β, γ) и J̃(α, β, γ) определяются из системы интегральных уравнений Вольтер-
ры (интегрирование происходит только по первому и второму аргументам, так что γ здесь
присутствует как параметр)

J(α, β, γ) = −
γ∫

α

φ(σ − β)J̃(σ, β, γ) dσ, J̃(α, β, γ) = φ(α) +

0∫

β

φ(α− τ)J(α, τ, γ) dτ. (7)

Вычисление коэффициентов переноса J и J̃ из (7) методом последовательных приближений
даёт их представление в виде рядов (сходящихся равномерно на каждом компакте)

J = J2 + J4 + . . .+ J2n + . . . , J̃ = J1 + J3 + . . .+ J2n+1 + . . . ,

в которых слагаемое Jm оказывается коэффициентом переноса той части исходной волны,
которая испытала точно m отражений (см. [5]). Поэтому J есть коэффициент переноса волн,
испытавших чётное число отражений, а J̃ – коэффициент переноса волн, испытавших нечётное
число отражений.

Сама формула (7), по существу, есть формула итерирования отражений: коэффициент φ(s)
есть инфинитезимальный аналог коэффициента отражения от границы раздела двух сред (в
случае кусочно-постоянной k(·) в (2) коэффициент отражения от i-й точки разрыва равен
(ki+1 − ki)/(ki+1 + ki)). Дальнейшее изложение мы будем вести в терминах уравнения (3),
имея в виду, что в термины уравнения (2) он переносится переобозначениями.

Прежде всего, нетрудно заметить, что все слагаемые в (5) разбиваются на две группы: у
одних в аргументах функций стоит s−t, а у других – s+t. Если обозначим их соответственно
через z−(t, s) и z+(t, s), то получим представление решения уравнения (3) в виде

z(t, s) = z−(t, s) + z+(t, s), (8)

где функции

z−(t, s) = f(s− t) +
1

2

s+t∫

s−t

f(y)J

(
s− t+ y

2
,
s− t− y

2
, s

)

dy +

+
1

2

s+t∫

s−t

g(y)J̃

(
s− t+ y

2
,
s− t− y

2
, s

)

dy,

z+(t, s) = g(s+ t)− 1

2

s+t∫

s−t

g(y)J

(
s+ t+ y

2
,
s+ t− y

2
, s

)

dy −

− 1

2

s+t∫

s−t

f(y)J̃

(
s+ t+ y

2
,
s+ t− y

2
, s

)

dy

оказываются решением уравнений переноса волн

z−t + z−s = φ(s)z+, z+t − z+s = −φ(s)z−. (9)

Нетрудно проверить, что для любого решения (9) сумма (8) является решением уравнения (3).
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Собственно говоря, метод распространяющихся волн и состоит в переходе от уравнения (3)
(или какого-то более общего уравнения) к системе (9) (или аналогичной ей).

2. Формула прохождения волны через узел сети. Для того чтобы сделать понятной
общую постановку проблемы, нам понадобится некоторое историческое отступление.

Поводом для стартовой постановки задачи оказалась формула прохождения волны через
узел сети, полученная F. Ali Mehmeti в [23]. Автор тогда работал в Воронеже в научной шко-
ле Ю.В. Покорного, которая занималась исследованием уравнений на геометрических графах
(пространственных сетях) [24]. В основном тогда разбирались со спектральными свойствами
типа теорем Штурма (см., например, [25]) и только-только начинали интересоваться эволю-
ционными задачами на сетях.

Результат F. Ali Mehmeti был следующий: если к узлу сети примыкает n одинаковых
ребер, на которых задано одно и то же уравнение utt = uxx (и поэтому на каждом ребре можно
пользоваться классической формулой распространяющихся волн), и по одному из них бежит
волна (возмущение типа u(t, x) = f(x+ t) с ограниченным носителем), то после прохождения
этой волны через узел она отразится с коэффициентом −1 + 2/n и пройдёт на все остальные
ребра с коэффициентом 2/n.

Естественно возник вопрос: а если струны разные? Оказалось, что результат будет почти
тот же самый: волна отразится с коэффициентом −1 + θ, а на остальные ребра пройдёт
с одинаковым (что удивительно!) коэффициентом θ, который выражается через скорости
распространения волн по каждому ребру и коэффициенты условий согласования в узле. Более
точно, если на i-м ребре задано уравнение uitt = a2iu

i
xx, а условия согласования в узле (можно

считать, что ему отвечает x = 0) имеют вид ui(t, 0) = uj(t, 0) (условие непрерывности) и∑n
i=0 κi(aiu

i
x)(t, 0+) = 0 (условие “гладкости”; “ 0+ ” означает, что производные считаются в

направлении от узла), то если ребро, по которому идет исходная волна, считается нулевым,
имеет место формула

θ = 2κ0

( n∑

i=0

κi

)−1

. (10)

Доказательство этой формулы элементарное. Достаточно для каждого отдельно взятого
ребра рассмотреть решения, отвечающие условию закреплённого конца (u(t, 0)=0) :

ui−(t, x) = f(t+ x/ai)− f(t− x/ai),

и решения, отвечающие условию свободного конца (ux(t, 0) = 0):

ui+(t, x) = f(t+ x/ai) + f(t− x/ai),

скомбинировать из них n+ 1 решений уже на всём пучке: одно “чётное”

u0(t, x) = {ui0(t, x)}ni=0, ui0(t, x) =

{
f(t+ x/a0) + f(t− x/a0), i = 0,

f(t+ x/ai) + f(t− x/ai), i 
= 0,

и n “нечётных” (j = 1, n) :

uj(t, x) = {uij(t, x)}ni=0, uij(t, x) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

κj[f(t+ x/a0)− f(t− x/a0)], i = 0,

κ0[f(t+ x/aj)− f(t− x/aj)], i = j,

0, i 
= 0, j,

удовлетворяющих всем условиям согласования в узле, а затем уже из этих функций построить
такую комбинацию, чтобы на нулевом ребре функция f(t+x/ai) оказалась с коэффициентом,
равным единице, а на остальных – нулю.

Для этой комбинации до прохождения волны через узел решение u(t, x) = {ui(t, x)}ni=0
будет равно

u0(t, x) = f(t+ x/a0), ui(t, x) = 0, i 
= 0,
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а после прохождения волны

u0(t, x) = (−1 + θ)f(t− x/a0), ui(t, x) = θf(t− x/ai), i 
= 0, (11)

где θ определяется формулой (10).
С помощью формул (10), (11) впоследствии в работе [26] был получен аналог формулы рас-

пространяющихся волн для уравнения на графе (правда, для случая однородных рёбер), вве-
дено естественное понятие эйконала и описан процесс многократного расщепления траекторий
исходного волнового импульса с течением времени (позднее в статьях [27, 28] М.И. Белишев
очень удачно назвал эту совокупность путей “гидрой”).

3. Метод распространяющихся волн.Формулы (10), (11) послужили поводом для прос-
тых, в общем-то, вопросов. Во-первых, что будет, если в узле стыкуется только два ребра, т.е.
мы имеем дело с одномерным уравнением с кусочно-постоянными коэффициентами? Во-вто-
рых, можно ли построить аналог формулы распространяющихся волн для кусочно-однородной
среды? И, в-третьих, можно ли от кусочно-однородной среды перейти каким-то предельным
переходом к неоднородной общего типа?

И если ответ на первый вопрос оказался хорошо известным – это формулы Баранова–
Кюнеца [29], ответ на второй присутствовал только в рамках приближённых вычислений (где
использовались только несколько первых отражений), то на третий, как оказалось, никто и
не пытался отвечать, хотя представление решения уравнения utt = uxx + V (x)u в виде

u(t, x) = f(x− t) + g(x+ t) + интеграл

систематически использовалось, например, в теории обратных задач (см., например, [30–32]),
а также для обоснования метода Фурье в случае коэффициентов, не имеющих избыточной
гладкости [33].

Получить аналог формулы распространяющихся волн для кусочно-однородной среды, от-
правляясь от формулы Баранова–Кюнеца, автору удалось в работе [1] в виде суммы довольно
громоздких выражений (в которой k-е слагаемое отвечало за k отражений исходной вол-
ны). И, что было большой удачей, удалось совершить предельный переход при измельчении
разбиения, получив формулы (4), (7). Именно в смысле этого предельного перехода выше
упоминалось, что Jn(α, β, γ) отвечает за n-кратные отражения исходных волн. Таким обра-
зом, оказалось, что термины распространяющихся волн применимы не только для однородной
среды, но и для любой неоднородной, по крайней мере одномерной.

Первый успех породил естественное желание использовать формулу распространяющихся
волн для решения различных задач. Результаты этой работы были опубликованы в статье [3].
Там были рассмотрены классическая смешанная задача, характеристическая задача Гурса и
полухарактеристическая задача (задача Фридландера [34]). Для примера возьмём формулу
решения граничной задачи (с нулевыми, для упрощения, начальными данными и граничным
значением решения при x = l, и ненулевым условием u(t, 0) = ν(t)).

Теорема [3]. Пусть дважды непрерывно дифференцируемая функция ν(t) задана при
t � 0 и ν(0) = ν ′(0) = 0. Тогда классическое решение задачи для уравнения (3) на отрез-
ке [0, l] с условиями z(0, s) = zt(0, s) ≡ 0, z(t, 0) = ν(t), z(t, l) ≡ 0 определяется формулой

z(t, s) =

∞∑

m=0

[z−0 (t, s+ 2lm) + z+0 (t, s+ 2lm)]−
∞∑

m=1

[z−1 (t, s − 2lm) + z+1 (t, s− 2lm)],

где

z−0 (t, s) = ν(t− s) +
1

2

t−s∫

0

ν(τ)

[

J

(
s− t+ τ

2
,
s− t+ τ

2
, s

)

− J̃

(
s− t+ τ

2
,
s− t+ τ

2
, s

)]

dτ,

z+0 (t, s) =
1

2

t−s∫

0

ν(τ)

[

J

(
s+ t− τ

2
,
s+ t− τ

2
, s

)

− J̃

(
s+ t− τ

2
,
s+ t− τ

2
, s

)]

dτ,
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z−1 (t, s) =
1

2

t+s∫

0

ν(τ)

[

J

(
s− t+ τ

2
,
s− t+ τ

2
, s

)

− J̃

(
s− t+ τ

2
,
s− t+ τ

2
, s

)]

dτ,

z+1 (t, s) = ν(t+ s) +
1

2

t+s∫

0

ν(τ)

[

J

(
s+ t− τ

2
,
s+ t− τ

2
, s

)

− J̃

(
s+ t− τ

2
,
s+ t− τ

2
, s

)]

dτ,

а ν(t) считается продолженной на полуось t � 0 тождественным нулём.
Все эти формулы доказывались по одной и той же схеме: выделялись z− и z+, про-

верялось, что они удовлетворяют системе (9) и заданным в задаче данным. На этом пути
была передоказана формула среднего значения Е.И. Моисеева, В.В. Тихомирова и Е.А. Коз-
лова [35], установлена связь формулы распространяющихся волн с функцией Римана [36] (при
этом оказалось, что функция Римана через волны выражается, а наоборот – нет, так что волны
оказываются более “фундаментальным” конструктом) и получен ряд других формул.

Итогом стало понимание, что в методе распространяющихся волн работают в основном не
интегралы (4), (5) и их ядра, а именно система (9), и что этот метод можно распространить и
на другие классы уравнений.

4. Формулировка проблемы. Получение формулы распространяющихся волн для од-
номерной неоднородной среды стало поводом для постановки достаточно принципиального
вопроса.

Для решения простейшего уравнения utt = uxx есть три формы представления:
1) формула распространяющихся волн u = f(x− t) + g(x+ t);
2) формула Д’Аламбера

u =
1

2
(u0(x− t) + u0(x+ t)) +

1

2

x+t∫

x−t

u1(s) ds,

где u0 и u1 – начальные данные;
3) разложение в ряд Фурье

u =
∞∑

i=1

sinπnx(An cos πnt+Bn sinπnt)

(в случае отрезка [0,1] и условий Дирихле).
И если для третьей формы представления обобщения выведены на предельно абстрактный

уровень – метод Фурье разработан для произвольных операторов и в совершенно разнообраз-
ных пространствах, для второй формы обобщения также выведены на предельно абстрактный
уровень – это фактически теория полугрупп (для уравнений второго порядка см. [37]), то для
первой формы представления – формулы распространяющихся волн – обобщений не было не
только для многомерного, но и для одномерного случая.

Неестественность такого положения вещей можно подчеркнуть тем фактом, что на самом
деле даже для уравнения utt = uxx третья форма представления применима только для
областей (t, x) прямоугольной формы, а вторая – только для случая, когда x лежит на оси
(с модификациями для случая отрезка), а для любых других типов краевых или начально-
краевых задач (например, с подвижной границей) мы обращаемся именно к формуле u = f(x−
− t) + g(x + t). Поэтому с точки зрения приложений именно формула распространяющихся
волн является наиболее востребованной в различных задачах.

Таким образом, отсутствие систематически разработанного метода распространяющихся
волн не только для многомерного, но и для одномерного случая – довольно большая лакуна
в теории дифференциальных уравнений. Как исправить эту ситуацию?

Формулы (4)–(9) подсказывают нам естественную постановку задачи, по крайней мере в
одномерном (по пространственной переменной) случае. Пусть Lu = 0 – система линейных
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уравнений с частными производными от двух переменных (t, x); u = u(t, x) ∈ R
n. Пусть

эта система гиперболическая (ниже мы покажем, что это, на самом деле, не принципиально),
имеющая, для упрощения, различные характеристики dx/dt = qi(t, x). Метод распространя-
ющихся волн для системы Lu = 0 состоит в использовании представления общего решения
этой системы через общее решение системы

zit + qizix = Ci
j(t, x)z

j , zt +Qzx = Cz (12)

в виде
ui = Ai

j(t, x)z
j , u = Az, (13)

где A и C – некоторые матрицы, определяемые из условия, что решение (12), подставленное
в (13), должно давать общее решение исходной системы Lu = 0.

Фактически речь идет о разложении сложной системы уравнений с частными производны-
ми в систему уравнений переноса волн.

В многомерном случае можно заметить, что и уравнения (9), и уравнения (12), и закон
прохождения волны через узел (11) аналогичны хорошо известному уравнению переноса из-
лучения (см., например, [38, 39])

Vt(t, x, θ) + θVx(t, x, θ) =
1

sn

∫

Sθ′

σ(t, x, θ, θ′)V (t, x, θ′) dSθ′ (14)

в многомерной среде. Действительно, во всех этих уравнениях приходящая волна рассеивается
по всем возможным направлениям с некоторыми коэффициентами, разница только в том, что
на отрезке таких направлений два, на графе, для которого получены формулы (10), (11), –
конечное число, а в пространстве – континуум (“занумерованный” в (14) единичной сферой).

В случае уравнений более высокого порядка (или систем) к этому добавляется большее
количество характеристических направлений, так что естественная постановка вопроса о ме-
тоде распространяющихся волн в многомерном случае состоит в том, как уравнение излучения
(или его разумную модификацию) связать с классическим волновым уравнением в R

n?
Это, так сказать, общая постановка задачи. Ниже мы увидим, что по мере получения тех

или иных результатов её приходится модифицировать и уточнять.
5. Волновые уравнения с памятью, зависящей от неизвестной функции. Чрезвы-

чайно интересным классом уравнений, давших обширную феноменологию для развития ме-
тода распространяющихся волн, оказались волновые уравнения с памятью. Под ними обычно
понимаются уравнения двух типов:

utt = uxx +

∞∫

0

[ ∞∑

i=0

μie−λi(t−τ)u(τ, x)

]

dτ (15)

и

utt = uxx +

∞∫

0

[ ∞∑

i=0

κie
−λi(t−τ)uxx(τ, x)

]

dτ. (16)

Такие уравнения с интегральным членом типа свёртки с комбинацией экспонент, как раз и
называемого “памятью”, возникают в теории усреднения композитных (пористых) сред. Без-
условно, при математическом рассмотрении речь идет не только об именно таких уравнениях,
но и о различных их обобщениях.

С точки зрения метода распространяющихся волн оба уравнения очень удобны, поскольку
эквивалентны системе уравнений с частными производными безо всяких интегралов. Дейст-
вительно, если обозначить

vi(t, x) =

t∫

0

e−λi(t−τ)u(τ, x) dτ
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в случае уравнения (15) и

vi(t, x) =

t∫

0

e−λi(t−τ)uxx(τ, x) dτ

в случае уравнения (16), то получим соответственно системы

utt − uxx =
∞∑

i=1

κiv
i, vit = −λiv + u

и

utt − uxx =
∞∑

i=1

κiv
i, vit = −λiv + uxx.

Приведём результаты, полученные для такого рода уравнений (как и ранее, мы практи-
чески не будем оговаривать условия гладкости, достаточной для того, чтобы все операции
дифференцирования были корректны). Начнём с уравнения, предложенного нам Х.Х. Имом-
назаровым [40] и являющегося как раз моделью фильтрации в пористой среде. В оригинальной
формулировке оно имело вид

ρs(z)utt = (μ(z)uz)z − χ(z)ρ2l (z)ut + χ2(z)ρ3l (z)u − χ3(z)ρ4l (z)

t∫

0

e−χ(z)ρl(z)(t−τ)u(τ, z) dτ

(ρs и ρl – плотности твёрдой и жидкой фаз, μ – модуль сдвига, χ – коэффициент трения), а
после введения обозначения

v(t, s) = χ(z)ρl(z)

t∫

0

e−χ(z)ρl(z)(t−τ)u(τ, z) dτ

свелось к системе (поскольку из этой системы фактически и было получено), которая после
замены пространственной переменной принимает вид

k(s)utt + ρ(s)vtt = (k(s)us)s, vt + λ(s)v = λ(s)u. (17)

Теорема [14]. Общее решение системы (17) имеет вид

u(t, s) =
f−(t, s) + f+(t, s)

√
k(s)

, v(t, s) =
f0(t, s)
√
k(s)

,

где функции fα(t, s) являются общим решением системы

f−
t + f−

s = −ψ(s)f− + [φ(s)− ψ(s)]f+ + ψ(s)f0,

f−
t − f−

s = −[φ(s) + ψ(s)]f− − ψ(s)f+ + ψ(s)f0, f0
t = λ(s)f− + λ(s)f+ − λ(s)f0, (18)

здесь φ(s) = k′(s)/(2k(s)), ψ(s) = λ(s)ρ(s)/(2k(s)).
Как видим, усложнение системы (17) по сравнению с уравнением (2) не повлияло на сам

факт представимости решения через волны и лишь изменило правую часть уравнения (причём,
обратим внимание, аддитивно: φ(s) как равнялась k′(s)/(2k(s)), такой и осталась, а появление
в (17) дополнительного уравнения и дополнительных слагаемых в старом уравнении просто
добавило точно так же в (18) новое уравнение и новые слагаемые в старых уравнениях).
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6. Волновые уравнения с памятью, зависящей от второй производной.Вторым ти-
пом уравнений, изменивших взгляд на метод распространяющихся волн, оказалось уравнение
с памятью, выраженной через вторую производную [41]. В простейшем случае оно имеет вид

utt = uss + μ

t∫

0

exp{−λ(t− τ)}uss(τ, s) dτ, (19)

где μ 
= 0 и λ – некоторые константы, и обозначением интеграла через v сводится к системе

utt = uss + μv, uss = vt + λv. (20)

Как оказалось [15], в этом случае представление (12), (13) приходится модифицировать: вы-
ражения искомых функций через волны в виде комбинации соответствующих функций не
существует и необходимо привлекать ещё и производные. В итоге решение системы (20) пред-
ставляется методом распространяющихся волн в виде

u(t, s) = f−(t, s)+f+(t, s), v(t, s) = −λf−(t, s)−λf+(t, s)+λf0(t, s)−f−
s (t, s)+f+

s (t, s), (21)

где
f−
t (t, s) + f−

s (t, s) =
μ

2
f−(t, s) +

μ

2
f+(t, s)− μ

2
f0(t, s),

f+
t (t, s)− f+

s (t, s) =
μ

2
f−(t, s) +

κ

2
f+(t, s)− μ

2
f0(t, s),

f0
t (t, s) = (λ+ μ)f−(t, s) + (λ+ μ)f+(t, s)− (λ+ μ)f0(t, s). (22)

При этом явно выделяется “особый” случай λ+ μ = 0, так как при доказательстве того, что
(21), (22) даёт все решения системы (20), вырождение проявляется в начальных условиях.
Нетрудно видеть, что соответствие между начальными условиями для u, v и начальными
условиями для fα, имеющее вид

u0(s) = f−(0, s) + f+(0, s), u1(s) = −f−
s (0, s) + f+

s (0, s) + μf−(0, s) + μf+(0, s) − μf0(0, s),

v0(s) = −f−
s (0, s) + f+

s (0, s)− λf−(0, s) − λf+(0, s) + λf0(0, s),

при λ + μ = 0 становится конфликтным: из него следует, что v0(s) = u1(s), хотя с точки
зрения системы (20) они должны полагаться независимыми.

Однако тот факт, что λ + μ = 0, позволяет комбинацией уравнений (20) получить урав-
нение utt = vt, которое интегрируется один раз, после чего удаётся понять в чем проблема.
Оказывается, что в этом особом случае в формуле (21) нужно использовать не только первые,
но и вторые производные, что даёт в результате представление

u(t, s) = f−(t, s) + f+(t, s)− μf0(t, s), v(t, s) = f0
ss(t, s),

f−
t (t, s) + f−

s (t, s) =
μ

2
f−(t, s) +

μ

2
f+(t, s), f+

t (t, s)− f+
s (t, s) =

μ

2
f−(t, s) +

μ

2
f+(t, s),

f0
t (t, s) = f−(t, s) + f+(t, s),

для которого соответствие между начальными условиями восстанавливается. Действительно,
в этом случае они принимают вид

u0(s) = f−(0, s) + f+(0, s) − μf0(0, s), u1(s) = −f−
s (0, s) + f+

s (0, s), v0(s) = f0
ss(0, s).

Из последнего условия простым интегрированием получаем f0(0, s), а из первых двух условий
стандартным образом находятся f−(0, s) и f+(0, s).
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Следует отметить, что возможен и другой вариант представления решения

u(t, s) = f−(t, s) + f+(t, s)− μf0(t, s),

v(t, s) = −λf−(t, s)− λf+(t, s)− f−
s (t, s) + f+

s (t, s) + f0
ss(t, s),

f−
t (t, s) + f−

s (t, s) =
μ

2
f−(t, s) +

μ

2
f+(t, s), f+

t (t, s)− f+
s (t, s) =

μ

2
f−(t, s) +

μ

2
f+(t, s),

f0
t (t, s) = 0, (23)

который примечателен в двух аспектах: во-первых, становится понятным, что в формуле (13)
в общем случае стоит не линейная комбинация волн, а некоторое линейное дифференциальное
выражение от этих волн; а во-вторых, формула (23) показывает, что рассматриваемый нами
процесс фактически распадается на два независимых (один – для f±, другой – для f0), что
ни из системы (20), ни тем более из исходного уравнения (19) усмотреть было невозможно.

Аналогичный результат получается и в более общем случае. Первое естественное обобще-
ние – случай суммы нескольких экспонент под интегралом:

utt = uss +
n∑

i=1

μi

t∫

0

exp{−λi(t− τ)}uss(τ, s) dτ.

Здесь введением переменных vi вместо интегралов с соответствующими экспонентами полу-
чаем систему

utt − uss =

n∑

i=1

μiv
i, uss = vit + λivi, i = 1, n,

решения которой представляются через систему переноса волн. При обозначениях

μ =

n∑

i=1

μi, σ =

n∑

i=1

μi

λi

(если одно из λi = 0, то формулы несколько модифицируются) и σ 
= −1 это представление
выражается формулами

u(t, s) = f−(t, s) + f+(t, s),

vi(t, s) = −λif−(t, s)− λif+(t, s) + λif i(t, s)− f−
s (t, s) + f+

s (t, s),

f−
t (t, s) + f−

s (t, s) =
μ

2
f−(t, s) +

μ

2
f+(t, s)− 1

2

n∑

j=1

μjf
j(t, s),

f+
t (t, s)− f+

s (t, s) =
μ

2
f−(t, s) +

μ

2
f+(t, s)− 1

2

n∑

j=1

μjf
j(t, s),

f i
t (t, s) = (λi + μ)f−(t, s) + (λi + μ)f+(t, s)− λif i(t, s)−

n∑

j=1

μjf
j(t, s),

а при σ = −1 – формулами

u(t, s) = f−(t, s) + f+(t, s)−
n∑

i=1

μif
i(t, s), vi(t, s) = f i

ss(t, s), i = 1, n, (24)

f−
t (t, s) + f−

s (t, s) =
μ

2
f−(t, s) +

μ

2
f+(t, s)− 1

2

n∑

j=1

μj(λ
j + μ)f j(t, s),
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f+
t (t, s)− f+

s (t, s) =
μ

2
f−(t, s) +

μ

2
f+(t, s)− 1

2

n∑

j=1

μj(λ
j + μ)f j(t, s),

f i
t (t, s) = f−(t, s) + f+(t, s)− λif i(t, s)−

n∑

j=1

μjf
j(t, s). (25)

Эти формулы позволяют найти результат и для предельно общего (для этого класса урав-
нений) случая – когда интегрирование идет по произвольной мере:

utt = uss +

∞∫

0

t∫

0

exp{−λ(t− τ)}uss(τ, s) dτ dμ(λ).

Обозначив

v(t, s, λ) =

t∫

0

exp{−λ(t− τ)}uss(τ, s) dτ,

получим систему

utt − uss =

∞∫

0

v dμ(λ), uss = vt + λv,

для которой точно так же приходим к представлениям через волны при σ 
= −1:

u(t, s) = f−(t, s) + f+(t, s),

v(t, s, λ) = −λf−(t, s)− λf+(t, s) + λg(t, s, λ) − f−
s (t, s) + f+

s (t, s),

f−
t (t, s) + f−

s (t, s) =
μ̄

2
f−(t, s) +

μ̄

2
f+(t, s)− 1

2

+∞∫

0

g(t, s, λ) dμ(λ),

f+
t (t, s)− f+

s (t, s) =
μ̄

2
f−(t, s) +

μ̄

2
f+(t, s)− 1

2

+∞∫

0

g(t, s, λ) dμ(λ),

gt(t, s, λ) = (λ+ μ̄)f−(t, s) + (λ+ μ̄)f+(t, s)− λg(t, s, λ)−
+∞∫

0

g(t, s, λ) dμ(λ)

(здесь μ̄ =
∫ +∞
0 dμ(λ), σ =

∫ +∞
0 λ−1 dμ(λ)) и при σ = −1:

u(t, s) = f−(t, s) + f+(t, s)−
+∞∫

0

g(t, s, λ) dμ(λ), v(t, s, λ) = gss(t, s, λ), (26)

f−
t (t, s) + f−

s (t, s) =
μ̄

2
f−(t, s) +

μ̄

2
f+(t, s)− 1

2

+∞∫

0

(λ+ μ̄)g(t, s, λ) dμ(λ),

f+
t (t, s)− f+

s (t, s) =
μ̄

2
f−(t, s) +

μ̄

2
f+(t, s)− 1

2

+∞∫

0

(λ+ μ̄)g(t, s, λ) dμ(λ),
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gt(t, s, λ) = f−(t, s) + f+(t, s)− λg(t, s, λ) −
+∞∫

0

g(t, s, λ) dμ(λ). (27)

Отметим, что формулы (26), (27), так же как и формулы (24), (25), пригодны не только для
σ = −1, но и для любого значения σ, так что особенность этого случая связана только с
порядком того дифференциального оператора, через который выражаются функции u и v,
а не с особым поведением волн.

7. Волновые уравнения с памятью и вязкостью. Наконец, приведём ещё один тип
волновых уравнений с памятью, который отличается от предыдущих наличием члена с про-
изводной utxx, интерпретируемого как вязкость (см., например, [41]):

utt = kuss + αutss + μ

t∫

0

exp{−λ(t− τ)}uss(τ, s) dτ,

где α 
= 0, k 
= 0, μ 
= 0 и λ – некоторые константы. Здесь, как и в предыдущих случаях,
обозначение интеграла через v приводит к системе

utt = kuss + αutss + μv, vt + λv = uxx (28)

или, если подставить uss из второго уравнения в первое, к системе

utt − αvtt = (k + αλ)vt + (μ + kλ)v, uss = vt + λv. (29)

Представление (29) удобно тем, что по нему легко определить двукратные семейства ха-
рактеристик t = const и s = const.

Соответственно решение (28) записывается в виде (здесь приводятся в несколько модифи-
цированной форме результаты из статьи [16])

u(t, s) = αf(t, s), v(t, s) = f(t, s)− g(t, s), (30)

где четыре “волны” (наличие характеристик t = const обуславливает запись этого слова в
кавычках) – функции f, g, r и не фигурирующая в (30) функция h – определяются соотно-
шениями

ft(t, s)− hs(t, s) =
k

α
f(t, s)− k

α
g(t, s) +

1

α
r(t, s), fs(t, s) =

1

α
h(t, s),

gt(t, s) =

(
k

α
+ λ

)

f(t, s)−
(
k

α
+ λ

)

g(t, s) +
1

α
r(t, s),

rt(t, s) = (μ + kλ)f(t, s)− (μ + kλ)g(t, s),

или, если исключить функцию h(t, s), равенствами

ft(t, s)− αfss(t, s) =
k

α
f(t, s)− k

α
g(t, s) +

1

α
r(t, s),

gt(t, s) =

(
k

α
+ λ

)

f(t, s)−
(
k

α
+ λ

)

g(t, s) +
1

α
r(t, s),

rt(t, s) = (μ + kλ)f(t, s) + (μ + kλ)g(t, s).

Это представление, фактически, выводит метод распространяющихся волн за рамки чисто
гиперболической теории. Тем же приёмом, что и в методе распространяющихся волн, мы раз-
делили параболическую (так что “волны” оказались совсем не волнами) и гиперболическую
составляющие нашей системы.
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Результат, как и в п. 6, переносится на случай уравнения с интегралом от комбинации
экспонент

utt − αutss = kuss +

n∑

i=1

μi

t∫

0

exp{−λi(t− τ)}uss(τ, s) dτ, n � 1.

Обозначение интеграла от каждой экспоненты через vi даёт систему

utt = kuss + αutss +

n∑

i=1

μiv
i, vit + λivi = uss, i = 1, n,

решение которой имеет вид

u(t, s) = αf(t, s), vi(t, s) = f(t, s)− gi(t, s) + r(t, s), i = 1, n,

ft(t, s)− αfss(t, s) =
k

α

[

f(t, s)− 1

n

n∑

j=1

gj(t, s)

]

,

git(t, s) =
k

α

[

f(t, s)− 1

n

n∑

j=1

gj(t, s)

]

+ λi[f(t, s)− gi(t, s) + r(t, s)]−

−
n∑

i=1

(
λi

n
+

μi

k

)[

f(t, s)− gi(t, s) + r(t, s)

]

,

rt(t, s) = −
n∑

i=1

(
λi

n
+

μi

k

)

[f(t, s)− gi(t, s) + r(t, s)].

В случае уравнения с интегралом по произвольной мере

utt = kuss + αutss +

∞∫

0

t∫

0

exp{−λ(t− τ)}uss(τ, s) dτ dμ(λ)

введение функции

v(t, x, λ) =

t∫

0

exp{−λ(t− τ)}uss(τ, s) dτ

приводит к системе

utt − αutss = kuss +

∞∫

0

v(t, s, λ) dμ(λ), uss = vt + λv,

решение которой представляется в виде

u(t, s) = αf(t, s), v(t, s, λ) = f(t, s)− g(t, s, λ) + r(t, s)

ft(t, s)− αfss(t, s) =
k

α

[

f(t, s)− 1

μ̄

∞∫

0

g(t, s, λ) dμ(λ)

]

,

gt(t, s, λ) =
k

α

[

f(t, s)− 1

μ

∞∫

0

g(t, s, λ) dμ(λ)

]

+ λ[f(t, s)− g(t, s, λ) + r(t, s)]−

5 ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 5 2023



632 БОРОВСКИХ

−
∞∫

0

(
λ

μ̄
+

1

k

)

[f(t, s)− g(t, s, λ) + r(t, s)] dμ(λ),

rt(t, s) = −
∞∫

0

(
λ

μ̄
+

1

k

)

[f(t, s)− g(t, s, λ) + r(t, s)] dμ(λ).

Заключение. Подчеркнём, что метод распространяющихся волн явно выходит за рамки
рассмотрения гиперболических систем. Возможность выделения параболической составляю-
щей, которая была продемонстрирована в примере, конечно, может быть вполне дополнена и
возможностью выделения эллиптической составляющей. Действительно, если характеристики
вдруг окажутся мнимыми, мы можем рассмотреть уравнения вида

ft(t, s)− gs(t, s) = . . . , gt(t, s) + fs(t, s) = . . .

и другие уравнения переноса, где многоточиями обозначены линейные алгебраические выра-
жения от различных “волн”, и найти представления решения исходной системы через функции
f, g и остальные “волны”, которые будут фигурировать в системе переноса.

Таким образом, в результате развития метода распространяющихся волн он трансформи-
руется в метод декомпозиции линейной системы уравнений в частных производных с двумя
независимыми переменными и представления её решений через решения линейной системы
первого порядка, левые части которой представляют собой элементарные формы, связанные с
простейшими эллиптическими, гиперболическими и параболическими уравнениями, а правые
являются линейными алгебраическими выражениями от всех неизвестных функций.

При этом решения исходной системы через решения такой “канонической” системы могут
выражаться не только алгебраически, но и линейными дифференциальными (по простран-
ственной переменной) операторами не только первого, но и более высокого порядка. Так что
окончательно задача (12), (13) приобретает следующий общий вид: для произвольной линей-
ной системы Lu = 0 относительно вектор-функции u(t, x) от двух независимых переменных
t и x представить её решение в виде u = Mxz, где Mx – некоторый обыкновенный диффе-
ренциальный оператор с дифференцированием по переменной x, а z(t, x) – решение системы
канонических уравнений Pzt + Qzx = Cz, где левая часть определяется характеристиками
системы, матрица P – диагональная (с возможными нулями), а C – некоторая матрица.

Нельзя не отметить, что представленные результаты, конечно, не являются общими. Их
скорее можно рассматривать как некоторый набор феноменов, демонстрирующий и возмож-
ности метода, и смысл его применения в различных задачах. Все представления, которые
обсуждались, получены, в конечном счёте, подбором (поскольку они определяются неодно-
значно и даже для уравнений с постоянными коэффициентами возникают несколько “степеней
свободы”, позволяющих представить решение исходной системы через волны несколькими спо-
собами, как эквивалентными между собой, так и не сводящимися друг к другу). Построение
же общей теории обсуждаемого метода ещё предстоит.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования
Российской Федерации (соглашение № 075-02-2023-939).
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УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ
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О ФУНДАМЕНТАЛЬНОЙ МАТРИЦЕ РЕШЕНИЙ
ПЛОСКОЙ АНИЗОТРОПНОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ
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Приведено явное выражение (в полярных координатах) фундаментальной матрицы ре-
шений системы Ламе плоской анизотропной теории упругости. Показано, что оператор
свёртки этой матрицы в конечной области с ляпуновской границей ограничен в простран-
ствах Гёльдера Cμ → C2,μ. Аналогичный результат установлен и для бесконечной области
в соответствующих весовых пространствах Гёльдера (со степенным поведением на беско-
нечности).

DOI: 10.31857/S0374064123050072, EDN: CXSOSU

К 95-летию Владимира Александровича Ильина

Рассмотрим в области D на плоскости неоднородную систему Ламе

a11
∂2u

∂2x
+ (a12 + a21)

∂2u

∂x∂y
+ a22

∂2u

∂2y
= f (1)

для вектор-функций u = (u1, u2) с постоянными матричными коэффициентами

a11 =

(
α1 α6

α6 α3

)

, a12 =

(
α6 α4

α3 α5

)

,

a21 =

(
α6 α3

α4 α5

)

, a22 =

(
α3 α5

α5 α2

)

,

отвечающую общему анизотропному случаю упругой среды [1, 2]. Последнее означает, что
элементы αj этих матриц, называемые модулями упругости, удовлетворяют условию поло-
жительной определённости 3× 3-матрицы

α =

⎛

⎝
α1 α4 α6

α4 α2 α5

α6 α5 α3

⎞

⎠,

которое обеспечивает сильную эллиптичность системы Ламе (1).
Рассмотрим матричный трёхчлен p(z) = a11 + a33z+ a22z

2 этой системы, где здесь и ниже
для краткости положено a33 = a12 + a21, представляющий собой симметричную матрицу

p =

(
p1 p3
p3 p2

)

,

p1(z) = α1 + 2α6z + α3z
2, p2(z) = α3 + 2α5z + α2z

2, p3(z) = α6 + (α3 + α4)z + α5z
2. (2)

В силу эллиптичности корни характеристического многочлена четвёртой степени χ = p1p2−p23
не лежат на вещественной оси. Обозначив через ν1, ν2 эти корни в верхней полуплоскости
(возможно кратные), можем записать

χ(z) = (det a22)(z − ν1)(z − ν1)(z − ν2)(z − ν2),

где ν1 и ν2 – комплексно-сопряжённые числа к ν1 и ν2 соответственно.
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Рассмотрим матричную квадратичную форму

σ(z) = a22x
2 − a33xy + a11y

2, z = x+ iy, (3)

положительно определённую при z 
= 0.
Введём матрицы

e1 =
1

2π

∫

S

σ−1(ξ) d1ξ, e2 =
1

2π

∫

S

[ξ1ξ2(a11 − a22)− ξ21a33]σ
−1(ξ) d1ξ, (4)

где S означает единичную окружность, ξ = ξ1 + iξ2 и d1ξ есть элемент длины дуги.
Теорема 1. Матрица-функция

h0(θ) = σ−1(eiθ)[cos θ sin θ(a11 − a22)e1 + sin2 θa33e1 + ẽ2], (5)

где ẽ2 = a22e2a
−1
22 , допускает π-периодическую первообразную h(θ) и формула

ω(z) =
1

2π
[(ln |z|)e1 + h(arg z)] (6)

определяет фундаментальную матрицу решений системы Ламе. Другими словами, для лю-
бой функции f с компактным носителем, удовлетворяющей условию Гёльдера, интеграл

u(z) =

∫

C

ω(ζ − z)f(ζ) d2ζ (7)

доставляет решение неоднородной системы Ламе с правой частью f.
Отметим, что фундаментальная матрица решений системы Ламе по существу была постро-

ена в работе [3], однако в ней допущена неточность.
Доказательство. Как и в работе [3], введём блочную матрицу

A =

(
0 1

−a−1
22 a11 −a−1

22 a33

)

, (8)

собственные значения которой совпадают с корнями характеристического многочлена χ и, в
частности, не лежат на вещественной оси.

Удобно с каждым комплексным числом z = x+ iy связать матрицу zA = x1 + yA, кото-
рая при z 
= 0 обратима (здесь 1 – единичная матрица). Прямая проверка показывает, что
обратная к ней матрица определяется равенством

z−1
A =

(
σ−1(z) 0

0 σ−1(z)

)(
xa22 − ya33 −y

ya11 x

)(
1 0
0 a22

)

. (9)

Рассмотрим интеграл

(U)(z) = − 1

2π

∫

C

(ζ − z)−1
A ϕ(ζ) d2ζ, z ∈ C, (10)

с векторной плотностью ϕ = (ϕ1, ϕ2). Как установлено в [4, лемма 3.5.2], функция (10) непре-
рывно дифференцируема и её производные вычисляются по формулам

∂U

∂x
= α1ϕ(z) +

1

2π

∫

D

(ζ − z)−2
A ϕ(ζ) d2ζ,

∂U

∂y
= α2ϕ(z) +

1

2π

∫

D

A(ζ − z)−2
A ϕ(ζ) d2ζ
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с матричными коэффициентами

α1 =
1

2π

∫

S

ξkξ
−1
A d1ξ, k = 1, 2,

и двумерными сингулярными интегралами.
Таким образом, функция U удовлетворяет уравнению

∂U

∂y
−A

∂U

∂x
= −Eϕ (11)

с матрицей

E = −α2 + α1A =
1

2π

∫

S

(iξ)Aξ
−1
A d1ξ,

которую можно записать в форме

1

2π

∫

S

(iξ)Aξ
−1
A d1ξ =

1

2π

∫

S

ξ−1
A (dξ1 +Adξ2).

Аналогично [5] убеждаемся, что правую часть этого равенства можно рассматривать как зна-
чение χ(A) от матрицы A функции

χ(u) =
1

2π

∫

S

dξ + u dη

ξ + uη
, Imu 
= 0.

Поскольку χ(u) = ±i в полуплоскости ± Imu > 0, то [χ(A)]2 = χ2(A) = −1. Таким образом,
матрица E обратима и

E2 = −1. (12)

Согласно (9) имеем равенство

z−1
A (iz)A =

(
σ−1(z) 0

0 σ−1(z)

)(
xa22 − ya33 −y

ya11 x

)(
−y x

−xa11 −ya22 − xa33

)

.

Поэтому в блочном 2× 2-виде матрица E определяется равенством

E =

(
e′2 e1a22

−e1a11 e2

)

, (13)

где в дополнение к (4) положено

e′2 =
1

2π

∫

S

σ−1(ξ)[ξ1ξ2(a11 − a22) + ξ22a33] d1ξ.

Выберем теперь плотность ϕ = (ϕ1, ϕ2) интеграла (10) в форме

ϕ = Eϕ̃, ϕ̃ = (0, a−1
22 ψ). (14)

Тогда в силу (11), (12), (14) имеем

∂U

∂y
−A

∂U

∂x
= ϕ̃.
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С учётом (8) в покомпонентной записи вектора U = (u1, u2) это уравнение примет вид

∂u1
∂y

− ∂u2
∂x

= 0, a22
∂u2
∂y

+ a11
∂u1
∂x

+ a33
∂u2
∂x

= f. (15)

В силу (13), (14) вектор ϕ = (e1f, e2a
−1
22 f). Следовательно, вектор U имеет своими ком-

понентами

uk(z) = − 1

2π

∫

C

{[(ζ − z)−1
A ]k1e1 + [(ζ − z)−1

A ]k2a
−1
22 ẽ2}f(ζ) d2ζ, k = 1, 2,

где, напомним, ẽ2 = a22e2a
−1
22 . Расписывая элементы матрицы (9), в соответствии с (4) отсюда

приходим к выражениям

uk(z) = − 1

2π

∫

C

ωk(ζ − z)f(ζ) d2ζ, k = 1, 2, (16)

с ядрами ω1(z) = σ−1(z)[xa22e1 − y(a33e1 + ẽ2)], ω2(z) = σ−1(z)(xẽ2 + ya11e1).
Первое равенство (15) показывает, что форма u1 dx+ u2 dy замкнута на всей плоскости и,

следовательно, существует функция u ∈ C2, для которой

∂u

∂x
= u1,

∂u

∂y
= u2. (17)

Второе равенство (15) означает, в частности, что u является решением (1).
Очевидно, ∫

Γ

du =

∫

Γ

u1 dx+ u2 dy = 0

для любого простого контура Γ, ориентированного против часовой стрелки. Подставляя сюда
выражения (16) и меняя порядок интегрирования, получаем

∫

C

f(ζ) d2ζ

∫

Γ

[ω1(ζ − z) dx+ ω2(ζ − z) dy] = 0.

Поскольку функция f произвольна, отсюда следует, что
∫

Γ

[ω1(ζ − z) dx+ ω2(ζ − z) dy] = 0, ζ /∈ Γ.

Следовательно, форма ω1(z) dx + ω2(z) dy точна в области C \ {0} и существует её первооб-
разная ω0, для которой справедливы равенства

∂ω0

∂x
= ω1,

∂ω0

∂y
= ω2.

Так как функция u определена с точностью до постоянного слагаемого, в соответствии с (17)
можем считать, что

u(z) =
1

2π

∫

C

ω0(ζ − z)f(ζ) d2ζ. (18)

Очевидно, интеграл от формы dω0 = ω1 dx + ω2 dy по единичной окружности S равен
нулю, что можно записать в виде

∫

S

[−ξ2ω1(ξ) + ξ1ω2(ξ)] d1ξ = 0. (19)
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Из (3), (4) и выражения ядер ωj, j = 1, 2, видно, что на единичной окружности ξ21 + ξ22 = 1
они связаны соотношениями

ξ1ω1(ξ) + ξ2ω2(ξ) = e1, −ξ2ω1(ξ) + ξ1ω2(ξ) = h0(θ) (20)

с π-периодической функцией h0(θ) из (5). В частности, равенство (19) означает, что

2

π∫

0

h0(θ) dθ =

2π∫

0

h0(θ) dθ = 0,

поэтому первообразная h функции h0 также является π-периодической.
В полярных координатах x = r cos θ, y = r sin θ имеем равенства

∂ω0

∂r
= ω1 cos θ + ω2 sin θ,

∂ω0

∂θ
= r(−ω1 sin θ + ω2 cos θ).

С учётом (20) и свойства однородности ωj(re
iθ) = r−1ωj(e

iθ) функций ωj получим

∂ω0

∂r
=

e1
r
,

∂ω0

∂θ
= h0(θ),

поэтому можно положить ω0(re
iθ) = e1 ln r+h(θ). Совместно с (18) отсюда приходим к выра-

жению (7) для фундаментальной матрицы решений системы Ламе.
Заметим, что в обозначениях (4), (13) равенство (19) можем записать в виде

e′2e1 + e1ẽ2 = 0.

Последнее равенство можно вывести и непосредственно, пользуясь свойством (12) матрицы
E. В самом деле, согласно (13) имеем

0 = (E2)12 = e′2e1a22 + e1a22e2 = (e′2e1 + e1ẽ2)a22.

Для изотропной среды, когда α5 = α6 = 0 и α1 − α3 = α3 + α4, первообразная h(θ)
функции h0 вычисляется явно, поскольку в этом случае

σ−1(eiθ) =
1

α1α3

(
α1 cos

2 θ + α3 sin
2 θ (α1 − α3) cos θ sin θ

(α1 − α3) cos θ sin θ α3 cos
2 θ + α1 sin

2 θ

)

, e1 =
α1 + α3

2α1α3
.

В предположении различных корней ν1, ν2 характеристического многочлена χ фунда-
ментальная матрица решений ω была построена в монографии В.Д. Купрадзе [1] путём све-
дения системы Ламе к одному уравнению четвёртого порядка и применения к последнему
метода Е.Е. Леви [6]. В обозначениях (2) эта матрица даётся формулой

ω(x, y) = 2a Im
∑

k=1,2

[

dk

(
p2(νk) −p3(νk)
−p3(νk) p1(νk)

)

ln(x+ νky)

]

, (21)

где a = α2α3 − α2
5 и dk есть алгебраическое дополнение элемента ν3k матрицы

D =

⎛

⎜
⎜
⎝

1 ν1 ν21 ν31
1 ν1 ν21 ν31
1 ν2 ν22 ν32
1 ν2 ν22 ν32

⎞

⎟
⎟
⎠.

Как показано в [1], имеют место равенства

Re (d1ν
i
1 + d2ν

i
2) = 0, i = 0, 1, 2,

так что формула (21) даёт однозначную функцию.
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Очевидно, интеграл (7) можно рассматривать и для произвольных непрерывных функций
f(ζ) на плоскости с поведением O(|ζ|δ−3), 0 < δ < 1, на бесконечности. Из выражения (6)
видно, что для фиксированной точки z0 разность

ω(ζ − z)− ω(ζ − z0) = O(|ζ|−1)

на бесконечности. Поэтому замена ω(ζ − z) на ω(ζ − z)− ω(ζ − z0) под знаком интеграла (7)
позволяет рассматривать его для функций f(ζ) с более общим поведением

f(ζ) = O(|ζ|δ−2), 0 < δ < 1, (22)

на бесконечности.
Рассмотрим этот интеграл

(Tf)(z) =

∫

D

[ω(ζ − z)− ω(ζ − z0)]f(ζ) d2ζ, z ∈ D,

в области D на плоскости, ограниченной гладким контуром Γ. Эта область может быть как
конечной (т.е. лежать внутри некоторого круга), так и бесконечной (т.е. содержать внешность
круга). В первом случае функция f берётся из класса Гёльдера Cμ(D), во втором случае она
подчиняется указанному весовому поведению (22) на бесконечности и принадлежит классу Cμ

в каждой ограниченной подобласти.
Учитывая весовую функцию ρλ(z) = (1 + |z|)λ произвольного порядка λ ∈ R, через

Cμ
λ (D,∞) обозначим пространство всех функций u ∈ C(D), для которых конечна норма

‖ϕ‖ = sup
z∈D

|(ρ−λϕ)(z)| + sup
z1 
=z2
zj∈D

|(ρμ−λϕ)(z1)− (ρμ−λϕ)(z2)|
|z1 − z2|μ

. (23)

Это пространство банахово и является частным случаем более общих весовых пространств, по-
дробно изученных в [4]. Опишем кратко его основные свойства. Из определения (23) видно, что
при λ = 0 пространство Cμ

0 (D,∞) состоит из всех ограниченных функций, для которых ρμϕ
удовлетворяет условию Гёльдера с показателем μ в каждой компоненте составной области D.
Легко видеть, что оно является банаховой алгеброй по умножению и Cμ

λ = ρλC
μ
0 , в частно-

сти, операция умножения, как билинейное отображение, ограничена Cμ
λ1

×Cμ
λ2

→ Cμ
λ1+λ2

. При
этом семейство банаховых пространств (Cμ

λ ) монотонно убывает по параметру μ (в смысле
вложения банаховых пространств) и возрастает по λ (в случае бесконечной области).

Банахово пространство Cn,μ
λ (D,∞), n ∈ N, определяется индуктивно по n и состоит из

всех функций ϕ ∈ Cn(D), для которых

ϕ ∈ Cn−1,μ
λ (D,∞),

∂u

∂x
,
∂u

∂y
∈ Cn−1,μ

λ−1 (D,∞).

Индукцией показывается, что операция умножения, как билинейное отображение, ограниче-
на Cn,μ

λ1
× Cn,μ

λ2
→ Cn,μ

λ1+λ2
. В частности, пространство Cn,μ

0 является банаховой алгеброй по
умножению.

Теорема 2. Пусть контур Γ ∈ C1,ν , 0 < μ < ν и 0 < δ < 1.
Тогда оператор T ограничен Cμ(D)→ C2,μ(D), если область D конечна, и Cμ

δ−2(D,∞)→
→ Cμ

δ (D,∞), если область D бесконечна.
В обоих случаях функция u = Tf удовлетворяет уравнению (1).
Доказательство. Согласно теореме 1 можем записать равенства

∂(Tf)

∂x
= T1f,

∂(Tf)

∂y
= T2f (24)
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с операторами

(Tjf)(z) =

∫

D

ωj(ζ − z)f(ζ) d2ζ, j = 1, 2, z ∈ D.

Предположим сначала, что область D конечна. Тогда к операторам Tj можно применить
теорему 3.5.2 из [4], согласно которой они ограничены Cμ(D) → C1,μ(D). Поэтому с учётом
(24) оператор T ограничен Cμ(D) → C2,μ(D).

Пусть далее область D бесконечна. В этом случае на основании теоремы 3.11.2 из [4]
операторы Tj ограничены Cμ

δ−2(D,∞) → Cμ
δ−1(D,∞). На основании (24) и теоремы 2.10.1

из [4] отсюда заключаем, что оператор T ограничен Cμ
δ−2(D,∞) → Cμ

δ (D,∞). Нужно толь-
ко учесть, что (Tf)(z0) = 0, так что условием (24) функция Tf определяется однозначно.
В рассматриваемом случае теорема 2.10.1 применима, поскольку здесь F = {∞} и условие
конуса в граничной точке τ = ∞ очевидным образом выполнено.
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УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

УДК 517.956.32

К ЗАДАЧЕ ДАРБУ
ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ

c© 2023 г. А. Н. Миронов, Л. Б. Миронова

Для гиперболической системы с некратными характеристиками в n-мерном пространстве
независимых переменных доказаны существование и единственность решения задачи Дар-
бу. Определена матрица Римана–Адамара и построено решение задачи Дарбу в терминах
указанной матрицы. В качестве примера применения полученных результатов подробно
построено решение задачи Дарбу для системы в случае четырёх независимых переменных.

DOI: 10.31857/S0374064123050084, EDN: CXXBYD

Введение. В теории гиперболических уравнений и систем существенную роль играют за-
дачи Дарбу. В частности, задача Дарбу для гиперболического уравнения второго порядка с
двумя независимыми переменными рассматривалась в работах [1, гл. 3, § 1; 2, с. 7–15, 90–122;
3; 4], для уравнений Бианки – в статьях [5, 6], при этом решения задач строились в терминах
функции Римана–Адамара.

Гиперболические системы вида

∂ui
∂xi

=
n∑

j=1

aij(x1, . . . , xn)uj + fi(x1, . . . , xn), i = 1, n, (1)

исследовались многими авторами (см., например, статьи [7–10] и библиографии к ним). От-
метим, что в [9, 10] решения задач Дарбу для системы (1) с двумя и тремя независимыми
переменными построены в терминах матриц Римана–Адамара.

В настоящей работе для системы (1) с n независимыми переменными предложен метод
решения задачи Дарбу, являющийся развитием метода Римана, который естественно назвать
методом Римана–Адамара.

1. Основной результат. Линейное преобразование искомых функций приводит систему
(1) к случаю, когда aii ≡ 0, i = 1, n. Далее считаем эти условия выполненными.

Пусть D – область, ограниченная плоскостями Xi : xi = 0, Xi0 : xi = xi0 > 0, i =
= 1, n− 1; T : xn = x1. Считаем, что коэффициенты системы (1) удовлетворяют условиям
гладкости aij ∈ C(D), fi ∈ C(D), i, j = 1, n.

Определим класс функций C(k1,k2,...,kn) следующим образом: функция f ∈ C(k1,k2,...,kn),
если существуют непрерывные производные ∂r1+r2+...+rnf/(∂xr11 ∂xr22 . . . ∂xrnn ), ri = 0, ki.

Решение u1 ∈ C(1,0,...,0)(D), u2 ∈ C(0,1,0,...,0)(D), . . . , un ∈ C(0,...,0,1)(D) назовём регуляр-
ным в области D.

Задача Дарбу. В области D найти регулярное решение системы (1), удовлетворяющее
граничным условиям

ui|Xi
= ϕi, un|T = ψ, i = 1, n− 1, (2)

где ϕi ∈ C(Xi), ψ ∈ C(T ) – заданные функции, причём ϕi зависят от всех независимых
переменных, кроме xi, а функция ψ = ψ(x1, x2, . . . , xn−1).
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Сведём систему (1) с учётом условий (2) к системе интегральных уравнений Вольтерры

ui(x1, . . . , xn) = ϕi +

xi∫

0

( n∑

j=1

aijuj + fi

)

dxi, i = 1, n − 1,

un(x1, . . . , xn) = ψ +

xn∫

x1

( n∑

j=1

anjuj + fn

)

dxn, (3)

решение которой существует и единственно в классе непрерывных функций. Задача Дарбу (1),
(2) и система (3) эквивалентны. Действительно, система (3) – следствие (1) и (2). Обратно,
дифференцируя уравнения системы (3) по переменным x1, . . . , xn, получаем систему (1) с
условиями (2).

Таким образом, справедлива
Теорема. Если выполняются условия aij ∈ C(D), fi ∈ C(D), i, j = 1, n, то решение

задачи Дарбу (1), (2) существует и единственно.
Перейдём к построению решения задачи Дарбу в терминах матрицы Римана–Адамара.
Запишем систему (1) в векторно-матричной форме

L(U) = F, L(U) ≡
n∑

i=1

AiUxi −BU, U = colon (u1, u2, . . . , un), (4)

где

A1 =

⎛

⎜
⎝

1 0 . . . 0
0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
0 0 . . . 0

⎞

⎟
⎠, A2 =

⎛

⎜
⎝

0 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎞

⎟
⎠, . . . , An =

⎛

⎜
⎝

0 . . . 0 0
0 . . . 0 0
0 . . . 0 0
0 . . . 0 1

⎞

⎟
⎠,

B =

⎛

⎜
⎝

0 a12 a13 . . . a1n
a21 0 a23 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann−1 0

⎞

⎟
⎠, F = colon (f1, f2, . . . , fn).

Введём матрицу Римана [11]

R = colon (R1,R2, . . . ,Rn),

где Ri(x1, x2, . . . , xn, ξ1, ξ2, . . . , ξn) = (ri1, ri2, . . . , rin), i = 1, n, являются решениями систем

ri1(x1, x2, . . . , xn) = δi1 −
x1∫

ξ1

(a21ri2 + a31ri3 + . . .+ an1rin)(α1, x2, . . . , xn) dα1,

ri2(x1, x2, . . . , xn) = δi2 −
x2∫

ξ2

(a12ri1 + a32ri3 + . . .+ an2rin)(x1, α2, x3, . . . , xn) dα2,

ri3(x1, x2, . . . , xn) = δi3 −
x3∫

ξ3

(a13ri1 + a23ri2 + . . . + an3rin)(x1, x2, α3, x4, . . . , xn) dα3, . . .

. . . , rin(x1, x2, . . . , xn) = δin −
xn∫

ξn

(a14ri1 + a24ri2 + . . .+ an−1nrin−1)(x1, x2, . . . , αn) dαn, (5)

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 5 2023



644 МИРОНОВ, МИРОНОВА

а δij – символ Кронекера. Решения систем (5) при каждом i существуют и единственны в
классе непрерывных функций. По первым n аргументам (x1, x2, . . . , xn) матрица R удовле-
творяет сопряжённой к (4) системе

L∗(V) = 0, L∗(V) ≡ −
n∑

i=1

(AiV)xi −BU.

Из систем (5), в частности, следует, что выполняются тождества

rij(x1, x2, . . . , xn, ξ1, ξ2, . . . , ξn)|xj=ξj ≡
{
1, j = i,

0, j 
= i.
(6)

Справедливо равенство

RL(U) =

n∑

i=1

(RAiU)xi , (7)

которое может быть проверено непосредственно.
Возьмём внутри области D произвольную точку P (ξ1, ξ2, . . . , ξn) и проведём через неё

плоскости, параллельные осям координат. Получим область DP , ограниченную плоскостями
Xi, i = 1, n − 1, xi = ξi, i = 1, n, а также плоскостью T : xn = x1. Плоскость xn = ξ1,
разбивает область DP на две части: D1 (отвечает условию xn > ξ1 и определяется неравен-
ствами 0 < x1 < ξ1, 0 < x2 < ξ2, . . . , 0 < xn−1 < ξn−1, ξ1 < xn < ξn) и D2 (соответствует
условию xn < ξ1 и может быть задана двумя системами неравенств:

1) 0 < x1 < ξ1, 0 < x2 < ξ2, . . . , 0 < xn−1 < ξn−1, x1 < xn < ξ1;
2) 0 < x1 < xn, 0 < x2 < ξ2, 0 < x3 < ξ3, . . . , 0 < xn < ξ1).
Обозначим пересечение замыкания области D1 с плоскостями Xi, i = 1, n− 1, через X1

i ,
с плоскостью xn = ξ1 – через E1, с плоскостями xi = ξi – через D1

i , i = 1, n. Аналогично
обозначим пересечение замыкания области D2 с плоскостями Xi, i = 1, n− 1, через X2

i , с
плоскостью xn = ξ1 – через E2, с плоскостью T – через S, с плоскостями xi = ξi – через
D2

i , i = 2, n− 1.
Определим матрицу Римана–Адамара H(x1, x2, . . . , xn, ξ1, ξ2, . . . , ξn) = (hij), i, j = 1, n,

задачи Дарбу:

H(x1, x2, . . . , xn, ξ1, ξ2, . . . , ξn) =

{
R(x1, x2, . . . , xn, ξ1, ξ2, . . . , ξn), (x1, x2, . . . , xn) ∈ D1,

Q(x1, x2, . . . , xn, ξ1, ξ2, . . . , ξn), (x1, x2, . . . , xn) ∈ D2.

Здесь Q = colon (Q1,Q2, . . . ,Qn), где вектор-функции Qi = (qi1, qi2, . . . , qin) являются реше-
ниями задачи Дарбу в области D2 для сопряжённой системы

qi1x1 = −a21qi2 − a31qi3 − . . . − an1qin, qi2x2 = −a12qi1 − a32qi3 − . . . − an2qin, . . .

. . . , qinxn = −a1nqi1 − a2nqi2 − . . .− an−1nqin−1

с условиями

qi1|xn=x1 = 0, qi2|x2=ξ2 = 0, . . . , qin−1|xn−1=ξn−1 = 0, qin|xn=ξ1 = rin|xn=ξ1 . (8)

Последнее условие в (8) можно записать в виде [hin]|xn=ξ1 = 0, где [hin]|xn=ξ1 – скачок функ-
ции hin на плоскости xn = ξ1.

Строка с номером i в тождестве (7) имеет вид

n∑

j=1

(rijuj)xj =

n∑

j=1

rijfj. (9)
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Проинтегрируем равенство (9) по области D1 :

∫∫

D1
1

ri1u1(ξ1, α2, . . . , αn) dαn . . . dα2 −
∫∫

X1
1

ri1u1(0, α2, . . . , αn) dαn . . . dα2 +

+

∫∫

D1
2

ri2u2(α1, ξ2, α3, . . . , αn) dαn . . . dα3 dα1 −

−
∫∫

X1
2

ri2u2(α1, 0, α3, . . . , αn) dαn . . . dα3 dα1 + . . .

. . .+

∫∫

D1
n−1

rin−1un−1(α1, α2, . . . , αn−2, ξn−1, αn) dαn dαn−2 . . . dα2 dα1 −

−
∫∫

X1
n−1

rin−1un−1(α1, α2, . . . , αn−2, 0, αn) dαn dαn−2 . . . dα2 dα1 +

+

∫∫

D1
n

rinun(α1, α2, . . . , αn−1, ξn) dαn−1 . . . dα2 dα1 −

−
∫∫

E1

rinun(α1, α2, . . . , αn−1, ξ1) dαn−1 . . . dα2 dα1 =

=

∫∫

D1

n∑

j=1

(rijfj)(α1, α2, . . . , αn) dαn . . . dα2 dα1. (10)

Здесь у rij указаны только первые n аргументов, остальные везде (ξ1, ξ2, . . . , ξn).
В (10) интегралы по многообразиям D1

j , согласно (6), обращаются в тождественный нуль,
если i 
= j; кроме того, в интеграле по D1

i rii ≡ 1, i = 1, n.
Теперь проинтегрируем (9) по области D2 :

∫∫

S

qi1u1(α1, α2, . . . , αn−1, α1) dα1 dα2 . . . dαn−1 −
∫∫

X2
1

qi1u1(0, α2, . . . , αn) dαn . . . dα3 dα2 +

+

∫∫

D2
2

qi2u2(α1, ξ2, α3, . . . , αn) dαn . . . dα3 dα1 −

−
∫∫

X2
2

qi2u2(α1, 0, α3, . . . , αn) dαn . . . dα3 dα1 + . . .

. . .+

∫∫

D2
n−1

qin−1un−1(α1, α2, . . . , αn−2, ξn−1, αn) dαn dαn−2 . . . dα2 dα1 −

−
∫∫

X2
n−1

qi3u3(α1, α2, . . . , αn−2, 0, αn) dαn dαn−2 . . . dα2 dα1 +
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+

∫∫

E2

qinun(α1, α2, . . . , αn−1, ξ1) dαn−1 . . . dα2 dα1 −

−
∫∫

S

qinun(α1, α2, . . . , αn−1, α1) dαn−1 . . . dα2 dα1 =

=

∫∫

D2

n∑

j=1

(rijfj)(α1, α2, . . . , αn) dαn . . . dα2 dα1. (11)

В (11) тоже у qij указаны только первые n аргументов, остальные n аргументов везде
(ξ1, ξ2, . . . , ξn), и, согласно (8), интегралы по многообразиям D1

j , j = 2, n− 1, обращаются
в тождественный нуль.

Складывая равенства (10) и (11) при i = 1, n, будем иметь

ξ1∫

0

ξ2∫

0

. . .

ξi−1∫

0

ξi+1∫

0

. . .

ξn−1∫

0

ξn∫

ξ1

ui(α1, α2, . . . , αi−1, ξi, αi+1, . . . , αn−1, αn) dαn dαn−1 . . .

. . . dαi+1 dαi−1 . . . dα2 dα1 =

∫∫

X1
1+X2

1

hi1u1 dαn dαn−1 . . . dα2 +

∫∫

X1
2+X2

2

hi2u2 dαn . . . dα3 dα1 + . . .

. . .+

∫∫

X1
i−1+X2

i−1

hi i−1ui−1 dαn . . . dαi dαi−2 . . . dα1 +

+

∫∫

X1
i+1+X2

i+1

hi i+1ui+1 dαn . . . dαi+2 dαi . . . dα1 +

+

∫∫

X1
n−1+X2

n−1

hi n−1un−1 dαn dαn−2 . . . dα2 dα1 +

∫∫

S

hi nun dαn−1 dαn−2 . . . dα2 dα1 +

+

∫∫

D1+D2

n∑

j=1

hijfj dαn dαn−1 . . . dα2 dα1, i = 1, n − 1, (12)

ξ1∫

0

ξ2∫

0

. . .

ξn−1∫

0

un(α1, α2, . . . , αn−1, ξn) dαn−1 . . . dα2 dα1 =

=

∫∫

X1
1+X2

1

hn1u1 dαn dαn−1 . . . dα2 +

∫∫

X1
2+X2

2

hn2u2 dαn . . . dα3 dα1 + . . .

. . .+

∫∫

X1
n−1+X2

n−1

hnn−1un−1 dαn dαn−2 . . . dα2 dα1 +

∫∫

S

hnnun dαn−1 dαn−2 . . . dα2 dα1 +

+

∫∫

D1+D2

n∑

j=1

hnjfj dαn dαn−1 . . . dα2 dα1. (13)

Правые части формул (12), (13) считаем известными функциями, поскольку они выражаются
через элементы матрицы Римана–Адамара и данные задачи Дарбу.
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Продифференцировав (12) и (13), получим

ui(ξ1, ξ2, . . . , ξn) =
∂n−1Fi(ξ1, ξ2, . . . , ξn)

∂ξ1∂ξ2 . . . ∂ξi−1∂ξi+1 . . . ∂ξn−1∂ξn
, i = 1, n − 1,

un(ξ1, ξ2, . . . , ξn) =
∂n−1Fn(ξ1, ξ2, . . . , ξn)

∂ξ1∂ξ2 . . . ∂ξn−1
, (14)

где Fk – соответствующие правые части формул (12), (13). Соотношения (14) представляют
собой решение задачи Дарбу (1), (2) в терминах матрицы Римана–Адамара H.

2. Пример. В качестве примера реализации описанного выше метода построения решения
задачи Дарбу рассмотрим гиперболическую систему четвёртого порядка

∂ui
∂xi

=

4∑

j=1

aij(x1, x2, x3, x4)uj + fi(x1, x2, x3, x4), i = 1, 4. (15)

Как и выше, считаем, что выполняются условия aii ≡ 0, i = 1, 4.
Задача Дарбу для системы четвёртого порядка. В области D найти регулярное

решение системы (15), удовлетворяющее граничным условиям

ui|Xi
= ϕi, i = 1, 3, u4|T = ψ, (16)

ϕi ∈ C(X i), ψ ∈ C(T ),

где функции ϕi зависят от всех независимых переменных, кроме xi, а ψ = ψ(x1, x2, x3).
Считаем, что все условия гладкости, указанные для задачи (1), (2), выполняются. Из сфор-

мулированной выше теоремы вытекает, что решение задачи Дарбу для системы четвёртого
порядка существует и единственно.

Запишем (15) в векторно-матричной форме:

L(U) = F, L(U) ≡
4∑

i=1

AiUxi −BU, U = colon (u1, u2, u3, u4), (17)

A1 =

⎛

⎜
⎝

1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞

⎟
⎠, A2 =

⎛

⎜
⎝

0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞

⎟
⎠, A3 =

⎛

⎜
⎝

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

⎞

⎟
⎠, A4 =

⎛

⎜
⎝

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

⎞

⎟
⎠,

B =

⎛

⎜
⎝

0 a12 a13 a14
a21 0 a23 a24
a31 a32 0 a34
a41 a42 a43 0

⎞

⎟
⎠, F = colon (f1, f2, f3, f4).

Матрица Римана в данном случае имеет вид

R = colon (R1,R2,R3,R4),

где Ri(x1, x2, x3, x4, ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) = (ri1, ri2, ri3, ri4), i = 1, 4, являются решениями систем

ri1(x1, x2, x3, x4) = δi1 −
x1∫

ξ1

(a21ri2 + a31ri3 + a41ri4)(α1, x2, x3, x4) dα1,

ri2(x1, x2, x3, x4) = δi2 −
x2∫

ξ2

(a12ri1 + a32ri3 + a42ri4)(x1, α2, x3, x4) dα2,
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ri3(x1, x2, x3, x4) = δi3 −
x3∫

ξ3

(a13ri1 + a23ri2 + a43ri4)(x1, x2, α3, x4) dα3,

ri4(x1, x2, x3, x4) = δi4 −
x4∫

ξ4

(a14ri1 + a24ri2 + a34ri3)(x1, x2, x3, α4) dα4, (18)

δij – символ Кронекера. Решения систем (18) при каждом i существуют и единственны в
классе непрерывных функций. По первым четырём аргументам (x1, x2, x3, x4) матрица R
удовлетворяет сопряжённой к (17) системе

L∗(V) = 0, L∗(V) ≡ −
4∑

i=1

(AiV)xi −BU.

Из систем (18) следует выполнение тождеств

rij(x1, x2, x3, x4, ξ1, ξ2, ξ3, ξ4)|xj=ξj ≡
{
1, j = i,

0, j 
= i.
(19)

Условие (7) принимает вид

RL(U) = (RA1U)x1 + (RA2U)x2 + (RA3U)x3 + (RA4U)x4 . (20)

Перейдём к построению решения задачи Дарбу для системы четвёртого порядка. Возьмём
внутри области D произвольную точку P (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4). Проведём через неё плоскости, па-
раллельные осям координат. Получаем область DP , ограниченную плоскостями Xi, i = 1, 3,
xi = ξi, i = 1, 4, а также плоскостью T. Плоскость x4 = ξ1 разбивает область DP на две
части: D1 (отвечает условию x4 > ξ1 и определяется неравенствами 0 < x1 < ξ1, 0 < x2 < ξ2,
0 < x3 < ξ3, ξ1 < x4 < ξ4) и D2 (соответствует условию x4 < ξ1 и может быть задана двумя
системами неравенств:

1) 0 < x1 < ξ1, 0 < x2 < ξ2, 0 < x3 < ξ3, x1 < x4 < ξ1;
2) 0 < x1 < x4, 0 < x2 < ξ2, 0 < x3 < ξ3, 0 < x4 < ξ1).
Обозначим пересечение замыкания области D1 с плоскостями Xi, i = 1, 3, через X1

i , с
плоскостью x4 = ξ1 – через E1, с плоскостями xi = ξi – через D1

i , i = 1, 4. Аналогично
обозначим пересечение замыкания области D2 с плоскостями Xi, i = 1, 3, через X2

i , с
плоскостью x4 = ξ1 – через E2, с плоскостью T – через S, с плоскостями xi = ξi – через D2

i ,
i = 2, 3.

Матрица Римана–Адамара задачи Дарбу имеет вид

H(x1, x2, x3, x4, ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) = (hij), i, j = 1, 4,

при этом

H(x1, x2, x3, x4, ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) =

{
R(x1, x2, x3, x4, ξ1, ξ2, ξ3, ξ4), (x1, x2, x3, x4) ∈ D1,

Q(x1, x2, x3, x4, ξ1, ξ2, ξ3, ξ4), (x1, x2, x3, x4) ∈ D2.
(21)

Здесь Q = colon (Q1,Q2,Q3,Q4), где вектор-функции Qi = (qi1, qi2, qi3, qi4) являются реше-
ниями задачи Дарбу в D2 для сопряжённой системы

qi1x1 = −a21qi2 − a31qi3 − a41qi4, qi2x2 = −a12qi1 − a32qi3 − a42qi4,

qi3x3 = −a13qi1 − a23qi2 − a43qi4, qi4x4 = −a14qi1 − a24qi2 − a34qi3
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с условиями

qi1|x4=x1 = 0, qi2|x2=ξ2 = 0, qi3|x3=ξ3 = 0, qi4|x4=ξ1 = ri4|x4=ξ1 . (22)

Последнее условие в (22) можно записать в виде [hi4]|x4=ξ1 = 0, где [hi4]|x4=ξ1 – скачок функ-
ции hi4 на плоскости x4 = ξ1.

Строка с номером i в (20) имеет вид

(ri1u1)x1 + (ri2u2)x2 + (ri3u3)x3 + (ri4u4)x4 = ri1f1 + ri2f2 + ri3f3 + ri4f4. (23)

Проинтегрируем тождество (23) по области D1 :

∫∫

D1
1

ri1u1(ξ1, α2, α3, α4) dα4 dα3 dα2 −
∫∫

X1
1

ri1u1(0, α2, α3, α4) dα4 dα3 dα2 +

+

∫∫

D1
2

ri2u2(α1, ξ2, α3, α4) dα4 dα3 dα1 −
∫∫

X1
2

ri2u2(α1, 0, α3, α4) dα4 dα3 dα1 +

+

∫∫

D1
3

ri3u3(α1, α2, ξ3, α4) dα4 dα2 dα1 −
∫∫

X1
3

ri3u3(α1, α2, 0, α4) dα4 dα2 dα1 +

+

∫∫

D1
4

ri4u4(α1, α2, α3, ξ4) dα3 dα2 dα1 −
∫∫

E1

ri4u4(α1, α2, α3, ξ1) dα3 dα2 dα1 =

=

∫∫

D1

(ri1f1 + ri2f2 + ri3f3 + ri4f4)(α1, α2, α3, α4) dα4 dα3 dα2 dα1. (24)

Здесь у rij указаны только первые четыре аргумента, остальные четыре аргумента везде
(ξ1, ξ2, ξ3, ξ4). В (24), согласно (19), первые слагаемые в каждой строке обращаются в тожде-
ственный нуль, если i 
= j; если же i = j, то rij ≡ 1.

Теперь проинтегрируем (23) по области D2 :

∫∫

S

qi1u1(α1, α2, α3, α1) dα1 dα2 dα3 −
∫∫

X2
1

qi1u1(0, α2, α3, α4) dα4 dα3 dα2 +

+

∫∫

D2
2

qi2u2(α1, ξ2, α3, α4) dα4 dα3 dα1 −
∫∫

X2
2

qi2u2(α1, 0, α3, α4) dα4 dα3 dα1 +

+

∫∫

D2
3

qi3u3(α1, α2, ξ3, α4) dα4 dα2 dα1 −
∫∫

X2
3

qi3u3(α1, α2, 0, α4) dα4 dα2 dα1 +

+

∫∫

E2

qi4u4(α1, α2, α3, ξ1) dα3 dα2 dα1 −
∫∫

S

qi4u4(α1, α2, α3, α1) dα3 dα2 dα1 =

=

∫∫

D2

(qi1f1 + qi2f2 + qi3f3 + qi4f4)(α1, α2, α3, α4) dα4 dα3 dα2 dα1. (25)

Здесь снова у qij указаны только первые четыре аргумента, остальные четыре аргумента везде
(ξ1, ξ2, ξ3, ξ4). В (25), согласно (22), первые слагаемые в первых трёх строках обращаются в
тождественный нуль.

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 59 № 5 2023 6∗



650 МИРОНОВ, МИРОНОВА

Складывая (24) и (25) при i = 1, 4, получаем

ξ2∫

0

ξ3∫

0

ξ4∫

ξ1

u1(ξ1, α2, α3, α4) dα4 dα3 dα2 =

∫∫

X1
1+X2

1

h11u1 dα4 dα3 dα2 +

∫∫

X1
2+X2

2

h12u2 dα4 dα3 dα1 +

+

∫∫

X1
3+X2

3

h13u3 dα4 dα2 dα1 +

∫∫

S

h14u4 dα3 dα2 dα1 +

∫∫

D1+D2

4∑

i=1

h1ifi dα4 dα3 dα2 dα1, (26)

ξ1∫

0

ξ3∫

0

ξ4∫

ξ1

u2(α1, ξ2, α3, α4) dα4 dα3 dα1 =

∫∫

X1
1+X2

1

h21u1 dα4 dα3 dα2 +

∫∫

X1
2+X2

2

h22u2 dα4 dα3 dα1 +

+

∫∫

X1
3+X2

3

h23u3 dα4 dα2 dα1 +

∫∫

S

h24u4 dα3 dα2 dα1 +

∫∫

D1+D2

4∑

i=1

h1ifi dα4 dα3 dα2 dα1, (27)

ξ1∫

0

ξ2∫

0

ξ4∫

ξ1

u3(α1, α2, ξ3, α4) dα4 dα2 dα1 =

∫∫

X1
1+X2

1

h31u1 dα4 dα3 dα2 +

∫∫

X1
2+X2

2

h32u2 dα4 dα3 dα1 +

+

∫∫

X1
3+X2

3

h33u3 dα4 dα2 dα1 +

∫∫

S

h34u4 dα3 dα2 dα1 +

∫∫

D1+D2

4∑

i=1

h1ifi dα4 dα3 dα2 dα1, (28)

ξ1∫

0

ξ2∫

0

ξ3∫

0

u4(α1, α2, α3, ξ4) dα3 dα2 dα1 =

∫∫

X1
1+X2

1

h41u1 dα4 dα3 dα2 +

∫∫

X1
2+X2

2

h42u2 dα4 dα3 dα1 +

+

∫∫

X1
3+X2

3

h43u3 dα4 dα2 dα1 +

∫∫

S

h44u4 dα3 dα2 dα1 +

∫∫

D1+D2

4∑

i=1

h1ifi dα4 dα3 dα2 dα1. (29)

Правые части равенств (26)–(29), которые обозначим через Fk, k = 1, 4, известны, поскольку
выражаются через элементы матрицы Римана–Адамара и данные задачи Дарбу.

Продифференцировав (26)–(29), получим

u1(ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) =
∂3F1(ξ1, ξ2, ξ3, ξ4)

∂ξ2∂ξ3∂ξ4
, u2(ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) =

∂3F2(ξ1, ξ2, ξ3, ξ4)

∂ξ1∂ξ3∂ξ4
,

u3(ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) =
∂3F3(ξ1, ξ2, ξ3, ξ4)

∂ξ1∂ξ2∂ξ4
, u4(ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) =

∂3F4(ξ1, ξ2, ξ3, ξ4)

∂ξ1∂ξ2∂ξ3
. (30)

Это решение задачи Дарбу (15), (16) в терминах матрицы Римана–Адамара (21).
Работа выполнена за счёт средств Программы стратегического академического лидерства
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УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

УДК 517.954

О ВЛИЯНИИ НЕРЕГУЛЯРНОСТИ ГРАНИЦЫ ОБЛАСТИ
НА РЕШЕНИЕ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА

c© 2023 г. Л. Е. Россовский, Р. В. Шамин

Рассмотрена неоднородная краевая задача со смешанными краевыми условиями для урав-
нения Лапласа в области, представляющей такое возмущение Πγ прямоугольника Π, при
котором одна из его сторон заменена некоторой кривой γ минимальной гладкости. Полу-
чена оценка разности решений возмущённой и невозмущённой задач в норме пространства
Соболева H1 на общей области их определения.

DOI: 10.31857/S0374064123050096, EDN: CYGMPB

Введение. В гидродинамике идеальной жидкости со свободной поверхностью возникает
необходимость решения задачи Дирихле–Неймана для уравнения Лапласа, которая состоит в
нахождении гармонической функции u(x, y) в плоской области, ограниченной горизонталь-
ным отрезком {y = h, 0 � x � 2π}, двумя вертикальными отрезками {x = 0, −h � y � h}
и {x = 2π, −h � y � h} и кривой γ, соединяющей точки x = 0, y = −h и x = 2π, y =
= −h, и моделирующей неровности дна. При этом u(x, y) является 2π-периодической функ-
цией по переменной x, удовлетворяет условию Дирихле с заданной граничной функцией на
{(x, h) : x ∈ (0, 2π)} и однородному условию Неймана на γ. Такие задачи часто возникают при
моделировании волн цунами и “волн-убийц” [1, 2]. Как правило, их решение не имеет теорети-
ческих и вычислительных трудностей, но важным остаётся вопрос о влиянии нерегулярности
дна на динамику поверхностных волн. В реальных ситуациях морское дно представляет собой
весьма нерегулярную поверхность, что в нашей модели отражено отсутствием предположений
о гладкости кривой γ. Естественным образом возникает задача анализа зависимости решения
(функции u(x, y)) от γ.

Рассматриваются обобщённые решения из пространства Соболева H1 задач в прямоуголь-
нике и в возмущённой области. Эти решения существуют и единственны, для них приводится
вариационное свойство, позволяющее оценить разность этих решений по норме пространства
H1 на общей области их определения корнем квадратным из максимальной высоты “неровно-
стей дна”. Стоит отметить, что подход, основанный на вариационных свойствах собственных
функций и собственных значений (minimax principle), играет фундаментальную роль в вопро-
сах спектральной устойчивости при возмущении области краевых задач для эллиптических
дифференциальных и функционально-дифференциальных уравнений (см., например, [3–7]).

Зафиксировав h > 0, рассмотрим следующую периодическую по x краевую задачу для
уравнения Лапласа в прямоугольнике Π−h = (0, 2π) × (−h, h) :

Δu(x, y) = 0, (x, y) ∈ Π−h, (1)

u|y=h = ϕ(x), x ∈ (0, 2π), (2)

u|x=0 = u|x=2π, ux|x=0 = ux|x=2π, y ∈ (−h, h), (3)

uy|y=−h = 0, x ∈ (0, 2π). (4)

Её формальное решение u = u−h, найденное методом разделения переменных, имеет вид

u−h(x, y) = ϕ0 +
∞∑

k=1

ch (k(y + h))

ch (2kh)
(ϕk,1 cos(kx) + ϕk,2 sin(kx)), (5)
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где числа ϕ0, ϕk,1, ϕk,2 – коэффициенты Фурье функции ϕ(x) по тригонометрической сис-
теме

ϕ0 =
1

2π

2π∫

0

ϕ(x) dx, ϕk,1 =
1

π

2π∫

0

ϕ(x) cos kx dx, ϕk,2 =
1

π

2π∫

0

ϕ(x) sin(kx) dx, k ∈ N.

Все функции и используемые функциональные пространства вещественные. Необходимым
и достаточным условием сходимости ряда (5) в пространстве Соболева H1(Π−h) является
сходимость числового ряда:

∞∑

k=1

k(ϕ2
k,1 + ϕ2

k,2) < ∞. (6)

Последнее условие эквивалентно принадлежности граничной функции ϕ(x) следовому прост-
ранству H1/2(S1) на окружности S1. Этот факт элементарно проверяется и хорошо известен.
Будем предполагать, что условие (6) выполнено, тогда функция u−h(x, y), заданная форму-
лой (5), принадлежит пространству H1(Π−h), удовлетворяет в смысле следов условию (2) и
первому из условий (3), а также оценке

‖u−h‖H1(Π−h) � c‖ϕ‖H1/2(S1)

с положительной постоянной c, зависящей лишь от h.

1. Обобщённые решения возмущённой и невозмущённой задач. Для того чтобы
сформулировать понятие обобщённого решения краевой задачи (1)–(4), введём в H1(Π−h)
замкнутое подпространство

H̃1(Π−h) = {v ∈ H1(Π−h) : v|y=h = 0, v|x=0 = v|x=2π}
со скалярным произведением

(v1, v2) ˜H1(Π−h)
=

∫∫

Π−h

∇v1∇v2 dx dy,

эквивалентным стандартному скалярному произведению в H1(Π−h).

Формально умножив уравнение (1) на произвольную функцию v из пространства H̃1(Π−h),
проинтегрировав по области Π−h и воспользовавшись формулой Остроградского, получим

∫∫

Π−h

∇u∇v dx dy = 0, (7)

поскольку

∫

∂Π−h

∂u

∂n
v dS =

2π∫

0

uy(x, h)v(x, h) dx −
2π∫

0

uy(x,−h)v(x,−h) dx +

h∫

−h

ux(2π, y)v(2π, y) dy −

−
h∫

−h

ux(0, y)v(0, y) dy = 0.

Действительно, первый интеграл в средней части обращается в нуль за счёт условия v|y=h = 0,
второй – в силу (4), а для третьего и четвёртого интегралов, используя второе из условий (3),
будем иметь

h∫

−h

ux(2π, y)v(2π, y) dy −
h∫

−h

ux(0, y)v(0, y) dy =

h∫

−h

ux(2π, y)(v(2π, y) − v(0, y)) dy = 0,

так как v|x=0 = v|x=2π.
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Назовём функцию u ∈ H1(Π−h) обобщённым решением задачи (1)–(4), если она удовле-
творяет условию (2) и первому из условий (3) в смысле следов функций из H1(Π−h), и для
всякой функции v ∈ H̃1(Π−h) выполняется интегральное тождество (7). Легко проверить, что
функция u−h, заданная рядом (5), является обобщённым решением задачи (1)–(4).

Для последующих рассуждений удобно сделать все краевые условия однородными. Опре-
делим срезающую функцию η(y) ∈ C∞(−∞, h] :

η(y) =

{
1, h/2 < y < h,

0, y < 0,

и положим Φ(x, y) = η(y)u−h(x, y). Имеем Φ ∈ H1(Π−h), Φ|y=h = ϕ и Φ|x=0 = Φ|x=2π,
причём Φ = 0 при y < 0. Понятно, что функция u является обобщённым решением задачи
(1)–(4) тогда и только тогда, когда функция w = u−Φ принадлежит пространству H̃1(Π−h)
и удовлетворяет интегральному тождеству

(w, v)
˜H1(Π−h)

= −
∫∫

Π0

∇Φ∇v dx dy, v ∈ H̃1(Π−h), (8)

где Π0 = (0, 2π) × (0, h). Поскольку правая часть равенства (8) является по v непрерывным
линейным функционалом на пространстве H̃1(Π−h), существование и единственность обоб-
щённого решения w = w−h краевой задачи с однородными краевыми условиями очевидным
образом следуют из теоремы Рисса. При этом на функции w−h ∈ H̃1(Π−h) функционал

1

‖v‖
˜H1(Π−h)

∣
∣
∣
∣

∫∫

Π0

∇Φ∇v dx dy

∣
∣
∣
∣

достигает своего максимума на пространстве H̃1(Π−h). Действительно,

‖w−h‖2
˜H1(Π−h)

= −
∫∫

Π0

∇Φ∇w−h dx dy

в силу (8). Поэтому справедливы равенства

1

‖w−h‖ ˜H1(Π−h)

∣
∣
∣
∣

∫∫

Π0

∇Φ∇w−h dx dy

∣
∣
∣
∣ = ‖w−h‖ ˜H1(Π−h)

= sup
v∈ ˜H1(Π−h)

1

‖v‖
˜H1(Π−h)

∣
∣
∣
∣

∫∫

Π0

∇Φ∇v dx dy

∣
∣
∣
∣.

В то же время, конечно, w−h = (1−η)u−h, где u−h – функция, определяемая по формуле (5).
Наряду с исходным прямоугольником Π−h, будем рассматривать также “возмущённый

прямоугольник” Πγ , удовлетворяющий следующим требованиям: граница Πγ состоит из гори-
зонтального отрезка {y = h, 0 � x � 2π}, двух вертикальных отрезков {x = 0, −h � y � h}
и {x = 2π, −h � y � h} и некоторой кривой γ, соединяющей точки x = 0, y = −h и
x = 2π, y = −h. При этом Πγ является областью (т.е. связным множеством) и, кроме того,
γ целиком содержится в прямоугольнике [0, 2π] × [−h,−κh] для некоторого числа κ ∈ (0, 1),
так что Π−κh ⊂ Πγ ⊂ Π−h, где Π−κh = (0, 2π) × (−κh, h).

Гильбертовы пространства H̃1(Πγ), H̃1(Π−κh) вводятся аналогично H̃1(Π−h), например,

H̃1(Πγ) = {v ∈ H1(Πγ) : v|y=h = 0, v|x=0 = v|x=2π}.

Для того чтобы интеграл

(v1, v2) ˜H1(Πγ)
=

∫∫

Πγ

∇v1∇v2 dx dy
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задавал в H̃1(Πγ) эквивалентное скалярное произведение, потребуем выполнения для функ-
ций из H1(Πγ), имеющих нулевой след при y = h, неравенства Фридрихса, что связано (в
отличие от пространства H̊1(Πγ)) с существованием непрерывного оператора продолжения
из H1(Πγ) в H1(R2). Построение такого оператора возможно, если граница ∂Π удовлетво-
ряет условиям минимальной гладкости. Точная формулировка приведена в книге [8, с. 224],
но обычно просто пишут ∂Πγ ∈ Lip 1.

Имеют место естественные непрерывные вложения H̃1(Π−h) ⊂ H̃1(Πγ) ⊂ H̃1(Π−κh) (с
нормами, не превосходящими единицы).

При неизменной граничной функции ϕ нас будет интересовать решение задачи, аналогич-
ной (1)–(4) в области Πγ :

Δu(x, y) = 0, (x, y) ∈ Πγ , (9)

u|y=h = ϕ(x), x ∈ (0, 2π), (10)

u|x=0 = u|x=2π, ux|x=0 = ux|x=2π, y ∈ (−h, h), (11)

(∂u/∂n)|γ = 0. (12)

Под обобщённым решением краевой задачи (9)–(12) мы понимаем функцию u ∈ H1(Πγ),
удовлетворяющую в смысле следа условию (10) и первому из условий (11), и обращающую
в нуль интеграл

∫∫
Πγ

∇u∇v dx dy при любой функции v ∈ H̃1(Πγ). Тогда легко видеть, что
обобщённое решение u = uγ задачи (9)–(12) существует и единственно и может быть пред-
ставлено в виде uγ = wγ + Φ, где функция Φ та же, что и раньше, а функция wγ ∈ H̃1(Πγ)
однозначно определяется из интегрального тождества

(w, v)
˜H1(Πγ)

= −
∫∫

Π0

∇Φ∇v dx dy, v ∈ H̃1(Πγ). (13)

При этом функционал
1

‖v‖
˜H1(Πγ)

∣
∣
∣
∣

∫∫

Π0

∇Φ∇v dx dy

∣
∣
∣
∣

принимает на функции wγ наибольшее значение, равное ‖wγ‖ ˜H1(Πγ )
. Отметим, что интегралы

в (8) и (13) берутся по одному и тому же прямоугольнику Π0, независимо от того, в какой
области определяется решение.

2. Сравнение решений. Основная цель работы – сравнить uγ и u−h на общей области
определения Πγ . Положим l = (1 − κ)h (можно сказать, что l – это максимальная высота
“неровностей дна”).

Теорема. Справедлива оценка

‖uγ − u−h‖H1(Πγ) � c‖ϕ‖H1/2(S1)

(
l

h− l

)1/2
, (14)

где постоянная c > 0 зависит только от h.
Доказательство. Учтём, что разность uγ−u−h совпадает с wγ−w−h, поэтому достаточно

оценить функцию wγ−w−h по норме пространства H̃1(Πγ). Для краткости будем обозначать
( · , · )γ = ( · , · )

˜H1(Πγ)
, ‖ · ‖γ = ‖ · ‖

˜H1(Πγ)
(и аналогично с заменой γ на −h или на −κh).

Опираясь на определение функций w−h и wγ , т.е. на интегральные тождества (8) и (13),
будем иметь

‖wγ − w−h‖2γ = ‖wγ‖2γ + ‖w−h‖2γ − 2(wγ , w−h)γ � ‖wγ‖2γ + ‖w−h‖2−h − 2(wγ , w−h)γ =

= ‖wγ‖2γ −
∫∫

Π0

∇Φ∇w−h dx dy + 2

∫∫

Π0

∇Φ∇w−h dx dy =
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= ‖wγ‖2γ +
∫∫

Π0

∇Φ∇w−h dx dy = ‖wγ‖2γ − ‖w−h‖2−h. (15)

Здесь мы воспользовались тем, что сужение w−h на Πγ можно подставлять в качестве проб-
ной функции v в интегральное тождество (13), обеспечивая равенство

(wγ , w−h)γ = −
∫∫

Π0

∇Φ∇w−h dx dy.

Заметим, что из соотношения (15) вытекает, в частности, монотонность нормы решения по
области: ‖w−h‖−h � ‖wγ‖γ . По той же причине ‖wγ‖γ � ‖w−κh‖−κh, где w−κh ∈ H̃1(Π−κh) –
решение соответствующей задачи в Π−κh, так что

‖wγ − w−h‖2γ � ‖wγ‖2γ − ‖w−h‖2−h � ‖w−κh‖2−κh − ‖w−h‖2−h. (16)

По функции w−κh ∈ H̃1(Π−κh) определим функцию g(x, y) в Π−h формулой

g(x, y) =

{
w−κh(x, y), 0 < y < h,

w−κh(x, κy), −h < y < 0.

Нетрудно убедиться в том, что g ∈ H̃1(Π−h), при этом имеют место соотношения

‖g‖2−h = ‖w−κh‖20 +
∫∫

Π−h\Π0

((w−κh)
2
x(x, κy) + κ2(w−κh)

2
y(x, κy))dx dy =

= ‖w−κh‖20 +
∫∫

Π−κh\Π0

(κ−1(w−κh)
2
x + κ(w−κh)

2
y)dx dy �

� ‖w−κh‖20 + κ−1

∫∫

Π−κh\Π0

|∇w−κh|2 dx dy � κ−1‖w−κh‖2−κh,

так что

1

‖g‖−h

∣
∣
∣
∣

∫∫

Π0

∇Φ∇g dx dy

∣
∣
∣
∣ � κ1/2

1

‖w−κh‖−κh

∣
∣
∣
∣

∫∫

Π0

∇Φ∇w−κh dx dy

∣
∣
∣
∣ = κ1/2‖w−κh‖−κh.

Отсюда следует, что

‖w−h‖−h = sup
v∈ ˜H1(Π−h)

1

‖v‖−h

∣
∣
∣
∣

∫∫

Π0

∇Φ∇v dx dy

∣
∣
∣
∣ � κ1/2‖w−κh‖−κh.

Используя это неравенство в (16), будем иметь

‖wγ − w−h‖2γ � (κ−1 − 1)‖w−h‖2−h.

Если вспомнить что w−h = (1 − η)u−h и перейти к обозначению l, то полученную оценку
можно записать в виде

‖wγ − w−h‖γ �
(

l

h− l

)1/2
‖(1 − η)u−h‖−h
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или, окончательно,

‖uγ − u−h‖H1(Πγ ) � c(h)‖ϕ‖H1/2(S1)

(
l

h− l

)1/2
.

Теорема доказана.
Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования

Российской Федерации в рамках государственного задания (проект FSSF-2023-0016).
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УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ

УДК 517.958

О СУЩЕСТВОВАНИИ РЕШЕНИЙ
НЕЛИНЕЙНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ

ДЛЯ СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
РАВНОВЕСИЯ ОБОЛОЧЕК ТИПА ТИМОШЕНКО

В ИЗОМЕТРИЧЕСКИХ КООРДИНАТАХ
c© 2023 г. С. Н. Тимергалиев

Доказывается существование решений краевой задачи для системы пяти нелинейных диф-
ференциальных уравнений с частными производными второго порядка при заданных нели-
нейных граничных условиях, описывающей состояние равновесия упругих пологих неод-
нородных изотропных оболочек с незакреплёнными краями в рамках сдвиговой модели
Тимошенко, отнесённых к изометрическим координатам. Краевая задача сводится к нели-
нейному операторному уравнению относительно обобщённых перемещений в соболевском
пространстве, разрешимость которого устанавливается с использованием принципа сжа-
тых отображений.

DOI: 10.31857/S0374064123050102, EDN: CYVKAG

1. Постановка задачи. В плоской односвязной ограниченной области Ω рассматривается
система нелинейных дифференциальных уравнений вида

(DT jλ)αλ +DGj
λμT

λμ +DRj = 0, j = 1, 2,

(DT λμw3αμ)αλ + (DT λ3)αλ +DBλμT
λμ +DR3 = 0,

(DM jλ)αλ −DT j3 +DGj
λμM

λμ +DLj = 0, j = 1, 2, (1)

при выполнении на границе Γ области Ω условий

D(T j1 dα2/ds− T j2 dα1/ds) = P j(s), j = 1, 2,

D(T 13 dα2/ds − T 23 dα1/ds+ T 1λw3αλ dα2/ds − T 2λw3αλ dα1/ds) = P 3(s),

D(M j1 dα2/ds−M j2 dα1/ds) = N j(s), j = 1, 2. (2)

В (1), (2) и ниже используются следующие обозначения:

T ij ≡ T ij(γ) = Dijkn
λ−1γ

λ−1
kn , M ij ≡ M ij(γ) = Dijkn

λ γλ−1
kn ,

γ = (γ0, γ1), γk = (γk11, γ
k
12, γ

k
13, γ

k
22, γ

k
23, γ

k
33), k = 0, 1;

Dijkn
m = Dijkn

m (α1, α2) =

h0/2∫

−h0/2

Bijkn(α1, α2, α3)(α3)m dα3, m = 0, 2, i, j, k, n = 1, 2, 3;

B1111 = B2222 =
E

1− ν2
, B1122 =

νE

1− ν2
, B1212 =

E

2(1 + ν)
, B1313 = B2323 =

Eκ2

2(1 + ν)
;

γ0jj = wjαj −Gλ
jjwλ −Bjjw3 + w2

3αj/2, j = 1, 2,

γ012 = w1α2 + w2α1 − 2Gλ
12wλ − 2B12w3 +w3α1w3α2 , γ1jj = ψjαj −Gλ

jjψλ, j = 1, 2,

γ112 = ψ1α2 + ψ2α1 − 2Gλ
12ψλ, γ0j3 = w3αj + ψj, j = 1, 2, γ033 = γ1k3 ≡ 0, k = 1, 2, 3; (3)
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остальные Bijkn равны нулю, αj = αj(s), j = 1, 2, – уравнения кривой Γ, s – длина дуги Γ;
нижний индекс αλ в (1)–(3) и далее означает дифференцирование по αλ, λ = 1, 2.

Если выражения T ij, M ij из (3) подставить в систему (1), то относительно функций w1,
w2, w3, ψ1, ψ2 получим систему пяти дифференциальных уравнений с частными производ-
ными второго порядка, линейных относительно w1, w2, ψ1, ψ2 и нелинейных относительно
w3. Совместно с граничными условиями (2) система (1) описывает состояние равновесия упру-
гой пологой изотропной неоднородной оболочки с незакреплёнными краями в рамках сдвиго-
вой модели Тимошенко [1, с. 168–170, 269], отнесённой к криволинейной системе координат.
При этом T ij – усилия, M ij – моменты; γkij, i, j = 1, 2, 3, k = 0, 1, – компоненты дефор-
маций срединной поверхности S0 оболочки гомеоморфной области Ω; wj, j = 1, 2, и w3 –
соответственно тангенциальные и нормальное перемещения точек S0; ψi, i = 1, 2, – углы
поворота нормальных сечений S0; Bij, i, j = 1, 2, – составляющие тензора кривизны поверх-
ности S0, Gλ

ij – символы Кристоффеля, которые в изометрической системе координат даются
формулами [2, c. 18]

G1
jj = (−1)j−1Λα1/(2Λ), G2

jj = (−1)jΛα2/(2Λ), Gj
12 = Gj

21 = Λα3−j/(2Λ), j = 1, 2; (4)

Rj, P j, j = 1, 2, 3, Lk, Nk, k = 1, 2, – компоненты внешних сил, действующих на оболочку;
ν – коэффициент Пуассона, E – модуль Юнга, κ2 – коэффициент сдвига, D = D(α1, α2) =

=
√

A11A22 −A2
12 – якобиан (Aij – коэффициенты первой квадратичной формы поверхности

S0; в изометрических координатах A11 = A22 = Λ(α1, α2), A12 = 0 и D = Λ), h0 = const –
толщина оболочки; α1, α2 – декартовы координаты точек области Ω.

В (1)–(3) и в дальнейшем по повторяющимся латинским индексам ведётся суммирование
от 1 до 3, по повторяющимся греческим индексам – от 1 до 2.

Задача (1), (2). Требуется найти решение системы (1), удовлетворяющее граничным усло-
виям (2).

В настоящее время достаточно полно изучена разрешимость краевых задач для диффе-
ренциальных уравнений, описывающих состояние равновесия оболочек в рамках простейшей
модели Кирхгофа–Лява [2–5]. В то же время актуальной задачей является исследование подоб-
ных краевых задач в рамках более сложных моделей теории оболочек, не опирающихся на ги-
потезы Кирхгофа–Лява [2, c. 349]. Имеется ряд работ [6–13], в которых в рамках сдвиговой мо-
дели Тимошенко исследована разрешимость и доказаны теоремы существования обобщённых
решений в соболевских пространствах нелинейных задач для пологих оболочек, отнесённых
к евклидовой системе координат. В основе исследований в [6–13] лежат интегральные пред-
ставления для обобщённых перемещений, содержащие произвольные голоморфные функции,
которые находятся таким образом, чтобы обобщённые перемещения удовлетворяли заданным
граничным условиям.

В данной статье метод работ [6–13] развивается на случай пологих неоднородных изотроп-
ных оболочек типа Тимошенко, отнесённых к изометрической системе координат. Переход к
изометрическим координатам, с одной стороны, расширяет класс рассматриваемых оболочек,
а с другой – существенно усложняет систему дифференциальных уравнений.

Краевую задачу (1), (2) будем изучать в обобщённой постановке. Пусть выполнены следу-
ющие условия:

(a) имеют место включения

Bijkn(α1, α2, α3) ∈ (W (1)
p (Ω)

⋂
Cβ(Ω))× L1[−h0/2, h0/2], i, j, k, n = 1, 2, 3,

Bλμ(α
1, α2) ∈ W (2)

p (Ω), λ, μ, k = 1, 2;

(b) якобиан D = Λ(α1, α2) > 0 в Ω и имеет место включение Λ(α1, α2) ∈ W
(4)
p (Ω);

(c) компоненты внешних сил Rj , j = 1, 2, 3, и Lk, k = 1, 2, принадлежат пространству
Lp(Ω), а компоненты P j, j = 1, 2, 3, Nk, k = 1, 2, – пространству Cβ(Γ); внешние силы
самоуравновешены;

(d) Ω – произвольная односвязная область с границей Γ ∈ C1
β.

Здесь и далее 2 < p < 4/(2 − β), 0 < β < 1.
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Определение. Назовём вектор обобщённых перемещений a = (w1, w2, w3, ψ1, ψ2) обоб-
щённым решением задачи (1), (2), если a принадлежит пространству W

(2)
p (Ω), почти всюду

удовлетворяет системе (1) и поточечно граничным условиям (2).
Обозначим W

(j)
p (Ω) – пространства Соболева. В силу теорем вложения для соболевских

пространств W
(2)
p (Ω) c p > 2 обобщённое решение a принадлежит пространству C1

α(Ω̄).
Здесь и везде далее α = (p−2)/p. Заметим, что при 2 < p < 4/(2−β) справедливо неравенство
α < β/2.

Соотношения для компонент деформаций в (3) для удобства в дальнейших исследованиях
запишем в виде

γkij = eksij + ekcij + χk
ij , i, j = 1, 2, 3, k = 0, 1, (5)

где приняты обозначения

e0sjj = wjαj , e0sj3 = γ0j3, e1sjj = ψjαj , j = 1, 2, e0s12 = w1α2 + w2α1 , e1s12 = ψ1α2 + ψ2α1 ,

e0cjj = −Gλ
jjwλ −Bjjw3, e1cjj = −Gλ

jjψλ, j = 1, 2, e0c12 = −2Gλ
12wλ − 2B12w3,

e1c12 = −2Gλ
12ψλ, χ0

jj = w2
3αj/2, j = 1, 2, χ0

12 = w3α1w3α2 ,

χ1
ij = χ0

j3 = e0s33 = e1sj3 = ekcj3 ≡ 0, i, j = 1, 2, 3, k = 0, 1. (6)

2. Построение интегральных представлений для обобщённых перемещений. Вве-
дём в рассмотрение две комплексные функции:

ωj = ωj(z) = D{D1111
j−1 (w1α1 + w2α2) +D1111

j (ψ1α1 + ψ2α2) +

+ i[D1212
j−1 (w2α1 − w1α2) +D1212

j (ψ2α1 − ψ1α2)]}, j = 1, 2, z = α1 + iα2. (7)

В системе (1) усилия T jk, моменты M jk и компоненты деформаций γnjk заменим их вы-
ражениями из (3), (5). Прибавляя после этого к первому уравнению в (1) второе, умноженное
на мнимую единицу i, а к четвёртому уравнению – пятое, умноженное также на i, систему
(1) при помощи функций ωj(z) из (7) представим в удобной для дальнейших исследований
форме

ωjz + hj(a) = f j
c (a) + f j

χ(a)− F j(z), j = 1, 2,

DD1313
0 (w3α1α1 + w3α2α2) + h3(a) = f3

c (a) + f3
χ(a)− F 3(z), z ∈ Ω, (8)

где приняты следующие обозначения:

ωjz = (ωjα1 + iωjα2)/2, j = 1, 2,

hj(a) = (−1)μ−1[(DD1212
j+λ−2)α3−μνλ2αμ + i(DD1212

j+λ−2)αμνλ1α3−μ ]− (j − 1)DD1313
0 (γ013 + iγ023)/2,

ν1j = wj , ν2j = ψj, j = 1, 2; h3(a) = (DD1313
0 )αλw3αλ + (DD1313

0 ψλ)αλ ;

f j
c (a) = (fc3j−2 + ifc3j−1)/2, f j

χ(a) = (fχ3j−2 + ifχ3j−1)/2, j = 1, 2,

f3
c (a) = fc3(a), f3

χ(a) = fχ3(a), fcj(a) = −(DT jλ(ec))αλ −DGj
λμT

λμ(e),

fc3+j(a) = −(DM jλ(ec))αλ −DGj
λμM

λμ(e), fχj(a) = −(DT jλ(χ))αλ −DGj
λμT

λμ(χ),

fχ3+j(a) = −(DM jλ(χ))αλ −DGj
λμM

λμ(χ), j = 1, 2,

fc3(a) = −DBλμT
λμ(e), fχ3(a) = −(DT λμw3αλ)αμ −DBλμT

λμ(χ),

F 1 = D(R1 + iR2)/2, F 2 = D(L1 + iL2)/2, F 3 = DR3;

e = es + ec, es = (e0s, e
1
s), ec = (e0c , e

1
c), eks = (eks11, e

k
s12, e

k
s13, e

k
s22, e

k
s23, e

k
s33),

ekc = (ekc11, e
k
c12, e

k
c13, e

k
c22, e

k
c23, e

k
c33), k = 0, 1, χ = (χ0

11, χ
0
12, χ

0
22); (9)

eksij, ekcij, χk
ij определены в (6).
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Отметим, что через e и χ обозначены соответственно линейные и нелинейные части ком-
понент деформации γ, поэтому справедливо представление γ = e+ χ.

Аналогично граничные условия (2) запишем в виде

Re [(−i)jt′ωk(t)] + 2(−1)jDD1212
k+δ−2νδ3−jαλ dαλ/ds = ϕc3(k−1)+j(a)(t) +

+ ϕχ3(k−1)+j(a)(t) − F 3k+j(s), k, j = 1, 2,

DD1313
0 [(w3α2 + ψ2) dα

1/ds− (w3α1 + ψ1) dα
2/ds] = ϕχ3(a)(t)− F 6(s), (10)

где

ϕcj(a)(t) = D[T j2(ec) dα
1/ds − T j1(ec) dα

2/ds], ϕc3+j(a)(t) = D[M j2(ec) dα
1/ds−

−M j1(ec) dα
2/ds], ϕχj(a)(t) = D[T j2(χ) dα1/ds− T j1(χ) dα2/ds],

ϕχ3+j(a)(t) = D[M j2(χ) dα1/ds−M j1(χ) dα2/ds], j = 1, 2, ϕc3(a)(t) ≡ 0,

ϕχ3(a)(t) = D[(T 11(γ)w3α1 + T 12(γ)w3α2) dα2/ds− (T 22(γ)w3α2 + T 12(γ)w3α1) dα1/ds],

F 3+j = −P j , j = 1, 2, F 6(s) = P 3(s), F 6+k = −Nk, k = 1, 2, (11)

усилия T jk, моменты M jk определены в (3).
В основе исследования системы уравнений (8) при граничных условиях (10) лежат инте-

гральные представления для обобщённых перемещений wj, j = 1, 2, 3, ψk, k = 1, 2.
Для их вывода рассмотрим уравнения

ωjz = ρj, j = 1, 2, DD1313
0 (w3α1α1 + w3α2α2) = ρ3, (12)

где ρ1 = ρ1 + iρ2, ρ2 = ρ4 + iρ5, ρ3 = ρ3 – произвольно фиксированные функции, принадле-
жащие пространству Lp(Ω).

Первые два уравнения в (12) представляют собой неоднородные уравнения Коши–Римана.
Их общие решения даются формулами [14, c. 29]

ωj(z) = Φj(z) + Tρj(z) ≡ ωj(Φj; ρ
j)(z),

Tρj(z) = − 1

π

∫∫

Ω

ρj(ζ)

ζ − z
dξ dη, j = 1, 2, ζ = ξ + iη, (13)

где Φj(z) – произвольные голоморфные функции, принадлежащие пространству Cα(Ω).
Известно [14, c. 39–41, 46], что T – вполне непрерывный оператор в пространствах Lp(Ω)

и Ck
α(Ω), отображающий их в пространства Cα(Ω) и Ck+1

α (Ω) соответственно. Кроме того,
существуют обобщённые производные

∂Tf

∂z̄
= f,

∂Tf

∂z
≡ Sf = − 1

π

∫∫

Ω

f(ζ)

(ζ − z)2
dξ dη, (14)

где S – линейный ограниченный оператор в пространствах Lp(Ω), p > 1, и Ck
α(Ω).

Представления (13) в свою очередь при помощи функций ω0
1 = w2 + iw1, ω0

2 = ψ2 + iψ1

запишем в виде неоднородных уравнений Коши–Римана

ω0
jz̄ = i(d2j−1[ω1] + d2j [ω2]) ≡ iTjω, j = 1, 2, ω = (ω1, ω2), (15)

общие решения которых имеют вид

ω0
j (z) = Ψj(z) + iTTjω(z) ≡ ω0

j (Ψj ;ω)(z), j = 1, 2. (16)
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В (15), (16) приняты обозначения

d2j+λ−2[ωλ] = d12j+λ−2ωλ + (−1)j+λd22j+λ−2ωλ, j, λ = 1, 2,

dj3k−2 =
1

4D

(
D1111

4−2k

δ0
+ (−1)j

D1212
4−2k

δ1

)

, dj2 = dj3 =
1

4D

(
D1212

1

δ1
+ (−1)j

D1111
1

δ0

)

, k, j = 1, 2,

δ0 = D1111
0 D1111

2 − (D1111
1 )2, δ1 = D1212

0 D1212
2 − (D1212

1 )2; (17)

Ψj(z) ∈ C1
α(Ω) – произвольные голоморфные функции.

Третье уравнение в (12) запишем в виде

w3zz̄ = ρ̃3/4, ρ̃3 = ρ3/(DD1313
0 ), w3z = (w3α1 − iw3α2)/2,

откуда получим

w3(z) = ReΨ3(z)− T̃ ρ̃3 ≡ w3(Ψ3; ρ3)(z), T̃ ρ̃3 = − 1

2π

∫∫

Ω

ρ̃3(ζ) ln

∣
∣
∣
∣1−

z

ζ

∣
∣
∣
∣ dξ dη, (18)

где Ψ3(z) ∈ C1
α(Ω) – произвольная голоморфная функция.

Соотношения (16), (18) являются искомыми интегральными представлениями для обоб-
щённых перемещений. Для их частных производных первого и второго порядков при помощи
формул (13)–(18) и (8.20) из [14, c. 58] получаем

νjkαk = Im [ω0
jz − (−1)kω0

jz], νjkαn = Re [ω0
jz + (−1)kω0

jz], k 
= n, j, k, n = 1, 2,

ω0
jz = Ψ′

j(z) + iSTjω(z), ω0
jz = iTjω, w3αj = 2Re (ij−1w3z), j = 1, 2,

w3z = Ψ′
3(z)/2 + T ρ̃3(z)/4, νknαjαj = −Re {in[ω0

kzz + (−1)j(ω0
kzz + ω0

kzz)]},

νknα1α2 = Re {in−1(ω0
kzz − ω0

kzz)}, w3αjαj = 2[w3zz + (−1)j−1Rew3zz], k, n, j = 1, 2,

w3α1α2 = −2Imw3zz, ω0
kzz = Tk1ω + Sk1(Φ

′
0; ρ0), ω0

kzz = Tk2ω + Sk2(Φ
′
0; ρ0),

ω0
kzz = Ψ′′

k(z) + Sω0
kζζ

(z)− 1

2π

∫

Γ

Tkω(τ)

(τ − z)2
dτ , k = 1, 2, Φ′

0 = (Φ′
1,Φ

′
2), ρ0 = (ρ1, ρ2),

w3zz = Ψ′′
3(z)/2 + Sρ̃3/4, w3zz = ρ̃3/4, Tjkω = i[d12j+μ−2,kωμ + (−1)j+μd22j+μ−2,kωμ],

Sjk(Φ
′
0; ρ0) = i[d12j+μ−2ωμ,k + (−1)j+μd22j+μ−2ωμ,3−k], ωj,1 ≡ ωjz = Φ′

j(z) + Sρj(z),

ωj,2 ≡ ωjz = ρj, djm,1 ≡ djmz , djm,2 ≡ djmz , j, k = 1, 2, m = 1, 4. (19)

3. Решение задачи (1), (2). Интегральные представления (16), (18) для обобщённых
перемещений a = (w1, w2, w3, ψ1, ψ2) содержат произвольные голоморфные функции Φj(z),
j = 1, 2, Ψk(z), k = 1, 2, 3, и произвольные функции ρj(z), j = 1, 2, 3. Их найдём так, чтобы
обобщённые перемещения удовлетворяли системе (8) и граничным условиям (10), при этом
правые части уравнений (8) и граничных условий (10) временно считаем известными. С этой
целью соотношения (16), (18), (19) подставим в левые части системы (8) и граничных условий
(10). В результате система уравнений (8) запишется в виде

ρj(z) + hj1(ρ)(z) + hj2(Φ)(z) = f j
c (a)(z) + f j

χ(a)(z) − F j(z), j = 1, 2, 3, z ∈ Ω, (20)

где через hj1(ρ)(z) и hj2(Φ)(z) обозначены те части выражения оператора hj(a) в (9), которые
содержат функции ρ = (ρ1, ρ2, ρ3) и Φ = (Φ1,Φ2,Ψ1,Ψ2,Ψ3) соответственно.
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Граничные условия (10) с учётом представлений

S(TjΦ0)
+(t) = −(t

′
)2[d12j−1(t)Φ1(t) + d12j(t)Φ2(t)] +K0j(Φ0)(t), Φ0 = (Φ1,Φ2),

K0j(Φ0)(t) = −
d12j+μ−2(t)

2πi

∫

Γ

ψ(τ, t)− ψ(t, t)

τ − t
Φμ(τ) dτ − (−1)j+μ

d22j+μ−2(t)

2πi
×

×
∫

Γ

ψ(τ, t)− ψ(t, t)

τ − t
Φμ(τ) dτ − 1

π

∫∫

Ω

d12j+μ−2(ζ)− d12j+μ−2(t)

(ζ − t)2
Φμ(ζ) dξ dη −

− (−1)j+μ

π

∫∫

Ω

d22j+μ−2(ζ)− d22j+μ−2(t)

(ζ − t)2
Φμ(ζ) dξ dη, j = 1, 2,

ψ(τ, t) = (τ − t)/(τ − t), ψ(t, t) = (t
′
)2, (21)

получаемых при помощи соотношений (13)–(15), формул (4.7), (4.9) из [14, c. 28] и формул
Сохоцкого [15, c. 66], преобразуются к виду

(−1)jdkλ(t)Re [i
jt′Φλ(t)]− 2DD1212

λ+k−2(t)Re [i
j−1t′Ψ′

λ(t)]− 2DD1212
λ+k−2(t)Re [i

jt′K0λ(Φ0)(t)] +

+H3(k−1)+jρ(t) = ϕc3(k−1)+j(a)(t) + ϕχ3(k−1)+j(a)(t)− F 3k+j(s), k, j = 1, 2,

DD1313
0 (t)Re [it′Ψ′

3(t)] +K03(Φ)(t) +H3ρ(t) = ϕχ3(a)(t) − F 6(s), (22)

где приняты следующие обозначения:

H3(k−1)+jρ(t) = Re [(−i)jt′Tρk(t)]− 2DD1212
k+λ−2(t)Re {ijt′(I + S)(TλTρ0)

+(t)}, k, j = 1, 2,

H3ρ(t) = DD1313
0 (t)Re [it′(T ρ̃3(t)/2 + TT2Tρ0(t))],

K03(Φ)(t) = DD1313
0 (t)Re {t′[Ψ2(t) + iTT2Φ0(t)]},

dkj(t) = (−1)j−1[2(−1)λDD1212
λ+k−2(t)d

2
2λ+j−2(t) + 3− k − j], k, j = 1, 2, (23)

I – тождественный оператор, операторы T, S, Tλ и функции dkj (t) определены в (13), (14),
(15) и (17) соответственно; Φλ(t) ≡ Φ+

λ (t), t ∈ Γ; символ Φ+
λ (t) здесь и далее означает предел

функции Φλ(z) при z → t ∈ Γ изнутри области Ω.
Таким образом, для определения функций ρj ∈ Lp(Ω), j = 1, 2, 3, Φk(z) ∈ Cα(Ω), k =

= 1, 2, Ψj(z) ∈ C1
α(Ω), j = 1, 2, 3, получили систему уравнений (20), (22). Голоморфные

функции будем искать в виде интегралов типа Коши с действительными плотностями

Φk(z) = Θ(μ2k)(z) ≡ Φk(μ2k)(z), k = 1, 2,

Ψ′
j(z)= i(j−1)(j−2)/2Θ(μ2j−1)(z)≡Ψ′

j(μ2j−1)(z), j=1, 2, 3, Θ(f)(z)=
1

2πi

∫

Γ

f(τ) dτ

τ ′(τ−z)
, (24)

где μj(t) ∈ Cα(Γ), j = 1, 5, – произвольные действительные функции, τ ′ = dτ/dσ, dσ –
элемент длины дуги кривой Γ.

Для функций Ψj(z), j = 1, 2, 3, имеем представления

Ψj(z) = i(j−1)(j−2)/2Θ0(μ2j−1)(z) + c2j−1 + ic2j ≡ Ψj(μ2j−1)(z) + c2j−1 + ic2j , j = 1, 2, 3,

Θ0(f)(z) = − 1

2πi

∫

Γ

f(τ)

τ ′
ln

(

1− z

τ

)

dτ, (25)
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где cj , j = 1, 6, – произвольные действительные постоянные, под ln(1 − z/τ) понимается
однозначная ветвь, обращающаяся в нуль при z = 0.

Используя формулы Сохоцкого [15, c. 66], находим Φk(t), k = 1, 2, Ψ′
j(t), j = 1, 2, 3, t ∈ Γ.

Подставляя их выражения, а также представления (25) в систему (20), (22), после несложных
преобразований приходим к следующей системе уравнений относительно функций ρ ∈ Lp(Ω)
и μ = (μ1, μ2, μ3, μ4, μ5) ∈ Cα(Γ):

ρj(z) + hj1(ρ)(z) + hj2(μ)(z) = f j
c (a)(z) + f j

χ(a)(z) + gjc(z)− F j(z), z ∈ Ω, j = 1, 2, 3,

5∑

n=1

[

ajn(t)μn(t) + bjn(t)

∫

Γ

μn(τ)

τ − t
dτ

]

+Kjμ(t) +Hjρ(t) =

= ϕcj(a)(t) + ϕχj(a)(t) + g3+j
c (t)− F 3+j(t), j = 1, 5, t ∈ Γ, (26)

в которой приняты обозначения

K3(n−1)+jμ(t) = (−1)jdnλ(t){Re [ijt′Θ(μ2λ)(t)] − iRe (ij−1)Θ(τ ′μ2λ)(t)}+

+2DD1212
λ+n−2(t){Re [ij+1t′Θ(μ2λ−1)(t)]− iRe (ij)Θ(τ ′μ2λ−1)(t)−Re [ijt′K0λ(μ0)(t)]}, n, j = 1, 2,

K3μ(t) = K03(μ)(t)−DD1313
0 (t)Re [t′Θ(μ5)(t)];

g2c (z) = DD1313
0 (c4 + ic3)/2, g3c (z) = −c4(DD1313

0 )α1 − c3(DD1313
0 )α2 ,

g6c (t) = DD1313
0 (t)(c4 dα

2/ds − c3 dα
1/ds), g1c (z) = g3+j

c (t) ≡ 0, j = 1, 2, 4, 5;

a3(k−1)+j,2λ(t) = (−1)jdkλ(t)Re (i
j)/2, b3(k−1)+j,2λ(t) = (−1)jdkλ(t)Re (i

j−1)/(2π),

a3(k−1)+j,2λ−1(t) = −DD1212
λ+k−2(t)Re (i

j−1), b3(k−1)+j,2λ−1(t) = DD1212
λ+k−2(t)Re (i

j)/π,

k, j, λ = 1, 2, a35(t) = −DD1313
0 (t)/2, (27)

остальные ajk, bjk равны нулю; здесь hj2(μ)(z) ≡ hj2(Φ(μ))(z), K0j(μ0)(t) ≡ K0j(Φ0(μ0))(t),
j = 1, 2; K03(μ)(t) ≡ K03(Φ(μ))(t), Φ(μ) = (Φ1(μ2),Φ2(μ4),Ψ1(μ1),Ψ2(μ3),Ψ3(μ5)), μ0 =
= (μ2, μ4).

Лемма 1. Пусть выполнены условия (a), (b), (c), (d). Тогда:
1) hj1(ρ), j = 1, 2, 3, – линейные вполне непрерывные операторы в пространстве Lp(Ω);

2) hj2(μ), j = 1, 2, 3, – линейные вполне непрерывные операторы из Cν(Γ) для любого
ν ∈ (0, 1) в Lp(Ω);

3) Kjμ, j = 1, 5, – линейные вполне непрерывные операторы из Cν(Γ) для любого ν ∈
∈ (0, 1) в Cγ(Γ) при всех γ < β/2;

4) Hjρ, j = 1, 5, – линейные вполне непрерывные операторы из Lp(Ω) в Cα′(Γ) при всех
α′ < α и ограниченные операторы из Lp(Ω) в Cα(Γ);

5) имеют место включения f j
c (a)(z), f

j
χ(a)(z), F j(z), gjc (z) ∈ Lp(Ω), j = 1, 2, 3, ϕcj(a)(t),

ϕχj(a)(t) ∈ Cα(Γ), F 3+j(t), g6c (t), ajk(t), bjk(t) ∈ Cβ(Γ), j, k = 1, 5.
Доказательство. Известно [14, c. 26–27], что интеграл типа Коши θ(f) в (24) представля-

ет собой ограниченный оператор из Cα(Γ) в Cα(Ω), а его производная θ′(f) – ограниченный
оператор из Cα(Γ) в Lq(Ω), 1 < q < 2/(1 − α). Кроме того, нетрудно показать, что θ(f) –
вполне непрерывный оператор из Cα(Γ) в Lp(Ω) при всех p > 1 и в Cα′(Ω) для любого
α′ < α. Учитывая это, а также свойства операторов T, S, определённых в (13), (14), ис-
пользуя представления для производных первого порядка обобщённых перемещений в (19)
и выражения для операторов hj(a) в (9), получаем, что первые утверждения 1), 2) леммы
справедливы.

Так как ψ(τ, t) ∈ Cβ(Γ) × Cβ(Γ) [15, с. 28–32], dkλ(t) ∈ Cβ(Γ), dkj (z),D
1313
0 (z),D(z) ∈

∈ Cβ(Ω), то, принимая во внимание следствие 4.3 из [16, с. 124], легко убеждаемся в том,
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что первые два слагаемых в правой части представления для оператора K0j(μ0) в (21) суть
вполне непрерывные операторы из Cν(Γ), ν ∈ (0, 1) в Cγ(Γ) для любого γ < β. Также
нетрудно показать, что третье и четвертое слагаемые этого представления в (21) суть вполне
непрерывные операторы из Cν(Γ), ν ∈ (0, 1) в Cγ(Γ), γ < β. Тогда получаем, что Koj(μ0),
j = 1, 2, – линейные вполне непрерывные операторы из Cν(Γ), ν ∈ (0, 1) в Cγ(Γ), γ < β.
Аналогично из представления оператора K03(μ) в (23) следует, что K03(μ) – линейный вполне
непрерывный оператор из Cν(Γ) в Cβ(Γ) для всех ν ∈ (0, 1).

Далее два первых слагаемых в правой части формулы для оператора K3(n−1)+jμ в (27)
преобразуем к виду

(−i)j

2
dnλ(t)

{
(−1)j − 1

2πi

∫

Γ

μ2λ(τ)

τ ′
τ ′ − t′

τ − t
dτ +

(−1)j

π

∫

Γ

μ2λ(τ)

τ ′
Im

(
t′

τ − t

)

dτ

}

.

Следовательно, с учётом включений τ ′, dnλ ∈ Cβ(Γ) и равенства

Im [τ ′/(τ − t)] = k∗(τ, t)/|τ − t|1−β/2,

где k∗(τ, t) ∈ Cβ/2(Γ) × Cβ/2(Γ) [15, c. 31–32, 55–56], а также следствий 4.4,4.5 из [16, с. 125]
получаем, что эти слагаемые в выражении для оператора K3(n−1)+jμ в (27) определяют линей-
ный вполне непрерывный оператор из Cν(Γ) в Cγ(Γ) для любых ν ∈ (0, 1) и γ < β/2. Анало-
гично показываем, что третье и четвертое слагаемые в выражении для оператора K3(n−1)+jμ

в (27) обладают таким же свойством. Тогда из представлений операторов Kjμ, j = 1, 5, в (27)
вытекает справедливость утверждения 3) леммы. Справедливость утверждения 4) следует из
представлений операторов Hjρ, j = 1, 5, в (23) с учётом свойств операторов T, S, интеграла
типа Коши и соотношений

S(TλTρ0)
+(t) = T

(
∂

∂ζ
TλTρ0

)

(t)− 1

2
(t

′
)2TλTρ0(t)−

1

2πi

∫

Γ

TλTρ0(τ)

τ − t
dτ , λ = 1, 2,

которые получаются с использованием формул (8.20) из [14, c. 58] и формул Сохоцкого. Спра-
ведливость утверждения 5) леммы непосредственно вытекает из формул (9), (11), (27). Лемма
доказана.

Исследуем разрешимость системы уравнений (26) в пространстве Lp(Ω)×Cα′(Γ), α′ < α.
Заметим, что любое решение (ρ, μ) ∈ Lp(Ω)×Cα′(Γ) системы (26) в силу леммы 1 принадлежит
пространству Lp(Ω) × Cα(Γ). Используя выражения для ajk(t), bjk(t) из (27), вычисляем
определитель

det [A(t)− πiB(t)] = D3D1313
0 δ1/(32δ0)(a

2
1 − a0a2), an = D1111

n +D1122
n , n = 0, 1, 2,

где δ0, δ1 определены в (17), а A = (ajk), B = (bjk) – квадратные матрицы пятого порядка.
Итак, det [A(t)− πiB(t)] 
= 0 на границе Γ и для индекса системы (26) получаем

χ =
1

2π

[

arg
det (A− πiB)

det (A+ πiB)

]

Γ

= 0

(здесь символ [argϕ]Γ означает приращение аргумента функции ϕ при обходе кривой Γ один
раз в положительном направлении). Следовательно, к системе (26) применима альтернатива
Фредгольма. Пусть (ρ, μ) ∈ Lp(Ω)×Cα′(Γ) – решение системы (26) при нулевой правой части.
Этому решению по формулам (24), (25) с постоянными cj = 0, j = 1, 6, соответствуют голо-
морфные функции Φk(z), Ψj(z), которые в свою очередь по формулам (16), (18) определяют
функции wj , j = 1, 2, 3, ψk, k = 1, 2. Эти функции, как нетрудно видеть, удовлетворяют
однородной системе линейных уравнений (8) (f j

c + f j
χ − F j ≡ 0, j = 1, 2, 3) и однородным

линейным граничным условиям (10) (ϕcj + ϕχj − F 3+j ≡ 0, j = 1, 5). Умножим действи-
тельную и мнимую части первого уравнения однородной системы (8) соответственно на w1
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и w2, второго уравнения – соответственно на ψ1 и ψ2, а третье уравнение – на w3. После
этого проинтегрируем по области Ω и сложим получившиеся равенства. С учётом однородных
граничных условий (10) получаем, что wj, j = 1, 2, 3, ψk, k = 1, 2, удовлетворяют системе
νj1α1 = 0, νj2α2 = 0, νj1α2 + νj2α1 = 0, w3αj + ψj = 0, j = 1, 2, решение которой имеет вид

w1 = −c0α
2 + c1, w2 = c0α

1 + c2, w3 = −c4α
1 − c5α

2 + c6, ψ1 = c4, ψ2 = c5, (28)

где cj – произвольные действительные постоянные.
Так как Ψj(0) = 0, j = 1, 2, 3, w3(0) = 0, то из (28) будем иметь w1 = −c0α

2 + c1, w2 =
= c0α

1 + c2, w3 = ψ1 = ψ2 ≡ 0. Тогда ωj(z) = 2ic0DD1212
j−1 , j = 1, 2, и из уравнений (12)

следуют равенства

ρj(z) = 2ic0(DD1212
j−1 )z , j = 1, 2, ρ3(z) ≡ 0, z ∈ Ω. (29)

Используя формулы (13), (16), (18) и представление для ω0
jz в (19), находим функции

Φk(z), k = 1, 2, Ψ′
j(z), j = 1, 2, 3, подставив которые в (24), получим

μ1(t)/t
′ − c0(t

′
)2 = F−

1 (t), μ2j(t)/t
′ − 2ic0DD1212

j−1 (t) = F−
2j(t), j = 1, 2,

μ2j−1(t)/t
′ = F−

2j−1(t), j = 2, 3,

где F−
j (t) – граничные значения функции F−

j (z), голоморфной во внешности Ω и исчезающей
на бесконечности. Следовательно, для функции F−

j (z) во внешности области Ω приходим к
задаче Римана–Гильберта с краевым условием Re [it′F−

j (t)] = f−
j (t), j = 1, 5, где

f−
1 (t) = c0Re (it

′), f−
2j(t) = 2c0DD1212

j−1 (t)Re t
′, j = 1, 2, f−

2j−1(t) = 0, j = 2, 3.

Используя решение этой задачи [17, c. 253], для функций μj(t) получаем представления

μj(t) = c0μ
0
j (t) + β0jμ

1
j (t), j = 1, 2, 4, μj(t) = β0jμ

1
j(t), j = 3, 5, (30)

где μk
j (t) – известные действительные функции, принадлежащие пространству Cα(Γ); c0,

β0j – произвольные действительные постоянные.
Решения (29), (30) показывают, что однородная система уравнений (26) имеет шесть ли-

нейно независимых решений. Тогда союзная с ней система уравнений также будет иметь
шесть линейно независимых решений. Для вывода союзной системы действительные и мни-
мые части левых частей уравнений в (20) умножим соответственно на действительные функ-
ции v1, v2, v3, v4, v5 ∈ Lq(Ω), 1/p + 1/q = 1, и проинтегрируем по области Ω, а левые части
уравнений в (22) умножим на действительные функции ν1, ν2, ν3, ν4, ν5 ∈ Cα(Γ) и проинте-
грируем по кривой Γ. После этого их сложим и приравняем к нулю. Заменяя голоморфные
функции Φj(z), Ψk(z), Ψ′

k(z) их выражениями из (24), (25) с постоянными, равными нулю,
переставляя порядок интегрирования в полученных повторных интегралах, после несложных,
но достаточно громоздких преобразований приходим к искомой союзной системе уравнений

vj(z)− T3+jv(z) + 2Θ(τ ′νj)(z) = 0, j = 1, 2, ReT3v(z) = 0, z ∈ Ω,

Re {i[T3+jv(t)− 2Θ−(τ ′νj)(t)]} = 0, j = 1, 2, Re [Tg(v)(t) + Θ−(τ ′DD1313
0 ν3)(t)] = 0,

Re {T [(DD1212
λ+j−2)ζv

λ](t)− 2Θ−(τ ′DD1212
λ+j−2ν

λ)(t) + (j − 1)[iT 0g(v)(t)−

−T 0
Γ(DD1313

0 τ ′ν3)(t)]} = 0, j = 1, 2, t ∈ Γ;

vj = v3j−2 + iv3j−1, νj = ν3j−2 + iν3j−1, j = 1, 2, v3 = v3, ν3 = ν3. (31)
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В уравнениях (31) приняты обозначения

T3v(z) = −2Tg(v)(z) + 2DD1313
0 (z)v3(z) − 2Θ(τ ′DD1313

0 ν3)(z), T3+jv(z) =

= 2Tdj+2λ−2[Sλv](z) + Td2+j [T3v](z), Sjv(z) = S[(DD1212
j+λ−2)ζv

λ](z) − (DD1212
j+λ−2)zv

λ(z)−

− 2Θ′(τ ′DD1212
j+λ−2ν

λ)(z), j = 1, 2, g(v)(z) = (DD1313
0 )z(z)v3(z)−DD1313

0 (z)v2(z)/4,

T 0f(z) = − 1

πi

∫∫

Ω

f(ζ) ln

(

1− ζ

z

)

dξ dη, T 0
Γf(z) = − 1

2πi

∫

Γ

f(τ) ln

(

1− τ

z

)

dσ,

Θ′(f)(z) =
1

2πi

∫

Γ

f(τ) dτ

τ ′(τ − z)2
, v = (v1, v2, v3, v4, v5), (32)

Θ−(f)(t) – граничные значения функции Θ(f)(z) при z → t ∈ Γ извне области Ω; операторы
Tf, Sf, dj [f ], Θ(f) определены в (13), (14), (17), (24) соответственно.

Система (31), как отмечено выше, имеет шесть линейно независимых решений. Получим их
явные выражения. Далее в (31) под v ∈ Lq(Ω), 1/p+1/q = 1, ν ∈ Cα(Γ) будем подразумевать
некоторое её решение.

Заметим, что операторы T, T 0, T 0
Γ , введённые в (13), (32), определяют функции Tf(z),

T 0f(z), T 0
Γf(z), которые голоморфны во внешности области Ω и обращаются в нуль на бес-

конечности. Этими же свойствами обладает и функция θ(f)(z). Поэтому последние пять ра-
венств на кривой Γ в (31) представляют собой краевые условия задачи Римана–Гильберта с
нулевым индексом для функций, голоморфных вне Ω и исчезающих на бесконечности. Такая
задача, как известно, имеет только нулевое решение. Следовательно, эти пять равенств на
кривой Γ преобразуются к виду

T3+jv(z)− 2Θ(τ ′νj)(z) = 0, j = 1, 2, T g(v)(z) + Θ(τ ′DD1313
0 ν3)(z) = 0,

T [(DD1212
λ+j−2)ζv

λ](z)− 2Θ(τ ′DD1212
λ+j−2ν

λ)(z) + (j − 1)[iT 0g(v)(z) − T 0
Γ(DD1313

0 τ ′ν3)(z)] = 0,

j = 1, 2, z ∈ Ω1 ≡ C \Ω, (33)

C – комплексная плоскость.
Из первых трёх равенств в (31) следует, что функции vj , j = 1, 5, принадлежат простран-

ству W
(1)
q1 (Ω)

⋂
Cα(Ω), 1 < q1 < 2/(1− α). В них перейдём к пределу при z → t ∈ Γ изнутри

области Ω, а в первых трёх равенствах в (33) – извне области Ω, затем последние прибавим
к первым трём соответственно. Принимая во внимание непрерывность функций вида Tf(z)
при f ∈ Lp(Ω) на C и используя формулы Сохоцкого, получаем

vj(t) = −2νj(t), j = 1, 2, v3(t) = ν3(t), t ∈ Γ. (34)

Продифференцировав первые два равенства в (31) по z, с учётом (14) получим равенства

vjz = 2dj+2λ−2[Sλv](z) + d2+j [T3v](z), j = 1, 2, z ∈ Ω,

откуда, рассматривая их как систему относительно X1 = 2S1v, X2 = 2S2v + T3v и решая её,
будем иметь

Xj = D[(D1111
j+λ−2 −D1212

j+λ−2)v
λ
z + (D1111

j+λ−2 +D1212
j+λ−2)v

λ
z ], j = 1, 2, z ∈ Ω. (35)

Пусть дополнительно выполнены условия

D1212
j , j = 0, 1, 2, D1313

0 ∈ W (2)
p (Ω). (36)
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Используя соотношения для функций T3v(z), Sjv(z), j = 1, 2, в (32), находим Xjz, j =
= 1, 2, которые, как нетрудно видеть, принадлежат пространству Lq1(Ω), 1 < q1 < 2/(1− α).
Теперь эти выражения Xjz, j = 1, 2, подставим в левые части соотношений, полученных
дифференцированием по z равенств (35). Третье равенство в (31) дифференцируем по z и
z. При помощи несложных преобразований полученных соотношений убеждаемся в том, что
вектор-функция ṽ = (v1, v2, 2v3, v4, v5) является решением системы линейных уравнений (8)
при нулевой правой части.

Далее от решения (v, ν) союзной системы уравнений (31) потребуем, чтобы ν(t) ∈ C1
α(Γ).

Тогда, как нетрудно видеть, v(z) ∈ C1
α(Ω). Теперь в равенствах (35) переходим к пределу

при z → t ∈ Γ изнутри области Ω, при этом левую часть X+
j (t) заменим выражением,

полученным с использованием представлений (Sjv)(z), T3v(z) в (32). Затем из них вычтем
соответственно равенства, которые получаются дифференцированием по z последних двух
соотношений в (33) с последующим переходом в них к пределу при z → t ∈ Γ извне Ω.
Далее третьи равенства в (31) и (33) продифференцируем по z, в получившихся равенствах
перейдём к пределу при z → t ∈ Γ соответственно изнутри и извне области Ω и затем вычтем
их друг из друга. При помощи полученных таким образом равенств на кривой Γ, используя
соотношения (34) и формулы

(Sf)+(t)− (Sf)−(t) = −f(t) · (t ′)2, θ′+(τ ′f)(t)− θ′−(τ ′f)(t) = ft + ft · (t ′)2, t ∈ Γ,

в которых операторы Sf, Θ′(f) определены в (14), (32), после несложных преобразований
приходим к тому, что функции v1, v2, 2v3, v4, v5 удовлетворяют также и однородным
линейным граничным условиям в (10). Таким образом, вектор ṽ = (v1, v2, 2v3, v4, v5) являет-
ся решением однородной системы линейных уравнений в (8), удовлетворяющим однородным
линейным граничным условиям в (10). Следовательно, в соответствии с (28) для компонент
вектора ṽ получим следующие представления:

v1 = −c0α
2 + c1, v2 = c0α

1 + c2, v3 = (−c4α
1 − c5α

2 + c6)/2, v4 = c4, v5 = c5,

где cj – произвольные действительные постоянные.
Функции νj(t) и vk связаны друг с другом формулами (34). Следовательно, решение

(v, ν)T , v = (v1, v2, v3, v4, v5), ν = (ν1, ν2, ν3, ν4, ν5) союзной системы (31) можно представить
как (v, ν)T = c0γ1 + c1γ2 + c2γ3 + c4γ4 + c5γ5 + c6γ6, где γk = (γk1, γk2, . . . , γk10), k = 1, 6, –
линейно независимые решения системы (31). Тогда для разрешимости системы (26) необходимо
и достаточно, чтобы выполнялись условия

∫∫

Ω

{Re [(f1
c + f1

χ + g1c − F 1)(z)(γk1 − iγk2)(z) + (f2
c + f2

χ + g2c − F 2)(z)(γk4 − iγk5)(z)] +

+(f3
c +f3

χ+g3c−F 3)(z)γk3(z)} dα1 dα2+
5∑

j=1

∫

Γ

(ϕcj+ϕχj+g3+j
c −F 3+j)(t)γk,5+j(t) ds = 0, k = 1, 6,

которые после несложных преобразований принимают вид
∫∫

Ω

DRj dα1 dα2 +

∫

Γ

P jds +

∫∫

Ω

DGj
λμT

λμ(γ) dα1 dα2 = 0, j = 1, 2,

∫∫

Ω

D(R1α2 −R2α1) dα1 dα2 +

∫

Γ

(P 1α2 − P 2α1)ds +

∫∫

Ω

D(α2G1
λμ − α1G2

λμ)T
λμ(γ) dα1 dα2 = 0,

∫∫

Ω

D(αjR3 − Lj) dα1 dα2 +

∫

Γ

(αjP 3 −N j)ds +

∫∫

Ω

DαjBλμT
λμ(γ) dα1 dα2 −
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−
∫∫

Ω

DT λj(γ)w3αλ dα1 dα2 −
∫∫

Ω

DGj
λμM

λμ(γ) dα1 dα2 = 0, j = 1, 2,

∫∫

Ω

DR3 dα1 dα2 +

∫

Γ

P 3ds+

∫∫

Ω

DBλμT
λμ(γ) dα1 dα2 = 0, (37)

где Rj, P j, j = 1, 2, 3, Lk, Nk, k = 1, 2, – компоненты внешних сил, γ – произвольно
фиксированный вектор деформации, w3 – произвольно фиксированная функция.

При выполнении условий (37) общее решение системы (26) можно представить в виде

(ρ, μ) = (ρc, μc)(a) + (ρχ, μχ)(a) + (ρ∗, μ∗) + (ρF , μF ), (ρc, μc)(a) = Rfc(a),

(ρχ, μχ)(a) = Rfχ(a), (ρ∗, μ∗) = Rgc + (ρ̃, μ̃), (ρF , μF ) = −RF, (38)

где fc(a) = (f1
c , f

2
c , f

3
c , ϕc1, . . . , ϕc5), fχ(a) = (f1

χ, f
2
χ, f

3
χ, ϕχ1, . . . , ϕχ5), gc = (g1c , . . . , g

8
c ), F =

= (F 1, . . . , F 8); R = (R1, . . . ,R8); Rj , j = 1, 2, 3, и Rk, k = 4, 8, – линейные ограниченные
операторы из Lp(Ω) × Cα(Γ) в Lp(Ω) и в Cα(Γ) соответственно; функции ρ̃ = (ρ̃1, ρ̃2, ρ̃3),

μ̃ = (μ̃1, . . . , μ̃5) определены формулами (29), (30), а f j
c , f j

χ, ϕck, ϕχk, gnc , Fn – формулами
в (9), (11), (27).

Если выражение для вектор-функции μ(t) из (38) подставить в соотношения (24), (25), то
для голоморфной вектор-функции Φ(z) = (Φ0,Ψ), Φ0 = (Φ1,Φ2), Ψ = (Ψ1,Ψ2,Ψ3) получим
представление

Φ(z) = Φc(a)(z) + Φχ(a)(z) + Φ∗(z) + ΦF (z), z ∈ Ω, (39)

где
Φc(a)(z) = Φ(μc(a))(z), Φχ(a)(z) = Φ(μχ(a))(z), ΦF (z) = Φ(μF )(z),

Φ∗(z) = Φ(Rgc)(z) + Φ̃(z), Φ̃(z) = (c0β0(z), c0β1(z), c0γ0(z) + c1 + ic2, 0, 0),

βj(z) = 2iΘ(t′DD1212
j )(z), j = 0, 1, γ0(z) = Θ(t′t)(z),

функция Θ(f)(z) определена в (24), cj – произвольные действительные постоянные.
Теперь выражения ρ(z) из (38) и голоморфных функций из (39) подставим в (16), (18).

Тогда задача (1), (2) сведётся к системе нелинейных уравнений относительно вектор-функции
a = (w1, w2, w3, ψ1, ψ2), которую представим в виде

ω0
j (z) = ω0

jc(a) + ω0
jχ(a) + ω0

j∗(z) + ω0
jF (z), j = 1, 2,

w3(z) = w3c(a) + w3χ(a) + w3∗(z) + w3F (z), z ∈ Ω, (40)

где ω0
jc(a)=ω0

j (Ψjc(a);ωjc(a)), ωc(a)= (ω1c, ω2c), ωjc(a)=ωj(Φjc(a); ρ
j
c(a)), j=1, 2, w3c(a) =

= w3(Ψ3c(a); ρ
3
c(a)); остальные слагаемые в системе (40) определяются аналогично; операторы

ωj(Φj; ρ
j), ω0

j (Ψj ;ωj) и w3(Ψ3; ρ
3) определены в (13), (16), (18) соответственно.

Отметим, что функции ω0
j∗(z), w3∗(z) и ω0

jF (z), w3F (z) зависят соответственно от про-
извольных постоянных и внешних сил, действующих на оболочку. При этом, как нетрудно
заметить, для функций ω0

1∗(z) = w2∗ + iw1∗, ω0
2∗(z) = ψ2∗ + iψ1∗, w3∗(z) имеют место пред-

ставления (28).
Исследуем разрешимость системы (40) в пространстве W

(2)
p (Ω).

Лемма 2. Пусть выполнены условия (a), (b), (c), (d). Тогда
1) ω0

jc(a), j = 1, 2, w3c(a) – линейные вполне непрерывные операторы в W
(2)
p (Ω);

2) ω0
jχ(a), j = 1, 2, w3χ(a) – нелинейные ограниченные операторы в W

(2)
p (Ω), причём для

любых aj = (wj
1, w

j
2, w

j
3, ψ

j
1, ψ

j
2) ∈ W

(2)
p (Ω), j = 1, 2, справедливы оценки

‖ω0
jχ(a

1)− ω0
jχ(a

2)‖
W

(2)
p (Ω)

, ‖w3χ(a
1)− w3χ(a

2)‖
W

(2)
p (Ω)

� c(‖a1‖
W

(2)
p (Ω)

+ ‖a2‖
W

(2)
p (Ω)

+

+ ‖w1
3‖2W (2)

p (Ω)
+ ‖w2

3‖2W (2)
p (Ω)

)‖a1 − a2‖
W

(2)
p (Ω)

, (41)
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где c – известная положительная постоянная, зависящая от физико-геометрических харак-
теристик оболочки;

3) ω0
j∗(z), ω

0
jF (z) ∈ W

(2)
p (Ω), j = 1, 2.

Доказательство. Из представлений для f j
c (a), f j

χ(a) в (9), ϕcj(a), ϕχj(a) в (11) сле-
дует, что f j

c (a) и ϕcj(a) – линейные вполне непрерывные, а f j
χ(a) и ϕχj(a) – нелинейные

ограниченные операторы из W
(2)
p (Ω) в Lp(Ω) и в Cα(Γ) соответственно; для f3

χ(a), ϕχ3(a)

справедливы оценки вида (41), а для f j
χ(a), ϕχj(a), j = 1, 2, – оценки вида

‖f j
χ(a

1)− f j
χ(a

2)‖Lp(Ω), ‖ϕχj(a
1)− ϕχj(a

2)‖Cα(Γ) � c(‖w1
3‖W (2)

p (Ω)
+

+ ‖w2
3‖W (2)

p (Ω)
)‖a1 − a2‖

W
(2)
p (Ω)

, j = 1, 2. (42)

Тогда из (38) с учётом ограниченности операторов Rj получим, что ρjc(a) и μkc(a) – линейные
вполне непрерывные, а ρjχ(a) и μkχ(a) – нелинейные ограниченные операторы из W

(2)
p (Ω) в

Lp(Ω) и в Cα(Γ) соответственно, и для ρjχ(a), μkχ(a) справедливы оценки (41). Следователь-
но, с учётом свойств интеграла типа Коши из (39) будем иметь, что Φkc(a), Ψ′

jc(a) – линейные

вполне непрерывные, Φkχ(a), Ψ′
jχ(a) – нелинейные ограниченные операторы из W

(2)
p (Ω) в

Cα(Ω), причём для нелинейных операторов Φkχ(a), Ψ′
jχ(a) справедливы оценки (41).

Исследуем свойства операторов

Φ′
kc(a) = Θ′(μ2kc(a)), k = 1, 2, Ψ′′

jc(a) = i(j−1)(j−2)/2Θ′(μ2j−1c(a)), j = 1, 2, 3, (43)

где оператор Θ′(f) определён в (32).
Заметим, что функции ρjc(a)(z), μkc(a)(t), определённые в (38), являются решениями сис-

темы (26) с правой частью f j
c (a)(z), j = 1, 2, 3, ϕck(a)(t), k = 1, 5. Поэтому μc = (μ1c, . . . , μ5c)

можно представить в виде

μc(a)(t) = A−1(t)

[

ϕc(a)(t) −B(t)

∫

Γ

μc(a)(τ)

τ − t
dτ −Kμc(a)(t)−Hρc(a)(t)

]

, (44)

где A−1(t)∈Cβ(Γ) – матрица, обратная к матрице A(t), ϕc=(ϕc1, . . . , ϕc5), K=(K1, . . . ,K5),
H = (H1, . . . ,H5), ρc = (ρ1c , ρ

2
c , ρ

3
c).

Если выражение (44) для μc(a)(t) подставить в (43), после этого переставить порядок
интегрирования в повторных интегралах и использовать указанные выше свойства интеграла
типа Коши, операторов T, S, соотношений (4.7), (4.9) из [14, c. 28–29] и лемму 1, то после
несложных, но достаточно громоздких преобразований получим, что операторы Φ′

kc(a), k =

= 1, 2, Ψ′′
jc(a), j = 1, 2, 3, суть линейные вполне непрерывные операторы из W

(2)
p (Ω) в Lp(Ω).

При помощи аналогичных рассуждений также будем иметь, что Φ′
kχ(a), k = 1, 2, Ψ′′

jχ(a) j =

= 1, 2, 3, – нелинейные ограниченные операторы из W
(2)
p (Ω) в Lp(Ω) и для них справедливы

оценки (41). Теперь, если использовать соотношения (15), (16), (19) и оценки (42), утверждение
леммы становится очевидным. Лемма доказана.

Систему (40) запишем в виде

a− L(a)−G(a) = a∗ + ãF , (45)

где
L = (L1, . . . , L5), G = (G1, . . . , G5), a∗ = (w1∗, w2∗, w3∗, ψ1∗, ψ2∗),

ãF = (w̃1F , w̃2F , w̃3F , ψ̃1F , ψ̃2F ), ω0
1∗ = w2∗ + iw1∗, ω0

2∗ = ψ2∗ + iψ1∗, L3(a) = w3c(a),

G3(a) = w3χ(a), L3(n−1)+j(a) = −Re [ijω0
nc(a)], G3(n−1)+j(a) = −Re [ijω0

nχ(a)], n, j = 1, 2,

w̃jF = −Re [ijω0
1F ], ψ̃jF = −Re [ijω0

2F ], j = 1, 2, w̃3F = w3F .
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Отметим, что L(a) – линейный вполне непрерывный, G(a) – нелинейный ограниченный
операторы в W

(2)
p (Ω), причём для G(a) имеет место оценка (41); ãF ∈ W

(2)
p (Ω) – известная

функция, зависящая от внешних сил; компоненты вектора a∗ даются формулами (28).
Уравнение a − L(a) = 0 имеет лишь нулевое решение в пространстве W

(2)
p (Ω). Дейст-

вительно, если a ∈ W
(2)
p (Ω) – ненулевое его решение, то, как нетрудно заметить, a является

решением системы линейных уравнений равновесия, удовлетворяющим линейным однородным
граничным условиям. Тогда, рассуждая как и в случае системы (26), приходим к тому, что
вектор a удовлетворяет системе

wjαj −Gλ
jjwλ −Bjjw3 = 0, j = 1, 2,

w1α2 + w2α1 − 2Gλ
12wλ − 2B12w3 = 0, ψjαj −Gλ

jjψλ = 0, j = 1, 2,

ψ1α2 + ψ2α1 − 2Gλ
12ψλ = 0, w3αj + ψj = 0, j = 1, 2. (46)

Выведем условия, при выполнении которых система (46) имеет только нулевое решение.
Для этого введём в рассмотрение вспомогательную систему вида

(ω1/Λ)α1 − (ω2/Λ)α2 = c1f1(α
1, α2), (ω1/Λ)α2 + (ω2/Λ)α1 = c1f2(α

1, α2),

ω1α1 + ω2α2 = c1f3(α
1, α2) (47)

относительно функций ω1(α
1, α2), ω2(α

1, α2) ∈ C1
α(Ω), где fj ∈ W

(2)
p (Ω), j = 1, 2, 3, – произ-

вольно фиксированные функции, c1 – произвольная действительная постоянная.
Решаем систему (47). При помощи комплексной функции ω = ω1/Λ + iω2/Λ первые два

уравнения в (47) представим в виде неоднородного уравнения Коши–Римана ωz = c1(f1 +
+ if2)/2, общее решение которого даётся формулой ω = ϕ(z) + c1T (f1 + if2)(z)/2, откуда для
ωj получаем представления

ω1 = Λ(α1, α2)Reϕ(z) + c1g1(α
1, α2), ω2 = Λ(α1, α2) Imϕ(z) + c1g2(α

1, α2),

g1 = ΛReT (f1 + if2)/2, g2 = ΛImT (f1 + if2)/2, z = α1 + iα2, (48)

где ϕ(z) – произвольная голоморфная в области Ω функция, принадлежащая пространству
C1
α(Ω), оператор T определён в (13). Из условия (b) и указанных выше свойств оператора T

следует, что функции gj , j = 1, 2, принадлежат пространству W
(3)
p (Ω).

Выражения решений ω1, ω2 из (48) подставим в третье уравнение системы (47). Тогда
относительно голоморфной функции ϕ(z) получим уравнение вида

Re [ϕ′(z) + (lnΛ)zϕ(z)] = c1g3(α
1, α2), g3(α

1, α2) = (f3 − g1α1 − g2α2)/(2Λ), (49)

где функция g3 принадлежит пространству W
(2)
p (Ω).

Предположим, что в области Ω выполняется условие

Λ0(α
1, α2) = (lnΛ)zz 
= 0, (50)

т.е. функция ln Λ(α1, α2) в области Ω не является гармонической.
Заметим, что условие (50) в силу уравнения Гаусса [18, c. 193] означает, что гауссова кри-

визна срединной поверхности оболочки не равна нулю.
Найдём решение уравнения (49). Заметим, что функция Reϕ′(z), как действительная

часть голоморфной функции ϕ′(z), в области Ω является гармонической, т.е. [Reϕ′(z)]zz =
= 0. Следовательно, в области Ω при любой постоянной c1 должно выполняться условие
[c1g3 −Re ((ln Λ)zϕ)]zz = 0, которое можно записать в виде Re (Λ0ϕ)z − c1g3zz = 0, c1 = const,
z ∈ Ω, откуда с учётом условий (50) и g3zz 
= 0, z ∈ Ω, получим Re (Λ0ϕ)z = 0, c1 = 0. Итак,
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голоморфная функция ϕ(z) удовлетворяет системе уравнений Re (Λϕ)z = 0, Re (Λ0ϕ)z = 0,
которая эквивалентна системе

2Λuα1 + Λα1u+ Λα2v = 0, 2Λ0uα1 + Λ0α1u+ Λ0α2v = 0,

uα1 = vα2 , uα2 = −vα1 , Λ0/Λ 
= const, (51)

где ϕ(z) = u(α1, α2) + iv(α1, α2), функция Λ0(α
1, α2) определена в (50).

Исключив из первых двух уравнений в (51) производную uα1 , получим

v = Λ1u, Λ1 ≡ Λ1(α
1, α2) = −(Λ0/Λ)α1/(Λ0/Λ)α2 ∈ W (1)

p (Ω). (52)

Теперь, если выражение функции v из (52) подставить в первое уравнение (51), относи-
тельно функции u получим уравнение

uα1 +Λ2u = 0, Λ2 ≡ Λ2(α
1, α2) = [(ln Λ)α1 + (lnΛ)α2Λ1]/2 ∈ W (1)

p (Ω),

общее решение которого даётся формулой

u = c(α2)Λ3, Λ3 ≡ Λ3(α
1, α2) = exp

[

−
α1∫

α1
0

Λ2(β
1, α2)dβ1

]

∈ W (1)
p (Ω), (53)

где c(α2) – произвольная действительная функция переменной α2, принадлежащая прост-
ранству C1

α, (α1
0, α

2
0) ∈ Ω – произвольно фиксированная точка.

Тогда для функции v с учётом (52) будем иметь представление

v = Λ1Λ3c(α
2). (54)

Теперь функции u(α1, α2), v(α1, α2) из (53), (54) подставим в третье и четвертое уравнения
системы (51). В результате относительно функции c(α2) почти всюду в области Ω получим
уравнения

Λ3c
′(α2) + [Λ3α2 + (Λ1Λ3)α1 ]c(α2) = 0, Λ1Λ3c

′(α2)− [Λ3α1 − (Λ1Λ3)α2 ]c(α2) = 0,

из которых видно, что c(α2) ≡ 0, следовательно, из формул (53), (54) будем иметь ϕ(z) ≡ 0
в Ω.Тогда из соотношений (48) получим ω1 = ω2 ≡ 0 в Ω.

Перейдём к нахождению функций ψ1, ψ2. С этой целью четвертое и пятое равенства
системы (46) сложим и вычтем друг из друга. Принимая во внимание соотношения (4) для
символов Кристоффеля, будем иметь систему

(ψ1/Λ)α1 − (ψ2/Λ)α2 = 0, (ψ1/Λ)α2 + (ψ2/Λ)α1 = 0, ψ1α1 + ψ2α2 = 0,

которая получается из системы (47) при fj ≡ 0, j = 1, 2, 3, ω1 = ψ1, ω2 = ψ2. Поэтому в силу
доказанного выше ψ1(z) = ψ2(z) ≡ 0 в Ω и из последних двух равенств в (46) следует, что
w3 = c1 = const в Ω. Подставляя это значение функции w3 в первые три равенства системы
(46), при помощи аналогичных рассуждений снова приходим к системе вида (47), в которой
ω1 = w1, ω2 = w2, f1 = (B11 − B22)/Λ, f2 = 2B12/Λ, f3 = B11 + B22. В силу условия (а)
имеем fj ∈ W

(2)
p (Ω), j = 1, 2, 3, при этом условие g3zz 
= 0 примет вид

[(B11 +B22)/Λ− Re (lnΛ)zReTf + Im (lnΛ)zImTf − ReSf ]zz 
= 0,

f = (B11 −B22 + 2iB12)/Λ, (55)

где операторы T, S определены в (13), (14). Следовательно, wj ≡ 0, j = 1, 2, 3, в Ω. Итак,
уравнение a−L(a) = 0 имеет только нулевое решение в W

(2)
p (Ω). Таким образом, существует
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обратный оператор (I − L)−1, ограниченный в W
(2)
p (Ω), с помощью которого уравнение (45)

сведётся к эквивалентному уравнению

a−G∗(a) = aF , (56)

где G∗(a) = (I − L)−1G(a), aF = (I − L)−1ãF .
Отметим, что вектор ac = (I − L)−1a∗ является решением однородной системы линей-

ных уравнений равновесия, удовлетворяющим однородным линейным граничным условиям.
Поэтому в силу доказанного выше ac ≡ 0, что и учтено нами при переходе к уравнению (56).

Также отметим, что вектор aF в (56) зависит только от внешних сил и aF = 0, если
внешние силы отсутствуют.

Лемма 3. Пусть выполнены условия (a), (b), (c), (d). Тогда:
1) G∗(a) – нелинейный ограниченный оператор в W

(2)
p (Ω), причём для любых векторов

aj = (wj
1, w

j
2, w

j
3, ψ

j
1, ψ

j
2), j = 1, 2, справедлива оценка

‖G∗(a
1)−G∗(a

2)‖
W

(2)
p (Ω)

�c∗(‖a1‖W (2)
p (Ω)

+‖a2‖
W

(2)
p (Ω)

+‖w1
3‖2W (2)

p (Ω)
+‖w2

3‖2W (2)
p (Ω)

)‖a1−a2‖
W

(2)
p (Ω)

,

где c∗ – известная положительная постоянная, зависящая от физико-геометрических ха-
рактеристик оболочки;

2) aF ∈ W
(2)
p (Ω).

Справедливость этой леммы вытекает из леммы 2 с учётом указанных выше свойств опе-
раторов (I − L)−1 и G.

Исследуем разрешимость уравнения (56) в пространстве W
(2)
p (Ω). Используя лемму 3, для

любых aj ∈ W
(2)
p (Ω), j = 1, 2, принадлежащих шару ‖a‖

W
(2)
p (Ω)

< r, получаем

‖G∗(a
1)−G∗(a

2)‖
W

(2)
p (Ω)

� q∗‖a1 − a2‖
W

(2)
p (Ω)

, q∗ = 2c∗r(1 + r).

Предположим, что радиус r шара и внешние силы таковы, что выполняются неравенства

q∗ < 1, ‖aF ‖W (2)
p (Ω)

< (1− q∗)r. (57)

Тогда к уравнению (56) можно применить принцип сжатых отображений [19, c. 146], согласно
которому уравнение (56) в шаре ‖a‖

W
(2)
p (Ω)

< r имеет единственное решение вида a = R(aF ) ∈

∈ W
(2)
p (Ω), где R – резольвента оператора G∗.
Заметим, что если внешняя нагрузка отсутствует, то задача (1), (2) имеет только нулевое

решение.
Вернёмся к условиям разрешимости (37), в которых под a = (w1, w2, w3, ψ1, ψ2) ∈ W

(2)
p (Ω)

будем подразумевать решение задачи (1), (2). Используя равенства (1) и (2), убеждаемся в
том, что условия разрешимости (37) выполняются.

Таким образом, доказана следующая
Теорема. Пусть выполнены условия (a), (b), (c), (d), (36), (50), (55) и неравенства (57).

Тогда задача (1), (2) имеет единственное обобщённое решение a = (w1, w2, w3, ψ1, ψ2) ∈
∈ W

(2)
p (Ω), 2 < p < 4/(2 − β).
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Рассмотрена нестационарная линейная дискретная дескрипторная система с прямоуголь-
ными матричными коэффициентами, определённая на конечном горизонте. Получен ответ
на вопрос, какое наибольшее число искомых векторов можно найти из заданного конеч-
ного числа уравнений? Аналогично изучена разрешимость нестационарных линейных сис-
тем с непрерывным или дискретным временем, а также (в локальном смысле) нелинейных
дискретных систем. Показано, что в тех случаях, когда рассматриваемая линейная (или
нелинейная) система сохраняет внутреннюю структуру, возможно нахождение её решений
на бесконечном горизонте. Предлагаемый подход обладает достаточной общностью и ав-
томатически решает проблему согласования начальных данных.

DOI: 10.31857/S0374064123050114, EDN: CZRUCX

Введение. Исследование вырожденных систем с дискретным временем, также называе-
мых дискретными дескрипторными системами, является динамично развивающимся направ-
лением в современной математике, что обусловлено многочисленными приложениями в раз-
личных отраслях науки и техники: биологии, экономике, робототехнике, астрофизике, моде-
лировании летательных аппаратов, электрических сетях, механике и др. [1–7].

Большинство известных результатов получено для стационарных систем

Ax[k+1] +Bx[k] = f [k], k ∈ N, (0.1)

где A и B – заданные n × n-матрицы, detA = 0, с регулярным матричным пучком cA +
+ B, т.е. det (cA + B) 
≡ 0 (см., в частности, [8–11]). Известно [12, c. 313], что в этом случае
существуют обратимые n × n-матрицы P и S такие, что в результате замены переменных
x[k] = S col (x

[k]
1 , x

[k]
2 ), x

[k]
1 ∈ R

n−d, x
[k]
2 ∈ R

d, и умножения всех уравнений (0.1) слева на
матрицу P получим систему

Nx
[k]
2 + x

[k−1]
2 = f

[k]
1 , x

[k]
1 + Jx

[k−1]
1 = f

[k]
2 , (0.2)

где col (f
[k]
1 , f

[k]
2 ) = Pf [k]; N – верхнетреугольная матрица c κ � d квадратными нулевыми

блоками на диагонали, так что Nκ = O; J – некоторая (n − d)× (n− d)-матрица. При этом
число κ называется индексом пучка cA+B.

Применительно к системам вида (0.1) различные аспекты теории (управляемость, наблю-
даемость, устойчивость, стабилизация, задачи фильтрации, построение регуляторов и др.) ис-
следовались в работах [8–10].

В литературе рассматриваются и более сложные постановки задач для дискретных де-
скрипторных систем, в частности, стационарные системы как с постоянным запаздыванием
[13], так и с нелинейным [14, 15]. Изучаются также системы с переключениями [16, 17] и c
прямоугольными матрицами коэффициентов [18]. При этом, для того чтобы сделать рассмат-
риваемую систему доступной для анализа, на структуру системы накладываются довольно
жёсткие ограничения. Например, в нестационарных случаях требуется, чтобы пучок матрич-
ных коэффициентов сохранял подобную (0.2) структуру или же вообще имел постоянную про-
стую структуру (последнее применительно к системе (0.2) соответствует случаю κ = 0).

Данная работа посвящена проблеме нахождения решений вырожденных дискретных сис-
тем в наиболее общих предположениях. В п. 1 рассматривается нестационарная система

A
[k]
k x[k] +A

[k]
k−1x

[k−1] + . . .+A
[k]
1 x[1] +B[k]x[0] = f [k], k = 1, ρ, (0.3)
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в которой искомые векторы могут иметь различную размерность, A
[k]
i и B[k] – заданные

mk × ni- и mk × n0-матрицы соответственно; x[i] ∈ R
ni (i = 0, ρ) – искомые, а f [k] ∈ R

mk –
заданные векторы. При этом матрицы коэффициентов A

[k]
i и B[k] могут не иметь полного

ранга:
rankA

[k]
i � min{mk, ni}, rankB[k] � min{mk, n0}.

Системам с непрерывным и дискретным временем посвящён п. 2, а именно системам вида
(0.1) и (0.3), в которых матричные коэффициенты и правые части зависят от времени. В п. 3
изучаются нелинейные дискретные дескрипторные системы.

1. Нестационарные системы с прямоугольными матрицами коэффициентов.Сна-
чала на примере системы (0.1) с регулярным матричным пучком поясним основные понятия,
связанные с внутренней структурой вырожденных систем с дискретным временем.

Структурная форма (0.2) позволяет получить представление для решения уравнений (0.1):
x[k] = S col (x

[k]
1 , x

[k]
2 ), k ∈ N

⋃
{0},

x
[0]
2 =

κ∑

j=1

(−1)j−1N j−1f
[j]
1 , (1.1)

x
[k]
2 =

κ∑

j=1

(−1)j−1N j−1f
[k+j]
1 , (1.2)

x
[k]
1 =

k∑

j=1

(−1)k−jJk−jf
[j]
2 + (−1)kJkx

[0]
1 , k ∈ N. (1.3)

Определим для системы (0.1) начальные условия

x[0] = a, (1.4)

a – заданный вектор из пространства R
n. Соотношение (1.1) называется условием согласова-

ния начальных данных (1.4) с правой частью системы (0.1) (кратко условием согласования).
Любые начальные условия вида (1.4) называются согласованными, если они удовлетворяют со-
отношению (1.1). Из (1.1)–(1.3) следует, что для выделения единственного решения достаточно
задать начальные данные в виде

x
[0]
1 = a1,

где a1 ∈ R
n−d – заданный вектор. При этом число n − d будем называть размерностью

пространства решений системы (0.1).
Обратимся к уравнениям (0.3). В данном пункте предпринята попытка ответить на следу-

ющие вопросы.
1. При каких условиях из системы (0.3) можно найти векторы x[1], . . . , x[r] (r � ρ) как

линейные функции переменных f [1], . . . , f [ρ] и x[0]?
2. Как определить максимально возможное число r?
3. Как при этом будут выглядеть условия согласования начальных данных (1.4)?
4. Какова размерность пространства решений системы (0.3)?
Обозначим

m∗ =
ρ∑

k=1

mk, n∗ =
ρ∑

i=0

ni.

Введём в рассмотрение m∗ × n0-матрицу

Bρ = col (B[1], . . . , B[ρ]), (1.5)
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а также m∗ × nk-матрицы
Γ[1] = col (A

[1]
1 , . . . , A

[ρ]
1 ), (1.6)

Γ[k] = col (O, . . . , O,A
[k]
k , . . . , A

[ρ]
k ), k = 2, ρ. (1.7)

Используя обозначения (1.5)–(1.7), уравнения (0.3) можно записать в виде алгебраической
системы

Dρ col (x
[0], x[1], . . . , x[ρ]) = fρ, (1.8)

где m∗ × n∗-матрица
Dρ = (Bρ,Γ

[1], . . . ,Γ[ρ]), (1.9)

fρ = col (f [0], f [1], . . . , f [ρ]). (1.10)

Пусть 1 � r � ρ. Обозначим n̂ = n1 + n2 + . . .+ nr,

Γr = (Γ[1],Γ[2], . . . ,Γ[r]), (1.11)

Λr = (Γ[r+1],Γ[r+2], . . . ,Γ[ρ]). (1.12)

Теорема 1. Предположим, что в матрице Dρ имеется обратимая подматрица Mρ

порядка m∗, которая включает в себя все столбцы матрицы Γr и λ = rankΛr столбцов
матрицы Λr. Тогда

col (x
[0]
2 , x[1], . . . , x[r]) = (Ed+n̂, O)M−1

ρ fρ − B̃1x
[0]
1 , (1.13)

где Ed+n̂ – единичная d+ n̂-матрица; Q col (x
[0]
1 , x

[0]
2 ) = x[0], x

[0]
2 ∈ R

d, x
[0]
1 ∈ R

n0−d, Q –
матрица перестановок строк; B̃1 – некоторая матрица соответствующей размерности.

Доказательство. Рассмотрим (1.5). Обозначим через Q n0 × n0-матрицу перестановок
столбцов такую, что

BρQ = (B1,B2),

где блоки B1 и B2 имеют размеры m∗ × (n0 − d) и m∗ × d соответственно, причём столбцы
B2 входят, а столбцы B1 не входят в матрицу Mρ.

С помощью построенной таким образом матрицы Q разобъём вектор x[0] ∈ R
n0 на под-

векторы:
x[0] = Q col (x

[0]
1 , x

[0]
2 ), (1.14)

где x
[0]
1 ∈ R

n0−d, x
[0]
2 ∈ R

d.
В (1.8) осуществим замену переменных (1.14), а также положим

col (x[r+1], . . . , x[ρ]) = QΛ col (x1, x2),

где x1 ∈ R
λ, x2 ∈ R

nr+1+...+nρ−λ, QΛ – матрица перестановок такая, что

ΛrQΛ = (Λ1,Λ2),

блок Λ1 состоит из λ столбцов, которые входят в матрицу Mρ, а столбцы Λ2 не входят
в эту матрицу. Умножив полученную в результате таких преобразований систему слева на
M−1

ρ , получим

(
B̃1 En̂+d O Ψ1

B̃2 O Eλ Ψ2

)
⎛

⎜
⎜
⎝

x
[0]
1

col (x
[0]
2 , x[1], . . . , x[r])

x1
x2

⎞

⎟
⎟
⎠ = M−1

ρ fρ, (1.15)

где col (B̃1, B̃2) = M−1
ρ B1, Ψ1 и Ψ2 – некоторые матрицы соответствующих размерностей.
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Поскольку

λ = rankΛr = rankM−1
ρ ΛrQΛ = rank

(
O Ψ1

Eλ Ψ2

)

,

в (1.15) Ψ1 = O. С учётом последнего обстоятельства легко видеть, что представление (1.13)
непосредственно вытекает из (1.15). Теорема доказана.

Заметим, что наличие в Dρ подматрицы Mρ, фигурирующей в формулировке теоремы 1,
подразумевает, что:

1) m∗ � n∗;
2) матрица Dρ имеет полный ранг по строкам: rankDρ = m∗;
3) матрица Γr (см. (1.11)) имеет полный ранг по столбцам, равный n̂;

4) rank (B[k], A
[k]
1 , A

[k]
2 , . . . , A

[k]
k ) = mk для любого k = 1, ρ.

Замечание 1. Из (1.13) вытекает соотношение

x
[0]
2 = (Ed, O)M−1

ρ (fρ − B̃1x
[0]
1 ),

которое представляет собой условие согласования начальных данных (1.4) с правой частью
системы (0.3). Для выделения единственного решения достаточно задать начальные условия
в виде x

[0]
1 = a1, a1 ∈ R

n0−d, следовательно, размерность пространства решений равна n0−d.
Пример 1. Теорема 1 может быть использована для пошагового нахождения искомых

векторов, начиная с x[1]. Для иллюстрации этой возможности рассмотрим систему
⎛

⎝
0 1 0
0 0 1
0 0 1

⎞

⎠x[1] +

⎛

⎝
1 0
0 1
0 0

⎞

⎠x[0] = f [1], (1.16)

(
1 0
0 1

)

x[2] +

(
0 0 0
1 0 0

)

x[1] = f [2], (1.17)

(
0 0 0
1 1 1

)

x[3] +

(
0 1
0 0

)

x[2] = f [3], (1.18)

⎛

⎝
0 0
0 0
0 1

⎞

⎠x[4] +

⎛

⎝
1 0 0
0 1 0
0 0 0

⎞

⎠x[3] = f [4]. (1.19)

На первом шаге будем искать x[1]. Поскольку в (1.16) матрица A
[1]
1 при x[1] необратима,

уравнения (1.16) недостаточно для определения всех компонент этого вектора. Рассмотрим
уравнения (1.16), (1.17) и соответствующую матрицу

D[1]
2 =

(
B[1] A

[1]
1 O

O A
[2]
1 A

[2]
2

)

=

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 1 0

0 1 0 0 1

0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

1 0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Здесь и далее верхний индекс у матриц обозначает номер итерации.
Матрица Γ

[1]
2 состоит из трёх столбцов матрицы D[1]

2 , начиная с третьего. Она имеет
полный ранг по столбцам. Матрица Λ

[1]
2 располагается в D[1]

2 справа от двойной черты и
её ранг равен 2. Обратимая подматрица пятого порядка здесь имеется, но не включает в
себя все столбцы матрицы Γ

[1]
2 . Она состоит из столбцов, в которых расположены единицы,

выделенные рамками.
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Поэтому добавляем ещё одно уравнение (1.18). В этом случае

D[1]
3 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 1 0

0 1 0 0 1

0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

1 0 0 0 1

0 1 0 0 0

0 0 1 1 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

rankΛ
[1]
3 = 3 и существует матрица M[1]

3 (она состоит из столбцов матрицы D[1]
3 , в которых

присутствуют выделенные рамками единицы). В результате умножения системы (1.16)–(1.18)
слева на (M[1]

3 )−1 получим

x
[0]
2 = (0, 1,−1)f [1], (1.20)

x[1] =

⎛

⎝
0 0 0
1 0 0
0 0 1

⎞

⎠ f [1] +

⎛

⎝
0 1
0 0
0 0

⎞

⎠ f [2] +

⎛

⎝
−1 0
0 0
0 0

⎞

⎠ f [3] +

⎛

⎝
0
−1
0

⎞

⎠x
[0]
1 , (1.21)

x[2] =

(
1 0
0 0

)

f [2] +

(
0 0
1 0

)

f [3], (1.22)

x
[3]
3 = (0, 1)f [3] − x

[3]
1 − x

[3]
2 , (1.23)

где col (x
[0]
1 , x

[0]
2 ) = x[0], col (x

[3]
1 , x

[3]
2 , x

[3]
3 ) = x[3].

На втором шаге рассмотрим уравнения (1.23) и (1.19). Запишем соответствующую матрицу

D[2]
2 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

1 1 1

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

.

Очевидно, что Γ
[2]
2 (расположена в D[2]

2 слева от двойной черты) имеет полный ранг по столб-
цам и rankΛ

[2]
2 = 1. Подматрица M[2]

2 в D[2]
2 имеется, её столбцы отмечены выделенными

рамками единицами.
Умножив уравнения (1.23) и (1.19) слева на (M[2]

2 )−1, получим

x[3] =

⎛

⎝
0 0
0 0
0 1

⎞

⎠ f [3] +

⎛

⎝
1 0 0
0 1 0
−1 −1 0

⎞

⎠ f [4], (1.24)

x
[4]
2 = (0, 0, 1)f [4],

где col (x
[4]
1 , x

[4]
2 ) = x[4].

Таким образом, из уравнений (1.16)–(1.19) можно найти векторы x[1], x[2] и x[3] (см.
(1.21), (1.22) и (1.24)), а также условие согласования (1.20). Размерность пространства решений
рассматриваемой системы равна единице.
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Проверим выполнение предположений теоремы 1. Для этого построим матрицу

Dρ =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1
0
0

0 0 1 0
1 0 0 1
0 0 0 1

0 0 0 1 0
1 0 0 0 1

0 1 0 0 0
0 0 1 1 1

1 0 0
0 1 0
0 0 0

0
0
0

0
0
1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Найдём обратимую подматрицу Mρ порядка m∗ = 10. Нетрудно убедиться в том, что
матрица Γ3 = (Γ[1],Γ[2],Γ[3]) имеет полный ранг по столбцам, в то время как Γ4 таким свой-
ством не обладает. Поэтому матрица Λr = Λ3 расположена в Dρ правее двойной вертикальной
черты и её ранг равен единице. Матрица Mρ в Dρ имеется, её столбцы выделены штриховой
линией. Значение d определяется как число столбцов матрицы Bρ (см. (1.5), (1.9)), которые
входят в Mρ, в данном случае d = 1.

Таким образом, все условия теоремы 1 выполнены при r = 3. Согласно этой теореме мы
можем найти векторы x

[0]
2 , x[1], x[2], x[3], умножив систему (1.8) слева на матрицу M−1

ρ .
Это будут векторы (1.20)–(1.22), (1.24).

Сделаем несколько замечаний об отличиях нестационарных систем (0.3) от систем вида
(0.1). Выше было показано, что для нахождения вектора x[k] из системы (0.1) необходимо
задействовать уравнения с первого по (k + κ)-е, где κ � n – индекс пучка cA+B (см. (1.2),
(1.3)). Несложно построить пример системы (0.3), в котором для вычисления этого вектора
будет необходимо использование любого наперёд заданного конечного числа уравнений. При
этом в общем случае r может быть сколь угодно больше nk или mk.

Допустим, что решение системы (0.3), определённой на бесконечном горизонте, находится
по шагам. Для вычисления вектора x[1] мы должны определить число r уравнений систе-
мы (0.3), для которых в матрице D[1]

r найдётся обратимая подматрица M[1]
r , включающая в

себя все столбцы матрицы Γ
[1]
r и λ = rankΛ

[1]
r столбцов матрицы Λ

[1]
r = (Γ

[2]
r , . . . ,Γ

[r]
r ). Есте-

ственно было бы искать M[1]
r , постепенно увеличивая число уравнений. Но, поскольку для

нестационарной системы (0.3) структура матричного пучка каждого последующего уравне-
ния непредсказуема, невозможно указать условие остановки процесса поиска матрицы M[1]

r

(например, дальше искать эту матрицу не имеет смысла, её уже не будет). Поэтому задачу на-
хождения решения таких систем естественно ставить на конечном горизонте: сколько искомых
векторов, начиная с x[1], можно найти из заданного конечного числа уравнений?

2. Линейные системы с непрерывным и дискретным временем. Рассмотрим сис-
тему

A
[k]
k (t)x[k](t) +A

[k]
k−1(t)x

[k−1](t) + . . . +A
[k]
1 (t)x[1](t) +B[k](t)x[0](t) = f [k](t), (2.1)

в которой k = 1, ρ, t ∈ T = [t0, t1], а размеры соответствующих матричных коэффициентов и
векторов такие же, как в (0.3). Предположим, что элементы матриц A

[k]
i (t), B[k](t) и векторов

f [k](t) непрерывны на отрезке T : A
[k]
i (t), B[k](t), f [k](t) ∈ C(T ), i = 1, ρ, и

rankA
[k]
i (t) � min{mk, ni}, rankB[k](t) � min{mk, n0} для любого t ∈ T.

Построим для системы (2.1) матрицы Bρ(t), Γ[1](t), Γ[k](t), k = 2, ρ, Dρ(t), Γr(t), Λr(t)
и вектор fρ(t), аналогичные матрицам (1.5)–(1.7), (1.9), (1.11), (1.12) и вектору (1.10).
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Под решением системы (2.1) будем понимать функции x[j](t) ∈ C(T ), j =∈ N
⋃
{0}, обра-

щающие уравнения (2.1) в тождества на отрезке T.
Теорема 2. Пусть при некотором 1 � r � ρ

rankΛr(t) = λ = const для любого t ∈ T,

и в матрице Dρ(t) имеется обратимая для всех t ∈ T подматрица Mρ(t) размерности
m∗ × m∗, которая включает в себя все столбцы матрицы Γr(t) и λ столбцов матри-
цы Λr(t).

Тогда
col (x

[0]
2 (t), x[1](t), . . . , x[r](t)) = (Ed+n̂, O)M−1

ρ (t)fρ(t)− B̃1(t)x
[0]
1 (t),

где Q col (x
[0]
1 (t), x

[0]
2 (t)) = x[0](t), x

[0]
2 (t) ∈ R

d, x
[0]
1 (t) ∈ R

n0−d, Q – матрица перестановок
строк; B̃1(t) ∈ C(T ) – некоторая (d+ n̂)× (n0 − d)-матрица, n̂ = n1 + . . . + nr.

Доказательство проводится аналогично доказательству теоремы 1.
Заметим, что предположения теоремы 2 допускают переменный ранг матриц A

[k]
i (t) и

B[k](t).
Рассмотрим частный случай системы (2.1)

A(t)x[k](t) +B(t)x[k−1](t) = f [k](t), k ∈ N, t ∈ T, (2.2)

где A(t), B(t) – заданные n × n-матрицы, f [k](t) – заданные, а x[k](t) – искомые n-мерные
векторы. Предполагается, что A(t), B(t), f [k](t) ∈ C(T ) и detA(t) ≡ 0.

Найдём условия, при которых можно получить явный вид общего решения системы (2.2).
Введём в рассмотрение n(r + 1)× n-матрицы

B̄r(t) = col (B(t), O, . . . , O), (2.3)

Gr(t) = col (A(t), B(t), O, . . . , O), (2.4)

n(r + 1)× nr-матрицу

Λ̄r(t) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

O O . . . O O
A(t) O . . . O O
B(t) A(t) . . . O O
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

O O . . . B(t) A(t)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

(2.5)

и n(r + 1)× n(r + 2)-матрицу

D̄r(t) = (B̄r(t) | Gr(t) ‖ Λ̄r(t)).

Обозначим через d оператор “сдвига”

d[f [k]] = f [k+1], k ∈ N,

так, что
dj [f [k]] = f [k+j], k ∈ N, j =∈ N

⋃
{0}.

Лемма 1. Пусть при некотором 0 � r � n

rank Λ̄r(t) = λ = const для любого t ∈ T, (2.6)

и в матрице D̄r(t) имеется обратимая при всех t ∈ T подматрица M̄r(t) порядка n(r+1),
включающая в себя λ столбцов матрицы Λ̄r(t) и все n столбцов матрицы Gr(t).

Тогда существует линейный оператор

R = R0(t) +R1(t)d+ . . .+Rr(t)d
r (2.7)
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такой, что

R[A(t)x[k](t) +B(t)x[k−1](t)] =

(
O O

En−d O

)(
x
[k]
1 (t)

x
[k]
2 (t)

)

+

(
J1(t) Ed

J2(t) O

)(
x
[k−1]
1 (t)

x
[k−1]
2 (t)

)

, (2.8)

где Q̄ col (x
[k]
1 (t), x

[k]
2 (t)) = x[k](t), k ∈ N, Q̄ – матрица перестановок, J1(t), J2(t) ∈ C(T ) –

некоторые матрицы соответствующих размеров.
При этом n× n-матрицы Rj(t) ∈ C(T ) находятся по формуле

(R0(t), R1(t), . . . , Rr(t)) = (En, O, . . . , O)M̄r(t)
−1. (2.9)

Доказательство. Пусть Q̄ и Q̄r – матрицы перестановок соответствующих размерностей
такие, что

B(t)Q̄ = (B1(t), B2(t)), Λ̄r(t)Q̄r = (Λ̄r,1(t), Λ̄r,2(t)), (2.10)

где блоки B̄r,2(t) = col (B2(t), O
nr) и Λ̄r,1(t) входят, а блоки B̄r,1(t) = col (B1(t), O

nr) и Λ̄r,2(t)
не входят в матрицу M̄r(t). При этом B2(t) и B1(t) состоят d и n−d столбцов соответствен-
но, через Onr обозначена нулевая матрица соответствующей размерности, состоящая из nr
строк.

Так же, как при доказательстве теоремы 1, можно показать, что в сделанных предположе-
ниях умножение слева на матрицу M̄−1

r (t) и замена переменных

x[k](t) = Q̄ col (x
[k]
1 (t), x

[k]
2 (t)), x[k−1](t) = Q̄ col (x

[k−1]
1 (t), x

[k−1]
2 (t)), (2.11)

col (x[k+1](t), . . . , x[k+r](t)) = Q̄r col (x
[k]
1 (t), x

[k]
2 (t))

(x
[k−1]
2 (t), x

[k]
2 (t) ∈ R

d, x
[k]
1 (t) ∈ R

λ) преобразует систему

D̄r(t) col (x
[k−1](t), x[k](t), . . . , x[k+r](t)) = f [k]

r (t), (2.12)

f
[k]
r (t) = col (f [k](t), . . . , f [k+r](t)), к виду

⎛

⎜
⎝

J1(t) Ed O O O O
J2(t) O En−d O O O
J3(t) O O Ed O O
J4(t) O O O Eλ Ψ(t)

⎞

⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

x
[k−1]
1 (t)

x
[k−1]
2 (t)

x
[k]
1 (t)

x
[k]
2 (t)

x
[k]
1 (t)

x
[k]
2 (t)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= M̄−1
r (t)f [k]

r (t), (2.13)

где Ji(t) ∈ C(t), i = 1, 4, Ψ(t) ∈ C(t) – некоторые матрицы соответствующих размерностей.
С учётом подстановки (2.11) действие оператора (2.7) на систему (2.2) равносильно умно-

жению уравнения (2.12) слева на матрицу (R0(t), R1(t), . . . , Rr(t)). Будем вычислять коэф-
фициенты оператора R по формуле (2.9). Тогда с учётом замены (2.11) из (2.13) вытекает
тождество (2.8). Лемма доказана.

Введём в рассмотрение матрицы

B̄r+1,2(t) = col (B̄r,2(t), O
n) = col (B2(t), O

n(r+1)),

B̄r+1,1(t) = col (B̄r,1(t), O
n) = col (B1(t), O

n(r+1)), Gr+1(t) = col (Gr(t), O
n)

(см. (2.3), (2.4), (2.10)), а также n(r + 2) × n(r + 1)-матрицу Λ̄r+1(t), которая строится по
правилу (2.5). Обозначим

Ωr+1(t) = (B̄r+1,2(t),Gr+1(t), Λ̄r+1(t)).
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Заметим, что матрица Ωr+1(t) получена из D̄r+1(t) = (B̄r+1(t),Gr+1(t), Λ̄r+1(t)) вычёрки-
ванием столбцов, входящих в подматрицу B̄r+1,1(t).

Лемма 2. Пусть выполнены все предположения леммы 1 и

rank Λ̄r+1(t) = λ+ n для любого t ∈ T. (2.14)

Тогда rankΩr+1(t) = n(r + 2) при всех t ∈ T.
Доказательство. В предположениях леммы 1 в D̄r(t) имеется обратимая при всех t ∈ T

подматрица M̄r(t) порядка n(r + 1), которая включает в себя столбцы B̄r,2(t).
Умножим Ωr+1(t) справа на diag {En+d, Q̄r, En} (матрица Q̄r определена в (2.10)), а затем

слева на diag {M̄−1
r (t), En}. С учётом условия (2.6) получим

⎛

⎝
En+d O O O
O Eλ Ψ(t) O
O Φ1(t) Φ2(t) A(t)

⎞

⎠, (2.15)

где Φ1(t), Φ2(t), Ψ(t) ∈ C(T ) – некоторые матрицы соответствующих размеров.
Последующее умножение (2.15) слева на

⎛

⎝
En+d O O
O Eλ O
O −Φ1(t) En

⎞

⎠

даёт матрицу ⎛

⎝
En+d O O O
O Eλ Ψ(t) O

O O Φ̃2(t) A(t)

⎞

⎠,

ранг которой по построению совпадает с рангом матрицы Ωr+1(t). В силу условия (2.14)

rank (Φ̃2(t), A(t)) = n при всех t ∈ T.

Таким образом, rankΩr+1(t) = 2n + d + λ = n(r + 2) при любых значениях t ∈ T. Лемма
доказана.

Отметим, что в предположениях леммы 2 нельзя утверждать, что в матрице D̄r+1(t) най-
дётся обратимая для всех t ∈ T подматрица порядка n(r+2), включающая в себя все столбцы
матрицы (B̄r+1,2(t),Gr+1(t)) и n+ λ столбцов матрицы Λ̄r+1(t).

Теорема 3. Пусть выполнены все предположения леммы 2. Тогда оператор R имеет
левый обратный оператор

L = L0(t) + L1(t)d, (2.16)

где L0(t), L1(t) ∈ C(T ) – n× n-матрицы.
Доказательство. Коэффициенты операторов (2.7) и (2.16) должны удовлетворять тож-

деству
(L0(t), L1(t))R̄r(t) = (En, O, . . . , O), (2.17)

где

R̄r(t) =

(
R0(t) R1(t) . . . Rr(t) O
O R0(t) . . . Rr−1(t) Rr(t)

)

.

Теорема справедлива, если алгебраическая система (2.17) имеет решение L0(t), L1(t) ∈ C(T ).
Покажем это.

Построим матрицу D̃r+1(t)=D̄r+1(t) diag {Q̄, . . . , Q̄} (Q̄ – матрица перестановок из (2.10)).
В силу свойства (2.8) оператора R

R̄r(t)D̃r+1(t) =

⎛

⎜
⎜
⎝

J1(t) Ed O O O O O . . . O
J2(t) O En−d O O O O . . . O

O O J1(t) Ed O O O . . . O
O O J2(t) O En−d O O . . . O

⎞

⎟
⎟
⎠ , (2.18)
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где col (J1(t), J2(t)) = R0(t)B1(t) (см. (2.10)).
Запишем D̃r+1(t) в виде

D̃r+1(t) = (B̄r+1,1(t),Δr+1(t),Wr+1(t)),

где Δr+1(t) – n(r + 2)×2n-подматрица, Wr+1(t) – некоторая матрица соответствующей раз-
мерности.

Из (2.18) следует, что rankΔr+1(t) = 2n для любого t ∈ T. Противное противоречило бы
обратимости при всех t ∈ T матрицы

E(t) =

⎛

⎜
⎜
⎝

Ed O O O
O En−d O O

O J1(t) Ed O
O J2(t) O En−d

⎞

⎟
⎟
⎠ . (2.19)

С другой стороны, согласно лемме 2

rankΩr+1(t) = rank (Δr+1(t),Wr+1(t)) = n(r + 2) при всех t ∈ T.

В этом случае [19, c. 37] существует обратимая на отрезке T матрица V (t) соответствую-
щей размерности такая, что

Wr+1(t)V (t) = (Wr+1,1(t),Wr+1,2(t)),

где блок Wr+1,1(t) состоит из nr столбцов. При этом n(r + 2)× n(r + 2)-матрица

M̄r+1(t) = (Δr+1(t),Wr+1,1(t))

будет обратима при всех t ∈ T.
Умножив обе части тождества (2.18) справа на матрицу diag {En−d, E2n, V (t)}, получим

R̄r(t)(B̄r+1,1(t),M̄r+1,Wr+1,2(t)) =

⎛

⎜
⎜
⎝

J1(t) Ed O O O O O . . . O
J2(t) O En−d O O O O . . . O

O O J1(t) Ed O O O . . . O
O O J2(t) O En−d O O . . . O

⎞

⎟
⎟
⎠ .

Последующее умножение справа на матрицу diag {On−d, En(r+1), Od} приводит к тождеству

R̄r(t)M̄r+1(t) = (E(t), Onr),

через On−d обозначен нулевой блок, состоящий из n− d столбцов. Отсюда

R̄r(t) = (E(t), Onr)M̄−1
r+1(t). (2.20)

Подставив (2.20) в (2.17), а затем умножив обе части полученного уравнения справа на
M̄r+1(t), получим

(L1(t), L2(t))(E(t), Onr) = (En, On(r+1))M̄r+1(t). (2.21)

Нетрудно убедиться в том, что по построению правая часть уравнения (2.21) представляет
собой матрицу (B2(t), A(t)Q̄,On(r+1)−d). Учитывая вид (2.19) матрицы E(t), легко видеть,
что необходимое и достаточное условие поточечной разрешимости уравнения (2.21)

rank

( E(t) O

(B2(t), A(t)Q̄,On−d) O

)

= 2n, t ∈ T,

выполняется.
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Из (2.21) можно найти коэффициенты оператора (2.16) по формуле

(L0(t), L1(t)) = (B2(t), A(t)Q̄,On−d)E−1(t),

откуда следует, что L0(t), L1(t) ∈ C(T ). Теорема доказана.
Отметим, что из (2.17), в частности, вытекают соотношения

L0(t)R0(t) = En, L0(t)R1(t) + L1(t)R0(t) = O,

откуда имеем
L0(t) = R0(t)

−1, L1(t) = −R0(t)
−1R1(t)R0(t)

−1.

Замечание 2. Частным случаем системы (2.2) является стационарная система (0.1). Не
останавливаясь на анализе таких уравнений, заметим, что все предположения теоремы 3 для
(0.1) выполняются, если пучок матриц cA+B регулярен. При этом r = κ+1, где κ – индекс
пучка.

Существование операторов R и L гарантирует, что любое решение системы (2.2) будет
решением системы

x
[k−1]
2 (t) + J1(t)x

[k−1]
1 (t) = ϕ

[k]
1 (t), (2.22)

x
[k]
1 (t) + J2(t)x

[k−1]
1 (t) = ϕ

[k]
2 (t), k ∈ N, (2.23)

где

col (J1(t), J2(t)) = R0(t)B1(t), col (ϕ
[k]
1 (t), ϕ

[k]
2 (t)) =

r∑

j=0

Rj(t)f
[k+j](t),

x
[k]
1 (t), ϕ

[k]
2 (t) ∈ R

n−d; x
[k]
2 (t), ϕ

[k]
1 (t) ∈ R

d. Строго говоря, решения систем (2.2) и (2.22), (2.23)
связаны (см. (2.11)) матрицей перестановок строк Q̄ из (2.10).

При k = 1 из (2.22) получаем условие согласования начальных данных

x
[0]
2 (t) + J1(t)x

[0]
1 (t) = ϕ

[1]
1 (t).

Для выделения единственного решения достаточно задать x
[0]
1 (t) = a(t), где a(t) ∈ C(T ) –

некоторая n− d-мерная вектор-функция.
Нетрудно получить вид общего решения системы (2.2):

x[k](t) = Q̄ col (x
[k]
1 (t), x

[k]
2 (t)), k ∈ N,

где

x
[k]
1 (t) =

k∑

j=1

(−1)k−jJk−j
2 (t)ϕ

[j]
2 (t) + (−1)kJk

2 (t)x
[0]
1 (t),

x
[k]
2 (t) = ϕ

[k+1]
1 (t)− J1(t)

( k∑

j=1

(−1)k−jJk−j
2 (t)ϕ

[j]
2 (t)

)

+ (−1)k−1J1(t)J
k
2 (t)x

[0]
1 (t).

Пример 2. Рассмотрим систему вида (2.2)
⎛

⎝
1 t 0
0 0 |t− 1|
0 0 0

⎞

⎠x[k](t) +

⎛

⎝
t 0 0
0 s(t) 0
0 0 1

⎞

⎠x[k−1](t) = f [k](t), t ∈ [0, 2], k ∈ N, (2.24)

s(t) = 2 + sin t.
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Проанализируем структуру матрицы

D̄2(t) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

t 0 0 1 t 0

0 s(t) 0 0 0 |t− 1|
0 0 1 0 0 0

t 0 0 1 t 0

0 s(t) 0 0 0 |t− 1|
0 0 1 0 0 0

t 0 0 1 t 0

0 s(t) 0 0 0 |t− 1|
0 0 1 0 0 0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Очевидно, что Λ̄1(t) имеет на отрезке [0, 2] переменный ранг, поскольку

rank Λ̄1(t) = rank

⎛

⎝
1 t 0
0 0 |t− 1|
0 0 0

⎞

⎠.

В свою очередь, rank Λ̄2(t) = 4 (матрица Λ̄2(t) расположена в D̄2(t) правее двойной верти-
кальной линии).

Кроме того, в D̄2(t) имеется подматрица M̄2(t), она состоит из столбцов, в которых на-
ходятся элементы, выделененные рамками. Нетрудно записать матрицу Λ̄3(t) и убедиться в
том, что её ранг равен 7. Таким образом, выполнены все предположения теоремы 3 при r = 2.

Оператор R = R0(t) +R1(t)d+R2(t)d
2, где

R0(t) =

⎛

⎜
⎝

0
1

s(t)
0

0 0 1
1 0 0

⎞

⎟
⎠, R1(t) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 −|t− 1|
s(t)

0 0 0

0 − t

s(t)
0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠
, R2(t) =

⎛

⎜
⎝

0 0 0
0 0 0

0 0
t|t− 1|
s(t)

⎞

⎟
⎠,

преобразует систему (2.24) к виду
⎛

⎝
0 0 0
0 0 0
1 0 0

⎞

⎠x[k](t) +

⎛

⎝
0 1 0
0 0 1
t 0 0

⎞

⎠x[k−1](t) = ϕ[k](t), k ∈ N, (2.25)

где ϕ[k](t) = R0(t)f
[k](t) +R1(t)f

[k+1](t) +R2(t)f
[k+2](t).

Общее решение системы (2.25) представимо в виде x[k](t) = col (x
[k]
1 (t), x

[k]
2 (t)), где

x
[k]
1 (t) =

k∑

j=1

(−1)k−jtk−jϕ
[j]
2 (t) + (−1)ktkx

[0]
1 (t), (2.26)

x
[k]
2 (t) = ϕ

[k+1]
1 (t), k ∈ N, (2.27)

col (ϕ
[k]
1 (t), ϕ

[k]
2 (t)) = ϕ[k](t); x

[k]
1 (t), ϕ

[k]
2 (t) ∈ R; x

[k]
2 (t), ϕ

[k]
1 (t) ∈ R

2. По теореме 3 функции
(2.26), (2.27) обращают в тождества и уравнения (2.24).

При k = 1 из (2.27) получаем условие согласования начальных данных x
[0]
2 (t) = ϕ

[1]
1 (t),

поэтому для выделения единственного решения необходимо задать начальные условия в ви-
де x

[0]
1 (t) = a(t), a(t) ∈ C(T ). Размерность пространства решений в данном случае равна

единице.
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3. Нелинейные системы с дискретным временем. Рассмотрим систему нелинейных
уравнений

g(x[k−1], x[k]) = 0, k ∈ N, (3.1)

где x[k] ∈ R
n – искомые векторы, n-мерная вектор-функция g(α, β) (α, β ∈ R

n) опреде-
лена, непрерывна и имеет непрерывные частные производные ∂g/∂α и ∂g/∂β в некоторой
окрестности V(0) точки (0, 0): g(α, β) ∈ C1(V(0)). При этом

g(0, 0) = 0,

det
∂g(α, β)

∂β
≡ 0 для любых точек (α, β) ∈ V(0).

Обозначим
∂g

∂α
(α0, β0) = F (α0, β0),

∂g

∂β
(α0, β0) = H(α0, β0).

Пусть 1 � r � n. Определим nr × n-матрицы

B[0]
r (x[0], x[1]) = col (F (x[0], x[1]), O, . . . , O),

G[0]
r (x[0], x[1], x[2]) = col (H(x[0], x[1]), F (x[1], x[2]), O, . . . , O),

nr × n(r − 1)-матрицу

Λ[0]
r (x[1], . . . , x[r]) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

O O . . . O O
H(x[1], x[2]) O . . . O O
F (x[2], x[3]) H(x[2], x[3]) . . . O O
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

O O . . . F (x[r−1], x[r]) H(x[r−1], x[r])

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

и матрицу
D[0]

r (x̄r) = (B[0]
r (x[0], x[1]) | G[0]

r (x[0], x[1], x[2]) ‖Λ[0]
r (x[1], . . . , x[r]))

размерности nr × n(r + 1), здесь и далее x̄r = (x[0], x[1], . . . , x[r]).
Предположим, что пучок cH(0, 0) + F (0, 0) регулярен. Тогда найдутся обратимые n × n-

матрицы P и S такие, что

P (cH(0, 0) + F (0, 0))S = c

(
O N

En−d O

)

+

(
O Ed

J O

)

(3.2)

(J и N такие же, как в (0.2)). С помощью матрицы S разобъём x[k] на подвекторы

S(x
[k]
1 , x

[k]
2 ) = x[k], x

[k]
1 ∈ R

n−d, x
[k]
2 ∈ R

d, k =∈ N
⋃
{0}. (3.3)

Теорема 4. Пусть g(α, β) ∈ C1(V(0)), матричный пучок cH(0, 0) + F (0, 0) регулярен и
при r = κ + 1 (κ – индекс пучка)

rankΛ[0]
r (x[1], . . . , x[r]) = n(r − 1)− d (3.4)

при всех x[j], j = 1, r, из некоторой окрестности нуля.
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Если x
[0]
1 ∈ V0(0), V0(0) – достаточно малая окрестность точки 0 ∈ R

n−d, то существу-
ет нетривиальное решение системы (3.1), которое может быть найдено по рекуррентным
формулам

x[k] = φ(x
[k−1]
1 ), k ∈ N, (3.5)

при этом
x
[0]
2 = φ0(x

[0]
1 ), (3.6)

функции φ(x
[k−1]
1 ) и φ0(x

[0]
1 ) определены, непрерывны и имеют непрерывные частные произ-

водные по своим аргументам в некоторой окрестности нуля и обладают свойством: φ(0) = 0
и φ0(0) = 0.

Доказательство. Рассмотрим систему

F [0]
r (x̄r) = col (g(x[0], x[1]), g(x[1], x[2]), . . . , g(x[r−1], x[r])) = 0. (3.7)

Тогда D[0]
r (x̄r) =

(
∂F [0]

r /∂x[0] ∂F [0]
r /∂x[1] . . . ∂F [0]

r /∂x[r]
)
и

D̃[0]
r = diag {P, . . . , P}D[0]

r (0)diag {S, . . . , S} =

=

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

O Ed O N O O . . . O O O O
J O En−d O O O . . . O O O O

O O O Ed O N . . . O O O O
O O J O En−d O . . . O O O O

...
...

...
...

...
... . . .

...
...

...
...

O O O O O O . . . O Ed O N
O O O O O O . . . J O En−d O

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

. (3.8)

Из представления (3.8) следует: 1) rankΛ
[0]
r (0) = n(r − 1) − d; 2) в матрице D̃[0]

r имеется
обратимая подматрица порядка nr, состоящая из столбцов, в которых расположены единич-
ные блоки. В силу последнего обстоятельства в матрице D[0]

r (0) также найдётся обратимая
подматрица M[0]

r (0) порядка nr такая, что

M[0]
r (0) = (∂F [0]

r /∂x
[0]
2 (0), ∂F [0]

r /∂x[1](0), . . . , ∂F [0]
r /∂x[r−1](0), ∂F [0]/∂x

[r]
1 (0)).

Здесь и далее x
[k]
1 и x

[k]
2 определяются по правилу (3.3).

На основании этого факта можно заключить, что в некоторой окрестности нуля существует
неявная функция [20, c. 68]

x
[0]
2 = φ0(x

[0]
1 , x

[r]
2 ), (3.9)

x[1] = φ(x
[0]
1 , x

[r]
2 ), (3.10)

col (x[2], . . . , x[r−1], x
[r]
1 ) = φ1(x

[0]
1 , x

[r]
2 ), (3.11)

удовлетворяющая уравнениям (3.7).
Заметим, что матрица M[0]

r остаётся обратимой и в некоторой окрестности V̄r(0) точки
x̄r = 0, при этом

(M[0]
r (x̄r))

−1D[0]
r (x̄r) diag {S, . . . , S} =

⎛

⎝
J1(x̄r) Ed O O Ψ1(x̄r)
J2(x̄r) O En O Ψ2(x̄r)
J3(x̄r) O O En(r−1)−d Ψ3(x̄r)

⎞

⎠ ,

где Jj(x̄r), Ψj(x̄r) (j = 1, 2, 3) – некоторые матрицы соответствующих размеров. В соответ-
ствии с предположением (3.4) Ψ1(x̄r) ≡ O, Ψ2(x̄r) ≡ O в области V̄r(0).
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По теореме о производной неявной функции [20, c. 73] в некоторой окрестности нуля
⎛

⎜
⎝

∂φ0/∂x
[0]
1 ∂φ0/∂x

[r]
2

∂φ/∂x
[0]
1 ∂φ/∂x

[r]
2

∂φ1/∂x
[0]
1 ∂φ1/∂x

[r]
2

⎞

⎟
⎠ = −

⎛

⎝
J1(x̄r) O
J2(x̄r) O
J3(x̄r) Ψ3(x̄r)

⎞

⎠.

Это означает, что функции (3.9) и (3.10) не зависят от переменной x
[r]
2 :

x
[0]
2 = φ0(x

[0]
1 ), (3.12)

x[1] = φ(x
[0]
1 ). (3.13)

Добавим к системе (3.7) ещё одно уравнение

g(x[r], x[r+1]) = 0. (3.14)

Систему (3.7), (3.14) можно записать в виде F [0]
r+1(x̄r+1) = 0.

Построим неявную функцию, удовлетворяющую системе (3.7), (3.14). Для этого подставим
выражения (3.12), (3.13) и (3.11) в уравнение (3.14). В результате получим

ĝ(x
[0]
1 , x

[r]
2 , x[r+1]) = 0. (3.15)

Записав матрицу D̃[0]
r+1 (см. (3.8)) и проанализировав её структуру, нетрудно увидеть, что

в D[0]
r+1(0) существует обратимая n(r + 1)× n(r + 1)-подматрица

M[0]
r+1(0) = (∂F [0]

r+1/∂x
[0]
2 (0), ∂F [0]

r+1/∂x
[1](0), . . . , ∂F [0]

r+1/∂x
[r](0), ∂F [0]

r+1/∂x
[r+1]
1 (0)).

Отсюда, с учётом свойства обратимых блочных матриц [12, c. 55–57], следует, что n×n-матри-
ца (∂ĝ/∂x

[r]
2 , ∂ĝ/∂x

[r+1]
1 ) при (x

[0]
1 , x

[r]
2 , x[r+1]) = 0 будет обратима. В этом случае в некоторой

окрестности точки (x
[0]
1 , x

[r+1]
2 ) = 0 будет определена неявная функция

col (x
[r]
2 , x

[r+1]
1 ) = φ2(x

[0]
1 , x

[r+1]
2 ), (3.16)

удовлетворяющая уравнению (3.15).
Таким образом, неявная функция (3.12), (3.13), (3.11), (3.16) обращает систему (3.7), (3.14)

в тождество в некоторой окрестности нуля.
Построим другую неявную функцию, удовлетворяющую уравнениям (3.7), (3.14). Для этого

рассмотрим систему

F [1]
r (x̃r) = col (g(x[1], x[2]), g(x[2], x[3]), . . . , g(x[r], x[r+1])) = 0, (3.17)

где x̃r = (x[1], . . . , x[r+1]).
Легко видеть, что в силу (3.4)

rankΛ[1]
r (x[2], . . . , x[r+1]) = n(r − 1)− d

в некоторой окрестности точки (x[2], . . . , x[r+1]) = 0, где

Λ[1]
r (x[2], . . . , x[r+1]) = (∂F [1]

r /∂x[3], . . . , ∂F [1]
r /∂x[r+1]).

Аналогично тому, как это было сделано в отношении матрицы D[0]
r (0), опираясь на струк-

турную форму (3.2), можно показать, что в матрице

D[1]
r (x̃r) = (∂F [1]

r /∂x[1], ∂F [1]
r /∂x[2], . . . , ∂F [1]

r /∂x[r+1])
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при x̃r = 0 имеется обратимая nr × nr-подматрица

M[1]
r (0) = (∂F [1]

r /∂x
[1]
2 , ∂F [1]

r /∂x[2], . . . , ∂F [1]
r /∂x[r], ∂F [1]

r /∂x
[r+1]
1 ).

Поэтому можно заключить, что в некоторой окрестности нуля определена неявная функция
вида

x
[1]
2 = φ0(x

[1]
1 ), (3.18)

x[2] = φ(x
[1]
1 ), (3.19)

col (x[3], . . . , x[r], x
[r+1]
1 ) = φ1(x

[1]
1 , x

[r+1]
2 ), (3.20)

удовлетворяющая системе (3.17).
Добавим к системе (3.17) уравнение

g(x[0], x[1]) = 0. (3.21)

В результате подстановки (3.18) в (3.21) получим

g̃(x[0], x
[1]
1 ) = 0. (3.22)

Из существования в D[0]
r+1(0) обратимой подматрицы M[0]

r+1(0) порядка n(r+1) и свойств
обратимых блочных матриц следует, что при (x[0], x

[1]
1 ) = 0 матрица (∂g̃/∂x

[0]
2 , ∂g̃/∂x

[1]
1 ) будет

обратима.
Поэтому найдётся неявная функция

x
[0]
2 = φ̃0(x

[0]
1 ), (3.23)

x
[1]
1 = φ̃(x

[0]
1 ), (3.24)

определённая в некоторой окрестности точки x
[0]
1 = 0 и обращающая (3.22) в тождество.

Таким образом, построена ещё одна неявная функция (3.23), (3.24), (3.18)–(3.20), удовлетво-
ряющая системе (3.17), (3.21) или, что то же, (3.7), (3.14).

Подставим выражения (3.16) и (3.24) в правые части равенств (3.11) и (3.18)–(3.20) со-
ответственно. Тем самым для системы (3.7), (3.14) получим две неявные функции, которые,
согласно теореме о неявной функции, должны совпадать на пересечении областей определе-
ния. Следовательно, можно утверждать, что существует окрестность нулевой точки V0(0), в
которой функции (3.12), (3.13) и (3.19) обращают при подстановке в тождество первые 2n
уравнений системы (3.7), а именно

g(x[0], x[1]) = 0, g(x[1], x[2]) = 0.

Продолжая процесс, можно найти все векторы (3.5).
По построению в области V0(0) функции φ(x

[k−1]
1 ) и φ0(x

[0]
1 ) из (3.5), (3.6) обладают всеми

перечисленными в формулировке теоремы свойствами.
Если вектор x

[0]
1 
= 0 достаточно близок к нулю, то система (3.5), (3.6) будет иметь нетри-

виальное решение, которое располагается в достаточно малой окрестности нулевого решения.
Это нетривиальное решение будет обращать в тождество все уравнения системы (3.1). Теорема
доказана.

Рассмотрим систему уравнений более общего вида

gk(x
[0], x[1], . . . , x[k]) = 0, k = 1, ρ, (3.25)
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где x[i] ∈ R
ni , i = 0, k, – искомые векторы, mk-мерная вектор-функция gk определена в

некоторой окрестности Vk(αk) точки αk = (α[0], α[1], . . . , α[k]), α[i] ∈ R
ni , i = 0, k. При этом

gk(αk) = 0.

Будем предполагать, что в указанных областях Vk(αk) функции gk непрерывны и имеют
непрерывные частные производные по каждому из своих аргументов и

det
∂gk
∂x[k]

≡ 0.

Запишем (3.25) в виде
Fρ(x̄ρ) = 0, (3.26)

где x̄ρ=(x[0], x[1], . . . , x[ρ]), Fρ(x̄ρ) = col (g1(x
[0], x[1]), g2(x

[0], x[1], x[2]), . . . , gρ(x
[0], x[1], . . . , x[ρ])).

Введём обозначения

Dρ(x̄ρ)=(∂Fρ/∂x
[0], ∂Fρ/∂x

[1], . . . , ∂Fρ/∂x
[ρ]), Γr(x̄ρ)=(∂Fρ/∂x

[1], ∂Fρ/∂x
[2], . . . , ∂Fρ/∂x

[r]),

Λr(x̄ρ) = (∂Fρ/∂x
[r+1], ∂Fρ/∂x

[r+2], . . . , ∂Fρ/∂x
[ρ]), m∗ =

ρ∑

k=1

mk, n∗ =
ρ∑

i=0

ni.

Предполагается, что m∗ � n∗. Отметим, что матрица Dρ(x̄ρ) имеет размеры m∗ × n∗.

Теорема 5. Пусть gk(x
[0], x[1], . . . , x[k]) ∈ C1(Vk(αk)) (k = 1, ρ) и, кроме того, при неко-

тором 1 � r � ρ :
1) rankΛr(x̄ρ) = λ = const для любого x̄ρ ∈ V(αρ);
2) в матрице Dρ(αρ) имеется обратимая m∗ × m∗-подматрица, которая включает в

себя все столбцы матрицы Γr(αρ) и λ столбцов матрицы Λr(αρ).
Тогда существует окрестность Vα(αρ), в пределах которой определена неявная функция

(непрерывная и имеющая непрерывные частные производные по каждому из своих аргумен-
тов), удовлетворяющая в этой окрестности системе (3.26). Часть компонент этой неявной
функции имеет вид

col (x
[0]
2 , x[1], . . . , x[r]) = ϕ(x

[0]
1 ),

где x[0] = Q col (x
[0]
1 , x

[0]
2 ), x

[0]
1 ∈ R

n−d, x
[0]
2 ∈ R

d, d = m∗ − λ−
∑r

i=1 ni, Q – некоторая мат-
рица перестановок строк.

Доказательство теоремы проводится по той же схеме, что и доказательство существования
неявной функции (3.12), (3.13), (3.11) для системы (3.7).

Следует отметить, что теорема 5 позволяет находить локальное решение системы (3.25) по
шагам аналогично тому, как это было продемонстрировано в примере 1.

Заключение. В статье исследованы классы вырожденных систем уравнений с дискрет-
ным временем, которые либо вообще не рассматриваются в литературе, либо изучаются при
сильных ограничениях на внутреннюю структуру. В линейном случае это, в частности, объ-
ясняется тем, что на данный момент не существует хорошей структурной теории пучков трёх
и более матриц (в отличие от (0.1)).

Для систем вида (0.3) и (2.1) получены условия, при которых можно найти часть искомых
векторов из заданного конечного числа уравнений (теоремы 1 и 2). Показано, что нестацио-
нарные системы такого вида целесообразнее рассматривать на конечном горизонте. Предло-
женный подход может быть использован для пошагового нахождения решения (пример 1).

Для линейной системы с непрерывным и дискретным временем (2.2) доказано существова-
ние линейного оператора (2.7), действие которого преобразует (2.2) к виду (2.22), (2.23). Полу-
чены условия, при которых этот оператор обладает левым обратным оператором. Последнее
обстоятельство позволяет получить явное представление (2.26), (2.27) для общего решения
рассматриваемой системы.
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Исследована локальная разрешимость нелинейных систем вида (3.1) и (3.25). Решение мож-
но получить в виде неявной функции (либо части компонент неявной функции), удовлетворяю-
щей уравнениям (3.1) или (3.25) в некоторой окрестности нуля (теоремы 4 и 5). Предложенный
подход не только позволяет доказать теоремы о существовании решений, но и автоматически
решает проблему согласования начальных данных.

Полученные результаты в дальнейшем могут быть использованы для исследования раз-
личных качественных свойств вырожденных систем с дискретным временем.
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Рассматриваются интегро-дифференциальные уравнения (ИДУ) с быстро осциллирующей
неоднородностью и с интегральным оператором типа Вольтерры, ядра которых могут со-
держать как классическую быстро убывающую экспоненту (простейший случай), так и
фундаментальные решения дифференциальных систем (общий случай). Трудность постро-
ения регуляризованной (по С.А. Ломову) асимптотики в общем случае обусловлена слож-
ной асимптотической структурой фундаментальной матрицы решений (матрицы Коши)
однородной дифференциальной системы. В данной работе сначала строится регуляризо-
ванная асимптотика матрицы Коши, которая затем применяется для построения регуля-
ризованной асимптотики решения ИДУ.
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Введение. Рассмотрим задачу для сингулярно возмущённой системы

ε
dy

dt
= A(t)y +

t∫

0

K(t, s)Z(t, s, ε)y(s, ε) ds + h(t)eiβ(t)/ε, y(0, ε) = y0 (1)

с быстро изменяющимся ядром K(t, s)Z(t, s, ε) и матрицей Z(t, s, ε), удовлетворяющей одно-
родной дифференциальной системе

ε
dZ(t, s, ε)

dt
= B(t)Z(t, s, ε), Z(s, s, ε) = I, 0 � s � t � 1, (2)

где A(t) и B(t) – n×n-матрицы, y = {y1, . . . , yn}, Z(t, s, ε) – матричная n×n-функция, I –
единичная n × n-матрица, β(t) – заданная скалярная функция (β′(t) > 0 – частота быстро
осциллирующей неоднородности); ε – малый параметр. Предполагается, что спектры

σ(A(t)) = {λ1(t), . . . , λn(t)}, σ(B(t)) = {μ1(t), . . . , μn(t)}

матриц A(t) и B(t) стабильны на отрезке [0, 1] (см. [1, с. 39–40]). Точное решение Z(t, s, ε)
системы (2) часто называют матрицей Коши однородного уравнения εż = B(t)z. Нас интере-
сует проблема построения регуляризованной асимптотики [1, 2] решения задачи (1). Простей-
ший случай таких задач, когда Z(t, s, ε) является экспонентой exp(ε−1

∫ t
s μ(θ) dθ), рассматри-

вался ранее в ряде работ [3–6]. Идея решения поставленной проблемы проста: нужно сначала
получить регуляризованную асимптотику матрицы Коши Z(t, s, ε), записать её в (1), а за-
тем применить к полученной системе технику из [3, 4]. Однако реализация этой идеи далеко
не тривиальна и требует привлечения тонкого математического аппарата, описание которого
приводится в следующем пункте.

1. Регуляризованная асимптотика матрицы Коши. Рассмотрим систему (2) и постро-
им её регуляризованное асимптотическое решение. Заметим, что решение этой задачи связано
с разработкой теории нормальной и однозначной разрешимости матричных систем уравнений,
аналогичных системам, рассмотренным С.А. Ломовым в статье [7], в которой исследовались
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системы уравнений с частными производными с точечными начальными данными в так назы-
ваемом пространстве безрезонансных решений, причём элементы этого пространства не зави-
сели от переменной s. В нашем случае зависимость от s существенна, поэтому в настоящей
работе разрабатывается иная схема построения матрицы Коши. Вместо матричных систем
уравнений в частных производных нами рассматриваются векторные системы уравнений для
каждого столбца матрицы Коши, но в пространствах, зависящих от переменной s. Заметим,
что регуляризованная асимптотика матрицы Коши была построена в работе [8]. Приведём вы-
кладки из этой работы, относящиеся к матрице Коши, для полного понимания содержания
разрабатываемого ниже алгоритма.

Будем предполагать выполненными следующие условия:
1) матрица B(t) ∈ C∞([0, 1],Cn×n);
2) спектр σ(B(t)) стабилен, т.е. μi(t) 
= μj(t), i 
= j, μi(t) 
= 0 для любого t ∈ [0, 1],

i, j = 1, n;
3) Reμi(t) � 0 при всех t ∈ [0, 1], i = 1, n.
Рассмотрим сингулярно возмущённую задачу

ε
dz

dt
= B(t)z(t, s, ε), z(s, s, ε) = er, 0 � s � t � 1, (3)

для r-го столбца матрицы Z(t, s, ε) (здесь er = {0, . . . , 0, 1
(r)
, 0, . . . 0}). Регуляризацию задачи

(3) проведём с помощью функций

σj =
1

ε

t∫

s

μj(θ) dθ ≡ ψj(t, s)

ε
, j = 1, n. (4)

Для расширения z̃(t, s, τ, ε) получим задачу

ε
∂z̃

∂t
+

( n∑

j=1

μj(t)
∂z̃

∂σj
−B(t)z̃

)

= 0, z̃(t, s, σ, ε)

∣
∣
∣
∣
t=s
σ=0

= er,

где σ = (σ1, . . . , σn) – вектор регуляризирующих переменных. Поскольку задача (4) регулярна
по ε (при ε → +0), то её решение определим в виде ряда

z̃(t, s, σ, ε) =

∞∑

k=0

εkzk(t, s, σ).

Для коэффициентов zk(t, s, σ) этого ряда получаем следующие итерационные задачи:
n∑

j=1

μj(t)
∂z0
∂σj

−B(t)z0 = 0, z0(s, s, 0) = er, (50)

Lzk = −∂zk−1

∂t
, zk−1(s, s, 0) = 0, k � 1. (5k)

Каждую из задач (5k) можно записать в виде
n∑

j=1

μj(t)
∂w

∂σj
−B(t)w = H(t, s, σ), w(s, s, 0) = w0, (6)

где H(t, s, σ) – известная n × 1-вектор-функция, w0 – известный постоянный вектор той же
размерности. Решение задачи (6) будем искать в пространстве U, элементы w которого пред-
ставляются в виде суммы

w(t, s, σ) = w0(t, s) +

n∑

j=1

wj(t, s)e
σj , wj(t, s) ∈ C∞(0 � s � t � 1,Cn), j = 0, n. (7)
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Пусть H(t, s, σ) = H0(t, s) +
∑n

j=1Hj(t, s)e
σj ∈ U. Подставив (7) в (6) и приравняв отдельно

свободные члены и коэффициенты при одинаковых экспонентах, получим следующие системы
векторных уравнений:

−B(t)w0 = H0(t, s), (μj(t)I −B(t))wj = Hj(t, s), j = 1, n. (8)

Первая из систем (8) имеет единственное решение w0(t, s) = −B−1(t)H0(t, s). Решения сле-
дующих систем (8) будем определять в виде wj = Q(t)v(t, s) (v = {v1, . . . , vn}), где Q(t) =
= (θ1(t), . . . , θn(t)) – матрица из собственных векторов матрицы B(t) : B(t)θj(t) = μj(t)θj(t),
j = 1, n. Для v(t, s) получаем систему

[μj(t)I − diag (μ1(t), . . . , μn(t))]v = Q−1(t)Hj(t, s), j = 1, n, (9)

или (более подробно)

(μj(t)− μ1(t))v1 = (Hj(t, s), η1(t)), . . . , (μj(t)− μj−1(t))vj−1 = (Hj(t, s), ηj−1(t)),

0 = (Hj(t, s), ηj(t)),

(μj(t)− μj+1(t))vj+1 = (Hj(t, s), ηj+1(t)), . . . , (μj(t)− μn(t))vn = (Hj(t, s), ηn(t)),

где ηk(t) – k-й столбец матрицы G(t) = (Q−1(t))∗, т.е. ηk(t)−(λk) – собственный вектор матри-
цы B∗(t). Отсюда видно, что для разрешимости j-й системы (9) в пространстве C∞([0, T ],Cn)
необходимо и достаточно, чтобы для любых (t, s) ∈ {0 � s � t � 1} выполнялось тождество

(Hj(t, s), ηj(t)) ≡ 0. (10)

При этом указанная система имеет решение

wj(t, s) = ξj(t, s)θj(t) +

n∑

k=1
k 
=j

(Hj(t, s), ηk(t))

μj(t)− μk(t)
θk(t). (11)

Теперь можно доказать следующее утверждение.
Теорема 1. Пусть выполнены условия 1)–3) и правая частьH = H0(t, s)+

∑n
j=1Hj(t, s)e

σj

системы (6) принадлежит пространству U. Тогда для разрешимости системы (6) в U
необходимо и достаточно, чтобы тождества (10) выполнялись при всех j = 1, n. При этом
решение системы (6) записывается в виде (7), где w0(t, s) = −B−1(t)H0(t, s), wj(t, s) – век-
тор-функции (11), скалярные функции ξj(t, s) ∈ C∞(0 � s � t � 1) произвольные. Система
(6) при дополнительных условиях

w(s, s, 0) = w0,

〈

− ∂w

∂t
, ηj(t)e

σj

〉

= 0 при всех (t, s) ∈ {0 � s � t � 1} (12)

однозначно разрешима в пространстве U (здесь через 〈 · , · 〉 обозначено скалярное произве-
дение в U (см. [9, с. 105]).

Доказательство. Первая часть этой теоремы доказана выше при построении решения
(7). Перейдём к доказательству второй части. Подставив (7) в условие w(s, s, 0) = w0, будем
иметь

n∑

j=1

[

ξj(s, s)θj(s) +

n∑

k=1
k 
=j

(Hj(s, s), ηk(s))

μj(s)− μk(s)
θk(s)

]

= w0 +B−1(s)H0(s, s).

Умножая обе части этого равенства скалярно на ηi(s) и учитывая биортонормированность
систем {θj(s)}, {ηi(s)}, получаем

ξi(s, s) = (w0 +B−1(s)H0(s, s), ηi(s))−
n∑

j=1
j 
=i

(Hj(s, s), ηi(s))

μj(s)− μi(s)
. (13)
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Подставив теперь (7) во второе условие (12) и обозначив

(Hj(t, s), ηk(t))(μj(t)− μk(t))
−1 = hjk(t, s),

будем иметь∗)

(ξj(t, s)θj(t))
• +

n∑

k=1
k 
=j

((hjk(t, s)θk(t))
•, ηj(t)) = 0

или
dξj(t, s)

dt
= −(θ̇(t), ηj(t))ξj(t, s)−

n∑

k=1
k 
=j

hjk(t, s)(θ̇(t), ηj(t)), j = 1, n. (14)

Учитывая начальные условия (13), найдём однозначно функции ξj(t, s), а значит, построим
единственное решение (7) системы (6) в пространстве U. Теорема доказана.

Перейдём теперь к нахождению решений итерационных задач (5k). Поскольку система
(50) однородная, то её решение имеет вид

z0(t, s, σ) =
n∑

j=1

ξ
(0)
j (t, s)θj(t)e

σj ,

где функции ξ
(0)
j (t, s) удовлетворяют задаче (см. (14), (13))

dξ
(0)
j (t, s)

dt
= −(θ̇(t), ηj(t))ξ

(0)
j (t, s), ξ

(0)
j (s, s) = (er, ηj(s)).

Так как решение этой задачи определяется формулой ξ
(0)
j (t, s) = e−

∫ t
s (θ̇j(x),ηj(x)) dx(er, ηj(s)),

то решение задачи (50) можно записать в виде

z0 = z0(r)(t, s, σ) =

n∑

j=1

e−
∫ t
s (θ̇j(x),ηj(x)) dx(er, ηj(s))θj(t)e

σj ,

где индекс (r) означает, что решение z0(r)(t, s, σ) соответствует значению r-го столбца мат-
рицы Z0(t, s, σ).

Обозначим

γj(t, s) = −
t∫

s

(θ̇(x), ηj(x)) dx, j = 1, n, Z0(t, s, σ) = (w0(1)(t, s, σ), . . . , w0(n)(t, s, σ)).

Тогда

Z0(t, s, σ) =

( n∑

j=1

θj(t)(e1, ηj(s))e
γj(t,s)+σj , . . . ,

n∑

j=1

θj(t)(en, ηj(s))e
γj (t,s)+σj

)

=

=

n∑

j=1

(θj(t)(e1, ηj(s))e
γj (t,s), . . . , θj(t)(en, ηj(s))e

γj (t,s))eσj .

Аналогичным образом могут быть получены решения неоднородных систем (5k) при k � 1,
а значит, будут построены матрицы

Zk(t, s, σ) = (zk(1)(t, s, σ), . . . , zk(n)(t, s, σ)), k � 1.

∗) Здесь и далее жирная точка • означает дифференцирование по t.
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В результате будем иметь формальный ряд Z̃(t, s, σ, ε) =
∑∞

k=0 ε
kZk(t, s, σ). Нетрудно пока-

зать (см., например, [9, с. 118–121]), что асимптотическим решением N -го порядка задачи (2)
является частичная сумма

Zε,N(t, s) =

N∑

k=0

εkZk(t, s, ψ(t, s)/ε), ψ = (ψ1, . . . , ψn),

этого ряда, взятого на сужении σ = ψ(t, s)/ε, т.е. что имеет место оценка

‖Z(t, s, ε)− Zε,N (t, s)‖C[0,1] � KNεN+1, (15)

где постоянная KN > 0 не зависит от ε ∈ (0, ε0] (ε0 > 0 достаточно мало), Z(t, s, ε) – точное
решение задачи (2).

При Reμj(t) < 0 (при всех t ∈ [0, 1], j = 1, n) верна экспоненциальная оценка нормы
матрицы Коши Z(t, s, ε) (см., например, [10, с. 69]), из которой вытекает оценка (15). Однако
в случае Reμj(t) = 0 для доказательства неравенства (15) требуется иной подход, который
подробно описан в [9, с. 118–121].

2. Регуляризованная асимптотика интегро-дифференциальной системы (1). Рас-
смотрим теперь задачу (1). Сначала заметим, что в правой части системы (51) отсутствует
свободный член типа H0(t, s), поэтому в решении задачи (51) также будет отсутствовать член,
не содержащий экспоненты eσi , а значит, матрица Z1(t, s, σ) будет иметь вид Z1(t, s, σ) =
=
∑n

j=1 F1j(t, s)e
σj , где F1j(t, s) – n×n-матрицы. По той же причине все матрицы Zk(t, s, σ),

k � 2, будут иметь такую же структуру. Таким образом,

Zk(t, s, σ) =

n∑

j=1

Fkj(t, s)e
σj , k � 1,

поэтому ряд для расширения матрицы Коши примет вид

Z̃(t, s, σ, ε) =
∞∑

k=0

εkZk(t, s, σ) =
n∑

k=0

εk
n∑

j=1

Fkj(t, s)e
σj ,

а задача (1) – вид

ε
dy

dt
= A(t)y +

∞∑

k=0

εk
n∑

j=1

t∫

0

K(t, s)Fkj(t, s)e
ψj(t,s)/εy(s, ε) ds + h(t)eiβ(t)/ε, y(0, ε) = y0.

Обозначая K(t, s)Fkj(t, s) ≡ Wkj(t, s), запишем последнюю задачу в форме

ε
dy

dt
= A(t)y +

∞∑

k=0

εk
t∫

0

n∑

j=1

eψj(t,s)/εWkj(t, s)y(s, ε) ds + h(t)eiβ(t)/ε, y(0, ε) = y0. (16)

Получена задача интегро-дифференциальной системы с n спектральными значениями
μr(t), r = 1, n, ядра интегрального оператора. Эта система более общая, чем система, рас-
смотренная в [3], так как в ней ядро является асимптотическим рядом по ε (тогда как в
[3] в ядре вместо бесконечной суммы

∑∞
k=0 ε

kWkj(t, s)(t, s) стоит одна матричная функция
kj(t, s)). Задачу (16) следует рассматривать при условиях 1)–3), так как при них была полу-
чена асимптотика матрицы Коши Z(t, s, ε). Кроме того, следует наложить дополнительные
ограничения на исходные данные задачи (16):

4) матрица A(t) ∈ C∞([0, 1],Cn×n), вектор-функция h(t) ∈ C∞([0, 1],Cn), скалярная
функция β(t) ∈ C∞[0, 1];
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5) спектр σ(A(t)) матрицы A(t) стабилен, т.е. λi(t) 
= 0, λi(t) 
= λj(t), i 
= j, i, j = 1, n,
для любого t ∈ [0, 1];

6) Reλj(t) � 0, j = 1, n, β′(t) > 0 при всех t ∈ [0, 1];
7) λj(t), μi(t) 
= β′(t), λj(t) 
= μi(t), t ∈ [0, 1], i, j = 1, n.
Для единообразия обозначений положим μj(t) ≡ λn+j(t), j = 1, n, iβ′(t) = λ2n+1(t) и

введём регуляризирующие переменные

τj =
1

ε

t∫

0

λj(x) dx ≡ ψj(t)

ε
, j = 1, 2n + 1.

Заметим, что ψj(t) ≡ ψj(t, s)|s=0, j = n+ 1, 2n. Для расширения ỹ = ỹ(t, τ, ε) решения
системы (16) получим следующую задачу:

ε
∂ỹ

∂t
+

2n+1∑

j=1

λj(t)
∂ỹ0
∂τj

= A(t)ỹ+

∞∑

k=0

εk
n∑

j=1

t∫

0

eε
−1

∫ t
s
λn+j(θ) dθWkj(t, s)ỹ(s, ψ(s)/ε, ε) ds+h(t)eτ2n+1σn+1,

ỹ(0, 0, ε) = y0, σn+1 ≡ eiβ(0)/ε. (17)

Однако здесь не проведена регуляризация интегральных операторов

Jkỹ(t, τ, ε) =

n∑

j=1

t∫

0

eε
−1

∫ t
s λn+j(θ) dθWkj(t, s)ỹ(s, ψ(s)/ε, ε) ds, k � 0.

Для их регуляризации введём пространство Mε, асимптотически инвариантное относительно
оператора Jkỹ(s, τ, ε) (см. [1; гл. 2, § 6]).

Определение 1. Будем говорить, что вектор-функция w(t, τ) = {w1, . . . , wn} принадле-
жит пространству Y, если она представима в виде суммы

w(t, τ) = w0(t, σn+1) +

2n+1∑

j=1

wj(t, σn+1)e
τj , wj(t, σn+1) ∈ C∞([0, 1],Cn), j = 0, 2n + 1. (18)

Так как ограниченная по ε постоянная σn+1 = eiβ(0)/ε не влияет на разработку записан-
ного ниже алгоритма, то далее в элементах (18) пространства Y мы её опускаем.

Подставив функцию (18) в каждый интегральный оператор, входящий в Jkỹ(s, τ, ε), будем
иметь

Jkjw(t, τ) =

t∫

0

eε
−1

∫ t
s λn+j(x) dxWkj(t, s)

(

w0(s) +

2n+1∑

i=1

wi(s)e
ε−1

∫ s
0 λi(x) dx

)

ds =

=

t∫

0

eε
−1

∫ t
s
λn+j(x) dxWkj(t, s)w0(s) ds+

2n+1∑

i=1

t∫

0

eε
−1

∫ t
s
λn+j(x) dxWkj(t, s)wi(s)e

ε−1
∫ s
0
λi(x) dx ds =

=

t∫

0

eε
−1

∫ t
s
λn+j(x) dxWkj(t, s)w0(s) ds + eε

−1
∫ t
0
λn+j(x) dx

t∫

0

Wk,n+j(t, s)wn+j(s) ds +

+
2n+1∑

i=1
i 
=n+j

t∫

0

eε
−1

∫ t
s λn+j(x) dxWkj(t, s)wi(s)e

ε−1
∫ s
0 λi(x) dx ds.
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С помощью интегрирования по частям получим

t∫

0

eε
−1

∫ t
s
λn+j(x) dxWkj(t, s)w0(s) ds = −ε

t∫

0

Wkj(t, s)w0(s)

λn+j(s)
deε

−1
∫ t
s
λn+j(x) dx =

= ε

[
Wkj(t, 0)w0(0)

λn+j(0)
eε

−1
∫ t
0 λn+j(x) dx−Wkj(t, t)w0(t)

λn+j(t)

]

+ε

t∫

0

eε
−1

∫ t
s λn+j(x) dx

∂

∂s

(
Wkj(t, s)w0(s)

λn+j(s)

)

ds =

= ε

[
Wkj(t, 0)w0(0)

λn+j(0)
eε

−1
∫ t
0
λn+j(x) dx − Wkj(t, t)w0(t)

λn+j(t)

]

+

+ε2
[(

1

λn+j(s)

∂

∂s

(
Wkj(t, s)w0(s)

λn+j(s)

))∣
∣
∣
∣
s=0

eε
−1

∫ t
0
λn+j(x) dx−

(
1

λn+j(s)

∂

∂s

(
Wkj(t, s)w0(s)

λn+j(s)

))∣
∣
∣
∣
s=t

]

+

+ ε2
t∫

0

eε
−1

∫ t
s λn+j(x) dx

∂

∂s

(
1

λn+j(s)

(
∂

∂s

Wkj(t, s)w0(s)

λn+j(s)

))

ds =

=
∞∑

m=1

[

(Imn+j(Wkj(t, s)w0(s)))|s=0e
ε−1

∫ t
0 λn+j(x) dx − (Imn+j(Wkj(t, s)w0(s)))|s=t

]

,

где введены операторы

I0n+j =
1

λn+j(s)
, I1n+j =

1

λn+j(s)

∂

∂s
(I0n+j), Imn+j =

1

λn+j(s)

∂

∂s
(Im−1

n+j ), m � 1. (19)

Поступая аналогичным образом, при i 
= n+ j будем иметь

t∫

0

eε
−1

∫ t
s λn+j(x) dxeε

−1
∫ s
0 λi(x) dxWkj(t, s)wi(s) ds =

= eε
−1

∫ t
0
λn+j(x) dx

t∫

0

eε
−1

∫ t
s
(λi(x)−λn+j(x)) dxWkj(t, s)wi(s) ds =

= εeε
−1

∫ t
0 λn+j(x) dx

t∫

0

Wkj(t, s)

λi(x)− λn+j(x)
wi(s)de

ε−1
∫ t
0 (λi(x)−λn+j(x)) dx =

= εeε
−1

∫ t
0 λn+j(x) dx

[
Wkj(t, s)wi(s)

λi(s)− λn+j(s)
eε

−1
∫ t
s (λi(x)−λn+j(x)) dx

∣
∣
∣
∣

s=t

s=0

−

−
t∫

0

∂

∂s

(
Wkj(t, s)wi(s)

λi(s)− λn+j(s)

)

eε
−1

∫ t
s
(λi(x)−λn+j(x)) dx ds

]

=

= ε

[
Wkj(t, t)wi(t)

λi(t)− λn+j(t)
eε

−1
∫ t
0 λi(x) dx − Wkj(t, 0)wi(0)

λi(0) − λn+j(0)
eε

−1
∫ t
s λn+j(x) dx

]

−

− εeε
−1

∫ t
0 λn+j(x) dx

t∫

0

∂

∂s

(
Wkj(t, s)wi(s)

λi(s)− λn+j(s)

)

eε
−1

∫ t
s (λi(x)−λn+j(x)) dx ds =
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=

∞∑

m=0

εm+1(−1)m[(Imn+j,i(Wkj(t, s)wi(s))s=te
ε−1

∫ t
0
λi(x) dx)

s=t
−

− (Imn+j,i(Wkj(t, s)wi(s))|s=0e
ε−1

∫ t
0
λn+j(x) dx)],

где введены операторы

I0n+j,i =
1

λi(s)− λn+j(s)
, I1n+j,i =

1

λi(s)− λn+j(s)

∂

∂s
(I0n+j,i),

Iνn+j,i =
1

λi(s)− λn+j(s)

∂

∂s
(Iν−1

n+j,i), ν � 1. (20)

Таким образом, для произвольной вектор-функции (18) будем иметь

Jkw(t, τ) =

n∑

j=1

eτn+j

t∫

0

Wk,n+j(t, s)wn+j(s) ds+

∞∑

m=0

εm+1
n∑

j=1

{

eτn+j

t∫

0

Wk,n+j(t, s)wn+j(s) ds +

+ [(Imn+j(Wkj(t, s)w0(s)))|s=0e
τn+j − (Imn+j(Wkj(t, s)w0(s)))|s=t] +

+

2n+1∑

i=1
i 
=n+j

(−1)m[(Imn+j,i(Wkj(t, s)wi(s)))|s=te
τi − (Imn+j,i(Wkj(t, s)wi(s)))|s=0e

τn+j ]

}

,

где τj = ψj(t)/ε, j = 1, 2n + 1.
Обозначим через Rm,k : Y → Y операторы, действующие на каждую функцию (18) по

правилу

R0,kw(t, τ) =

n∑

j=1

eτn+j

t∫

0

Wk,n+j(t, s)wn+j(s) ds,

Rm+1,kw(t, τ) =
n∑

j=1

{

eτn+j

t∫

0

Wk,n+j(t, s)wn+j(s) ds +

+ [(Imn+j(Wkj(t, s)w0(s)))|s=0e
τn+j − (Imn+j(Wkj(t, s)w0(s)))|s=t] +

+
2n+1∑

i=1
i 
=n+j

(−1)m[(Imn+j,i(Wkj(t, s)wi(s)))|s=te
τi − (Imn+j,i(Wkj(t, s)wi(s)))|s=0e

τn+j ]

}

,

операторы Imn+j, Imn+j,i имеют вид (19) и (20). Тогда оператор Jkw(t, τ) можно записать крат-
ко в форме

Jkw(t, τ) =

∞∑

m=0

εmRm,kw(t, τ).

Пусть теперь некоторая вектор-функция ỹ(t, τ, ε), непрерывная по (t, τ) ∈ [0, 1] × Π, где
Π = {Re τj � 0, j = 1, 2n + 1}, представляется в виде ряда

ỹ(t, τ, ε) =

∞∑

l=0

εlyl(t, τ), yl(t, τ) = w
(l)
0 (t) +

2n+1∑

j=1

w
(l)
j (t)eτj ∈ Y, (21)
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сходящегося асимптотически при ε → +0 (равномерно по (t, τ) ∈ [0, 1] × Π). Подставив её в
интегральный оператор системы (17), получим равенства

∞∑

k=0

∞∑

l=0

εk+l
n∑

j=1

t∫

0

eψj(t,s)/εWkj(t, s)yl(s, ψ(s)/ε) ds =

=

∞∑

k=0

∞∑

l=0

εk+lJkyl(t, τ) =

∞∑

l=0

∞∑

k=0

R0,kyl(t, τ) +

∞∑

r=1

εr
∑

k+l+m=r

Rm,kyl(t, τ) =

∞∑

r=0

εr
∑

k+l+m=r

Rm,kyl(t, τ),

где τ = ψ(t)/ε.

Определение 2. Оператор J̃ ỹ =
∑∞

r=0 ε
r
∑

k+l+m=r Rm,kyl(t, τ) будем называть формаль-
ным расширением оператора

∑∞
k=0 ε

k
∫ t
0

∑n
j=1 e

ψj(t,s)/εWkj(t, s)y(s, ε) ds.

Теперь можно записать задачу, полностью регуляризованную по отношению к (16):

ε
∂ỹ

∂t
+

2n+1∑

j=1

λj(t)
∂ỹ0
∂τj

= A(t)ỹ + J̃ ỹ + h(t)eτ2n+1σn+1, ỹ(0, 0, ε) = y0. (22)

Подставляя ряд (21) в (22) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях ε,
будем иметь следующие итерационные задачи:

Fy0 ≡
2n+1∑

j=1

λj(t)
∂y0
∂τj

−A(t)y0 −R0,0y0 = h(t)eτ2n+1σn+1, y0(0, 0) = y0,

Fy1 = −∂y0
∂t

+ (R1,0 +R0,1)y0, y1(0, 0) = 0,

. . . ,

Fyr = −∂yr−1

∂t
+

∑

k+l+m=r

Rm,kyl(t, τ), yr(0, 0) = 0. (23)

Каждую пару итерационных задач (23) при r и r + 1 можно записать в виде

Fy ≡
2n+1∑

j=1

λj(t)
∂y

∂τj
−A(t)y = f(t, τ, σn+1), y(0, 0) = y∗,

Fv = −∂y

∂t
+ (R1,0 +R0,1)y + g(t, τ, σn+1), (24)

где f(t, τ, σn+1), g(t, τ, σn+1) – известные вектор-функции класса Y. Здесь, так же как и в
п. 1, нетрудно доказать следующий результат.

Теорема 2. Пусть выполнены условия 1)–7) и вектор-функция f(t, τ, σn+1) ∈ Y. Тогда
для разрешимости системы (24) в пространстве Y необходимо и достаточно, чтобы для
любого t ∈ [0, 1] выполнялись условия

〈f(t, τ, σn+1)||χj(t)e
τj 〉 = 0, j = 1, n. (25)

При выполнении условий (25) и дополнительных требованиях
〈

− ∂y

∂t
+R1,0y + g(t, τ, σn+1)||χj(t)e

τj

〉

≡ 0 при всех t ∈ [0, 1], j = 1, n, (26)

задача (24) однозначно разрешима в пространстве Y.
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Здесь через 〈 · || · 〉 обозначено скалярное (при каждом t ∈ [0, 1]) произведение в Y (см. [9,
с. 105]), χi(t) − (λj) – собственный вектор матрицы A∗(t), j = 1, n. Обращаем внимание на
то, что в (25) и (26) в умножении участвуют только вектор-функции χ1(t)e

τ1 , . . . , χn(t)e
τn ,

так как функции типа qj(t)e
τj , j = n+ 1, 2n + 1, не входят в ядро оператора

Fy ≡
2n+1∑

j=1

λj(t)
∂y

∂τj
−A(t)y.

И, наконец, обозначая через yεN (t) =
∑N

r=1 ε
ryr(t, ψ(t)/ε) сужение N -й частичной суммы

ряда (21) при τ = ψ(t)/ε = (ψ1(t)/ε, . . . , ψ2n+1(t)/ε), докажем (так же как и в [9, с. 303–308])
оценку

‖y(t, ε) − yεN(t)‖C[0,T ] � MNεN+1, N ∈ N
⋃

{0},
где постоянная MN > 0 не зависит от ε ∈ (0, ε0] (ε0 > 0 достаточно мало).

3. Построение главного члена асимптотики. Развитый нами алгоритм позволяет по-
лучать асимптотику решения исходной задачи любого порядка (по ε). Однако вычисление
высших приближений связано с громоздкими выкладками. На практике обычно ограничива-
ются главным членом асимптотики, структура которого повторяет структуру точного решения
задачи (1). В этом случае иногда достаточно ограничиться системой

ε
dy

dt
= A(t)y +

t∫

0

n∑

j=1

e

ψj(t, s)

ε (W0j(t, s) + εW1j(t, s))y(s, ε) ds + h(t)eiβ(t)/ε, y(0, ε) = y0

и рассмотреть только две первые итерационные задачи:

Fy0 ≡
2n+1∑

j=1

λj(t)
∂y0
∂τj

−A(t)y0 −R0,0y0 = h(t)eτ2n+1σn+1, y0(0, 0) = y0, (27)

и
Fy1 = −∂y0

∂t
+ (R1,0 +R0,1)y0, y1(0, 0) = 0,

где R0,0y0, R1,0y0, R0,1y0 будут такими:

R0,0w(t, τ) =

n∑

j=1

eτn+j

t∫

0

W0,n+j(t, s)wn+j(s) ds,

R1,0y0(t, τ) =

n∑

j=1

{

[(I0n+j(W0j(t, s)w0(s)))|s=0e
τn+j − (I0n+j(W0j(t, s)w0(s)))|s=t] +

+

2n+1∑

i=1
i 
=n+j

[(I0n+j,i(W0j(t, s)wi(s)))|s=te
τi − (I0n+j,i(W0j(t, s)wi(s)))|s=0e

τn+j ]

}

,

R0,1w(t, τ) =

n∑

j=1

eτn+j

t∫

0

W1,n+j(t, s)wn+j(s) ds.

Определив решение системы (27) в виде суммы

y0(t, τ) = y
(0)
0 (t) +

2n+1∑

j=1

y
(0)
j (t)eτj , (28)
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получим уравнения

[λn+i(t)I −A(t)]y
(0)
n+i(t)−

t∫

0

W0,n+i(s)y
(0)
n+i(s) = 0, i = 1, n,

[λ2n+1(t)I −A(t)]y
(0)
2n+1(t) = h(t)σ, −A(t)y

(0)
0 (t) = 0,

[λj(t)I −A(t)]y
(0)
j (t) = 0, j = 1, n,

решив которые, найдём
y
(0)
0 (t) = 0, y

(0)
n+i(t) = 0, i = 1, n,

y
(0)
j (t) = αj(t)ϕj(t), j = 1, n,

y
(0)
2n+1(t) = [λ2n+1(t)I −A(t)]−1h(t)σn+1,

где αi(t) ∈ C∞([0, 1],C1) – пока произвольные функции. Решение (28) системы (27) запишется
в виде

y0(t, τ) =
n∑

j=1

αj(t)ϕj(t)e
τj + [λ2n+1(t)I −A(t)]−1h(t)eτ2n+1σn+1. (29)

Подставив (29) в начальное условие y0(0, 0) = y0, найдём

αj(0) = (y0 − [λ2n+1(0)I −A(0)]−1h(0)σn+1, χj(t)), j = 1, n. (30)

Для вычисления скалярного произведения в условиях
〈

− ∂y0
∂t

+ (R1,0 +R0,1)y0

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣χi(t)e

τi

〉

= 0, i = 1, n, (31)

нужно выделить в выражении (R1,0 +R0,1)y0 члены, зависящие только от eτi , i = 1, n :

n∑

j=1

n∑

i=1

(I0n+j,i(W0j(t, s)wi(s)))|s=te
τi =

n∑

i=1

n∑

j=1

(I0n+j,i(W0j(t, s)wi(s)))|s=te
τi .

Теперь условия (31) запишутся как
(

−(αi(t)ϕi(t))
• +

n∑

j=1

(
1

λi(s)− λn+j(s)
(W0j(t, s))

)∣
∣
∣
∣
s=t

ϕi(t)αi(t), χi(t)

)

= 0, i = 1, n.

Присоединяя к этой системе уравнений начальные условия (30), найдём однозначно функции

αi(t) = αi(0)e
∫ t
0
qi(x) dx, i = 1, n,

где обозначено

qi(t) ≡
(

−ϕ̇i(t) +

n∑

j=1

(
1

λi(s)− λn+j(s)
(W0j(t, s))

)∣
∣
∣
∣
s=t

ϕi(t), χi(t)

)

.

При этом главный член асимптотики решения задачи (1) имеет вид

y0ε(t) =

n∑

j=1

αj(t)ϕj(t)e
ε−1

∫ t
0
λj(θ) dθ + [λ2n+1(t)I −A(t)]−1h(t)eiβ(t)/ε. (32)
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Из (32) видно, что интегральный оператор на структуру главного члена асимптотики ре-
шения задачи (1) влияет через операторы W0j(t, t) (т.е. в конечном счёте через диагональное
ядро K(t, t)) и быстро осциллирующую функцию h(t)eiβ(t)/ε. Если K(t, t) ≡ 0, то система
(2) не оказывает никакого влияния на структуру главного члена асимптотики решения задачи
(1), т.е. в первом приближении интегро-дифференциальная система (1) ведет себя так же, как
и дифференциальная система εẏ = A(t)y + h(t)eiβ(t)/ε, y(0, ε) = y0 (влияние интегрально-
го члена проявится при построении высших приближений). Из (32) также видно, что даже
в случае когда спектры матриц A(t) и B(t) лежат строго слева от мнимой оси (Reλi(t) <
< 0, j = 1, 2n, t ∈ [0, 1]), точное решение y(t, ε) задачи (1) не стремится (в непрерывной
метрике) ни к какому пределу при ε → +0. Выйдя при t = 0 из начальной точки y0, оно
неограниченно колеблется при ε → +0 около функции [λ2n+1(t)I −A(t)]−1h(t).

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект 23-21-
00496).
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