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Развитый нами раньше (Russ. J. Electrochem., 2018, vol. 54, p. 879) новый нелокально-электростатиче-
ский (NE) метод расчета распределений электрического поля в системах, где имеются ограниченные 
в  пространстве области, заполненные полярными средами с  нелокально-диэлектрическими свой-
ствами, использован для NE‑анализа стабилизации моновалентного катиона в сферической полости, 
заполненной водой и окруженной локальным диэлектриком. Для одно- и трехмодовых моделей ди-
электрической функции получены NE‑формулы для распределения поля внутри такой полости при 
условии, что ион находится в ее центре. Выведены NE‑соотношения для изменения энергии сольва-
тации катиона ΔW при его переходе из раствора в центр такой полости. Показано, что при уменьше-
нии корреляционной длины воды в полости по сравнению с раствором (при одинаковых значениях 
диэлектрической постоянной воды в полости и в объеме раствора) величина работы по переносу иона 
из раствора внутрь полости (–ΔW) существенно уменьшается по сравнению с расчетом по локальной 
теории, использованной в работе (B. Roux, R. MacKinnon, Science, 1999, vol. 285, p. 100).

Ключевые слова: нелокальная электростатика, энергия сольватации иона, диэлектрическая прони-
цаемость, ионный канал, KcsA K+-канал, водная полость, корреляционная длина воды
DOI: 10.31857/S0424857024100066, EDN: OHHFNE

ROLE OF NONLOCAL ELECTROSTATIC EFFECTS IN THE 
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1	Статья представлена участником Всероссийской конференции “Электрохимия‑2023”, состоявшейся с  23 по 26  октября 
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2	 Список используемых обозначений и сокращений можно найти в Приложении 2. Все формулы записаны в системе единиц 
СГСЭ, как это принято в теоретической физике и химии. Численные значения корреляционных длин, радиуса иона и ра-
диуса полости, в которой находится ион, представлены в Ангстремах. Система единиц СИ не используется, поскольку на 
графиках представлены изменения свободной энергии в безразмерных единицах (нормированы на kT).

3	The article was presented by a participant in the All-Russian Conference “Electrochemistry-2023”, held from October 23 to Octo-
ber 26, 2023 in Moscow at the Institute of Physical Chemistry and Electrochemistry named after A.N. Frumkin RAS.

4	 The list of symbols and abbreviations used can be found in Appendix 2. All formulas are written in the CGS Electrostatic System of 
units, as is customary in theoretical physics and chemistry. Numerical values of correlation lengths, ion radius and radius of the cavity 
in which the ion is located are presented in Angstroms. The SI unit system is not used because the graphs represent free energy changes 
in dimensionless units (normalized to kT).



ЭЛЕКТРОХИМИЯ      том 60       № 10       2024

	 РОЛЬ НЕЛОКАЛЬНО-ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКИХ ЭФФЕКТОВ В СТАБИЛИЗАЦИИ	 723

We developed earlier (Russ. J. Electrochem., 2018, vol. 54, p. 879), a new nonlocal electrostatic (NE) method 
for calculating electric field distributions in systems where there are spatially limited regions filled with polar 
media with nonlocal dielectric properties. This method was used for NE analysis of the stabilization of a 
monovalent cation in a spherical cavity filled with water and surrounded by a local dielectric. For one- and 
three-mode models of the dielectric function, NE formulas were obtained for the field distribution inside 
such a cavity, provided that the ion is located at its center. NE relations have been derived for the change in 
cation solvation energy ΔW during its transition from solution to the center of such a cavity. It is shown that 
when the correlation length of water in the cavity decreases compared to the solution (at the same values of 
the dielectric constant of water in the cavity and in the volume of the solution), the amount of work to transfer 
an ion from the solution into the cavity (–ΔW) decreases significantly compared to the calculation using the 
local theory used in the work (B. Roux, R. MacKinnon, Science, 1999, vol. 285, p. 100).

Keywords: nonlocal electrostatics, ion solvation energy, dielectric constant, ion channel, KcsA K+ channel, 
water cavity, water correlation length

ВВЕДЕНИЕ

Ионный транспорт сквозь каналы 
в биомембранах

Проблема объяснения, каким образом ионы 
входят внутрь биомембраны из водного раство-
ра электролита, преодолевая ее выталкивающее 
действие ("входной барьер”) и  стабилизируясь 
в центре полостей внутри ее каналов, заполнен-
ных водой и  окруженных слабополярной диэ-
лектрической средой, является фундаментально 
важной для понимания функционирования ион-
ных каналов [1, 2]. Отметим, что термин “барьер” 
является общепринятым для специалистов, изу-
чающих ионные каналы клеточных мембран [1]. 
Вход иона в водную полость канала является пер-
вым этапом перед его последующим переходом 
внутрь селективного фильтра канала, а затем вне-
клеточного раствора. Поясним природу проис-
хождения этого барьера при входе иона в канал. 
В растворе ион окружен полярной средой, кото-
рая сильно ослабляет электрическое поле иона, за 
счет чего понижается энергия иона на величину 
энергии сольватации. При переносе иона внутрь 
водной полости, находящейся в  середине кана-
ла, часть пространства вокруг иона за предела-
ми канала занята малополярной средой, которая 
гораздо слабее ослабляет поле. В результате при 
расчете в рамках локальной электростатики энер-
гия сольватации существенно уменьшается, что 
означает большое положительное значение сво-
бодной энергии для перехода иона из объема рас-
твора внутрь полости [2], следовательно, прене-
брежимо малую вероятность нахождения ионов 
внутри канала. Такой результат находится в про-
тиворечии с  экспериментальными наблюдения-
ми о вполне измеримых потоках ионов по каналу 
между средами в контакте с биологической мем-
браной – раствором электролита и внутриклеточ-
ным раствором.

В работе [3] была впервые расшифрована мо-
лекулярная структура бактериального калиевого 
канала KcsA K+ и  заложены основы понимания 
его ионной проводимости и селективности. Бы-
ло обнаружено [3] существование водной поло-
сти в центре KcsA K+- канала, которая окружена 
спиралями белков, отделяющими ее от фосфоли-
пидов биомембраны с меньшей диэлектрической 
проницаемостью. Кроме этих белковых спира-
лей имеются четыре α-спирали белков, направ-
ленные в центр полости, как это было показано 
на рис.  1 работы [2]. Электростатическое влия-
ние центральной полости и поровых α-спиралей 
в KcsA K+-канале биомембраны на стабилизацию 
катиона K+ в полости было проанализировано те-
оретически в работе [2] с использованием конеч-
но-разностного метода решения уравнения Пу-
ассона. Было показано, что полость и α-спирали 
помогают катиону преодолевать выталкивающий 
барьер биомембраны, обусловленный уменьше-
нием энергии сольватации иона внутри полости 
по сравнению с раствором. При этом авторам [2] 
для полного объяснения стабилизации иона K+ 
в полости пришлось провести расчет энергии си-
стемы в рамках мульти-ионной модели K+-канала. 
Было выдвинуто предположение об одновремен-
ном движении трех катионов K+, причем два из 
них находятся в селективном фильтре канала, в то 
время как третий ион – в центре водной полости, 
находящейся в середине канала. В расчетах рабо-
ты [2] использовалась локальная электростатика 
(LE), при этом диэлектрическая проницаемость 
в водной полости канала принималась равной 80. 
Структура калиевого KcsA K+- канала во многом 
сходна с другими калиевыми каналами, поэтому 
появился ряд работ [4–9], в которых анализиро-
валась селективность, проводимость и  выпрям-
ление в его водной полости.

Наша работа была инициирована вопросом: 
обязательно ли использовать для объяснения 
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высокой ионной проницаемости биоканалов 
столь сложную мульти-ионную модель, т.е. не 
могут ли другие факторы приводить к  резкому 
уменьшению высоты электростатического барье-
ра при входе иона внутрь канала?

В  этом контексте вызывает вопрос описания 
при расчетах воды внутри полости как локально-
го диэлектрика с  диэлектрической постоянной, 
равной 80, которое противоречит информации 
относительно свойств воды внутри тонких пле-
нок или полостей малого радиуса.

Свойства растворов электролитов 
внутри водных полостей нанометрового 

масштаба
Интерес к  диэлектрическим свойствам меж-

фазной воды [10] вызван тем, что они играют 
определяющую роль в таких явлениях, как гидра-
тация поверхностей твердых электронных прово-
дников и непроводящих материалов, сольватация 
ионов и межионные взаимодействия, а также мо-
лекулярный и  ионный транспорт через нанопо-
ры. Экспериментальные исследования [11–13] 
показали, что межфазная вода может образовы-
вать упорядоченную структуру с  малой поляри-
зуемостью. Однако величины диэлектрической 
проницаемости и  толщины слоя такой воды 
оставались неизвестными из-за сложности изме-
рений. Значительный прогресс в  исследовании 
свойств межфазной воды был достигнут в  рабо-

те [14]. В  ней экспериментально было доказано 
существование между плоскими стенками, раз-
деленными различными расстояниями вплоть 
до 1 нанометра, слоя воды с  исчезающе малой 
дипольной поляризацией, так что эффективная 
диэлектрическая постоянная этого слоя составля-
ет около 2, что близко к оптической диэлектри-
ческой постоянной воды за счет поляризуемости 
электронной подсистемы.

Изменение энергии иона при его переходе 
из свободного раствора в сферическую водную 
полость, окруженную диэлектриком: расчет 

в рамках локальной электростатики (LE)
Ввиду указанных выше данных о существенно 

пониженных величинах эффективной диэлек-
трической постоянной воды внутри полостей ма-
лого размера, необходимо прежде всего исследо-
вать, как этот параметр влияет на высоту барьера 
для входа сферического иона радиуса а из объема 
раствора внутрь полости малого радиуса. Рассмо-
трим этот эффект, если его описывать в  рамках 
LE, т.е. рассматривать воду как имеющую различ-
ные диэлектрические постоянные: εsol = 80 в ма-
кроскопическом объеме, но иное (значительно 
меньшее) значение εcav внутри полости радиуса 
R, которая окружена локальным диэлектриком 
с диэлектрической постоянной εp (рис. 1а). Ниж-
ний индекс “cav” означает полость от английско-
го “cavity”.
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Рис.  1. (а) Схематическое изображение системы: ион радиуса а  в  центре сферической полости радиуса R (указана 
ее диэлектрическая проницаемость – в общем случае описываемая нелокальной диэлектрической функцией εcav(k)), 
окруженной диэлектрической средой с проницаемостью εр. (б) Изменение свободной энергии Гиббса (ΔG = –ΔW, 
в единицах kT) при переходе иона K+ из раствора в центр полости в зависимости от диэлектрической проницаемости 
белкового окружения водной полости εp. Расчет (ΔG = ΔGLE) по формулам (1.1)–(1.2) модели локальной электростати-
ки. Диэлектрическая проницаемость внутри полости εcav равна 80 (кривая 1) или 4.9 (кривая 2). Радиус полости R = 5Å. 
Радиус катиона K+ (а = 1.49Å) взят по шкале Гурари и Адриана.
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Тогда изменение свободной энергии иона 
ΔGLE, т.е. работа по его переносу из объема рас-
твора в центр полости может быть вычислена как 
разность энергий сольватации иона в объеме рас-
твора Wsol и в центре полости Wcav:
	 ∆ ∆G W W W

LE LE sol cav
= − = − , (1.1)

для которой расчет для локальной модели дает 
формулу (1.2):

   ∆W R a
e
R

e
aLE

cav p sol cav

,( ) = −






+ −





2 2

2
1 1

2
1 1

ε ε ε ε
,	(1.2)

где e – заряд иона, параметры a и R определены 
на рис. 1а. Нижний индекс LE в формулах (1.1)-
(1.2) означает “локальная электростатика”.

Результаты расчетов по этой формуле показа-
ны на рис. 1б.

Результат работы [2] получается, если ди
электрические постоянные воды в растворе (εsol) 
и внутри полости (εcav) равны 80, когда в форму-
ле (1.2) остается только первый член. Как пока-
зывает кривая 1 на рис. 1б для этого случая, вы-
сота энергетического барьера для переноса иона 
внутрь полости составляет десятки kT при пред-
полагаемых значениях диэлектрической посто-
янной среды, окружающей полость (εp) – в соот-
ветствии с работой [2].

Если в  соответствии с  данными о  диэлектри-
ческих свойствах воды внутри малых объемов ис-
пользовать пониженную величину ее эффективной 
диэлектрической постоянной внутри полости εcav 
(например, εcav= 4.9, что отвечает диэлектрической 
проницаемости воды в промежуточном интервале 
длин волн k, см. ниже), то высота барьера увеличи-
вается еще в несколько раз (кривая 2 на рис. 1б).

Таким образом, можно сделать вывод, что рас-
четы высоты электростатического барьера для 
иона в рамках модели локальной электростатики 
исключают стабилизацию одиночного иона внутри 
полости – не только при εcav= 80, но и при пони-
женных значениях этого параметра, когда высота 
электростатического барьера ΔG увеличивается 
еще в несколько раз.

Этот результат кажется поразительным, по-
скольку считается, что пониженные значения ди-
электрической постоянной воды внутри ее малых 
областей являются непосредственным следствием 
экспериментальных данных, см. выше. Однако этот 
вывод основан на локально-электростатической 
модели системы, в которой диэлектрические свой-
ства среды определяются единственным параме-
тром  – его (эффективной) диэлектрической по-
стоянной (которая в общем случае может зависеть 
от формы и размеров области, занимаемой средой).

Такое описание не учитывает эффектов 
структуры полярной среды, возникающих как 
за счет конечных размеров ее молекул, так и ко-
роткодействующих взаимодействий между ни-
ми. В  результате поляризация среды P в  точке 
r определяется не только электрическим полем 
Е в этой же точке r, но и значениями поля в об-
ласти, окружающей эту точку. В результате про-
странственные распределения P(r), Е(r) и  D(r) 
(индукция: D = Е + 4π Р) связаны между собой 
линейными интегральными соотношениями, кото-
рые представляют основу нелокальной электро-
статики (NE).

Более детальное изложение основ NE дает-
ся в разделе ниже. Применение этой концепции 
показывает, что экспериментально наблюдаемые 
низкие значения эффективной диэлектрической 
постоянной среды могут наблюдаться как вну-
три поверхностных областей макроскопической 
среды, так и  внутри ее тонких слоев или поло-
стей малого масштаба – даже если нелокальные 
диэлектрические свойства среды не зависят от 
размеров области, занимаемой средой. Поэтому 
величины эффективной диэлектрической посто-
янной среды, найденные в экспериментах одного 
типа, могут быть совершенно неприменимыми 
для интерпретации опытов другого типа.

Таким образом, для описания характеристик 
системы, в  частности величин энергий сольва-
тации ионов как в  объеме раствора (Wsol), так 
и  внутри полостей, заполненных средой (Wcav), 
необходимо применять соотношения NE. Такие 
нелокально-электростатические расчеты ΔW для 
перехода иона в  сферическую водную полость 
(рис. 1а) выполнены в данной работе.

Обсуждение предыдущих публикаций 
по нелокально-электростатическому расчету 

изменения энергии сольватации иона 
в сферической водной полости, окруженной 

локальным диэлектриком
Отметим, что впервые на необходимость ис-

пользования NE для рассмотрения процесса ста-
билизации иона K+ в  полости KcsA K+-канала 
было указано в  работе [15], однако детального 
расчета представлено не было. При NE‑описании 
этого процесса в  [16, 17] оказывается, что изме-
нение свободной энергии Гиббса ΔG при перехо-
де иона из раствора в сферическую полость, т.е. 
высота электростатического барьера, понижает-
ся по сравнению с расчетом на основе локальной 
электростатики. Аналогичный вывод был сделан 
при использовании NE в работах [18, 19] в канале 
с плоскопараллельными стенками.
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В  работе Бардхана (Bardhan) [16] изменение 
энергии сольватации иона внутри сферической 
полости радиуса 13Å по сравнению с  объемом 
раствора (ΔW) рассчитывалось численными ме-
тодами; не было получено какой-либо аналити-
ческой формулы для этой характеристики. В не-
локальном уравнении Пуассона использовалось 
ядро ε(r–r′):

	

ε ε δ

ε ε
λ

πλ

r r r r

r r

r r

− ′( ) = − ′( ) +

+ −( ) − − ′( )( )
− ′( )

*

*
exp

w
4 2

,	 (2.1)

где выбирались следующие значения параме-
тров: εw = 80 – диэлектрическая постоянная во-
ды; ε*

 = 1.8, т.е. равна величине высокочастотной 
(“оптической”) диэлектрической проницаемости 
воды (ε1 = 1.8, см. ниже про трехмодовую модель); 
λ = 24Ả  [16].

Как было отмечено в работе [17], функциональ-
ный вид ядра (2.1) соответствует для фурье-образа 
диэлектрической функции воды ε(k) ее однопо-
люсной/одномодовой модели (1M) ε1M(k) [20]:

     ε ε ε ε ε ε1
2 1

1M o o ok k( ) = + −( ) + ( ) ( )





−
Λ ,	 (2.2)

которое можно также записать в виде [20, 21]:

	 1 1 1 1 1

1
2ε ε

1M
k k( ) = − −



 + ( )ε εo o Λ

,	 (2.3)

если положить в них ε = εw, εo = ε*, Λ = λ. Одна-
ко для моделирования диэлектрических свойств 
воды величина корреляционной длины Λ должна 
составлять несколько Ангстрем (например, Λ = 5Ả  
в работе [20]), т.е. выбранное в работе [16] значе-
ние 24Ả  для параметра Λ в формуле (2.1) слиш-
ком велико, чтобы используемое в [16] ядро (2.1) 
соответствовало принятой в NE одномодовой ди-
электрической функции (2.2) для расчета элек-
тростатических полей внутри водной фазы.

Далее, величина εо в  формулах (2.2) и  (2.3) 
должна соответствовать диэлектрической посто-
янной воды в  зоне прозрачности, разделяющей 
дебаевские и  инфракрасные моды [21], величи-
на которой составляет εо = ε2 = 4.9 [20, 21], тог-
да как формула (2.1) была использована в работе 
[16] для гораздо меньшего значения параметра 
ε* = ε1 = 1.8.

Ввиду отсутствия в  [16] аналитической фор-
мулы для ΔW, слишком большого радиуса поло-
сти, а также неудачно выбранных значений пара-
метров (λ  и εo) в  ядре (2.1), результаты расчетов 
энергии сольватации иона в  полости, получен-

ных в [16], невозможно использовать для анализа 
стабилизации иона в водной полости радиуса 5Å, 
который рассматривался в работе [2] и анализи-
руется в настоящей работе.

В работе [17] рассматривался точечный заряд, 
находящийся в  центре полости, заполненной 
средой с одномодовой диэлектрической функци-
ей, причем ее параметры считались тождествен-
ными их величинам для бесконечного водного 
раствора. В отличие от работы [16] была выведена 
аналитическая формула (ΔwDA, см. ниже) для рас-
чета энергии переноса иона из объема раствора 
в  центр сферической полости в  рамках “диэлек-
трического приближения” (DA) для нелокального 
диэлектрического отклика, которое было введе-
но в работах [22, 23]. При расчетах по этой фор-
муле работы [17], как и в работе [16], значение εo 
в  (2.3) считалось равным высокочастотной ди
электрической проницаемости воды εo = ε1 = 1.8, 
тогда как этот параметр следует выбирать равным 
ε2 = 4.9, как это сделано в настоящей работе.

Диэлектрическое приближение для нелокаль-
ного диэлектрического отклика (см. ниже) очень 
широко использовалось при NE‑описании про-
странственно-ограниченных полярных сред [17, 
22–37]. Следует, однако, отметить его принци-
пиальный недостаток: даже для систем с высокой 
симметрией (плоской, цилиндрической или сфе-
рической) результаты для распределения потен-
циала или энергий сольватации удается получать 
в виде аналитических выражений только для одно-
модовой аппроксимации диэлектрической функ-
ции среды (2.2) или (2.3).

Из-за предположения в работе [17] о том, что 
параметры диэлектрического отклика воды вну-
три полости тождественны их величинам для воды 
вокруг иона в растворе, в выражении для измене-
ния энергии сольватации ΔW этой работы отсут-
ствует NE‑аналог второго слагаемого в  правой 
части формулы (1.2), обусловленного специфиче-
скими свойствами воды внутри полости. С другой 
стороны, для расчета [17], где ион симулировался 
точечным зарядом, предположение о совпадении 
диэлектрических функций воды (как минимум, 
совпадение значений диэлектрической постоян-
ной ε2) в объеме раствора и внутри полости явля-
ется обязательным условием для получения конеч-
ной величины энергии переноса иона.

В  последние годы был разработан альтерна-
тивный подход [38], который позволяет полу-
чать аналитические результаты для систем, где 
полярная среда занимает ограниченный объем, 
при произвольной модели фурье-образа ее диэлек-
трического отклика во всем пространстве ε(k), 
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что позволяет, в  частности, проводить расчеты 
для трехмодовой модели диэлектрической функ-
ции среды. Этот подход в работах [39, 40] получил 
название “обратное диэлектрическое приближе-
ние” (IDA), которое мы будем использовать далее. 
Краткий обзор этого метода можно найти в При-
ложении 1.

Цель данной работы  – вывести в  рамках NE 
аналитические выражения для изменения энер-
гии сольватации иона в центре полости по срав-
нению с  объемом раствора (ΔW ) как для одно-, 
так и  трехмодовой модели диэлектрической 
функции воды внутри полости εcav(r1, r2) (которая 
может совпадать с этой характеристикой в объеме 
раствора ε(r1, r2) или отличаться от нее), причем 
для иона конечного размера, и  проанализиро-
вать, при каких ее параметрах величина свобод-
ной энергии переноса иона из объема раствора 
внутрь полости ΔG понижается до уровня, приво-
дящего к  значительному увеличению вероятно-
сти нахождения иона внутри подобной полости.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ

Методы нелокальной электростатики 
для пространственно ограниченных сред. 

Сравнение общих соотношений для подходов, 
основанных на диэлектрическом приближении [23], 

и обратного диэлектрического приближения [38]
Решение уравнений NE для среды, занимающей 

все пространство. Отметим разницу между не-
локальной и  локальной электростатикой, кото-
рую необходимо учитывать при расчете энергии 
сольватации иона внутри полости (подробнее 
см. в [38]). При локальном подходе среда рассма-
тривается как локальный и  однородный (за  ис-
ключением объемов, занятых растворенными 
веществами или другими средами) диэлектрик, 
характеризуемый своей диэлектрической посто-
янной εs. Это означает, что электрическое поле 
E(r) (точнее, напряженность электрического по-
ля) в точке r и его индукция (electric displacement) 
D(r) в той же точке пропорциональны между со-
бой: D(r)= εsE(r). Такое описание вполне оправ-
дано для полей (создаваемых внешними по от-
ношению к  среде источниками поля), которые 
мало изменяются на молекулярных размерах. Од-
нако в электрохимических системах это условие 
часто нарушается – например, для полей вокруг 
иона малого размера [20, 21, 38, 41, 42]. Поэтому 
поляризация P в точке r1 определяется электри-
ческим полем Е не только в  той же точке r1, но 
и ее окрестности, что математически выражается 
в  виде нелокальной связи между величинами Р 

и  Е (пределы интегрирования в  (3.1)  – все про-
странство, включая внутренность иона):
	 P Eα αβ βχr r r r1 1 2 2 2( ) = ( ) ( )∫ , dr ,	 (3.1)

где χαβ(r1, r2) – тензор нелокальной (диэлектри-
ческой) восприимчивости, который отличен от 
нуля, только если расстояние между точками r1 
и r2 не превышает (максимальной) длины корре-
ляции системы (Λ или λ3) [20, 21, 38, 41, 42], а по 
повторяющимся индексам β ведется суммирова-
ние от 1 до 3. Используя соотношение: D(r) = E(r) 
+ 4π Р(r), получаем нелокальное выражение для 
индукции через распределение электрического 
поля (пределы интегрирования в (3.2) – все про-
странство, включая внутренность иона):
	 D Eα αβ βεr1( ) = ( ) ( )∫ r r r r1 2 2 2, d ,	 (3.2)

где (тензорная и  нелокальная) диэлектрическая 
функция системы εαβ(r1, r2) дается формулой:
	 ε δ δ πχ=αβ αβ αβr r r r1 2 1 2, ,( ) +−( ) ( )r r1 2 4 .	 (3.3)

Для нахождения распределения потенциала 
диэлектрическая функция системы должна быть 
задана во всем пространстве, т.е. в областях, заня-
тых как полярной средой (водой), так и локаль-
ным диэлектриком. Можно ввести обратную (то-
же тензорную и  нелокальную) диэлектрическую 
функцию системы ε–1

αβ(r1, r2), связанную инте-
гральным соотношением с  функцией εαβ(r1, r2), 
как это было сделано в [20, 21, 38, 41, 42] (пределы 
интегрирования в (3.4) и (4) – все пространство, 
включая внутренность иона):
	 ε ε δ δαβ βγ αγ

− ( ) ( ) = −( )∫ 1
2 1 3r r r r1 2 2 3, , dr r r .	 (3.4)

Тогда можно выразить электрическое поле че-
рез индукцию:
	 E = Dα αβ βεr r r r1 1 2,( ) ( ) ( )−∫ 1

22 dr .	 (4)

Соотношение (3.2) или (4) дополняется стан-
дартными уравнениями электростатики:
	 div , gradD r r E r r( ) = ( ) ( ) = − ( )4 πρ ϕ ,	 (5)
где ρ(r) – плотность внешних зарядов, φ(r) – по-
тенциал электрического поля. Для нахождения 
всех этих распределений потенциала должна 
быть задана диэлектрическая функция системы 
(во всем пространстве) и распределение плотно-
сти зарядов ρ(r).

Решение задачи может быть найдено в  ана-
литическом виде для любой диэлектриче-
ской функции среды и  любого распределения 
внешнего заряда при условиях однородности 
среды и  отсутствия межфазных границ: среда 
занимает все пространство, а  внешние заряды 
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распределены внутри среды без нарушения ее ди-
электрических свойств [20, 21, 41, 42].

Решение уравнений NE для среды, занимающей 
лишь определенную пространственную область, 
в  рамках “диэлектрического приближения” [23]. 
Расчет электрического поля E(r) и его потенциала 
φ(r) является гораздо более сложным, если поляр-
ная среда занимает лишь определенную простран-
ственную область V, которая для рассматриваемой 
в  настоящей работе системы заключена между 
двумя концентрическими сферами радиусов a и R 
(рис. 1а). Такая задача для систем, в которых не-
обходимо учитывать эффект вырезания полости 
иона из растворителя, раньше решалась в основ-
ном в рамках “диэлектрического приближения”, 
предложенного в работах [22, 23]. Во-первых, как 
и во всех работах по этой проблеме, предполагает-
ся, что отсутствует корреляция между распределе-
ниями поляризации (3.1) в пространственных об-
ластях, занятых различными средами; в частности 
внутри областей, занятых локальным изотропным 
диэлектриком р с  диэлектрической постоянной 
εр, выполняются локальные соотношения:
	 εαβ(r1, r2) = εр δαβ δ(r1 – r2),

	 ε–1
αβ(r1, r2) = (εр)–1 δαβ δ(r1 – r2),

тогда как внутри области V, занятой нелокаль-
ной полярной средой (водой), выполняются ин-
тегральные соотношения (3.1), (3.2), (3.4) и  (4), 
где обе пространственные координаты r1 и r2 ле-
жат в области V, т.е. интегрирование выполняется 
только по области V. Во-вторых, предполагается, 
что нелокальная диэлектрическая функция сре-
ды в формуле (3.2) имеет такой же вид, что и для 
этой среды в  неограниченном пространстве: 
εαβ(cav)(r1, r2) = εαβ(cav)(r1–r2). В частности, для рас-
сматриваемой системы (cм. рис. 1а), где полярная 
среда занимает область V в форме сферического 
пояса между поверхностью иона в центре полости 
(r = a) и границей полость/внешний диэлектрик 
(r = R), формула (3.2) принимает вид (интегриро-
вание в (6.1) проводится по объему V):

	
D E

r ra R a

α r r r r r1 1 2 2 2

1 2

( ) = −( ) ( )

< < <

( )∫ εαβ βcav
V

d ,

, ,� �
	 (6.1)

где (как и  ниже) для всех радиус-векторов ис-
пользуется обозначение: r = | r |.

Ее комбинация с  уравнениями (5) приводит 
к интегральному уравнению для электрического 
поля или интегро-дифференциальному уравнению 
для его потенциала. Однако нахождение их реше-
ний в аналитическом виде (даже для самых про-

стых геометрий системы) возможно по существу 
только для одномодовой модели диэлектрической 
функции растворителя (2.2) – (2.3) [23], тогда как 
обобщение этой теории на более сложные формы 
диэлектрической функции затруднительно.

Решение уравнений NE для среды, занимающей 
лишь определенный объем, в рамках “обратного ди-
электрического приближения” [38]. По указанной 
выше причине в работах [38–40] был предложен 
другой приближенный способ расчета электриче-
ских полей в системах, где полярная среда зани-
мает ограниченную часть пространства. Подроб-
нее об этом подходе можно прочитать в разделе 
“ПРИЛОЖЕНИЕ 1” в конце данной статьи. Вме-
сто подхода [23], основанного на приближении 
для нелокальной диэлектрической функции (см. 
выше), предполагается [38–40], что простран-
ственно-временная корреляция пульсаций поля-
ризации нелокальной среды имеет такой же вид, 
как для этой среды в неограниченном простран-
стве. Это означает, что для рассматриваемой си-
стемы (cм. рис. 1а), где полярная среда занимает 
область V в форме сферического пояса между по-
верхностью иона в центре полости (r = a) и гра-
ницей полость/внешний диэлектрик (r = R), фор-
мула (4) принимает вид (интегрирование в  (6.2) 
проводится по объему V):

	
E D

a r R a r R

α αβ βεr r r r r1
1

1 2 1 2

1 2

( ) = −( ) ( )

< < < <

( )
−∫ cav d

V

,

, ,

	 (6.2)

где индукция, создаваемая зарядом иона, имеет 
вид:

	 D
er

r
r aβ

βr( ) = >
3

, ,	 (7)

а функция ε–1
αβ(cav)(r1 – r2) связана по формуле (8) 

с фурье-образом диэлектрической функции воды 
внутри полости εcav(k) (пределы интегрирования 
во второй строчке (8) – все k пространство):

ε δ ε

δ π ε

αβ αβ

αβ

cav cav

cav

( )
− −

− −

−( ) ≡ −( ) =

= ( ) 

1
1 2 1 2

3 1
2

r r r r1

( ) k eexp

sin

i

k k k

k r r k

r r r

1 2

2
1 2

1 1
12

−( )  =

= −( ) ( )  −

∫
− −

d

cavδ π εαβ rr2
0

1 2

 

< < < <

∞

∫ dk

a r R a r R

,

,

	 (8)

Формула, аналогичная формуле (8), выведена 
в [20, 21] для связи функции εαβ(r1 – r2) в “диэлек-
трическом приближении” с ε(k).

Ввиду сферической симметрии системы элек-
трическое поле направлено вдоль радиус-вектора 
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из центра полости, так что распределения поля 
и его потенциала связаны соотношениями:

	

E r r E r E r r r

r R E r r
r

R

α

ϕ ϕ

r( ) = ( ) ( ) ( ) = − ( )

( ) = ( ) + ( )∫

α ϕ, ,

.

d d

d
 	 (9)

Формулы (6.2)–(9) показывают важнейшее 
преимущество подхода обратного диэлектри-
ческого приближения (IDA) [38] по сравнению 
с более ранним методом диэлектрического при-
ближения (DA) [23]: для систем с высокой сим-
метрией (например, сферически симметричных, 
как в  данной работе) новый подход позволяет 
получать аналитические решения для распреде-
ления электрического поля и его потенциала при 
произвольном функциональном виде диэлектри-
ческой функции среды ε(k).

Общая формула для распределения потенциала 
вокруг иона в полости для произвольной модели 

ε(k), вывод которой основан на подходе обратного 
диэлектрического приближения (IDA)[38]

В данном разделе выводятся формулы для рас-
пределения потенциала φ(r) вокруг иона, находя-
щегося в центре полости (рис. 1а), на основе со-
отношений (6.2)–(9).

Во внешней области (при r >R) находится ло-
кальный диэлектрик, так что

	
E r

e

r
r

e
r

r R

R
e
R

1
1
2 1

1
1( ) = ( ) = >

( ) =

ε
ϕ

ε
p

p

, , ,

.

p

ϕ
ε

	 (10.1)

Для нахождения выражений для распределе-
ния поля и потенциала внутри сферического слоя 
(a < r < R), заполненного полярной средой, нуж-
но упростить выражения (6.2)–(9). Для этого вос-
пользуемся преобразованиями, проведенными 
в работе [38] для распределения поля вокруг иона 
радиуса а, находящегося в неограниченной нело-
кальной среде. Выведенная формула (17) работы 
[38] для распределения поля сохраняет тот же вид, 
за исключением ограничения области интегриро-
вания по координате r2 в соответствии с формулой:

E r
r

r r
e

r
r dr a r r Rl
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R

1
1

1
1

1 2
2
2 2 2 1 2

1( ) = ( )




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



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≤ ≤=
−∫ ε , , , .	 (10.2)

Функция ε–1
l=1(r1, r2) под интегралом в форму-

ле (10.2) представляет коэффициент разложения 
обратной диэлектрической функции ε–1

αβ(r1, r2) по 
сферическим функциям Yl0 для нижнего индекса 
l = 1, см. формулу (16) работы [38]. Для нее сохра-
няется вывод формулы (20) работы [38]:

	
ε π

ε

l

l l

r r

k j kr j kr k k

−

−
∞

( ) = ( ) ×

× ( )  ( ) ( )∫

1
1 2 1 2

1
1

0
2

2

2r r,

,d
	 (10.3)

где jl(х) – сферическая функция Бесселя с индек-
сом l = 1: j1(x) = x–1 (cos x – x–1 sin x). Подстановка 
выражения (10.3) в  формулу (10.2) и  последую-
щее интегрирование по формуле:

     j kr r k R kR k a kal
a

R

( ) = ( ) ( ) − ( ) ( )∫
− −

d 2 1 2 1
sin sin  	 (10.4)

дает распределение электрического поля внутри 
полости:

     E r
e dk

k
ka

a
kR

R
j kr

a r R

( ) = − ( ) −





( )

≤ ≤

∞

∫
2

1
0

π εcav

sin sin
,

.

	 (10.5)

Подстановка этого выражения в  формулу (9) 
для потенциала φ(r) и интегрирование по коорди-
нате r по формуле (10.4) дает окончательное вы-
ражение для распределения потенциала:

ϕ
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π ε

cav

cav

r
e
R

e dk

k k
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kR
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





	(11)

в частности, для значения потенциала на поверх-
ности иона:

    ϕ
ε π εcav

cav
a

e
R

e dk
k

ka
ka

kR
kRp

( ) = + ( ) −







∞

∫
2

0

2
sin sin .	 (12)

При R → ∞ формула (11) переходит в формулу (24) 
работы [38] для распределения потенциала вокруг 
иона радиуса a в бесконечном растворителе:

	 ϕ
π ε

r
e dk

k k

ka
a

kr
r

( ) =
( )














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

∞

∫
2

2
0

sin sin .

Одномодовая модель диэлектрической функции 
полярной среды. Сравнение результатов расчета 

изменения энергий сольватации иона на основе 
подходов диэлектрического приближения (DA) [23] 

и обратного диэлектрического приближения 
(IDA) [38]. Зависимость энергии сольватации от 

параметров диэлектрической функции воды в объеме 
раствора и внутри полости для подхода обратного 

диэлектрического приближения (IDA) [38]
Формулы для распределения потенциала вокруг 

иона внутри полости и  изменения энергии сольва-
тации иона в полости ΔW, для одномодовой моде-
ли ε(k), вывод которой основан на диэлектрическом 
приближении (DA). В  [17] для вывода формулы 
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распределения потенциала вокруг иона в  по-
лости, окруженной локальным диэлектри-
ком, использовалось уравнение (6.1). Система 
уравнений (6.1)–(5) приводит к  нелокальному 
интегро-дифференциальному уравнению Пуас-
сона для электростатического потенциала φ(r), 
и имеет вид:
	 div d

V

ε ϕ πρr r r r r1 2 2 2 14−( )∇ ( ) = − ( )∫ .	 (13.1)

Векторы r1 и r2 в (13.1) находятся внутри поло-
сти радиуса R: a < r1, r2 < R, где a – радиус борнов-
ской сферы, моделирующий ион, по поверхности 
которой распределен заряд с  объемной плотно-
стью ρ(r).

В  работе [17] было сделано дополнительное 
приближение: уравнение (13.1) рассматривалось 
для точечного иона. Для его решения было ис-
пользовано ядро (2.1), соответствующее одномо-
довой модели диэлектрической функции (2.2). 
Тогда уравнение (13.1) сводилось к дифференци-
альному уравнению (см. уравнение (10) в  [17]), 
решение которого для распределения потенциала 
φ(r) вокруг точечного иона внутри полости имеет 
вид:
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ε

ε ε ε

cav

cav cav ,

r R
e

r

r C R

cav

o p

,

exp ,

( ) = ×

× + ( ) −  −( )  + ( )1 1 Λ
	(13.2)

	 C R
e
R

Rp p oε ε ε ε ε, exp .( ) = − + −( ) −( )  1 1 1 1cav cav cavΛ 

	C R
e
R

Rp p oε ε ε ε ε, exp .( ) = − + −( ) −( )  1 1 1 1cav cav cavΛ 	

(13.3)

Распределение потенциала φ(r) вокруг точеч-
ного иона в  полости бесконечного радиуса, но 
с параметрами такими же, как в полости конеч-
ного радиуса, имеет вид:

	
ϕ

ε

ε ε

cav
cav

cav o cav

r R
e

r

r

,

exp .

= ∞( ) = ×

× + ( ) −  −( ) 1 1 Λ
	 (13.4)

Отметим, что в  работе [17] значение пара-
метр εo было выбрано равным 1.8, а  в  данной 
работе при построении графиков принимается: 
εo

 = 4.9.
Поскольку в  работе [17] при решении нело-

кального уравнения Пуассона в полости рассма-
тривался ион точечных размеров, то для нахож-
дения изменения энергии сольватации иона ΔW 
в  полости надо осуществить предельный пере-
ход:

	
∆w R e

r R r R

( , )

, , .

ε

ϕ ϕ
p

cav cav

= ( )×

× = ∞( ) − ( ) →

2

0limr
	 (13.5)

Вывод формулы для ΔW осуществляется под-
становкой соотношений (13.2)–(13.4) для потен-
циала в полости в формулу (13.5).

При сопоставлении с  результатами публика-
ции [17] следует отметить, что формула для ΔwDA 
работы [17] была выведена для одномодовой мо-
дели диэлектрической функции воды ε(k) в нео-
граниченном пространстве (см. формулу (2.2)), 
тогда как отличная от нее диэлектрическая функ-
ция в полости ε1M(cav)(k) может иметь другие па-
раметры. В работе [17] в формуле (2.2) значение 
εo принималось равным 1.8. Здесь мы использу-
ем эту формулу для расчета изменения энергии 
сольватации при переходе иона радиуса a из рас-
твора в центр водной полости при условии, что εo 
в диэлектрической функции равна εo = ε2 = 4.9, 
так как такая модель, согласно [20, 21], лучше ап-
проксимирует расчетные энергии сольватации 
ионов соответствующим экспериментальным 
значениям. С учетом этой поправки, выведенную 
в  [17] формулу для ∆wDA‑иона в центре полости 
радиуса R можно представить в виде:
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






.	 (14)

При ее выводе предполагалось, что ион имеет 
беконечно малый размер, поэтому в формуле (14) 
нет зависимости от радиуса иона. Однако для слу-
чая, когда параметры воды в полости отличны от 
их значений в растворе, для расчета ΔWDA необ-
ходимо к ΔwDA прибавить дополнительный член, 
как это сделано в формуле (15):

    	
∆ ∆W R a w R

w a w a
DA DA

1M(cav) 1M

,( ) = ( ) +

+ ( ) − ( )





,	 (15)

где w1Mcav – энергия сольватации иона радиуса a 
в  бесконечном растворителе, но с  параметрами 
εcav и Λcav такими же, как в полости:

w a
e

a
f a1

2

2
1

1 1 1
2M(cav)

o o cav
cav( ) = − + −



 ( )



ε ε ε

Λ ,	 (16)

а w1M – в свободном растворителе с неизменен-
ными параметрами:

	 w a
e

a
f a1M

o o
( ) = − + −
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
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( )





2

2
1

1 1 1
2

ε ε ε
Λ .	 (17)

Формула (17) имеет тот же функциональный 
вид, что и формула (16), но как диэлектрическая 
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проницаемость в ε (ε = 80), так и корреляционная 
длина Λ могут отличаться от их значений в поло-
сти. Энергии ΔWDA приписан нижний индекс DA 
(диэлектрическая аппроксимация), чтобы отли-
чать ее от формулы для ΔW, вывод которой, при-
веденный ниже, основан на новом НЭ‑подходе 
работы [38].

Формулы для распределения потенциала вокруг 
иона в  полости и  изменения энергии сольватации 
иона в полости ΔW, для одномодовой модели ε(k), 
вывод которой основан на теории обратного диэ-
лектрического приближения (IDA) [38]. Исполь-
зуя общую формулу (11), получим выражение для 
распределения потенциала вокруг иона в  поло-
сти для одномодовой модели ε(k). Диэлектриче-
ская функции для одномодовой модели воды для 
раствора ε1M(k) была определена ранее, см. фор-
мулу (2.3). Диэлектрическая функция в  полости 
ε1Mcav(k) (18) имеет такой же функциональный 
вид, как ε1M(k) в свободном растворе, но значения 

параметров воды в полости: εcav (длинноволновая 
диэлектрическая постоянная) и Λcav (корреляци-
онная длина) могут отличаться от их величин для 
раствора ε и Λ:

	 1 1 1 1 1

1
2ε1M (cav) o o cav cav

k k( ) = − −



 + ( )ε ε ε Λ

,	 (18)

Подставляя в  формулу (11) диэлектрическую 
функцию воды в полости (18) и вычисляя инте-
грал, получим для распределения потенциала во-
круг иона в полости в рамках одномодовой моде-
ли диэлектрической функции формулу:
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где введена вспомогательная функция Acav(R, r) 
по формуле:
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g r a

r

g R r g R a f
cav

cav cav cav cav cav cav,
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где функция g двух аргументов x и y определяется 
как:

	 g x y x
y

y
, exp

sin( ) = − −( ) ( )
1

h ,	 (19.3)

а функция f аргумента у (в формуле (19.2) этот ар-
гумент равен y = 2R/Λ) имеет вид:
	  f y y y( ) = − − −( ) 1 1 exp .	 (19.4)

Потенциал на границе борновской сферы ио-
на получается подстановкой r = a в (19.1)–(19.2):
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    B R a f R g R acav cav cav,( ) = ( ) − ( )2 2Λ Λ Λcav , .	 (20.3)

Потенциал на границе борновской сферы в не-
ограниченном растворителе получается из (20.1) 
предельным переходом R → ∞ и заменой значений 
параметров εcav и  Λcav в  полости на их значения 
в свободном растворе (ε = 80 и Λ = 5 Å):

	 ϕ
ε ε ε1

1 1 2M
o o

a
e

a
e
a

f a( ) = + − −
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


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Приведем теперь формулы для ΔW, выведен-
ные в настоящей работе при использовании те-
ории работы [38]. Для расчета энергии сольва-
тации W иона радиуса а  в  неограниченном 
растворителе имеется известная формула, свя-
зывающая W с потенциалом на границе борнов-
ской сферы иона:
	 W(a) = (e/2) [e/a – φ(a)].	 (21)

Для иона в полости потенциал зависит от ее ра-
диуса согласно выведенной выше формуле  (12), 
поэтому для этого случая энергия сольватации 
иона тоже зависит от радиуса полости, а форму-
ла (21) примет вид:
	 W R a e e a R acav cav, ,( ) = ( ) − ( ) 2 ϕ .	 (22)

Подставляя в (22) потенциал на границе иона 
из (20.1), получим для энергии сольватации иона 
W1Mcav в  полости в  рамках одномодовой модели 
диэлектрической функции формулу:

	 W R a
e
R

B R a1
1 1

M (cav)
o p o cav

cav, ,( ) = −






+ −





( )



2

2
1 1

ε ε ε ε









+ ( )w a1M (cav) ,

	W R a
e
R

B R a1
1 1

M (cav)
o p o cav

cav, ,( ) = −






+ −





( )



2

2
1 1

ε ε ε ε









+ ( )w a1M (cav) ,	 (23)

где последний член w1M(cav) в (23), не зависящий от 
радиуса полости, был введен выше формулой (16), 
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а  параметр Bcav определяется формулой (20.3). 
Формула для изменения энергии сольватации 
при переходе иона радиуса a из раствора в  по-
лость для одномодовой модели ε(k) имеет вид:
	 ∆W W R a w a1 1 1M (cav) M (cav) M= ( ) − ( ), ,	 (24)

в  которой последний член w1M рассчитывается 
по известной формуле, полученной в работе [20] 
для энергии сольватации иона в неограниченном 
растворителе для одномодовой модели диэлек-
трической функции и был определен выше фор-
мулой (17).

Сопоставление результатов расчета изменения 
энергий сольватации иона в полости на основе ди-
электрического приближения (DA) [23] и обратно-
го диэлектрического приближения (IDA) [38] при 
использовании одномодовой модели диэлектриче-
ской функции. Сравнение расчетов для модели 
IDA (23)–(24) (сплошные кривые) и для модели 
DA (14)–(16) (кружки и  прямоугольники) при 
использовании одной и той же одномодовой ди-
электрической функции представлены на рис. 2. 
Красная сплошная кривая 2 и синие точки (пря-

моугольники) рассчитаны при εcav = 4.9, в то вре-
мя как черная сплошная кривая 1 и зеленые точки 
(кружки) – для εcav = 80. Считалось, что диэлек-
трическая функция в  полости определяется по 
формуле (18), а  в  неограниченном растворителе 
формулой (2.3), причем параметры εo и корреля-
ционная длина как в свободном растворе (Λ), так 
и  в  полости (Λcav) были выбраны одинаковыми: 
εo = 4.9, Λ = Λcav = 5Å.

Результаты расчета по обоим подходам дают 
численно практически одни и те же величины для 
изменения энергии сольватации иона, поэтому 
можно сделать вывод о надежности предсказаний 
различных подходов, основанных как на теории 
[23], так и теории [38] к решению уравнений не-
локальной электростатики для иона в водной по-
лости.

Вывод формулы для изменения энергии 
сольватации ΔW иона при его переходе в центр 
сферической полости для трехмодовой модели 

диэлектрической функции растворителя 
в рамках обратного диэлектрического 

приближения (IDA)
Формула (23)–(24) для ΔW справедлива только 

для одномодовой модели диэлектрической функ-
ции, которая позволяет дать лишь полуколиче-
ственное описание энергии сольватациии. Для 
иона в  бесконечном растворителе одномодовая 
модель использовалась в  [20]. Однако для оцен-
ки изменения стандартной энергии Гиббса при 
переходе иона между двумя неограниченными 
растворителями в  [42] приходилось применять 
трехмодовую модель. Поэтому для детального 
анализа процесса стабилизации катионов в поло-
сти канала следует проводить расчет изменения 
энергии сольватации для трехмодовой модели 
диэлектрической функции. Такой расчет выпол-
нен в данном разделе в рамках обратного диэлек-
трического приближения [38–40].

Диэлектрическая функция в свободном растворе 
и  в  полости. Рассчитывается изменение энергии 
сольватации ΔW (a, следовательно, и изменение 
химического потенциала иона или его свободной 
энергии ΔG =–ΔW) при переходе иона радиуса 
а из неограниченной нелокальной среды с трех-
модовой диэлектрической функцией (3M) ε3M(k) 
в центр сферической водной полости (cav), окру-
женной локальным диэлектриком (диэлектриче-
ская постоянная: εp), см. рис. 1а. Внутри полости 
нелокальная среда характеризуется трехмодовой 
диэлектрической функцией εcav(k). Параметры 
в  полости и  в  наружном растворе могут разли-
чаться.
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Рис 2. Изменение свободной энергии Гиббса 
(ΔG  =  –ΔW, в  единицах kT) при переходе иона K+ 
в  центр полости в  зависимости от диэлектриче-
ской проницаемости белкового окружения водной 
полости. Все расчеты выполнены по нелокальной 
электростатике (NE) и одномодовой модели диэлек-
трической функции воды. Сплошные кривые 1 и  2 
рассчитаны по NE‑формулам (23)–(24), выведен-
ным в  соответствии с  обратным диэлектрическим 
приближением (IDA) [38]. Кружки и прямоугольни-
ки – расчет по NE- формулам (14)-(16), полученным 
на основе подхода диэлектрического приближения 
(DA) [23]. Для кривой 2 и прямоугольников диэлек-
трическая проницаемость в полости равна εcav = 4.9, 
для кривой  1 и  кружков εcav = 80. Для всех случаев 
параметр εo = 4.9, корреляционные длины в свобод-
ном растворе (Λ) и в полости (Λcav) равны друг другу: 
Λ = Λcav = 5 Å; радиус полости R = 5Å.
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Приведем формулу ε(k) для трехмодовой мо-
дели диэлектрической функции [21, 41] в свобод-
ном растворе ε3M:

	 1
1

1
2

1

3

ε λ3M k

C

k

i

ii( ) = −
+ ( )=

∑ ,	 (25)

где константы Ci выражаются через диэлектриче-
ские проницаемости εi:
    C C C1 1 2 1 2 3 2 31 1 1 1 1 1= − = − = −ε ε ε ε ε, , .	(26)

Нижний индекс “1” относится к электронной 
моде, “2” – к инфракрасной моде, а “3” – к де-
баевской (ориентационной моде). Значения диэ-
лектрических проницаемостей соответствующих 
мод: ε1 = 1.8, ε2 = 4.9, ε3 = 80, а значения корре-
ляционных длин в свободном растворе: λ1 = 0.5Å, 
λ2 = 1Å, λ3 = 5Å.

Соответствующая формула для ε3M(cav)(k) для 
трехмодовой модели диэлектрической функции 
в водной полости имеет аналогичный вид:

	 1
1

13
2

1

3

ε λM(cav)

(cav)

(cav)
k

C

ki( ) = −
+ ( )=

∑ i

i
,	 (27)

где коэффициенты Ci (cav), диэлектрические про-
ницаемости εi (cav) и  значения корреляционных 
длин λi (cav) в полости выбраны как:
C C C C C1 1 2 2 3 2 31 1(cav) (cav) (cav) (cav)= = = −, , .ε ε 	 (28)

В  соотношениях (28) диэлектрические про-
ницаемости соответствующих мод опреде-
ляются как: ε1(cav) = ε1 = 1.8, ε2(cav) = ε2 =  4.9, 
4.9 < ε3(cav) < 80, а корреляционные длины в фор-
муле (27) как: λ1(cav) = λ1 = 0.5Å, λ2(cav) = λ2 = 1Å, 
для дебаевской моды корреляционная длина 
в полости может принимать значения в пределах 
2Å < λ3(cav) < λ3 = 5Å. Таким образом, предполага-
ется, что диэлектрические отклики в  неограни-
ченном растворе и  внутри полости различаются 
только величинами длинноволновой диэлектри-
ческой постоянной (ε3 или ε3(cav)) и соответствую-
щей корреляционной длины (λ3 или λ3(cav)).

Распределение потенциала вокруг иона в  поло-
сти для трехмодовой модели диэлектрической функ-
ции (обратное диэлектрическое приближение  [38]). 
Подставляя в (12) диэлектрическую функцию во-
ды в полости (27) и вычисляя интеграл, получим 
для распределения потенциала вокруг иона в по-
лости в рамках трехмодовой модели диэлектриче-
ской функции формулу:

	 ϕ3
1

31 1
M(cav)

p
(cav) (cav)R r

e
R

e
r R

e C A R ri i
i

, , ,( ) = + −





− ( )
=
∑ε

	ϕ3
1

31 1
M(cav)

p
(cav) (cav)R r

e
R

e
r R

e C A R ri i
i

, , ,( ) = + −





− ( )
=
∑ε

	 (29)

в которой три функции Ai (cav)(R, r) определяются 
как:

	 A R r
g r a

r

g R r g R
i

i i i i
(cav)

(cav) (cav) (cav) (cav)
,

, ,
( ) =

( )
−

( ) +λ λ λ λ λλ λ λi i ia f R

R
(cav) (cav) (cav),( ) − ( )2

.	 (30)

Вспомогательные функции g(x, y) и f (y) в (30) 
были определены формулами (19.3)–(19.4).

Потенциал на границе борновской сферы 
иона получается из формулы (29):

	
ϕ

ε3

1

3

1 1
M (cav)

p

(cav) (cav)

R a
e
R

e
a R

e C R ai i
i

,

,

( ) = + −





−

− ( )
=
∑ Φ ,,

	 (31)

В  которой три вспомогательныя функции Фi 
(cav)(R, a) определяются как,

      Φi
i iR a

f a

a

B R a

R(cav)
(cav) (cav),

,( ) =
( )

+
( )2 λ

,	 (32)

а  три функции Bi (cav)(R, a)  определяются через 
введенные формулами (19.3)–(19.4) функции 
g(x, y) и f (y):
B R a f R g R ai i i i(cav) (cav) (cav),( ) = ( ) − ( )2 2λ λ λ(cav), .	(33)

Изменение энергии сольватации иона в полости 
ΔW для трехмодовой модели диэлектрической функ-
ции (обратное диэлектрическое приближение [38]). 
В  данном разделе приводится вывод формулы 
для расчета изменения энергии сольватации ио-
на ΔW (а, следовательно, и изменения свободной 
энергии Гиббса иона ΔG = –ΔW) при его пере-
ходе из раствора в  центр сферической полости 
радиуса R, окруженной локальным диэлектри-
ком (εp), см. рис. 1а. Использован новый подход 
в теории ограниченных в пространстве нелокаль-
ных диэлектрических сред, развитый в  [38]. Ди-
электрический отклик воды как в  неограничен-
ном растворе, так и внутри полости, описывается 
трехмодовой моделью, параметры которой в этих 
средах могут различаться: формула (25) для ε3M(k) 
и формула (27) для ε3Mсav(k).

Для расчета энергии сольватации иона радиуса 
а  внутри полости воспользуемся формулой (22). 
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Подставляя в нее формулу (31) для потенциала на 
границе борновской сферы, получим для энергии 
сольватации в  рамках трехмодовой модели ди
электрической функции формулу:
 W R a W R a w a3 3 3M(cav) M(cav) M(cav)  , ,( ) = ( ) + ( )δ ,	(34.1)
где зависимость от радиуса полости содержится 
только в первом члене:
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ε

W R a

e
R
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i

3

2 3

2
1

1

1
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p
(cav) (cav)

,

,

( ) =
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
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


=
∑








,
	 (34.2)

а последний член в (34.1) зависит от радиуса иона 
a, но не зависит от радиуса полости R:

	 w a e a C f ai i
i

3
2

1

3

2 2M(cav) (cav) (cav)( ) = ( ) ( )
=
∑ λ .	 (35)

Коэффициенты Bi(cav) в  (34) были определе-
ны формулой (33). Корреляционная длина λ3(cav) 
внутри полости может отличаться от ее значе-
ния в  свободном растворе, поэтому в  (34)–(35) 
λ3 заменена на λ3(cav). Энергия сольватации иона 
радиуса а  в  свободном растворе, согласно нело-
кально-электростатической теории [21, 41], рас-
считывается как:

	 w a e a C f ai i3
2

1

3

2 2M ( ) = ( ) ( )∑ λ .	 (36)

Окончательная формула для расчета измене-
ния энергии сольватации при переходе иона из 
раствора в  полость для трехмодовой модели ди
электрической функции имеет вид:
   ∆W R a W R a w a3M(cav) 3M(cav) 3M(cav), ,( ) = ( ) + ( )δ δ ,	 (37)

в которой последний член определяется как:

	
δ

λ

w a w a w a

e a C f a

3M(cav) 3M(cav) 3M

3(cav) 3(cav)

( ) = ( ) − ( ) =

= ( ) ( )2 2 2 −− ( )



C f a3 32 λ .

	 (38)

Нелокально-электростатические расчеты 
изменения свободной энергии при переходе 

моновалентного иона в центр водной полости 
из раствора

Сравнение результатов расчетов для одномодо-
вой модели NE и  для локально-диэлектрической 
модели. На рис.  3 приведено сравнение измене-
ния свободной энергии при переходе иона K+ 
в центр полости канала для одномодовой модели 
НЭ (корреляционная длина в полости: 5Å) и по 
формуле локальной электростатики (1).

Из рис. 3 следует, что в рамках локальной элек-
тростатики (штриховые лини) изменение свобод-

ной энергии резко возрастает при уменьшении 
диэлектрической проницаемости в  полости ка-
нала εcav от значения 80 (красная штриховая кри-
вая 3) до 4.9 (черная штриховая 4), что заведомо 
делает невозможным объяснение стабилизации 
иона в полости.

Сравнение результатов расчетов (красные кри-
вые) по локальной (штриховая линия 3) и одно-
модовой модели НЭ (сплошная линия 1) при ди-
электрической проницаемости в полости канала 
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Рис.  3. Изменение свободной энергии Гиббса 
(ΔG  =  –ΔW, в  единицах kT) при переходе иона K+ 
в  центр полости в  зависимости от диэлектрической 
проницаемости белкового окружения водной поло-
сти. Сплошные кривые 1 и 2 – расчет по формулам 
(23)–(24) одномодовой модели (1M) нелокальной 
электростатики (NE), штриховые кривые 3 и 4 – рас-
чет (ΔG = ΔGLE) по формулам (1.1)–(1.2) локальной 
электростатики (LE). Для кривых 1 и  3 значение 
εcav = ε = 80, для кривых 2 и 4 εcav = εo = 4.9. Радиус по-
лости R = 5Å, другие параметры приведены в табл. 1.

Таблица 1. Параметры, используемые при построении 
графиков на рис. 3. Для расчета по модели локальной 
электростатики (LE) εsol = ε.

Номер 
кривой на 

рис. 3

Свободный 
раствор или 

полость

LE 
или 
1M

εo

ε 
или 
εcav

εp

Λ или 
Λ cav, 

Å

3 
штриховая

Раствор LE — 80 — —
Полость LE — 80 1< εp<5 —

1 
сплошная

Раствор 1M 4.9 80 — 5

Полость 1M 4.9 80 1< εp<5 5

4 
штриховая

Раствор LE — 80 — —
Полость LE — 4.9 1< εp<5 —

2 
сплошная

Раствор 1M 4.9 80 — 5
Полость 1M 4.9 4.9 1< εp<5 5
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εcav, равной 80, показывает небольшое снижение 
ΔG при переходе от локально-диэлектрического 
расчета к NE‑расчету с корреляционной длиной 
λ3 = 5Ả .

Сравнение результатов расчетов по одномо-
довым нелокально-электростатическим моделям 
(сплошные кривые 1 и 2) показывает небольшой 
рост изменение свободной энергии при перехо-
де от диэлектрической проницаемости в  поло-
сти канала εcav = 80 (красная сплошная кривая 1) 
к  εcav =  4.9 (черная сплошная кривая 2)  и неиз-
менных остальных параметрах в полости.

Сравнение результатов расчетов по 1-модо-
вой и  3-модовой моделям диэлектрической функ-
ции, а  также для локальной модели. Сравнение 
НЭ‑расчетов по формулам (23)–(24) для 1-модо-
вой модели и по формулам (34.1)–(37) для 3-мо-
довой моделям представлено на рис.  4. Расчеты 
проводились для двух значений корреляционной 
длины λ3(cav) в полости.

Из рис.  4 следует, что при εp = 5 и  сниже-
нии корреляционной длины в  полости кана-
ла наблюдается значительное уменьшение ΔG 
в  полости, как это видно из сравнения штрихо-
вых (для  λ3(cav)  = 2Å) и  сплошных кривых (для 
λ3(cav)  =  5Å). При  этом расчет по трехмодовой 
модели дает большие величины ΔG (которые на-
много превышают kT даже при εp = 5, см. рис. 5), 
чем расчет по одномодовой модели. Наименьшее 
значение ΔG достигается для расчета по одномо-
довой модели при наименьшей корреляционной 
длине в полости, равной 2Å (кривая 4).

Теперь приведем сравнение (рис. 5) результа-
тов расчетов по формулам (23)–(24) одномодовой 
(ΔG1М) и  по формулам (34.1)–(37) трехмодовой 
(ΔG3М) моделей при изменении корреляционной 

длины λ3(cav) внутри полости со значением ΔGLE, 
рассчитанным по формуле локальной электро-
статики (1.1)–(1.2) при двух значениях радиуса 
водной полости.

Для полости радиуса 5Å расчет по формуле ло-
кальной электростатики (1) дает ΔGLE = 10.5 kT 
(кривая 3), а  расчет по трехмодовой модели НЭ 
при λ3(cav) = 2Å приводит к ΔG3M = 5.1 kT (кри-
вая 2), т.е. к уменьшению на 5.4 kT. Увеличение 
радиуса полости до 6Å при той же величине λ3(cav) 
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Рис. 4. Нелокально-электростатические (NE) расче-
ты изменения свободной энергии Гиббса (ΔG = –ΔW, 
в единицах kT) при переходе иона K+ в центр поло-
сти в зависимости от диэлектрической проницаемо-
сти белкового окружения водной полости. Кривые 
2 и  4  – расчет по формулам (23)–(24) одномодовой 
модели (1M) NE. Кривые 1 и  3  – расчет по фор-
мулам (34.1)–(37) трехмодовой модели (3M) NE. 
Для сплошных кривых 1 и 2 корреляционная длина 
воды в полости равна λ3(cav) = 5Å, для штриховых 3 и 4 
значение λ3(cav) = 2Å. Радиус полости R = 5Å, другие 
параметры приведены в табл. 2.

Таблица 2. Параметры, используемые при построении графиков на рис. 4. Для одномодовой модели (1М) пара-
метр εo указан в колонке ε2, параметры ε и εcav в колонке ε3, а корреляционные длины в свободном растворе (Λ) 
и в полости (Λcav) помещены в колонку λ3

№ кривой 
на рис. 4

Раствор 
или 

полость
1М или 

3М
ε1 или 
ε1(cav)

ε2 или 
ε2(cav)

ε3 или 
ε3(cav)

εp
λ1, Å или 
λ1(cav), Å

λ2, Å или 
λ2(cav), Å

λ3, Å или 
λ3(cav), Å

2 
cплошная

Раствор 1М — 4.9 80 — — — 5
Полость 1М — 4.9 80 1< εp<5 — — 5

4 
штриховая

Раствор 1М — 4.9 80 — — — 5
Полость 1М — 4.9 80 1< εp<5 — — 2

1 
сплошная

Раствор 3М 1.8 4.9 80 — 0.5 1 5
Полость 3М 1.8 4.9 80 1< εp<5 0.5 1 5

3 
штриховая

Раствор 3М 1.8 4.9 80 — 0.5 1 5
Полость 3М 1.8 4.9 80 1< εp<5 0.5 1 2
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(2Å) приводит к понижению энергии ΔG3M при-
мерно еще на 2.2 kT, т.е. до 3.0 kT. Для одномо-
довой модели величина свободной энергии ΔG1M 
при этих значениях параметров оказывается еще 
меньше: 0.86 kT.

Таким образом, НЭ‑расчеты, представлен-
ные на рис.  5, показывают значительное умень-

шение свободной энергии переноса иона ΔG при 
уменьшении корреляционной длины воды λ3(cav) 
в полости канала до значения 2Å. Расчеты по НЭ 
демонстрируют большую чувствительность ΔG 
к  изменению радиуса полости. Так при его уве-
личении всего на один ангстрем величина ΔG 
уменьшается на 2 kT при λ3(cav) = 2Å для расчета 
по трехмодовой модели, как это видно из рис. 5. 
Эти два обстоятельства открывают возможность 
объяснить стабилизацию иона в  полости, если 
ввести в  рассмотрение дополнительное взаимо-
действие иона с зарядами белковых α-спиралей, 
направленных в центр полости, как это сделано 
в работе [2].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Наше исследование посвящено проблеме пре-

одоления катионом K+ энергетического барье-
ра при входе этого иона внутрь KcsA калиевого 
канала из его водного раствора, обусловленного 
значительным понижением его энергии сольва-
тации в канале Wcav за счет областей с низкой диэ-
лектрической проницаемостью вокруг него. Рас-
смотрение этого явления в  основополагающей 
работе Роукса и  МакКиннона (Roux и  MacKin-
non) [2], проведенное в  рамках описания воды 
внутри полости радиуса 5Å как полярной среды 
с той же локальной диэлектрической проницае-
мостью, что и в объеме раствора (εcav = εsol), дало 
для высоты барьера слишком большую величи-
ну, чтобы канал мог функционировать для ион-
ного транспорта между раствором и  внутрикле-
точным пространством. Для преодоления этого 
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Рис.  5. Изменение свободной энергии (ΔG  =  –ΔW, 
в единицах kT) при переходе иона K+ в центр поло-
сти в  зависимости от корреляционной длины λ3(cav) 
в водной полости. Кривые 1, 1' – расчет по формулам 
одномодовой модели (1M) нелокальной электроста-
тики (NE). Кривые 2, 2' – расчет по формулам трех-
модовой модели (3M) NE. Горизонтальные прямые 
линии 3, 3'  – расчет по локальной электростатике 
(LE). Для сплошных кривых 1, 2, 3 радиус полости 
R = 5Å, для штриховых кривых 1', 2', 3' радиус полости 
R = 6Å, другие параметры приведены в табл. 3.

Таблица 3. Параметры, используемые при построении графиков на рис. 5. Для одномодовой модели (1М) пара-
метр εo указан в колонке ε2, параметры ε и εcav в колонке ε3, а корреляционные длины в свободном растворе (Λ) 
и в полости (Λcav) помещены в колонку λ3. Для локальной модели (LE) параметры εsol и εcav помещены в колонку ε3

№ кривой 
на рис. 5

Раствор 
или полость

1М или 3М 
или LE

ε1 или 
ε1(cav)

ε2 или 
ε2(cav)

ε3 или 
ε3(cav)

εp
λ1, Å или 
λ1(cav), Å

λ2, Å или 
λ2(cav), Å

λ3, Å или 
λ3(cav), Å

1, 1'

Раствор 1М — 4.9 80 — — — 5
Полость 
1: R=5Å 
1': R=6Å

1М — 4.9 80 εp = 5 — — 2 <λ3< 5

2, 2'

Раствор 3М 1.8 4.9 80 — 0.5 1 5
Полость 
2: R=5Å 
2': R=6Å

3М 1.8 4.9 80 εp = 5 0.5 1 2 <λ3< 5

3, 3'

Раствор ЛЭ — — 80 — — — —
Полость 
3: R=5Å 
3': R=6Å

ЛЭ — — 80 εp = 5 — — —
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противоречия между результатом этого расчета 
и  экспериментальными свидетельствами авторы 
работы [2] были вынуждены существенно услож-
нить модель системы, введя гипотезу о снижении 
энергетического барьера для входа иона за счет 
промотирующей роли двух других ионов К+ внутри 
канала.

Целью нашей работы был поиск условий на 
диэлектрические свойства воды внутри полости 
столь малого размера, при которых изменение 
энергии сольватации при входе иона в  полость 
ΔW оказывается во много раз меньше, что позво-
ляет избежать введения гипотетического много-
частичного механизма преодоления барьера.

Ввиду многочисленных указаний на возмож-
ность резкого понижения эффективной диэлектри-
ческой проницаемости воды внутри полостей или 
вблизи поверхностей твердых тел нами был, пре-
жде всего, исследован вариант расчета ΔW в рам-
ках той же локальной электростатической модели, 
но с  меньшим значением диэлектрической посто-
янной внутри полости, т.е. при условии εcav < εsol. 
Однако такой расчет привел к противоположному 
эффекту, т.е. к резкому увеличению высоты барье-
ра. Этот результат обусловлен тем, что уменьше-
ние величины диэлектрической постоянной вну-
три полости εcav приводит к уменьшению энергии 
сольватации иона в полости.

Поэтому последующий поиск снижения энер-
гетического барьера проводился прежде всего 
с  учетом известного результата, что использо-
ванная в  работе [2] локально-электростатиче-
ская модель М. Борна для энергии сольватации 
дает для нее существенно завышенный результат 
в  объеме раствора по сравнению с  ее экспери-
ментальными значениями. Возможность успеш-
ной интерпретации этих экспериментальных 
данных для энергий сольватации дается нело-
кально-электростатической (NE) моделью опи-
сания диэлектрических свойств воды, которая 
была предложена Р.Р. Догонадзе и А.А. Корны-
шевым [41] и  была успешно использована для 
описания как свойств ионов в  растворах, так 
и электрических полей в пространственно-огра-
ниченных полярных средах.

Основной трудностью теоретического анализа 
является использование NE-уравнений для расче-
та характеристик систем, где полярная среда (на-
пример, вода) занимает лишь пространственно-
ограниченную область V, за пределами которой 
диэлектрические свойства системы резко отли-
чаются. Такая проблема “вырезания объема” воз-
никает уже при вычислении энергии сольватации 
отдельного иона, поскольку вода не проникает 

внутрь области, занятой ионом. Аналогично, при 
расчете электрических полей в системах, где вода 
занимает полость, необходимо учитывать ее от-
сутствие за пределами полости.

Для решения подобных задач нами был пред-
ложен в 2018 г. подход, основанный на обратном 
диэлектрическом приближении (IDA), согласно 
которому напряженность электрического поля E 
в любой точке среды с НЭ‑свойствами r выража-
ется через интеграл по области V, занятой средой, 
от произведения индукции D(r' ) и обратной не-
локальной диэлектрической функции полярной 
среды ε–1(r – r' ).

Важнейшим преимуществом подхода IDA яв-
ляется возможность для систем с высокой симме-
трией (в  частности, сферически симметричных) 
получить решение для основных характеристик 
системы (напряженности и потенциала электри-
ческого поля, энергии сольватации иона) в ана-
литической форме  – в  виде интегралов для про-
извольного вида диэлектрической функции полярной 
среды и даже в виде комбинации известных функ-
ций для фурье-образа диэлектрической функции 
ε(k) дробно-рационального типа, например, для од-
но- и трехмодовой моделей. В широко использу-
емом в  литературе альтернативном подходе, ос-
нованном на “диэлектрическом приближении” 
(DA), который был предложен нами в 1977 году, 
для нахождения этих же характеристик необходи-
мо решение интегрального уравнения, что в ана-
литическом виде удается получить решение толь-
ко для одномодовой модели диэлектрической 
функции среды.

В  настоящей работе было проведено сопо-
ставление результатов расчета изменения энер-
гий сольватации иона в полости на основе мето-
дов DA и IDA при использовании одномодовой 
модели диэлектрической функции. Результаты 
расчета по обоим подходам дают практически 
одни и те же численные величины для измене-
ния энергии сольватации иона, что позволило 
сделать вывод о надежности предсказаний обо-
их подходов относительно решения уравнений 
нелокальной электростатики для иона в водной 
полости.

Кроме того, было проведено сравнение ре-
зультатов NE‑расчетов энергии сольватации иона 
для 1-модовой и 3-модовой моделей диэлектри-
ческой функции, а также для локальной модели.

По сравнению с расчетом по формуле локаль-
ной электростатики (1) NE‑расчеты показывают 
значительное уменьшение свободной энергии 
переноса иона ΔG при уменьшении корреля-
ционной длины воды λ3(cav) в  полости канала до 
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значения 2Å. Расчеты по НЭ демонстрируют 
большую чувствительность ΔG к  изменению ра-
диуса полости. Так при его увеличении всего на 
один ангстрем величина ΔG уменьшается на 2kT 
при λ3(cav) = 2Å для расчета по трехмодовой моде-
ли. Эти два обстоятельства открывают возмож-
ность объяснить стабилизацию иона в  полости, 
особенно если ввести в  рассмотрение дополни-
тельное взаимодействие иона с  зарядами белко-
вых α-спиралей, направленных в центр полости, 
как это сделано в работе [2].

Таким образом, изучение эффекта нелокаль-
ности диэлектрического экранирования полей 
применительно к  иону в  сферической полости, 
окруженной низкополярной средой, показало, 
что нелокально-электростатические эффекты су-
щественно влияют на стабилизацию иона в  по-
лости. Поэтому для решения фундаментально 
важной для понимания функционирования ион-
ных каналов проблемы объяснения, каким об-
разом ионы преодолевают выталкивающее дей-
ствие биомембраны и стабилизируются в центре 
полостей внутри ее каналов, заполненных водой 
и  окруженных слабополярной диэлектрической 
средой, необходимо учитывать NE‑эффекты.

Приведем пример, как полученные нами ре-
зультаты можно будет использовать для оценки 
селективности транспорта моновалентных ио-
нов при их прохождении полостей, рассмотренных 
в данной работе. В формуле для потока J ионов 
типа i должен появиться множитель uiexp(–ΔGi), 
где ui – подвижность, а ΔGi изменение свободной 
энергии перехода иона из неограниченного рас-
твора в  полость. Отношение таких множителей 
для моновалентных ионов равно селективности 
транспорта ионов разного типа. Нелокально-
электростатические расчеты величин ΔGi пред-
ставлены в данной работе. Таким образом, селек-
тивность транспорта различных моновалентных 
ионов зависит от параметров системы, изученной 
в  данной работе,  – соотношения диэлектриче-
ских проницаемостей полости и  ее окружения, 
а также радиуса полости.

ПРИЛОЖЕНИЕ 1
Методы нелокальной электростатики 

для пространственно ограниченных сред. 
Соотношения для подхода, основанного 

на обратном диэлектрическом 
приближении (IDA) [38]

Метод обратного диэлектрического при-
ближения был разработан М.А.  Воротынцевым 
(M.A. Vorotyntsev) с соавторами в [38–40]. В связи 

с тем, что он имеет решающее значение для полу-
чения результатов данной работы, целесообразно 
кратко обсудить его основные моменты.

При определенных условиях, установленных 
в  работе [38] (см. также Приложение  2 в  кни-
ге [21]), индукция D(r) тождественно совпадает 
с полем в вакууме Gvac(r), которое создается той 
же системой внешних зарядов ρ(r), а именно:

1.	Для локального однородного диэлектрика: 
поверхности всех непроводящих полостей долж-
ны быть эквипотенциальными поверхностями 
поля Gvac. Тогда D(r) ≡ Gvac(r).

2.	Для локального неоднородного диэлектри-
ка: если ε(r) меняется на границе скачком, то 
должно выполняться условие для локального од-
нородного диэлектрика (поверхности всех непро-
водящих полостей должны быть эквипотенци-
альными поверхностями поля Gvac). Кроме того, 
должно выполняться условие: Gvac(r) параллельно 
grad ε(r). Тогда D(r) ≡ Gvac(r).

3.	Для диэлектрика с  пространственной 
дисперсией: если εαβ(r1, r2) и  границы разде-
ла обладают той же симметрией, что и Gvac, то 
D(r) ≡ Gvac(r).

В  частности, это условие выполняется в  си-
стемах, где границы раздела сред и  их диэлек-
трические функции обладают той же симметри-
ей, что и  поле в  вакууме Gvac(r), определяемое 
распределением внешнего заряда. К  таким си-
стемам относятся: 1)  однородная и  изотропная 
среда, занимающая все пространство; 2) плоская 
граница раздела z = 0, разделяющая среды либо 
с  локальным откликом, либо обладающие диэ-
лектрическими функциями, которые являются 
однородными и изотропными вдоль поверхности 
раздела, где плотность внешних зарядов зависит 
только от z; 3) сферически симметричная грани-
ца (или несколько сферически симметричных гра-
ниц с тем же центром) r = a, разделяющая среды 
либо с  локальным откликом, либо обладающие 
диэлектрическими функциями с  той же сфери-
ческой симметрией, где плотность внешних за-
рядов зависит только от r; 4) аналогичная систе-
ма с цилиндрической симметрией. В случаях 2–4 
при контакте двух нелокально-диэлектрических 
сред предполагается, что отсутствует корреляция 
флуктуаций поляризации в точках по разные сто-
роны от межфазной границы, т.е. для таких зна-
чений пространственных координат диэлектри-
ческая функция в формуле (3.2) основного текста 
(интегрирование в ней проводится по всему про-
странству):

	 D Eα αβ βr r r r r1 1 2 2 2( ) = ( ) ( )∫ ε , d
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равна нулю, и это свойство автоматически выпол-
няется и в следующих формулах (интегрирование 
в них тоже проводится по всему пространству):
	 P Eα αβ βχr r r r r1 1 2 2 2( ) = ( ) ( )∫ , d ,

	 E Dα αβ βεr r r r r1
1

1 2 2 2( ) = ( ) ( )−∫ , d ,

	 P Dα αβ βχr r r r r1 1 2 2 2( ) = ( ) ( )( )∫ D
d, ,

где восприимчивость среды χαβ
(D)(r1, r2) определя-

ется соотношением:

χαβ αβ αβπ δ δ εD( ) − −−( ) = −



( ) −( ) −( )r r r r r r1 2

1
1 2

1
1 24 .	 (A1)

Тогда соотношение (A.2) дает окончатель-
ный ответ для распределения электрического по-
ля внутри пространственной области V, занятой 
средой с  обратной диэлектрической функцией 
εαβ

–1(r1, r2):

	 E Gα αβ βεr r r r r1
1

1 2 2 2( ) = ( )( ) ( )−∫ , vac d
V

,	 (A2)

где поле в  вакууме, естественно, зависит только 
от распределения внешних зарядов, но не зависит 
ни от формы границы раздела, ни от диэлектри-
ческих свойств среды. Потенциал поля φ(r) опре-
деляется согласно формуле (5), т.е. интегрирова-
нием выражения для электрического поля.

Аналогично, соотношение (A3) дает выраже-
ние для распределения поляризации среды вну-
три той же области V:

	 P Gα αβ βr r r r r1 1 2 2 2( ) = ( )( ) ( )( )∫ χ D d, vac
V

.	 (A3)

Заметим, что для любого распределения 
Gvac(r), удовлетворяющего условию симметрии 
системы, существует соответствующее распре-
деление плотности внешних зарядов. Поэтому 
формулу (A3) можно рассматривать как линей-
ный отклик поляризации диэлектрической сре-
ды на произвольное внешнее поле. Тогда флук-
туационно-диссипационная теорема выражает 
ядро χαβ

(D)(r1, r2) в формуле (A3) через коррелятор 
флуктуаций поляризации в  отсутствие внешних 
полей <Pα(r1, t1) Pβ(r2, t2)>, который отражает 
пространственно-временную структуру поляр-
ной среды [21, 43].

Если предположить, что эта структура сре-
ды остается неизменной вплоть до ее границ, то 
восприимчивость среды χαβ

(D)(r1, r2), однородной 
и изотропной вдали от ее границ, сохраняет этот 
вид во всей пространственной области, занятой 
средой, т.е. зависит только от расстояния между 
аргументами функции: χαβ

(D)(| r1, r2 |). Согласно со-

отношению (A1) такое свойство имеет и обратная 
диэлектрическая функция εαβ

–1(r1– r2), которая 
в этом случае связана с фурье-образом диэлектри-
ческой функции ε(k) [20, 21] (интегрирование во 
втором равенстве (A4) по всему k пространству):

    

ε δ ε

δ π ε

αβ αβ

αβ

�

exp

1
1 2 1 2

3 1
1 22

r r r r

k r r

−( ) ≡ −( ) =

= ( ) ( )  −( )

−

−

1

k i  =

= −( ) ( ) − 






∫

∫
− −

∞

d

d

k

r r r rδ π εαβ 2 2
1 2

1 1
1 2

0

k k k ksin .

	 (A4)

Таким образом, задание геометрии системы 
(в  частности, пространственной области V, за-
нятой полярной средой), фурье-образа ее ди
электрической функции в отсутствие границ ε(k) 
и  распределение электрического поля внешних 
зарядов в  отсутствие диэлектрических сред G(r) 
внутри этой пространственной области V позво-
ляют найти распределение электрического поля 
в присутствии диэлектрических сред Е(r) по фор-
мулам (А2) и (A4).

Практически для систем, перечисленных вы-
ше (для которых индукция D(r) совпадает с полем 
в вакууме), решение сводится к однократным ин-
тегралам по соответствующей переменной. Поэ-
тому это вычисление может быть легко проведено 
численно для любого функционального вида диэлек-
трической функции, т.е. ε(k). Эта особенность дан-
ного подхода дает ему огромное преимущество по 
сравнению с широко используемым альтернатив-
ным методом, основанным на “диэлектрическом 
приближении” (DA), в  котором аналогичное 
предположение делается относительно диэлек-
трической функции среды εαβ(r1, r2) в соотноше-
нии (3), что приводит к  необходимости решать 
интегральное уравнение для нахождения обрат-
ной диэлектрической функции в ограниченной об-
ласти, где формула (А4) уже не применима.

ПРИЛОЖЕНИЕ 2
Список обозначений

Сокращения в тексте:
NE	 нелокальная электростатика 
LE	 локальная электростатика 
DA	 диэлектрическая аппроксимация 
IDA	 обратная диэлектрическая аппрокси-

мация
ΔW (ΔW < 0)	 изменение энергии сольватации 

иона при его переходе из свободно-
го раствора в центр водной полости 
(ΔG = –ΔW: работа по переносу иона 
из раствора внутрь полости)
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1M	 одномодовая модель диэлектрической 
функции воды

3M	 трехмодовая модель диэлектрической 
функции воды

Сокращения в индексах
1M	 одномодовая модель диэлектрической 

функции воды 
3M	 трехмодовая модель диэлектрической 

функции воды 
cav	 полость (от английского “cavity”) 
DA	 диэлектрическая аппроксимация 
LE	 локальная электростатика

Латинские
a	 радиус иона, рис. 1а
Bcav(R, a)	 функция радиуса полости и радиуса 

иона, определяемая формулой (20.3) 
и используемая в формуле (23)

Bi (cav)(R, a)	 функции радиуса полости и радиуса 
иона, определяемые формулой (33) 
при i = 1, 2, 3 и используемые в фор-
муле (34)

C1, C2, C3	 константы в формуле (27) для трехмо-
довой модели диэлектрической функ-
ции воды, связанные по формулам 
(26) с диэлектрическими константами 
воды, соответствующими трем модам

D(r)	 индукция электрического поля в точке 
r (electric displacement). Нелокальное 
выражение для индукции через рас-
пределение электрического поля для 
среды, занимающей все пространство, 
дается формулой (3.2)

e	 заряд моновалентного иона, равный 
абсолютной величине заряда электрона

E(r)	 напряженность электрического поля 
в точке r. Для среды, занимающей все 
пространство, электрическое поле 
связано с индукцией интегральным 
соотношением (4)

f (y)	 вспомогательная функция одного аргу-
мента, определяемая формулой (19.4)

g(x, y)	 вспомогательная функция двух аргу-
ментов, определяемая формулой (19.3)

ΔG = –ΔW	 изменение свободной энергии иона 
при его переходе из свободного рас-
твора в центр сферической полости, 
формула (1.1)

Gvac(r)	 поле в вакууме, которое создается си-
стемой внешних зарядов ρ(r). Исполь-
зуется в Приложении 1, см. формулы 
(A2) и (A3)

j1(x)	 сферические функции Бесселя; их 
определение, см. формулу (10.3)

k, k	 волновой вектор и его модуль

kT	 по оси абсцисс на рисунках отложено 
изменение свободной энергии, делен-
ное на kT, где k – ​постоянная Больц-
мана, T – ​абсолютная температура

P(r)	 поляризация в точке r (математически 
выражается в виде нелокальной связи 
между величинами Р и Е: формула (3.1))

R	 радиус сферической водной полости, 
рис. 1а

r, r	 радиус-вектор, идущий из центра сфе-
рической водной полости в некоторую 
точку внутри полости; r = │r│

V	 область, заключенная между двумя 
концентрическими сферами радиусов 
a и R, см. рис. 1а

Wsol	 энергия сольватации иона в свобод-
ном растворе

Wcav	 энергия сольватации иона в центре 
сферической водной полости

ΔW	 изменение энергии сольватации иона 
при его переходе из свободного рас-
твора в центр водной полости, форму-
ла (1.2)

W1M(cav)(R, a)	 энергии сольватации иона радиуса а 
в центре сферической водной полости 
радиуса R в рамках одномодовой моде-
ли диэлектрической функции; форму-
ла (23), выведенная на основе метода 
обратного диэлектрического прибли-
жения работы [38]

w1M(cav)(a)	 энергия сольватации иона радиуса a 
в неограниченном растворителе, но 
с параметрами такими же, как в поло-
сти малого размера, в рамках одномо-
довой модели диэлектрической функ-
ции; формула (16)

ΔW1M(cav)	 изменение энергии сольватации при 
переходе иона из свободного раство-
ра в полость для одномодовой модели 
диэлектрической функции; формула 
(24), выведенная на основе метода 
обратного диэлектрического прибли-
жения [38]

w1M(a)	 энергия сольватации иона радиуса a 
в свободном растворе в рамках од-
номодовой модели диэлектрической 
функции; формула (17)

ΔwDA(R)	 изменение энергии сольватации при 
переходе иона бесконечно малых раз-
меров из свободного раствора в по-
лость с неизменными параметрами для 
одномодовой модели диэлектрической 
функции, выведенной в рамках диэлек-
трического приближения; формула (14)

ΔWDA	 изменение энергии сольватации при 
переходе иона радиуса a из свободного 
раствора в полость для одномодовой 
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модели диэлектрической функции, 
выведенной в рамках диэлектрическо-
го приближения; формула (15)

W3M(cav)(R, a)	 энергия сольватации иона радиуса 
а в центре сферической водной поло-
сти радиуса R для трехмодовой модели 
диэлектрической функции; формула 
(34), выведенная на основе метода 
обратного диэлектрического прибли-
жения работы [38]

w3M(сav)(a)	 энергия сольватации иона радиуса a 
в неограниченном растворителе, но 
с параметрами такими же, как в поло-
сти малого размера, в рамках трехмо-
довой модели диэлектрической функ-
ции; формула (35)

w3M(a)	 энергия сольватации иона радиуса a 
в свободном растворе в рамках трехмо-
довой модели диэлектрической функ-
ции; формула (36)

ΔW3M(cav)(R, a)	 изменение энергии сольватации при 
переходе иона из свободного раство-
ра в центр сферической полости для 
трехмодовой модели ε(k); формула 
(37), выведенная на основе метода 
обратного диэлектрического прибли-
жения работы [38]

Греческие
ε	 диэлектрическая постоянная воды  

(ε = ε3 = 80)
εo	 диэлектрическая постоянная воды 

в зоне прозрачности, разделяющей де-
баевские и инфракрасные моды  
(εо = ε2 = 4.9)

εsol	 диэлектрическая постоянная воды 
в объеме свободного раствора  
(εsol = ε = 80)

εcav	 диэлектрическая постоянная воды 
внутри полости (εcav = ε3(cav))

εp	 диэлектрическая проницаемость сре-
ды, окружающей сферическую по-
лость

ε1	 высокочастотная (“оптическая”) ди-
электрическая проницаемость воды 
в свободном растворе (ε1 = 1.8)

ε2	 диэлектрическая проницаемость воды, 
соответствующая колебательной моде 
в свободном растворе (ε2 = εо = 4.9)

ε3	 диэлектрическая проницаемость воды, 
соответствующая дебаевской (ориен-
тационной) моде в свободном раство-
ре (ε3 = ε = 80)

ε1(cav)	 высокочастотная (“оптическая”) ди-
электрическая проницаемость воды 
в полости (ε1(cav) = ε1 = 1.8)

ε2(cav)	 диэлектрическая проницаемость воды, 
соответствующая колебательной моде 
в полости (ε2(cav) = ε2 = 4.9)

ε3(cav) 	 диэлектрическая проницаемость воды, 
соответствующая дебаевской (ориен-
тационной) моде в полости  
4.9 < ε3(cav) < 80

εαβ(r1, r2)	 (тензорная и нелокальная) диэлек-
трическая функция системы; формула 
(3.3)

εαβ(cav)(r1, r2)	 (тензорная и нелокальная) диэлектри-
ческая функция системы в полости 
(cм. формулу (6.1))

εαβ
–1(r1, r2)	 обратная (тензорная и нелокальная) 

диэлектрическая функция системы, 
связанная интегральным соотношени-
ем (3.4) с функцией εαβ(r1, r2)

εαβ
–1

(cav)(r1 – ​r2)	 обратная (тензорная и нелокальная) 
диэлектрическая функция в полости, 
связанная с фурье-образом диэлектри-
ческой функции воды внутри полости 
εcav(k) (формула (8))

ε(k)	 диэлектрическая функция неограни-
ченной нелокальной среды

εcav(k)	 диэлектрическая функция водной фа-
зы внутри полости

ε1M(k)	 диэлектрическая функция неограни-
ченной нелокальной среды для одно-
модовой модели; формулы (2.2)–(2.3)

ε1M(cav)(k)	 диэлектрическая функция водной фа-
зы внутри полости для одномодовой 
модели; формула (18)

ε3M(k)	 диэлектрическая функция неограни-
ченной нелокальной среды для трех-
модовой модели; формула (25)

ε3M(cav)(k)	 диэлектрическая функция водной 
фазы внутри полости для трехмодовой 
модели; формула (27)

ε–1
l=1(r1, r2)	 коэффициент разложения обратной 

диэлектрической функции εαβ
–1(r1, r2) 

по сферическим функциям Yl0 для 
нижнего индекса l = 1

λ1	 корреляционная длина воды, соответ-
ствующая электронной моде в свобод-
ном растворе (λ1 = 0.5Å)

λ2	 корреляционная длина воды, соответ-
ствующая колебательной моде в сво-
бодном растворе (λ2 = 1Å)

λ3	 корреляционная длина воды, соответ-
ствующая дебаевской (ориентацион-
ной) моде в свободном растворе  
(λ3 = 5Å)

λ1(cav)	 корреляционная длина воды, соответ-
ствующая электронной моде в полости 
(λ1(cav) = 0.5Å)
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λ2(cav)	 корреляционная длина воды, соответ-
ствующая колебательной моде в поло-
сти (λ2(cav) = 1Å)

λ3(cav)	 корреляционная длина, соответству-
ющая дебаевской (ориентационной) 
моде в полости (2Å < λ3(cav) < 5Å)

Λ	 максимальная из трех корреляцион-
ных длин воды в свободном растворе 
(Λ = λ3 = 5Å)

Λcav	 максимальная из трех корреляцион-
ных длин воды в полости (Λcav = λ3(cav))

ρ(r)	 плотность внешних зарядов
φ(r)	 распределение потенциала электриче-

ского поля
φ1M(cav)(R, r)	 распределение потенциала вокруг 

иона в полости в рамках одномодовой 
модели диэлектрической функции, 
рассчитываемое по формуле (19.1)  
при a < r < R

φ1M(cav)(R, a)	 потенциал на границе борновской 
сферы иона для одномодовой модели 
диэлектрической функции, рассчиты-
ваемый по формуле (20.1)

φ3M(cav)(R, r)	 распределение потенциала вокруг 
иона в полости в рамках трехмодовой 
модели диэлектрической функции, 
рассчитываемое по формуле (29) при 
a < r < R

φ3M(cav)(R, a)	 потенциал на границе борновской 
сферы иона для трехмодовой модели 
диэлектрической функции, рассчиты-
ваемый по формуле (31)

χαβ(r1, r2)	 тензор нелокальной (диэлектриче-
ской) восприимчивости
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