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равна нулю, и это свойство автоматически выпол-
няется и в следующих формулах (интегрирование 
в них тоже проводится по всему пространству):
	 P Eα αβ βχr r r r r1 1 2 2 2( ) = ( ) ( )∫ , d ,

	 E Dα αβ βεr r r r r1
1

1 2 2 2( ) = ( ) ( )−∫ , d ,

	 P Dα αβ βχr r r r r1 1 2 2 2( ) = ( ) ( )( )∫ D
d, ,

где восприимчивость среды χαβ
(D)(r1, r2) определя-

ется соотношением:
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Тогда соотношение (A.2) дает окончатель-
ный ответ для распределения электрического по-
ля внутри пространственной области V, занятой 
средой с  обратной диэлектрической функцией 
εαβ

–1(r1, r2):

	 E Gα αβ βεr r r r r1
1

1 2 2 2( ) = ( )( ) ( )−∫ , vac d
V

,	 (A2)

где поле в  вакууме, естественно, зависит только 
от распределения внешних зарядов, но не зависит 
ни от формы границы раздела, ни от диэлектри-
ческих свойств среды. Потенциал поля φ(r) опре-
деляется согласно формуле (5), т.е. интегрирова-
нием выражения для электрического поля.

Аналогично, соотношение (A3) дает выраже-
ние для распределения поляризации среды вну-
три той же области V:

	 P Gα αβ βr r r r r1 1 2 2 2( ) = ( )( ) ( )( )∫ χ D d, vac
V

.	 (A3)

Заметим, что для любого распределения 
Gvac(r), удовлетворяющего условию симметрии 
системы, существует соответствующее распре-
деление плотности внешних зарядов. Поэтому 
формулу (A3) можно рассматривать как линей-
ный отклик поляризации диэлектрической сре-
ды на произвольное внешнее поле. Тогда флук-
туационно-диссипационная теорема выражает 
ядро χαβ

(D)(r1, r2) в формуле (A3) через коррелятор 
флуктуаций поляризации в  отсутствие внешних 
полей <Pα(r1, t1) Pβ(r2, t2)>, который отражает 
пространственно-временную структуру поляр-
ной среды [21, 43].

Если предположить, что эта структура сре-
ды остается неизменной вплоть до ее границ, то 
восприимчивость среды χαβ

(D)(r1, r2), однородной 
и изотропной вдали от ее границ, сохраняет этот 
вид во всей пространственной области, занятой 
средой, т.е. зависит только от расстояния между 
аргументами функции: χαβ

(D)(| r1, r2 |). Согласно со-

отношению (A1) такое свойство имеет и обратная 
диэлектрическая функция εαβ

–1(r1– r2), которая 
в этом случае связана с фурье-образом диэлектри-
ческой функции ε(k) [20, 21] (интегрирование во 
втором равенстве (A4) по всему k пространству):
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Таким образом, задание геометрии системы 
(в  частности, пространственной области V, за-
нятой полярной средой), фурье-образа ее ди
электрической функции в отсутствие границ ε(k) 
и  распределение электрического поля внешних 
зарядов в  отсутствие диэлектрических сред G(r) 
внутри этой пространственной области V позво-
ляют найти распределение электрического поля 
в присутствии диэлектрических сред Е(r) по фор-
мулам (А2) и (A4).

Практически для систем, перечисленных вы-
ше (для которых индукция D(r) совпадает с полем 
в вакууме), решение сводится к однократным ин-
тегралам по соответствующей переменной. Поэ-
тому это вычисление может быть легко проведено 
численно для любого функционального вида диэлек-
трической функции, т.е. ε(k). Эта особенность дан-
ного подхода дает ему огромное преимущество по 
сравнению с широко используемым альтернатив-
ным методом, основанным на “диэлектрическом 
приближении” (DA), в  котором аналогичное 
предположение делается относительно диэлек-
трической функции среды εαβ(r1, r2) в соотноше-
нии (3), что приводит к  необходимости решать 
интегральное уравнение для нахождения обрат-
ной диэлектрической функции в ограниченной об-
ласти, где формула (А4) уже не применима.

ПРИЛОЖЕНИЕ 2
Список обозначений

Сокращения в тексте:
NE	 нелокальная электростатика 
LE	 локальная электростатика 
DA	 диэлектрическая аппроксимация 
IDA	 обратная диэлектрическая аппрокси-

мация
ΔW (ΔW < 0)	 изменение энергии сольватации 

иона при его переходе из свободно-
го раствора в центр водной полости 
(ΔG = –ΔW: работа по переносу иона 
из раствора внутрь полости)
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1M	 одномодовая модель диэлектрической 
функции воды

3M	 трехмодовая модель диэлектрической 
функции воды

Сокращения в индексах
1M	 одномодовая модель диэлектрической 

функции воды 
3M	 трехмодовая модель диэлектрической 

функции воды 
cav	 полость (от английского “cavity”) 
DA	 диэлектрическая аппроксимация 
LE	 локальная электростатика

Латинские
a	 радиус иона, рис. 1а
Bcav(R, a)	 функция радиуса полости и радиуса 

иона, определяемая формулой (20.3) 
и используемая в формуле (23)

Bi (cav)(R, a)	 функции радиуса полости и радиуса 
иона, определяемые формулой (33) 
при i = 1, 2, 3 и используемые в фор-
муле (34)

C1, C2, C3	 константы в формуле (27) для трехмо-
довой модели диэлектрической функ-
ции воды, связанные по формулам 
(26) с диэлектрическими константами 
воды, соответствующими трем модам

D(r)	 индукция электрического поля в точке 
r (electric displacement). Нелокальное 
выражение для индукции через рас-
пределение электрического поля для 
среды, занимающей все пространство, 
дается формулой (3.2)

e	 заряд моновалентного иона, равный 
абсолютной величине заряда электрона

E(r)	 напряженность электрического поля 
в точке r. Для среды, занимающей все 
пространство, электрическое поле 
связано с индукцией интегральным 
соотношением (4)

f (y)	 вспомогательная функция одного аргу-
мента, определяемая формулой (19.4)

g(x, y)	 вспомогательная функция двух аргу-
ментов, определяемая формулой (19.3)

ΔG = –ΔW	 изменение свободной энергии иона 
при его переходе из свободного рас-
твора в центр сферической полости, 
формула (1.1)

Gvac(r)	 поле в вакууме, которое создается си-
стемой внешних зарядов ρ(r). Исполь-
зуется в Приложении 1, см. формулы 
(A2) и (A3)

j1(x)	 сферические функции Бесселя; их 
определение, см. формулу (10.3)

k, k	 волновой вектор и его модуль

kT	 по оси абсцисс на рисунках отложено 
изменение свободной энергии, делен-
ное на kT, где k – ​постоянная Больц-
мана, T – ​абсолютная температура

P(r)	 поляризация в точке r (математически 
выражается в виде нелокальной связи 
между величинами Р и Е: формула (3.1))

R	 радиус сферической водной полости, 
рис. 1а

r, r	 радиус-вектор, идущий из центра сфе-
рической водной полости в некоторую 
точку внутри полости; r = │r│

V	 область, заключенная между двумя 
концентрическими сферами радиусов 
a и R, см. рис. 1а

Wsol	 энергия сольватации иона в свобод-
ном растворе

Wcav	 энергия сольватации иона в центре 
сферической водной полости

ΔW	 изменение энергии сольватации иона 
при его переходе из свободного рас-
твора в центр водной полости, форму-
ла (1.2)

W1M(cav)(R, a)	 энергии сольватации иона радиуса а 
в центре сферической водной полости 
радиуса R в рамках одномодовой моде-
ли диэлектрической функции; форму-
ла (23), выведенная на основе метода 
обратного диэлектрического прибли-
жения работы [38]

w1M(cav)(a)	 энергия сольватации иона радиуса a 
в неограниченном растворителе, но 
с параметрами такими же, как в поло-
сти малого размера, в рамках одномо-
довой модели диэлектрической функ-
ции; формула (16)

ΔW1M(cav)	 изменение энергии сольватации при 
переходе иона из свободного раство-
ра в полость для одномодовой модели 
диэлектрической функции; формула 
(24), выведенная на основе метода 
обратного диэлектрического прибли-
жения [38]

w1M(a)	 энергия сольватации иона радиуса a 
в свободном растворе в рамках од-
номодовой модели диэлектрической 
функции; формула (17)

ΔwDA(R)	 изменение энергии сольватации при 
переходе иона бесконечно малых раз-
меров из свободного раствора в по-
лость с неизменными параметрами для 
одномодовой модели диэлектрической 
функции, выведенной в рамках диэлек-
трического приближения; формула (14)

ΔWDA	 изменение энергии сольватации при 
переходе иона радиуса a из свободного 
раствора в полость для одномодовой 
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модели диэлектрической функции, 
выведенной в рамках диэлектрическо-
го приближения; формула (15)

W3M(cav)(R, a)	 энергия сольватации иона радиуса 
а в центре сферической водной поло-
сти радиуса R для трехмодовой модели 
диэлектрической функции; формула 
(34), выведенная на основе метода 
обратного диэлектрического прибли-
жения работы [38]

w3M(сav)(a)	 энергия сольватации иона радиуса a 
в неограниченном растворителе, но 
с параметрами такими же, как в поло-
сти малого размера, в рамках трехмо-
довой модели диэлектрической функ-
ции; формула (35)

w3M(a)	 энергия сольватации иона радиуса a 
в свободном растворе в рамках трехмо-
довой модели диэлектрической функ-
ции; формула (36)

ΔW3M(cav)(R, a)	 изменение энергии сольватации при 
переходе иона из свободного раство-
ра в центр сферической полости для 
трехмодовой модели ε(k); формула 
(37), выведенная на основе метода 
обратного диэлектрического прибли-
жения работы [38]

Греческие
ε	 диэлектрическая постоянная воды  

(ε = ε3 = 80)
εo	 диэлектрическая постоянная воды 

в зоне прозрачности, разделяющей де-
баевские и инфракрасные моды  
(εо = ε2 = 4.9)

εsol	 диэлектрическая постоянная воды 
в объеме свободного раствора  
(εsol = ε = 80)

εcav	 диэлектрическая постоянная воды 
внутри полости (εcav = ε3(cav))

εp	 диэлектрическая проницаемость сре-
ды, окружающей сферическую по-
лость

ε1	 высокочастотная (“оптическая”) ди-
электрическая проницаемость воды 
в свободном растворе (ε1 = 1.8)

ε2	 диэлектрическая проницаемость воды, 
соответствующая колебательной моде 
в свободном растворе (ε2 = εо = 4.9)

ε3	 диэлектрическая проницаемость воды, 
соответствующая дебаевской (ориен-
тационной) моде в свободном раство-
ре (ε3 = ε = 80)

ε1(cav)	 высокочастотная (“оптическая”) ди-
электрическая проницаемость воды 
в полости (ε1(cav) = ε1 = 1.8)

ε2(cav)	 диэлектрическая проницаемость воды, 
соответствующая колебательной моде 
в полости (ε2(cav) = ε2 = 4.9)

ε3(cav) 	 диэлектрическая проницаемость воды, 
соответствующая дебаевской (ориен-
тационной) моде в полости  
4.9 < ε3(cav) < 80

εαβ(r1, r2)	 (тензорная и нелокальная) диэлек-
трическая функция системы; формула 
(3.3)

εαβ(cav)(r1, r2)	 (тензорная и нелокальная) диэлектри-
ческая функция системы в полости 
(cм. формулу (6.1))

εαβ
–1(r1, r2)	 обратная (тензорная и нелокальная) 

диэлектрическая функция системы, 
связанная интегральным соотношени-
ем (3.4) с функцией εαβ(r1, r2)

εαβ
–1

(cav)(r1 – ​r2)	 обратная (тензорная и нелокальная) 
диэлектрическая функция в полости, 
связанная с фурье-образом диэлектри-
ческой функции воды внутри полости 
εcav(k) (формула (8))

ε(k)	 диэлектрическая функция неограни-
ченной нелокальной среды

εcav(k)	 диэлектрическая функция водной фа-
зы внутри полости

ε1M(k)	 диэлектрическая функция неограни-
ченной нелокальной среды для одно-
модовой модели; формулы (2.2)–(2.3)

ε1M(cav)(k)	 диэлектрическая функция водной фа-
зы внутри полости для одномодовой 
модели; формула (18)

ε3M(k)	 диэлектрическая функция неограни-
ченной нелокальной среды для трех-
модовой модели; формула (25)

ε3M(cav)(k)	 диэлектрическая функция водной 
фазы внутри полости для трехмодовой 
модели; формула (27)

ε–1
l=1(r1, r2)	 коэффициент разложения обратной 

диэлектрической функции εαβ
–1(r1, r2) 

по сферическим функциям Yl0 для 
нижнего индекса l = 1

λ1	 корреляционная длина воды, соответ-
ствующая электронной моде в свобод-
ном растворе (λ1 = 0.5Å)

λ2	 корреляционная длина воды, соответ-
ствующая колебательной моде в сво-
бодном растворе (λ2 = 1Å)

λ3	 корреляционная длина воды, соответ-
ствующая дебаевской (ориентацион-
ной) моде в свободном растворе  
(λ3 = 5Å)

λ1(cav)	 корреляционная длина воды, соответ-
ствующая электронной моде в полости 
(λ1(cav) = 0.5Å)
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λ2(cav)	 корреляционная длина воды, соответ-
ствующая колебательной моде в поло-
сти (λ2(cav) = 1Å)

λ3(cav)	 корреляционная длина, соответству-
ющая дебаевской (ориентационной) 
моде в полости (2Å < λ3(cav) < 5Å)

Λ	 максимальная из трех корреляцион-
ных длин воды в свободном растворе 
(Λ = λ3 = 5Å)

Λcav	 максимальная из трех корреляцион-
ных длин воды в полости (Λcav = λ3(cav))

ρ(r)	 плотность внешних зарядов
φ(r)	 распределение потенциала электриче-

ского поля
φ1M(cav)(R, r)	 распределение потенциала вокруг 

иона в полости в рамках одномодовой 
модели диэлектрической функции, 
рассчитываемое по формуле (19.1)  
при a < r < R

φ1M(cav)(R, a)	 потенциал на границе борновской 
сферы иона для одномодовой модели 
диэлектрической функции, рассчиты-
ваемый по формуле (20.1)

φ3M(cav)(R, r)	 распределение потенциала вокруг 
иона в полости в рамках трехмодовой 
модели диэлектрической функции, 
рассчитываемое по формуле (29) при 
a < r < R

φ3M(cav)(R, a)	 потенциал на границе борновской 
сферы иона для трехмодовой модели 
диэлектрической функции, рассчиты-
ваемый по формуле (31)

χαβ(r1, r2)	 тензор нелокальной (диэлектриче-
ской) восприимчивости
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