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Аннотация. Цель настоящей работы — найти область необходимых и достаточных условий диффузионной неустойчи-
вости на плоскости параметров (τ, 𝑑) системы Гирера–Мейнхардта, где τ — параметр релаксации, 𝑑 — безразмерный
коэффициент диффузии; вывести аналитическую зависимость критического волнового числа от характерного размера
пространственной области; получить явные представления вторичных пространственно распределенных структур,
образующихся в результате бифуркации пространственно-однородного положения равновесия, в виде рядов по степе-
ням надкритичности. Методы. Для нахождения области неустойчивости Тьюринга применяются методы линейного
анализа устойчивости. Для отыскания вторичных решений (тьюринговых структур) применяется метод Ляпунова–
Шмидта в форме, развитой В. И. Юдовичем. Результаты. Получены выражения критического коэффициента диффузии
через собственные значения оператора Лапласа для произвольной ограниченной области. В явном виде найдена
зависимость критического коэффициента диффузии от характерного размера области в двух случаях: для интервала
и прямоугольниа. Построены явные выражения первых членов разложений вторичных стационарных решений по
параметру надкритичности в одномерном случае, а также для прямоугольника, когда одно из волновых чисел равно
нулю. В указанных случаях найдены достаточные условия мягкой потери устойчивости, приведены примеры вторичных
решений. Заключение. Предложен общий подход для нахождения области неустойчивости Тьюринга и построения
вторичных пространственно распределенных структур. Данный подход может быть применен к широкому классу
математических моделей, описываемых системой двух уравнений реакции–диффузии.

Ключевые слова: неустойчивость Тьюринга, системы реакции–диффузии, необходимые и достаточные условия диффу-
зионной неустойчивости, критический коэффициент диффузии.
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Abstract. The purpose of this work is to find the region of necessary and sufficient conditions for diffusion instability on the
parameter plane (τ, 𝑑) of the Gierer–Meinhardt system, where τ is the relaxation parameter, 𝑑 is the dimensionless diffusion
coefficient; to derive analytically the dependence of the critical wave number on the characteristic size of the spatial region; to
obtain explicit representations of secondary spatially distributed structures, formed as a result of bifurcation of a spatially
homogeneous equilibrium position, in the form of series in degrees of supercriticality. Methods. To find the region of Turing
instability, methods of linear stability analysis are applied. To find secondary solutions (Turing structures), the Lyapunov–
Schmidt method is used in the form developed by V. I. Yudovich. Results. Expressions for the critical diffusion coefficient in
terms of the eigenvalues of the Laplace operator for an arbitrary bounded region are obtained. The dependence of the critical
diffusion coefficient on the characteristic size of the region is found explicitly in two cases: when the region is an interval and
a rectangle. Explicit expressions for the first terms of the expansions of the secondary stationary solutions with respect to
the supercriticality parameter are constructed in the one-dimensional case, as well as for a rectangle, when one of the wave
numbers is equal to zero. In these cases, sufficient conditions for a soft loss of stability are found, and examples of secondary
solutions are given. Conclusion. A general approach is proposed for finding the region of Turing instability and constructing
secondary spatially distributed structures. This approach can be applied to a wide class of mathematical models described by
a system of two reaction–diffusion equations.

Keywords: Turing instability, reaction–diffusion systems, necessary and sufficient conditions for diffusion instability, critical
diffusion coefficient.
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Введение

Уравнения реакции–диффузии применяются при математическом моделировании различ-
ных природных явлений, им посвящено большое количество публикаций (см., например, [1],
а также недавние работы [2, 3] и цитируемую в них литературу). В результате бифуркаций
пространственно-однородных состояний в системах реакции–диффузии возникают пространст-
венно неоднородные режимы. На границе рассматриваемой области при этом возможно вы-
полнение различных типов краевых условий. Особый интерес, на наш взгляд, представляет
исследование систем реакции–диффузии аналитическими методами. В [4] для бесконечномер-
ного аналога системы Рэлея (который также можно рассматривать как частный случай системы
ФитцХью–Нагумо) найдены явные асимптотические представления автоколебательных режимов,
а в [5] — стационарные режимы при краевых условиях Дирихле и смешанных краевых условиях.
В [6] для системы Рэлея изучены бифуркации на инвариантных подпространствах системы при
выполнении краевых условий Неймана, в [7] при тех же условиях исследовано бифуркационное
поведение стационарных режимов, ответвляющихся от нулевого положения равновесия системы
ФитцХью–Нагумо.

Начатое А. Тьюрингом в его классической работе [8] исследование диффузионной неустой-
чивости, впоследствии названной неустойчивостью Тьюринга, продолжают многие авторы
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по настоящее время. В монографии [9] положено начало изучению области в пространстве
параметров системы, называемой областью неустойчивости Тьюринга.

В [10] на примере системы Шнакенберга предложен подход для аналитического описания
области неустойчивости Тьюринга в пространстве параметров системы, а также для нахождения
диапазона критических волновых чисел, для которых имеет место эта неустойчивость. Показано,
что граница области необходимых условий является огибающей границы области достаточных
условий. В случае системы Шнакенберга точки пересечения двух соседних кривых достаточных
условий лежат на прямой, угловой коэффициент которой зависит от собственных значений
оператора Лапласа в рассматриваемой области. В [10] также показано, что полуось 𝑑 > 1, где 𝑑 —
коэффициент диффузии, можно представить в виде объединения полуинтервалов, каждому из
которых соответствует критическое волновое число, при котором происходит потеря устойчивости
положения равновесия системы.

В [11] дано обобщение результатов работы [10] на некоторый класс систем реакции–
диффузии, которые помимо коэффициента диффузии содержат два параметра. При этом пред-
полагается, что коэффициенты линеаризованной в окрестности положения равновесия системы
подчиняются некоторым ограничениям (гипотезам). Предложена замена переменных, при которой
область неустойчивости Тьюринга принимает некоторый стандартный вид. Система Гирера–
Мейнхардта, рассматриваемая в настоящей работе, содержит лишь один параметр помимо коэф-
фициента диффузии. Для двупараметрической системы Гирера–Мейнхардта [12] одна из гипотез
работы [11] не выполняется.

Система Гирера–Мейнхардта была предложена в [12], описание математической модели
при различных значениях параметров дано в [13]. В настоящей работе рассматривается част-
ный случай общей модели — система Гирера–Мейнхардта с параметром релаксации τ > 0 [1]
в 𝑚-мерной ограниченной области Ω ⊂ 𝑅𝑚 при 𝑡 > 0 с краевыми условиями Неймана на границе

𝑢𝑡 = ∆𝑢− 𝑢+
𝑢2

𝑣
, τ𝑣𝑡 = 𝑑∆𝑣 − 𝑣 + 𝑢2, (1)

𝜕𝑢

𝜕𝑛

⃒⃒⃒
𝜕Ω

=
𝜕𝑣

𝜕𝑛

⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 0. (2)

Здесь 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡) — активатор, 𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑡) — ингибитор, 𝑑 > 0 — безразмерный коэффициент
диффузии, равный отношению коэффициентов диффузии ингибитора и активатора, ∆ = 𝜕2

𝜕𝑥2
1
+

+ ...+ 𝜕2

𝜕𝑥2
𝑚

— оператор Лапласа. Система (1), (2) имеет единственное пространственно-однородное
положение равновесия

(𝑢0, 𝑣0) = (1, 1). (3)

Решения сингулярно возмущенной системы Гирера–Мейнхардта с параметром релаксации
исследованы в [14], неустойчивость Экхауса и зигзаг-неустойчивость аналитически и численно
исследовались для системы Гирера–Мейнхардта в [15].

Целью настоящей работы является вывод необходимых и достаточных условий неустой-
чивости Тьюринга положения равновесия (3), нахождение критического коэффициента диффузии
и его зависимости от характерного размера области Ω, нахождение вторичных тьюринговых
структур в окрестности положения равновесия при малых отклонениях коэффициента диффузии
от критического значения. Для описания области неустойчивости Тьюринга используется подход
работы [10]. Все построения носят аналитический характер, результаты расчетов приведены лишь
для иллюстрации теоретического материала.
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1. Необходимые условия неустойчивости Тьюринга

Результаты настоящего раздела известны, мы приводим их для полноты изложения и с
целью введения обозначений. Общий подход для нахождения необходимых условий неустойчи-
вости Тьюринга разработан в [9], для системы Гирера–Мейнхардта с параметром релаксации
необходимые условия сформулированы в [1]. Разделив второе уравнение системы (1) на τ, введем
обозначения для слагаемых реакции

𝑓(𝑢, 𝑣) = −𝑢+
𝑢2

𝑣
, 𝑔(𝑢, 𝑣) = −𝑣

τ
+

𝑢2

τ
(4)

и найдем матрицу Якоби J

J =

(︂
𝑓𝑢 𝑓𝑣
𝑔𝑢 𝑔𝑣

)︂ ⃒⃒⃒⃒
⃒
(𝑢0,𝑣0)

=

(︃
1 −1
2

τ
−1

τ

)︃
. (5)

Система (1), (2) в бездиффузионном приближении принимает форму

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= −𝑢+

𝑢2

𝑣
,

𝑑𝑣

𝑑𝑡
= −𝑣

τ
+

𝑢2

τ
, (6)

соответствующее (6) линеаризованное в окрестности (𝑢0, 𝑣0) уравнение имеет вид

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= J𝑦, 𝑦 ∈ 𝑅2, (7)

где J определена в (5). Собственные значения матрицы Якоби J лежат строго в левой полуплоско-
сти тогда и только тогда, когда

Tr(J) ≡ 𝑓𝑢 + 𝑔𝑣 = 1− 1

τ
< 0, Det(J) ≡ 𝑓𝑢𝑔𝑣 − 𝑓𝑣𝑔𝑢 =

1

τ
> 0. (8)

Из (8) получим условие асимптотической устойчивости в бездиффузионном приближении

0 < τ < 1. (9)

Теперь рассмотрим линеаризованную систему с диффузией (1), (2)

𝑢𝑡 = ∆𝑢+ 𝑓𝑢 · 𝑢+ 𝑓𝑣 · 𝑣, 𝑣𝑡 =
𝑑

τ
∆𝑣 + 𝑔𝑢 · 𝑢+ 𝑔𝑣 · 𝑣, (10)

𝜕𝑢

𝜕𝑛

⃒⃒⃒
𝜕Ω

=
𝜕𝑣

𝜕𝑛

⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 0, (11)

где элементы матрицы Якоби заданы в (5).
Пусть µ𝑘 и ψ𝑘 — собственные значения и собственные функции оператора −∆ с краевыми

условиями Неймана, 𝑘 = 0, 1, 2...

∆ψ𝑘 + µ𝑘ψ𝑘 = 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝜕ψ𝑘
𝜕𝑛

⃒⃒⃒
𝜕Ω

= 0. (12)

Собственное значение линейного оператора называется простым, если размерность пространства
всех собственных и присоединенных векторов, отвечающих данному собственному значению,
равна единице. В настоящей работе так же, как и в [10], предполагается простота собственных
значений µ𝑘.
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Пусть 𝐻 — гильбертово пространство вектор-функций 𝑤 = (𝑢, 𝑣) с компонентами
𝑢, 𝑣 ∈ 𝐿2(Ω). Пусть оператор A0 : 𝐻 → 𝐻 , действующий по правилу A0 = 𝐷∆, определен
на множестве вектор-функций 𝑤 = (𝑢, 𝑣) с компонентами из пространства Соболева 𝑊 2

2 (Ω),
удовлетворяющими краевым условиям (2), где 𝐷 — это матрица

𝐷 =

(︃
1 0

0
𝑑

τ

)︃
. (13)

Тогда линеаризованная система (10), (11) сводится к уравнению в 𝐻

𝑤𝑡 = A𝑤, A = A0 + J, 𝑤 ∈ 𝐻. (14)

Спектр оператора A дискретен в силу компактности его резольтвенты в 𝐻 .

Определение 1. Положение равновесия (𝑢0, 𝑣0) называется неустойчивым по Тьюрингу, если
все собственные значения линеаризованной задачи в бездиффузионном приближении (7) лежат
строго в левой полуплоскости и существует собственное значение линеаризованной задачи с
диффузией (14), которое лежит в правой полуплоскости.

Рассмотрим линейную спектральную задачу для оператора A (14) в 𝐻:

A3 = λ3, 3 ̸= 0. (15)

Получим необходимые условия существования собственного значения оператора A в правой
полуплоскости.

Разыскивая собственную функцию 3 (15) в виде ряда по собственным функциям оператора
Лапласа с векторными коэффициентами

3 =

+∞∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘ψ𝑘, 𝐶𝑘 = (𝑐1𝑘, 𝑐
2
𝑘), (16)

после подстановки рядов (16) в (15) и приравнивания коэффициентов при одинаковых собствен-
ных функциях ψ𝑘, для любого фиксированного 𝑘 получим линейную систему с матрицей J𝑘,
которой соответствует собственное значение λ𝑘 и собственный вектор 𝐶𝑘:

J𝑘𝐶𝑘 = λ𝑘𝐶𝑘, 𝐶𝑘 ̸= 0, (17)
где J𝑘 определена формулой

Jk =

(︃
𝑓𝑢 − µ𝑘 𝑓𝑣

𝑔𝑢 𝑔𝑣 −
𝑑

τ
µ𝑘

)︃ ⃒⃒⃒⃒
⃒
(𝑢0,𝑣0)

=

(︃
1− µ𝑘 −1

2

τ
−1

τ
− 𝑑

τ
µ𝑘

)︃
, (18)

причем определитель и след матрицы Jk подчиняются соотношениям

Tr(J𝑘) = Tr(J)−
(︂
1 +

𝑑

τ

)︂
µ𝑘 < Tr(J) < 0,

Det(J𝑘) =
𝑑

τ
µ2𝑘 −

(︂
𝑑

τ
· 𝑓𝑢 + 𝑔𝑣

)︂
µ𝑘 +Det(J).

Так как Tr(J𝑘) < Tr(J) < 0, то потеря устойчивости равновесия (𝑢0, 𝑣0) может произойти,
только если определитель обратится в нуль: Det(J𝑘) = 0. Так как Det(J) > 0 (8), то 𝑘 > 0 и,
следовательно, µ𝑘 > 0.

Через ℎ(µ) обозначим многочлен

ℎ(µ) = 𝑑µ2 − (𝑑− 1)µ+ 1. (19)

Равенство Det(J𝑘) = 0 возможно тогда и только тогда, когда ℎ(µ𝑘) = 0.
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Для того чтобы линеаризованная система с диффузией (8), (9) имела собственное значение
в правой полуплоскости, необходимо, чтобы трехчлен ℎ(µ) имел положительные корни. Для этого
дискриминант трехчлена должен быть неотрицательным, а второй коэффициент отрицательным.
Отсюда получаем ограничение на коэффициент диффузии

𝑑 ⩾
(︁
1 +

√
2
)︁2

. (20)

В совокупности неравенства (9) и (20) приводят к необходимым условиям неустойчивости
Тьюринга на плоскости параметров (τ, 𝑑) [1]:

0 < τ < 1, 𝑑 ⩾
(︁
1 +

√
2
)︁2

. (21)

2. Достаточные условия неустойчивости Тьюринга

Применяя подход [10], получим ограничения на параметры системы, при которых у ли-
неаризованной системы реакции–диффузии (8), (9) существует собственное значение в правой
полуплоскости. Учтем дискретность спектра оператора A. Выразим из уравнения ℎ(µ𝑘) = 0, где
ℎ(µ) задано в (19), коэффициент диффузии 𝑑:

𝑑𝑘 =
µ𝑘 + 1

µ𝑘(1− µ𝑘)
. (22)

Условие положительности коэффициента диффузии (22) проводит к ограничению

µ𝑘 < 1. (23)

Если это условие не выполняется, то неустойчивость Тьюринга не возникает. В одномерном
случае Ω = (0, ℓ), когда µ𝑘 =

(︀
π𝑘
ℓ

)︀2
, приходим к оценке снизу на размер области: ℓ > π𝑘.

Введем обозначение для 𝑘 ∈ 𝑁

γ𝑘 = µ𝑘 + µ𝑘+1 + µ𝑘µ𝑘+1. (24)

Заметим, что выражение (24) участвует также в описании области достаточных условий неустой-
чивости Тьюринга для системы Шнакенберга [10], брюсселятора и других систем [11].

С помощью элементарных выкладок доказывается утверждение.

Утверждение 1. Пусть µ𝑘 < 1 и µ𝑘+1 < 1. Равенство 𝑑𝑘 = 𝑑𝑘+1 выполняется тогда и только
тогда, когда γ𝑘 = 1, причем неравенство 𝑑𝑘 < 𝑑𝑘+1 равносильно неравенству γ𝑘 > 1.

Заметим, что для функции

𝑑(𝑦) =
𝑦 + 1

𝑦(1− 𝑦)
, 0 < 𝑦 < 1, (25)

значение 𝑦 =
√
2 − 1 является точкой глобального минимума, причем 𝑑(

√
2 − 1) = (

√
2 + 1)2.

Следовательно, для 𝑑𝑘 (22) выполняется неравенство: 𝑑𝑘 ⩾ (1 +
√
2)2.

Определение 2. Критическим значением волнового числа назовем такое число 𝑘, для которого
собственное значение µ𝑘 является корнем многочлена ℎ(µ): ℎ(µ𝑘) = 0, при этом для 𝑑<𝑑𝑘 все
собственные значения линеаризованной системы с диффузией (14) лежат строго в левой полу-
плоскости, а для 𝑑 > 𝑑𝑘 существует собственное значение системы (14) в правой полуплоскости.
При выполнении этих условий 𝑑𝑘 называется критическим коэффициентом диффузии.
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Для нахождения критического коэффициента диффузии нам понадобится следующее вспо-
могательное утверждение, которое доказывается аналогично утверждению 1.

Утверждение 2. Пусть 1 ⩽ 𝑘 < 𝑚, µ𝑘 < 1 и µ𝑚 < 1, введем обозначение

γ𝑘,𝑚 = µ𝑘 + µ𝑚 + µ𝑘µ𝑚.

Равенство 𝑑𝑘 = 𝑑𝑚 выполняется тогда и только тогда, когда γ𝑘,𝑚 = 1, причем неравенство
𝑑𝑘 < 𝑑𝑚 равносильно неравенству γ𝑘,𝑚 > 1.

Утверждения 1 и 2 справедливы для произвольной ограниченной области Ω, в которой
оператор Лапласа имеет простые собственные значения µ𝑘 (12). Опишем алгоритм нахождения
критического волнового числа 𝑘 и установим зависимость критического коэффициента диффузии
𝑑𝑘 от характерного размера области Ω. Сначала проведем рассуждения для одномерного случая
Ω = (0, ℓ).

2.1. Одномерный случай. В этом случае µ𝑘 =
(︀
π𝑘
ℓ

)︀2
. Через ℓ𝑘,𝑘+1 обозначим длину

отрезка, для которой 𝑑𝑘 = 𝑑𝑘+1, 𝑘 ∈ 𝑁 . Найдем ℓ𝑘,𝑘+1 из уравнения γ𝑘 = 1:

ℓ2𝑘,𝑘+1 =
π2

2

(︁√︀
(𝑘2 + (𝑘 + 1)2)2 + 4𝑘2(𝑘 + 1)2 + 𝑘2 + (𝑘 + 1)2

)︁
. (26)

Аналогично, следуя утверждению 2, при 1 ⩽ 𝑘 < 𝑚, через ℓ𝑘,𝑚 обозначим длину отрезка, для
которой 𝑑𝑘 = 𝑑𝑚. Найдем ℓ𝑘,𝑚 из уравнения γ𝑘,𝑚 = 1:

ℓ2𝑘,𝑚 =
π2

2

(︁√︀
(𝑘2 +𝑚2)2 + 4𝑘2𝑚2 + 𝑘2 +𝑚2

)︁
. (27)

Очевидно, что при 𝑚 < 𝑛 выполняется неравенство ℓ𝑘,𝑚 < ℓ𝑘,𝑛. Найдем значение критического
коэффициента диффузии в зависимости от характерного размера области.

Приближенные значения границ отрезка ℓ𝑘,𝑘+1, соответствующие нескольким первым
критическим значениям волнового числа 𝑘, приведены в табл. 1.

Таблица 1. Границы отрезка ℓ𝑘,𝑘+1, соответствующие критическим
значениям волнового числа 𝑘

Table 1. Boundaries of the segment ℓ𝑘,𝑘+1, corresponding to the critical
values of the wave number 𝑘

Критическое волновое число Промежуток Границы

𝑘 = 1 ℓ ∈ (π, ℓ1,2) ℓ1,2 = 2.38779 · π
𝑘 = 2 ℓ ∈ (ℓ1,2, ℓ2,3) ℓ2,3 = 3.91738 · π
𝑘 = 3 ℓ ∈ (ℓ2,3, ℓ3,4) ℓ3,4 = 5.46148 · π
𝑘 = 4 ℓ ∈ (ℓ3,4, ℓ4,5) ℓ4,5 = 7.00999 · π
𝑘 = 5 ℓ ∈ (ℓ4,5, ℓ5,6) ℓ5,6 = 8.56046 · π
𝑘 = 6 ℓ ∈ (ℓ5,6, ℓ6,7) ℓ6,7 = 10.11195 · π
𝑘 = 7 ℓ ∈ (ℓ6,7, ℓ7,8) ℓ7,8 = 11.66406 · π
𝑘 = 8 ℓ ∈ (ℓ7,8, ℓ8,9) ℓ8,9 = 13.21656 · π
𝑘 = 9 ℓ ∈ (ℓ8,9, ℓ9,10) ℓ9,10 = 14.76934 · π
𝑘 = 10 ℓ ∈ (ℓ9,10, ℓ10,11) ℓ10,11 = 16.3223 · π
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Рис. 1. Зависимость критического коэффициента диффузии 𝑑𝑘(ℓ) от длины отрезка (в логарифмическом масштабе)

Fig. 1. Dependence of the critical diffusion coefficient 𝑑𝑘(ℓ) on the length of the segment (on a logarithmic scale)

Утверждение 3. Пусть ℓ ∈ (ℓ𝑘−1,𝑘, ℓ𝑘,𝑘+1), где 𝑘 ∈ 𝑁 и ℓ0,1 = π. Тогда

𝑑𝑘 = min
𝑚

𝑑𝑚, (28)

где минимум берется по всем 𝑚, для которых определено выражение 𝑑𝑚 .

Доказательство. Докажем утверждение 3. Рассмотрим промежуток ℓ ∈ (ℓ0,1, ℓ1,2). При ℓ ∈ (π, 2π]
определено только значение 𝑑1. При ℓ ∈ (2π, ℓ1.2) определены 𝑑1 и 𝑑2, но из неравенства γ1 > 1

следует, что 𝑑1 < 𝑑2. Аналогичные рассуждения проводятся для нескольких первых значений 𝑘.
Пусть теперь 𝑘 > 1, ℓ ∈ (ℓ𝑘−1,𝑘, ℓ𝑘,𝑘+1). С ростом ℓ функции µ𝑘(ℓ), а также γ𝑘(ℓ) убывают, и

на промежутке ℓ ∈ (ℓ𝑘−1,𝑘, ℓ𝑘,𝑘+1) могут быть определены несколько коэффициентов диффузии 𝑑𝑚.
Покажем, что 𝑑𝑘 — минимальный из них.

Сначала докажем, что 𝑑𝑚 > 𝑑𝑘 при 𝑚 < 𝑘. Действительно, неравенство 𝑑𝑚 > 𝑑𝑘 рав-
носильно неравенству γ𝑚,𝑘 < 1, которое, в свою очередь, равносильно ℓ > ℓ𝑚,𝑘. Так как
max
𝑚<𝑘

ℓ𝑚,𝑘 = ℓ𝑘−1,𝑘, то на указанном промежутке неравенство выполняется.

Далее убедимся, что 𝑑𝑘 < 𝑑𝑛 при 𝑛 > 𝑘, Действительно, данное неравенство равносильно
следующему: γ𝑘,𝑛 > 1, которое выполняется при ℓ < ℓ𝑘,𝑛. Так как min

𝑛>𝑘
ℓ𝑘,𝑛 = ℓ𝑘,𝑘+1, то требуемое

неравенство доказано. □
Из утверждения 3 следует, что формула (28) дает критическое значение коэффициента

диффузии 𝑑𝑘, где 𝑘 — критическое волновое число. В переменных (τ, 𝑑) при ℓ ∈ (ℓ𝑘−1,𝑘, ℓ𝑘,𝑘+1)

область достаточных условий неустойчивости Тьюринга имеет вид

0 < τ < 1, 𝑑 ⩾ 𝑑𝑘. (29)

Пусть 𝑑𝑘(ℓ) = 𝑑
(︁(︀
π𝑘
ℓ

)︀2)︁
, где функция 𝑑𝑘(𝑦) определена в (25). Для описания взаимного

расположения кривых 𝑑𝑘(ℓ) докажем следующее утверждение.
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Утверждение 4. На каждом промежутке ℓ ∈ (ℓ𝑘−1,𝑘, ℓ𝑘,𝑘+1), 𝑘 ∈ 𝑁 , существует единственная
точка минимума ℓ = ℓ* функции 𝑑𝑘(ℓ), причем 𝑑𝑘(ℓ*) = (1 +

√
2)2 и

ℓ2* =
(︀
1 +

√
2
)︀(︀
π𝑘
)︀2
; ℓ2𝑘−1,𝑘 ⩽

(︀
1 +

√
2
)︀(︀
π𝑘
)︀2

⩽ ℓ2𝑘,𝑘+1. (30)

Доказательство. Для доказательства утверждения 4 сделаем в (25) замену переменных ξ = 1
µ .

Тогда

𝑑(ξ) =
ξ(ξ+ 1)

ξ− 1
. (31)

Легко убедиться, что ξ* = 1 +
√
2 является точкой глобального минимума функции 𝑑(ξ), соответ-

ствующее критическое значение длины отрезка равно ℓ2* = (π𝑘)2ξ*.
Далее, из (26) получаем неравенство

ℓ2𝑘,𝑘+1

(π𝑘)2
=

1

2

⎛⎝√︃(︂1 + (𝑘 + 1)2

𝑘2

)︂2

+ 4
(𝑘 + 1)2

𝑘2
+ 1 +

(𝑘 + 1)2

𝑘2

⎞⎠ ⩾ 1 +
√
2. (32)

Аналогично

ℓ2𝑘−1,𝑘

(π𝑘)2
=

1

2

⎛⎝√︃(︂1 + (𝑘 − 1)2

𝑘2

)︂2

+ 4
(𝑘 − 1)2

𝑘2
+ 1 +

(𝑘 − 1)2

𝑘2

⎞⎠ ⩽ 1 +
√
2. (33)

Из (32) и (33) вытекает (30). □

2.2. Случай прямоугольника. Пусть теперь Ω = (0, 𝑎)× (0, 𝑏). Так как по предположе-
нию собственные значения оператора Лапласа простые, то рассмотрим случай несоизмеримых
квадратов сторон прямоугольника. Для определенности

𝑏2 =
𝑎2√
2
. (34)

Введя обозначение 𝑧 =
(︁𝑎
π

)︁2
, выпишем собственные значения оператора Лапласа:

λ𝑚,𝑛 =
(︁π
𝑎

)︁2
(𝑚2 +

√
2𝑛2) =

𝑚2 +
√
2𝑛2

𝑧
, 𝑚, 𝑛 = 0, 1, . . . . (35)

Упорядочим λ𝑚,𝑛 по возрастанию:

µ1 = λ1,0; µ2 = λ0,1; µ3 = λ1,1;

µ4 = λ2,0; µ5 = λ2,1; µ6 = λ0,2; . . . (36)

Таким образом,

µ𝑘 =
ν𝑘
𝑧
; ν𝑘 = 𝑚2 +

√
2𝑛2. (37)

Через 𝑎𝑘,𝑚 обозначим длину стороны прямоугольника, для которой 𝑑𝑘 = 𝑑𝑚. Найдем 𝑎𝑘,𝑘+1

из уравнения γ𝑘 = 1. Имеем

𝑧2 − (ν𝑘 + ν𝑘+1)𝑧 − ν𝑘ν𝑘+1 = 0. (38)
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Так как 𝑧 > 0, то

𝑎2𝑘,𝑘+1 =
π2

2

(︁√︀
(ν𝑘 + ν𝑘+1)2 + 4ν𝑘ν𝑘+1 + ν𝑘 + ν𝑘+1

)︁
. (39)

Пусть 𝑑𝑘(𝑎) = 𝑑
(︁(︀
π
𝑎

)︀2 ν𝑘)︁, где 𝑑𝑘(𝑦) определено в (25). Аналогично утверждению 4
доказывается следующее утверждение.

Утверждение 5. На каждом промежутке 𝑎 ∈ (𝑎𝑘−1,𝑘, 𝑎𝑘,𝑘+1), 𝑘 ∈ 𝑁 , существует единствен-
ная точка минимума 𝑎 = 𝑎* функции 𝑑𝑘(𝑎), причем 𝑑𝑘(𝑎*) = (1 +

√
2)2 и

𝑎2* =
(︀
1 +

√
2
)︀
π2ν𝑘; 𝑎2𝑘−1,𝑘 ⩽

(︀
1 +

√
2
)︀
π2ν𝑘 ⩽ 𝑎2𝑘,𝑘+1. (40)

Из утверждений 4 и 5, а также условий (21) и (29) вытекает, что на каждом промежутке
ℓ ∈ (ℓ𝑘−1,𝑘, ℓ𝑘,𝑘+1) и 𝑎 ∈ (𝑎𝑘−1,𝑘, 𝑎𝑘,𝑘+1), соответственно, существует единственное значение
характерного размера области ℓ* (соответственно, 𝑎*), для которого необходимые и достаточные
условия неустойчивости Тьюринга совпадают. Для систем реакции–диффузии с двумя пара-
метрами, например, для системы Шнакенберга, возникает похожая ситуация [10, 11]. В точке
пересечения кривых необходимых и достаточных условий неустойчивости Тьюринга происходит
касание этих кривых. Для однопараметрической системы Гирера–Мейнхардта кривая достаточных
условий 𝑑𝑘(ℓ) (или 𝑑𝑘(𝑎)) в точке минимума касается кривой необходимых условий 𝑑 = (1+

√
2)2.

Приближенные значения границ длины стороны прямоугольника 𝑎𝑘,𝑘+1, соответствующие
нескольким первым значениям волнового числа 𝑘, приведены в табл. 2.

Таблица 2. Границы стороны 𝑎𝑘,𝑘+1, соответствующие критическим
значениям волнового числа 𝑘

Table 2. Boundaries 𝑎𝑘,𝑘+1 of the side corresponding to the critical
values of the wave number 𝑘

Критическое волновое число Промежуток Границы

𝑘 = 1 𝑎 ∈ (π, 𝑎1,2) 𝑎1,2 = 1.70341 · π
𝑘 = 2 𝑎 ∈ (𝑎1,2, 𝑎2,3) 𝑎2,3 = 2.13887 · π
𝑘 = 3 𝑎 ∈ (𝑎2,3, 𝑎3,4) 𝑎3,4 = 2.76998 · π
𝑘 = 4 𝑎 ∈ (𝑎3,4, 𝑎4,5) 𝑎4,5 = 3.36546 · π
𝑘 = 5 𝑎 ∈ (𝑎4,5, 𝑎5,6) 𝑎5,6 = 3.65555 · π
𝑘 = 6 𝑎 ∈ (𝑎5,6, 𝑎6,7) 𝑎6,7 = 3.85352 · π
𝑘 = 7 𝑎 ∈ (𝑎6,7, 𝑎7,8) 𝑎7,8 = 4.3402 · π
𝑘 = 8 𝑎 ∈ (𝑎7,8, 𝑎8,9) 𝑎8,9 = 4.74518 · π
𝑘 = 9 𝑎 ∈ (𝑎8,9, 𝑎9,10) 𝑎9,10 = 4.92167 · π
𝑘 = 10 𝑎 ∈ (𝑎9,10, 𝑎10,11) 𝑎10,11 = 5.28149 · π

3. Вторичные стационарные решения

Будем интересоваться вторичными стационарными решениями исходной нелинейной си-
стемы (1), (2) , которые возникают при критическом значении коэффициента диффузии 𝑑 = 𝑑𝑘
в результате потери устойчивости положения равновесия (𝑢0, 𝑣0). При рассмотрении неустойчи-
вости Тьюринга такие решения называются тьюринговыми структурами.
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Для отыскания тьюринговых структур применим метод Ляпунова–Шмидта в форме, раз-
витой В. И. Юдовичем [16,17]. Этот метод, наряду с методом центрального многообразия, при-
меняется в задачах, описываемых параболическими уравнениями, в частности, уравнениями
гидродинамики [18], а также уравнениями реакции–диффузии [4–7]. Сначала рассматриваются
линейная спектральная и линейная сопряженная задачи, затем решение нелинейных уравнений
разыскивается в виде ряда по степеням надкритичности. Для отыскания членов ряда получаем
линейные неоднородные уравнения, из условия разрешимости которых находим коэффициенты
уравнения разветвления.

3.1. Линейная спектральная и линейная сопряженная задачи. Здесь и далее 𝑘 — кри-
тическое волновое число, оператор A определен в (14). Тогда сопряженный к оператору A имеет
вид: A*=A0 + J*, где через J* обозначен конечномерный оператор, которому соответствует
транспонированная к J (5) матрица J*. Найдем собственные функции операторов A и A*, соот-
ветствующие нулевому собственному значению:

A3𝑘 = 0, A*𝛷𝑘 = 0, 3𝑘 ̸= 0, 𝛷𝑘 ̸= 0. (41)

Из (15)–(17) следует, что собственные функции имеют вид

3𝑘(𝑥) = 𝐶𝑘ψ𝑘(𝑥), 𝛷𝑘(𝑥) = 𝐷𝑘ψ𝑘(𝑥), (42)

где ψ𝑘(𝑥) — собственные функции оператора Лапласа (12), а векторные коэффициенты 𝐶𝑘 и 𝐷𝑘

являются собственными векторами матриц J𝑘 и J*𝑘, соответственно:

J𝑘𝐶𝑘 = 0, J*𝑘𝐷𝑘 = 0, 𝐶𝑘 ̸= 0, 𝐷𝑘 ̸= 0. (43)

Из (43) находим координаты 𝐶𝑘 и 𝐷𝑘:

𝐶𝑘 = (1; 1− µ𝑘), 𝐷𝑘 =
(︁
1;− τ

2
(1− µ𝑘)

)︁
. (44)

Заметим, что в силу ограничений на собственные значения 0 < µ𝑘 < 1 и параметр релаксации
0 < τ < 1 скалярное произведение векторов 3𝑘 и 𝛷𝑘 положительно∫︁

Ω

3𝑘(𝑥)𝛷𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =
(︁
1− τ

2
(1− µ𝑘)2

)︁∫︁
Ω

ψ2𝑘(𝑥)𝑑𝑥 > 0. (45)

Из условия (45) следует отсутствие клеток в матричном представлении оператора A.

3.2. Уравнение возмущений. После замены переменных в окрестности положения равно-
весия (𝑢0; 𝑣0) = (1; 1) (для удобства оставим прежние обозначения (𝑢; 𝑣)):

𝑢 → 𝑢+ 1; 𝑣 → 𝑣 + 1 (46)

из (1) приходим к уравнению возмущений

𝑢𝑡 = ∆𝑢− (𝑢+ 1) +
(𝑢+ 1)2

𝑣 + 1
, τ𝑣𝑡 = 𝑑∆𝑣 − (𝑣 + 1) + (𝑢+ 1)2. (47)
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Преобразуем нелинейное слагаемое в первом уравнении (1). Воспользовавшись разложением в
ряд Тейлора и оставляя слагаемые не выше третьей степени

1

𝑣 + 1
= 1− 𝑣 + 𝑣2 − 𝑣3 + . . . ,

−(𝑢+ 1) + (1 + 𝑢)2(1− 𝑣 + 𝑣2 − 𝑣3 + . . .) = 𝑢− 𝑣 + (𝑢− 𝑣)2 − 𝑣(𝑢− 𝑣)2 + . . . ,

приведем уравнения (46) к виду

𝑢𝑡 = ∆𝑢+ 𝑢− 𝑣 + (𝑢− 𝑣)2 − 𝑣(𝑢− 𝑣)2, τ𝑣𝑡 = 𝑑∆𝑣 + 2𝑢− 𝑣 + 𝑢2. (48)

Пусть ℓ ∈ (ℓ𝑘−1,𝑘, ℓ𝑘,𝑘+1), где 𝑘 — критическое волновое число. Введем параметр надкри-
тичности 𝜀 с помощью замены переменных

𝑑 = 𝑑𝑘 + 𝜀2. (49)

Тогда уравнение возмущений (48) принимает вид:

𝑢𝑡 = ∆𝑢+ 𝑢− 𝑣 + (𝑢− 𝑣)2 − 𝑣(𝑢− 𝑣)2, τ𝑣𝑡 = 𝑑𝑘∆𝑣 + 2𝑢− 𝑣 + 𝑢2 + 𝜀2∆𝑣. (50)

Будем разыскивать стационарное решение системы (50) в виде рядов по степеням па-
раметра 𝜀

𝑢(𝑥) =

+∞∑︁
𝑘=1

𝜀𝑘𝑢𝑘(𝑥), 𝑣(𝑥) =

+∞∑︁
𝑘=1

𝜀𝑘𝑣𝑘(𝑥). (51)

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях 𝜀. При 𝜀1 приходим к задаче

0 = ∆𝑢1 + 𝑢1 − 𝑣1, 0 = 𝑑𝑘∆𝑣1 + 2𝑢1 − 𝑣1, (52)

решением которой является

(𝑢1; 𝑣1) = β13𝑘(𝑥) = β1𝐶𝑘ψ𝑘(𝑥), (53)

где 3𝑘(𝑥), 𝐶𝑘 определены в (41), (44), амплитуда β1 пока не определена.

3.3. Уравнения при 𝜀2. Приравнивая в (50) выражения при 𝜀2, для нахождения (𝑢2, 𝑣2)

приходим к системе

∆𝑢2 + 𝑢2 − 𝑣2 = −(𝑢1 − 𝑣1)
2, 𝑑𝑘∆𝑣2 + 2𝑢2 − 𝑣2 = −𝑢21. (54)

Учитывая выражения 𝑢1, 𝑣1 (53), найдем вектор-функцию правой части системы (54)

𝑓2(𝑥) = −(µ2𝑘; 1)β
2
1ψ

2
𝑘(𝑥). (55)

Условием разрешимости системы (54) является ортогональность правой части 𝑓2 собственному
вектору 𝛷𝑘(𝑥) линейного сопряженного оператора A*:∫︁

Ω

𝑓2(𝑥)𝛷𝑘(𝑥)𝑑𝑥 = −β21
(︁
µ2𝑘 −

τ
2
(1− µ𝑘)

)︁∫︁
Ω

ψ3𝑘(𝑥)𝑑𝑥 = 0. (56)

Условие (56) выполняется в одномерном случае, а также в случае прямоугольного парал-
лелепипеда в силу равенства нулю интеграла от куба собственной функции. Далее рассмотрим
одномерный случай.
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3.3.1. Нелинейная добавка в одномерном случае. В одномерном случае формула (55)
принимает вид

𝑓2(𝑥) = −(µ2𝑘; 1)β
2
1

1

2

(︂
1 + cos

(︂
2π𝑘
ℓ

𝑥

)︂)︂
. (57)

Следовательно, решение системы (54) имеет следующую структуру

(𝑢2; 𝑣2) = β23𝑘(𝑥) + 𝑧0 + 𝑧(𝑥), (58)

где первое слагаемое есть решение однородного уравнения, соответствующего уравнению (54),
а второе и третье — неоднородного:

𝑧0 = (𝐶0
1 ;𝐶

0
2 ); 𝑧(𝑥) = (𝐶1

1 ;𝐶
1
2 ) cos

(︂
2π𝑘
ℓ

𝑥

)︂
. (59)

Для нахождения 𝑧0 из (54) приходим к системе

𝐶0
1 − 𝐶0

2 = −1

2
β21µ

2
𝑘, 2𝐶0

1 − 𝐶0
2 = −1

2
β21, (60)

решением которой является

𝐶0
1 =

1

2
β21(µ

2
𝑘 − 1), 𝐶0

2 =
1

2
β21(2µ

2
𝑘 − 1). (61)

Теперь найдем 𝑧(𝑥). Коэффициенты 𝐶1
1 и 𝐶1

2 удовлетворяют уравнениям

𝐶1
1 (1− µ2𝑘)− 𝐶1

2 = −1

2
β21µ

2
𝑘, 2𝐶1

1 − 𝐶1
2 (𝑑𝑘µ2𝑘 + 1) = −1

2
β21. (62)

Определитель системы (62) имеет вид

∆(µ𝑘) = 𝑑𝑘µ2𝑘(µ2𝑘 − 1) + µ2𝑘 + 1. (63)

Если µ2𝑘 ⩾ 1, то из (63) следует, что определитель системы ∆(µ𝑘) > 0. Если µ2𝑘 < 1, то определен
коэффициент диффузии 𝑑2𝑘 и, преобразовав выражение (63), вновь получим положительность
определителя системы:

∆(µ𝑘) = µ2𝑘(µ2𝑘 − 1)(𝑑𝑘 − 𝑑2𝑘) > 0, (64)

так как при ℓ ∈ (ℓ𝑘−1,𝑘, ℓ𝑘,𝑘+1) имеем 𝑑𝑘 < 𝑑2𝑘.
Для дальнейшего нам понадобится еще одно выражение ∆(µ𝑘). Учитывая соотношение

µ2𝑘 = 4µ𝑘, преобразуем (64) к виду

∆(µ𝑘) =
3(4µ2𝑘 + 5µ𝑘 − 1)

1− µ𝑘
=

3(γ𝑘,2𝑘 − 1)

1− µ𝑘
> 0. (65)

Теперь из (62) найдем 𝐶1
1 и 𝐶1

2

𝐶1
1 =

1

2

β21
∆(µ𝑘)

(µ2𝑘(𝑑𝑘µ2𝑘 + 1)− 1), 𝐶1
2 =

1

2

β21
∆(µ𝑘)

(2µ2𝑘 − (1− µ2𝑘)). (66)
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3.3.2. Нелинейная добавка в случае прямоугольника. Пусть Ω = (0, 𝑎)× (0, 𝑏), стороны
прямоугольника связаны соотношением (34), 𝑘 — критическое значение волнового числа. Для
удобства введем следующие обозначения: µ𝑘 = λ𝑚,𝑛 и ψ𝑘 = Ψ𝑚,𝑛(𝑥1, 𝑥2) — собственные значения
и собственные функции оператора −∆ с краевыми условиями Неймана

∆Ψ𝑚,𝑛 + λ𝑚,𝑛Ψ𝑚,𝑛 = 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝜕Ψ𝑚,𝑛

𝜕𝑛
|𝜕Ω = 0. (67)

Возможны три типа собственных значений и собственных функций.
Тип 1. При 𝑚 ̸= 0, 𝑛 = 0

µ𝑘 =
(︁π
𝑎

)︁2
·𝑚2; Ψ𝑚,𝑛 = cos

(︁π𝑚
𝑎

𝑥1

)︁
. (68)

В этом случае собственное значение задачи в прямоугольнике совпадает с собственным значением
µ𝑚 в одномерном случае при ℓ = 𝑎, а собственная функция — с собственной функцией ψ𝑚(𝑥1) в
одномерном случае.

Таким образом, коэффициенты разложений вторичных решений при 𝜀2 имеют вид (58), (59),
где µ𝑘 = λ𝑚,0, µ2𝑘 = λ2𝑚,0, а собственную функцию cos

(︀
2π𝑘
ℓ 𝑥
)︀

надо заменить на cos
(︀
2π𝑚
𝑎 𝑥1

)︀
.

Тип 2. При 𝑚 = 0, 𝑛 ̸= 0

µ𝑘 =
(︁π
𝑏

)︁2
· 𝑛2; Ψ𝑚,𝑛 = cos

(︁π𝑛
𝑏
𝑥2

)︁
. (69)

В этом случае собственное значение задачи в прямоугольнике совпадает с собственным значением
µ𝑛 при ℓ = 𝑏 в одномерном случае, а собственная функция — с собственной функцией ψ𝑛(𝑥2) в
одномерном случае.

Тогда, как и для типа 1, уравнения при 𝜀2 уже решены в одномерном случае. Коэффициенты
разложений вторичных решений при 𝜀2 имеют вид (58), (59), где µ𝑘 = λ0,𝑛, µ2𝑘 = λ0,2𝑛, а
собственную функцию cos

(︀
2π𝑘
ℓ 𝑥
)︀

надо заменить на cos
(︀
2π𝑛
𝑏 𝑥2

)︀
.

Тип 3. При 𝑚 ̸= 0, 𝑛 ̸= 0

µ𝑘 =
(︁π
𝑎

)︁2
·𝑚2 +

(︁π
𝑏

)︁2
· 𝑛2; Ψ𝑚,𝑛 = cos

(︁π𝑛
𝑏
𝑥2

)︁
cos
(︁π𝑛

𝑏
𝑥2

)︁
. (70)

Заметим, что в прямоугольнике связь между 𝑘 и ν𝑘 в общем случае неизвестна.
Очевидно, что для собственных функций первого и второго типов уравнения при 𝜀2 уже

рассмотрены в одномерном случае. Рассмотрим собственные функции третьего типа. Из равенства

Ψ2
𝑚,𝑛 =

1

4

(︂
1 + cos

(︂
2π𝑚
𝑎

𝑥1

)︂
+ cos

(︂
2π𝑛
𝑏

𝑥2

)︂
+ cos

(︂
2π𝑚
𝑎

𝑥1

)︂
cos
(︁
2
π𝑛
𝑏
𝑥2

)︁)︂
(71)

следует, что в выражении (58) слагаемое 𝑧0 = 𝐶0 имеет тот же вид, что и в (59), а слагаемое
𝑧(𝑥) имеет следующую структуру

𝑧(𝑥) = 𝐶1 cos

(︂
2π𝑚
𝑎

𝑥1

)︂
+𝐶2 cos

(︂
2π𝑛
𝑏

𝑥2

)︂
+𝐶3 cos

(︂
2π𝑚
𝑎

𝑥1

)︂
cos

(︂
2π𝑛
𝑏

𝑥2

)︂
. (72)

Константы 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 находятся с помощью тех же рассуждений, что и для собственных
функций первого и второго типов. В настоящей работе третий тип собственных функций не
рассматривается.

514
Ревина С. В., Рябов А. С.

Известия вузов. ПНД, 2023, т. 31, № 4



3.4. Уравнения при 𝜀3. Приравнивая в (50) выражения при 𝜀3, для нахождения (𝑢3, 𝑣3)

приходим к системе

∆𝑢3 + 𝑢3 − 𝑣3 = −2(𝑢1 − 𝑣1)(𝑢2 − 𝑣2) + 𝑣1(𝑢1 − 𝑣1)
2 ≡ 𝐹1,

𝑑𝑘∆𝑣3 + 2𝑢3 − 𝑣3 = −∆𝑣1 − 2𝑢1𝑢2 ≡ 𝐹2. (73)

3.4.1. Условие разрешимости в одномерном случае. Учитывая выражения 𝑢1, 𝑣1 (53) и
𝑢2, 𝑣2 (58), найдем вектор-функцию правой части системы (74) 𝑓3(𝑥) = (𝐹1;𝐹2):

𝐹1 = −2β1β2µ2𝑘ψ
2
𝑘(𝑥)− 2β1µ𝑘(𝐶

0
1 − 𝐶0

2 )ψ𝑘(𝑥)− 2β2µ𝑘(𝐶
1
1 − 𝐶1

2 )ψ𝑘ψ2𝑘 +

+ β31µ
2
𝑘(1− µ𝑘)ψ3𝑘(𝑥),

𝐹2 = β1µ𝑘(1− µ𝑘)ψ𝑘(𝑥)− 2β1β2ψ2𝑘(𝑥)− 2β1𝐶0
1ψ𝑘(𝑥)− 2β1𝐶1

1ψ𝑘(𝑥)ψ2𝑘(𝑥). (74)

Условие разрешимости уравнения при 𝜀3 — ортогональность правой части системы решению
однородного сопряженного уравнения:∫︁

Ω

𝑓3(𝑥)𝛷𝑘(𝑥)𝑑𝑥 = 0. (75)

Оно имеет вид

2µ𝑘(𝐶
0
1 − 𝐶0

2 ) + µ𝑘(𝐶
1
1 − 𝐶1

2 )−
3

4
β21µ

2
𝑘(1− µ𝑘) +

+
τ
2
(1− µ𝑘)[µ𝑘(1− µ𝑘)− 2𝐶0

1 − 𝐶1
1 ] = 0. (76)

После подстановки коэффициентов 𝐶0
1 , 𝐶

0
2 , 𝐶

1
1 , 𝐶

1
2 в (76) условие разрешимости (75) принима-

ет вид

β21𝑓(µ𝑘) = τµ𝑘(1− µ𝑘)2. (77)

Так как правая часть (77) положительна, то знак β21 совпадает со знаком выражения 𝑓(µ𝑘):

𝑓(µ𝑘) = 𝑓1(µ𝑘) + τ𝑓2(µ𝑘);

𝑓1(µ𝑘) = µ𝑘

(︂
1

2
µ2𝑘 +

3

2
µ𝑘

)︂
− µ𝑘
∆(µ𝑘)

(︀
𝑑𝑘µ

2
𝑘 · µ2𝑘 − µ2𝑘 − µ2𝑘

)︀
;

𝑓2(µ𝑘) = (1− µ𝑘)
(︂
µ2𝑘 − 1 +

1

2∆(µ𝑘)
(µ2𝑘(𝑑𝑘µ2𝑘 + 1)− 1)

)︂
. (78)

3.4.2. Мягкая и жесткая потеря устойчивости. Если β21 > 0, то происходит мягкая
потеря устойчивости — вторичные решения (тьюринговы структуры) существуют и устойчивы
в закритической области 𝑑 > 𝑑𝑘, где 𝑑𝑘 — критическое значение коэффициента диффузии. Если
же β21 < 0, то происходит жесткая потеря устойчивости — вторичные решения существуют
в докритической области 𝑑 < 𝑑𝑘, и они неустойчивы [16,17].
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Найдем условия, при которых происходит мягкая или жесткая потеря устойчивости. С уче-
том (65), преобразуем (78) к виду

𝑓1(µ𝑘) =
µ2𝑘(µ𝑘 + 1)

6(4µ2𝑘 + 5µ𝑘 − 1)
· 𝑔1(µ𝑘);

𝑓2(µ𝑘) =
(1− µ2𝑘)

6(4µ2𝑘 + 5µ𝑘 − 1)
· 𝑔2(µ𝑘), (79)

где 𝑔1(µ𝑘) и 𝑔2(µ𝑘) находятся по формулам

𝑔1(µ𝑘) = 12µ2𝑘 + 29µ𝑘 − 1;

𝑔2(µ𝑘) = 24µ3𝑘 + 9µ2𝑘 − 34µ𝑘 + 5. (80)

Введем обозначение 𝑦 = µ𝑘, 0 < 𝑦 < 1. Тогда 𝑓(𝑦) в (77) имеет вид

𝑓(𝑦) =
(1 + 𝑦)(𝑦2𝑔1(𝑦) + τ(1− 𝑦)𝑔2(𝑦))

6(4𝑦2 + 5𝑦 − 1)
. (81)

Наша цель — исследовать знак функции 𝑓(𝑦). Воспользовавшись выражением µ𝑘 =
(︀
π𝑘
ℓ

)︀2
,

найдем пределы изменения 𝑦, когда длина отрезка ℓ ∈ [ℓ𝑘−1,𝑘, ℓ𝑘,𝑘+1]. Имеем неравенство(︂
π𝑘

ℓ𝑘,𝑘+1

)︂2

⩽ 𝑦 ⩽

(︂
π𝑘

ℓ𝑘−1,𝑘

)︂2

, (82)

где ℓ𝑘,𝑚 определены в (27).
При 𝑘 = 1 имеем: (︂

π
ℓ1,2

)︂2

⩽ 𝑦 ⩽

(︂
π
ℓ0,1

)︂2

. (83)

Учитывая выражения ℓ0,1 = π и ℓ1,2, при 𝑘 = 1 приходим к неравенству

𝑦* ⩽ 𝑦 ⩽ 1, 𝑦* =

√
41− 5

8
≈ 0.1754, (84)

где 𝑦* — положительный корень уравнения 4𝑦2 + 5𝑦 − 1 = 0, которое получается из условия
γ1 = 1. Таким образом, при 𝑦 > 𝑦* знаменатель в (81) положителен.

При 𝑘 = 2 из (82) и (84) приходим к равенству

4

(︂
π
ℓ2,3

)︂2

⩽ 𝑦 ⩽ 4𝑦*; 0.2607 ⩽ 𝑦 ⩽ 0.7016. (85)

Последнее неравенство в (85) получено в результате приближенных вычислений.
Легко видеть, что с ростом волнового числа 𝑘 длина промежутка изменения 𝑦 (82) уменьша-

ется. С учетом неравенств (32), (33) легко показать, что в пределе данный промежуток стягивается
в точку, которая принадлежит всем рассматриваемым промежуткам.

Утверждение 6. При 𝑘 → ∞ промежуток изменения 𝑦 стягивается в точку минимума
𝑦0 =

√
2− 1 функции 𝑑(𝑦) (25).

Из (81) и (84) заключаем, что для того, чтобы выражение β21 имело знак плюс, достаточно,
чтобы функция

𝐺(𝑦) = 𝑦2𝑔1(𝑦) + τ(1− 𝑦)𝑔2(𝑦) (86)

была положительна, когда 𝑦 принадлежит промежутку (83), а τ меняется на интервале (0, 1).
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Заметим, что при τ = 0 функция 𝐺(𝑦) положительна. Исследование 𝐺(𝑦) показывает, что
она положительна при всех 𝑦, принадлежащих максимально возможному промежутку изменения
𝑦 ∈ [𝑦*; 1], если параметр τ мал, а именно τ ∈ (0; 0.2059).

Кроме того, существует промежуток изменения 𝑦 ∈ (𝑦1; 1), где 𝑦1 ≈ 0.47, на котором 𝐺(𝑦)
положительна при всех τ ∈ (0; 1).

3.4.3. Условие разрешимости в двумерном случае. Для рассмотренных ранее собствен-
ных значений первого и второго типа, когда один из индексов 𝑛 или 𝑚 обращается в нуль,
проходят рассуждения одномерного случая (74)–(81).

Пусть для определенности 𝑚 ̸= 0, 𝑛 = 0. Тогда для нахождения квадрата амплитуды
получим то же выражение, что и в одномерном случае (77). Для определения типа потери
устойчивости необходимо найти промежуток изменения переменной 𝑦 = µ𝑘.

Воспользовавшись выражением µ𝑘 = π2ν𝑘
𝑎2

, найдем пределы изменения 𝑦, когда сторона
прямоугольника 𝑎 ∈ (𝑎𝑘−1,𝑘, 𝑎𝑘,𝑘+1). Вместо (82) приходим к неравенству

π2ν𝑘
𝑎2𝑘,𝑘+1

⩽ 𝑦 ⩽
π2ν𝑘
𝑎2𝑘−1,𝑘

, (87)

где 𝑎𝑘,𝑘+1 определены в (39).
При 𝑘 = 1 имеем:

π2ν1
𝑎21,2

⩽ 𝑦 ⩽
π2ν1
𝑎20,1

. (88)

Учитывая выражения 𝑎0,1 и 𝑎1,2, при 𝑘 = 1 приходим к неравенству

𝑦0 ⩽ 𝑦 ⩽ 1, 𝑦0 =

√︀
3 + 6

√
2− (1 +

√
2)

2
√
2

≈ 0.3445. (89)

Так как 𝑦0 > 𝑦*, то при 𝑦 > 𝑦0 знаменатель в (81) положителен. Легко видеть, что утвержде-
ние 6 справедливо и в двумерном случае. Достаточные условия мягкой потери устойчивости,
сформулированные в конце предыдущего пункта, справедливы также и в двумерном случае.

3.4.4. Стационарные решения. Рассмотрев старшие члены разложения решения по
степеням 𝜀, заключаем, что в (75) коэффициент β2 = 0. Суммируя полученные результаты,
приходим к утверждению.

Утверждение 7. Пусть 𝑘 — критическое волновое число; в одномерном случае длина отрезка ℓ
заключена в промежутке ℓ ∈ (ℓ𝑘−1,𝑘, ℓ𝑘,𝑘+1), в двумерном случае при 𝑚 ̸= 0, 𝑛 = 0 (68) сторона
прямоугольника 𝑎 принадлежит промежутку 𝑎 ∈ (𝑎𝑘−1,𝑘, 𝑎𝑘,𝑘+1). Тогда при τ ∈ (0; 0.2059)
происходит мягкая потеря устойчивости положения равновесия (1; 1) нелинейной системы и
при малых 𝑑 > 𝑑𝑘 возникают устойчивые вторичные пространственно неоднородные решения

(𝑢(𝑥); 𝑣(𝑥)) = ± (𝑑− 𝑑𝑘)
1/2 β1𝐶𝑘 cos

(︂
π𝑘
ℓ
𝑥1

)︂
+ (𝑑− 𝑑𝑘) (𝑧0 + 𝑧(𝑥)) +𝑂((𝑑− 𝑑𝑘)

3/2), (90)

где 𝐶𝑘 определены в (44),

𝑧0 =
(︀
𝐶0
1 ;𝐶

0
2

)︀
; 𝑧(𝑥) =

(︀
𝐶1
1 ;𝐶

1
2

)︀
cos

(︂
2π𝑘
ℓ

𝑥1

)︂
, (91)

коэффициенты 𝐶0
1 , 𝐶

0
2 найдены в (61), а 𝐶1

1 , 𝐶
1
2 найдены в (66).

Ревина С. В., Рябов А. С.
Известия вузов. ПНД, 2023, т. 31, № 4 517



0
2

4 6
8

10 0
2
4
6
8
-0.0020
-0.0015
-0.0010

0.0005
0.0010
0.0015
0.0020

-0.0005

0
2

4 6
8

10 0
2
4
6
8

-0.0010

-0.0005

0.0005

0.0010

x2 x2

x1x1

u(x) v(x)

a b

Рис. 2. Компоненты вторичного решения 𝑢(𝑥) (a) и 𝑣(𝑥) (b) при 𝑘 = 2, ℓ = 3π

Fig. 2. Components of the secondary solution 𝑢(𝑥) (a) и 𝑣(𝑥) (b) at 𝑘 = 2, ℓ = 3π

На рис. 2 приведен пример вторичного пространственно неоднородных решения, получен-
ного аналитически, в случае, когда пространственная переменная меняется в прямоугольнике.

Численные расчеты полностью согласуются с утверждениями, полученными аналитически.
На рис. 3 приведены результаты численного интегрирования нелинейной системы (48) в случае
мягкой потери устойчивости в одномерном случае при начальном условии

𝑢(𝑥, 0) = 𝜀 cos

(︂
2

3
𝑥

)︂
; 𝑣(𝑥, 0) =

5

9
𝜀 cos

(︂
2

3
𝑥

)︂
(92)

при критическом волновом числе 𝑘 = 2 и значениях параметров ℓ = 3π, τ = 0.15, 𝜀 = 0.1,
𝑑 = 𝑑2 + 𝜀2, где критический коэффициент диффузии 𝑑2 = 5.85 в соответствии с формулой (22).
Решение нестационарной системы за короткий промежуток времени выходит на стационарный
режим (90), соответствующий положительному β1 = 0.2. Если в начальном условии (92) заменить
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Рис. 3. Численное решение 𝑢(𝑥, 𝑡) (a) и 𝑣(𝑥, 𝑡) (b) нелинейной нестационарной системы при τ = 0.15 с начальными
условиями, близкими к стационарному состоянию

Fig. 3. Numerical solution 𝑢(𝑥, 𝑡) (a) and 𝑣(𝑥, 𝑡) (b) of a non-linear non-stationary system for τ = 0.15 with initial conditions
close to the stationary state
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Рис. 4. Численное решение 𝑢(𝑥, 𝑡) (a) и 𝑣(𝑥, 𝑡) (b) нелинейной нестационарной системы при τ = 0.95 с начальными
условиями, близкими к стационарному состоянию

Fig. 4. Numerical solution 𝑢(𝑥, 𝑡) (a) and 𝑣(𝑥, 𝑡) (b) of a non-linear non-stationary system for τ = 0.95 with initial conditions
close to the stationary state

𝜀 на −𝜀, то в нелинейной системе устанавливается режим, соответствующий знаку «минус»
в формуле (90).

Если значение τ берется из области, соответствующей жесткой потере устойчивости, то есть
близко к единице (на рис. 4 значение τ = 0.95, остальные параметры те же, что на рис. 3), то в чис-
ленных экспериментах положение равновесия теряет устойчивость, но выхода на стационарный
режим не происходит.

Заключение

1. Область неустойчивости Тьюринга. Найдена область необходимых и достаточных условий
неустойчивости Тьюринга для системы Гирера–Мейнхардта с параметром релаксации на
плоскости параметров (τ, 𝑑), где τ — параметр релаксации, а 𝑑 — коэффициент диффузии.

2. Критический коэффициент диффузии. Найдено явное выражение критического коэффи-
циента диффузии, когда система рассматривается в произвольной ограниченной области.
Показано, что критический коэффициент диффузии зависит от собственных значений опе-
ратора Лапласа в данной области. Установлена зависимость критического коэффициента
диффузии от характерного размера области в случае отрезка и прямоугольника. Явно найде-
ны выражения длины отрезка и длины стороны прямоугольника, при которых происходит
«смена» критического волнового числа. Данные выражения найдены из условия равенства
единице некоторой комбинации собственных значений оператора Лапласа γ𝑘. Показано,
что для указанных областей для каждого критического волнового числа существует един-
ственное значение характерного размера, при котором необходимые и достаточные условия
неустойчивости Тьюринга совпадают. Этому значению соответствует точка минимума ко-
эффициента диффузии, рассматриваемого как функция от длины отрезка в одномерном
случае или стороны прямоугольника в двумерном случае. Проведено сравнение с условиями
неустойчивости Тьюринга для системы Шнакенберга.

3. Тьюринговы структуры. Методом Ляпунова–Шмидта явно найдены несколько первых чле-
нов рядов по степеням надкритичности, когда коэффициент диффузии находится в окрест-
ности критического значения. Рассмотрения проведены для отрезка, а также для прямо-
угольника в случае, когда собственные функции оператора Лапласа имеют ту же структуру,

Ревина С. В., Рябов А. С.
Известия вузов. ПНД, 2023, т. 31, № 4 519



что в одномерном случае. Получены достаточные условия мягкой потери устойчивости,
приведены примеры вторичных решений нелинейных уравнений. Предложенный подход
носит общий характер и может быть распространен на другие системы реакции–диффузии.
Например, систему Шнакенберга, ФитцХью–Нагумо, Грэя–Скотта, модель «брюселлятор»
и другие.
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