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Аннотация. Цель исследования состоит в получении формул для такой скорости воображаемых частиц, что цир-
куляция скорости (реальной) жидкости по любому контуру, состоящему из этих воображаемых частиц, изменяется
(в процессе движения воображаемых частиц) по заданному временному закону. (До настоящего времени были известны
только такие скорости воображаемых частиц, при которых упомянутая циркуляция в процессе движения оставалась
неизменной). Метод. Без использования асимптотических, численных и других приближенных методов проводится
строгий анализ динамического уравнения движения (течения) любой непрерывной текучей среды, от идеальной
жидкости до вязкого газа. Рассмотрены плоскопараллельные и незакрученные осесимметричные течения. Используется
представление о движении воображаемых частиц, основанное на критерии К. Зоравского (который также называется
теоремой А. А. Фридмана). Результаты. Предложены формулы для скорости воображаемых частиц. В эти формулы
входят параметры (реального) течения, их пространственные производные и функция времени, определяющая закон
изменения во времени циркуляции скорости (реальной) жидкости по контурам, движущимся вместе с воображаемыми
частицами. Кроме того оказалось, что при заданной функции времени (и, как следствие, при заданном законе изменения
циркуляции по времени) скорость воображаемых частиц определяется неоднозначно. В результате предложен способ
менять скорость и направление движения воображаемых частиц в некотором диапазоне при сохранении выбранного
закона изменения циркуляции во времени. Для вязкой несжимаемой жидкости предложены формулы, в которые не вхо-
дят давление и его производные. Заключение. Предложена новая лагранжева точка зрения на эволюцию завихренности
в двухмерных течениях жидкостей всех типов. Получены формулы для скорости такого перемещения контуров, при
котором циркуляция скорости (реальной) жидкости по любому контуру изменяется по заданному временному закону.
Этот теоретический результат можно использовать в вычислительной гидродинамике для ограничения количества
доменов при использовании бессеточного метода расчета течений вязкой несжимаемой жидкости (метода вязких
вихревых доменов).
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Abstract. Purpose of the study is to obtain formulas for such a speed of imaginary particles that the circulation of the speed of
a (real) fluid along any circuit consisting of these imaginary particles changes (in the process of motion of imaginary particles)
according to a given time law. (Until now, only those speeds of imaginary particles were known, at which the mentioned
circulation during the motion remained unchanged). Method. Without implementation of asymptotic, numerical and other
approximate methods, a rigorous analysis of the dynamic equation of motion (flow) of any continuous fluid medium, from an
ideal liquid to a viscous gas, is carried out. Plane-parallel and nonswirling axisymmetric flows are considered. The concept
of motion of imaginary particles is used, based on the K. Zoravsky criterion (which is also called A. A. Fridman’s theorem).
Results. Formulas for the speed of imaginary particles are proposed. These formulas include the parameters of the (real) flow,
their spatial derivatives and the function of time, which determines the law of the change in time of the (real fluid) velocity
circulation along the contours moving together with the imaginary particles. In addition, it turned out that for a given function
of time (and, as a consequence, for a given law of change in circulation with respect to time), the speed of imaginary particles
is determined ambiguously. As a result, a method is proposed to change the speed and direction of motion of imaginary
particles in a certain range (while maintaining the selected law of changes in circulation in time). For a viscous incompressible
fluid, formulas are proposed that do not include pressure and its derivatives. Conclusion. A new Lagrangian point of view on
the vorticity evolution in two-dimensional flows of fluids of all types is proposed. Formulas are obtained for the velocity of
such movement of contours, at which the real fluid velocity circulation along any contour changes according to a given time
law. This theoretical result can be used in computational fluid dynamics to limit the number of domains when using a gridless
method for calculating flows of a viscous incompressible fluid (the method of viscous vortex domains).

Keywords: velocity of contours motion, circulation of velocity, velocity of imaginary particles, Zoravsky criterion, Friedmann’s
theorem, method of viscous vortex domains.
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Введение

Бессеточный метод дискретных вихрей (применяемый для расчета вихревых течений
идеальной несжимаемой жидкости [1–3]) был распространен на двухмерные течения вязкой
несжимаемой жидкости после появления для таких течений аналогов теорем Гельмгольца о вих-
рях [4, 5]. В статьях [4, 5] были найдены скорости (вообще говоря, не совпадающие со скоростью
жидкости) такого движения контуров, при котором циркуляция скорости жидкости по конту-
рам остается постоянной. Для двухмерных, то есть для плоскопараллельных и незакрученных
осесимметричных течений вязкой несжимаемой жидкости выражения для скорости переноса
контуров можно представить одной общей формулой: U = V−ν[Ω×rotΩ]/Ω2, где V — скорость
жидкости, Ω = rotV — завихренность, ν — кинематический коэффициент вязкости, × — знак
векторного произведения. С использованием этих скоростей был разработан так называемый
метод вязких вихревых доменов (ВВД) для расчета течений вязкой несжимаемой жидкости [6].
В научно-популярной форме суть метода ВВД кратко изложена, например, во введении к статье [7],
в которой доказано существование скорости U для пространственных течений жидкости любого
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типа. Одна из трудностей, которая возникает при реализации метода ВВД, состоит в «зарождении»
на каждом шаге по времени новых вихревых доменов, что приводит к необходимости применять
различные подходы для перераспределения доменов и их интенсивности с целью ограничения
общего количества доменов, находящихся в области течения [8–10]. Несложно заметить, что
сохранение циркуляции скорости жидкости по контуру (сохранение интенсивности вихревого
домена), движущемуся со скоростью U, не обязательно для метода ВВД. Достаточно, чтобы был
известен закон изменения этой циркуляции во времени. Поэтому если найти такую скорость U,
при которой интенсивность домена достаточно быстро стремится к нулю с ростом времени,
наличием каждого домена можно будет пренебречь после некоторого конечного числа шагов по
времени. В итоге количество учитываемых доменов будет ограничено «естественным образом».

Таким образом, вычислительная гидродинамика поставила перед теоретической гидроди-
намикой задачу: найти такую скорость U, чтобы интенсивность домена менялась по заранее
заданному временному закону. Цель данной статьи состоит в поиске выражения для такой ско-
рости через параметры течения, их производные и (произвольно заданный) закон изменения
интенсивности доменов во времени.

Поскольку не исключена возможность распространения метода дискретных вихрей и на
другие типы течений, поиск скорости U проводится для всех типов жидкостей (от идеальной
жидкости до вязкого газа). При этом рассматриваются только такие области вихревого (Ω ̸= 0)
течения жидкости, в которых все гидродинамические параметры и скорость U дважды непрерывно
дифференцируемы по пространственным координатам и времени.

1. Критерий Зоравского

Следуя [11–17], для формулировки утверждений будем пользоваться представлением о
движении внутри жидкости воображаемых частиц, предложенным в [11].

Пусть пространственная область 𝐺 расположена внутри жидкости с полем скорости
V(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) и в ней это поле является вихревым (Ω = rotV ̸= 0) в течение некоторого от-
крытого промежутка времени. В области 𝐺 рассмотрим также течение воображаемой жидкости,
частицы которой движутся со скоростью U(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡). Частицы воображаемой жидкости не взаи-
модействуют с частицами реальной жидкости и не влияют на ее движение. Пусть в области 𝐺 в
течение интервала времени (𝑡1, 𝑡2) завихренность реальной жидкости Ω и скорость воображаемой
жидкости U связаны уравнением

𝜕Ω
𝜕𝑡

+ rot (Ω×U) = 0. (1)

В этом случае из критерия Зоравского [18,19], который также называется теоремой Фридмана [20],
следует, что в интервале (𝑡1, 𝑡2) отрезки вихревых линий и вихревых трубок перемещаются вместе
с частицами воображаемой среды, движущимися со скоростью U, а интенсивность вихревых
трубок (циркуляция Γ скорости V по контуру, один раз опоясывающего трубку) сохраняется
(до тех пор, пока эти частицы находятся внутри области 𝐺).

Это следствие критерия Зоравского будет использовано ниже.

2. Общий случай непрерывной текучей среды

Динамическое уравнение движения непрерывной текучей среды всегда можно представить
в виде 𝜕V/𝜕𝑡+Ω×V = F0 −∇(V2/2), где F0 — плотность распределения равнодействующей
всех сил, приложенных к жидкости или газу, отнесенная к плотности жидкости или газа. Далее,
под жидкостью будем понимать как жидкость, так и газ, имея в виду, что жидкость может
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быть сжимаемой. Иногда удобно выделить потенциальную составляющую F0 и представить
динамическое уравнение в виде

𝜕V

𝜕𝑡
+Ω×V = F−∇𝑓, (2)

где 𝑓 — некоторое скалярное поле (градиент ∇𝑓 включает в себя ∇(V2/2)). Так, например, дина-
мическое уравнение Навье–Стокса для вязкой несжимаемой жидкости представляется следующим
образом:

𝜕V

𝜕𝑡
+Ω×V = F−∇

[︂
𝑝

ρ
+

V2

2
+ Π

]︂
, F = −ν rotΩ, (3)

где 𝑝 — давление, ρ — плотность, Π — потенциал массовых сил.
Перейдем к рассмотрению двухмерных течений. Пусть α(𝑡) — любая гладкая функция

времени 𝑡 ∈ (𝑡1, 𝑡2), ∇𝑔 — градиент любой дважды непрерывно дифференцируемой по времени
и пространству функции 𝑔. При плоскопараллельном течении векторы ∇𝑔, ∇𝑓 и F лежат в
плоскости течения, а при осесимметричном — имеют нулевую окружную составляющую.

Воспользуемся свойством ортогональности векторов скорости V и завихренности Ω в
двухмерных течениях. Раскрывая три двойных векторных произведения (с учетом Ω · V =
= (Ω · ∇𝑔) = (Ω · F) = 0) получаем, что уравнение

𝜕V/𝜕𝑡+Ω×U = −α(𝑡)V −∇(𝑓 + 𝑔), (4)

где

U = V + [Ω× F]/Ω2 + α[Ω×V]/Ω2 + [Ω×∇𝑔]/Ω2, (5)

равносильно уравнению (2).
Наряду со скоростью U рассмотрим скорость еще одной воображаемой жидкости Ṽ =

= V exp{
∫︀ 𝑡
𝑡1
α(τ)𝑑τ}. Завихренность Ω̃ скорости Ṽ равна Ω̃ = Ω exp{

∫︀ 𝑡
𝑡1
α(τ)𝑑τ}. Подставим вы-

ражения V = Ṽ exp{−
∫︀ 𝑡
𝑡1
α(τ)𝑑τ} и Ω = Ω̃ exp{−

∫︀ 𝑡
𝑡1
α(τ)𝑑τ} в уравнение (4). После сокращений

и умножения на exp{
∫︀ 𝑡
𝑡1
α(τ)𝑑τ} получим

𝜕Ṽ

𝜕𝑡
+ Ω̃×U = − exp

{︂∫︁ 𝑡

𝑡1

α(τ)𝑑τ
}︂
∇(𝑓 + 𝑔). (6)

Ротация уравнения (6) приводит к уравнению вида (1). Последнее означает (см. текст после
формулы (1)), что циркуляция Γ̃ скорости Ṽ по контурам, перемещающимся вместе с частицами
воображаемой жидкости со скоростью (5), сохраняется с течением времени. Поскольку скорость
V связана со скоростью Ṽ соотношением V = Ṽ exp{−

∫︀ 𝑡
𝑡1
α(τ)𝑑τ}, то циркуляция Γ скорости

(реальной) жидкости V по каждому контуру, перемещающемуся со скоростью (5), меняется с
течением времени по закону

Γ(𝑡) = Γ(𝑡1) exp
{︂
−
∫︁ 𝑡

𝑡1

α(τ)𝑑τ
}︂
. (7)

Формулы (5) и (7) есть основной результат данной статьи. Надлежащий выбор функции
α(𝑡) позволяет задавать закон изменения циркуляции по времени, а выбор функции 𝑔 — изме-
нять величину и направление скорости воображаемых частиц U. При этом, как замечено в [7],
различным α(𝑡) и 𝑔 будут соответствовать различные равноправные точки зрения на эволюцию
завихренности.
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3. Вязкая несжимаемая жидкость

Для вязкой несжимаемой жидкости уравнение движения имеет вид (3). Поэтому U =

= V − ν[Ω × rotΩ]/Ω2 + α[Ω × V]/Ω2 + [Ω × ∇𝑔]/Ω2. При движении контуров (доменов) с
такой скоростью их интенсивность Γ будет меняться согласно (7). При применении этой скорости
в методе ВВД функции α(𝑡) и 𝑔 в течение каждого шага должны обладать гладкостью, описанной
после формулы (3). Однако они могут быть разрывными при переходе от одного шага по времени
к следующему. Такие разрывы допускаются потому, что они соответствуют переходам от одной
лагранжевой точки зрения на эволюцию завихренности к другой. Так, например, функцию α(𝑡)
можно считать константой на каждом шаге по времени, при этом величина константы может
быть различной на разных шагах. Чтобы воспользоваться величинами, которые в любом случае
вычисляются при реализации метода ВВД, можно положить ∇𝑔 = β∇|Ω| или ∇𝑔 = β∇ ln |Ω|,
где β(𝑡) — любая ступенчатая функция времени, постоянная на каждом расчетном шаге (например,
β(𝑡) ≡ 0).

Заключение

Предложена новая лагранжева точка зрения на эволюцию завихренности в плоскопарал-
лельных и незакрученных течениях жидкостей всех типов. Получены формулы для скорости
такого перемещения контуров, при котором циркуляция скорости жидкости по любому движу-
щемуся контуру изменяется по заданному временному закону. Этот теоретический результат
можно использовать в вычислительной гидродинамике для ограничения количества доменов
при использовании бессеточного метода расчета течений вязкой несжимаемой жидкости (метода
вязких вихревых доменов).
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