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Аннотация. Целью работы является изучение динамических свойств решений специальных систем обыкновенных
дифференциальных уравнений, называемых полносвязными сетями нелинейных осцилляторов. Методы. Предлага-
ется новый подход к отысканию в этих системах периодических режимов химерного типа, суть которого состоит
в следующем. Сначала в случае симметричной сети решается более простой вопрос о существовании и устойчи-
вости квазихимерных решений — периодических режимов двухкластерной синхронизации. Для каждого из таких
режимов множество осцилляторов распадается на два непересекающихся класса. В пределах данных классов на-
блюдается полная синхронизация колебаний, а каждые два осциллятора из разных классов колеблются асинхронно.
Результаты. На основе предложенных методов отдельно устанавливается, что при переходе от симметричной системы
к сети общего вида периодические режимы двухкластерной синхронизации могут трансформироваться в химеры.
Заключение. Основные утверждения работы, касающиеся возникновения химер, получены аналитически на основе
асимптотического исследования модельного примера. Для этого примера введено понятие канонической химеры и
доказано утверждение о существовании и устойчивости решений химерного типа в случае несимметричности сети. Все
приведённые результаты распространены на непрерывный аналог соответствующей системы. Полученные результаты
проиллюстрированы численно.

Ключевые слова: полносвязная сеть нелинейных осцилляторов, периодические режимы двухкластерной синхронизации,
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Abstract. The purpose of this work is to study the dynamic properties of solutions to special systems of ordinary differential
equations, called fully connected networks of nonlinear oscillators. Methods. A new approach to obtain periodic regimes
of the chimeric type in these systems is proposed, the essence of which is as follows. First, in the case of a symmetric
network, a simpler problem is solved of the existence and stability of quasi-chimeric solutions — periodic regimes of
two-cluster synchronization. For each of these modes, the set of oscillators falls into two disjoint classes. Within these classes,
full synchronization of oscillations is observed, and every two oscillators from different classes oscillate asynchronously.
Results. On the basis of the proposed methods, it is separately established that in the transition from a symmetric system to a
general network, the periodic regimes of two-cluster synchronization can be transformed into chimeras. Conclusion. The main
statements of the work concerning the emergence of chimeras were obtained analytically on the basis of an asymptotic study
of a model example. For this example, the notion of a canonical chimera is introduced and the statement about the existence
and stability of solutions of chimeric type in the case of asymmetry of the network is proved. All the results presented are
extended to a continuous analogue of the corresponding system. The obtained results are illustrated numerically.
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1. Общая стратегия охоты на химер

Полносвязной сетью нелинейных осцилляторов или просто полносвязной сетью назовем
систему вида

�̇�𝑗 = 𝐹𝑗(𝑥𝑗 , 𝑢𝑗), 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚. (1)

Здесь 𝑚 ⩾ 2, 𝑥𝑗 = 𝑥𝑗(𝑡) ∈ R𝑛, 𝑛 ⩾ 2, точка — дифференцирование по 𝑡,

𝑢𝑗 =
𝑚∑︁
𝑠=1
𝑠 ̸=𝑗

𝐺𝑠(𝑥𝑠), (2)

а вектор-функции 𝐹𝑗(𝑥, 𝑢), 𝐺𝑗(𝑥), 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚, со значениями в R𝑛 бесконечно дифференци-
руемы по своим переменным (𝑥, 𝑢) ∈ R𝑛 × R𝑛 и 𝑥 ∈ R𝑛. Как правило, каждая из отвечающих
сети (1), (2) парциальных систем

�̇� = 𝐹𝑗(𝑥, 0), 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚 (3)
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допускает экспоненциально орбитально устойчивый цикл, то есть представляет собой нелинейный
осциллятор. Мы же рассматриваем ситуацию, когда 𝑚 осцилляторов (3) взаимодействуют друг с
другом по принципу «каждый со всеми».

В частном случае, когда

𝐹𝑗(𝑥, 𝑢) = 𝐹𝑗(𝑥) +𝐷𝑗(𝑥)𝑢, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚,

где 𝐷𝑗(𝑥) — квадратные матрицы размера 𝑛×𝑛, система (1), (2) приобретает вид

�̇�𝑗 = 𝐹𝑗(𝑥𝑗) +𝐷𝑗(𝑥𝑗)
𝑚∑︁
𝑠=1
𝑠 ̸=𝑗

𝐺𝑠(𝑥𝑠), 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚. (4)

Данная ситуация заслуживает отдельного упоминания в связи с тем, что именно системы (4)
наиболее часто встречаются в приложениях.

Следует отметить, что цепочки и решетки связанных идентичных нелинейных осцил-
ляторов используются в качестве математических моделей в различных областях естество-
знания: биофизике, экологии, оптике, химической кинетике, нейродинамике, генной инжене-
рии и т. д. При этом в подавляющем большинстве работ, посвященных системам связанных
нелинейных осцилляторов, изучаются специальные стационарные режимы упомянутых си-
стем — так называемые химеры. Универсального математического определения химеры не
существует. На эвристическом же уровне строгости одна из возможных ситуаций, когда мы
имеем дело с химерой, состоит в следующем. Пусть 𝑚 — количество осцилляторов в системе,
а 𝑚1,𝑚2 : 𝑚1 < 𝑚2 < 𝑚 — некоторые фиксированные натуральные числа. Тогда в случае химер-
ного стационарного режима имеются две зоны когерентности: для любых двух компонент 𝑥𝑗 с
номерами 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑚1 или 𝑚2 < 𝑗 ⩽ 𝑚 наблюдается синхронизация (возможно, приближенная).
Под термином «синхронизация» во избежание недоразумений мы понимаем выполнение равенств
вида 𝑥1 = 𝑥2 = . . . = 𝑥𝑚1 , 𝑥𝑚2+1 = 𝑥𝑚2+2 = . . . = 𝑥𝑚. Любые же два осциллятора с номерами
𝑗1, 𝑗2 : 𝑚1 < 𝑗1 < 𝑗2 ⩽ 𝑚2 колеблются асинхронно, то есть 𝑥𝑗1 ̸≡ 𝑥𝑗2 (это так называемая зона
некогерентности). Добавим еще, что, как правило, химеры характерны для случая 𝑚,𝑚1,𝑚2 ≫ 1

и выявляются посредством численного анализа соответствующих математических моделей.
С момента своего открытия в 2002 г. (см. [1]) химеры стали активно изучаемым объектом

исследования [2, 3]. Было показано, что они могут возникать как в глобально связанных [4, 5],
так и в локально связанных [6] сетях нелинейных осцилляторов. Например, химеры удалось
обнаружить в модели Стюарта–Ландау [7, 8], в связанных системах ван дер Поля [9], ФитцХью–
Нагумо [10], в моделях Ходжкина–Хаксли [11], Хиндмарша–Роуза [12] и т. д. Это, разумеется,
далеко не полный библиографический список. Более подробную библиографию по химерам
можно найти в книге [13].

В настоящей работе предлагается некоторый общий подход к отысканию химерных стацио-
нарных режимов, который уместно назвать «охотой на химер». Упомянутый подход состоит из
двух этапов.

На первом этапе мы рассматриваем аналогичную (1), (2) симметричную полносвязную сеть

�̇�𝑗 = 𝐹 (𝑥𝑗 , 𝑢𝑗), 𝑢𝑗 =
𝑚∑︁
𝑠=1
𝑠 ̸=𝑗

𝐺(𝑥𝑠), 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚, (5)

где, как и выше, 𝐹 (𝑥, 𝑢) ∈ 𝐶∞(R𝑛×R𝑛;R𝑛), 𝐺(𝑥) ∈ 𝐶∞(R𝑛;R𝑛). Далее, нас будут интересовать
периодические режимы системы (5), которые можно квалифицировать как квазихимеры. В опи-
санной выше ситуации им соответствует случай 𝑚1 = 𝑚2, когда отсутствует зона некогерентного
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поведения осцилляторов, а есть только две зоны когерентности. Такого типа периодические
решения естественно назвать режимами двухкластерной синхронизации. Простейший из них
имеет вид

𝐶 : 𝑥1 = 𝑥2 = . . . = 𝑥𝑘 = 𝑣(𝑘)(𝑡), 𝑥𝑘+1 = 𝑥𝑘+2 = . . . = 𝑥𝑚 = 𝑤(𝑘)(𝑡), (6)

где 𝑘 : 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑚 — некоторое фиксированное натуральное число, а 𝑣(𝑘)(𝑡), 𝑤(𝑘)(𝑡) — периодичес-
кие вектор-функции. Предположим, что данный цикл в системе (5) существует и экспоненциально
орбитально устойчив.

На втором этапе перейдем от (5) к несимметричной сети

�̇�𝑗 = 𝐹𝑗(𝑥𝑗 , 𝑢𝑗 , 𝜀), 𝑢𝑗 =
𝑚∑︁
𝑠=1
𝑠 ̸=𝑗

𝐺𝑠(𝑥𝑠, 𝜀), 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚, (7)

где
𝐹𝑗(𝑥, 𝑢, 𝜀) = 𝐹 (𝑥, 𝑢) + 𝜀∆1,𝑗(𝑥, 𝑢), 𝐺𝑗(𝑥, 𝜀) = 𝐺(𝑥) + 𝜀∆2,𝑗(𝑥),

∆1,𝑗(𝑥, 𝑢) ∈ 𝐶∞(R𝑛 × R𝑛;R𝑛), ∆2,𝑗(𝑥) ∈ 𝐶∞(R𝑛;R𝑛), 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚,
(8)

а 𝜀 > 0 — малый параметр. Ясно, что система (7) допускает асимптотически близкий к (6)
устойчивый цикл 𝐶(𝜀), который при подходящих возмущениях ∆1,𝑗 , ∆2,𝑗 из (8) может стать
химерой.

Действительно, фиксируем натуральные 𝑚1,𝑚2 : 𝑚1 < 𝑘 < 𝑚2 < 𝑚 и предположим, что

∆1,1 = ∆1,2 = . . . = ∆1,𝑚1 , ∆1,𝑚2+1 = ∆1,𝑚2+2 = . . . = ∆1,𝑚,

∆2,1 = ∆2,2 = . . . = ∆2,𝑚1 , ∆2,𝑚2+1 = ∆2,𝑚2+2 = . . . = ∆2,𝑚,
(9)

а при 𝑚1 + 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑚2 добавки ∆1,𝑗 , ∆2,𝑗 нетривиально зависят от индекса 𝑗 (строгий смысл
этому понятию будет придан ниже при рассмотрении конкретного примера сети (7)). Тогда,
очевидно, система (7) допускает так называемые частично однородные решения (не обязательно
периодические), для которых выполняются аналогичные (9) соотношения

𝑥1 = 𝑥2 = . . . = 𝑥𝑚1 , 𝑥𝑚2+1 = 𝑥𝑚2+2 = . . . = 𝑥𝑚. (10)

А отсюда, в свою очередь, следует, что равенства (10) справедливы и для цикла 𝐶(𝜀) (поскольку
он заведомо обладает частичной однородностью при 𝜀 = 0). Что же касается компонент 𝑥𝑗 этого
цикла при 𝑚1 + 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑚2, то в общем случае они демонстрируют некогерентное поведение, то
есть каждая пара из них колеблется асинхронно.

Итак, для реализации предложенной нами стратегии охоты на химер необходимо знать
периодические режимы двухкластерной синхронизации у симметричной сети (5). В отличие
от химер данные режимы допускают строгое математическое описание, позволяющее в ряде
случаев проанализировать вопросы об их существовании и устойчивости. Соответствующая
теория излагается ниже.

Фиксируем произвольно натуральное 𝑘 : 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑚− 1 и предположим, что совокупность
индексов 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑚 разбита на два непересекающихся множества A и B, состоящих из 𝑘 и
𝑚− 𝑘 элементов, соответственно, то есть

{1, 2, . . . ,𝑚} = A ∪ B. (11)

Тогда, как нетрудно увидеть, система (5) допускает решения с компонентами

𝑥𝑗 = 𝑣(𝑡) при 𝑗 ∈ A , 𝑥𝑗 = 𝑤(𝑡) при 𝑗 ∈ B, (12)
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где переменные 𝑣, 𝑤 удовлетворяют вспомогательной системе

�̇� = 𝐹 (𝑣, 𝑢𝑘,1), �̇� = 𝐹 (𝑤, 𝑢𝑘,2), (13)

в которой

𝑢𝑘,1 = (𝑘 − 1)𝐺(𝑣) + (𝑚− 𝑘)𝐺(𝑤), 𝑢𝑘,2 = 𝑘 𝐺(𝑣) + (𝑚− 𝑘 − 1)𝐺(𝑤). (14)

А поскольку нас интересуют периодические решения системы (5) вида (12), то предполагаем
выполненным следующее

Условие 1. Система (13), (14) имеет непостоянное периодическое решение

𝐶𝑘 : (𝑣, 𝑤) = (𝑣(𝑘)(𝑡), 𝑤(𝑘)(𝑡)) (15)

периода 𝑇(𝑘) > 0, удовлетворяющее требованию неоднородности

𝑣(𝑘)(𝑡) ̸≡ 𝑤(𝑘)(𝑡). (16)

Сформулированное условие гарантирует существование у исходной системы (5) целого
семейства циклов U𝑘. Все циклы из этого семейства задаются равенствами (11), (12) при

𝑣 = 𝑣(𝑘)(𝑡), 𝑤 = 𝑤(𝑘)(𝑡), (17)

а их количество равно, очевидно, 𝐶𝑘
𝑚. Добавим еще, что в силу условия неоднородности (16) они

представляют собой режимы двухкластерной синхронизации.
Для исследования устойчивости циклов (11), (12), (17) системы (5) нам потребуется серия

𝑇(𝑘)-периодических по 𝑡 матриц 𝐴𝑠(𝑡), 𝐵𝑠(𝑡), 𝑠 = 1, 2, 3 размера 𝑛×𝑛. Упомянутые матрицы
зададим равенствами

𝐴1(𝑡) =
𝜕𝐹

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑢)

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑣(𝑘)(𝑡), 𝑢=𝑢𝑘,1(𝑡)

, (18)

𝐴2(𝑡) =
𝜕𝐹

𝜕𝑢
(𝑥, 𝑢)

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑣(𝑘)(𝑡), 𝑢=𝑢𝑘,1(𝑡)

·𝐺′
𝑥(𝑣(𝑘)(𝑡)), (19)

𝐴3(𝑡) =
𝜕𝐹

𝜕𝑢
(𝑥, 𝑢)

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑣(𝑘)(𝑡), 𝑢=𝑢𝑘,1(𝑡)

·𝐺′
𝑥(𝑤(𝑘)(𝑡)), (20)

𝐵1(𝑡) =
𝜕𝐹

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑢)

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑤(𝑘)(𝑡), 𝑢=𝑢𝑘,2(𝑡)

, (21)

𝐵2(𝑡) =
𝜕𝐹

𝜕𝑢
(𝑥, 𝑢)

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑤(𝑘)(𝑡), 𝑢=𝑢𝑘,2(𝑡)

·𝐺′
𝑥(𝑣(𝑘)(𝑡)), (22)

𝐵3(𝑡) =
𝜕𝐹

𝜕𝑢
(𝑥, 𝑢)

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝑤(𝑘)(𝑡), 𝑢=𝑢𝑘,2(𝑡)

·𝐺′
𝑥(𝑤(𝑘)(𝑡)), (23)

где

𝑢𝑘,1(𝑡) = (𝑘 − 1)𝐺(𝑣(𝑘)(𝑡)) + (𝑚− 𝑘)𝐺(𝑤(𝑘)(𝑡)),

𝑢𝑘,2(𝑡) = 𝑘 𝐺(𝑣(𝑘)(𝑡)) + (𝑚− 𝑘 − 1)𝐺(𝑤(𝑘)(𝑡)).
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Далее, введем в рассмотрение линейные системы

�̇�1 = (𝐴1(𝑡) + (𝑘 − 1)𝐴2(𝑡))𝑐1 + (𝑚− 𝑘)𝐴3(𝑡)𝑐2,

�̇�2 = 𝑘 𝐵2(𝑡)𝑐1 + (𝐵1(𝑡) + (𝑚− 𝑘 − 1)𝐵3(𝑡))𝑐2,
(24)

�̇� = (𝐴1(𝑡)−𝐴2(𝑡))𝑐, �̇� = (𝐵1(𝑡)−𝐵3(𝑡))𝑐, (25)

где 𝑐1, 𝑐2, 𝑐 ∈ R𝑛.
Из формул (18)–(23) непосредственно следует, что система (24) представляет собой лине-

аризацию вспомогательной системы (13), (14) на цикле (15). Тем самым, она заведомо имеет
единичный мультипликатор. В дальнейшем считаем, что этот мультипликатор является простым.
Более того, предположим, что выполнено очередное

Условие 2. Все мультипликаторы систем (24), (25) (за исключением простого единичного в
случае системы (24)) по модулю строго меньше единицы.

Сформулированные ограничения позволяют доказать следующий базовый результат.

Теорема 1. При условиях 1, 2 система (5) допускает семейство U𝑘 периодических режимов
двухкластерной синхронизации, количество которых равно 𝐶𝑘

𝑚. Все эти циклы экспоненциально
орбитально устойчивы.

Доказательство. Как уже отмечалось выше, существование у системы (5) семейства циклов U𝑘

гарантируется условием 1. Поэтому перейдем сразу к вопросу об устойчивости данных циклов.
В связи с этим сделаем два полезных наблюдения.

Во-первых, несложная проверка показывает, что система (5) инвариантна относительно
замен

(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) → (𝑥𝑗1 , 𝑥𝑗2 , . . . , 𝑥𝑗𝑚), (26)

где (𝑗1, 𝑗2, . . . , 𝑗𝑚) — произвольная перестановка набора индексов (1, 2, . . . ,𝑚). Во-вторых, пери-
одические режимы из семейства U𝑘 допускают кодирование с помощью бинарных векторов

(21,22, . . . ,2𝑚) : 2𝑗 = 1 или 0, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚. (27)

Точнее говоря, предполагаем, что 𝑗-я координата вектора (27) равна 1 или 0 при 𝑗 ∈ A или 𝑗 ∈ B,
соответственно. В этом случае между векторами (27), содержащими 𝑘 единиц и 𝑚− 𝑘 нулей, и
циклами семейства U𝑘 имеет место взаимно однозначное соответствие.

Суммируя вышесказанное, убеждаемся в том, что любые два цикла из U𝑘 переходят
друг в друга под действием замен (26), а значит, имеют одинаковые свойства устойчивости.
Таким образом, проблема устойчивости всех режимов семейства U𝑘 сводится к исследованию
устойчивости только одного цикла, соответствующего бинарному вектору

( 1, . . . , 1⏟  ⏞  
𝑘

, 0, . . . , 0⏟  ⏞  
𝑚−𝑘

).

Линеаризуя исходную систему (5) на указанном цикле, приходим к линейной системе вида

ℎ̇𝑗 = 𝐴1(𝑡)ℎ𝑗 +

𝑘∑︁
𝑠=1
𝑠 ̸=𝑗

𝐴2(𝑡)ℎ𝑠 +

𝑚∑︁
𝑠=𝑘+1

𝐴3(𝑡)ℎ𝑠, 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑘, (28)

ℎ̇𝑗 = 𝐵1(𝑡)ℎ𝑗 +
𝑘∑︁

𝑠=1

𝐵2(𝑡)ℎ𝑠 +
𝑚∑︁

𝑠=𝑘+1
𝑠 ̸=𝑗

𝐵3(𝑡)ℎ𝑠, 𝑘 + 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑚, (29)

где 𝐴𝑠(𝑡), 𝐵𝑠(𝑡), 𝑠 = 1, 2, 3 — матрицы (18)–(23), ℎ𝑗 ∈ R𝑛, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚.
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Как оказывается, при подходящей замене переменных система (28), (29) принимает блочную
структуру: распадается на одну 2𝑛-мерную подсистему и 𝑚− 2 подсистем размерности 𝑛.

Действительно, введем в рассмотрение серию матриц размера 𝑛𝑚× 𝑛, задающихся в виде
матричных столбцов

𝑒1,0 = ( 𝐼, 𝐼, . . . , 𝐼⏟  ⏞  
𝑘

, 𝑂,𝑂, . . . , 𝑂⏟  ⏞  
𝑚−𝑘

)*, 𝑒2,0 = (𝑂,𝑂, . . . , 𝑂⏟  ⏞  
𝑘

, 𝐼, 𝐼, . . . , 𝐼⏟  ⏞  
𝑚−𝑘

)*, (30)

𝑒1,𝑠 = (𝐼,𝑂, . . . , 𝑂, −𝐼
𝑠+ 1

, 𝑂, . . . , 𝑂)*, 𝑠 = 1, . . . , 𝑘 − 1, (31)

𝑒2,𝑠 = (𝑂, . . . ,𝑂
𝑘
, 𝐼
𝑘 + 1

, 𝑂, . . . , 𝑂, −𝐼
𝑘 + 1 + 𝑠

, 𝑂, . . . , 𝑂)*, 𝑠 = 1, . . . ,𝑚− 𝑘 − 1. (32)

Здесь 𝐼 и 𝑂 — единичная и нулевая матрицы размера 𝑛×𝑛, * — операция транспонирования, а ниж-
ние подписи обозначают номера позиций, которые занимают эти 𝑛×𝑛-блоки в соответствующих
матричных столбцах (30)–(32).

Опираясь на приведенные матрицы, выполним в системе (28), (29) замену

colon (ℎ1, ℎ2, . . . , ℎ𝑚) = 𝑒1,0𝑐1,0 + 𝑒2,0𝑐2,0 +

𝑘−1∑︁
𝑠=1

𝑒1,𝑠𝑐1,𝑠 +

𝑚−𝑘−1∑︁
𝑠=1

𝑒2,𝑠𝑐2,𝑠, (33)

где 𝑐1,0, 𝑐2,0, 𝑐1,𝑠, 𝑐2,𝑠 ∈ R𝑛 — новые переменные. В результате приходим к выводу, что пара компо-
нент (𝑐1,0, 𝑐2,0) = (𝑐1,0(𝑡), 𝑐2,0(𝑡)) из (33) удовлетворяет линейной системе (24). Что же касается
компонент 𝑐1,𝑠 = 𝑐1,𝑠(𝑡), 𝑠 = 1, . . . , 𝑘−1, то все они являются решениями первой системы из (25).
Аналогичным образом, группа координат 𝑐2,𝑠 = 𝑐2,𝑠(𝑡), 𝑠 = 1, . . . ,𝑚−𝑘−1, удовлетворяет второй
системе из (25). А отсюда и из Условия 2 вытекает требуемая экспоненциальная орбитальная
устойчивость всех циклов семейства U𝑘. Теорема 1 доказана. □

Завершая описание общей схемы исследования проблем существования и устойчивости
периодических режимов двухкластерной синхронизации, напомним [14, 15], что ранее такие
режимы были обнаружены в полносвязных нейронных и генных сетях, содержащих запаздывание
по времени. Однако, как показывают результаты настоящей работы, факт наличия или отсутствия
запаздывания в данном вопросе несущественен.

2. Анализ модельного примера

В настоящем разделе изложенная выше общая стратегия охоты на химер иллюстрируется
на конкретном модельном примере. А именно рассматривается такая симметричная полносвязная
сеть (5), для которой все периодические режимы двухкластерной синхронизации задаются явными
формулами.

Для построения интересующей нас сети обратимся сначала к двумерной системе, имеющей
в комплексной форме записи вид

�̇� = 𝑧 − 𝑑0|𝑧|2𝑧, 𝑧 = 𝑥+ 𝑖𝑦, 𝑥, 𝑦 ∈ R, 𝑑0 = 1− 𝑖𝑐0, 𝑐0 = const > 0. (34)

Несложно проверить, что эта система допускает экспоненциально орбитально устойчивый гар-
монический цикл 𝑧0(𝑡) = exp(𝑖𝑐0𝑡), то есть является простейшим нелинейным осциллятором.
Рассмотрим далее полносвязную сеть

�̇�𝑗 = 𝑧𝑗 − 𝑑0|𝑧𝑗 |2𝑧𝑗 −
ν
𝑚

𝑑1 𝑧𝑗

𝑚∑︁
𝑠=1
𝑠̸=𝑗

𝑧2𝑠 , 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚 (35)
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осцилляторов (34), где 𝑧𝑗 = 𝑥𝑗 + 𝑖𝑦𝑗 , 𝑥𝑗 , 𝑦𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚, ν = const > 0, 𝑑1 = 1 + 𝑖𝑐1,
𝑐1 = const ∈ R. Как будет показано ниже, сеть (35) обладает интересующим нас свойством: все
ее периодические режимы двухкластерной синхронизации, а также условия их устойчивости,
выписываются в явном виде.

Анализ системы (35) начнем с получения условий ее диссипативности. Для этого нам
потребуется функция

𝑉 (𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑚, 𝑧1, 𝑧2 . . . , 𝑧𝑚) =
𝑚∑︁
𝑗=1

|𝑧𝑗 |2. (36)

Справедливо следующее утверждение.

Лемма 1. При выполнении неравенства

ν < 𝑚 (37)

имеет место оценка
1

2
�̇� ⩽ 𝑉 −

(︂
1− ν

𝑚

)︂
1

𝑚
𝑉 2, (38)

где �̇� — производная функции (36) в силу системы (35).

Доказательство. Для вычисления производной �̇� заметим сначала, что в силу (35) при любом
индексе 𝑗 : 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑚 справедливо равенство

1

2

𝑑

𝑑𝑡
|𝑧𝑗 |2 = |𝑧𝑗 |2 −

(︂
1− ν

𝑚

)︂
|𝑧𝑗 |4 −

ν
2𝑚

(︂
𝑑1𝑧

2
𝑗

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑧2𝑠 + 𝑑1𝑧
2
𝑗

𝑚∑︁
𝑠=1

𝑧2𝑠

)︂
. (39)

Суммируя затем выражения (39) по 𝑗, приходим к выводу, что

1

2
�̇� = 𝑉 −

(︂
1− ν

𝑚

)︂ 𝑚∑︁
𝑗=1

|𝑧𝑗 |4 −
ν
𝑚

⃒⃒⃒⃒ 𝑚∑︁
𝑗=1

𝑧2𝑗

⃒⃒⃒⃒2
⩽ 𝑉 −

(︂
1− ν

𝑚

)︂ 𝑚∑︁
𝑗=1

|𝑧𝑗 |4.

А отсюда с учетом очевидного свойства(︂ 𝑚∑︁
𝑗=1

|𝑧𝑗 |2
)︂2

⩽ 𝑚

𝑚∑︁
𝑗=1

|𝑧𝑗 |4

получаем требуемую оценку (38). Лемма 1 доказана. □
Установленная лемма позволяет без труда разобраться с интересующим нас вопросом о

диссипативности системы (35). Действительно, пусть выполнено условие (37). Тогда в силу (38)
при любом фиксированном 𝑅 > 𝑚2/(𝑚− ν) все траектории нашей системы при увеличении 𝑡
втекают в шар {︁

(𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑚) :
𝑚∑︁
𝑗=1

|𝑧𝑗 |2 ⩽ 𝑅
}︁
,

то есть имеет место требуемое свойство диссипативности. При выполнении же строго противопо-
ложного (37) неравенства диссипативность отсутствует.

Действительно, непосредственная проверка показывает, что система (35) допускает инвари-
антное многообразие вида

𝑧𝑗 = 𝑧 exp(𝑖γ𝑗), 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚,
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где вещественные постоянные γ𝑗 подчинены условию

𝑚∑︁
𝑗=1

exp(2𝑖γ𝑗) = 0,

а комплексная переменная 𝑧 удовлетворяет уравнению

�̇� = 𝑧 −
(︂
𝑑0 −

ν
𝑚

𝑑1

)︂
|𝑧|2𝑧. (40)

Что же касается уравнения (40), то в случае ν > 𝑚 любое его решение 𝑧(𝑡) ̸= 0 определено на
конечном полуинтервале вида [0, 𝑡0) и |𝑧(𝑡)| → +∞ при 𝑡 → 𝑡0.

Перейдем теперь к вопросам о существовании и устойчивости периодических решений
системы (35). Нетрудно проверить, что рассматриваемая сеть допускает однородный цикл

𝑧𝑗 = ξ0 exp(𝑖ω0𝑡), 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚, (41)

где

ξ0 =
√︀
1/(1 + ν(𝑚− 1)/𝑚), ω0 =

(︂
𝑐0 −

ν(𝑚− 1)

𝑚
𝑐1

)︂
ξ20, (42)

а также периодические режимы двухкластерной синхронизации

𝑧𝑗 = ξ0 exp(𝑖ω0𝑡), 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑘, 𝑧𝑗 = −ξ0 exp(𝑖ω0𝑡), 𝑘 + 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑚 (43)

при всех 𝑘 : 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑚− 1. Как уже отмечалось в разделе 1, каждый из циклов (43) порождает, в
свою очередь, целое семейство U𝑘 режимов двухкластерной синхронизации. Обозначим через
U — объединение циклов из

⋃︀𝑚−1
𝑘=1 U𝑘 с однородным циклом (41). Как оказывается, все эти

периодические режимы устойчивы или нет одновременно.

Лемма 2. Любой цикл из U экспоненциально орбитально устойчив при выполнении неравенств

ν(𝑚+ 1)

𝑚
< 1,

ν
𝑚

(1 + 𝑐21) + 𝑐0𝑐1 − 1 > 0 (44)

и неустойчив при строгом нарушении хотя бы одного из них.

Доказательство. При обосновании леммы обратим внимание на два обстоятельства. Во-первых,
как нетрудно увидеть, система (35) инвариантна по отношению к заменам переменных

(θ1𝑧1, θ2𝑧2, . . . , θ𝑚𝑧𝑚) → (𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑚), (45)

где множители θ𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚 независимо друг от друга принимают значения 1 или −1.
Во-вторых, любые два цикла семейства U переходят друг в друга при некоторой замене вида
(45). А отсюда автоматически следует, что свойства устойчивости всех циклов из U одинаковы.
Таким образом, достаточно разобраться с устойчивостью лишь одного из них — однородного
цикла (41), (42).

Положим в (35) 𝑧𝑗 = ξ0(1 + ℎ𝑗) exp(𝑖ω0𝑡), ℎ𝑗 = ℎ1,𝑗 + 𝑖ℎ2,𝑗 , ℎ1,𝑗 , ℎ2,𝑗 ∈ R и отбросим
нелинейные по ℎ𝑗 , ℎ𝑗 слагаемые. В результате приходим к линейной системе

ℎ̇𝑗 = −𝑑0ξ20(ℎ𝑗 + ℎ𝑗) +
ν(𝑚+ 1)

𝑚
𝑑1ξ20 ℎ𝑗 −

ν(𝑚− 1)

𝑚
𝑑1ξ20 ℎ𝑗−

−2ν
𝑚

𝑑1ξ20

𝑚∑︁
𝑠=1

ℎ𝑠, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚.
(46)
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Заметим, далее, что получившаяся система допускает инвариантное подпространство ℎ1 = ℎ2 =
= . . . = ℎ𝑚, на котором она записывается в виде

ℎ̇ = −ξ20
(︂
𝑑0 +

ν(𝑚− 1)

𝑚
𝑑1

)︂
(ℎ+ ℎ), ℎ =

1

𝑚

𝑚∑︁
𝑗=1

ℎ𝑗 ,

а также инвариантное подпространство (ℎ1, ℎ2, . . . , ℎ𝑚) :
∑︀𝑚

𝑗=1 ℎ𝑗 = 0, на котором она приобре-
тает вид

ℎ̇𝑗 = −ξ20
(︂
𝑑0 −

ν(𝑚+ 1)

𝑚
𝑑1

)︂
ℎ𝑗 − ξ20

(︂
𝑑0 +

ν(𝑚− 1)

𝑚
𝑑1

)︂
ℎ𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚.

Тем самым спектр устойчивости системы (46) совпадает с собственными значениями матрицы

𝐵1 = −ξ20

⎛⎜⎜⎝𝑑0 +
ν(𝑚− 1)

𝑚
𝑑1 𝑑0 +

ν(𝑚− 1)

𝑚
𝑑1

𝑑0 +
ν(𝑚− 1)

𝑚
𝑑1 𝑑0 +

ν(𝑚− 1)

𝑚
𝑑1

⎞⎟⎟⎠ (47)

и 𝑚− 1 одинаковых матриц

𝐵2 = −ξ20

⎛⎜⎜⎝𝑑0 −
ν(𝑚+ 1)

𝑚
𝑑1 𝑑0 +

ν(𝑚− 1)

𝑚
𝑑1

𝑑0 +
ν(𝑚− 1)

𝑚
𝑑1 𝑑0 −

ν(𝑚+ 1)

𝑚
𝑑1

⎞⎟⎟⎠ . (48)

Остается заметить, что матрица (47) имеет собственные значения λ1 = 0 и λ2 = −2, а матрица
(48) при условиях (44) является гурвицевой. При строгом же нарушении хотя бы одного из этих
условий 𝐵2 допускает собственное значение в полуплоскости {λ ∈ C : Re λ > 0}. Лемма 2
доказана. □

Перейдем теперь от (35) к соответствующей несимметричной сети

�̇�𝑗 = (1 + 𝑖𝜀µ𝑗)𝑧𝑗 − 𝑑0|𝑧𝑗 |2𝑧𝑗 −
ν
𝑚

𝑑1 𝑧𝑗

𝑚∑︁
𝑠=1
𝑠̸=𝑗

𝑧2𝑠 , 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚, (49)

где 𝜀 ∈ R, |𝜀| ≪ 1, µ𝑗 = const ∈ R, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚. Предполагаем существование таких
натуральных 𝑚1,𝑚2 : 𝑚1 < 𝑚2 < 𝑚, что

µ1 = µ2 = . . . = µ𝑚1 , µ𝑚2 = µ𝑚2+1 = . . . = µ𝑚. (50)

В случае же 𝑚1 + 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑚2 − 1 считаем зависимость величин µ𝑗 от индекса 𝑗 нетривиальной.
Последнее означает, что

µ𝑗1 ̸= µ𝑗2 ∀ 𝑗1, 𝑗2 ∈ [𝑚1 + 1,𝑚2 − 1], 𝑗1 ̸= 𝑗2. (51)

Как оказывается, для системы (49) приведенному в разделе 1 эвристическому описанию
химеры можно придать строгий смысл. А именно, канонической химерой назовем цикл этой
системы, компоненты 𝑧𝑗 = 𝑧𝑗(𝑡) которого удовлетворяют требованиям

𝑧1(𝑡) ≡ 𝑧2(𝑡) ≡ . . . ≡ 𝑧𝑚1(𝑡), 𝑧𝑚2(𝑡) ≡ 𝑧𝑚2+1(𝑡) ≡ . . . ≡ 𝑧𝑚(𝑡), (52)

𝑧𝑗1(𝑡) ̸≡ 𝑧𝑗2(𝑡) ∀ 𝑗1, 𝑗2 ∈ [𝑚1 + 1,𝑚2 − 1], 𝑗1 ̸= 𝑗2, (53)
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где натуральные 𝑚1, 𝑚2 заимствованы из (50), (51). Что же касается отрезков 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑚1,
𝑚2 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑚 и 𝑚1 + 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑚2 − 1, то, как обычно, их будем называть промежутками
когерентного и некогерентного поведения осцилляторов.

При решении вопроса о существовании канонической химеры предположим, что параметры
𝑐0, 𝑐1, ν системы (49) удовлетворяют требованиям

0 < ν <
𝑚

𝑚+ 1
, 𝑐0𝑐1 > 1. (54)

В этом случае справедливо следующее утверждение.

Теорема 2 (о существовании канонической химеры). При выполнении сформулированных вы-
ше ограничений и при всех 𝜀 ∈ [−𝜀0, 𝜀0], где 𝜀0 > 0 достаточно мало, система (49) имеет
экспоненциально орбитально устойчивый цикл

𝑧𝑗 = ρ𝑗(𝜀) exp[𝑖3𝑗(𝜀) + 𝑖ω(𝜀)𝑡], 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚,

𝑚∑︁
𝑗=1

3𝑗(𝜀) = 0, (55)

являющийся при 𝜀 ̸= 0 канонической химерой. Здесь вещественные функции ρ𝑗(𝜀), 3𝑗(𝜀), ω(𝜀)
аналитически зависят от 𝜀 и при 𝜀 → 0 допускают асимптотику:

ρ𝑗(𝜀) = ρ0 + 𝜀ρ1,𝑗 +𝑂(𝜀2), 3𝑗(𝜀) = 𝜀31,𝑗 +𝑂(𝜀2), ω(𝜀) = ω0 + 𝜀ω1 +𝑂(𝜀2), (56)

где

ρ0 = ξ0, ρ1,𝑗 =
Re 5𝑗
ξ0

, 31,𝑗 =
Im 5𝑗
ξ20

, ω1 =
1

𝑚

𝑚∑︁
𝑠=1

µ𝑠,

5𝑗 =
ν𝑐1 − 𝑖(1− ν/𝑚)

2ν[𝑐0𝑐1 − 1 + ν(1 + 𝑐21)/𝑚]
(ω1 − µ𝑗), 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚,

(57)

а ξ0, ω0 — величины (42).

Доказательство. В силу Условий (54) и Леммы 2 при 𝜀 = 0 однородный цикл (41) системы (49)
экспоненциально орбитально устойчив. Поэтому при малых по модулю значениях 𝜀 он переходит
в экспоненциально орбитально устойчивый цикл вида

𝑧𝑗 = 𝑧𝑗(𝜀) exp[𝑖ω(𝜀)𝑡], 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚, (58)

где комплексные амплитуды 𝑧𝑗(𝜀), 𝑧𝑗(0) = ξ0 и частота ω(𝜀), ω(0) = ω0 аналитически зависят от
𝜀. Далее подставим формулы (58) вместе с разложениями

𝑧𝑗(𝜀) = ξ0 + 𝜀ξ1,𝑗 + . . . , ω(𝜀) = ω0 + 𝜀ω1 + . . . (59)

в систему (49), сократим результат на exp[𝑖ω(𝜀)𝑡] и приравняем коэффициенты при 𝜀 в левой и
правой частях получившихся соотношений. В результате для постоянных ξ1,𝑗 ∈ C, ω1 ∈ R из (59)
приходим к линейной неоднородной системе

𝑖ω1 = 𝑖µ𝑗 − 𝑑0ξ0(ξ1,𝑗 + ξ1,𝑗) +
ν(𝑚+ 1)

𝑚
𝑑1ξ0ξ1,𝑗 −

−ν(𝑚− 1)

𝑚
𝑑1ξ0ξ1,𝑗 −

2ν
𝑚

𝑑1ξ0
𝑚∑︁
𝑠=1

ξ1,𝑠, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚.

Последняя же, как нетрудно проверить, при значении ω1, определенном соответствующей форму-
лой из (57), имеет решение

ξ1,𝑗 =
5𝑗
ξ0

, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚. (60)
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Из установленных соотношений (59), (60) следует, что цикл (58) преобразуется к нужному
виду (55)–(57). Необходимо только заметить, что выполнения фигурирующего в (55) равенства∑︀𝑚

𝑗=1 3𝑗(𝜀) = 0 всегда можно добиться посредством замены 𝑡 на 𝑡+ 𝑐, 𝑐 ∈ R.
Добавим, наконец, что при 𝜀 ̸= 0 цикл (55) является канонической химерой. Действительно,

равенства вида (52) справедливы для него по тем же причинам, что и аналогичные равенства (10)
для цикла 𝐶(𝜀) системы (7) (см. соответствующее место в разделе 1). Что же касается требований
(53), то их справедливость при 𝜀 ̸= 0 гарантируют условие (51) и формулы (56), (57). Теорема 2
доказана. □

Обратим внимание на следующее обстоятельство. Поскольку при 𝜀 ̸= 0 система (49) по-
прежнему инвариантна относительно замен (45), то каноническая химера (55) порождает целое
семейство U , состоящее из 2𝑚 − 1 экспоненциально орбитально устойчивых циклов. Все эти
циклы, получающиеся из одного цикла (55) посредством указанных замен переменных, будем
называть химероподобными структурами. Ясно также, что если положить

µ𝑗 = µ(𝑠)|𝑠=𝑗/𝑚, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚, (61)

где µ(𝑠) — некоторая непрерывная на отрезке 0 ⩽ 𝑠 ⩽ 1 функция, то при выполнении аналогичных
(54) условий

0 < ν < 1, 𝑐0𝑐1 > 1 (62)

и при согласованном стремлении 𝜀 → 0, 𝑚 → +∞ количество сосуществующих в системе
(49) устойчивых циклов неограниченно растет. Иными словами, наблюдается известное явление
буферности. Как показано в монографиях [16, 17], данное явление характерно для широкого
класса динамических систем из различных областей естествознания.

Завершая обсуждение стратегии охоты на химер применительно к системе (49), отметим,
что за счет подходящего выбора коэффициентов µ𝑗 мы можем гарантировать существование
химеры с заранее запланированными свойствами. Действительно, предположим, что массив
индексов 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑚 произвольным образом разбит на 𝑘, 𝑘 ⩾ 2 отрезков, то есть

{1, 2, . . . ,𝑚} = [1,𝑚1] ∪ [𝑚1 + 1,𝑚2] ∪ . . . ∪ [𝑚𝑠 + 1,𝑚𝑠+1] ∪ . . . ∪ [𝑚𝑘−1 + 1,𝑚]. (63)

Считаем далее, что на каждом из этих отрезков последовательность µ𝑗 либо постоянна, либо
нетривиально зависит от 𝑗, и такого рода отрезки чередуются. В этом случае Теорема 2 остается
в силе при условии, что мы надлежащим образом модифицируем определение канонической
химеры. А именно в данном случае таковой уместно назвать химеру, у которой промежутки коге-
рентного и некогерентного поведения осцилляторов совпадают с отрезками из (63) постоянства и
непостоянства коэффициентов µ𝑗 .

3. Непрерывные химеры

В данном разделе установленные выше результаты для модельной системы (35) распростра-
няются на ее непрерывный аналог. А именно исследуется эволюционное уравнение вида

�̇� = 𝑧 − 𝑑0|𝑧|2𝑧 − ν𝑑1𝑧
1∫︁

0

𝑧2(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠, (64)

получающееся из (35) при 𝑚 → +∞. Здесь, как обычно, точкой обозначена производная по 𝑡,

𝑧 = 𝑥(𝑡, 𝑠) + 𝑖𝑦(𝑡, 𝑠), 𝑡 ⩾ 0, 𝑠 ∈ [0, 1], 𝑥(𝑡, 𝑠), 𝑦(𝑡, 𝑠) ∈ R, 𝑑0 = 1− 𝑖𝑐0,

𝑐0 = const > 0, ν = const > 0, 𝑑1 = 1 + 𝑖𝑐1, 𝑐1 = const ∈ R.
(65)
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Остановимся сначала на вопросе о разрешимости задачи Коши для уравнения (64) с началь-
ным условием из подходящего фазового пространства. В качестве такового возьмем вещественное
банахово пространство 𝐸, элементами которого являются векторы

ξ = (𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠)) : 𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠) ∈ 𝐿∞(0, 1). (66)

Что же касается нормы элемента (66), то ее зададим формулой

||ξ|| = ess sup
0⩽𝑠⩽1

√︀
𝑥2(𝑠) + 𝑦2(𝑠), (67)

где ess sup — существенная точная верхняя грань. Далее, введем в рассмотрение абстракт-
ную функцию ξ(𝑡) = (𝑥(𝑡, 𝑠), 𝑦(𝑡, 𝑠)) со значениями в 𝐸, где 𝑥(𝑡, 𝑠), 𝑦(𝑡, 𝑠) — функции из (65).
В результате уравнение (64) записывается в абстрактной форме

ξ̇ = F (ξ), (68)

где, как нетрудно увидеть, нелинейный оператор F : 𝐸 → 𝐸 есть сумма единичного оператора
и слагаемого вида G (ξ, ξ, ξ), где G (·, ·, ·) — непрерывная кубическая форма, действующая из
𝐸 × 𝐸 × 𝐸 в 𝐸.

Элементы общей теории абстрактных уравнений вида (68) с ограниченной и гладкой по
Фреше правой частью содержатся, например, в монографии [18]. Из этой теории вытекает, в
частности, следующее утверждение.

Лемма 3. По любому фиксированному ограниченному множеству Ω ⊂ 𝐸 можно указать такое
𝑡0 = 𝑡0(Ω) > 0, что при ∀ ξ0 ∈ Ω решение ξ = ξ(𝑡) уравнения (68) с начальным условием

ξ|𝑡=0 = ξ0 (69)

однозначно определено на отрезке 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑡0.

В дальнейшем нам потребуется еще одно стандартное утверждение из теории абстрактных
уравнений вида (68). Перед его формулировкой для решения ξ = ξ(𝑡) задачи Коши (68), (69)
определим максимальный полуинтервал существования [0, 𝑡max), где

𝑡max = sup {𝑡0 : ξ(𝑡) существует на отрезке [0, 𝑡0]}. (70)

Согласно Лемме 3, множество значений 𝑡0, по которому берется sup в (70), заведомо не пусто.
Кроме того, любое решение ξ(𝑡) однозначно продолжается на свой максимальный полуинтервал.
Если же оказалось, что 𝑡max < ∞, то справедлива следующая

Лемма 4. Предположим, что для некоторого решения ξ(𝑡) уравнения (68) конечна величина
(70). Тогда имеет место предельное равенство

lim
𝑡→𝑡max−0

||ξ(𝑡)|| = +∞, (71)

где здесь и далее || · || — норма (67).

Доказательство сформулированной леммы проводится от противного. Действительно, предполо-
жим, что соотношение (71) не выполняется. В этом случае существуют такая последовательность
моментов времени 𝑡𝑛, 𝑡𝑛 ↗ 𝑡max при 𝑛 → +∞, и такая постоянная 𝑀 > 0, что ||ξ(𝑡𝑛)|| ⩽ 𝑀.
Далее, в условиях Леммы 3 в качестве ограниченного множества Ω возьмем {ξ(𝑡𝑛), 𝑛 ⩾ 1}. Тогда,
очевидно, решение ξ(𝑡) будет определено на отрезках вида [𝑡𝑛, 𝑡𝑛 + 𝑡0], 𝑛 ⩾ 1, где 𝑡0 = 𝑡0(Ω) > 0.
Ясно также, что при достаточно больших 𝑛 выполняется включение 𝑡max ∈ (𝑡𝑛, 𝑡𝑛+𝑡0). Последнее
же противоречит определению 𝑡max (см. (70)). □

Перейдем теперь к вопросу о диссипативности уравнения (68). Как оказывается, в отличие
от дискретного случая (35), где условие диссипативности имеет вид (37), непрерывная система
(64) диссипативна при каждом ν > 0. Точнее говоря, справедлива очередная
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Лемма 5. Существует постоянная 𝑅0 > 0 со следующими свойствами. По любому ограни-
ченному множеству Ω ⊂ 𝐸 найдется такое 𝑡* = 𝑡*(Ω) > 0, что при каждом ξ0 ∈ Ω решение
ξ(𝑡) соответствующей задачи Коши (68), (69) определено на полуоси 𝑡 ⩾ 0, а при всех 𝑡 ⩾ 𝑡*
удовлетворяет неравенству

||ξ(𝑡)|| ⩽ 𝑅0. (72)

Доказательство. Фиксируем произвольно ограниченное множество Ω из 𝐸 и элемент ξ0 ∈ Ω.
Далее, обозначим через ξ(𝑡) решение задачи Коши (68), (69), определенное на своем максимальном
полуинтервале [0, 𝑡max), где 𝑡max — величина (70). В последующем нам потребуется также
представление

ξ(𝑡) = (𝑥(𝑡, 𝑠), 𝑦(𝑡, 𝑠)) : 𝑥(𝑡, 𝑠), 𝑦(𝑡, 𝑠) ∈ 𝐿∞(0, 1) по 𝑠 при ∀ 𝑡 ∈ [0, 𝑡max) (73)

и связанная с ним функция 𝑧(𝑡, 𝑠) = 𝑥(𝑡, 𝑠) + 𝑖𝑦(𝑡, 𝑠), удовлетворяющая при всех значениях
𝑡 ∈ [0, 𝑡max) уравнению (64) (почти при всех 𝑠 ∈ [0, 1]).

Обоснование Леммы разбивается на два этапа. На первом из них будет установлена оценка
сверху для функции

𝑉 (𝑡) =

1∫︁
0

|𝑧(𝑡, 𝑠)|2𝑑𝑠, 0 ⩽ 𝑡 < 𝑡max. (74)

Получение требуемой оценки проводится следующим образом. Сначала дополним урав-
нение (64) комплексно сопряженным уравнением. Умножим затем первое из этих уравнений
на 𝑧, а второе — на 𝑧. В результате после сложения получившихся выражений и последующего
интегрирования по 𝑠 ∈ [0, 1] приходим к равенству

�̇� = 2

(︃
𝑉 (𝑡)−

1∫︁
0

|𝑧(𝑡, 𝑠)|4𝑑𝑠− ν
⃒⃒⃒⃒ 1∫︁
0

𝑧2(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒2)︃
. (75)

Далее, из соотношения (75) и из формулы (74) очевидным образом следует, что

�̇� ⩽ 2

(︃
𝑉 (𝑡)−

1∫︁
0

|𝑧(𝑡, 𝑠)|4𝑑𝑠

)︃
⩽ 2(𝑉 (𝑡)− 𝑉 2(𝑡)), 𝑉 (0) ⩽ 𝑉0,

где

𝑉0
def
= sup
ξ0∈Ω

||ξ0||2 > 0

(случай 𝑉0 = 0 тривиален, поскольку тогда Ω = {0} и ξ(𝑡) ≡ 0). А отсюда, в свою очередь имеем

𝑉 (𝑡) ⩽ 𝑉*(𝑡), 0 ⩽ 𝑡 < 𝑡max, (76)

где 𝑉*(𝑡), 𝑡 ⩾ 0 — решение задачи Коши

�̇� = 2(𝑉 − 𝑉 2), 𝑉 |𝑡=0 = 𝑉0. (77)

Добавим еще, что
𝑉*(𝑡) ⩽ 𝑅1 ∀ 𝑡 ⩾ 0, lim

𝑡→+∞
𝑉*(𝑡) = 1, (78)

где 𝑅1 = 𝑅1(Ω) — некоторая положительная постоянная.
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Второй этап обоснования Леммы связан с получением при почти всех значениях 𝑠 ∈ [0, 1]
оценки сверху на функцию

𝑊 (𝑡, 𝑠) = |𝑧(𝑡, 𝑠)|2, 0 ⩽ 𝑡 < 𝑡max. (79)

Для этого привлечем аналогичное (75) равенство

�̇� (𝑡, 𝑠) = 2(𝑊 (𝑡, 𝑠)−𝑊 2(𝑡, 𝑠))− 2νRe [𝑑1 α(𝑡) 𝑧2(𝑡, 𝑠)], (80)

где, как обычно, точка — дифференцирование по 𝑡, а функция α(𝑡) имеет вид

α(𝑡) =

1∫︁
0

𝑧2(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠, 0 ⩽ 𝑡 < 𝑡max.

Далее, объединяя формулы (79), (80) с очевидным фактом |α(𝑡)| ⩽ 𝑉 (𝑡) и уже установленной
оценкой (76), приходим к выводу, что (почти всюду по 𝑠)

�̇� (𝑡, 𝑠) ⩽ 2[(1 + ν |𝑑1|𝑉*(𝑡))𝑊 (𝑡, 𝑠)−𝑊 2(𝑡, 𝑠)], 0 ⩽ 𝑡 < 𝑡max,

𝑊 (0, 𝑠) ⩽ 𝑊0
def
= sup
ξ0∈Ω

||ξ0||2.
(81)

И наконец, из (81) в силу теоремы о дифференциальных неравенствах при почти всех 𝑠 ∈ [0, 1]
имеем

𝑊 (𝑡, 𝑠) ⩽ 𝑊*(𝑡), 0 ⩽ 𝑡 < 𝑡max, (82)

где 𝑊*(𝑡), 𝑡 ⩾ 0 — решение аналогичной (77) задачи Коши

�̇� = 2[(1 + ν |𝑑1|𝑉*(𝑡))𝑊 −𝑊 2], 𝑊 |𝑡=0 = 𝑊0.

Отметим еще, что в силу (78) решение 𝑊*(𝑡) этой задачи обладает свойствами

𝑊*(𝑡) ⩽ 𝑅2 ∀ 𝑡 ⩾ 0, lim
𝑡→+∞

𝑊*(𝑡) = 1 + ν |𝑑1|, (83)

где 𝑅2 = 𝑅2(Ω) > 0.
Подводя итог, перейдем в неравенстве (82) к существенной точной верхней грани по

𝑠 ∈ [0, 1]. В результате, принимая во внимание способ задания нормы в пространстве 𝐸 (см. (67)),
для функции (73) получаем оценку

||ξ(𝑡)||2 ⩽ 𝑊*(𝑡), 0 ⩽ 𝑡 < 𝑡max. (84)

Далее, из (84) автоматически следует, что 𝑡max = +∞ (в противном случае имеет место пре-
дельное равенство (71), противоречащее оценке (84)). Остается отметить, что в силу (83), (84)
все траектории системы (68) при увеличении 𝑡 втекают в шар {ξ ∈ 𝐸 : ||ξ|| ⩽ 𝑅0} при любом
фиксированном 𝑅0 >

√︀
1 + ν |𝑑1|. Тем самым, при подходящем выборе 𝑡* = 𝑡*(Ω) > 0 требуемое

неравенство (72) заведомо выполняется на полуоси 𝑡 ⩾ 𝑡*. Лемма 5 доказана. □
Вопросы о существовании и устойчивости у уравнения (64) периодических режимов

двухкластерной синхронизации требуют отдельного рассмотрения. Отметим сразу, что как и в
дискретном случае (35), непрерывная модель (64) имеет однородный цикл

𝑧 = ξ0 exp(𝑖ω0𝑡), (85)

где
ξ0 = 1/

√
1 + ν, ω0 = (𝑐0 − ν 𝑐1)ξ20. (86)

Как оказывается, этот цикл порождает целое семейство циклов уравнения (64).
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Действительно, опираясь на представление

[0, 1] = A ∪ B, (87)

где A , B — произвольные измеримые по Лебегу непересекающиеся подмножества отрезка [0, 1]
положительной меры, рассмотрим функцию

𝐼A ,B(𝑠) =

{︃
1 при 𝑠 ∈ A ,

−1 при 𝑠 ∈ B.
(88)

Заметим далее, что поскольку уравнение (64) инвариантно относительно замены

𝐼A ,B(𝑠)𝑧 → 𝑧, (89)

то наряду с циклом (85), (86) оно допускает цикл

𝑧(𝑡, 𝑠) = 𝐼A ,B(𝑠)ξ0 exp(𝑖ω0𝑡), (90)

который и будем называть периодическим режимом двухкластерной синхронизации. Все циклы
(90), отвечающие любым разбиениям вида (87), а также однородный цикл (85), (86), объединим
в семейство U (отождествляя, естественно, циклы, отличающиеся друг от друга по 𝑠 лишь на
множестве нулевой меры). Аналогом Леммы 2 в данном случае является следующее утверждение.

Лемма 6. При условиях (62) каждый цикл семейства U экспоненциально орбитально устойчив.
При выполнении же хотя бы одного неравенства ν > 1 или 𝑐0𝑐1 < 1 все циклы данного семейства
неустойчивы.

Доказательство. Как и при обосновании Леммы 2, сначала обратим внимание на тот факт, что
любые два цикла семейства U переходят друг в друга под действием некоторой замены из класса
(88), (89). Те самым, свойства их устойчивости одинаковы, а значит, мы можем ограничиться
рассмотрением лишь однородного цикла (85), (86). Добавим еще, что поскольку для абстрактного
уравнения (68) очевидным образом справедлива теорема Андронова–Витта об устойчивости
цикла по первому приближению, то проблема устойчивости упомянутого периодического режима
сводится к анализу соответствующей системы в вариациях.

Полагая в (64) 𝑧 = ξ0(1 + ℎ(𝑡, 𝑠)) exp(𝑖ω0𝑡), где

ℎ(𝑡, 𝑠) = ℎ1(𝑡, 𝑠) + 𝑖ℎ2(𝑡, 𝑠), ℎ1(𝑡, 𝑠), ℎ2(𝑡, 𝑠) ∈ R,

и отбрасывая нелинейные по ℎ, ℎ слагаемые, приходим к выводу, что интересующее нас уравнение
в вариациях имеет вид

ℎ̇ = −𝑑0ξ20(ℎ+ ℎ) + ν 𝑑1ξ20(ℎ− ℎ)− 2ν 𝑑1ξ20

1∫︁
0

ℎ(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠. (91)

Заметим, далее, что фазовое пространство 𝐸 уравнения (91), состоящее из пар

(ℎ1(𝑠), ℎ2(𝑠)) : ℎ𝑗(𝑠) ∈ 𝐿∞(0, 1), 𝑗 = 1, 2,

раскладывается в прямую сумму замкнутых линейных подпространств 𝐸1, 𝐸2. Первое из них
двумерно и задается равенством

𝐸1 = {(ℎ1(𝑠), ℎ2(𝑠)) : ℎ𝑗(𝑠) ≡ ℎ𝑗 , ℎ𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, 2}, (92)

а второе имеет вид

𝐸2 =

{︂
(ℎ1(𝑠), ℎ2(𝑠)) :

1∫︁
0

ℎ𝑗(𝑠)𝑑𝑠 = 0, 𝑗 = 1, 2

}︂
. (93)
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Кроме того, нетрудно проверить, что подпространства (92), (93) инвариантны для траекторий
уравнения (91).

Обозначим через 𝐿 : 𝐸 → 𝐸 линейный ограниченный оператор, порожденный правой
частью уравнения (91) и действующий по правилу:

(ℎ1(𝑠), ℎ2(𝑠)) ↦→ (ReL (ℎ, ℎ), ImL (ℎ, ℎ)),

где

L (ℎ, ℎ) = −𝑑0ξ20(ℎ+ ℎ) + ν 𝑑1ξ20(ℎ− ℎ)− 2ν 𝑑1ξ20

1∫︁
0

ℎ(𝑠)𝑑𝑠, ℎ(𝑠) = ℎ1(𝑠) + 𝑖ℎ2(𝑠).

Из приведенных выше фактов следует, что, во-первых, 𝐿𝐸𝑗 ⊂ 𝐸𝑗 , 𝑗 = 1, 2; во-вторых, спектры
сужений 𝐿|𝐸𝑗 , 𝑗 = 1, 2 совпадают с собственными значениями матриц 𝐵1 и 𝐵2, соответственно,
где

𝐵1 = −ξ20

(︃
𝑑0 + ν 𝑑1 𝑑0 + ν 𝑑1

𝑑0 + ν 𝑑1 𝑑0 + ν 𝑑1

)︃
, 𝐵2 = −ξ20

(︃
𝑑0 − ν 𝑑1 𝑑0 + ν 𝑑1

𝑑0 + ν 𝑑1 𝑑0 − ν 𝑑1

)︃
. (94)

Остается добавить, что первая из матриц (94) имеет собственные значения λ1 = 0, λ2 = −2, а
вторая при условиях (62) является гурвицевой. В случае же ν > 1 или 𝑐0𝑐1 < 1 у 𝐵2 существует
собственное значение с положительной действительной частью. Лемма 6 доказана. □

В связи с установленной Леммой обратим внимание на следующий чисто бесконечномерный
эффект: хотя семейство U имеет мощность континуума, но в фазовом пространстве 𝐸 любые два
различных цикла этого семейства располагаются друг от друга на положительном расстоянии,
равном 2ξ0. В конечномерном случае и даже в случае бесконечномерного сепарабельного фазового
пространства такая ситуация заведомо невозможна.

Перейдем теперь к несимметричной непрерывной сети

�̇� = (1 + 𝑖𝜀µ(𝑠))𝑧 − 𝑑0|𝑧|2𝑧 − ν𝑑1𝑧
1∫︁

0

𝑧2(𝑡, 𝑠)𝑑𝑠, (95)

получающейся из (49) при условиях (61) и при 𝑚 → +∞. Здесь, как и в дискретном случае,
𝜀 ∈ R, |𝜀| ≪ 1. Далее, по аналогии с требованиями (50), (51) предполагаем существование таких
𝑠1, 𝑠2 : 0 < 𝑠1 < 𝑠2 < 1, что непрерывная вещественная функция µ(𝑠) постоянна на отрезках
[0, 𝑠1] и [𝑠2, 1], а на отрезке [𝑠1, 𝑠2] нетривиально зависит от 𝑠. Последнее означает, что при
∀ 𝑐 ∈ R множество {𝑠 ∈ [𝑠1, 𝑠2] : µ(𝑠) = 𝑐} имеет нулевую меру Лебега.

Как и в случае системы (49), для уравнения (95) можно сформулировать определение непре-
рывной канонической химеры. В данной ситуации канонической химерой назовем периодическое
решение 𝑧 = 𝑧(𝑡, 𝑠) этого уравнения, удовлетворяющее соотношениям (почти всюду по 𝑠)

𝑧(𝑡, 𝑠) ≡ 𝑧1(𝑡) при 𝑠 ∈ [0, 𝑠1], 𝑧(𝑡, 𝑠) ≡ 𝑧2(𝑡) при 𝑠 ∈ [𝑠2, 1], (96)

где 𝑧1(𝑡), 𝑧2(𝑡) — некоторые комплекснозначные функции. В случае же отрезка 𝑠1 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑠2
предполагаем, что для ∀ 𝑐 ∈ C, ∀ 𝑡 ∈ R множество значений {𝑠 ∈ [𝑠1, 𝑠2] : 𝑧(𝑡, 𝑠) = 𝑐} имеет меру
ноль. Если рассматривать 𝑧 = 𝑧(𝑡, 𝑠) как континуальный массив нелинейных осцилляторов, то в
силу (96) промежутки 0 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑠1 и 𝑠2 ⩽ 𝑠 ⩽ 1 естественно назвать зонами когерентности. Что же
касается отрезка 𝑠1 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑠2, то его назовем зоной некогерентности.

Аналогом Теоремы 2 для непрерывной модели (95) является следующая
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Теорема 3 (о непрерывной канонической химере). При выполнении сформулированных выше
ограничений на функцию µ(𝑠), при условиях (62) и при всех достаточно малых по модулю
значениях 𝜀 уравнение (95) имеет экспоненциально орбитально устойчивый цикл

𝑧 = ρ(𝑠, 𝜀) exp[𝑖3(𝑠, 𝜀) + 𝑖ω(𝜀)𝑡],

1∫︁
0

3(𝑠, 𝜀)𝑑𝑠 ≡ 0, (97)

являющийся при 𝜀 ̸= 0 канонической химерой. Здесь непрерывные по своим переменным и анали-
тические по 𝜀 вещественные функции ρ(𝑠, 𝜀), 3(𝑠, 𝜀), ω(𝜀) при 𝜀 → 0 допускают асимптотику:

ρ(𝑠, 𝜀) = ρ0 + 𝜀ρ1(𝑠) +𝑂(𝜀2), 3(𝑠, 𝜀) = 𝜀31(𝑠) +𝑂(𝜀2),

ω(𝜀) = ω0 + 𝜀ω1 +𝑂(𝜀2),
(98)

где

ρ0 = ξ0, ρ1(𝑠) =
Re 5(𝑠)
ξ0

, 31(𝑠) =
Im 5(𝑠)
ξ20

, ω1 =

1∫︁
0

µ(𝑠)𝑑𝑠,

5(𝑠) =
ν𝑐1 − 𝑖

2ν(𝑐0𝑐1 − 1)
(ω1 − µ(𝑠)),

(99)

а ξ0, ω0 — величины (86).

На доказательстве Теоремы 3 не останавливаемся, поскольку в своей идейной части оно
идентично обоснованию Теоремы 2. Отметим только, что аналог этой теоремы справедлив и в
случае, когда функция µ(𝑠) имеет несколько чередующихся участков постоянства и нетривиаль-
ной зависимости от 𝑠. Необходимо только надлежащим образом скорректировать определение
канонической химеры.

Завершая рассмотрение непрерывной модели (95), заметим, что при 𝜀 ̸= 0 она по-прежнему
инвариантна по отношению к заменам переменных (88), (89). Поэтому каноническая химера (97)
порождает континуальное семейство U экспоненциально орбитально устойчивых циклов, полу-
чающихся из (97) под действием указанных замен. Как и в дискретном случае, эти периодические
режимы уместно назвать химероподобными структурами.

Заключение

В данном разделе приводятся результаты численного анализа системы (49). Цель этого
анализа — выявление возможных типов химероподобных режимов, существующих в указанной си-
стеме при фиксированных параметрах ν, 𝑐1, 𝑐2, удовлетворяющих условиям (62), и при различных
значениях управляющего параметра 𝜀 > 0.

Прежде чем перейти непосредственно к описанию численных экспериментов, остановимся
на характерных особенностях изучаемой системы. Назовем два ее цикла эквивалентными, если
они переходят друг в друга под действием замены переменных вида (45). Ясно, что свойства их
устойчивости и происходящие с ними возможные бифуркации одинаковы. В связи с этим все
эквивалентные между собой циклы уместно объединить в соответствующие семейства. Одним
из таких семейств является множество химероподобных структур U , количество которых рав-
но 2𝑚 − 1 (что при 𝑚 = 100 имеет порядок 1030). Напомним, что эти химеры получаются из
канонической химеры (55) под действием замен (45). Существуют и другие семейства эквива-
лентных периодических режимов, отличные от U и также состоящие не менее чем из 2𝑚 − 1
элементов. Все это приводит к реализации так называемого феномена флуктуационного хаоса.
Суть упомянутого феномена состоит в том, что ввиду узости бассейнов притяжений отдельно

Глызин Д. С., Глызин С. Д., Колесов А. Ю.
Известия вузов. ПНД, 2022, т. 30, № 2 169



взятых устойчивых циклов система «скользит» по устойчивым режимам — при незначительном
изменении начальных условий происходит переход от одного аттрактора к другому. Понятно,
что в такой ситуации проследить за эволюцией по параметру 𝜀 какого-либо одного цикла или
даже отдельно взятого семейства эквивалентных циклов не представляется возможным. В связи с
этим ниже мы ограничиваемся лишь некоторой классификацией реализующихся в системе (49)
химероподобных структур.

Перед численным интегрированием системы (49) в ней был осуществлен переход к поляр-
ным координатам

𝑧𝑗 = ρ𝑗 exp(𝑖3𝑗), ρ𝑗 > 0, 3𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚.

Далее, при фиксированных параметрах 𝑐0 = 1, 𝑐1 = 3, ν = 0.5, 𝑚 = 100, при

µ𝑗 = µ(𝑠)|𝑠=𝑗/𝑚, µ(𝑠) =

⎧⎪⎨⎪⎩
−1 при 0 ⩽ 𝑠 ⩽ 1/3,

3(2𝑠− 1) при 1/3 ⩽ 𝑠 ⩽ 2/3,

1 при 2/3 ⩽ 𝑠 ⩽ 1

и при различных значениях 𝜀 > 0 вычислялся отрезок траектории получившейся системы для ρ𝑗 ,
3𝑗 , отвечающий промежутку времени 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1000000 и начальным условиям

ρ𝑗(0) = 0.2
(︁
1 + 0.01 · 𝑗

𝑗 + 1

)︁
, 3𝑗(0) = 0, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚.

На этом пути удалось выявить следующие типы химероподобных структур.
При 0 < 𝜀 ≲ 0.077 наблюдаются устойчивые циклы химерного типа, являющиеся продолже-

ниями по параметру 𝜀 циклов семейства U . На рис. 1, a и b при 𝜀 = 0.07 для одного из химерных
циклов представлены зависимости переменных ρ𝑗(𝑡) и 3𝑗+1(𝑡) − 3𝑗(𝑡) от индекса 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑚.
Подчеркнем, что поскольку данный цикл имеет автомодельный вид

𝑧𝑗 = 𝑧0𝑗 exp(𝑖ω𝑡), 𝑧0𝑗 = const ∈ C, ω = const ∈ R, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚, (100)

то упомянутые переменные не зависят от времени. Такую химеру уместно назвать стационарной.
Добавим еще, что при указанных 𝜀 стационарными являются все химеры из U .
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Рис. 1. a — ρ𝑗 , b — 3𝑗+1 − 3𝑗 ; 𝜀 = 0.07

Fig. 1. a — ρ𝑗 , b — 3𝑗+1 − 3𝑗 ; 𝜀 = 0.07
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При последующем увеличении параметра 𝜀 удается обнаружит так называемые двумерные
автомодельные торы, имеющие вид

𝑧𝑗 = 𝑧0𝑗 (𝑡) exp(𝑖ω𝑡), 𝑧0𝑗 (𝑡) ∈ C, ω = const ∈ R, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚, (101)

где 𝑧0𝑗 (𝑡) — некоторые периодические с периодом 𝑇 > 0 комплекснозначные функции. Доба-
вим еще, что торы (101) заведомо не приводятся к виду (100). Такого типа химероподобные
структуры будем называть квазипериодическими. На рис. 2, a, b изображены зависимости от
1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑚 отвечающих одному из этих торов функций ρ𝑗(𝑡) и 3𝑗+1(𝑡)−3𝑗(𝑡) при 𝜀 = 0.08 и при
фиксированном 𝑡 = 1000000. Подчеркнем, что в отличие от предыдущего случая этот химерный
режим уже не является стационарным. В частности, в силу (101) отвечающие ему полярные
радиусы ρ𝑗(𝑡) периодичны по 𝑡 с периодом 𝑇. График зависимости от 𝑡 на промежутке 999500 ⩽
⩽ 𝑡 ⩽ 1000000 одного из этих радиусов, а именно ρ5(𝑡), представлен на рис. 3 (точке ноль на
горизонтальной оси соответствует значение 𝑡 = 999500).

Дальнейшее увеличение параметра 𝜀 приводит к очередному усложнению динамики. А имен-
но появляются устойчивые химероподобные режимы с непериодической зависимостью компонент
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Рис. 2. a — ρ𝑗 , b — 3𝑗+1 − 3𝑗 ; 𝜀 = 0.08, 𝑡 = 1000000

Fig. 2. a — ρ𝑗 , b — 3𝑗+1 − 3𝑗 ; 𝜀 = 0.08, 𝑡 = 1000000
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Рис. 3. График ρ5(𝑡) при 𝜀 = 0.08

Fig. 3. Graph of ρ5(𝑡) for 𝜀 = 0.08
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Рис. 4. a — ρ𝑗 , b — 3𝑗+1 − 3𝑗 ; 𝜀 = 0.18, 𝑡 = 1000000

Fig. 4. a — ρ𝑗 , b — 3𝑗+1 − 3𝑗 ; 𝜀 = 0.18, 𝑡 = 1000000
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Рис. 5. График ρ5(𝑡) при 𝜀 = 0.18

Fig. 5. Graph of ρ5(𝑡) for 𝜀 = 0.18

ρ𝑗(𝑡) от 𝑡. Такого рода химеры назовем турбулентными. На рис. 4, a, b для одной из турбулентных
химер в случае 𝜀 = 0.18 приведены зависимости ρ𝑗(𝑡) и 3𝑗+1(𝑡) − 3𝑗(𝑡) от 𝑗 при 𝑡 = 1000000,
а на рис. 5 представлен график ρ5(𝑡) на промежутке 999000 ⩽ 𝑡 ⩽ 1000000 (точке ноль на
горизонтальной оси соответствует значение 𝑡 = 999000).

В заключение добавим, что все перечисленные выше характерные особенности динамики,
связанные с усложнением химерных режимов при увеличении параметра 𝜀, сохраняются и для
непрерывной модели (95).
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