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Аннотация. В настоящее время достаточно полно изучены неконсервативные возмущения двумерных нелинейных
гамильтоновых систем. Цель исследования — обобщение этой теории на трёхмерный случай, когда невозмущенная
система является нелинейной, интегрируемой и имеет область, заполненную замкнутыми фазовыми траекториями.
В данной работе рассматриваются автономные возмущения и основное внимание уделяется задаче о предельных
циклах. Методы. Исследование основано на построении специальных координат, в которых переменные разделены
на две медленные и одну быструю, и в первом приближении по малому параметру уравнения для медленных
переменных отделяются. Результаты. Показано, что гиперболические состояния равновесия укороченной системы
определяют замкнутые фазовые траектории, в окрестности которых под действием возмущения появляются циклы.
Заключение. Таким образом, задача сводится к исследованию «порождающей» системы двух алгебраических или
трансцендентных уравнений аналогично порождающему уравнению Пуанкаре–Понтрягина для двумерных систем.
В качестве примеров рассматриваются трёхмерная система типа ван дер Поля и система Лоренца в случае больших
чисел Рэлея.
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Abstract. At present, non-conservative perturbations of two-dimensional nonlinear Hamiltonian systems have been studied
quite fully. The purpose of the study is to generalize this theory to the three-dimensional case, when the unperturbed system
is nonlinear, integrable and has a region filled with closed phase trajectories. In this paper, autonomous perturbations are
considered and the main attention is paid to the problem of limit cycles. Methods. The study is based on the construction
of special coordinates in which the variables are divided into two slow and one fast, and in the first approximation with
respect to a small parameter the equations for the slow variables are separated. Results. It is shown that hyperbolic equilibrium
states of a truncated system determine closed phase trajectories, in the vicinity of which cycles appear under the perturbation.
Conclusion. Thus, the problem is reduced to the study of solutions of the “generating” system of two algebraic or transcendental
equations, similar to the generating Poincaré–Pontryagin equation for two-dimensional systems. As examples, we considere
a three-dimensional van der Pol type system and the Lorentz system in the case of large Rayleigh numbers.
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Введение

Теория нелинейного резонанса в гамильтоновых и близких к ним системах составляет
важный раздел теории колебаний. В настоящее время наиболее полно изучены неконсервативные
возмущения двумерных гамильтоновых систем. Для систем с 3/2 степенями свободы основы этой
теории заложены А. Д. Морозовым и Л. П. Шильниковым в работe [1]. Дальнейшее развитие
продолжено в работах А. Д. Морозова и его учеников: изучены резонансы различных типов
(в том числе вырожденные), вопросы, связанные с синхронизацией колебаний в резонансной зоне,
а также основные примеры (см. монографию [2] и ссылки в ней). В работах [3–7] результаты
о системах с 3/2 степенями свободы обобщены на случай квазипериодических возмущений.
Как показывают исследования [1–7], при изучении резонансов в системах, близких к гамильто-
новым, важную роль играет задача о предельных циклах в автономных системах такого вида.
Эта задача решена Л. С. Понтрягиным в заметке [8], где даны достаточные условия рождения
предельного цикла из замкнутой фазовой траектории невозмущённой системы.

Представляет интерес обобщение теории неконсервативных возмущений на трёхмерный
случай, когда невозмущенная система является нелинейной, интегрируемой и имеет область,
заполненную замкнутыми фазовыми траекториями. В данной работе мы обратимся к автономным
системам и обсудим применение принципа усреднения к решению задачи о предельных циклах.
Обобщая методику, связанную с построением порождающего уравнения Пуанкаре–Понтрягина
(см. [8], также [9]), мы получаем «порождающую» систему двух алгебраических или трансцен-
дентных уравнений, простые решения которой определяют предельные циклы исходной системы1.

1О непосредственном применении метода малого параметра Пуанкаре для анализа предельных циклов в некоторых
трёхмерных системах, близких к интегрируемым, см. [10].
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Как и в двумерном случае, задача о предельных циклах играет важную роль при исследовании
неавтономных (периодических или квазипериодических) возмущений трёхмерных интегрируе-
мых систем.

Рассмотрим систему

�̇� =
𝜕𝐻(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦
+ 𝜀𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧),

�̇� = −𝜕𝐻(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
+ 𝜀𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧),

�̇� = 𝜀𝑓3(𝑥, 𝑦, 𝑧),

(1)

где 0 < 𝜀 ≪ 1 — параметр, 𝐻, 𝑓𝑖 (𝑖 = 1, 3) — достаточно гладкие (например, аналитические)
функции в некоторой области 𝐺 ⊂ 𝑅3. Предположим, что возмущение неконсервативное:

𝜕𝑓1
𝜕𝑥

+
𝜕𝑓2
𝜕𝑦

+
𝜕𝑓3
𝜕𝑧

̸≡ 0, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐺.

При 𝜀 = 0 система (1) интегрируема. Первые интегралы 𝑧 = 𝑐, 𝐻(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ℎ определяют два
однопараметрических семейства поверхностей в R3. Предположим, что при каждом 𝑐 ∈ (𝑐−, 𝑐+)
и каждом ℎ ∈ (ℎ−, ℎ+) поверхности из этих семейств пересекаются по замкнутым фазовым
траекториям2, и обозначим через 𝐷 область (полноторий), состоящую из этих траекторий. Пусть
𝐷 ⊂ 𝐺 и, кроме того, 𝐷 отделена от сепаратрисных поверхностей и состояний равновесия.
Основной целью работы является анализ поведения решений системы (1) в области 𝐷.

Трёхмерные интегрируемые системы общего вида

�̇� = 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧),

�̇� = 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧),

�̇� = 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧),

при некоторых условиях могут быть приведены к виду системы (1) при 𝜀 = 0. Так, если
𝐻1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑐1 — первый интеграл и 𝜕𝐻1

𝜕𝑧 ̸= 0 в окрестности замкнутой траектории, то, делая
замену 𝑧 = 𝐻1(𝑥, 𝑦, 𝑧), придём в этой окрестности к системе

�̇� = 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧),

�̇� = �̃�(𝑥, 𝑦, 𝑧),

˙̃𝑧 = 0.

При соответствующем 𝑧 = const система первых двух уравнений имеет область, заполненную
замкнутыми фазовыми кривыми. В этой области она консервативна в смысле существования
интегрального инварианта, но необязательно имеет гамильтонову форму [9]. Тем не менее
с помощью гладкой взаимно-однозначной замены переменных эта система приводится к такой
форме (см. [11], стр. 35, Теорема 6)3.

Статья организована следующим образом. В разделе 1 выводится усреднённая система
первого приближения и обосновывается связь между её состояниями равновесия и предельными
циклами системы (1). В разделе 2 приведённый метод применяется для анализа предельных
циклов в двух примерах — трёхмерной системе типа ван дер Поля и системе Лоренца. Обсуждение
и выводы приводятся в Заключении.

2Из теоремы о неявной функции следует, что если в системе (1) при 𝜀 = 0 существует хотя бы одна замкнутая
фазовая траектория, то существует и некоторое двупараметрическое семейство таких траекторий.

3См. также пример в разделе 2.2.
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1. Усреднение. Предельные циклы

Обратимся к системе (1) при 𝜀 = 0. Подставляя 𝑧 = 𝑐 ∈ (𝑐−, 𝑐+) в первые два уравнения,
приходим к гамильтоновой системе

�̇� =
𝜕𝐻(𝑥, 𝑦, 𝑐)

𝜕𝑦
,

�̇� = −𝜕𝐻(𝑥, 𝑦, 𝑐)

𝜕𝑥
.

(2)

По предположению, система (2) имеет кольцевую область 𝐺𝑐, заполненную замкнутыми кривыми
𝐻(𝑥, 𝑦, 𝑐) = ℎ ∈ (ℎ−, ℎ+) и отделённую от сепаратрис и состояний равновесия. В этой области
перейдём от переменных (𝑥, 𝑦) к переменным «действие–угол» (𝐼, θ) с помощью канонического
преобразования:

𝑥 = 𝑋(θ, 𝐼, 𝑐), 𝑦 = 𝑌 (θ, 𝐼, 𝑐). (3)

В переменных (𝐼, θ) гамильтониан �̃� = �̃�(𝐼, 𝑐) не зависит от θ, и уравнения (2) принимают вид

𝐼 = 0,

θ̇ = ω(𝐼, 𝑐).

Здесь ω(𝐼, 𝑐) = 𝜕�̃�(𝐼, 𝑐)/𝜕𝐼 — частота колебаний на замкнутых кривых. Например, если
𝐻(𝑥, 𝑦, 𝑐) = 𝑦2/2 + 𝑈(𝑥, 𝑐), то ω(𝐼, 𝑐) = 2π/𝑇 (𝐼, 𝑐), где

𝑇 (𝐼, 𝑐) =
√
2

𝑥2(𝐼,𝑐)∫︁
𝑥1(𝐼,𝑐)

𝑑𝑥√︀
ℎ(𝐼)− 𝑈(𝑥, 𝑐)

,

а 𝑥1 < 𝑥2 — вещественные корни уравнения ℎ− 𝑈(𝑥, 𝑐) = 0.
Пусть теперь 𝜀 ̸= 0. Сделаем в (1) замену

𝑥 = 𝑋(θ, 𝐼, 𝑧), 𝑦 = 𝑌 (θ, 𝐼, 𝑧),

где 𝑋,𝑌 — те же функции, что и в (3). Система принимает вид

𝐼 = 𝜀𝐵1(θ, 𝐼, 𝑧),

�̇� = 𝜀𝐵2(θ, 𝐼, 𝑧),

θ̇ = ω(𝐼, 𝑧) + 𝜀𝐵3(θ, 𝐼, 𝑧),

(4)

где

𝐵1(θ, 𝐼, 𝑧) = 𝑋 ′
θ𝑓2 − 𝑌 ′

θ𝑓1 + 𝑓3(𝑋
′
𝑧𝑌

′
θ −𝑋 ′

θ𝑌
′
𝑧 ), 𝐵2(θ, 𝐼, 𝑧) = 𝑓3,

𝐵3(θ, 𝐼, 𝑧) = −𝑋 ′
𝐼𝑓2 + 𝑌 ′

𝐼𝑓1 + 𝑓3(𝑋
′
𝐼𝑌

′
𝑧 −𝑋 ′

𝑧𝑌
′
𝐼 ),

𝑓𝑖(θ, 𝐼, 𝑧) = 𝑓𝑖(𝑋(θ, 𝐼, 𝑧), 𝑌 (θ, 𝐼, 𝑧), 𝑧), 𝑖 = 1, 2, 3.

𝐵𝑠 (𝑠 = 1, 2, 3) суть достаточно гладкие функции своих аргументов, 2π-периодические по θ.
Фазовым пространством системы (4) является полноторий (𝐼(ℎ−), 𝐼(ℎ+)) × (𝑐−, 𝑐+) × 𝑆1.
Предположим, что в рассматриваемой области функции 𝐵𝑠 и ω ограничены вместе с производны-
ми до второго порядка включительно. При каждом (𝐼, 𝑧) ∈ (𝐼(ℎ−), 𝐼(ℎ+))× (𝑐−, 𝑐+) разложим
функции 𝐵𝑠 в равномерно сходящиеся по θ ∈ [0, 2π] ряды Фурье:

𝐵𝑠(θ, 𝐼, 𝑧) =
∞∑︁

𝑘=−∞
𝐵𝑠𝑘(𝐼, 𝑧) exp(𝑖𝑘θ), 𝑠 = 1, 2, 3.
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Введём в системе (4) новые переменные (𝑤1, 𝑤2, 𝑣) по формулам

𝐼 = 𝑤1 +
𝜀

𝑖ω

∑︁
𝑘 ̸=0

1

𝑘
𝐵1𝑘 exp(𝑖𝑘𝑣),

𝑧 = 𝑤2 +
𝜀

𝑖ω

∑︁
𝑘 ̸=0

1

𝑘
𝐵2𝑘 exp(𝑖𝑘𝑣),

θ = 𝑣 +
𝜀

𝑖ω

∑︁
𝑘 ̸=0

1

𝑘
𝐵3𝑘 exp(𝑖𝑘𝑣)−

𝜀

ω2
∑︁
𝑘 ̸=0

1

𝑘2
(︀
ω′𝐼𝐵1𝑘 + ω

′
𝑧𝐵2𝑘

)︀
exp(𝑖𝑘𝑣),

(5)

где ω,ω′𝐼 ,ω
′
𝑧, 𝐵𝑠𝑘 вычислены при (𝑤1, 𝑤2). Заметим, что в области 𝐷 выполнено неравенство

ω ⩾ ω* > 0, поэтому в замене (5) нет «малого знаменателя» и входящие в замену ряды сходятся
равномерно по 𝑣. Кроме того, несложно показать, что при достаточно малом 𝜀 данная замена
обратима. В результате придём к системе

�̇�1 = 𝜀𝐵10(𝑤1, 𝑤2) + 𝜀2𝑆1(𝑣, 𝑤1, 𝑤2),

�̇�2 = 𝜀𝐵20(𝑤1, 𝑤2) + 𝜀2𝑆2(𝑣, 𝑤1, 𝑤2),

�̇� = ω(𝑤1, 𝑤2) + 𝜀𝐵30(𝑤1, 𝑤2) + 𝜀2𝑆3(𝑣, 𝑤1, 𝑤2),

(6)

где функции 𝑆𝑖 достаточно гладкие и 2π-периодические по 𝑣, а 𝐵𝑠0 определяются по формулам

𝐵𝑠0(𝑤1, 𝑤2) =
1

2π

2π∫︁
0

𝐵𝑠(θ, 𝑤1, 𝑤2)𝑑θ, 𝑠 = 1, 2, 3.

Таким образом, замена (5) позволяет в первом приближении по 𝜀 исключить циклическую
переменную из уравнений движения (4). Если теперь в системе (6) пренебречь членами порядка
∼ 𝜀2, то получим систему, в которой первые два уравнения отделяются:

𝑢1 = 𝜀𝐵10(𝑢1, 𝑢2),

𝑢2 = 𝜀𝐵20(𝑢1, 𝑢2).
(7)

Система (7) получается из системы (4) усреднением двух первых уравнений по быстрой перемен-
ной θ, поэтому будем её называть усреднённой системой (первого приближения).
Известно (см., например, [12]), что при 0 < 𝑡 < 1/𝜀 разность между усреднёнными пере-
менными (𝑢1, 𝑢2) и исходными переменными (𝐼, 𝑧), совпадающими при 𝑡 = 0, имеет порядок
∼ 𝜀: |𝐼 − 𝑢1| < 𝑀𝜀, |𝑧 − 𝑢2| < 𝑀𝜀,𝑀 > 0. Действительно, правые части системы (7) и первых
двух уравнений системы (6) различаются на величину порядка ∼ 𝜀2. За время 𝑡 ∼ 1/𝜀 разница
между соответствующими решениями станет порядка ∼ 𝜀. Кроме того, как следует из замены (5),
разница между (𝐼, 𝑧) и (𝑤1, 𝑤2) также имеет порядок ∼ 𝜀, поэтому и разница между (𝐼, 𝑧) и
(𝑢1, 𝑢2) будет иметь тот же порядок (строгие оценки могут быть получены с использованием
леммы Гронуолла, см. [12, 13]). Пусть теперь система (7) имеет гиперболическое равновесие
(𝑢10, 𝑢20). Тогда система (6), если в ней отбросить слагаемые порядка ∼ 𝜀2, имеет гиперболиче-
ское периодическое решение с частотой ω(𝑢10, 𝑢20) + 𝜀𝐵30(𝑢10, 𝑢20), которое является грубым
(см., например, [14]). Однако добавки порядка ∼ 𝜀2 не являются сколь угодно малыми по отно-
шению к системе, где они отброшены, а при 𝜀 = 0 система не имеет грубых решений, поэтому
нельзя формально использовать свойство грубости для обоснования сохранения периодического
решения4. Тем не менее это решение сохраняется. Действительно, выбирая в (6) переменную 𝑣

4Для иллюстрации можно привести простой одномерный пример: �̇� = 𝑥2 + 𝜀𝑥+ 𝜀2. Если отбросить слагаемое
порядка ∼ 𝜀2, есть два гиперболических состояния равновесия — устойчивое и неустойчивое (система грубая),
но при учете этого слагаемого состояний равновесия нет.

770
Морозов К. Е.

Известия вузов. ПНД, 2024, т. 32, № 6



в качестве нового времени, придём к системе в стандартной форме метода усреднения. Тогда,
применяя первую теорему Боголюбова [13], получаем, что существует гиперболическое перио-
дическое решение с периодом 2π по 𝑣, по 𝑡 период равен 2π/ω0, где ω0 = ω(𝑢10, 𝑢20) + 𝑂(𝜀).
В фазовом пространстве системы (1) образом указанного решения является предельный цикл
𝐿𝜀, причем 𝐿𝜀 → 𝐿0 при 𝜀 → 0, где 𝐿0 — фазовая кривая невозмущённой системы (системы (1)
при 𝜀 = 0), определяемая значениями первых интегралов 𝐼 = 𝑢10, 𝑧 = 𝑢20. Устойчивость цикла
определяется устойчивостью состояния равновесия. По аналогии с порождающим уравнением
Пуанкаре–Понтрягина в двумерном случае, будем называть систему уравнений

𝐵𝑠0(𝑢1, 𝑢2) = 0, 𝑠 = 1, 2,

которая определяет предельные циклы системы (1) в области 𝐷, порождающей.
Таким образом, приходим к теореме.

Теорема 1. Пусть выполнены условия

𝐵𝑠0(𝑢10, 𝑢20) = 0, 𝑠 = 1, 2, (8)

∆ ̸= 0, σ ̸= 0, (9)

где

∆ =
𝜕(𝐵01, 𝐵02)

𝜕(𝑢1, 𝑢2)
, σ =

𝜕𝐵10

𝜕𝑢1
+

𝜕𝐵20

𝜕𝑢2
при 𝑢1 = 𝑢10, 𝑢2 = 𝑢20.

Тогда существует 𝜀* > 0 такое, что при всех 0 < 𝜀 < 𝜀*: 1) система (1) имеет в 𝑂(𝜀)-
окрестности невозмущённой фазовой кривой 𝐿0, определяемой значениями первых интегралов
𝐼 = 𝑢10, 𝑧 = 𝑢20, единственный предельный цикл 𝐿𝜀; 2) 𝐿𝜀 → 𝐿0 при 𝜀 → 0; 3) цикл 𝐿𝜀

асимптотически (орбитально) устойчив, если σ < 0,∆ > 0, и неустойчив в противном случае.

Действительно, условия (8) означают, что (𝑢10, 𝑢20) является состоянием равновесия систе-
мы (7). Характеристическое уравнение имеет вид

λ2 − σλ+ ∆ = 0.

Условия (9) означают, что корни этого уравнения имеют отличные от нуля вещественные части и
равновесие (𝑢10, 𝑢20) является гиперболическим. Отсюда получаем утверждения 1 и 2. Применяя
критерий Раусса–Гурвица, убеждаемся в 3.

В условиях теоремы первым приближением предельного цикла является невозмущённая
фазовая кривая 𝑥 = 𝑋(ω(𝑢10, 𝑢20)𝑡, 𝑢10, 𝑢20), 𝑦 = 𝑌 (ω(𝑢10, 𝑢20)𝑡, 𝑢10, 𝑢20), 𝑧 = 𝑢20. Если подста-
вить 𝑤1 = 𝑢10, 𝑤2 = 𝑢20, 𝑣 = (ω(𝑢10, 𝑢20) + 𝜀𝐵30(𝑢10, 𝑢20))𝑡 в формулы (5), то мы получим так
называемое «улучшенное» первое приближение, удовлетворяющее системе (4) с точностью до
членов порядка ∼ 𝜀2. С помощью подходящей замены координат можно исключить из уравнений
движения циклическую переменную до любого фиксированного порядка по 𝜀 и получить «усред-
нённую» систему высшего приближения, но эти замены громоздки, поэтому на практике обычно
ограничиваются усреднённой системой первого или второго5 приближения.

Прежде чем переходить к примерам, отметим, что сама усреднённая система (7) может
иметь предельный цикл. Можно показать, что если данный цикл является гиперболическим,
то в системе (1) ему соответствует двумерный инвариантный тор, устойчивость которого совпадает
с устойчивостью цикла (см. вторую теорему Боголюбова [13], см. также [15]). Достаточным
условием отсутствия инвариантного тора в системе (1) является знакопостоянство её дивергенции.

5Если состояние равновесия (𝑢10, 𝑢20) усреднённой системы первого приближения имеет комплексно-сопряжённые
собственные числа, то система второго приближения может быть полезна для определения устойчивости предельного
цикла.
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2. Примеры

2.1. Система типа ван дер Поля. Рассмотрим систему

�̈�+ (1 + 𝑧2)𝑥 = 𝜀(α− 𝑥2)�̇�,

�̇� = 𝜀𝑓(𝑥, �̇�, 𝑧),
(10)

где 0 < 𝜀 ≪ 1,α — параметры. Эта система является примером системы с автоматическим
регулированием, 𝑧 — управляющий параметр, функция 𝑓 описывает обратную связь. Например,
положим 𝑓 = 𝑥2−β�̇�2, где β — параметр. Перепишем (10) в виде системы трёх уравнений первого
порядка

�̇� = 𝑦,

�̇� = −(1 + 𝑧2)𝑥+ 𝜀(α− 𝑥2)𝑦,

�̇� = 𝜀(𝑥2 − β𝑦2).

(11)

При 𝜀 = 0 система (11) имеет два первых интеграла: 𝑧 = 𝑐,𝐻(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦2/2 + (1 + 𝑧2)𝑥2/2 = ℎ.
Поверхности 𝑧 = 𝑐 и 𝐻(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ℎ, ℎ > 0 пересекаются по замкнутым траекториям в виде
эллипса 𝑦2/(2ℎ(1+𝑐2))+𝑥2/(2ℎ) = 1, ось 𝑧 заполнена неизолированными равновесиями. Отметим,
что при 𝜀 = 0 и фиксированном 𝑧 = 𝑐 первые два уравнения системы (11) образуют линейный
осциллятор с собственной частотой ω(𝑐) =

√
𝑐2 + 1, но трёхмерная система (11) нелинейная даже

при 𝜀 = 0.
Пусть теперь 𝜀 ̸= 0. Сделаем замену:

𝑥 = 𝑋(θ, 𝐼, 𝑧) ≡
√
2𝐼/(1 + 𝑧2)

1/4
sin θ,

𝑦 = 𝑌 (θ, 𝐼, 𝑧) ≡
√
2𝐼(1 + 𝑧2)

1/4
cos θ.

Получим систему вида (4), в которой

𝐵1 = 2𝐼 cos2 θ
(︂
α− 2𝐼√

1 + 𝑧2
sin2 θ

)︂
− 2𝐼2𝑧 cos 2θ(sin2 θ− β(1 + 𝑧2) cos2 θ)

(1 + 𝑧2)3/2
,

𝐵2 =
2𝐼√
1 + 𝑧2

(︀
sin2 θ− β(1 + 𝑧2) cos2 θ

)︀
.

Усреднённая система первого приближения принимает вид

𝑢1 = 𝜀𝑢1

(︂
α− 𝑢1

2(1 + 𝑢22)
3/2

(1− (1 + β)𝑢2 + 𝑢22 − β𝑢32)
)︂
,

𝑢2 = 𝜀
𝑢1√︀
1 + 𝑢22

(︀
1− β− β𝑢22

)︀
.

(12)

При выполнении одного из неравенств α ⩽ 0, β < 0 или β > 1 система (12) не имеет состояний
равновесия в области 𝑢1 > 0. При α ⩽ 0 имеем 𝑢1 < 0 и траектории исходной системы (11)
стремятся к неизолированным равновесиям, расположенным на оси 𝑧. Кроме того, 𝑢2 > 0
при β < 0,α > 0 и 𝑢2 < 0 при β > 1,α > 0, поэтому при этих значениях в системе (11)
наблюдается «дрейф» траекторий вдоль оси 𝑧. При β = 1,α > 0 в усреднённой системе (12)
образуется сложное состояние равновесия (седло–узел), которое при β < 1 распадается на

узел 𝑂1

(︁
2α√

β(
√
β−

√
1−β)2

,
√︁

1−β
β

)︁
и седло 𝑂2

(︁
2α√

β(
√
β+

√
1−β)2

,−
√︁

1−β
β

)︁
. Эти равновесия существуют

при β ∈ (0, 1), β ̸= 0.5. При β = 0.5 существует единственная седловая точка 𝑂2, а при β = 0
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a b

Рис. 1. a — Фазовый портрет системы (12) при α = 1, β = 0.9; b — предельные циклы системы (11) при 𝜀 = 0.05,
α = 1, β = 0.9 (цвет онлайн)

Fig. 1. a — The phase portrait of system (12) at α = 1, β = 0.9; b — limit cycles of system (11) at 𝜀 = 0.05,α = 1, β = 0.9
(color online)

оба равновесия «уходят на бесконечность». В системе (11) точке 𝑂1 отвечает асимптотически
устойчивый предельный цикл, а 𝑂2 — седловой. При 0 < 𝜀 ≪ 1 предельные циклы близки

к эллипсам β𝑦2/(2ℎ) + 𝑥2/(2ℎ) = 1, ℎ = 2α
β(
√
β±

√
1−β)2

, расположенным в плоскостях 𝑧 = ±
√︁

1−β
β ,

а число ω0 = 1/
√
β является асимптотическим приближением частоты колебаний на циклах.

На рис. 1, a показан фазовый портрет усреднённой системы (12) с двумя состояниями равновесия,
а на рис. 1, b изображены предельные циклы в системе (11) (устойчивый предельный цикл
выделен красным).

2.2. Cистема Лоренца. Рассмотрим систему Лоренца:

�̇� = σ(𝑦 − 𝑥), �̇� = −𝑧𝑥+ 𝑟𝑥− 𝑦, �̇� = 𝑥𝑦 − 𝑏𝑧, (13)

где σ > 0 — число Прандтля, 𝑟 > 0 — относительное число Рэлея, 0 ⩽ 𝑏 < 4 — параметр.
Как указал В. И. Юдович [16] (см. также [17, 18]), с помощью замены переменных и времени

𝑥 →
√︀

2σ(𝑟 − 1)𝑥, 𝑧 → (𝑟 − 1)(𝑧 + 𝑥2), 𝑡 → 𝑡√︀
σ(𝑟 − 1)

система приводится к виду
�̈�+ (𝑧 − 1)𝑥+ 𝑥3 = −𝜀γ�̇�,

�̇� = 𝜀(−𝑎𝑧 + β𝑥2),
(14)

где 𝜀 = 1/
√
𝑟 − 1, 𝑎 = 𝑏/

√
σ, β = (2σ− 𝑏)/

√
σ, γ = (σ+ 1)/

√
σ — параметры. Очевидно, что

𝑎 > 0, γ =
β+ 𝑎

2
+

2

β+ 𝑎
⩾ 2, 𝑎+ β = 2

√
σ > 0.

Рассмотрим случай, когда 𝑟 ≫ 1. Тогда 0 < 𝜀 ≪ 1 и система (14) близка к интегрируемой:

�̈�+ (𝑧 − 1)𝑥+ 𝑥3 = 0,

�̇� = 0.
(15)

Из последнего уравнения системы (15) получаем 𝑧 = 𝑞 = const. Тем самым приходим к уравнению
Дуффинга

�̈�+ (𝑞 − 1)𝑥+ 𝑥3 = 0. (16)
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Фазовый портрет этого уравнения качественно различается при 𝑞 < 1 и при 𝑞 > 1. При 𝑞 > 1 урав-
нение (16) имеет в начале координат единственное состояние равновесия типа центр, окруженное
замкнутыми фазовыми кривыми

�̇�2/2 + (𝑞 − 1)𝑥2/2 + 𝑥4/4 = ℎ, ℎ > 0. (17)

При 𝑞 < 1 состояние равновесия (0, 0) становится седловым и появляется ещё два центра
(0,±

√
1− 𝑞). Сепаратрисы седла (0, 0) образуют две симметричные гомоклинические траектории

(гомоклиническую «восьмёрку»). Замкнутым фазовым кривым, лежащим внутри «восьмёрки»,
отвечают значения ℎ, удовлетворяющие неравенству −(1− 𝑞)2/4 < ℎ < 0, а вне «восьмёрки» —
неравенству ℎ > 0. Гомоклинические траектории отвечают уровню гамильтониана ℎ = 0. Решение
на замкнутых фазовых кривых определяется через эллиптические функции Якоби по известным
формулам:

𝑋(θ, 𝑘, 𝑞) = ±
√︂

2(1− 𝑞)

2− 𝑘2
dn(Kθ/π), 𝑘2 =

2
√︀

4ℎ+ (1− 𝑞)2

1− 𝑞 +
√︀

4ℎ+ (1− 𝑞)2
,

при 𝑞 < 1,−(1− 𝑞)2/4 < ℎ < 0 (Случай А);

(18)

𝑋(θ, 𝑘, 𝑞) =

√︂
2(𝑞 − 1)𝑘2

1− 2𝑘2
cn(2Kθ/π), 𝑘2 =

1− 𝑞 +
√︀

4ℎ+ (1− 𝑞)2

2
√︀

4ℎ+ (1− 𝑞)2
,

при 𝑞 < 1, ℎ > 0 и 𝑞 > 1, ℎ > 0 (Случай Б).

(19)

Здесь K(𝑘),E(𝑘) — полные эллиптические интегралы I и II рода, 𝑘 — их модуль, θ = ω𝑡 — угловая
координата, ω = ω(𝑘, 𝑞) — собственная частота. В Случае А значения 𝑘2 принадлежат интервалу
(0, 1), а в Случае Б — интервалу (0.5, 1) при 𝑞 < 1 и интервалу (0, 0.5) при 𝑞 > 1. Собственная
частота ω(𝑘, 𝑞) находится следующим образом:

ω =
π

K(𝑘)

√︂
1− 𝑞

2− 𝑘2

— в Случае А,

ω =
π

2K(𝑘)

√︂
1− 𝑞

2𝑘2 − 1

— в Случае Б.
Пусть теперь 𝜀 ̸= 0. Для рассматриваемых значений параметров система (14) имеет

три состояния равновесия: 𝑂(0, 0, 0) с собственными числами λ1,2 = −𝜀γ/2 ±
√︀

1 + (𝜀γ/2)2,

λ3 = −𝜀𝑎 и 𝑂±(±
√︀
𝑎/(𝑎+ β), 0, β/(𝑎+β)) с собственными числами λ1,2 = − 𝜀(β−γ)

2 ±𝑖
√︁

2𝑎
𝑎+β+𝑜(𝜀),

λ3 = −𝜀(β+ 𝑎) + 𝑜(𝜀). Точка 𝑂 является седло–узлом с двумерным устойчивым и одномерным
неустойчивым многообразием, а 𝑂± являются фокусами, асимптотически устойчивыми при β > γ.

Перейдём от переменных 𝑥, �̇�, 𝑧 к переменным θ, 𝐼, 𝑧. Получим систему вида (4), в которой

𝐵1 = (−𝑎𝑧 + β𝑋2)(𝑋 ′
𝑧𝑌

′
θ −𝑋 ′

θ𝑌
′
𝑧 )− γ𝑌 𝑋 ′

θ,

𝐵2 = −𝑎𝑧 + β𝑋2,

а функция 𝑋(θ, 𝑘(𝐼), 𝑧) определяется формулой (18) для Случая А и формулой (19) для Случая Б,
𝑌 = ω𝑋 ′

θ. Из первого интеграла (17) находим 𝑋 ′
θ = ±1/ω

√︀
2ℎ+ (1− 𝑧)𝑋2 −𝑋4/2, а из урав-

нения (16) 𝑋 ′′
θ2 = 1/ω2((1 − 𝑧)𝑋 −𝑋3). Используя эти выражения, получаем 𝑋 ′

𝑧𝑌
′
θ −𝑋 ′

θ𝑌
′
𝑧 =

= 𝑋2/(2ω). Поскольку правые части полученной системы зависят от 𝐼 неявно, то удобнее
перейти от переменной 𝐼 к переменной 𝑘. Для этого необходима производная 𝜕𝐼

𝜕𝑘 . Очевидно,
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𝜕𝐼
𝜕𝑘 = 𝜕𝐼

𝜕ℎ
𝜕ℎ
𝜕𝑘 = 1

ω
𝜕ℎ
𝜕𝑘 , где функция ℎ = ℎ(𝑘, 𝑧) находится путём обращения в (18) и (19) формулы

для 𝑘2, в которой вместо 𝑞 следует подставить 𝑧. Усредняя полученную систему по θ и сохраняя
для наглядности прежние обозначения для усреднённых переменных, придём к системе первого
приближения

�̇� = 𝜀

(︃
− 𝑎𝑧

2π∫︁
0

𝑋2𝑑θ+ β

2π∫︁
0

𝑋4𝑑θ− 2γ

2π∫︁
0

𝑌 2𝑑θ

)︃
/(4πℎ′𝑘),

�̇� = 𝜀

(︃
− 𝑎𝑧 +

β
2π

2π∫︁
0

𝑋2𝑑θ

)︃
.

Используя (17) и (16), находим
2π∫︁
0

𝑋4𝑑θ =
8

3
πℎ(𝑘, 𝑧) +

4

3
(1− 𝑧)

2π∫︁
0

𝑋2𝑑θ,

2π∫︁
0

𝑌 2𝑑θ =
8

3
πℎ(𝑘, 𝑧) +

1

3
(1− 𝑧)

2π∫︁
0

𝑋2𝑑θ.

Таким образом, вычисление правых частей усреднённой системы сводится к нахождению инте-
грала

∫︀ 2π
0 𝑋2𝑑θ. Вычисляя этот интеграл, приходим к усреднённой системе

�̇� = 𝜀
(2− 𝑘2)2

3𝑘3

(︂(︁ −3𝑎𝑧

2(1− 𝑧)
+ 2β− γ

)︁E
K

+ (β− 2γ)
𝑘2 − 1

2− 𝑘2

)︂
,

�̇� = 𝜀(−𝑎𝑧 +
2β(1− 𝑧)

2− 𝑘2
E

K
),

(20)

— в Случае А,

�̇� = 𝜀
(2𝑘2 − 1)2

3𝑘

(︂(︁ 3𝑎𝑧

2(1− 𝑧)
+ γ− 2β

)︁E
K

+
𝑘2 − 1

2𝑘2 − 1

(︁3𝑎𝑧(2𝑘2 − 1)

2(1− 𝑧)
− β(3𝑘2 − 2)− γ

)︁)︂
,

�̇� = 𝜀

(︂
−𝑎𝑧 +

2β(1− 𝑧)

2𝑘2 − 1

(︁
𝑘2 − 1 +

E

K

)︁)︂
,

(21)
— в Случае Б.

Из того факта, что система Лоренца (13) диссипативна (дивергенция системы (13) равна
−σ− 𝑏− 1 < 0), следует, что она не может иметь двумерных инвариантных торов. Усреднённые
системы (20) и (21) не имеют предельных циклов, и задача сводится к исследованию их состояний
равновесия. Приравнивая к нулю правые части системы (20), получаем порождающее уравнение
для циклов в области 𝑧 < 1,−(1− 𝑧)2/4 < ℎ < 0:(︂

−3β
E

K
+ (2β− γ)(2− 𝑘2)

)︂
E+ (β− 2γ)(𝑘2 − 1)K = 0, 𝑘2 ∈ (0, 1).

Для каждого корня 𝑘 соответствующее значение 𝑧 находится по формуле 𝑧 = (2βE)/(𝑎(2 −
− 𝑘2)K+ 2βE). Для циклов в областях 𝑧 < 1, ℎ > 0 и 𝑧 > 1, ℎ > 0 получаем уравнение(︂

3β
(︁E
K

+ 𝑘2 − 1
)︁
+ (γ− 2β)(2𝑘2 − 1)

)︂
E+

+

(︂
3β
(︁E
K

+ 𝑘2 − 1
)︁
− β(3𝑘2 − 2)− γ

)︂
(𝑘2 − 1)K = 0,
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a b c

Рис. 2. Графики ν = ν(𝑘) для областей: 𝑧 < 1,−(1− 𝑧)2/4 < ℎ < 0 (a); 𝑧 < 1, ℎ > 0 (b); 𝑧 > 1, ℎ > 0 (c)

Fig. 2. The graphs of ν = ν(𝑘) for the regions: 𝑧 < 1,−(1− 𝑧)2/4 < ℎ < 0 (a); 𝑧 < 1, ℎ > 0 (b); 𝑧 > 1, ℎ > 0 (c)

где 𝑘2 ∈ (0.5, 1) для области 𝑧 < 1, ℎ > 0 и 𝑘2 ∈ (0, 0.5) для области 𝑧 > 1. Для 𝑧 имеем формулу
𝑧 = 2β((𝑘2 − 1)K+E)/((𝑎(2𝑘2 − 1) + 2β(𝑘2 − 1))K+ 2βE).

Выражая из полученных уравнений отношение ν = γ/β как однозначную функцию 𝑘
и изменяя 𝑘 в соответствующих пределах, находим значения параметра ν, при которых в системе
(14) появляются предельные циклы. Для Случая А имеем

ν(𝑘) =
2(2− 𝑘2)E+ (𝑘2 − 1)K− 3E2/K

(2− 𝑘2)E+ 2(𝑘2 − 1)K
;

для Случая Б

ν(𝑘) =
(3E/K+ 𝑘2 + 1)E+ (−3E/K+ 1)(𝑘2 − 1)K

(2𝑘2 − 1)E− (𝑘2 − 1)K
.

На рис. 2 приведены графики функций ν = ν(𝑘) для каждой из рассматриваемых областей.
Из анализа этих функций следуют следующие выводы о предельных циклах системы (14).

1. В области 𝑧 < 1,−(1 − 𝑧)2/4 < ℎ < 0 при 1 < ν < 2 (в исходных параметрах
(2𝑏 + 1)/3 < σ < 𝑏 + 1) существует пара симметричных предельных циклов, каждый из ко-
торых охватывает один из устойчивых фокусов 𝑂±. Соответствующее состояние равновесия
усреднённой системы является седлом, поэтому эти циклы неустойчивы (седловые), см. рис. 3, a.

a b

Рис. 3. Состояние равновесия усреднённой системы (20) при 𝑟 = 1000, 𝑏 = 2.6, σ = 3.4 (a); состояние равновесия
усреднённой системы (21) при 𝑟 = 1000, 𝑏 = 2.6, σ = 3.4 (b)

Fig. 3. The equilibrium state of averaged system (20) at 𝑟 = 1000, 𝑏 = 2.6, σ = 3.4 (a); the equilibrium state of averaged
system (21) at 𝑟 = 1000, 𝑏 = 2.6, σ = 3.4 (b)
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Рис. 4. Предельные циклы системы (13) при 𝑏 =
= 2.6, σ = 3.3, 𝑟 = 500. Красным цветом выделен
орбитально устойчивый цикл, чёрным — седловые (цвет
онлайн)

Fig. 4. The limit cycles of system (13) at 𝑏 = 2.6, σ =
= 3.3, 𝑟 = 500. The stable cycle is highlighted in red, the
saddle ones are highlighted in black (color online)

При ν → 1 (σ → 𝑏 + 1) циклы влипают в
фокусы 𝑂± (жёсткая бифуркация Андронова–
Хопфа). В другом предельном случае при ν→ 2
(σ → (2𝑏 + 1)/3) циклы влипают в симметрич-
ные гомоклинические петли ℎ = 0, 𝑧 = 0 и затем
исчезают.

2. В области 𝑧 < 1, ℎ > 0 при 0.5 < ν < 2

(σ > (2𝑏+ 1)/3) существует единственный асимп-
тотически устойчивый предельный цикл, охва-
тывающий оба фокуса. Фазовый портрет усред-
нённой системы (21) в окрестности устойчивого
состояния равновесия показан на рис. 3, b. Нера-
венство ν > 0.5 следует из условий на параметры
ν = σ+1

2(σ−𝑏/2) > 0.5, причём ν→ 0.5 при σ→ +∞.
Отметим, что при σ→ +∞ соответствующее цик-
лу значение 𝑘 стремится к 𝑘* ≈ 0.91. При ν→ 2

(σ→ (2𝑏+ 1)/3) цикл влипает в сепаратрисные петли ℎ = 0, 𝑧 = 0.
3. В области 𝑧 > 1 (при этом ℎ > 0) выполнено неравенство 0 < ν(𝑘) < 0.5, поэтому для

рассматриваемых значений параметров циклов в этой области нет.
Предельные циклы системы Лоренца при 𝑏 = 2.6, σ = 3.3, 𝑟 = 500 изображены на рис. 4,

где красным цветом выделен устойчивый цикл, а чёрным — седловые.
Значение σ = (2𝑏 + 1)/3 — асимптотическое при 𝑟 → +∞ значение, соответствующее

образованию двух симметричных гомоклинических петель в системе (13). Если 𝑟 фиксировано, то
при их разрушении, кроме двух седловых предельных циклов внутри «восьмёрки», появляется ин-
вариантное множество со сложной динамикой, содержащее счётное множество седловых циклов,
не обнаруживающихся методом усреднения6. Эта бифуркация играет важную роль в появлении
аттрактора Лоренца [19]. Значение σ = 𝑏+ 1 — асимптотическое при 𝑟 → +∞ значение, соответ-
ствующее стягиванию седловых предельных циклов в устойчивые фокусы (обратная бифуркация
Андронова–Хопфа). При фиксированном 𝑟 эта бифуркация может приводить к жесткому режиму
возбуждения стохастичности [19]. Отметим также, что при фиксированных значениях σ, 𝑏 и уве-
личении 𝑟 аттрактор Лоренца вырождается в квазиаттрактор, а затем — в устойчивый предельный
цикл, который и обнаруживается методом усреднения. Как показывают компьютерные вычисления,
при обратном изменении 𝑟 с данным циклом происходит каскад бифуркаций удвоения (см. рис. 5).

a b c d

Рис. 5. Устойчивый предельный цикл системы (13) при 𝑏 = 2.6, σ = 10 и 𝑟 = 250 (a), 𝑟 = 230 (b), 𝑟 = 222 (c),
𝑟 = 220.4 (d)

Fig. 5 The stable limit cycle of system (13) at 𝑏 = 2.6, σ = 10 and 𝑟 = 250 (a), 𝑟 = 230 (b), 𝑟 = 222 (c), 𝑟 = 220.4 (d)

6Это подчеркивает неприменимость метода усреднения в окрестности сепаратрисной поверхности.
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Заключение

В работе рассматриваются неконсервативные автономные возмущения трёхмерных инте-
грируемых систем. Основное внимание уделяется применению метода усреднения для анализа
предельных циклов. Показано, что гиперболические состояния равновесия усреднённой систе-
мы первого приближения определяют замкнутые фазовые траектории невозмущённой системы,
в окрестности которых под действием возмущения появляются циклы. Таким образом, рассмат-
риваемая задача приводит к исследованию порождающей системы двух алгебраических или
трансцендентных уравнений по аналогии с порождающим уравнением Пуанкаре–Понтрягина
для двумерных систем, близких к гамильтоновым. В статье рассматриваются два примера —
трёхмерная система типа ван дер Поля и система Лоренца. Для примеров проведён анализ пре-
дельных циклов описанным в работе методом: вычислены усреднённые системы и исследованы
их состояния равновесия. Построены соответствующие фазовые портреты.
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