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1. Уравнение Кортевега – де Фриза и солитоны

В 2025 году исполняется 130 лет с публикации статьи Д. Кортевега и Г. де Фриза [1],
в которой исследовалось знаменитое нелинейное уравнение в частных производных

𝑢′𝑡 + 6𝑢𝑢′𝑥 + 𝑢′′′𝑥𝑥𝑥 = 0 (1)

(далее — «уравнение КдФ»), описывающее волны на воде в предположении, что глубина воды
много меньше длины волны, но много больше амплитуды, и известное сейчас под именами этих
авторов (хотя в другой форме было записано ранее Ж. Буссинеском [2, с. 360]). В частности,
в [1] было найдено решение, имеющее вид стационарной уединённой волны и воспроизводящее
известную к тому времени зависимость скорости волны от амплитуды, ранее экспериментально
установленную первооткрывателем уединённых волн на поверхности воды Дж. Скоттом Расселом
[3, с. 423].

Тот факт, что уравнение КдФ воспроизводит и другие экспериментальные наблюдения
Рассела — распад длинноволнового начального возмущения на цуг уединённых волн, а также
взаимодействие таких волн между собой без изменения формы и скорости, — был установлен
значительно позже при помощи численного моделирования в работе Н. Дж. Забуски (Забужского)
и М.Д. Крускала [4], которой в этом году исполняется 60 лет. Вышеописанный характер взаимо-
действия уединённых волн, которое оказалось «упругим» несмотря на нелинейность уравнения,

©Канаков О. И., 2025
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вызвал всплеск интереса исследователей как к уравнению КдФ, так и к этому классу решений.
Термин «солитон», впервые введённый именно в работе [4], был скомбинирован из первых букв
англоязычного термина «solitary wave» (уединённая волна) и окончания «-он», типичного для
названий элементарных частиц и призванного подчеркнуть «корпускулярный» характер поведения
таких решений1.

В ознаменование этих двух годовщин — 130-летия солитонов в уравнении КдФ
и 60-летия самого слова «солитон» — предлагаем освежить в памяти некоторые результаты
из теории нелинейных волн, составляющие основу теории солитонов и вызванные к жизни
работами, цитированными выше, не претендуя на полноту ни в плане математической строгости
(не будем полностью формулировать условия теорем), ни в плане библиографии и истории науки
(за подробностями отошлём к вводному обзору [5] и к монографиям [6, 7], хотя полностью
осветить все варианты физической и математической постановки задач, связанных с солитонами,
сейчас невозможно даже в объёме книги).

2. Метод обратной задачи рассеяния

К. С. Гарднер, Дж. М. Грин, М. Д. Крускал и Р. М. Миура в своих статьях 1967
и 1974 годов [8, 9] предложили оригинальный подход, модификации которого сейчас извест-
ны под названием «методы обратной задачи рассеяния», сводящий отыскание решения задачи
Коши для нелинейного уравнения КдФ к решению только линейных задач.

Центральным элементом метода является специфическая замена переменных, для построе-
ния которой вводится в рассмотрение «вспомогательная линейная задача» — задача на собственные
числа λ и собственные функции ψ(𝑥) стационарного уравнения Шрёдингера

𝐿ψ = λψ, (2a)

где

𝐿 = − 𝜕2

𝜕𝑥2
+ 𝑈(𝑥), (2b)

куда в качестве потенциала 𝑈(𝑥) формально подставляется профиль искомого решения уравнения
КдФ в некоторый фиксированный момент времени 𝑈(𝑥) = 𝑢(𝑥, 𝑡), причём время 𝑡 выступает
в этой вспомогательной задаче исключительно в качестве параметра. Для дальнейшего важно,
чтобы солитон был не положительным, а отрицательным — тогда в уравнении Шрёдингера
он выступает как потенциальная яма; это позволяет рассматривать собственные состояния,
локализованные в одной или нескольких ямах, наряду с задачей о рассеянии (то есть об отражении
и пропускании) волн де Бройля, набегающих из бесконечности, на неоднородности потенциала,
образованной этими ямами. Из этих соображений уравнение КдФ (1) переписывается путём
замены 𝑢 на −𝑢:

𝑢′𝑡 − 6𝑢𝑢′𝑥 + 𝑢′′′𝑥𝑥𝑥 = 0. (3)

Как было показано в [8, 9], при условии
∫︀ +∞
−∞ |𝑈(𝑥)||𝑥|𝑛𝑑𝑥 < ∞, 𝑛 ∈ {0, 1, 2}, обеспечи-

вающем достаточно быстрое приближение 𝑈(𝑥) к нулю на бесконечности (это означает, что
«неоднородность» потенциала, то есть вся существенно ненулевая часть 𝑈(𝑥), достаточно хорошо
локализована в пространстве), спектр собственных чисел задачи (2a,b) состоит из непрерывной
части, занимающей всю положительную полуось λ𝑘 = 𝑘2 > 0, где 𝑘 ̸= 0 — действительные числа,
и конечного (возможно, пустого) дискретного набора невырожденных (некратных) отрицательных

1Для большего сходства со словами «электрон», «нейтрон» и т. п. авторы вначале придумали термин «solitron», но
слово оказалось занято — так называлась (и по сей день называется) фирма, выпускающая силовые полупроводниковые
приборы [5].
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собственных чисел λ𝑛 = −κ2𝑛 < 0. Таким образом, спектр собственных чисел полностью опреде-
ляется его дискретной частью {λ𝑛}𝑁𝑛=1, где 𝑁 — количество собственных чисел, составляющих
дискретную часть спектра.

Соответствующие собственные функции для дискретной части спектра действительны,
локализованы в пространстве вблизи неоднородности потенциала и экспоненциально убывают
на бесконечности: ψ(𝑥 → +∞) = 𝐶𝑛𝑒

−κ𝑛𝑥, где 𝐶𝑛 — константы, обеспечивающие нормировку∫︀ +∞
−∞ ψ

2(𝑥)𝑑𝑥 = 1 (для определённости можно положить 𝐶𝑛 > 0). Каждая собственная функ-
ция для непрерывной части спектра на бесконечностях (вдали от неоднородности потенциала)
представляет собой суперпозицию бегущих гармонических волн с некоторым волновым числом
𝑘, проходящих через неоднородность и отражающихся от неё. Для определённости можно по-
ложить, что в положительной области 𝑥 → +∞ присутствуют набегающая (из бесконечности)
и отражённая волны, а в отрицательной области 𝑥 → −∞ — только прошедшая волна. Тогда
собственные функции однозначно определяются параметрами своих асимптотик: для дискретной
части спектра — константами 𝐶𝑛, а для непрерывной части — коэффициентами отражения 𝑏(𝑘)
(через них выражаются и коэффициенты прохождения).

Совокупность, состоящую из дискретной части спектра {λ𝑛}𝑁𝑛=1 и параметров асимптотик
собственных функций 𝐶𝑛 и 𝑏(𝑘), называют «данными рассеяния». Известны условия, при которых
однозначно решается не только задача отыскания данных рассеяния по заданному потенциалу
𝑈(𝑥) («прямая задача рассеяния»), но и «обратная задача рассеяния», состоящая в отыскании
потенциала по известным данным рассеяния. Основной этап решения обратной задачи состоит
в решении линейного интегрального уравнения Гельфанда–Левитана–Марченко. Таким образом
устанавливается взаимно-однозначное соответствие между рассмотренным классом потенциалов
𝑈(𝑥) и данными рассеяния.

Именно это взаимно-однозначное соответствие и используется в качестве замены перемен-
ных в уравнении КдФ: вспомогательная линейная задача (2a,b) (с подстановкой 𝑈(𝑥) = 𝑢(𝑥, 𝑡))
увязывает искомое решение 𝑢(𝑥, 𝑡) в каждый конкретный момент времени с некоторыми дан-
ными рассеяния, а эволюция решения 𝑢(𝑥, 𝑡) во времени, таким образом, взаимно-однозначно
увязывается с некоторой эволюцией данных рассеяния {λ𝑛(𝑡)}𝑁𝑛=1, 𝐶𝑛(𝑡), 𝑏(𝑘, 𝑡).

Разумеется, вышеописанная замена переменных не записывается в виде готовой формулы,
поэтому эволюция в новых переменных не может быть найдена простой подстановкой в исходное
уравнение. Тем не менее динамика данных рассеяния, в которую отображается уравнение КдФ (3),
была найдена в [8, 9], причём, во-первых, спектр собственных чисел оказывается постоянным во
времени:

λ𝑛(𝑡) = −κ2𝑛 = const; (4)

во-вторых, уравнения движения для параметров собственных функций оказываются линейными,
и их решение имеет вид

𝐶𝑛(𝑡) = 𝐶𝑛(0)𝑒
4κ𝑛𝑡, 𝑏(𝑘, 𝑡) = 𝑏(𝑘, 0)𝑒8𝑖𝑘

3𝑡. (5)

В частности, выясняется (путём решения обратной задачи рассеяния), что решение (5) при нулевом
коэффициенте отражения 𝑏(𝑘, 𝑡) = 𝑏(𝑘, 0) = 0 представляет собой в исходных переменных 𝑢(𝑥, 𝑡)
комбинацию из 𝑁 солитонов, распространяющихся со скоростями 𝑐𝑛 = −4λ𝑛 (𝑛 = 1, . . . , 𝑁 ;
так, в случае единственного дискретного собственного числа 𝑁 = 1 имеем один изолированный
солитон и т. д.). В том числе это означает, что потенциальная яма (или их совокупность), имеющая
форму солитона (или их совокупности) в уравнении КдФ, является с точки зрения уравнения
Шрёдингера «безотражательным потенциалом» в том смысле, что набегающая на него волна
де Бройля не претерпевает отражения.
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3. Представление Лакса

Замена переменных, используемая в методе обратной задачи рассеяния, крайне неочевидна
и выглядит как изобретательный трюк, основанный на знаниях свойств уравнения Шрёдингера,
так что остаётся непонятным, может ли описанный подход быть обобщен для применения
к другим нелинейным моделям. Один из способов получения этой замены в рамках более общего
подхода был предложен П. Лаксом в 1968 году [10].

Можно показать прямой подстановкой, что уравнение КдФ (3) эквивалентно операторному
уравнению Лакса 𝐿′

𝑡 = [𝐵,𝐿] или
𝐿′
𝑡 + [𝐿,𝐵] = 0, (6)

где 𝐿′
𝑡 — производная оператора 𝐿 по времени, [𝐿,𝐵] = 𝐿𝐵 − 𝐵𝐿 — коммутатор, оператор 𝐿

определён согласно (2b) (тогда 𝐿′
𝑡 = 𝑢′𝑡(𝑥, 𝑡)), а оператор 𝐵 задан в виде

𝐵 = 𝐵2 = −4
𝜕3

𝜕𝑥3
+ 6𝑢

𝜕

𝜕𝑥
+ 3𝑢′𝑥. (7)

Эквивалентность здесь понимается в том смысле, что левая часть (6) тождественна оператору
домножения на левую часть уравнения КдФ (3), то есть

(𝐿′
𝑡 + [𝐿,𝐵])ψ = (𝑢′𝑡 − 6𝑢𝑢′𝑥 + 𝑢′′′𝑥𝑥𝑥)ψ, (8)

и является нулевым оператором тогда и только тогда, когда 𝑢(𝑥, 𝑡) является решением уравнения
КдФ (3).

Представление (6) удобно тем, что свойство постоянства во времени дискретной части
спектра оператора 𝐿(𝑡) (4) доказывается в общем виде для оператора 𝐿(𝑡), удовлетворяющего
уравнению (6), при условии самосопряжённости оператора 𝐿 и достаточно слабых требовани-
ях к области определения и непрерывной дифференцируемости нужных операторов и функ-
ций [11, c. 58, теорема 3.1.1]. Сохранение во времени непрерывной части спектра должно быть
обосновано дополнительно, либо также обеспечено уравнением (6), если дополнительно потребо-
вать антисамосопряжённость оператора 𝐵(𝑡), существование (унитарного) оператора 𝑈(𝑡) как
решения операторного уравнения 𝑈 ′

𝑡 = 𝐵𝑈 и (непрерывную) дифференцируемость нужных опера-
торов по времени [11, c. 60, теорема 3.2.1]. Кроме того, эволюция во времени для нормированных
собственных функций ψ в случае антисамосопряжённого оператора 𝐵 описывается линейным
уравнением

ψ′𝑡 = 𝐵ψ. (9)

В частности, указанным условиям удовлетворяют операторы 𝐿 (самосопряжённый) и 𝐵
(антисамосопряжённый), определённые в (2b) и в (7), откуда следует постоянство спектра (4),
а из (9) — эволюция асимптотических параметров собственных функций (5). Таким образом
не только воспроизводится ключевой элемент метода обратной задачи рассеяния, состоящий
в сведении нелинейного волнового уравнения КдФ к линейной динамике данных рассеяния,
но и открывается путь к обобщению этого метода путём отыскания других нелинейных моделей,
сводимых к линейным при помощи замены, основанной на некоторой вспомогательной задаче
рассеяния.

Cохраняя вид оператора 𝐿 (2b), можно поставить в общем виде задачу отыскания таких
антисамосопряжённых операторов 𝐵, для которых левая часть уравнения Лакса (6) принимает
вид оператора домножения на некоторую функцию 𝑓(𝑥, 𝑡):

(𝐿′
𝑡 + [𝐿,𝐵])ψ = 𝑓(𝑥, 𝑡)ψ, (10)
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где 𝑓(𝑥, 𝑡) получается некоторым преобразованием из 𝑢(𝑥, 𝑡), — аналогично (8), но теперь не обя-
зательно 𝑓(𝑥, 𝑡) должна совпадать с левой частью уравнения КдФ. Решение задачи в такой
постановке приводит к последовательности операторов 𝐵1, 𝐵2, 𝐵3 и т. д. [10], [11, с. 65–66], каж-
дый из которых, будучи подставлен в уравнение Лакса (6) вместе со шрёдингеровским оператором
𝐿 (2b), порождает некоторое уравнение относительно 𝑢(𝑥, 𝑡).

Так, оператор 𝐵1 = 𝜕/𝜕𝑥 обращает уравнение Лакса в линейное уравнение

𝑢′𝑡 − 𝑢′𝑥 = 0, (11)

решениями которого являются стационарные волны. Оператор 𝐵2 совпадает (с точностью до экви-
валентных переобозначений) с введённым в (7) и порождает, соответственно, уравнение КдФ (3).
Следующие члены этой операторной последовательности порождают новые нелинейные волновые
модели, решения которых по построению обеспечивают постоянство спектра (4) и линейную эво-
люцию собственных функций (9) оператора Шрёдингера 𝐿, а значит, допускают анализ методом
обратной задачи рассеяния на основе уравнения Шрёдингера и являются полностью интегрируе-
мыми. Эту последовательность интегрируемых волновых моделей называют «иерархия КдФ».

4. Законы сохранения и представление Гамильтона

Из стационарного уравнения Шрёдингера (2a), где оператор 𝐿 по-прежнему задан в ви-
де (2b), и закона эволюции собственных функций в представдении Лакса (9) в общем виде,
не конкретизируя вид антисамосопряжённого оператора 𝐵, можно получить последовательность
законов сохранения, каждый из которых имеет форму пространственного интеграла от некоторой
«плотности», выражаемой в каждой точке через решение 𝑢(𝑥, 𝑡) и его производные:

𝑄𝑛 =
(−1)𝑛+1

2

∫︁
ρ2𝑛+1𝑑𝑥 = const, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , (12)

где

ρ1 = −𝑢, ρ2 =
𝜕

𝜕𝑥
ρ1, ρ𝑘+1 =

𝜕

𝜕𝑥
ρ𝑘 +

𝑘−1∑︁
𝑚=1

ρ𝑚ρ𝑘−𝑚 (13)

(интегралы здесь и далее берутся от −∞ до +∞). В частности, после упрощения интегралов
имеем

𝑄0 =

∫︁
𝑢

2
𝑑𝑥, 𝑄1 =

∫︁
𝑢2

2
𝑑𝑥, 𝑄2 =

∫︁ (︃
𝑢′𝑥

2

2
+ 𝑢3

)︃
𝑑𝑥. (14)

Вывод этих выражений в применении к уравнению КдФ был описан в [12, § 3]. В силу независи-
мости вывода от конкретного вида оператора 𝐵 (что отмечено, например, в [13, раздел 3]), все
эти законы сохранения справедливы для каждого из уравнений в иерархии КдФ.

Более того, выясняется, что (любое) 𝑛-е уравнение из иерархии КдФ само по себе может
быть получено из соответствующего интеграла 𝑄𝑛 как гамильтоновская система, имеющая
в качестве гамильтониана интеграл 𝑄𝑛:

𝑢′𝑡 = {𝑢,𝑄𝑛} =
𝜕

𝜕𝑥

δ𝑄𝑛

δ𝑢
, (15)

в которой скобка Пуассона {·, ·} задаётся в виде скобки Гарднера

{𝐹,𝐺} =

∫︁
δ𝐹
δ𝑢

𝜕

𝜕𝑥

δ𝐺
δ𝑢

𝑑𝑥, (16)
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где δ/δ𝑢 означает производную Фреше. Для исходного уравнения КдФ (3), соответствующе-
го случаю 𝑛 = 2, это было доказано В. Е. Захаровым и Л. Д. Фаддеевым в 1971 году [12],
причём было также показано, что замена переменных, используемая в методе обратной зада-
чи рассеяния (см. разд. 2), приобретает в этих обозначениях смысл перехода к переменным
«действие-угол» [14, § 50].

Итак, представление Лакса (6) позволяет нам найти последовательность операторов 𝐵1,
𝐵2. . . , каждый из которых приводит (по построению) к некоторой полностью интегрируемой
модели, порождая таким образом иерархию уравнений КдФ. С другой стороны, мы получаем
последовательность интегралов движения 𝑄0, 𝑄1, 𝑄2. . . , каждый из которых автоматически
является таковым для каждой модели в иерархии. Эти две линии рассуждений сами по себе
выглядят как «ортогональные», поэтому утверждение, что каждая из моделей в иерархии КдФ
(или, другими словами, каждый из операторов 𝐵𝑛) находится в прямой взаимосвязи с соответ-
ствующим конкретным интегралом 𝑄𝑛 посредством гамильтоновской динамики2, звучит в этом
контексте как новое и неожиданное, и при этом замыкает «логический треугольник». Сам факт
наличия такого «треугольника» наводит на мысль, что все три его «стороны» должны следовать
из какого-то единого подхода. В самом деле, оказывается (см., например, [15]), что как операторы
𝐵𝑛, так и гамильтонианы 𝑄𝑛 выражаются через «полуцелые степени» 𝐿(2𝑛−1)/2 оператора 𝐿

(где квадратный корень из дифференциального оператора определяется с помощью аппарата
псевдодифференциальных операторов в виде ряда Лорана по оператору дифференцирования 𝜕/𝜕𝑥,
содержащего положительные и отрицательные степени 𝜕/𝜕𝑥), при этом все получаемые гамиль-
тоновские фазовые потоки по построению являются по отношению друг к другу инвариантными
преобразованиями (то есть все гамильтонианы имеют нулевую скобку Пуассона между собой),
а значит, каждый из гамильтонианов автоматически является интегралом движения для любого
другого из этого семейства [14, § 40].

Таким образом, вся вышеописанная картина порождается оператором 𝐿. Выше рассмат-
ривался единственный его вариант — оператор Шрёдингера (2b). Обобщения подхода Лакса,
в которых оператор 𝐿 задаётся другими способами (вместе с некоторыми дополнительными
обобщениями теории), позволили единообразно описать другие интегрируемые модели, в числе
которых нелинейное уравнение Шрёдингера, уравнение «синус-Гордона», цепочечная модель
Тоды — все они допускают и гамильтоновское описание [16].

Заключение

Обе работы [1] и [4] не были первыми в своих ключевых результатах: «уравнение Кортевега–
де Фриса» (как мы его сейчас называем) было ранее записано в другой форме Буссинеском, а «кор-
пускулярный» характер взаимодействия солитонов, который побудил Забужского и Крускала
к изобретению термина «солитон» и оказался большим сюрпризом для их современников, был
описан ещё в XIX веке Дж. Скоттом Расселом по итогам его впечатляющей программы экспери-
ментальных исследований гидродинамических явлений, связанных с движением судов в каналах.
Тем не менее статья Кортевега и де Фриса послужила одной из предпосылок для работы Забужско-
го и Крускала, которая, в свою очередь, запустила настоящую лавину исследований по математике
и физике солитонов самой разной природы. К сожалению, Расселу, несмотря на его усилия,
не удалось вызвать сопоставимого интереса у своих современников: ни физика, ни математика,
ни вычислительная техника тогда не были к этому готовы.

2Интеграл 𝑄0, у которого, казалось бы, не нашлось «собрата» в иерархии КдФ, приводит к тривиальному уравнению
𝑢′
𝑡 = 0.
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Зато теперь объём теоретических и экспериментальных результатов, так или иначе свя-
занных с солитонами, достиг таких объёмов, что даже перечислить основные направления этих
исследований было бы невозможно в рамках краткой заметки. Такой задачи мы и не ставили,
а лишь кратко сформулировали некоторые из результатов в теории солитонов и постарались
отследить логические взаимосвязи между ними. Вряд ли исследователь, чьи основные научные
интересы связаны с солитонами, найдёт что-то новое для себя в этой заметке; в то же время
надеемся, что для читателя, приступающего к изучению этой тематики, мы подсветили некоторые
ориентиры в море лежащей перед ним информации.
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Аннотация. Цель настоящего исследования заключается в объяснении и описании с помощью вероятностной модели
процесса разрушения стадии синхронного поведения и возникновения участка асинхронной динамики в режиме
перемежающейся обобщённой хаотической синхронизации в одномерных динамических системах с дискретным
временем. Методы. В данной работе используется вероятностная модель для количественного описания наблюдаемых
характеристик поведения однонаправленно связанных хаотических систем вблизи границы установления синхронного
режима. Результаты. Получено аналитическое выражение для вероятности наблюдения разрушения синхронной фазы
на интервале фиксированной длительности в предположении равномерно распределённой величины, а также форма
плотности вероятности состояния системы для участков разрушения синхронной динамики. Заключение. В работе
приведены количественные оценки процесса разрушения участков синхронного поведения в режиме перемежающейся
обобщённой хаотической синхронизации для одномерных динамических систем с дискретным временем. Показана
общность процессов вблизи границы установления синхронного режима для обобщённой хаотической синхронизации
и синхронизации, индуцированной шумом.
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Abstract. The purpose of the present study is to explain and describe (with the help of the probabilistic model) the process
of breaking the stage of synchronous behavior and the emergence of a section of asynchronous dynamics in the regime of
intermittent generalized chaotic synchronization in one-dimensional dynamical systems with discrete time. Methods. In this
paper, a probabilistic model is used to quantitatively describe the observed characteristics of the behavior of two unidirectionally
coupled systems being near the onset of the synchronous regime. Results. An analytical expression for the probability to
observe the destruction of the synchronous phase on an interval of fixed duration under the assumption of uniformly distributed
variable, as well as the form of the probability density function of the system state for the destruction intervals of synchronous
dynamics are obtained. Conclusion. The paper presents quantitative estimates of the process of destruction of synchronous
behavior in the regime of intermittent generalized chaotic synchronization for one-dimensional dynamical systems with discrete
time. The generality of processes near the boundary of the synchronous motion for generalized chaotic synchronization and
noise-induced synchronization is shown.
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Введение

На сегодняшний день хорошо известно, что установлению различных типов синхронизации
хаотических осцилляторов как с непрерывным, так и дискретным временем предшествует пере-
межающееся поведение, причём тип перемежаемости определяется типом синхронной динамики
и параметрами взаимодействующих систем [1–5]. Настоящая работа направлена на изучение
перемежающейся обобщённой хаотической синхронизации [6–8], предшествующей возникно-
вению обобщённой хаотической синхронизации [9, 10], а именно на выявление механизмов
разрушения участков синхронной динамики (так называемых «ламинарных фаз»), приводящих
к формированию интервалов асинхронного поведения («турбулентных фаз»).

Обобщённая хаотическая синхронизация, как известно, наблюдается в системах и с дискрет-
ным, и с потоковым временем. Самым низкоразмерным классом динамических систем, в котором
наблюдается явление обобщённой хаотической синхронизации, является класс одномерных отоб-
ражений, а в качестве экземпляра объекта, принадлежащего этому классу, в качестве исследуемой
системы часто используется логистическое отображение

𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑥𝑛, λ) = λ𝑥𝑛(1− 𝑥𝑛). (1)
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В однонаправленно связанных динамических системах обобщённая хаотическая синхрони-
зация возникает, когда состояние ведомой системы полностью определяется состоянием ведущего
осциллятора. В вышеуказанном случае однонаправленно связанные одномерные хаотические
осцилляторы с дискретным временем задаются оператором эволюции

𝑥𝑛+1 = 𝑓(𝑥𝑛, λ𝑑).

𝑦𝑛+1 = 𝑓(𝑦𝑛, λ𝑟) + 𝜀(𝑓(𝑥𝑛, λ𝑑)− 𝑓(𝑦𝑛, λ𝑟)),
(2)

где 𝜀 — управляющий параметр, задающий интенсивность связи взаимодействующих осцилля-
торов, λ𝑑 ̸= λ𝑟 — управляющие параметры каждой из систем, а условие режима обобщённой
хаотической синхронизации задаётся требованием существования функционала

𝑦𝑛 = 𝐹 (𝑥𝑛), (3)

явный вид которого в общем случае неизвестен. Для детектирования режима обобщённой хао-
тической синхронизации могут использоваться различные численные методы, такие как расчёт
условных показателей Ляпунова [6, 11, 12], метод ближайших соседей [9], метод фазовых тру-
бок [13], но в случае однонаправленно связанных хаотических осцилляторов наиболее удобным,
простым и наглядным является метод вспомогательной системы [14]. Суть данного метода
заключается во введении в рассмотрение дополнительной (вспомогательной) системы

𝑧𝑛+1 = 𝑓(𝑧𝑛, λ𝑟) + 𝜀(𝑓(𝑥𝑛, λ𝑑)− 𝑓(𝑧𝑛, λ𝑟)), (4)

которая является идентичной ведомой системе, но стартует с других начальных условий (𝑧0 ̸= 𝑦0),
лежащих в бассейне притяжения того же самого аттрактора, к которому сходятся фазовые
траектории ведомой системы. В этом случае, в силу соотношения (3), в режиме обобщённой
хаотической синхронизации выполняется условие

𝑧𝑛 = 𝑦𝑛, (5)

что и является критерием наличия режима обобщённой хаотической синхронизации. Ниже
критического значения параметра связи 𝜀𝑐, соответствующего установлению синхронного ре-
жима, условие (5) выполняется не всегда, а лишь на отдельных временных интервалах, тогда
как на других участках временной реализации вышеуказанное условие (5) не выполняется.
Иными словами, в системе наблюдается явление перемежаемости, когда два различных динамиче-
ских режима (синхронный и асинхронный) последовательно сменяют друг друга при одних и
тех же фиксированных значениях управляющих параметров. Участки синхронного поведения,
где выполняется условие (5), в соответствии с принятой в теории перемежаемости терминоло-
гией называются также «ламинарными фазами», тогда как участки с асинхронной динамикой —
«турбулентными фазами».

Перемежающееся поведение классических типов I–III, как хорошо известно [15], связано
с прохождением изображающей точкой определённой области в фазовом пространстве иссле-
дуемой системы. Именно эта область отвечает за формирование ламинарных фаз поведения.
В одномерных динамических системах с дискретным временем это хорошо видно на примере
«коридора» между графиком отображения и биссектрисой на диаграмме Ламерея для переме-
жаемости I-го типа [15], а для потоковых систем, в свою очередь, это может быть выявлено
с помощью процедуры сечения Пуанкаре [16]. В силу универсальности явления перемежаемости
можно было бы ожидать, что и перемежающееся поведение вблизи границы установления режи-
ма обобщённой хаотической синхронизации должно быть обусловлено схожими механизмами.
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Однако попытки локализации областей, которые отвечают за синхронную (ламинарные фазы) или,
наоборот, асинхронную (турбулентные фазы) динамику, в фазовом пространстве ведущей, ведомой
или в обобщённом фазовом пространстве ведущей и ведомой систем к видимым успехам не
приводят. Более того, последние исследования на примере дискретных отображений показывают,
что разрушение синхронного поведения (разрушение ламинарных фаз) и, соответственно, сама
перемежаемость имеют вероятностный характер [17]. С учётом последних актуальных результатов
в настоящей работе с помощью вероятностной модели и с учётом тесной взаимосвязи между
обобщённой и индуцированной шумом хаотическими синхронизациями [18] предложено количе-
ственное объяснение механизма разрушения ламинарных фаз перемежающегося поведения вблизи
границы установления синхронного режима для одномерных динамических систем с дискретным
временем.

1. Разрушение ламинарных фаз

В те моменты времени, когда в однонаправленно связанных одномерных динамических
системах с дискретным временем, находящихся в режиме перемежающейся обобщённой хаотиче-
ской синхронизации, реализуется синхронная (ламинарная) фаза динамики, состояния ведомой
и вспомогательной систем очень близки друг к другу, и, соответственно, разность

ξ𝑛 = 𝑦𝑛 − 𝑧𝑛 (6)

между состояниями этих систем по абсолютной величине близка к нулю. При разрушении син-
хронного режима величина ξ𝑛 начинает возрастать по модулю, что соответствует нарастанию
различий в состояниях ведомой 𝑦𝑛 и вспомогательной 𝑧𝑛 систем. Соответственно, превышение
величиной ξ𝑛 некоторого наперед установленного порога ∆ (в абсолютных или относительных ве-
личинах) может использоваться как критерий разрушения синхронной фазы динамики изучаемой
системы.

Изменение величины ξ𝑛 с течением дискретного времени, с учётом (2) и (4), определяется
соотношением

ξ𝑛+1 = 𝑦𝑛+1 − 𝑧𝑛+1 = (1− 𝜀) (𝑓(𝑦𝑛, λ𝑟)− 𝑓(𝑧𝑛, λ𝑟)) . (7)

При условии, что изменение величины ξ𝑛 с течением дискретного времени будет рассматриваться
для ламинарных фаз и относительно небольших сегментов временной реализации, соответствую-
щих началу разрушения синхронного поведения («выхода» из ламинарной фазы), величина ξ𝑛
может считаться малой по абсолютной величине,

|ξ𝑛| ≪ 1, (8)

и, соответственно, соотношение (7) в этом случае может быть приведено к виду

ξ𝑛+1 = 𝑔′(𝑦𝑛)ξ𝑛 = (1− 𝜀)𝑓 ′(𝑦𝑛, λ𝑟)ξ𝑛. (9)

Следует отметить, что в соотношение (9) входит производная от функции

𝑔(𝑦𝑛) = (1− 𝜀)𝑓(𝑦𝑛, λ𝑟), (10)

которая является оператором эволюции модифицированной системы, используемой для качествен-
ного и количественного описания явления обобщённой хаотической синхронизации [17, 19].

Таким образом, на нарастание / уменьшение разности между состояниями ведомой и вспо-
могательной систем ξ𝑛 в соотношении (9) явным образом влияет текущее состояние ведомой
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Рис. 1. Плотности распределения вероятности динамических переменных 𝑥𝑛, 𝑦𝑛 однонаправленно связанных ло-
гистических отображений (2) для ведущей (a–c) и ведомой (d–f ) систем, полученные для ламинарных 𝑝𝑙(𝑥𝑛) (a),
𝑝𝑙(𝑦𝑛) (d) и турбулентных 𝑝𝑡(𝑥𝑛) (b), 𝑝𝑡(𝑦𝑛) (e) фаз, а также для интервалов времени, соответствующих разрушению
синхронного движения и переходу от ламинарного поведения к турбулентному 𝑝𝑙⇒𝑡(𝑥𝑛) (с), 𝑝𝑙⇒𝑡(𝑦𝑛) (f ). Значения
управляющих параметров λ𝑑 = 4.0, λ𝑟 = 3.95, 𝜀 = 0.32

Fig. 1. Probability distribution densities of dynamical variables 𝑥𝑛, 𝑦𝑛 of unidirectionally coupled logistic maps (2) for the
drive (a–c) and response (d–f ) systems, obtained for the laminar 𝑝𝑙(𝑥𝑛) (a), 𝑝𝑙(𝑦𝑛) (d) and turbulent 𝑝𝑡(𝑥𝑛) (b), 𝑝𝑡(𝑦𝑛) (e)
phases, as well as for time intervals corresponding to the destruction of the synchronous motion and the transition from the
laminar behavior to the turbulent one 𝑝𝑙⇒𝑡(𝑥𝑛) (с), 𝑝𝑙⇒𝑡(𝑦𝑛) (f ). The control parameter values are the following: λ𝑑 = 4.0,
λ𝑟 = 3.95, 𝜀 = 0.32

системы 𝑦𝑛, на которое, в свою очередь, в силу соотношения (2), оказывает влияние текущее
состояние ведущей системы 𝑥𝑛. В работе [17] было показано, что плотности распределения
динамических переменных как для ведущей, так и ведомой систем (в рассматриваемом случае
𝑝(𝑥𝑛) и 𝑝(𝑦𝑛)) во время ламинарных и турбулентных фаз оказываются практически одинако-
выми, то есть 𝑝𝑙(𝑥𝑛) ≈ 𝑝𝑡(𝑥𝑛) и 𝑝𝑙(𝑦𝑛) ≈ 𝑝𝑡(𝑦𝑛). В то же самое время для участков временных
реализаций, соответствующих переходам от ламинарных фаз к турбулентным, на которых и проис-
ходит резкое возрастание разности состояний ведомой и вспомогательной систем, распределение
𝑝𝑙⇒𝑡(𝑦𝑛) претерпевает существенную трансформацию и заметно отличается от распределений
𝑝𝑙(𝑦𝑛) и 𝑝𝑡(𝑦𝑛). Аналогичное распределение для ведущей системы 𝑝𝑙⇒𝑡(𝑥𝑛), в свою очередь,
меняется не столь радикально и остаётся качественно таким же, как и в случае ламинарных 𝑝𝑙(𝑥𝑛)

и турбулентных 𝑝𝑡(𝑥𝑛) фаз, хотя и оказывается несколько более «изрезанным». Соответствующие
распределения, полученные для двух однонаправленно связанных логистических отображений (2)
при значениях управляющих параметров λ𝑑 = 4.0 и λ𝑑 = 3.95, несколько отличающихся от ис-
пользованных в работе [17], приведены на рис. 1. Из рис. 1 видно, что плотность распределения
𝑝𝑙⇒𝑡(𝑦𝑛) динамической переменной 𝑦𝑛 ведомой системы, полученная для участков разрушения
синхронного движения, обладает характерным «клювом», достигающим почти нулевого значения
в точке 𝑦𝑐 = 0.5, соответствующей экстремуму отображения модифицированной системы (10).

В работе [17] показано (что подтверждается и рис. 1), что переход от синхронного поведения
к асинхронному в рамках перемежающейся обобщённой хаотической синхронизации может быть
описан в рамках вероятностной модели. В пользу данного утверждения свидетельствует также
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факт очень тесной взаимосвязи [18] между явлениями обобщённой хаотической синхронизации
и синхронизации, индуцированной шумом [20–22]. Для количественного и качественного объясне-
ния механизмов, приводящих к разрушению синхронного поведения в режиме перемежающейся
обобщённой хаотической синхронизации, рассмотрим в следующем разделе статьи вероятностную
модель данного явления.

2. Вероятностная модель разрушения ламинарных фаз

Поскольку в данном случае рассматривается одномерное отображение, введем в рассмотре-
ние одномерную случайную величину ζ, которая будет играть роль, аналогичную переменной
ведомой системы 𝑦. Отличие в данном случае будет заключаться лишь в том, что динамика
переменной 𝑦𝑛 является полностью детерминированной, хотя и хаотической, и обусловлена видом
отображения (1) и значениями управляющих параметров λ𝑑, λ𝑟 и 𝜀, тогда как поведение величины
ζ𝑛 будем полагать полностью случайным. Переменная 𝑦𝑛, в силу особенностей оператора эво-
люции, локализована в интервале (0; 1), поэтому для простоты будем считать, что величина ζ𝑛
равномерно распределена на единичном интервале [0; 1], иными словами,

𝑝ζ(ζ) =

{︃
1, ζ ∈ [0; 1],

0, ζ /∈ [0; 1],

1∫︁
0

𝑝ζ(ζ) 𝑑ζ = 1. (11)

Поскольку в рассматриваемой вероятностной модели величина ζ играет роль динамиче-
ской переменной 𝑦, будем считать, что динамика величины ξ𝑛, описывающей разность между
состояниями ведомой и вспомогательной систем (6), определяется соотношением

ξ𝑛+1 = 𝑔′(ζ𝑛)ξ𝑛, (12)

аналогичным соотношению (9), где 𝑔′(ζ) = λ𝑟(1− 𝜀)(1− 2ζ). За интервал дискретного време-
ни длинной 𝐿 расстояние между состояниями ведомой и вспомогательной систем изменяется
по абсолютной величине в κ раз:

κ =
𝑛+𝐿∏︁
𝑖=𝑛+1

|𝑔′(ζ𝑖)|. (13)

Для того чтобы произошло разрушение ламинарного движения, на ограниченном и достаточно
коротком временном интервале дискретного времени длиной 𝐿 величина κ должна быть суще-
ственно больше единицы. Будем считать, что разрушение ламинарной фазы происходит при
превышении величиной κ некоторого наперед установленного порога 𝐻 ≫ 1. В [17] эмпириче-
ским путём было установлено, что длина участка, на котором происходит разрушение синхронной
динамики и осуществляется переход от ламинарной фазы к турбулентной для рассматриваемых
логистических отображений (2) при использованных в [17] значениях управляющих парамет-
ров, составляет примерно 𝐿 = 12 единиц дискретного времени. Выбор более длинного участка
в качестве переходной области ведет к тому, что в данную выборку начинают попадать точки,
фактически принадлежащие ещё к ламинарной или уже к турбулентной фазе, что приводит
к искажению результата. Очевидно, что чем длиннее анализируемый интервал, тем ближе получа-
ются статистические характеристики к характеристикам, полученным по полному временному
ряду, и, соответственно, тем менее выраженным оказывается влияние исследуемого механизма.
С другой стороны, выбор более коротких временных отрезков для анализа процессов перехода
приводит к бедности статистики и опять-таки же к искажению количественных характеристик
исследуемого явления.
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В том случае, когда функции 𝑔(ζ) и 𝑝ζ(ζ) симметричны относительно центра распределения
величины ζ𝑐 (как, например, в рассматриваемой задаче, где ζ𝑐 = 0.5), для удобства можно
выполнить замену переменных

η = 2(ζ− ζ𝑐). (14)

Теперь в силу симметрии можно рассматривать только диапазон η ⩾ 0 (в рассматриваемом случае
η ∈ [0; 1]), а в качестве плотности распределения случайной величины η использовать

𝑝(η) = 2𝑝ζ

(︂
η+ 2ζ𝑐

2

)︂
. (15)

Для равномерной плотности распределения (как в данном случае) на рассматриваемом интервале
[0; 1] имеем

𝑝(η) =

{︃
1, η ∈ [0; 1],

0, η > 1,

1∫︁
0

𝑝(η) 𝑑η = 1. (16)

С учётом проведённой замены переменных (14) соотношение (13) может быть записано
в виде

κ =
𝑛+𝐿∏︁
𝑖=𝑛+1

λ𝑟(1− 𝜀)η𝑖. (17)

Соответственно, условие разрушения синхронного движения примет вид

η1 × η2 × · · · × η𝐿 ⩾
𝐻

(λ𝑟(1− 𝜀))𝐿
= δ, (18)

причём все η𝑖 в соотношении (18) положительны и лежат в интервале [0; 1]. Величина δ, в свою
очередь, зависит от управляющих параметров 𝐻 , λ𝑟, 𝜀 и не может быть больше единицы.

При рассмотрении диапазона возможных значений величины η1 понятно, что условие (18)
может выполняться, только если η1 находится в интервале [δ; 1], причём для нижней границы
η1 = δ выполнение (18) возможно лишь при условии η2 × · · · × η𝐿 = 1. Аналогично для η2
соотношение (18) будет выполняться для значений из диапазона [δ/η1; 1] при выполненном
условии η1 ∈ [δ; 1]. Продолжая соответствующие рассуждения по цепочке, можно получить, что
для выполнения условия (18) все последующие величины η𝑖 (𝑖 = 3, . . . , 𝐿) должны находиться
в диапазонах η3 ∈ [δ/(η1η2); 1], . . . , η𝐿 ∈ [δ/(η1η2 . . . η𝐿−1); 1]. Вероятность реализации такого
события для произвольной плотности распределения вероятности 𝑝(η) будет определяться как
условная вероятность осуществления каждого из вышеупомянутой цепочки событий

𝑃 (δ, 𝐿) =

1∫︁
δ

𝑝(η1)

1∫︁
δ/η1

𝑝(η2) · · ·
1∫︁

δ/(η1η2...η𝐿−1)

𝑝(η𝐿) 𝑑η𝐿 . . . 𝑑η2 𝑑η1. (19)

В рассматриваемом случае при выполнении допущения (16) соотношение (19) становится более
простым

𝑃 (δ, 𝐿) =

1∫︁
δ

1∫︁
δ/η1

· · ·
1∫︁

δ/(η1η2...η𝐿−1)

𝑑η𝐿 . . . 𝑑η2 𝑑η1 (20)

и допускает аналитическое решение в виде

𝑃 (δ, 𝐿) = 1− δ
𝐿∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖
ln𝑖 δ
𝑖!

. (21)
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Таким образом, полученное соотношение (21) даёт вероятность того, что на выбранном отрезке
дискретной временной реализации {η𝑖}, длина которого составляет 𝐿 дискретных единиц, будет
наблюдаться возрастание модуля величины ξ (которая представляет собой расстояние между ведо-
мой и вспомогательной системами) более чем в 𝐻 раз (то есть |ξ𝑖+𝐿/ξ𝑖| ⩾ 𝐻). Иными словами,
с помощью выражения (21) можно оценить вероятность того, что некоторый временной интервал
длительностью 𝐿 временной реализации {η𝑖} будет являться участком перехода от ламинарной
фазы к турбулентной.

Следует также отметить, что в полученном соотношении (21) сумма представляет собой
𝐿+ 1 старших членов разложения экспоненты 𝑒𝑥 в степенной ряд при значении аргумента
𝑥 = ln(1/δ). Соответственно, для временного интервала с длиной 𝐿, стремящейся к бесконечно-
сти, вероятность возрастания величины ξ в 𝐻 раз стремится к нулю, что соответствует отрица-
тельности старшего условного показателя Ляпунова вблизи границы установления синхронного
режима.

Важно обратить внимание, что величина δ, входящая в соотношение (21), зависит не только
от управляющих параметров 𝐻 , λ и 𝜀, но и от длины 𝐿 анализируемой последовательности
(см. соотношение (18)), поэтому соотношение (21) имеет смысл переписать в виде

𝑃λ,𝜀(𝐻,𝐿) = 1− 𝐻

(λ(1− 𝜀))𝐿

𝐿∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖

𝑖!
ln𝑖

𝐻

(λ(1− 𝜀))𝐿
. (22)

3. Плотность распределения вероятностей

С помощью построенной в разделе 2 вероятностной модели можно получить аналитическое
выражение плотности распределения вероятностей 𝑝𝑙⇒𝑡(ζ) величины ζ для интервалов, соответ-
ствующих разрушению ламинарных фаз и, соответственно, для которых выполняется условие (18).
Такая плотность распределения 𝑝𝑙⇒𝑡(ζ) качественно будет соответствовать плотности распреде-
ления вероятности 𝑝𝑙⇒𝑡(𝑦𝑛) динамической переменной 𝑦𝑛 ведомой системы однонаправленно
связанных логистических отображений (2), полученной для интервалов времени, соответствую-
щих разрушению синхронного движения и переходу от ламинарного поведения к турбулентному
(см. рис. 1, f ).

Для получения выражения для плотности распределения вероятностей 𝑝𝑙⇒𝑡(ζ) следует рас-
считать, какова будет вероятность разрушения ламинарной фазы (22) на длине интервала 𝐿 в том

случае, если одна из точек последовательности {η𝑗}
⃒⃒⃒
𝑖+𝐿
𝑗=𝑖+1 принимает некоторое фиксированное

значение η*. Если это фиксированное значение принимает первая точка анализируемой последо-
вательности, то вероятность разрушения ламинарной фазы на участке длиной 𝐿 при указанном
условии можно получить, повторив вышеприведенные вычисления (18)–(20) при фиксированном
значении η1 = η* и, соответственно, без интегрирования по переменной η1:

𝑃λ,𝜀(𝐻,𝐿|η1 = η*) = 1− 𝐻

η*(λ(1− 𝜀))𝐿

𝐿−1∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖

𝑖!
ln𝑖

𝐻

η*(λ(1− 𝜀))𝐿
. (23)

Понятно, что переменная η может принять искомое значение η* не обязательно в первой точке
анализируемой последовательности, но с учетом равнозначности и независимости друг от друга
всех точек последовательности, вероятность разрушения ламинарной фазы при условии, скажем,

что третья точка последовательности {η𝑗}
⃒⃒⃒
𝑖+𝐿
𝑗=𝑖+1 принимает значение η*, будет той же самой,

что и для случая η1 = η*, а следовательно, будет определяться тем же самым соотношением (23).
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Тогда вероятность того, что на интервале длиной 𝐿 произойдет переход от ламинарной фазы к тур-
булентной при условии, что хотя бы одна из точек этой последовательности примет значение η*,
в силу условной вероятности будет определяться как

𝑃λ,𝜀(𝐻,𝐿|η = η*) = 𝐿𝑃λ,𝜀(𝐻,𝐿|η1 = η*). (24)

Фактически учет возможности одной из всех точек рассматриваемой последовательности принять
наперед заданную величину η* влияет только на нормировочный множитель 𝐿 по сравнению
с соотношением (23).

По факту найденная условная вероятность (24) представляет собой плотность распределе-
ния величины η для участков временной реализации длиной 𝐿, соответствующих разрушению
ламинарной фазы и переходу от синхронной динамики к асинхронной. Теперь для того чтобы
получить искомую плотность распределения вероятностей 𝑝𝑙⇒𝑡(ζ), остается только осуществить
обратный переход от величины η к ζ. С учетом соотношения (14) и учета симметрии задачи
относительно точки ζ𝑐 = 0.5 для плотности распределения вероятностей 𝑝𝑙⇒𝑡(ζ) можно получить
следующее выражение:

𝑝𝑙⇒𝑡(ζ) = 𝐿

(︃
1− 𝐻

2|ζ− ζ𝑐|(λ(1− 𝜀))𝐿

𝐿−1∑︁
𝑖=0

(−1)𝑖

𝑖!
ln𝑖

𝐻

2|ζ− ζ𝑐|(λ(1− 𝜀))𝐿

)︃
. (25)

Полученное выражение (25) предопределяет и объясняет возникновение «клюва» на плот-
ности распределения вероятностей для участков перехода от ламинарных фаз к турбулентным,
как, например, на рис. 1, f.

На рис. 2 приведено сопоставление полученного аналитического соотношения (25) с резуль-
татами численного моделирования, в ходе которого для равномерно распределенной в интервале
[0; 1] случайной величины ζ на каждом интервале дискретного времени длинной 𝐿 единиц при
фиксированных значениях управляющих параметров λ = 3.95 и 𝜀 = 0.32 вычислялась величина
κ (см. соотношение (13)). Те интервалы, для которых величина κ превышала наперед заданное
значение порога 𝐻 = 10, трактовались как участки, соответствующие переходу от синхронного

Рис. 2. Плотность распределения случайной величины ζ для интервалов времени, соответствующих разрушению
синхронного движения и переходу от ламинарного поведения к турбулентному 𝑝𝑙⇒𝑡(ζ), полученная с помощью
численного моделирования (столбики) и аналитическая кривая (сплошная линия), определяемая соотношением (25).
Значения управляющих параметров λ = 3.95, 𝜀 = 0.32. Общее количество точек — 3× 106 (цвет онлайн)

Fig. 2. The distribution density of the random variable ζ for time intervals corresponding to the destruction of the synchronous
motion and the transition from the laminar to the turbulent behavior 𝑝𝑙⇒𝑡(ζ), obtained by means of numerical simulation
(bars) and the analytical curve (solid line) determined by relation (25). The values of the control parameters are λ = 3.95,
𝜀 = 0.32. The total number of points is 3× 106 (color online)
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поведения к асинхронному, и, соответственно, все точки этого участка использовались для числен-
ного построения плотности распределения вероятностей 𝑝𝑙⇒𝑡(ζ). Как видно из рис. 2, результаты
численного моделирования очень хорошо соответствуют кривой, определяемой аналитическим
соотношением (25).

Из рис. 1, f и 2 также видно хорошее качественное соответствие профилей плотности распре-
деления динамической переменной ведомой системы 𝑦𝑛 и случайной величины ζ𝑛, моделирующей
поведение детерминированной системы в окрестности границы установления обобщённой хаоти-
ческой синхронизации. На обоих графиках отчетливо виден характерный «клюв», упирающийся
в точку экстремума графика отображения модифицированной системы (10).

Следует отметить, что точка ζ𝑐 = 0.5 в вероятностной модели и, соответственно, точка
𝑦𝑐 = 0.5 в ведомом логистическом отображении в (2), в которых производная модифицирован-
ной системы (10) обращается в ноль, локально характеризуются максимальной устойчивостью
(суперустойчивостью). В этих точках за одну итерацию любое возмущение (пока оно находится
в рамках линейного приближения (8)) схлопывается до нуля. Близлежащие точки к ζ𝑐 (или к 𝑦𝑐
соответственно) также характеризуются значительной устойчивостью, поскольку производная
модифицированной системы в этих точках близка к нулю. Очевидно, что попадание фазовой
траектории в окрестность точки ζ𝑐 (𝑦𝑐 для ведомого логистического отображения (2)) приводит
к радикальному уменьшению возмущения ξ𝑛. Следовательно, для того чтобы возмущение на-
растало с течением времени и за ограниченное число итераций 𝐿 превысило наперед заданный
порог 𝐻 (что в рассматриваемой модели соответствует разрушению ламинарной фазы движения),
необходимо, чтобы в течение данного количества последовательных итераций изображающая точ-
ка как можно реже попадала в окрестность критической точки ζ𝑐 (𝑦𝑐) и совсем не попадала в эту
критическую точку, что, собственно, и объясняет качественно формирование «клюва» на профиле
распределения динамических переменных на рис. 1, f и 2.

Очевидно также, что ожидать полного количественного соответствия в данном случае
не приходится по двум основным причинам.

1. Предложенная вероятностная модель изначально базируется на линейном описании, соот-
ветствующем разрушению ламинарной фазы движения и переходу к турбулентному участку.
Соответственно, она не будет давать корректные результаты в случае большой разницы
между состояниями ведомой и вспомогательной систем (что как раз имеет место во время
асинхронного участка поведения связанных систем).

2. Плотность распределения динамической переменной 𝑦𝑛 не совпадает с равномерной плот-
ностью распределения вероятностей 𝑝(ζ), использованной при получении аналитической
зависимости (25), а следовательно, ожидать полного количественного соответствия в данном
случае не приходится.

Заключение

Таким образом, в настоящей работе рассмотрена вероятностная модель в предположе-
нии равномерно распределённой случайной величины для описания разрушения ламинарных
фаз (участков синхронной динамики) во временных рядах одномерных динамических систем
с дискретным временем, находящихся в режиме перемежающейся обобщённой хаотической
синхронизации. Следует отметить, что, несмотря на глубинную взаимосвязь динамических систем
с непрерывным и дискретным временем, а также общность закономерностей, наблюдающихся
при установлении режима обобщённой хаотической синхронизации, обобщение результатов,
полученных в настоящей работе для одномерных динамических систем с дискретным временем,
на отображения большей размерности, а также потоковые системы требует дополнительных
исследований.
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Аннотация. Цель работы — исследование асимптотического поведения траекторий внутренних точек дискретных
динамических систем Лотки–Вольтерры с вырожденными кососимметрическими матрицами, действующих в двумер-
ном и трехмерном симплексах. Оказалось, что в ряде прикладных задач возникают отображения Лотки–Вольтерры
именно такого типа, и точки симплекса в этом случае рассматриваются как состояния исследуемой системы. При этом
отображение, сохраняющее симплекс, определяет дискретный закон эволюции данной системы. Для произвольной
начальной точки мы можем построить последовательность — орбиту, определяющую ее эволюцию. И если в этом
случае отображение является автоморфизмом, то мы можем определить как положительную, так и отрицательную
орбиту для рассматриваемой точки. При этом особый интерес вызывают предельные множества положительных
и отрицательных орбит. Методы. Известно, что для отображений Лотки–Вольтерры можно определить предельные
множества, которые в случае невырожденных отображений состоят из единственной точки. В настоящей работе
мы определяем эти множества для вырожденных отображений Лотки–Вольтерры с помощью построения функции
Ляпунова и анализа спектра якобиана. Отметим, что эти множества позволяют описать динамику рассматривае-
мых систем. Результаты. Учитывая, что рассматриваемые в статье отображения являются автоморфизмами, для
них с помощью функций Ляпунова и анализа спектра якобиана построены множества предельных точек как по-
ложительной, так и отрицательной траекторий и доказано, что в вырожденном случае эти множества являются
бесконечными. Также в работе показано, что вырожденным отображениям можно поставить в соответствие частично-
ориентированные графы, с помощью которых можем наглядно увидеть фазовый портрет траекторий внутренних точек.
Заключение. Вырожденные случаи отображений Лотки–Вольтерры до наc другими авторами рассмотрены не были.
Эти отображения интересны тем, что их можно рассматривать как дискретные модели эпидемиологических ситуаций,
в частности, для исследования течения вирусных инфекций, передающихся воздушно-капельным путем. Результаты,
полученные в работе, дают подробное описание динамики траекторий отображений Лотки–Вольтерры с вырожденными
матрицами. Кроме того, для рассматриваемых систем в целях наглядного представления динамики эпидемиологических
ситуаций были построены частично-ориентированные графы.

Ключевые слова: отображение Лотки–Вольтерры, орбита, функция Ляпунова, частично–ориентированный граф.
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Abstract. The purpose of the work is to study the asymptotic behavior of trajectories of interior points of discrete Lotka–Volterra
dynamical systems with degenerate skew-symmetric matrices operating in two-dimensional and three-dimensional simplexes.
It turned out that in a number of applied problems, the Lotka–Volterra mappings of this type arise and the simplex points in
this case are considered as the state of the system under study. In this case, the mapping preserving the simplex determines the
discrete law of evolution of this system. For an arbitrary starting point, we can construct a sequence — an orbit that determines
its evolution. And if in this case the mapping in question is an automorphism, we can define both a positive and a negative
orbit for the point in question. At the same time, the limiting sets of positive and negative orbits are of particular interest.
Methods. It is known that for Lotka–Volterra mappings it is possible to define limit sets, which in the case of non-degenerate
mappings consist of a single point. In this paper, we define these sets for degenerate Lotka–Volterra mappings by constructing
the Lyapunov function and applying Jacobian spectrum analysis. It should be noted that these sets allow us to describe the
dynamics of the systems under consideration. Results. Taking into account that the considered mappings are automorphisms,
using the Lyapunov functions and applying the analysis of the Jacobian spectrum, sets of limit points of both positive and
negative trajectories are constructed and it is proved that in the degenerate case they are infinite. It is also shown that partially
oriented graphs can be constructed for degenerate mappings. Conclusion. Degenerate cases of Lotka–Volterra mappings have
not been considered by other authors before us. These mappings are interesting because they can be considered as discrete
models of epidemiological situations, in particular, for studying the course of airborne viral infections. The results obtained
in this work provide a detailed description of the dynamics of the trajectories of Lotka–Volterra mappings with degenerate
matrices. In addition, partially oriented graphs were constructed for the systems under consideration in order to visually
represent the dynamics of epidemiological situations.

Keywords: Lotka–Volterra mapping, orbit, Lyapunov function, partially–oriented graph.
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Введение

Многие практические вопросы сводятся к описанию различных структур и процессов
нелинейной динамики, их эволюции во времени и пространстве, а также процессов, в которые
вовлечены сложные структуры [1–4]. Все это приводит к изучению динамических свойств
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квадратичных отображений. Если обратимся к квадратичным стохастическим операторам, то их
исследования начались с работы Бернштейна [5], и по сей день их теория развивается в связи
с ее многочисленными приложениями в математике, биологии, физике, популяционной генетике,
эпидемиологии, экологии, а также экономике [3, 4, 6–12].

Для исследования динамических свойств любой системы достаточно знать ее состояние
в заданные дискретные моменты времени. Как правило, в этих случаях физики и механики
в качестве математической модели исследуемого процесса рассматривают непрерывные динами-
ческие системы, в частности, автономные дифференциальные уравнения и дифференциальные
уравнения в частных производных [6,10,13]. Эта склонность также присуща биологам и эпидемио-
логам [4, 8, 14, 15], но оказалось, что для многих биологических и эпидемиологических ситуаций,
а также в задачах, связанных с популяционной генетикой, предпочтительно рассматривать измене-
ния из года в год или же от поколения к поколению. В описании и исследовании задач подобного
типа в качестве эволюционного оператора целесообразно использование функции, выражающей
состояние системы в некоторый момент времени через ее состояние в предыдущий момент.

Начнем работу с изложения необходимых сведений. Как известно [16], в ряде прикладных
задач точки симплекса

𝑆𝑚−1 = {𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑚) :
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖 = 1, 𝑥𝑖 ⩾ 0} ⊂ R𝑚

рассматриваются как состояние системы, состоящей из 𝑚 видов [17–20]. При этом отображение
𝑓 : 𝑆𝑚−1 → 𝑆𝑚−1 определяет дискретный закон эволюции этой системы. Рассмотрев неко-
торую начальную точку 𝑥0 ∈ 𝑆𝑚−1, можно построить последовательность 𝑥(𝑛+1) = 𝑓(𝑥(𝑛)),
определяющую эволюцию точки 𝑥(0) при 𝑛 = 0, 1, 2, ... Последовательность {𝑥(𝑛)} называет-
ся положительной орбитой, а {𝑥(−𝑛)} — отрицательной орбитой точки 𝑥(0). Отрицательную
орбиту можно строить только лишь в случае, когда отображение 𝑓 : 𝑆𝑚−1 → 𝑆𝑚−1 — автомор-
физм. В работе [18] в качестве такого автоморфизма было введено квадратичное стохастическое
отображение, задаваемое набором чисел {𝑃𝑖𝑗,𝑘} , 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1,𝑚, удовлетворяющих условиям

𝑃𝑖𝑗,𝑘 = 𝑃𝑗𝑖,𝑘 ⩾ 0,
𝑚∑︀
𝑘=1

𝑃𝑖𝑗,𝑘 = 1, и действующее по равенствам

𝑥′𝑘 = (𝑉 𝑥)𝑘 =

𝑚∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑃𝑖𝑗,𝑘𝑥𝑖𝑥𝑗 , 𝑘 = 1,𝑚. (1)

Очевидно [18], что условия, наложенные на коэффициенты {𝑃𝑖𝑗,𝑘}, обеспечивают сохранение
симплекса 𝑆𝑚−1. Известно, что в математической генетике отображение (1) называется эво-
люционным оператором. Популяция определяется как замкнутое относительно размножения
сообщество организмов. В популяции различаются последовательные поколения 𝐹1, 𝐹2, ... Пред-
полагается, что между особями различных поколений никогда не происходит скрещиваний. Каж-
дая особь, входящая в популяцию, принадлежит некоторой (единственной) из 𝑛 разновидностей
(«признаков»): 1, 2, ..., 𝑛. Состояние популяции — это набор 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑚) ∈ 𝑆𝑚−1 вероят-
ностей разновидностей. Коэффициенты наследственности {𝑃𝑖𝑗,𝑘} — это вероятность рождения
особи, принадлежащей 𝑘-й разновидности при скрещивании особей из 𝑖-й и 𝑗-й разновидностей.
При панмиксии родительская пара образуется в состоянии 𝑥 с вероятностью 𝑥𝑖𝑥𝑗 . Это означает,
что уравнение (1) будет полной вероятностью разновидности для непосредственных потомков.
Если же в некотором поколении популяция находится в состоянии 𝑥, то в следующем поколе-
нии она находится в состоянии 𝑥′ = 𝑉 𝑥. Условие симметричности 𝑃𝑖𝑗,𝑘 = 𝑃𝑗𝑖,𝑘 означает, что
разновидности не связаны с полом.
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Одна из основных задач математической генетики, эпидемиологии и популяционной гене-
тики состоит в исследовании поведения траекторий:

𝑥0, 𝑉 𝑥0, 𝑉 2𝑥0, 𝑉 3𝑥0, . . . ,

то есть итераций отображения 𝑉 .
Пусть ω(𝑥(0)) = {𝑥(𝑛)}′ — множество предельных точек положительной траектории,

а α(𝑥(0)) = {𝑥(−𝑛)}′ — множество предельных точек отрицательной траектории ([16, 18]).

Определение 1 ([18]). Квадратичное стохастическое отображение 𝑉 : 𝑆𝑚−1 → 𝑆𝑚−1, опре-
деляемое равенствами (1), называется отображением Лотки–Вольтерры, если коэффициенты
наследственности {𝑃𝑖𝑗,𝑘} удовлетворяют условию 𝑃𝑖𝑗,𝑘 = 0 при 𝑘 /∈ {𝑖, 𝑗}.

В работах [16, 18] было доказано, что отображение (1), удовлетворяющее условиям опреде-
ления 1, можно представить в виде

𝑉 : 𝑥′𝑘 = 𝑥𝑘

(︃
1 +

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑘𝑖𝑥𝑖

)︃
, 𝑘 = 1,𝑚, (2)

где

𝑎𝑘𝑖 =

{︃
2𝑃𝑖𝑘,𝑘 − 1, 𝑖 ̸= 𝑘,

0, 𝑖 = 𝑘.

Здесь 𝐴 = (𝑎𝑘𝑖) — вещественная кососимметрическая матрица, для которой 𝐴 = −𝐴𝑇 , где 𝐴𝑇 —
транспонированная матрица к матрице 𝐴, и 𝑎𝑘𝑖 = −𝑎𝑖𝑘, |𝑎𝑘𝑖| ⩽ 1, 𝑘, 𝑖 = 1,𝑚.

Как было отмечено выше, актуальная проблема математической биологии состоит в изу-
чении асимптотического поведения траекторий. В работе [21] утверждается, что эта проблема
была полностью решена для вольтерровских квадратичных стохастических операторов, опре-
деленных равенствами (2). В статьях [16, 18, 22] теория операторов такого типа была развита
с использованием теории функции Ляпунова и турниров. Биологический смысл отображений
Лотки–Вольтерры с соответствующей кососимметрической матрицей, являющейся матрицей
в общем положении заключается в том, что индивид повторяет генотип одного из его родителей.
Оператор 𝑉 : 𝑆𝑚−1 → 𝑆𝑚−1, представленный в виде (2), трактуется как эволюция системы

с дискретным временем. Условие
𝑚∑︀
𝑖=1

𝑥𝑖 = 1 диктуется прикладными требованиями к оператору,

описанному выше.
В работе [21] описаны неподвижные точки квадратичных стохастических операторов

Вольтерра для двуполой популяции, и это сведено к описанию неподвижных точек операторов
вольтерровского типа. Для операторов такого вида в данной работе построены функции Ляпунова

3 (𝑥, 𝑦) =
ν∏︀

𝑗=𝑛+1
𝑦𝑗 и 3 (𝑥, 𝑦) =

𝑟∑︀
𝑗=1

(𝑥𝑗 + 𝑦𝑗), используя которые получены верхние границы для

ω-предельного множества траекторий.
В работе [17] рассмотрена динамическая система с дискретным временем, определенная

нелинейным оператором с четырьмя действительными параметрами, описывающая экосистему
океана. Для этой системы найдены условия для параметров, при которых оператор сводится
к квадратичному стохастическому оператору вольтерровского типа, сохраняющему двумерный
симплекс. В работе показано, что при некоторых условиях для коэффициентов этот оператор
может иметь или до трех, или счетное число неподвижных точек.

В работах [14,15, 23–25] рассмотрены непрерывные динамические системы биологии, эпи-
демиологии, а также непрерывные варианты систем Лотки–Вольтерры, а работы [16,18–20,26–33]
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посвящены исследованию дискретных динамических систем Лотки–Вольтерры. Вообще говоря,
динамические свойства дискретных систем Лотки–Вольтерры отличаются от соответствующих
свойств непрерывных систем и часто описывают более точную картину эволюции.

Как мы уточнили выше, в работах [16, 18, 22, 28–31] рассматривались динамические систе-
мы вида (2) в случае, когда соответствующая кососимметрическая матрица является матрицей
в общем положении. Но оказалось, что в случае, когда кососимметрическая матрица не является
матрицей в общем положении, асимптотическое поведение траекторий совсем иное, так как опера-
торы в этом случае имеют бесконечно много неподвижных точек. Именно операторы, введенные
в настоящей статье, то есть операторы Лотки–Вольтерры с вырожденной кососимметрической
матрицей, возникают в задачах эпидемиологии в качестве дискретных моделей для исследования
течения заболеваний, передающихся воздушно-капельным путем. В работе показано, что операто-
рам такого типа, в отличие от невырожденных случаев, соответствуют частично-ориентированные
графы. Также в работе рассмотрена функция Ляпунова вида 3(𝑥) = 𝑥𝑝11 ·𝑥𝑝22 · ... ·𝑥𝑝𝑚𝑚 , которая была
введена в работе [16]. Доказано, что и в вырожденном случае функцию Ляпунова такого вида
можно применить для нахождения предельных множеств рассматриваемых отображений. Иными
словами, в предлагаемой статье исследовано асимптотическое поведение орбит некоторых систем
с вырожденными матрицами, при этом динамика каждой из них отличается друг от друга. Рассмат-
риваемые в работе системы взяты из прикладных задач популяционной генетики, эпидемиологии,
экологии и т. д. (см. [14,15,19,20]). Если сказать более точно, в работе рассмотрены вырожденные
случаи дискретных динамических систем Лотки–Вольтерры, действующих в двумерном и трехмер-
ном симплексах, так как именно эти системы можно предложить в качестве дискретных моделей
для исследования течения вирусных заболеваний, передающихся воздушно-капельным путём.

1. Методика

Пусть 𝐴 = (𝑎𝑘𝑖) — кососимметрическая матрица 𝐴 : R𝑚 → R𝑚 с условием |𝑎𝑘𝑖| ⩽ 1.
Как уточняли выше, для любого 𝑥 ∈ R𝑚 отображение 𝑥′ = 𝑉 𝑥, определяемое равенствами [16,18]

𝑥′𝑘 = 𝑥𝑘 · (1 +
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑘𝑖𝑥𝑖), 𝑘 = 1, · · · ,𝑚,

называется оператором Лотки–Вольтерры. Очевидно, при условии |𝑎𝑘𝑖| ⩽ 1 симплекс 𝑆𝑚−1

инвариантен, то есть 𝑉 (𝑆𝑚−1) ⊂ 𝑆𝑚−1. Известно ([16]), что на симплексе 𝑆𝑚−1 оператор Лотки–
Вольтерры является автоморфизмом при любых |𝑎𝑘𝑖| ⩽ 1 и 𝑎𝑘𝑖 = −𝑎𝑖𝑘. Так как 𝑆𝑚−1 — компакт,
то множество предельных точек положительной траектории ω(𝑥(0)) ̸= ∅ и множество предельных
точек отрицательных траекторий α(𝑥(0)) ̸= ∅ для всех точек симплекса 𝑥(0) ∈ 𝑆𝑚−1.

Известно [22, 27, 28], что кососимметрическая матрица называется матрицей общего по-
ложения, если все главные миноры четного порядка отличны от нуля, в противном случае она
называется вырожденной кососимметрической матрицей. Асимптотическое поведение орбит в си-
стемах Лотки–Вольтерры с невырожденными матрицами изучалось в работах [16,18,20,22,26–33].
Также известно [16, 18, 28], что в случае, когда отображение Лотки–Вольтерры в общем по-
ложении, мы можем связать их с турнирами, а в вырожденных случаях их можно связать
с частично-ориентированными графами [19,20].

В работе [16] была доказана следующая теорема.

Теорема 1. Если 𝐴 — кососимметрическая матрица, тогда множества

𝑃 = {𝑥 ∈ 𝑆𝑚−1 : 𝐴𝑥 ⩾ 0}, 𝑄 = {𝑥 ∈ 𝑆𝑚−1 : 𝐴𝑥 ⩽ 0}

— непустые выпуклые многогранники.
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На основе этой теоремы в работе [16] в случае общего положения отображений Лотки–
Вольтерры были построены функции Ляпунова вида 3𝑝(𝑥) = 𝑥𝑝11 · 𝑥𝑝11 · ... · 𝑥𝑝𝑚𝑚 , 𝑥 ∈ 𝑆𝑚−1.

Оказалось, что в случае, когда кососимметрическая матрица в общем положении для
соответствующего отображения Лотки–Вольтерры, множества 𝑃 и 𝑄 состоят из единственной
точки, либо они совпадают [16,18]. Наша задача, в отличие от вышеупомянутых работ, — найти
и построить множества 𝑃 и 𝑄 для вырожденных случаев отображений Лотки–Вольтерры, а также
с помощью построения функций Ляпунова найти и исследовать множества α(𝑥(0)) и ω(𝑥(0)).
Мы доказываем, что множества 𝑃 и 𝑄 в нашем случае бесконечны.

2. Результаты

В основной части статьи рассмотрим несколько динамических систем, обобщить которые
нет возможности, так как асимптотические поведения траекторий внутренних точек в корне
отличаются друг от друга. В монографиях [34, 35] введены частично-ориентированные графы при
𝑚 = 3. А в работах [19,20,28] показано, что системам Лотки–Вольтерры с вырожденной кососим-
метрической матрицей можно поставить в соответствие частично-ориентированные графы при
𝑚 = 3 и 𝑚 = 4. В работе [28] показано, что при 𝑚 = 3 существует 16 частично-ориентированных
графов, а в работе [34] показано, что при 𝑚 = 4 существует 42 частично-ориентированных
графа. В данной статье мы показываем, что эти частично-ориентированные графы можно связать
с дискретными динамическими системами Лотки–Вольтерры с вырожденной кососимметриче-
ской матрицей. В работах [19, 20, 36] некоторые из них предлагаются в качестве дискретных
компартментарных моделей 𝑆𝐼𝑅, 𝑆𝐼𝑅𝐷, 𝑆𝐸𝐼𝑅, описывающих течение вирусных заболеваний,
передающихся воздушно-капельным путем с нерецидивным характером. В данной работе мы
даем полное математическое обоснование этим дискретным динамическим системам, а также
в дополнение мы включили в работу те динамические системы, которые могут претендовать
на роль дискретных моделей вирусных заболеваний, передающихся воздушно-капельным путем
с рецидивным характером.

Рассмотрим систему Лотки–Вольтерры

𝑉1 :

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥′1 = 𝑥1 · (1− 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥3),

𝑥′2 = 𝑥2 · (1 + 𝑎𝑥1),

𝑥′3 = 𝑥3 · (1− 𝑏𝑥1),

(3)

где 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) ∈ 𝑆2, 𝑉1𝑥 = 𝑥′ = (𝑥′1, 𝑥
′
2, 𝑥

′
3), 0 < 𝑎, 𝑏 ⩽ 1. Система (3) является простейшим

примером системы Лотки–Вольтерры с вырожденной кососимметрической матрицей

𝐴1 =

⎛⎝ 0 −𝑎 𝑏

𝑎 0 0

−𝑏 0 0

⎞⎠ .

В работе [22] приведены понятия турнира и однородности турнира, а также там показа-
но, что в случае, когда кососимметрическая матрица, соответствующая отображению Лотки–
Вольтерры, является матрицей в общем положении, тогда ей можно поставить в соответствие
турнир — полный ориентированный граф. Кососимметрическая матрица, соответствующая
рассматриваемому нами отображению, не является матрицей в общем положении, этой мат-
рице мы поставим в соответствие частично-ориентированный граф, приведенный на рис. 1.
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Рис. 1. Частично-ориентированный граф, соответствующий
матрице 𝐴1

Fig. 1. A partially-oriented graph corresponding to the
matrix 𝐴1

Так как в матрице 𝐴1 элемент 𝑎23 = 0, тогда
ребро Γ23, соединяющее вершины 𝑒2 = (0, 1, 0)

и 𝑒3 = (0, 0, 1), не имеет направления. Это
означает, что все ребро состоит из неподвиж-
ных точек с координатами (0,α, 1 − α), где
0 < α < 1.

Согласно [16], любая точка 𝑝 =

= (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3) симплекса 𝑆2 определяет функ-
цию

3𝑝(𝑥) = 𝑥𝑝11 · 𝑥𝑝11 · 𝑥𝑝33 , 𝑥 ∈ 𝑆2.

Известно, что 3𝑝 непрерывна на 𝑆2 (полагаем
00 = 1), причем экстремумы этой функции max

𝑥∈𝑆2
3𝑝(𝑥) = 3𝑝(𝑝), а min

𝑥∈𝑆2
3𝑝(𝑥) = 0. Ясно, что

максимум достигается в единственной точке 𝑥 = 𝑝, а минимум достигается на границе симплекса
𝑆2 или на её замкнутой части. Пусть теперь 𝑐 ∈ [0;3𝑝(𝑝)]. Докажем, что множество {𝑥 ∈ 𝑆2 :

3𝑝(𝑥) ⩾ 𝑐} выпукло.
Действительно, если 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆2, причем 3𝑝(𝑥) ⩾ 𝑐 и 3𝑝(𝑦) ⩾ 𝑐, тогда

3𝑝

(︂
𝑥+ 𝑦

2

)︂
=

(︂
𝑥1 + 𝑦1

2

)︂𝑝1

·
(︂
𝑥2 + 𝑦2

2

)︂𝑝2

·
(︂
𝑥3 + 𝑦3

2

)︂𝑝3

⩾

⩾
(︀√

𝑥1 · 𝑦1
)︀𝑝1 · (︀√𝑥2 · 𝑦2

)︀𝑝2 · (︀√𝑥3 · 𝑦3
)︀𝑝3 ⩾ 𝑐.

Возвращаясь к системе (1), получаем

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥
(𝑛+1)
1 = 𝑥

(𝑛)
1 · (1− 𝑎𝑥

(𝑛)
2 + 𝑏𝑥

(𝑛)
3 ),

𝑥
(𝑛+1)
2 = 𝑥

(𝑛)
2 · (1 + 𝑎𝑥

(𝑛)
1 ),

𝑥
(𝑛+1)
3 = 𝑥

(𝑛)
3 · (1− 𝑏𝑥

(𝑛)
1 )

для любого 𝑛 ∈ Z и начальной точки 𝑥(0) ∈ 𝑆2.
Так как последовательности {𝑥(𝑛)2 } и {𝑥(𝑛)3 } монотонны, любая траектория сходится к непо-

движной точке отображения 𝑉1, то есть как положительная, так и отрицательная траектории
сходятся.

В силу непрерывности отображения 𝑉1 для любого 𝑥(0) ∈ 𝑆2 получаем, что α(𝑥(0)) и ω(𝑥(0))
суть неподвижные точки для отображения 𝑉1.

Заметим, что решением неравенства 𝐴1𝑥 ⩾ 0 на симплексе 𝑆2 является отрезок с концами
(0, 𝑏

𝑎+𝑏 ,
𝑎

𝑎+𝑏) и (0, 0, 1), то есть

𝑃 = {𝑥 ∈ 𝑆2 : 𝐴1𝑥 ⩾ 0} =

{︂(︂
0;
λ𝑏

𝑎+ 𝑏
;
𝑎+ (1− λ)𝑏

𝑎+ 𝑏

)︂
; 0 ⩽ λ ⩽ 1

}︂
. (4)

Для произвольного 𝑝 =
(︁
0, λ𝑏𝑎+𝑏 ,

𝑎+(1−λ)𝑏
𝑎+𝑏

)︁
∈ 𝑃 рассмотрим функцию на 𝑆2:

3𝑝(𝑥) = 𝑥
λ𝑏

𝑎+𝑏

2 · 𝑥
𝑎+(1−λ)𝑏

𝑎+𝑏

3 . (5)
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Используя неравенство Юнга [16, 18], получаем

3𝑝(𝑉1𝑥) = (𝑥2(1+𝑎𝑥1))
λ𝑏

𝑎+𝑏 ·(𝑥3 (1−𝑏𝑥1))
𝑎+(1−λ)𝑏

𝑎+𝑏 = 𝑥
λ𝑏

𝑎+𝑏

2 ·𝑥
𝑎+(1−λ)𝑏

𝑎+𝑏

3 ·(1+𝑎𝑥1)
λ𝑏

𝑎+𝑏 ·(1−𝑏𝑥1)
𝑎+(1−λ)𝑏

𝑎+𝑏 =

= 3𝑝(𝑥) · (1 + 𝑎𝑥1)
λ𝑏

𝑎+𝑏 · (1− 𝑏𝑥1)
𝑎+(1−λ)𝑏

𝑎+𝑏 ⩽ 3𝑝(𝑥) ·
(︂
λ𝑏

𝑎+ 𝑏
(1 + 𝑎𝑥1) +

𝑎+ (1− λ)𝑏
𝑎+ 𝑏

· (1− 𝑏𝑥1)

)︂
=

= 3𝑝(𝑥) · (1− (1− λ) · 𝑏𝑥1) . (6)

Итак, если 0 ⩽ λ < 1, то 3𝑝(𝑉 𝑥) < 3𝑝(𝑥) для всех внутренних точек 𝑆2. Так как функция
3𝑝(𝑥), описанная равенством (3), достигает максимума только лишь в точке 𝑝 ∈ 𝑃 , для любой
внутренней начальной точки из симплекса 𝑆2 имеем ω(𝑥)∩𝑃 ̸= ∅ и α(𝑥) ⊂ 𝑃 . Поскольку ω(𝑥) —

неподвижная точка для 𝑉1 и ω(𝑥) ∩ 𝑃 = ∅, то, начиная с некоторого 𝑛0, имеем 𝑏𝑥
(𝑛)
3 − 𝑎𝑥

(𝑛)
2 ⩽

⩽ 𝑘 < 0 для всех 𝑛 ⩾ 𝑛0. Поэтому

𝑥
(𝑛+1)
1 = 𝑥

(𝑛)
1 ·

(︁
1 + 𝑏𝑥

(𝑛)
3 − 𝑎𝑥

(𝑛)
2

)︁
⩽ 𝑥

(𝑛0)
1 · (1 + 𝑘)𝑛−𝑛0

при 𝑛 ⩾ 𝑛0. Следовательно, ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑥
(𝑛)
1 сходится быстрее геометрической прогрессии, так как

−1 < 𝑘 < 0. В этом случае, согласно [16, 19], имеем

𝑥
(𝑛+1)
3 = 𝑥

(𝑛)
3

(︁
1− 𝑎𝑥

(𝑛)
1

)︁
= 𝑥

(0)
3 ·

(︁
1− 𝑎𝑥

(𝑛)
1

)︁
·
(︁
1− 𝑎𝑥

(𝑛−1)
1

)︁
· · ·
(︁
1− 𝑎𝑥

(0)
1

)︁
,

поэтому lim
𝑛→∞

𝑥
(𝑛)
3 > 0.

Наряду с множеством 𝑃 ⊂ 𝑆2, описанным в (2), рассмотрим множество

𝑄 = {𝑥 ∈ 𝑆2 : 𝐴1𝑥 ⩽ 0} =

{︂(︂
0,

𝑏+ λ𝑎
𝑎+ 𝑏

,
(1− λ)𝑎
𝑎+ 𝑏

)︂
; 0 ⩽ λ ⩽ 1

}︂
. (7)

Выбрав произвольную точку 𝑞 =
(︁
0, 𝑏+λ𝑎𝑎+𝑏 ,

(1−λ)𝑎
𝑎+𝑏

)︁
∈ 𝑄, построим функцию

3𝑞(𝑥) = 𝑥
𝑏+λ𝑎
𝑎+𝑏

2 · 𝑥
(1−λ)𝑎
𝑎+𝑏

3 .

Очевидно,

3𝑞(𝑥) = 3𝑞(𝑉1(𝑉
−1
1 𝑥)) = 3𝑞

(︀
𝑉 −1
1 𝑥

)︀
·
(︁
1 + 𝑎𝑥

(−1)
1

)︁ 𝑏+λ𝑎
𝑎+𝑏 ·

(︁
1− 𝑏𝑥

(−1)
1

)︁ (1−λ)𝑎
𝑎+𝑏

.

Вычислив производную функции
(︁
1 + 𝑎𝑥

(−1)
1

)︁ 𝑏+λ𝑎
𝑎+𝑏 ·

(︁
1− 𝑏𝑥

(−1)
1

)︁ (1−λ)𝑎
𝑎+𝑏

по 𝑥
(−1)
1 в точке

𝑥
(−1)
1 = 0, получаем 1 + 𝑎λ, то есть

3𝑞(𝑥) = 3𝑞(𝑉
−1
1 𝑥) ·

(︁
1 + 𝑎λ𝑥(−1)

1 + 𝑜(𝑥
(−1)
1 )

)︁
.

Следовательно, в достаточно малой окрестности нуля верно неравенство 3𝑞(𝑉
−1
1 𝑥) < 3𝑞(𝑥),

так как 𝑥
(−1)
1 > 0, 𝑎 > 0 и 0 < λ ⩽ 1. Таким образом, приходим к следующему утверждению.

Теорема 2. Траектория любой внутренней точки 𝑥 ∈ 𝑆2 начинается во множестве 𝑃 и закан-
чивается во множестве 𝑄, то есть α(𝑥) ⊂ 𝑃 и ω(𝑥) ⊂ 𝑄.

Замечание 1. Согласно теореме Гробмана–Хартмана [37], любая траектория содержится
в инвариантной кривой.
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Рис. 2. Векторное поле, согласно теореме 2

Fig. 2. Vector field, according to Theorem 2

Итак, в рассматриваемом случае имеем
картину векторного поля, изображенного на
рис. 2.

Перейдем к рассмотрению кососиммет-
рической матрицы

𝐴2 =

⎛⎜⎜⎝
0 −𝑎 0 −𝑏
𝑎 0 −𝑐 0
0 𝑐 0 𝑑
𝑏 0 −𝑑 0

⎞⎟⎟⎠ ,

определяющей систему Лотки–Вольтерры вида

𝑉2 :

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥′1 = 𝑥1(1− 𝑎𝑥2 − 𝑏𝑥4),

𝑥′2 = 𝑥2(1 + 𝑎𝑥1 − 𝑐𝑥3),

𝑥′3 = 𝑥3(1 + 𝑐𝑥2 + 𝑑𝑥4),

𝑥′4 = 𝑥4(1 + 𝑏𝑥1 − 𝑑𝑥3),

(8)

которая задается отображением 𝑉2 : 𝑆
3 → 𝑆3 при условии 0 < 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ⩽ 1. При этих ограничени-

ях 𝑉2 является автоморфизмом [16]. Очевидно, матрица 𝐴2 определяет частично-ориентированный
граф (см. рис. 3). Так как некоторые элементы матрицы 𝐴2, соответствующей системе (8), равны
нулю, то есть 𝑎13 = 0 и 𝑎24 = 0, ребра Γ13 и Γ24 не ориентированы. Поэтому для наглядности мы
в рис. 3 убрали эти ребра, оставив только ориентированные.

Пусть Γ123 — грань симплекса 𝑆3, натянутая на вершины 𝑒1 = (1, 0, 0, 0), 𝑒2 = (0, 1, 0, 0)
и 𝑒3 = (0, 0, 1, 0). Заметим, что любая грань симплекса также является симплексом ([18, 22]),
причем она инвариантна относительно отображения 𝑉2, и сужение 𝑉2 на эту грань также является
отображением Лотки–Вольтерры. Следовательно, на гранях Γ123 и Γ134 динамика траекторий
описывается предыдущим отображением 𝑉1, а на остальных двух гранях поведение траекторий
тривиально.

Пусть 𝑥0 = (𝑥01, 𝑥
0
2, 𝑥

0
3, 𝑥

0
4) — произвольная начальная точка, причем 𝑥01 · 𝑥02 · 𝑥03 · 𝑥04 > 0.

Тогда как положительная, так и отрицательная траектории, начинающиеся из нее, целиком лежат
внутри симплекса 𝑆3. Рассмотрим последовательность {𝑥(𝑛)3 }. Так как

𝑥
(𝑛+1)
3 = 𝑥

(𝑛)
3 · (1 + 𝑐𝑥

(𝑛)
2 + 𝑑𝑥

(𝑛)
4 ), 𝑛 ∈ N,

1

2

3

4

Рис. 3. Частично-ориентированный граф, соответ-
ствующий матрице 𝐴2

Fig. 3. The partially-oriented graph corresponding
to the matrix 𝐴2

тогда {𝑥(𝑛)3 } — возрастающая и ограниченная
последовательность. Ясно, что lim

𝑛→∞
𝑥3

(𝑛)> 0.

Следовательно, lim
𝑛→∞

𝑥
(𝑛)
2 = lim

𝑛→∞
𝑥
(𝑛)
4 = 0, по-

этому ω(𝑥0) ⊂ Γ13.
Аналогично отрицательная последова-

тельность {𝑥(𝑛)1 }, где −𝑛 ∈ N, возрастает
и ограничена. Тогда из равенства

𝑥
(𝑛+1)
1 = 𝑥

(𝑛)
1 · (1− 𝑎𝑥

(𝑛)
2 − 𝑏𝑥

(𝑛)
4 ), −𝑛 ∈ N

получим, что α(𝑥0) ⊂ Γ13. Поскольку {𝑥(𝑛)2 } и

{𝑥(𝑛)4 } при 𝑛 → ±∞ сходятся к нулю, а {𝑥(𝑛)1 }
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и {𝑥(𝑛)3 } монотонны, любая траектория сходится, и её предел принадлежит грани Γ13, которая
состоит из неподвижных точек отображения 𝑉2.

Пусть 𝑥 = (𝑥1, 0, 𝑥3, 0) ∈ Γ13. Вычисляя якобиан в этой точке, получаем

𝐽𝑉2(𝑥) = (1− λ)2 · (1 + 𝑎𝑥1 − 𝑐𝑥3 − λ) · (1 + 𝑏𝑥1 − 𝑑𝑥3 − λ).

Следовательно, корни уравнения 𝐽𝑉2(𝑥) = 0 вещественны и

λ1 = 1, λ2 = 1, λ3 = 1 + 𝑎𝑥1 − 𝑐𝑥3, λ4 = 1 + 𝑏𝑥1 − 𝑑𝑥3.

Ясно, что λ1 = 1, и это указывает, что 𝑥 — неподвижная точка; λ2 = 1 означает, что грань Γ13
состоит из неподвижных точек. Учитывая, что 𝑥1 + 𝑥3 = 1, получаем λ3 > 1, если 𝑥1 > 𝑐

𝑎+𝑐

и λ4 > 1, если 𝑥1 > 𝑑
𝑏+𝑑 . Без ограничения общноcти положим 𝑐

𝑎+𝑐 ⩾ 𝑑
𝑏+𝑑 , что равносильно

неравенству 𝑏𝑐 ⩾ 𝑎𝑑. Тогда при 𝑥1 >
𝑐

𝑎+𝑐 неподвижная точка 𝑥 является отталкивающей, то есть

репеллером, а при 𝑥1 <
𝑑

𝑏+𝑑 точка 𝑥 будет притягивающей, то есть аттрактором. Таким образом,

для любой внутренней начальной точки α(𝑥0) ⊂ Γ13 при 𝑥1 >
𝑐

𝑎+𝑐 и ω(𝑥0) ⊂ Γ13 при 𝑥1 <
𝑑

𝑏+𝑑 .

Теорема 3. Любая траектория отображения 𝑉2 сходится, то есть для любой внутренней
начальной точки симплекса 𝑥0 ∈ 𝑆3

α(𝑥0) ⊂
{︂(︂

(1− 𝑡)𝑎+ 𝑐

𝑎+ 𝑐
, 0,

𝑡𝑎

𝑎+ 𝑐
, 0

)︂}︂
, ω(𝑥0) ⊂

{︂(︂
(1− 𝑡)𝑏+ 𝑑

𝑏+ 𝑑
, 0,

𝑡𝑏

𝑏+ 𝑑
, 0

)︂}︂
, 𝑡 ∈ [0, 1].

Следовательно, пределы отрицательной и положительной траектории принадлежат ребру
Γ13. Если закон эволюции какой-либо системы определяется отображением 𝑉2, тогда «начало»
и «конец» эволюции находятся на ребре Γ13.

Простые вычисления показывают, что решением неравенства 𝐴2𝑥 ⩾ 0 на симплексе 𝑆3

является отрезок 𝑃 с концами (1, 0, 0, 0) и
(︁

𝑐
𝑎+𝑐 , 0,

𝑎
𝑎+𝑐 , 0

)︁
, а решение неравенства 𝐴2𝑥 ⩽ 0 на 𝑆3

есть отрезок с концами
(︁

𝑑
𝑏+𝑑 , 0,

𝑏
𝑏+𝑑 , 0

)︁
и (0, 0, 1, 0). Следовательно, в данном случае «начало»

траектории находится во множестве 𝑃 , а «конец» траектории находится в 𝑄. Аналогичный
результат получим и в случае 𝑐

𝑎+𝑐 < 𝑑
𝑏+𝑑 , то есть 𝑏𝑐 < 𝑎𝑑. Для наглядности приведем пример.

Пример 1. Пусть 𝑎 = 𝑑 = 0.1 и 𝑏 = 𝑐 = 0.9. Тогда 𝑐
𝑎+𝑐 = 0.9 и 𝑑

𝑏+𝑑 = 0.1. В этом случае
на ребре Γ13 получаем картину, показанную на рис. 4.

Здесь 𝐴 =
(︀

9
10 , 0,

1
10 , 0

)︀
и 𝐵 =

(︀
1
10 , 0,

9
10 , 0

)︀
, а 𝑥0 — произвольная внутренняя точка

симплекса 𝑆3. Любая неподвижная точка из интервала (𝐴;𝐵) является седловой, то есть одно
из собственных чисел якобиана λ3, λ4 больше 1, а другое меньше 1.

Рис. 4. Расположение множеств α(𝑥0) и ω(𝑥0)

Fig. 4. The arrangement of the sets α(𝑥0) and ω(𝑥0)
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Замечание 2. Очевидно, что 𝑑𝑒𝑡𝐴2 = (𝑎𝑑 − 𝑏𝑐)2. Поэтому условие 𝑐
𝑎+𝑐 = 𝑑

𝑏+𝑑 означает, что
𝑑𝑒𝑡𝐴2 = 0. В этом случае точки 𝐴 и 𝐵 из рис. 4 совпадают. Следовательно, грань Γ13 не содер-
жит седловых неподвижных точек.

Пусть вырожденная кососимметрическая матрица имеет вид

𝐴3 =

⎛⎜⎜⎝
0 −𝑎 0 −𝑏

𝑎 0 𝑐 0

0 −𝑐 0 𝑑

𝑏 0 −𝑑 0

⎞⎟⎟⎠ ,

где 0 < 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ⩽ 1, и определяет следующую систему Лотки–Вольтерры:

𝑉3 : 𝑆
3 → 𝑆3 :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥′1 = 𝑥1(1− 𝑎𝑥2 − 𝑏𝑥4),

𝑥′2 = 𝑥2(1 + 𝑎𝑥1 + 𝑐𝑥3),

𝑥′3 = 𝑥3(1− 𝑐𝑥2 + 𝑑𝑥4),

𝑥′4 = 𝑥4(1 + 𝑏𝑥1 − 𝑑𝑥3).

(9)

Заметим, что 𝑑𝑒𝑡𝐴 = (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)2, следовательно, матрица 𝐴3, соответствующая системе (9),
не вырождена при всех 0 < 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ⩽ 1. Так как

𝑥
(𝑛+1)
2 = 𝑥2 · (1 + 𝑎𝑥

(𝑛)
1 + 𝑐𝑥

(𝑛)
3 )

для всех 𝑛 ∈ N, и {𝑥(𝑛)2 } — возрастающая и ограниченная последовательность, для любой
внутренней начальной точки симплекса имеем

lim
𝑛→∞

𝑥1
(𝑛) = lim

𝑛→∞
𝑥3

(𝑛) = 0.

Следовательно, ω(𝑥0) ⊂ Γ24.
Аналогично и для отрицательных траекторий из равенства

𝑥
(𝑛+1)
1 = 𝑥

(𝑛)
1 · (1− 𝑎𝑥

(𝑛)
2 − 𝑏𝑥

(𝑛)
4 )

получаем
lim

𝑛→−∞
𝑥2

(𝑛) = lim
𝑛→−∞

𝑥4
(𝑛) = 0,

поэтому заключаем, что α(𝑥0) ⊂ Γ13.
Вычисляя собственные значения якобиана в неподвижных точках грани Γ24, получим

(1− λ)2 · (1− 𝑎𝑥2 − 𝑏𝑥4 − λ) · (1− 𝑐𝑥2 + 𝑑𝑥4 − λ) = 0.

Если 𝑥2 >
𝑑

𝑎+𝑑 , то за исключением кратного корня λ1 = 1 имеем λ3 < 1 и λ4 < 1. Следовательно,

ω(𝑥0) ⊂
{︁(︁

0, (1−𝑡)𝑎+𝑑
𝑎+𝑑 , 0, 𝑡𝑑

𝑎+𝑑

)︁}︁
, где 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1. Аналогично собственные значения якобиана

на ребре Γ13 находятся из уравнения

(1− λ)2 · (1 + 𝑎𝑥1 + 𝑐𝑥3 − λ) · (1 + 𝑏𝑥1 − 𝑑𝑥3 − λ) = 0.
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Рис. 5. Расположение множеств α(𝑥0) и ω(𝑥0) для 𝑉3

Fig. 5. The arrangement of the sets α(𝑥0) and ω(𝑥0) for 𝑉3

Если 𝑥1 >
𝑑

𝑎+𝑑 , то λ3 > 1 и λ4 > 1. Поэтому

α(𝑥0) ⊂
{︂(︂

(1− 𝑡)𝑏+ 𝑑

𝑏+ 𝑑
, 0,

𝑡𝑏

𝑏+ 𝑑
, 0

)︂}︂
,

где 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 1. Здесь визуально получим картину, изображенную на рис. 5, где 𝐴
(︁

𝑑
𝑎+𝑑 , 0,

𝑎
𝑎+𝑑 , 0

)︁
и 𝐵

(︁
0, 𝑑

𝑎+𝑑 , 0,
𝑎

𝑎+𝑑

)︁
.

Замечание 3. Для отображения 𝑉3 расположения α(𝑥0) и ω(𝑥0) также определяются решени-
ями неравенств 𝐴3𝑥 ⩾ 0 и 𝐴3𝑥 ⩽ 0 на симплексе 𝑆3.

Перейдем к рассмотрению последнего случая. Пусть

𝐴4 =

⎛⎜⎜⎝
0 −𝑎 0 𝑏
𝑎 0 −𝑐 0
0 𝑐 0 −𝑑
−𝑏 0 −𝑑 0

⎞⎟⎟⎠ .

Тогда соответствующая ей система Лотки–Вольтерры имеет вид

𝑉4 : 𝑆
3 → 𝑆3 :

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥′1 = 𝑥1(1− 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥4),

𝑥′2 = 𝑥2(1 + 𝑎𝑥1 − 𝑐𝑥3),

𝑥′3 = 𝑥3(1 + 𝑐𝑥2 − 𝑑𝑥4),

𝑥′4 = 𝑥4(1− 𝑏𝑥1 + 𝑑𝑥3),

(10)

Рис. 6. Частично-ориентированный граф, соответ-
ствующий матрице 𝐴4

Fig. 6. The partially-oriented graph corresponding
to the matrix 𝐴4

где 0, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ⩽ 1. Пусть 𝑉4 : 𝑆
3 → 𝑆3 — отоб-

ражение, определяемое этими равенствами.
Очевидно, что 𝑑𝑒𝑡𝐴4 = (𝑎𝑑− 𝑏𝑐)2 и частично-
ориентированный граф, соответствующий мат-
рице 𝐴4, имеет вид, изображенный на рис. 6.

Здесь для изучения асимптотического по-
ведения траекторий внутренних точек симплек-
са рассмотрим следующие три случая.

i) 𝑎𝑑 = 𝑏𝑐. В этом случае множества 𝑃 =
= {𝑥 ∈ 𝑆3:𝐴4𝑥 ⩾ 0} и 𝑄 = {𝑥 ∈ 𝑆3:𝐴4𝑥 ⩽ 0}
совпадают и представляют собой прямолиней-

ный отрезок с концами 𝐴 =
(︁

𝑐
𝑎+𝑐 , 0,

𝑎
𝑎+𝑐 , 0

)︁
и 𝐵 =

(︁
0, 𝑏

𝑎+𝑏 , 0,
𝑎

𝑎+𝑏

)︁
. Легко проверить, что
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Рис. 7. Расположение множеств α(𝑥0) и ω(𝑥0) для 𝑉4

Fig. 7. The arrangement of the sets α(𝑥0) and ω(𝑥0) for 𝑉4

отрезок 𝐴𝐵 состоит из неподвижных точек отображения 𝑉4. В любой точке отрезка 𝐴𝐵 спектр
якобиана находится из уравнения

(1− λ)4 + (1− λ)2 · (𝑎2𝑥1𝑥2 + 𝑏2𝑥1𝑥4 + 𝑐2𝑥2𝑥3 + 𝑑2𝑥3𝑥4) + (𝑎𝑑− 𝑏𝑐)2𝑥1𝑥2𝑥3𝑥4 = 0.

Поскольку 𝑎𝑑 = 𝑏𝑐, корни этого уравнения за исключением λ1 = λ2 = 1 комплексные, причем
|λ3| = |λ4| > 1.

Положительная траектория любой внутренней точки, не принадлежащей отрезку 𝐴𝐵,
расходится, отрицательная траектория сходится к одной из точек отрезка 𝐴𝐵. Несложно проверить,
что ω(𝑥0) бесконечно и лежит на границе симплекса, а α(𝑥0) ⊂ 𝐴𝐵.

ii) 𝑎𝑑 > 𝑏𝑐. В этом случае простые вычисления показывают, что решение неравенства
𝐴4𝑥 ⩾ 0 на симплексе содержится на грани Γ13 и удовлетворяет неравенству

𝑐

𝑎+ 𝑐
⩽ 𝑥1 ⩽

𝑑

𝑏+ 𝑑
,

решение которого, в силу 𝑎𝑑 > 𝑏𝑐, непусто. Следовательно, множество 𝑃 = {𝑥 ∈ 𝑆3 : 𝐴4𝑥 ⩾ 0}
представляет собой отрезок на грани Γ13 с концами 𝐴 =

(︁
𝑎

𝑎+𝑐 , 0,
𝑎

𝑎+𝑐 , 0
)︁

и 𝐵 =
(︁

𝑑
𝑏+𝑑 , 0,

𝑏
𝑏+𝑑 , 0

)︁
.

Решением неравенства 𝑄 = {𝑥 ∈ 𝑆3 : 𝐴4𝑥 ⩽ 0} является отрезок, принадлежащий ребру

Γ24 с концами 𝐶 =
(︁
0, 𝑏

𝑎+𝑏 , 0,
𝑎

𝑎+𝑏

)︁
и 𝐷 =

(︁
0, 𝑑

𝑐+𝑑 , 0,
𝑐

𝑐+𝑑

)︁
. Для этого случая картина множеств

предельных точек положительной и отрицательной траектории представлена на рис. 7.
iii) Случай 𝑎𝑑 < 𝑏𝑐 исследуется аналогично предыдущему.

Заключение

Эпидемиологические смыслы некоторых дискретных динамических систем Лотки–Вольтер-
ры, являющихся дискретными аналогами компартментарных моделей 𝑆𝐼𝑅, 𝑆𝐸𝐼𝑅, 𝑆𝐼𝑅𝐷, были
исследованы в работах [19, 20, 36]. В данной работе подробно рассмотрены и исследованы
вырожденные случаи дискретных отображений Лотки–Вольтерры, сохраняющих двумерный и
трехмерный симплексы. Эти системы могут полноправно служить в качестве дискретных моделей
𝑆𝐼𝑅𝑆, 𝑆𝐸𝐼𝑅𝑆, 𝑆𝐼𝑅𝐷 для исследований течения вирусных заболеваний, имеющих рецидивный
характер, а также включающих в себя смертность зараженных особей. Предлагаемые системы
исследованы с помощью анализа собственных значений якобиана, который дает локальную
картину поведения траекторий в окрестности неподвижной точки. Также с помощью построения
функций Ляпунова исследован глобальный характер поведения траекторий внутренних точек
исследуемых систем. В итоге найдены и построены множества предельных точек положительной
траектории ω(𝑥0) и множества предельных точек отрицательной траектории α(𝑥0), означающие
соответственно начало эпидемии и ее конец.
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В статье подробно исследованы три динамические системы. Первая из них — система (3),
которая является дискретным аналогом непрерывной компартментарной модели 𝑆𝐼𝑅, описываю-
щей течение заболеваний, передающихся воздушно-капельным путём и не имеющих рецидивиру-
ющий характер. В работе [19] описан эпидемиологический смысл этой системы в качестве такой
модели. Мы же в нашей работе полностью исследовали эту динамическую систему, доказав для
нее существование функции Ляпунова в виде

3𝑝(𝑥) = 𝑥
λ𝑏

𝑎+𝑏

2 · 𝑥
𝑎+(1−λ)𝑏

𝑎+𝑏

3 ,

и с помощью этой функции показали расположение множеств предельных точек положительной

α(𝑥) ⊂ 𝑃 = {𝑥 ∈ 𝑆2 : 𝐴1𝑥 ⩾ 0} =

{︂(︂
0;
λ𝑏

𝑎+ 𝑏
;
𝑎+ (1− λ)𝑏

𝑎+ 𝑏

)︂
; 0 ⩽ λ ⩽ 1

}︂
и отрицательной траекторий

𝑄 = {𝑥 ∈ 𝑆2 : 𝐴1𝑥 ⩽ 0} =

{︂(︂
0,

𝑏+ λ𝑎
𝑎+ 𝑏

,
(1− λ)𝑎
𝑎+ 𝑏

)︂
; 0 ⩽ λ ⩽ 1

}︂
,

доказав при этом, что они суть бесконечные множества (см. теорему 2).
Для системы (8) использован метод анализа спектра якобиана, согласно [38], так как этот

метод описывает локальный характер неподвижных точек. Для этой системы также найдены
множества предельных точек положительной и отрицательной орбиты. Отмечено, что любая
траектория отображения (8) сходится на ребре Γ13 (см. теорему 3).

В отличие от предыдущего случая (8), для динамической системы (9) доказано, что множе-
ства предельных точек положительной и отрицательной траектории лежат на разных ребрах —
Γ24 и Γ13.

В конце работы приведена система (10), которая является явным аналогом непрерывной
модели 𝑆𝐸𝐼𝑅𝑆. Эта модель полностью описывает течение вирусных заболеваний, передающихся
воздушно-капельным путем с рецедивным характером. Асимптотическое поведение внутренних
точек этой системы хаотично, и для нее исследованы три случая 𝑎𝑑 = 𝑏𝑐, 𝑎𝑑 > 𝑏𝑐 и 𝑎𝑑 < 𝑏𝑐,
полностью описывающие модель (см. рис. 7).

Условие 𝑎𝑑 = 𝑏𝑐 означает, что множества 𝑃 и 𝑄 совпадают, в эпидемиологии такой ситуации
не может быть, так как начало и конец вирусной инфекции идентично совпадать не могут. Поэтому
в данном случае при моделировании течения вирусных заболеваний целесообразно рассматривать
при условиях 𝑎𝑑 < 𝑏𝑐 и 𝑎𝑑 > 𝑏𝑐.

Применение рассмотренных нами в данной статье дискретных динамических систем в каче-
стве дискретных компартментарных моделей с численными анализами конкретных заболеваний
и прогнозом на будущее мы изложим в следующей работе.
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16. Ganikhodzhaev RN, Èshmamatova DB. Quadratic automorphisms of a simplex and the asymptotic
behavior of their trajectories. Vladikavkaz Mathematical Journal. 2006;8(2):12–28 (in Russian).

17. Rozikov UA, Shoyimardonov SK. Ocean ecosystem discrete time dynamics generated by l-Volterra
operators. International Journal of Biomathematics. 2019;12(2):1950015. DOI: 10.1142/S179352
4519500153.

18. Tadzhieva MA, Eshmamatova DB, Ganikhodzhaev RN. Volterra-Type Quadratic Stochastic
Operators with a Homogeneous Tournament. J. Math. Sci. 2024;278:546–556. DOI: 10.1007/
s10958-024-06937-0.

19. Eshmamatova DB. Discrete analog of the SIR model. AIP Conference Proceedings. 2023;2781:
020024. DOI: 10.1063/5.0144884.

20. Eshmamatova DB, Tadzhiyeva MA, Ganikhodzhaev RN. Degenerate cases in Lotka–Volterra
systems. AIP Conference Proceedings. 2023;2781:020034. DOI: 10.1063/5.0144887.

21. Rozikov UA, Zhamilov UU. Volterra quadratic stochastic operators of a two-sex population. Ukr.
Math. J. 2011;63(7):1136–1153. DOI: 10.1007/s11253-011-0568-y.

22. Ganikhodzhaev RN, Tadzieva MA, Eshmamatova DB. Dynamical proporties of quadratic homeo-
morphisms of a finite-dimensional simplex. J. Math. Sci. 2020;245(3):398–402. DOI: 10.1007/
s10958-020-04702-7.

Ганиходжаев Р. Н., Эшмаматова Д. Б., Муминов У. Р., Машарипов С. И.
Известия вузов. ПНД, 2025, т. 33, № 2 181

https://doi.org/10.3934/dcdss.2022058
https://doi.org/10.3934/dcdss.2022058
https://doi.org/10.1007/978-1-4614-1686-9
https://doi.org/10.3934/mbe.2022496
https://doi.org/10.1590/0101-7438.2019.039.03.0457
https://doi.org/10.1016/j.physa.2019.123866
https://doi.org/10.1016/j.physa.2019.123866
https://doi.org/10.18500/0869-6632-2022-30-2-208-232
https://doi.org/10.18500/0869-6632-003067
https://doi.org/10.1098/rspa.1927.0118
https://doi.org/10.1007/b98868
https://doi.org/10.1007/b98868
https://doi.org/10.1142/S1793524519500153
https://doi.org/10.1142/S1793524519500153
https://doi.org/10.1007/s10958-024-06937-0
https://doi.org/10.1007/s10958-024-06937-0
https://doi.org/10.1063/5.0144884
https://doi.org/10.1063/5.0144887
https://doi.org/10.1007/s11253-011-0568-y
https://doi.org/10.1007/s10958-020-04702-7
https://doi.org/10.1007/s10958-020-04702-7


23. Trubetskov DI. The phenomenon of the Lotka–Volterra mathematical model and similar ones.
Izvestiya VUZ. Applied Nonlinear Dynamics. 2011;19(2):69–88. DOI: 10.18500/0869-6632-2011-
19-2-69-88.

24. Volterra V. Mathematical Theory of Struggle for Existence. M.: Nauka; 1976. 288 p. (in Russian).
25. Bratus AS, Novozhilov AS, Platonov AP. Dynamical Systems and Models in Biology. M.:

FIZMATLIT; 2010. 400 p.
26. Seytov ShJ, Eshmamatova DB. Discrete dynamical systems of Lotka-Volterra and their applications

on the modeling of the biogen cycle in ecosystem. Lobachevskii J. Math. 2023;44: 1471–1485.
DOI: 10.1134/S1995080223040248.

27. Eshmamatova D, Ganikhodzhaev R. Tournaments of Volterra type transversal operators acting in
a simplex. AIP Conference Proceedings. 2021;2365(1):060009. DOI: 10.1063/5.0057303.

28. Eshmamatova DB, Tadzhieva MA, Ganikhodzhaev RN. Criteria for internal fixed points existence
of discrete dynamic Lotka-Volterra systems with homogeneous tournaments. Izvestiya VUZ.
Applied Nonlinear Dynamics. 2023;30(6):702–716. DOI: 10.18500/0869-6632-003012.

29. Eshmamatova DB, Yusupov FA. Dynamics of compositions of some Lotka–Volterra mappings
operating in a two-dimensional simplex. Turkish Journal of Mathematics. 2024;48(3):391–406.
DOI: 10.55730/1300-0098.3514.

30. Eshmamatova DB, Seytov ShJ, Narziev NB. Basins of fixed points for composition of the
Lotka-Volterra mappings and their classification. Lobachevskii J. Math. 2023;44(2):558–569.
DOI: 10.1134/S1995080223020142.

31. Eshmamatova DB. Compositions of Lotka-Volterra Mappings as a Model for the Study of Viral
Diseases. AIP Conference Proceedings. 2024;3085(1):020008. DOI: 10.1063/5.0194902.

32. Eshmamatova DB, Ganikhodzhaev RN. Asymptotic Behavior of Volterra Type Discrete Dynamical
Systems. AIP Conference Proceedings. 2024;3085(1):020009. DOI: 10.1063/5.0194901.

33. Eshmamatova DB, Ganikhodzhaev RN, Tadzhieva MA. Invariant Sets of Lotka-Volterra Mappings
Acting in a Four-dimensional Simplex. AIP Conference Proceedings. 2024;3004(1):020011.
DOI: 10.1063/5.0199936.

34. Harary F, Palmer E. Graphical Enumeration. New York: Academic Press; 1973. 271 p. DOI: 10.
1016/C2013-0-10826-4.

35. Moon J. Topics on Tournaments. New York: Academic Press; 2013. 136 p.
36. Eshmamatova DB. Dynamics of a Discrete 𝑆𝐼𝑅𝐷 Model Based on Lotka-Volterra Mappings.

AIP Conference Proceedings. 2024;3004:020005. DOI: 10.1063/5.0199863.
37. Hartman P. A lemma in the theory of structural stability of differential equations. Proc. Amer.

Math. Soc. 1960;11:610-620. DOI: 10.1090/S0002-9939-1960-0121542-7.
38. Devaney RL. An Introduction to Chaotic Dynamical System. Third Edition. New York: CRC

Press; 2021. 434 p. DOI: 10.1201/9780429280801.

Ганиходжаев Расул Набиевич — родился в Ташкенте (1945). Окончил факультет матема-
тики Ташкентского государственного университета по направлению «Функциональный
анализ» (1971). Доктор физико-математических наук (1997, ТашГУ). С 1967 года работает
на кафедре алгебры и функционального анализа Национального университета Узбекистана
в должности профессора. Научные интересы — динамические системы, теория графов,
теория вероятностей и математическая статистика, математическое моделирование, мате-
матическая биология, популяционная генетика, эпидемиология и вопросы, касающиеся
экологии. Опубликовал свыше 60 научных статей по указанным направлениям.

Узбекистан, 100167 Ташкент, Алмазарский район
Национальный университет Узбекистана
E-mail: rganikhodzhaev@gmail.com
ORCID: 0000-0001-6551-5257
Scopus: 35098653200

182
Ганиходжаев Р. Н., Эшмаматова Д. Б., Муминов У. Р., Машарипов С. И.

Известия вузов. ПНД, 2025, т. 33, № 2

https://doi.org/10.18500/0869-6632-2011-19-2-69-88
https://doi.org/10.18500/0869-6632-2011-19-2-69-88
https://doi.org/10.1134/S1995080223040248
https://doi.org/10.1063/5.0057303
https://doi.org/10.18500/0869-6632-003012
https://doi.org/10.55730/1300-0098.3514
https://doi.org/10.1134/S1995080223020142
https://doi.org/10.1063/5.0194902
https://doi.org/10.1063/5.0194901
https://doi.org/10.1063/5.0199936
https://doi.org/10.1016/C2013-0-10826-4
https://doi.org/10.1016/C2013-0-10826-4
https://doi.org/10.1063/5.0199863
https://doi.org/10.1090/S0002-9939-1960-0121542-7
https://doi.org/10.1201/9780429280801
https://orcid.org/0000-0001-6551-5257


Эшмаматова Дилфуза Бахрамовна — родилась в Самарканде (1974). Окончила с отличием
механико-математический факультет Ташкентского государственного университета по на-
правлению «Дифференциальные уравнения» (1996). Доктор физико-математических наук
(2023, НУУз). Заведующий кафедрой высшей математики Ташкентского государственного
транспортного университета (с 2020 года). Научные интересы — динамические системы,
теория графов, теория вероятностей и математическая статистика, математическое моде-
лирование, математическая биология, популяционная генетика, эпидемиология и вопросы,
касающиеся экологии. Опубликовала свыше 50 научных статей по указанным направлениям.

Узбекистан, 100167 Ташкент, Мирабадский район
Ташкентский государственный транспортный университет
Узбекистан, Ташкент, ул. Мирзо Улугбека, 81
Институт математики имени В. И. Романовского АН РУз
E-mail: 24dil@mail.ru
ORCID: 0000-0002-1096-2751
Scopus: 57214791647
https://www.webofscience.com/wos/author/record/37355263

Муминов Улугбек Рахимжонович — родился в Фергане (1988). Окончил с отличием фа-
культет математики Национального университета Узбекистана имени Мирзо Улугбека по
направлению «Математический анализ и дифференциальные уравнения» (2014). С 2021
года ведет научную деятельность в докторантуре (PhD) по специальности «Математический
анализ» в Ферганском национальном университете. Научные интересы — динамические
системы, теория графов, теория вероятностей и математическая статистика, математи-
ческое моделирование, популяционная генетика. Опубликовал более 5 научных статей
по указанным направлениям.

Узбекистан, 100167 Ташкент, Мирабадский район
Ташкентский государственный транспортный университет
E-mail: ulugbek.muminov.2020@mail.ru
ORCID: 0009-0008-0762-1180

Машарипов Сирожиддин Исмойилжон угли — родился в Хорезме (1995). Окончил с отличи-
ем факультет математики Национального университета Узбекистана имени Мирзо Улугбека
по направлению «Математический анализ» (2017). С 2021 года ведет научную деятельность
в докторантуре(PhD) на кафедре алгебры и функционального анализа Национального уни-
верситета Узбекистана. Научные интересы — динамические системы, теория графов, теория
вероятностей и математическая статистика, математическое моделирование, математическая
биология, популяционная генетика. Опубликовал более 10 научных статей по указанным
направлениям.

Узбекистан, 100167 Ташкент, Юнусабадский район
Национальный университет Узбекистана
E-mail: sirojiddinmasharipov1995@gmail.com
ORCID: 0000-0002-9414-3250

Ганиходжаев Р. Н., Эшмаматова Д. Б., Муминов У. Р., Машарипов С. И.
Известия вузов. ПНД, 2025, т. 33, № 2 183

https://orcid.org/0000-0002-1096-2751
https://orcid.org/0009-0008-0762-1180
https://orcid.org/0000-0002-9414-3250


Прикладные задачи 
нелинейной теории колебаний и волн

Известия высших учебных заведений. Прикладная нелинейная динамика. 2025. Т. 33, № 2
Izvestiya Vysshikh Uchebnykh Zavedeniy. Applied Nonlinear Dynamics. 2025;33(2)

Научная статья DOI: 10.18500/0869-6632-003151
УДК 517.9, 621.372 EDN: HTWPWH

Динамика взаимодействующих SIRS+V-моделей
распространения инфекционных заболеваний

А. В. Шабунин

Саратовский национальный исследовательский государственный университет
имени Н. Г. Чернышевского, Россия
E-mail: shabuninav@info.sgu.ru

Поступила в редакцию 9.09.2024, принята к публикации 30.09.2024,
опубликована онлайн 6.12.2024, опубликована 31.03.2025

Аннотация. Цель — исследование процессов распространения инфекционных заболеваний в метапопуляциях, вза-
имодействующих посредством спонтанной миграции. Метод. Теоретическое исследование устройства фазового
пространства системы связанных обыкновенных дифференциальных уравнений; численное исследование переходных
процессов в зависимости от связи между подсистемами. Результаты. Предложена и исследована модель взаимо-
действующих популяций в виде двух идентичных SIRS+V-систем с взаимной диффузионной связью. Обнаружено,
что долговременная динамика метапопуляции не отличается от поведения индивидуальной популяции; однако ее
переходная динамика может быть разной и существенно зависит от величин коэффициентов миграции больных
и здоровых особей. В частности, при определенных условиях во вторично заражаемой популяции может наблюдаться
полное подавление волн заражения. Обсуждение. Несмотря на крайнюю простоту модели и наблюдаемых режимов,
результаты могут быть интересны с точки зрения практических рекомендаций для планирования стратегии борьбы
с передачей инфекции между сообществами, поскольку демонстрируют влияние интенсивности миграций больных
и здоровых особей на распространение эпидемии в метапопуляциях.
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Abstract. The purpose of this work is study of processes of spread of infectious diseases in metapopulations interacted
through spontaneous migration. The method is based on theoretical examination of the structure of the phase space of a
system of coupled ODEs and numerical study of the transient processes in dependence on the coupling between subsystems.
Results. A model of interacting populations in the form of two identical SIRS+V systems with mutual diffusion coupling is
proposed and investigated. It was found that the long-term dynamics of the metapopulation does not differ from the behavior
of an individual population; however, its transitional dynamics may be different and significantly depends on the values of the
migration coefficients of infected and healthy individuals. In particular, under certain conditions, a complete suppression of
infection waves can be observed in a secondarily infected population. Discussion. Despite the extreme simplicity of the model
and the observed regimes, the results may be interesting from the point of view of practical recommendations for planning a
strategy to combat transmission between communities, since they reveal the influence of the intensity of migrations of sick
and healthy individuals on the spread of the epidemic in metapopulations.
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Введение

Математическое моделирование эпидемий берет начало в работах Хамера [1] и Росса [2–4],
в которых сформулирована модель развития заболевания в популяции в виде эволюционного
уравнения. Впоследствии было создано множество подобных моделей [5–8], наиболее известной
из которых является модель SIRS, предложенная в 1920-х годах Кермаком и МакКендриком [9].
В SIRS-модели популяцию разбивают на группы восприимчивых (S — Susceptible), инфици-
рованных (I — Infectious) и иммунных (R — Recovered) особей и строят систему уравнений,
определяющих закон изменения относительного числа особей в каждой из групп, опираясь на
предположение о случайном и равномерном распределении особей в популяции. В работе [10]
была предложена модификация SIRS-модели (так называемая SIRS+V-модель), в которой пе-
редача инфекции происходит опосредованно за счет взаимодействия с агентом-переносчиком,
в качестве которого могут выступать вирусы или бактерии. Такой подход позволяет учесть инер-
ционность процессов заражения. Он может быть полезен для прогнозирования распространения
тех инфекций, при которых агент, вызывающий заражение, является подвижным и относительно
долгоживущим, поэтому заражение может происходить в отрыве от непосредственного контакта
между особями. Исследование данной модели [10,11] показало возможность ее использования
для описания процессов развития заболевания в отдельной популяции, в том числе и при наличии
периодической модуляции параметров, вызванных сезонными факторами.

В природных популяциях эпидемиологические процессы могут определяться не только
процессами внутри каждой отдельной популяции, но и взаимодействием между ними. Такое
взаимодействие может быть как однократным, при котором происходит передача инфекции от
зараженной популяции к здоровой, так и перманентным вследствие непрерывной миграции между
популяциями. В последнем случае мы имеем дело с ансамблем взаимодействующих популяций,
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который называют метапопуляцией. Для описания метапопуляций используют системы связанных
обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) [12–15] или связанных отображений [17–19].
Такие модели могут демонстрировать более сложную колебательную динамику [20,21]. В рабо-
тах [22–25] рассматривалось заражение и распространение болезни в результате взаимодействия
и миграции в сообществах популяций типа «хищник–жертва». В статье [26] проводилось матема-
тическое моделирование эпидемий во взаимодействующих посредством миграции SIR-системах
и полученные результаты сопоставлялись с реально наблюдаемыми данными в ходе эпидемии
COVID-19. В работе [27] рассматривалось миграционное взаимодействие в стохастических SIRS-
системах с динамическим регулированием численности популяций и была показана возможность
синхронизации колебаний в таких системах.

В настоящей работе строится модель миграционно-взаимодействующих популяций, в кото-
рых распространение инфекционного заболевания происходит по правилам SIRS+V-модели [10];
проводится ее теоретический анализ и численное исследование переходных процессов в зависи-
мости от величины связей между подсистемами.

1. SIRS+V-модель распространения инфекционных заболеваний

В работе [10] рассматривалась SIRS+V-модель распространения инфекционных заболе-
ваний, в которой явным образом использовались уравнения для агента заражения (например,
вирусов). Эта модель строится на основе SIRS-модели. В последней популяцию разбивают на
три группы особей: 𝑆 — восприимчивые (Susceptible), I — инфицированные (Infectious) и R —
выздоровевшие (Recovered) и определяют следующие реакции:

� локальный контакт 𝑆 с 𝐼 приводит с вероятностью 𝑃1 к ее заражению: 𝑆 + 𝐼
𝑃1→ 2𝐼;

� зараженная особь 𝐼 с вероятностью 𝑃2 излечивается: 𝐼
𝑃2→ 𝑅;

� излеченная и обладающая иммунитетом особь 𝑅 с вероятностью 𝑃3 утрачивает иммунитет:

𝑅
𝑃3→ 𝑆.

Как видно из схемы, модель предполагает циклическую цепочку превращений состояния каждой
вовлеченной в эпидемию особи: 𝑆 → 𝐼 → 𝑅 → 𝑆1. Однонаправленность цепочки означает,
что никаких других процессов в SIRS-модели не предусмотрено. Например, в ней отсутствует
возможность летальных исходов, а значит, не рассматривается возможное влияние заболевания
на численность популяции, которая остается постоянной. Это справедливо для ряда нетяжелых
инфекций, например, респираторно-вирусных. Для таких инфекций характерно, что агент зараже-
ния может достаточно длительное время существовать и поддерживать способность к заражению,
находясь вне организма. Поэтому перенос инфекции от одной особи к другой может происходить
без их непосредственного контакта. Эта особенность учтена в SIRS+V-модели [10], в которой ме-
няется первая реакция схемы SIRS: вместо непосредственной одномоментной передачи инфекции
от больной особи к здоровой рассматривается двухступенчатая схема заражения. В этой схеме
инфицированная особь выступает генератором вирусов (𝑉 ), которые, в свою очередь, заражают
восприимчивых особей.

Для SIRS+V-модели можно построить систему обыкновенных дифференциальных уравне-
ний, описывающих в приближении среднего поля ход эпидемических процессов в популяции:

�̇� = −𝑃1(𝑣)𝑠+ 𝑃3𝑟,

�̇� = 𝑃1(𝑣)𝑠− 𝑃2𝑖, (1)

�̇� = 𝑃2𝑖− 𝑃3𝑟,

�̇� = β𝑖− µ𝑣,

1Отсюда и название данной модели — SIRS.
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где 𝑠, 𝑖 и 𝑟 — плотности населения восприимчивых, зараженных и иммунных особей соответ-
ственно; 𝑣 — нормированная концентрация вирусов. Первые три уравнения описывают процессы
заражения (𝑃1(𝑣)𝑠), излечения (𝑃2𝑖) и потери иммунитета (𝑃3𝑟). Каждый из них характеризуется
соответствующей скоростью 𝑃𝑘, при этом скорость заражения (𝑃1) зависит от концентрации
вирусов: 𝑃1(𝑣) = 1− exp (−𝑣). Оставшееся уравнение системы задает динамику концентрации
вирусов, растущую за счет генерации больными особями (β𝑖) и уменьшающуюся при инактива-
ции вирусов (µ𝑣). Исходя из контекста модели (1), все параметры являются положительными,
а начальные значения переменных — неотрицательными.

Уравнения (1) описывают диссипативную динамическую систему, которая обладает интегра-
лом движения 𝐶 = 𝑠+ 𝑖+ 𝑟, где 𝐶 > 0 характеризует плотность населения популяции. Наличие
интеграла 𝐶 можно использовать для уменьшения числа переменных, выразив 𝑠 через 𝑖 и 𝑟:

�̇� = 𝑃1(𝑣) (𝐶 − 𝑖− 𝑟)− 𝑃2𝑖,

�̇� = 𝑃2𝑖− 𝑃3𝑟, (2)

�̇� = β𝑖− µ𝑣,

при дополнительном условии 𝑖 (0) + 𝑟 (0) ⩽ 𝐶. Устройство фазового пространства системы (2)
достаточно простое (см. работу [10]). Оно имеет два состояния равновесия: тривиальное 𝐸0 =
= (0, 0, 0), соответствующее отсутствию заболевания, и нетривиальное

𝐸1 =

(︂
𝐼,

𝑃2

𝑃3
𝐼,
β
µ
𝐼

)︂
, (3)

где значение 𝐼 определяется как корень трансцендентного уравнения:

𝐼 =
1

1 + 𝑃2
𝑃3

(︃
𝐶 − 𝑃2𝐼

1− exp
(︀
−βµ𝐼

)︀)︃ . (4)

Последнее соответствует динамическому равновесию между заражением и излечением, дости-
гаемому в популяции на больших временах при условии, когда 𝐸1 устойчива (при 𝑃2 < β

µ𝐶).
В этом случае точка 𝐸1 может быть либо узлом, либо фокусом. В последнем случае переход
к стационарному уровню 𝐼 от первоначального 𝑖 (0) ≪ 𝐶 будет представлять собой затухающие
осцилляции, которые называют последовательностью волн заражения, типичный вид которых
показан на рис. 1, a.

Как следует из рис. 1, a, в самом начале эпидемии наблюдается быстрый (почти экспоненци-
альный) рост числа заболевших, за которым следует такой же быстрый спад практически до нуля;
после него в течение длительного интервала времени число заболевших остается чрезвычайно
низким. Далее, спустя продолжительный интервал, следует второй пик заражения, уже существен-
но меньшей величины, после чего траектория выходит на уровень, близкий к 𝐼 , на котором она
и остается в дальнейшем.

Из сопоставления приведенных на рис. 1, a временных реализаций можно заметить, что
плотность населения является определяющим параметром как для итогового уровня заражения,
так и для его максимального уровня в ходе первой волны заражения. Чем выше плотность населе-
ния популяции, тем быстрее там возникает первичная волна заражения и тем выше ее пиковое
значение. Причем растет не только абсолютное значение 𝑖max, но и относительный уровень
заражения 𝑖max/𝐶. Соответствующий график построен на рис. 1, b. Здесь мы видим сначала
падение относительного максимума заражения на интервале 0 ⩽ 𝐶 < 0.177, а затем монотонный
нелинейный рост относительного числа заболевших. Значение 𝐶* ≃ 0.177, отмеченное на рисунке

Шабунин А. В.
Известия вузов. ПНД, 2025, т. 33, № 2 187



a
0 200 400 600 800 1000

t
0

0.1

0.2

0.3

0.4
i /
C

C = 0.3 
C = 0.5 
C = 0.8 
C = 1.0

b
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

C

0

0.1

0.2

0.3

0.4

i m
ax
/C

Рис. 1. a — Относительное число зараженных 𝑖(𝑡)/𝐶 на начальном этапе эпидемии для разных 𝐶 и b — зависимость
относительного максимального уровня заражения от 𝐶; значения параметров: 𝑃2 = 1/7, 𝑃3 = 1/300, β = 0.4, µ = 0.5
(цвет онлайн)

Fig. 1. a — The relative number of infected 𝑖(𝑡)/𝐶 at the initial stage of the epidemic for different 𝐶 and b — the dependence
of the relative maximum level of infection on 𝐶; parameter values: 𝑃2 = 1/7, 𝑃3 = 1/300, β = 0.4, µ = 0.5 (color online)

штриховой линией, является бифуркационным. Оно соответствует столкновению точек 𝐸0 и 𝐸1,
при котором они обмениваются устойчивостью. Таким образом, при 𝐶 < 𝐶* эпидемия не разви-
вается и первоначальное заражение монотонно затухает до нуля, а при 𝐶 > 𝐶* создаются условия
для развития эпидемии, которая развивается тем успешнее, чем выше плотность популяции 𝐶.

2. SIRS+V-модель взаимодействующих популяций

Уравнения (1) описывают динамику распространения заболевания внутри отдельной популя-
ции. Построим на их основе модель взаимодействующих популяций. В качестве взаимодействия
будем рассматривать спонтанную миграцию особей между популяциями, которую можно рассмат-
ривать как диффузионный процесс. При его наличии изменение численности любой из групп
особей будет представлять собой сумму двух слагаемых: «реакции» и «диффузии»; последняя
пропорциональна разности плотностей населения в первой и второй популяциях. Таким образом,
получим уравнения:

�̇�1 = −𝑃1(𝑣1)𝑠1 + 𝑃3𝑟1 + γℎ (𝑠2 − 𝑠1) ,

�̇�1 = 𝑃1(𝑣1)𝑠1 − 𝑃2𝑖1 + γ𝑖 (𝑖2 − 𝑖1) ,

�̇�1 = 𝑃2𝑖1 − 𝑃3𝑟1 + γℎ (𝑟2 − 𝑟1) ,

�̇�1 = β𝑖1 − µ𝑣1, (5)

�̇�2 = −𝑃1(𝑣2)𝑠2 + 𝑃3𝑟2 + γℎ (𝑠1 − 𝑠2) ,

�̇�2 = 𝑃1(𝑣2)𝑠2 − 𝑃2𝑖2 + γ𝑖 (𝑖1 − 𝑖2) ,

�̇�2 = 𝑃2𝑖2 − 𝑃3𝑟2 + γℎ (𝑠1 − 𝑠2) ,

�̇�2 = β𝑖2 − µ𝑣2,

где нижний индекс у переменных означает номер популяции; γℎ ∈ [0, 1] и γ𝑖 ∈ [0, 1] — ко-
эффициенты миграции здоровых и больных особей соответственно2. Заметим, что в данной

2Возможность к миграции у здоровых и больных особей может существенно различаться.
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модели отсутствует передача вирусов через границу между популяциями, которая предполагается
невозможной в силу удаленности последних друг от друга.

В системе (5) общие численности каждой из популяции 𝐶𝑘 = 𝑠𝑘 + 𝑖𝑘 + 𝑟𝑘 (𝑘 = 1, 2) уже не
сохраняются по отдельности, но сохраняется их сумма 𝐶1 + 𝐶2. Соответственно, введя параметр
средней плотности населения популяций 𝐶 = (𝐶1 + 𝐶2) /2 и переменную, описывающую дисба-
ланс плотностей, ∆𝐶 = (𝐶1 − 𝐶2) /2, можно уменьшить на единицу общее число независимых
переменных:

�̇�1 = 𝑃1(𝑣1) (𝐶 + ∆𝐶 − 𝑖1 − 𝑟1)− 𝑃2𝑖1 + γ𝑖 (𝑖2 − 𝑖1) ,

�̇�1 = 𝑃2𝑖1 − 𝑃3𝑟1 + γℎ (𝑟2 − 𝑟1) ,

�̇�1 = β𝑖1 − µ𝑣1, (6)

�̇�2 = 𝑃1(𝑣2) (𝐶 − ∆𝐶 − 𝑖2 − 𝑟2)− 𝑃2𝑖2 + γ𝑖 (𝑖1 − 𝑖2) ,

�̇�2 = 𝑃2𝑖2 − 𝑃3𝑟2 + γℎ (𝑠1 − 𝑠2) ,

�̇�2 = β𝑖2 − µ𝑣2,

˙∆𝐶 = −2γℎ∆𝐶 + (γℎ − γ𝑖) (𝑖1 − 𝑖2) .

Решение уравнений (6) ищется при 𝐶 ∈ [0, 1], 𝑖𝑘(0), 𝑟𝑘(0), 𝑣𝑘(0) ⩾ 0,

∆𝐶(0) ∈

⎧⎨⎩[−𝐶,𝐶] , при 𝐶 ⩽ 0.5,

[𝐶 − 1, 1− 𝐶] , при 𝐶 > 0.5

и дополнительных начальных условиях: 𝑖1(0) + 𝑟1(0) ⩽ 𝐶 + ∆𝐶(0), 𝑖2(0) + 𝑟2(0) ⩽ 𝐶 − ∆𝐶(0),
которые гарантируют, что начальная плотность населения каждой из популяций 𝐶𝑘(0) окажется
в интервале [0, 1].

3. Анализ установившихся режимов динамического равновесия

Чтобы получить координаты состояний равновесия системы (6), воспользуемся аппрокси-
мацией функции 𝑃1(𝑣) ≃ 𝑣 при 𝑣(∞) ≪ 13, а также перейдем к «нормальным» координатам:
𝑥 = (𝑥1 + 𝑥2) /2 и ∆𝑥 = (𝑥1 − 𝑥2) /2, где 𝑥 = 𝑖, 𝑟, 𝑣:

�̇� = 𝑣 (𝐶 − 𝑖− 𝑟) + ∆𝑣 (∆𝐶 − ∆𝑖− ∆𝑟)− 𝑃2𝑖,

�̇� = 𝑃2𝑖− 𝑃3𝑟,

�̇� = β𝑖− µ𝑣, (7)

∆̇𝑖 = ∆𝑣 (𝐶 − 𝑖− 𝑟) + 𝑣 (∆𝐶 − ∆𝑖− ∆𝑟)− (𝑃2 + 2γ𝑖)∆𝑖,

∆̇𝑟 = 𝑃2∆𝑖− (𝑃3 + 2γℎ)∆𝑟,

∆̇𝑣 = β∆𝑖− µ∆𝑣,

˙∆𝐶 = −2γℎ∆𝐶 + 2 (γℎ − γ𝑖)∆𝑖.

3Это условие выполняется для многих инфекционных заболеваний, у которых 𝑃2 ≫ 𝑃3, например, респираторно-
вирусных.
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Приравняв правые части (7) нулю, получим следующие неподвижные точки:

� E0 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) — тривиальное состояние равновесия, соответствующее отсутствию
заболевания в обеих популяциях;

� E1 =
(︁
𝐼𝑠,

𝑃2
𝑃3
𝐼𝑠,
β
µ𝐼𝑠, 0, 0, 0, 0

)︁
, где 𝐼𝑠 =

𝐶− µ𝑃2
β(︁

1+
𝑃2
𝑃3

)︁ — симметричное состояние равновесия,

соответствующее одинаковым уровням заболевания в обеих популяциях;

� E2 =
(︁
𝐼𝑎,

𝑃2
𝑃3
𝐼𝑎,
β
µ𝐼𝑎,∆𝐼𝑎,

𝑃2
𝑃3+2γℎ

∆𝐼𝑎, βµ∆𝐼𝑎,
γℎ−γ𝑖
γℎ
∆𝐼𝑎
)︁
, где

𝐼𝑎 =
𝐶 − µ𝑃2

β − 2µγ𝑖
β

1 + 𝑃2
𝑃3

+ 𝑃2
𝑃3+2γℎ

+ γ𝑖
γℎ

, (8)

∆𝐼2𝑎 =

(︀
𝐶 − µ𝑃2

β

)︀
𝐼𝑎 −

(︁
1 + 𝑃2

𝑃3

)︁
𝐼2𝑎

𝑃2
𝑃3+2γℎ

+ γ𝑖
γℎ

(9)

— несимметричное состояние равновесия соответствующее большему уровню заражения
в первой популяции;

� E3 =
(︁
𝐼𝑎,

𝑃2
𝑃3
𝐼𝑎,
β
µ𝐼𝑎,−∆𝐼𝑎,−

𝑃2
𝑃3+2γℎ

∆𝐼𝑎,−βµ∆𝐼𝑎,−
γℎ−γ𝑖
γℎ
∆𝐼𝑎
)︁

— точка, симметричная E2.

Из (9) следуют интервалы существования для E2 и E3:

� 𝐼𝑠 ⩽ 𝐼𝑎 ⩽ 0, при 𝐼𝑠 < 0;
� 0 ⩽ 𝐼𝑎 ⩽ 𝐼𝑠, при 𝐼𝑠 > 0.

Граничное состояние 𝐼𝑎 = 0 соответствует соотношению между параметрами 𝑃2 = β𝐶
µ − 2γ𝑖.

В этой точке происходит рождение E2 и E3 из E0. Граничное состояние 𝐼𝑎 = 𝐼𝑠 при положитель-
ных параметрах недостижимо.

Полученные выше состояния равновесия могут быть «возвращены» в исходную систему
координат:

ℰ0 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) ,

ℰ1 =
(︂
𝐼𝑠,

𝑃2

𝑃3
𝐼𝑠,
β
µ
𝐼𝑠, 𝐼𝑠,

𝑃2

𝑃3
𝐼𝑠,
β
µ
𝐼𝑠, 0

)︂
,

ℰ2 =
(︂
𝐼𝑎 + ∆𝐼𝑎,

𝑃2

𝑃3
𝐼𝑎 +

𝑃2

𝑃3 + 2γℎ
∆𝐼𝑎,

β
µ
(𝐼𝑎 + ∆𝐼𝑎) , 𝐼𝑎 − ∆𝐼𝑎,

𝑃2

𝑃3
𝐼𝑎 −

𝑃2

𝑃3 + 2γℎ
∆𝐼𝑎, 𝐼𝑎

β
µ
(𝐼𝑎 − ∆𝐼𝑎) ,

γℎ − γ𝑖
γℎ

∆𝐼𝑎

)︂
,

ℰ3 =
(︂
𝐼𝑎 − ∆𝐼𝑎,

𝑃2

𝑃3
𝐼𝑎 −

𝑃2

𝑃3 + 2γℎ
𝐼𝑎,
β
µ
(𝐼𝑎 − ∆𝐼𝑎) , 𝐼𝑎 + ∆𝐼𝑎,

𝑃2

𝑃3
𝐼𝑎 +

𝑃2

𝑃3 + 2γℎ
𝐼𝑎,

β
µ
(𝐼𝑎 + ∆𝐼𝑎) ,−

γℎ − γ𝑖
γℎ

∆𝐼𝑎

)︂
.

Устойчивость состояний равновесия определялась посредством расчета собственных чисел
якобиана. Для симметричных точек E0 и E1 он имеет блочно-диагональный вид:

𝐽 =

[︃
𝐽𝑡 0̂

0̂ 𝐽𝑡𝑟

]︃
, (10)
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где 𝐽𝑡 — 3× 3 матрица, определяющая устойчивость к касательным возмущениям, совпадающая
с якобианом одиночной системы:

𝐽𝑡 =

⎡⎢⎣− (𝑣 + 𝑃2) −𝑣 𝐶 − 𝑖− 𝑟

𝑃2 −𝑃3 0

β 0 −µ

⎤⎥⎦ ,

а 𝐽𝑡𝑟 — 4× 4 матрица, определяющая устойчивость к трансверсальным возмущениям:

𝐽𝑡𝑟 =

⎡⎢⎢⎢⎣
− (𝑣 + 𝑃2 + 2γ𝑖) −𝑣 𝐶 − 𝑖− 𝑟 𝑣

𝑃2 − (𝑃3 + 2γℎ) 0 0

β 0 −µ 0

2 (γℎ − γ𝑖) 0 0 −2γℎ

⎤⎥⎥⎥⎦ ,

0̂ — нулевая матрица. Соответственно, набор собственных чисел (10) представляет собой объеди-
нение наборов собственных чисел матриц 𝐽𝑡 и 𝐽𝑡𝑟. Первый из них совпадает с собственными
числами одиночной подсистемы, поэтому бифуркации в касательном направлении происхо-
дят идентично бифуркациям системы (2). Для E0 эти собственные числа равны: λ𝑡1 = −𝑃3,

λ𝑡2,3 = 0.5

(︂
±
√︁

(𝑃2 − µ)2 + 4β𝐶 − 𝑃2 − µ
)︂

. Соответственно, при положительных параметрах

тангенциальная устойчивость E0 определяется соотношением 𝑃2 >
β𝐶
µ . В бифуркационной точке

𝑃2 = β𝐶
µ происходит столкновение состояний равновесия E0 и E1, при котором они обменива-

ются тангенциальной устойчивостью. При этом E1 становится аттрактором и остается таковым
при любых положительных значениях связей. Трансверсальные собственные числа для E0 рав-

ны: λ𝑡𝑟1 = −𝑃3, λ𝑡𝑟2,3 = 0.5

(︃
±
√︂(︁

𝑃2 − µ
)︁2

+ 4β𝐶 − 𝑃2 − µ

)︃
и λ𝑡𝑟4 = −2γℎ, где 𝑃2 = 𝑃2 + 2γ𝑖,

𝑃3 = 𝑃3 + 2γℎ. Легко увидеть, что последнее из них всегда отрицательное, а выражения для
первых трех отличаются от тангенциальных собственных чисел заменой 𝑃𝑘 → 𝑃𝑘. Соответ-
ственно, условие устойчивости E0 в трансверсальном направлении определяется соотношением
𝑃2 >

β𝐶
µ − 2γ𝑖. В бифуркационной точке 𝑃2 =

β𝐶
µ − 2γ𝑖 потеря устойчивости для E0 в трансвер-

сальном направлении сопровождается рождением точек E2 и E3. Поскольку к этому моменту (при
𝑃2 =

β𝐶
µ ) E0 уже превратилось в седло, потеряв устойчивость в касательном направлении, точки

E2 и E3 рождаются седловыми. Последние остаются седлами при положительных значениях
параметров связи.

Таким образом, в связанной системе наблюдается тот же бифуркационный сценарий обмена
устойчивостью между точками ℰ0 и ℰ1, что и в одиночной системе (2). Аттрактором является одно
из симметричных состояний равновесия ℰ0 и ℰ1 аналогично точкам 𝐸0 и 𝐸1 модели для одиночной
популяции, бифуркация между которыми происходит при том же соотношении 𝑃2 =

β𝐶
µ . Иными

словами, наличие миграции не меняет долговременную динамику заболевания в одинаковых
популяциях. Однако оно может оказывать влияние на переходные процессы к стационарному
состоянию, то есть на развитие эпидемии, следующее за моментом первоначального заражения.

4. Численные исследования передачи инфекции между популяциями

Рассмотрим ситуацию развития заболевания в одинаковых популяциях после того, как
в первую проникла малая группа зараженных особей: 𝑖1 (0) = 0.001, 𝑟1 (0) = 0, 𝑣1 (0) = 0
и 𝑖2 (0) = 𝑟2 (0) = 𝑣2 (0) = 0, ∆𝐶 (0) = 0. Значения параметров выберем типичными для ряда
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респираторно-вирусных заболеваний, например: 𝑃2 = 1/7 (то есть средний интервал излечения
составляет одну неделю), 𝑃3 = 1/300 (иммунитет держится около года), β = 0.4, µ = 0.5 (вирусы
сохраняют способность к заражению в течение двух дней) и при 𝐶 = 0.5. При данных параметрах
и в достаточно широкой области вокруг них аттрактором является состояние равновесия ℰ1,
представляющее собой устойчивый фокус. Проведем численные исследования системы (6) в зави-
симости от параметров связей для трех характерных случаев: однородной миграции (γ𝑖 = γℎ),
неоднородной миграции (γ𝑖 < γℎ) и аномальной миграции (γ𝑖 > γℎ).

Однородная миграция. Данный тип миграции характерен для легких заболеваний, при
которых болезнь почти не отражается на поведении инфицированных, а также при отсутствии
специальных карантинных мероприятий. На рис. 2, a и 2, b показаны временные реализации 𝑖1(𝑡)
и 𝑖2(𝑡) для двух характерных случаев: средней (γ = 0.01) и слабой (γ = 0.0001) связи. Анализ
результатов численного моделирования позволяет заключить, что:

� в обеих популяциях эпидемия развивается схожим образом, подобно тому, как это проис-
ходит в отдельной несвязанной системе (см. рис. 1, a), то есть через последовательность
нескольких волн заражения, первая из которых имеет большую амплитуду;

� амплитуды первичных и вторичных волн заражения в первой и второй подсистемах почти
одинаковы;

� первичная волна заражения во второй популяции отстает от таковой в первой на интервал
∆𝑡1, величина которого растет с уменьшением параметра связи;

� при γ ⩾ 0.01 вторая и последующие волны заражения синхронизируются.
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Рис. 2. Временные реализации колебаний 𝑖1(𝑡) и 𝑖2(𝑡) при γ = 0.01 (a) и γ = 0.0001 (b) (цвет онлайн)

Fig. 2. Oscillations time-series 𝑖1(𝑡) and 𝑖2(𝑡) at γ = 0.01 (a) and γ = 0.0001 (b) (color online)

Неоднородная миграция. Данный тип миграции соответствует заболеваниям тяжелым
и средней тяжести, при которых болезнь существенно меняет поведение особей, препятствуя
их свободному перемещению, а также наблюдается при наличии карантинных мероприятий,
направленных на предотвращение проникновения извне инфицированных особей. В этом случае
мигрируют в основном здоровые особи, что соответствует соотношению между параметрами:
γℎ ≫ γ𝑖 > 0. Построим несколько характерных временных реализаций 𝑖(𝑡) в «донорской» и «ре-
ципиентной» подсистемах для разных соотношений между γℎ и γ𝑖 (см. рис. 3, a и 3, b). Как видно
из рисунков, ход эпидемии во второй популяции происходит качественно так же, как и в первой,
но с отставанием по времени. Кроме того, в отличие от случая однородной миграции, теперь
наблюдается существенное уменьшение амплитуды первой волны заражения во второй популяции.
Это уменьшение тем больше, чем слабее миграция инфицированных особей.
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Рис. 3. Временные реализации колебаний 𝑖1(𝑡) и 𝑖2(𝑡) при γℎ = 0.01 и γ𝑖 = 0.001 (a), γ𝑖 = 0.00001 (b) (цвет онлайн)

Fig. 3. Oscillations time-series 𝑖1(𝑡) and 𝑖2(𝑡) at γℎ = 0.01 and γ𝑖 = 0.001 (a), γ𝑖 = 0.00001 (b) (color online)

Для анализа «подавления» первой волны заражения во второй популяции построим зависи-

мость отношения максимумов заболевших ξ𝑖 =
𝑖
(max)
2

𝑖
(max)
1

как функцию отношений коэффициентов

связи ξγ =
γ𝑖
γℎ

. Графики ξ𝑖 (ξγ) для разных γℎ приведены на рис. 4, a. Для удобства анализа они
построены в двойном логарифмическом масштабе. Из рисунка видно, что (a) все зависимости
имеют монотонно возрастающий характер и (б) при γℎ < 0.02 их форма схожа с прямыми
линиями. Последнее свидетельствует о степенном характере зависимостей ξ𝑖 ∼ ξ𝑞γ, где показатель
экспоненты 𝑞 определяется углом наклона прямой, то есть значением γℎ. Расчеты показывают, что
зависимость 𝑞 (γℎ) оказывается близкой к линейной, что иллюстрируется графиком на рис. 4, b.

Таким образом, при небольшой миграции уменьшение первой волны заражения во второй
популяции относительно первой может быть аппроксимировано функцией

ξ𝑖 ≃
(︂
γ𝑖
γℎ

)︂𝑎γℎ

.
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Рис. 4. a — Отношение между максимальными уровнями заражения в первой и второй популяциях ξ𝑖 в зависимости
от отношения коэффициентов связи ξγ при разных γℎ; b — значение показателя 𝑞 степенной аппроксимации ξ𝑖 (ξγ) = ξ

𝑞
γ

в зависимости от γℎ; штриховая линия соответствует прямой 𝑞 = 13.8γℎ (цвет онлайн)

Fig. 4. a — The ratio between the maximum infection levels in the first and second populations ξ𝑖 depending on the ratio
of the coupling coefficients ξγ for different γℎ; b — the value of the exponent 𝑞 of the power approximation ξ𝑖 (ξγ) = ξ

𝑞
γ

depending on γℎ; the dashed line corresponds to 𝑞 = 13.8γℎ (color online)
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Рис. 5. Временные реализации колебаний 𝑖1(𝑡) и 𝑖2(𝑡) при γℎ = 0.05, γ𝑖 = 0.0001 (a) и γℎ = 0.1, γ𝑖 = 0.0001 (b) (цвет
онлайн)

Fig. 5. Oscillations time-series 𝑖1(𝑡) and 𝑖2(𝑡) at γℎ = 0.05, γ𝑖 = 0.0001 (a) and γℎ = 0.1, γ𝑖 = 0.0001 (b) (color online)

Однако, как видно из графиков на рис. 4, a, степенной характер ξ𝑖 (ξγ) имеет место только при
средней и слабой миграции здоровых особей. При γℎ ⩾ 0.02 характер зависимостей качественно
меняется. Очевидно, это связано с качественным изменением хода эпидемии во второй популяции,
наблюдаемым в случае значительной миграции. Действительно, как показывают расчеты, при
больших γℎ подавление первой волны заражения во второй популяции оказывается настолько
большим, что уровень заболевших в ходе нее становится меньшим, чем во время последующих
волн. Соответствующая ситуация показана на рис. 5, a для γ = 0.05. При еще более высокой
миграции (рис. 5, b) подавляются и последующие волны заражения. В результате при больших
γℎ во вторично зараженной популяции наблюдается медленный и почти монотонный рост числа
заболевших от нуля до 𝐼𝑠.

Аномальная миграция. Несмотря на то, что участие в миграции преимущественно
больных особей является нетипичным, рассмотрим также и эту ситуацию. Зададим γ𝑖 = 0.01,
что на два порядка больше чем γℎ = 0.0001, и построим для этого случая временные реали-
зации заболевших в обеих популяциях (рис. 6). Ход заболевания оказывается и качественно,
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Рис. 6. Временные реализации колебаний 𝑖1(𝑡) и 𝑖2(𝑡) при γℎ = 0.0001 и γ𝑖 = 0.01 (цвет онлайн)

Fig. 6. Oscillations time-series 𝑖1(𝑡) and 𝑖2(𝑡) at γℎ = 0.0001 and γ𝑖 = 0.01 (color online)
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и количественно схож со случаем равной миграции. Отличием является лишь небольшое превы-
шение максимума заболевших во второй популяции по сравнению с максимумом в первой. При
других значениях параметров связи, подчиняющихся соотношению γ𝑖 ≫ γℎ, картина оказывается
схожей.

Заключение

Предложена модель миграционно-связанных популяций, в которых распространяется ин-
фекционное заболевание. Модель представляет собой две идентичные SIRS+V-системы ОДУ
с взаимной диффузионной связью. Система исследуется в зависимости от коэффициентов связи,
характеризующих по отдельности миграцию здоровых и больных особей.

Проведенный анализ устройства фазового пространства и численные исследования модели
позволяют заключить, что:

� долговременная динамика связанной системы не отличается от динамики модели для
индивидуальной популяции. На больших временах в обеих взаимодействующих системах
устанавливается одинаковый уровень инфицированных особей, равный соответствующему
уровню в изолированной популяции.

� переходная динамика связанной системы зависит от величин коэффициентов миграции
больных и здоровых особей.

Зависимость переходной динамики во вторичной популяции является существенной в случае
неоднородной миграции, когда миграция здоровых особей значительно превышает миграцию
больных. Если при одинаковой миграции ход заболевания во второй популяции почти повторяет
с некоторой задержкой ход заболевания в первой, то при неоднородной миграции наблюдается
подавление первой и последующих волн заражения. При значительном уровне миграции здоровых
особей может наблюдаться полное подавление волн заражения во вторичной популяции, при
котором рост заболевания в ней будет проходить в форме медленного, почти монотонного роста
с постепенным выходом на стационарный уровень.

Полученные результаты могут быть интересны для планирования стратегии борьбы с раз-
витием эпидемий посредством карантинных мероприятий. Как видно из моделирования, несе-
лективное подавление миграции не является эффективной стратегией, поскольку не приводит
к уменьшению заболевания ни в кратковременном, ни в долговременном планах, а лишь отсро-
чивает наступление эпидемии. С другой стороны, предотвращение миграции больных особей
с одновременным поощрением миграции здоровых позволяет полностью подавить волны зараже-
ния во вторичной популяции, так что начало эпидемии в ней будет проходить в форме медленного
и плавного роста числа заболевших к стационарному уровню.
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Аннотация. Целью работы является построение и анализ гибридной модели, описывающей динамику биосообщества
участка с переменной структурой межвидовых взаимодействий. Изменение структуры взаимодействия видов вызвано
миграцией хищника из участка в случае недостатка пищевых ресурсов и колонизацией (возможно, реколонизаци-
ей) участка в случае достаточного их количества. Методы. Модель представляет собой трехмерную нелинейную
гибридную систему, состоящую из трех динамических подсистем. Переключение между подсистемами регулиру-
ется величиной пищевой привлекательности участка, понятие которой введено ранее одним из авторов. Благодаря
использованию пищевой привлекательности система обладает памятью, и изменение структуры межвидового взаи-
модействия приобретает инерционность, характерную для экологических процессов. Результаты. Введены режимы
биосообщества участка: взаимодействие видов, миграция хищника и динамика жертвы в отсутствие хищника. Иссле-
дована символическая динамика, соответствующая изменению режимов участка. Доказан ряд результатов, дающих
условия существования периодических траекторий в гибридной системе и периодических символических последова-
тельностей режимов. Определено бифуркационное для динамики режимов значение параметра, характеризующего
потребности хищника в пищевых ресурсах. Приведен численный пример. Заключение. На основе полученных условий
существования периодических символических последовательностей режимов возможно прогнозирование миграции
популяции хищника из участка и его реколонизации. При этом, в частности, становится разрешимой практически
важная в экологии задача оценивания временных периодов процесса реколонизации.

Ключевые слова: гибридная система, переменная структура, нелинейная динамика популяций.
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Abstract. The goal of the paper is to construct and analyze a hybrid model describing patch biocommunity dynamics
with variable structure interspecific interactions. Species interaction structure variations are implied by predator’s population
migration from a patch caused by food resources lack and patch colonization in a case of its sufficient amount.
Methods. The model is presented by a three dimensional nonlinear hybrid system consisting of three dynamical subsystems.
Switchings between subsystems are regulated by a patch food attractivity value the notion of which was introduced by
one of the authors. Due to a food attractivity usage the system possesses a memory because of which variations of
interactions’ structure obtain inertia typical for ecological processes. Results.The following regimes of patch biocommunity
are introduced: interspecific interaction, predator’s migration and prey’s dynamics in the absence of predators. Symbolic
dynamics corresponding to patch regimes variations is investigated. Results delivering conditions of existence of periodic
trajectories in a hybrid system, as well as periodic symbolic regime sequences, are obtained. A bifurcation value of a parameter
characterized predator’s resource requirements is determined. Numerical example is given. Conclusion. On the basis of
obtained results concerning periodic symbolic regime sequences, expressed via system parameters relations, it is possible to
predict a predator population migration from a patch and its recolonization. Moreover, appears a possibility to estimate time
periods of recolonization processes which is an important practical problem in ecology.
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Введение

Рассматривается популяция некоторого вида, хищника, местообитание которой состоит
из изолированных участков. Участки содержат ресурс питания, жертву. Популяция хищников
мигрирует между участками обитания в целях отыскания оптимальных условий существования.
В случае недостатка ресурса питания на участке популяция покидает его. При этом возможна
реколонизация участка, если его пищевая привлекательность возрастает до некоторого порога.

Участок в каждый момент времени может находиться в одном из состояний, которые будем
называть режимами: взаимодействие «хищник–жертва», миграция хищника, функционирование
жертвы в отсутствие хищника. Нас интересуют условия существования этих режимов и пере-
хода между ними. В настоящей задаче будет изучаться динамика режимов, что отличает ее от
традиционных задач теории динамических систем.

Описанную (пока неформально) задачу можно отнести к теории метапопуляций [1].
Под метапопуляцией понимают совокупность субпопуляций вида, находящуюся на различных
участках (patches), связанных миграционными потоками.
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Метапопуляционная динамика представлена в различных исследованиях. В частности,
статья [2] посвящена моделированию метапопуляции на основе нелинейных обыкновенных
дифференциальных уравнений (ОДУ), исследуется вопрос глобальной устойчивости методом
Ляпунова. В [3] исследована модель метапопуляции Trypanosoma cruzi. Качественный анализ
модели сконцентрирован на индексе репродукции с целью показать, как миграция и различные
способы передачи инфекции определяют устойчивость инфекции, проведено численное иссле-
дование устойчивости. В работе [4] представлена модель метапопуляции для изучения малярии,
исследуется устойчивость. Статья [5] посвящена исследованию возникающих бифуркаций в мо-
дели метапопуляции с двумя конкурирующими видами на основе ОДУ. В [6] исследуется модель
метапопуляции в виде ОДУ, показано существование и устойчивость равновесий, получено усло-
вие исчезновения популяции. В работе [7] представлена модель метапопуляции дафний в виде
ОДУ, исследуется устойчивость и возникновение бифуркаций.

В качестве недостатка описанных моделей можно выделить то, что метапопуляция опи-
сывается единственной системой ОДУ, что неидеально подходит для экологических систем со
сложной, изменчивой структурой. Для описания систем с изменяющимися типами взаимодействия
лучше подходят гибридные системы [8–10], позволяющие явным образом учитывать изменения
структуры экологических систем. Таким образом, актуальной задачей в области моделирования
метапопуляций является разработка новых моделей в виде гибридных динамических систем.
Например, в работе [11] представлена гибридная система типа Филиппова, описывающая ди-
намику метапопуляции с двумя участками, для исследования динамики предрасположенных
и зараженных инфекционными заболеваниями. Исследуется устойчивость равновесий.

В настоящей работе предлагается подход к моделированию динамики процессов взаимодей-
ствия, миграции и реколонизации участка популяцией хищника на основе гибридной системы или
динамической системы с переключениями. В отличие от многих существующих моделей, трудно
исследуемых качественно и аналитически, данная модель представляет собой совокупность про-
стых моделей и сценарий переключения между ними. Это позволяет провести достаточно полное
исследование нелинейной динамики.

Ценность участка для хищника характеризуется его пищевой привлекательностью, понятие
которой введено одним из авторов [12].

Пусть 𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡) — количественные характеристики популяций жертв и хищника
в момент времени 𝑡 соответственно. Пусть λ > 0 — пороговая постоянная, характеризующая
минимальное количество жертв, необходимое хищнику для поддержания его жизненных функций.
Тогда величина

𝑛(𝑡) =

𝑡∫︁
0

(︂
𝑥(τ)
𝑦(τ)

− λ
)︂
𝑑τ (1)

характеризует накопление избытка или недостатка пищевого ресурса на участке на промежутке
[0, 𝑡] для популяции хищников. Функция 𝑛 : 𝑡 → 𝑛(𝑡) введена в [12] и называется пищевой
привлекательностью участка в момент 𝑡 ⩾ 0. Величину 𝑛(𝑡) можно интерпретировать как память
популяции хищников о питательных ресурсах участка на промежутке [0, 𝑡].

Динамика биосообщества с памятью, заданной выражением, отличным от (1), рассматрива-
лась в [13], где проводилось исследование устойчивости равновесия по первому приближению.
В [14] использовано отношение 𝑥/𝑦 в модели двумерной динамики «хищник–жертва» с переклю-
чениями между двумя подсистемами.

Будем полагать, что условие 𝑛(𝑡) > 0 характеризует участок как привлекательный для
популяции хищника.
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1. Модель

Рассмотрим следующую гибридную модель «хищник–жертва» с миграцией хищников,
представляющую собой совокупность систем дифференциальных уравнений, каждая из которых
задана в соответствующей области, принадлежащей R2

+ × R, где R2
+ = {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 ⩾ 0, 𝑦 ⩾ 0}.

Если 𝑛 > 0, ⎧⎨⎩
�̇� = 𝑥(𝑎− 𝑏𝑦),

�̇� = 𝑦(𝑘𝑏𝑥−𝑚),

�̇� = 𝑥− λ𝑦,
(2)

где постоянные 𝑎, 𝑏,𝑚 положительны, 0 < 𝑘 < 1. Система (2) описывает режим взаимодействия
хищников и жертв при достаточной для этого величине пищевой привлекательности 𝑛 > 0.
Первые два уравнения представляют собой систему Лотки–Вольтерры, третье получено диффе-
ренцированием (1).

Для дальнейшего описания динамики введем функцию 𝑦 = 𝜀*(𝑥):

𝜀*(𝑥) =

{︃ 𝑥

λ
, 0 < 𝑥 < 𝜀λ,

𝜀, 𝑥 ⩾ 𝜀λ,
(3)

где 𝜀 < 𝑎/𝑏.
Если 𝑛 ⩽ 0 и 𝑦 > 𝜀*(𝑥), ⎧⎪⎨⎪⎩

�̇� = 𝑎𝑥,

�̇� = −𝑚𝑦,

�̇� = 𝑥− λ𝑦.
(4)

Система (4) описывает процесс миграции или ухода хищника из участка вследствие недостаточной
величины пищевой привлекательности (𝑛 < 0). При этом отсутствует взаимодействие между
популяциями хищников и жертв, что типично для миграции.

Если 𝑛 < 0 и 0 < 𝑦 ⩽ 𝜀*(𝑥), ⎧⎪⎨⎪⎩
�̇� = 0,

�̇� = −𝑑,

�̇� = 0,

(5)

где 𝑑 > 0. Система (5) задает режим полного исчезновения популяции хищника из сообщества,
настолько быстропротекающий (𝑑 достаточно велико), что изменением переменных 𝑥, 𝑛 можно
пренебречь.

Если 𝑛 < 0 и 𝑦 = 0, ⎧⎪⎨⎪⎩
�̇� = 𝑥(𝑎− 𝑐𝑥),

�̇� = 0,

�̇� = 𝑥,

(6)

где 𝑐 > 0. Система (6) описывает динамику популяции жертв в отсутствие хищника. При этом учи-
тывается внутривидовая конкуренция жертв (первое уравнение — логистическое), что естественно
при отсутствии хищника, подавляющего популяцию жертв.

Если 𝑛 = 0 и 0 < 𝑦 ⩽ 𝜀*(𝑥), ⎧⎪⎨⎪⎩
�̇� = 0,

�̇� = 𝑑,

�̇� = 0.

(7)

Система (7) описывает режим появления хищника в сообществе.
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Введем обозначения для режимов, задаваемых приведенными выше системами (подсис-
темами):

� 𝑃2 — взаимодействие (2),
� 𝑃1 — отсутствие хищника (6),
� 𝑃21 — миграция хищника (4),
� 𝑃− — уход хищника (5),
� 𝑃+ — появление хищника (7).

Пусть символ ξ ∈ Ψ = {1, 2, 12,−,+}.
Представленная работа посвящена изучению динамики символических последовательно-

стей {𝑃ξ}, ξ ∈ Ψ. Это мотивируется целью исследования. Нас интересует, как уже отмечалось
во Введении, не традиционно изучаемое состояние фазового вектора, характеризующего биосо-
общество, а состояние структуры взаимодействия видов, присутствующих на участке, условия
ухода популяции хищника из участка, условия реколонизации участка хищником, условия перио-
дической реколонизации. Все это позволит прогнозировать состояние биогеоценоза территории.
Последовательность {𝑃ξ} является инструментом в таком исследовании.

Замечание 1. Отметим, что в рассматриваемой гибридной системе переходы между основ-
ными режимами, а именно, взаимодействия (2) и миграции (4), происходят не мгновенно при
нехватке ресурсов, а с учетом предыстории 𝑛(𝑡), что придает инерционность изменению режи-
мов. В работе [14], где представлена двумерная гибридная система с двумя подсистемами и иной
динамикой, переключение происходит в момент времени 𝑡* такой, что 𝑥(𝑡*) = λ𝑦(𝑡*). Данное
обстоятельство делает модель более адекватной реальным экологическим системам, которым
свойственна инерционность изменения структуры. Инерционность при переключении между
режимами 𝑃2 и 𝑃21 возникает вследствие того, что переключение происходит не в момент
попадания на плоскость 𝑥(𝑡) = λ𝑦(𝑡), а позже за счет введения переменной 𝑛(𝑡).

Пусть 𝑟ξ(𝑡,𝑀, λ) — решение системы, задающей режим 𝑃ξ, при постоянном λ > 0,
𝑟ξ(0,𝑀, λ) = 𝑀 , 𝑟ξ(𝑀, λ) = {𝑟ξ(𝑡,𝑀, λ), 𝑡 ⩾ 0} — соответствующая положительная полу-
траектория.

Под решением гибридной системы (2)–(7) будем понимать, как это принято для систем
с переключениями, такую функцию 𝑡 → 𝑟(𝑡,𝑀, λ), 𝑟(0,𝑀) = 𝑀 , что ее ограничение на область,
в которой задана соответствующая система, совпадает с решением последней. При этом решение
гибридной системы сшивается из решений систем (2)–(7) стандартным образом. Для того чтобы
это было возможно, на границах областей, в которых определены подсистемы, их векторные
поля не должны быть направлены навстречу друг другу. Тогда будет происходить так называемое
прошивание границ траекториями [15], что обеспечит переход к следующей системе. При этом
конечная точка для предыдущей системы становится начальной для последующей. Под положи-
тельной полутраекторией гибридной системы (2)–(7) будем понимать объединение отрезков (дуг)
соответствующих траекторий составляющих ее подсистем.

В дальнейшем будет показано, что достаточным условием, обеспечивающим прошивание
траекториями границ областей, в которых заданы подсистемы, является ограниченность сверху
параметра λ, то есть выполнение условия

λ ⩽ 𝐶, (8)

где значение положительной постоянной 𝐶 будет определено. Тогда решения и полутраектории
гибридной системы (2)–(7) будут определены корректно.

В настоящей работе рассматривается, если не оговорено особо, случай

λ >
𝑚

𝑎𝑘
, (9)
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причем, как будет показано в дальнейшем, для постоянной 𝐶 будет выполнено условие 𝐶 > 𝑚
𝑎𝑘 .

Экологически это значит, что для нормальной жизнедеятельности хищнику требуется большое
количество жертв, поэтому вследствие выедания особей жертвы хищник вынужден мигрировать
в поисках более богатых пищевыми ресурсами участков. Условие (9) соответствует активно
мигрирующему хищнику. Случаю λ ⩽ 𝑚

𝑎𝑘 уделено некоторое внимание в последнем разделе.

Определение 1. Введем названия для представленных ниже последовательностей режимов:

� 𝑃2𝑃21𝑃2 — частичная миграция;
� 𝑃2𝑃21𝑃−𝑃1 — полная миграция;
� 𝑃2𝑃21𝑃−𝑃1𝑃+𝑃2𝑃21𝑃−𝑃1 — полная вторичная миграция.

В названиях последовательностей режимов отражен смысл поведения популяции хищника.
Изучим условия существования полной вторичной миграции, смысл которой состоит в том, что
популяция хищника, покинув участок, через некоторое время возвращается на него, а затем снова
покидает.

Для знакомства с динамикой гибридной системы опишем кратко начальное ее функциони-
рование, предполагая, что все переходы между соответствующими подсистемами возможны.

В дальнейшем полагаем, что популяция хищника в момент времени 𝑡 = 0 появляется
на участке, и пусть 𝑀0 = (𝑥0, 0, 0) — начальная точка. Далее, динамика задается системой (7)
(режим 𝑃+), и за конечное (достаточно малое) время фазовая точка переходит в положение 𝑀 :

𝑀 = (𝑥𝑀 , 𝑦𝑀 , 0) ∈ {(𝑥, 𝑦, 0) : 𝑦 = 𝜀*(𝑥)},

где 𝑥𝑀 = 𝑥0, 𝑦𝑀 = 𝜀*(𝑥𝑀 ). Затем начинает функционировать система (2) — режим 𝑃2, в резуль-
тате которого фазовая точка вернется на плоскость 𝑛 = 0 (это будет доказано ниже). Далее, из
уравнений (4), (6) следует, что фазовая точка в течение конечного времени находится в области
𝑛 < 0 и вдоль траектории системы (4) попадет на плоскость 𝑛 = 0, в область 𝑥 < λ𝑦, или —
на поверхность 𝑦 = 𝜀*(𝑥). Приведенное описание соответствует последовательности режимов
𝑃+𝑃2𝑃21.

Ниже будет проведено исследование возможности существования периодических траекто-
рий в гибридной системе.

2. Инвариантные поверхности

2.1. Инвариантные поверхности для системы (2). Первые два уравнения в (2), как уже
было отмечено выше, задают систему Лотки–Вольтерры{︃

�̇� = 𝑥(𝑎− 𝑏𝑦),

�̇� = 𝑦(𝑘𝑏𝑥−𝑚),

которую будем обозначать как система 𝐿 − 𝑉 . Обозначим через σ(𝑧0) траекторию системы
𝐿− 𝑉 , проходящую через точку 𝑧0 = (𝑥0, 𝑦0). Как известно, σ(𝑧0) — замкнутый овал, задаваемый
уравнением 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧0) = 0, где

σ(𝑧0) : 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧0) = 𝑎 ln 𝑦 − 𝑏𝑦 +𝑚 ln𝑥− 𝑘𝑏𝑥− ℎ(𝑥0, 𝑦0) = 0, (10)

где ℎ(𝑥0, 𝑦0) = 𝑎 ln 𝑦0 − 𝑏𝑦0 +𝑚 ln𝑥0 − 𝑘𝑏𝑥0.

Замечание 2. Отметим, что условие (9) геометрически соответствует расположению поло-
жения равновесия (𝑚𝑏𝑘 ,

𝑎
𝑏 ) системы 𝐿− 𝑉 над прямой 𝑥 = λ𝑦.
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a b c

Рис. 1. Значение ∆(𝑀0, λ): a — при λ < 𝑚
𝑎𝑘

; b — при λ > 𝑚
𝑎𝑘

; c — при λ = 𝑚
𝑎𝑘

Fig. 1. Value of ∆(𝑀0, λ): a — if λ < 𝑚
𝑎𝑘

; b — if λ > 𝑚
𝑎𝑘

; c — if λ = 𝑚
𝑎𝑘

Будем полагать, что овалы σ(𝑧0) вложены в плоскость 𝑛 = 0: σ(𝑧0) ∈ {(𝑥, 𝑦, 0)}. Точку
𝑀 = (𝑥, 𝑦, 0) будем также обозначать как 𝑧 = (𝑥, 𝑦).

Поскольку в правые части первых двух уравнений системы (2) не входит 𝑛, то в простран-
стве R3 (без учета ограничения 𝑛 > 0) траектории этой системы принадлежат инвариантным
цилиндрическим поверхностям, образующие которых параллельны координатной оси 𝑂𝑛, на-
правляющие — овалы σ. Обозначим через 𝐶(σ) цилиндрическую поверхность с направляющей σ.
Поскольку система (2) имеет место при 𝑛 ⩾ 0, то ее траектории принадлежат поверхностям
𝐶(σ)∩R3

+, где R3
+ = {(𝑥, 𝑦, 𝑛) : 𝑥 ⩾ 0, 𝑦 ⩾ 0, 𝑛 ⩾ 0}. Сохраним для этих «полуцилиндрических»

поверхностей обозначение 𝐶(σ).
Следующий результат характеризует расположение траектории системы (2) на соответству-

ющей поверхности 𝐶(σ).
Пусть 𝑟𝑣(𝑡, 𝑧0) и σ(𝑧0) — решение и траектория системы 𝐿−𝑉 , 𝑇 (σ(𝑧0)) — период решения

𝑟𝑣(𝑡, 𝑧0), 𝑀0 = (𝑧0, 𝑛0), ∆(𝑡,𝑀0, λ) — приращение координатной функции 𝑛(𝑡,𝑀0, λ) решения
𝑟2(𝑡,𝑀0, λ) системы (2) на промежутке [𝑡, 𝑡+ 𝑇 (σ(𝑧0))], то есть

∆(𝑡,𝑀0, λ) = 𝑛(𝑡+ 𝑇 (σ(𝑧0)),𝑀0, λ)− 𝑛(𝑡,𝑀0, λ).

В [16] доказано, что ∆(𝑡,𝑀0, λ) не зависит от 𝑡, и если обозначить ∆(𝑡,𝑀0, λ) = ∆(𝑀0, λ),
то (см. рис. 1)

Лемма 1 (см. [16, с. 103]).

∆(𝑀0, λ) =
𝑎𝑇 (σ(𝑧0))

𝑏

(︁𝑚
𝑎𝑘

− λ
)︁
. (11)

Величина смещения ∆(𝑀0, λ) не изменится, если точку 𝑀0 заменить на любую другую точку
𝑀 ∈ σ(𝑧0), поскольку в правую часть (11) входит период 𝑇 , определяемый соответствующим
овалом σ.

2.2. Инвариантные плоскости для систем (4), (2).

Лемма 2 (см. [12]). Система (4) имеет линейный интеграл вида

𝑚𝑥+ 𝑎λ𝑦 − 𝑎𝑚𝑛 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (12)

Система (2) имеет линейный интеграл (12) тогда и только тогда, когда λ = 𝑚
𝑎𝑘 .
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Доказательство. Для доказательства достаточно продифференцировать выражение 𝑚𝑥+ 𝑎λ𝑦 −
− 𝑎𝑚𝑛 вдоль решений системы (4), а в случае λ = 𝑚

𝑎𝑘 вдоль решений (2), и убедиться, что
соответствующие производные тождественно равны нулям. □

3. Условие корректности модели

Переход от системы (4) к (6) или (2), как нетрудно убедиться, не вызывает сомнений: про-
исходит прошивание траекториями граничных поверхностей 𝑦 = 𝜀*(𝑥) или 𝑛 = 0 соответственно.

При переходе же от (6) к (2) возможно попадание траектории системы (7) на промежуток
(0𝐸), где 𝐸 = 𝐸(𝜀) = (λ𝜀, 𝜀) (см. (3)). Пусть это попадание произойдет в точку 𝑀 ∈ (0𝐸).
Предположим, что существует овал σ, касающийся промежутка (0𝐸) в точке 𝑄 = σ∩ (0𝐸). Также
предположим, что точка 𝑀 лежит выше точки 𝑄, то есть 𝑦(𝑄) < 𝑦(𝑀) < 𝜀. Тогда при попада-
нии траектории системы (7) в точку 𝑀 не определено дальнейшее движение, то есть переход
к следующей подсистеме. Действительно, точка 𝑀 не может быть начальной для системы (2),
поскольку решение системы (2) из нее непродолжимо: продолжение возможно лишь в область
𝑛 < 0, где оно не определено. В то же время точка 𝑀 не может быть конечной для системы (4).
Таким образом, в описанном случае движение из точки 𝑀 не определено.

Для преодоления описанного препятствия введем ограничения вида (8), смысл которого
состоит в том, чтобы точка касания 𝑄 не принадлежала множеству 𝑦 < 𝜀*(𝑥).

Найдем точки касания 𝑄(λ) луча 𝑝(λ) и овала σ. Для ординаты точки касания 𝑄(λ) = (λ𝑦, 𝑦),
где 𝑥 = λ𝑦, справедливо уравнение

𝑦(𝑘𝑏λ𝑦 −𝑚)

λ𝑦(𝑎− 𝑏𝑦)
=

1

λ
,

откуда получаем

𝑦 =
𝑎+𝑚

(1 + λ𝑘)𝑏
= 𝑦(𝑄(λ)).

Легко убедиться как аналитически, так и геометрически в том, что 𝑦(𝑄(λ)) < 𝑎
𝑏 при λ > 𝑚

𝑎𝑘 .
Выясним теперь, при каком условии 𝑦(𝑄(λ)) ⩾ 𝜀, где 𝜀 < 𝑎

𝑏 (см. (3)), то есть

𝑎+𝑚

(1 + λ𝑘)𝑏
⩾ 𝜀.

Из последнего неравенства следует, что

λ ⩽
𝑎+𝑚− 𝑏𝜀

𝑏𝑘𝜀

.
= λ𝜀. (13)

Несложно показать, что при принятом выше условии (13) числитель последней дроби положите-
лен, и также 𝑚

𝑎𝑘 < λ𝜀, то есть (13) не противоречит условию (9). Таким образом, для корректности
модели (2)–(7) достаточно, чтобы выполнялось условие λ ⩽ λ𝜀, что вместе с условием (9) приводит
к следующему условию, выполнение которого будет предполагаться в дальнейшем

𝑚

𝑎𝑘
< λ ⩽ λ𝜀 (14)

3.1. Область ухода. Введем следующие обозначения, полагая что λ > 0:
� конус π

π = {(𝑥, 𝑦, 0) : 𝑥 > 0, 𝑦 > 0};

� луч 𝑝 = 𝑝(λ)
𝑝(λ) = {(𝑥, 𝑦, 0) : 𝑥 = λ𝑦, 𝑥 > 0, 𝑦 > 0} ⊂ π;
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� конусы 𝑝+(λ) ⊂ π, 𝑝−(λ) ⊂ π

𝑝+(λ) = {(𝑥, 𝑦, 0) : 𝑥 > λ𝑦, 𝑥 > 0, 𝑦 > 0},

𝑝−(λ) = {(𝑥, 𝑦, 0) : 𝑥 < λ𝑦, 𝑥 > 0, 𝑦 > 0}.
Упорядочим точки луча 𝑝(λ): для точек 𝑀,𝑁 ∈ 𝑝(λ) пишем 𝑀 < 𝑁 , если для их координат
𝑥(𝑀) < 𝑥(𝑁), или, что равносильно, 𝑦(𝑀) < 𝑦(𝑁).

Обозначим через 𝑙(λ) ⊂ 𝑝− такую кривую, что траектории системы (4), начинаясь в точках
𝑙(λ), возвращаются впервые в область 𝑝+, попадая на луч

δ(𝜀, λ) = {(𝑥, 𝑦, 0) : 𝑦 =
𝑎

𝑏
, 𝑥 ⩾ 𝜀λ}. (15)

Лемма 3. Линия 𝑙(λ) ⊂ π задается уравнением вида

𝑥 =
λ𝑎
𝑚

· 𝑦 − 𝜀

(𝑦ε )
𝑎
𝑚 − 1

.
= 𝑤(𝑦, λ)

.
= 𝑤(𝑦). (16)

Доказательство. Пусть (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝑙(λ) — начальная точка при 𝑡 = 𝑡0 для системы (4), интегрируя
которую, получим

𝑥(𝑡) = 𝑥0𝑒
𝑎(𝑡−𝑡0), 𝑦(𝑡) = 𝑦0𝑒

−𝑚(𝑡−𝑡0), 𝑛(𝑡) =
𝑥0
𝑎
(𝑒𝑎(𝑡−𝑡0) − 1) +

𝑦0
𝑚

(𝑒−𝑚(𝑡−𝑡0) − 1).

Пусть при 𝑡 = 𝑡1 фазовая точка впервые возвращается на плоскость 𝑛 = 0 вдоль траектории
системы (4). Тогда 𝑛(𝑡1) = 0. Исключая 𝑡1 − 𝑡0 из приведенных выше равенств, получаем (16). □

Нетрудно показать, что функция 𝑤(𝑦) вогнута и монотонно убывает при 𝑎 > 𝑚, выпукла и
монотонно возрастает при 𝑎 < 𝑚.

Определение 2. Линия ухода — это множество

𝐿(λ) = 𝑙(λ) ∪ (0𝐴], (17)

где (0𝐴] ⊂ 𝑝 — полуоткрытый промежуток, 𝐴 = 𝐴(λ, 𝜀) = (λ𝜀, 𝜀, 0).

Отметим, что линия 𝐿(λ) разбивает область 𝑝− на два множества:
� область 𝐾1 = 𝐾1(λ), ограниченную линией ухода 𝐿(λ) и координатной осью 𝑦,

и
� область 𝐾2 = 𝐾2(λ), ограниченную лучами δ(𝜀) и

[𝐴∞) = {(𝑥, 𝑦, 0) : 𝑥 = λ𝑦, 𝑦 ⩾ 𝜀} ⊂ 𝑝.

Рис. 2. Области ухода: 𝐾1(λ1) ⊃ 𝐾1(λ2) при
0 < λ1 < λ2
Fig. 2. Leaving domains: 𝐾1(λ1) ⊃ 𝐾1(λ2) if
0 < λ1 < λ2

Из области 𝐾1 фазовая точка переходит на по-
верхность 𝑦 = 𝜀*(𝑥) вдоль траекторий системы (4).
Далее, фазовая точка вдоль траекторий системы (6)
попадает на плоскость 𝑦 = 0, то есть популяция хищ-
ника полностью покидает сообщество. Из области
𝐾2 фазовая точка попадает на плоскость 𝑛 = 0, в об-
ласть 𝑝+ ⊂ π, вдоль траекторий системы (4), и далее
действует режим 𝑃2 (2).

Определение 3. Области 𝐾1(λ), 𝐾2(λ) называют-
ся областями ухода и возврата соответственно.

Имеет место утверждение, которое моментально сле-
дует из (16).

Лемма 4. Пусть 0 < λ1 < λ2. Тогда 𝐾1(λ1) ⊃
𝐾1(λ2) (рис. 2).
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4. Отображение последования 𝐹 (𝑧, λ) и его монотонность

Введем обозначение
λ* =

𝑚

𝑎𝑘
.

Лемма 5. При любом λ ⩾ λ* для точек 𝑧 ∈ 𝑝+ существует отображение Пуанкаре (отображе-
ние последования)

𝐹λ : 𝑝
+(λ) → 𝑝−(λ)

вдоль траекторий системы 𝑃2 вида

𝐹λ : 𝑧 → 𝐹λ(𝑧), (18)

где
𝐹λ(𝑧) = 𝑟2(𝑡λ(𝑧), 𝑧, λ)

.
= 𝐹 (𝑧, λ)

при условии
𝑟2(𝑡, 𝑧, λ) ∈ R3

+, если 𝑡 ∈ (0, 𝑡λ(𝑧)).

Обозначим 𝑡λ(𝑧) — момент времени первого попадания фазовой точки траектории 𝑟2(𝑧, λ) систе-
мы (2) на плоскость 𝑛 = 0, в область 𝑝−, где 𝑧 ∈ 𝑝+.
Доказательство. При λ = λ* существование 𝐹λ* следует из лемм 2 и 1. Отметим, что в этом
случае отображение 𝐹λ* определено и для точек 𝑧 ∈ (0𝑃 ), где 𝑝(λ*) ⊃ (0𝑃 ) — открытый
промежуток, 𝑃 = (𝑚𝑏𝑘 ,

𝑎
𝑏 ) — положение равновесия системы Лотки–Вольтерры, входящей в (2).

В этом случае 𝐹 (𝑧, λ*) = 𝑧.
Пусть λ > λ*. Из (11) следует,

∆(𝑀, λ) = 𝑛(𝑇 (σ(𝑧)),𝑀, λ)− 𝑛(0,𝑀, λ) = 𝑛(𝑡+ 𝑇 (σ(𝑧)),𝑀, λ) < 0,

где 𝑀 = (𝑧, 0). Следовательно, существует единственный момент времени 𝑡λ(𝑧) такой, что
𝑛(𝑡λ(𝑧),𝑀, λ) = 0 при условии, что 𝑛(𝑡,𝑀, λ) > 0 для 𝑡 ⊂ (0, 𝑡λ(𝑧)). При этом 𝐹 (𝑧, λ) =
= 𝑟2(𝑡λ(𝑧),𝑀, λ) ∈ 𝑝−, что следует из третьего уравнения системы (2). □

Для дальнейших рассуждений упорядочим точки овала σ. Рассмотрим луч 𝑝* = 𝑝(λ*)
и точки {𝐴*

1, 𝐴
*
2} = 𝑝* ∩ σ, где 𝐴*

1 < 𝐴*
2, 𝐴

*
1 = 𝐴*

1(σ, λ
*), 𝐴*

2 = 𝐴*
2(σ, λ

*). Поскольку далее будем
использовать в основном точку 𝐴1, то для краткости обозначим ее как

𝐴* .
= 𝐴*

1(σ, λ
*).

Введем полярные координаты, полагая началом точку равновесия 𝑃 = (𝑚𝑏𝑘 ,
𝑎
𝑏 ) соответствующей

системы Лотки–Вольтерры. Пусть луч с началом в точке 𝑃 и проходящий через точку 𝐴* является
полярной осью, которую обозначим через 𝑙(𝑃𝐴*). Полярный угол, как обычно, отсчитывается
от 𝑙(𝑃𝐴*) против часовой стрелки. Пусть 𝑃𝑀 = 4(𝑀) — радиус-вектор точки овала, то есть
𝑀 ∈ σ, 3(𝑀) — соответствующий полярный угол, для которого полагаем 3(𝑀) ∈ [0, 2π). Отсюда
3(𝐴*) = 0, 3(𝐴*

2) = π.
Тогда для точек 𝑀1, 𝑀2 ∈ σ пишем 𝑀1 < 𝑀2, если 3(𝑀1) < 3(𝑀2).

Лемма 6. Пусть λ > λ*. Имеет место монотонность отображения 𝐹 (𝑧, λ) по 𝑧 и λ в следую-
щем смысле.

1. Если 𝑧1, 𝑧2 ∈ σ ∩ 𝑝+(λ) и 𝑧1 < 𝑧2, то 𝐹 (𝑧1, λ) > 𝐹 (𝑧2, λ) (рис. 3, a).
2. Если λ1 < λ2 и 𝑧 ∈ σ ∩ 𝑝+(λ2), то 𝐹 (𝑧, λ1) > 𝐹 (𝑧, λ2) (рис. 3, b).
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a b

Рис. 3. Монотонность отображения Пуанкаре: a — если 𝑧1 < 𝑧2, то 𝐹 (𝑧1, λ) > 𝐹 (𝑧2, λ); b — если λ1 < λ2,
то 𝐹 (𝑧, λ1) > 𝐹 (𝑧, λ2)

Fig. 3. Monotonicity of Poincare map: a — if 𝑧1 < 𝑧2 then 𝐹 (𝑧1, λ) > 𝐹 (𝑧2, λ); b — if λ1 < λ2 then 𝐹 (𝑧, λ1) > 𝐹 (𝑧, λ2)

Доказательство. Первое утверждение следует из единственности траекторий, проходящих через
данную точку и принадлежащих общей цилиндрической поверхности 𝐶(σ).

Из второго условия, λ1 < λ2, следует, что �̇�(𝑥, 𝑦, λ1) = 𝑥 − λ1𝑦 > 𝑥 − λ2𝑦 = �̇�(𝑥, 𝑦, λ1).
Отсюда получаем, что для 𝑛-координат (координат по оси 𝑛) траекторий 𝑟2(𝑀, λ𝑖) = (𝑥(𝑀, λ𝑖),
𝑦(𝑀, λ𝑖), 𝑛(𝑀, λ𝑖)), 𝑀 = (𝑥, 𝑦, 0) = 𝑀(𝑧, 0) справедливо неравенство 𝑛(𝑀, λ1) > 𝑛(𝑀, λ2),
откуда следует второе утверждение. □

5. Непрерывность отображения последования 𝐹 (𝑀(λ), λ)

Введем точку
𝐴*(𝜀) = (λ*𝜀, 𝜀, 0)

и промежуток (0, 𝐴*(𝜀)) ⊂ 𝑝(λ*).
Для краткости для точки 𝐴*(𝜀) будем использовать обозначение 𝐴*, что не противоречит

тому, что оно использовано выше при введении полярной системы координат, поскольку точка
𝐴*(𝜀) — это частный случай точки 𝐴*. Итак, 𝐴* .

= 𝐴*(𝜀).
Пусть точка

𝑀* ∈ (0, 𝐴*). (19)

Овал σ(𝑀*) содержит внутри себя овал σ(𝐴*) и, следовательно, пересекает прямую 𝑙𝜀 : 𝑦 = 𝜀
в двух точках, которые обозначим через 𝑀*

1 (𝜀),𝑀
*
2 (𝜀):

{𝑀*
1 ,𝑀

*
2 } = σ(𝑀*) ∩ 𝑙𝜀,

где 𝑀*
1 < 𝑀*

2 , то есть 𝑥(𝑀*
1 ) < 𝑥(𝑀*

2 ). Пусть при λ = λ(𝑀*
2 )

𝑀*
2 ∈ 𝑝(λ(𝑀*

2 )).

Обозначим через 𝐴𝜀 точку пересечения луча 𝑝(λ𝜀) (λ𝜀 определено в (13)) и прямой 𝑙𝜀 : 𝑦 = 𝜀

𝐴𝜀 = 𝑝(λ𝜀) ∩ 𝑙𝜀.
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Пусть точка 𝑀*
𝜀 ∈ 𝑝(λ*) такова, что

𝑀*
𝜀 = 𝑝(λ*) ∩ σ(𝐴𝜀).

Точка 𝑀*
𝜀 может принадлежать промежутку (0, 𝐴*) при некоторых условиях, которые будут

сформулированы в нижеследующей лемме.
Введем на прямой 𝑙𝜀 естественный порядок точек 𝐴,𝐵 ∈ 𝑙𝜀: 𝐴 < 𝐵 равносильно тому, что

𝑥(𝐴) < 𝑥(𝐵).
Пусть точка 𝐴*

2 = σ(𝐴
*) ∩ 𝑙𝜀. Очевидно, 𝐴* < 𝐴*

2. Пусть при λ = λ2

𝐴*
2 ∈ 𝑝(λ2).

Очевидно, луч 𝑝(λ) : 𝑥 = λ𝑦 имеет с овалом σ не более двух общих точек. Пусть λ таково,
что σ ∩ 𝑝(λ) = {𝑀1(λ, σ),𝑀2(λ, σ)}, где 𝑀1(λ, σ) ⩽ 𝑀2(λ, σ). Введем краткое обозначение для
точки 𝑀(λ, σ) такой, что 𝑥(𝑀1(λ, σ(𝑀*))) ⩽ 𝜀, которое будем использовать ниже

𝑀(λ)
.
= 𝑀1(λ, σ(𝑀*)), (20)

где 𝑥(𝑀(λ)) ⩽ 𝜀.
Введем для краткости обозначение

𝐻(λ)
.
= 𝐹 (𝑀(λ), λ).

Лемма 7. Пусть выполнено условие (14).
Если

𝐴𝜀 ⩽ 𝐴*
2,

то функция 𝐻(λ) непрерывна при всех λ ∈ [λ*, λ𝜀).
Если

𝐴𝜀 > 𝐴*
2,

то возможны два случая.
1) Пусть 𝑀* ∈ (0,𝑀*

𝜀 ]. Тогда функция 𝐻(λ) непрерывна при всех λ ∈ (λ*, λ𝜀].
2) Пусть 𝑀* ∈ (𝑀*

𝜀 , 𝐴
*). Введем точку 𝑁* = σ(𝑀*) ∩ 𝑙𝜀, где 𝑁* > 𝐴*, и пусть при

λ = λ(𝑁*) точка 𝑁* ∈ 𝑝(λ(𝑁*)). Тогда функция 𝐻(λ) непрерывна при всех λ ∈ [λ*, λ(𝑁*)).
При этом в точках, являющихся границами интервалов изменения λ, имеет место непре-

рывность справа или слева для левой и правой границ соответственно.

Доказательство. Обе части леммы доказываются одинаково. Докажем первую часть. Пусть
λ̂, λ ∈ [λ*, λ𝜀) и λ > λ̂. Тогда 𝑀(λ) > 𝑀(λ̂).

Из леммы 6 следует, что

𝐻(λ̂) = 𝐹 (𝑀(λ̂), λ̂) > 𝐹 (𝑀(λ̂), λ) > 𝐹 (𝑀(λ), λ) = 𝐻(λ).

Докажем непрерывность в точке λ ∈ (λ*, λ𝜀) справа, то есть докажем, что

𝐻(λ) → 𝐻(λ̂) при λ→ λ̂+ 0. (21)

Пусть (21) не выполняется. Тогда в силу монотонности (по 3) и ограниченности 𝐻(λ) существует
предел limλ→λ̂+0𝐻(λ)

.
= �̂� , где

𝐻(λ̂) > �̂� > 𝐻(λ). (22)
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Рис. 4. Расположение точек при 𝐴*
2 < 𝐴𝜀

Fig. 4. Arrangement of points if 𝐴*
2 < 𝐴𝜀

При достаточно малом значении λ − λ̂ > 0
имеем

𝑀(λ̂) < 𝑀(λ) < 𝐹−1(�̂�, λ̂), (23)

где 𝐹−1− обратное отображение. Из (22), учи-
тывая изменение порядка образов точек 𝑀(λ)
и 𝐹−1(�̂�, λ̂), получаем, что траектории систе-
мы (2) с этими начальными точками пересе-
кутся в некоторой точке 𝑀 = (𝑥, 𝑦, 𝑛) такой,
что ˙𝑛(λ) > �̇�(λ̂) в точке 𝑀 , где производные
�̇� вычисляются при соответствующих значе-
ниях λ. Тогда из третьего уравнения системы
(2) получаем, что 𝑥 − λ𝑦 > 𝑥 − λ̂𝑦 или λ < λ̂.
Полученное противоречие с тем, что λ > λ̂,
доказывает непрерывность справа. Непрерыв-
ность слева доказывается аналогично. □

Введем обозначение ̂︂𝑀𝑁 для дуги овала σ с концами 𝑀, 𝑁 ∈ σ, где 𝑀 < 𝑁 в смысле
введенного выше порядка точек овала.

Пусть 𝑀* ∈ (0, 𝐴*) и точка 𝑀min = 𝑀min(𝑀
*) = σ(𝑀*) ∩ 𝑙(λ*) имеет наименьшую

ординату среди всех общих точек овала σ(𝑀*) и линии 𝑙(λ*). Существование точки 𝑀min следует
из того, что кривая σ(𝑀*) замкнута и точка ее пересечения с прямой 𝑦 = 𝜀 лежит под кривой
𝑙(λ*) (см. рис. 4).

Лемма 8. Пусть выполнено условие (14).
Тогда для любой точки 𝑀* ∈ (0, 𝐴*) существует λ(𝑀*) такое, что при любом λ ∈

[λ*, λ(𝑀*)]

𝐻(λ) ∈ 𝐾1(λ).

Доказательство. Доказательство очевидным образом следует из существования точки 𝑀min,
введенной перед формулировкой настоящей леммы, и из лемм 7, 4. □

В лемме 8 получено множество точек, в которые приходит популяция хищника и для
которых в дальнейшем имеет место миграция и уход из участка. Если при этом приход в
участок следовал после предыдущего ухода из него, то имеет место полная вторичная миграция
𝑃2𝑃21𝑃−𝑃1𝑃+𝑃2𝑃21𝑃−𝑃1−. Отметим, что лемма 8 носит глобальный, а не локальный характер.
Так, например, в случае 𝑀* = 𝑀*

𝜀 существует точка 𝑅* ∈ 𝑀*
𝜀𝐴𝜀 и соответствующее λ(𝑅) : 𝑅 ∈

𝑝(λ(𝑅)) такие, что прообраз любой точки дуги 𝑀min𝑀*
𝜀 при отображении 𝐻(λ), где λ ∈ [λ*, λ(𝑅)],

принадлежит дуге 𝑀*
𝜀𝑅.

На основании этого результата в следующем разделе получим условия периодической
полной вторичной миграции.

6. Периодические режимы и траектории

В этом разделе будет проведено исследование существования периодической последова-
тельности режимов вида {(𝑃1𝑃2𝑃21)}, где опущены режимы 𝑃−, 𝑃+ как не влияющие на перио-
дичность. Такой последовательности соответствует бесконечное повторение полной вторичной
миграции, то есть ухода–возврата–ухода–... популяции хищника. Для экологии это означает бес-
конечное повторение реколонизации участка. Прогнозирование развития биосообщества участка
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является важной задачей экологии. Более того, будут получены условия существования пери-
одических траекторий гибридной системы (2)–(7), что является непростой задачей, учитывая
трехмерность и нелинейность системы с переключениями.

Периодическая траектория гибридной системы (2)–(7), соответствующая полной вторичной
миграции, может быть устроена очень сложно. Ниже будут даны достаточные условия существо-
вания наиболее простой периодической траектории, которая соответствует последовательному
чередованию всех режимов, а именно периодической последовательности вида

{(𝑃1𝑃+𝑃2𝑃21𝑃−)𝑖}, 𝑖 ∈ N. (24)

При этом будет рассмотрен случай, когда фазовая точка возвращается в режим 𝑃2 на интервал
(0𝐴*). Существование периодических траекторий при возвращении на луч δ(𝜀, λ) (см. 15) требует
дополнительного исследования, которое будет проведено в дальнейшем.

Определение 4. Будем говорить, что режим 𝑃2 реализуется на цилиндрической поверхности
𝐶(σ), если траектория (или ее отрезок) системы (2) принадлежит 𝐶(σ).

Пусть сохраняются обозначения предыдущего раздела

Теорема 1. Пусть выполнено условие (14).

Пусть точка 𝑀* ∈ (0, 𝐴*), а λ(𝑀*) определено в формулировке леммы 8.
Пусть λ ∈ [λ*, λ(𝑀*)], то есть 𝑥𝑀 = 𝑥(𝑀(λ)) ∈ [𝑥(𝑀*), 𝑥(𝑀(λ(𝑀*)))].
Пусть 𝑥0 > 0, 𝑛0 < 0 и выполнены следующие условия

𝑥0 > 𝑥𝑀 >
𝑎

𝑐
(25)

или {︃
𝑥0 < 𝑥𝑀 <

𝑎

𝑐
,

𝑥0 − 𝑥𝑀 > 𝑎𝑛0,
(26)

где 𝑐 = 𝑐(𝑥𝑀 , 𝑥0, 𝑛0) является единственным решением уравнения

𝑛0𝑐 = ln

⃒⃒⃒⃒
𝑎− 𝑐𝑥𝑀
𝑎− 𝑐𝑥0

⃒⃒⃒⃒
.
= ψ(𝑐). (27)

Тогда траектория гибридной системы (2)–(7), проходящая через точку (𝑥0, 𝑛0, 0), замкнута и
реализуется на цилиндрической поверхности 𝐶(σ(𝑀*)) (рис. 5, 6).

Доказательство. Траектория системы (6), проходящая через точку (𝑥0, 𝑛0, 0), имеет вид

𝑛 = 𝑛0 +
1

𝑐
ln

⃒⃒⃒⃒
𝑎− 𝑐𝑥

𝑎− 𝑐𝑥0

⃒⃒⃒⃒
.
= 𝑠(𝑥, 𝑥0, 𝑛0), 𝑦 = 0, (28)

что доказывается элементарным интегрированием системы (6). Подставив в (28) 𝑛 = 0, 𝑥 = 𝑥𝑀 ,
получим уравнение (27): 𝑛0𝑐 = ψ(𝑐).

Очевидно, траектория 𝑛 = 𝑠(𝑥, 𝑥0, 𝑛0) из заключения леммы может существовать лишь
в двух случаях: 𝑥0 > 𝑥𝑀 > 𝑎

𝑐 или 𝑥0 < 𝑥𝑀 < 𝑎
𝑐 .

Проведя на основе элементарных методов математического анализа исследование пове-
дения функции ψ(𝑐), получаем следующие выводы о количестве и расположении решений
уравнения (27).

Пусть 𝑥0 < 𝑥𝑀 (рис. 7, a). Тогда возможно одно из двух.
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Рис. 5. Периодическая траектория

Fig. 5. Periodic trajectory

Рис. 6. Периодическая траектория (проекция на π)

Fig. 6. Periodic trajectory (projection onto π)

a b

Рис. 7. Поведение ψ(𝑐): a — при 𝑥0 < 𝑥𝑀 ; b — при 𝑥0 > 𝑥𝑀

Fig. 7. Behaviour of ψ(𝑐): a — if 𝑥0 < 𝑥𝑀 ; b — if 𝑥0 > 𝑥𝑀

а) Существует единственное решение 𝑐 < 𝑎
𝑥𝑀

при условии ψ′(+0) > 𝑛0, равносильном
неравенству 𝑥0 − 𝑥𝑀 > 𝑎𝑛0. Последнее условие следует, в частности, из того, что ψ′′(𝑐) < 0

в случае 𝑥0 < 𝑥𝑀 . Тогда 𝑥0 < 𝑥𝑀 < 𝑎
𝑐 и нетрудно видеть, что траектория 𝑛 = 𝑠(𝑥, 𝑥0, 𝑛0)

существует.
б) Существует единственное решение 𝑎

𝑥𝑀
< 𝑐 < 𝑎

𝑥0
. При этом 𝑥𝑀 > 𝑎

𝑐 и 𝑎
𝑥𝑀

𝑥0 <
𝑎
𝑐 . Тогда

требуемая траектория не существует.
Пусть 𝑥0 > 𝑥𝑀 (рис. 7, b). Также имеется две возможности.
а) Существует единственное решение 𝑎

𝑥0
< 𝑐 < 𝑎

𝑥𝑀
. При этом 𝑥0 > 𝑎

𝑐 и 𝑥𝑀 < 𝑎
𝑐 , то есть

траектория 𝑛 = 𝑠(𝑥, 𝑥0, 𝑛0) не существует.
б) Существует единственное решение 𝑐 > 𝑎

𝑥𝑀
, откуда получаем 𝑥0 > 𝑥𝑀 > 𝑎

𝑐 , и траектория
𝑛 = 𝑠(𝑥, 𝑥0, 𝑛0) существует. □

Покажем, как устроена периодическая траектория. Предположим, что в режиме 𝑃1 (си-
стема (6)) фазовая точка попадает в точку 𝑀1 = (𝑥𝑀 , 0, 0), а затем — в точку 𝑀 = (𝑥𝑀 , 𝑦𝑀 , 0)

вдоль отрезка, определяемого режимом 𝑃+ (система (7)). Происходит переключение на режим 𝑃2

(система (2)).
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Пусть 𝑀 — точка пересечения прямой 𝑥 = 𝑥𝑀 с овалом σ(𝑀*), имеющая меньшую
ординату 𝑦, то есть 𝑦 < 𝑎

𝑏 ), и при λ = λ𝑀 луч 𝑝(λ𝑀 ) проходит через точку 𝑀 . В силу условия
𝑥𝑀 ∈ [𝑥(𝑀*), 𝑥(𝑀(λ𝑚)] теоремы и леммы 8, получаем, что 𝐹 (𝑀(λ𝑀 ), λ𝑀 )

.
= 𝑀2 ∈ 𝐾1.

Далее, в режиме 𝑃2 (система (2)) фазовая точка попадает на поверхность 𝑦 = 𝜀*(𝑥) в точку
𝑀3, из которой в режиме 𝑃− (система (5)) переходит в точку 𝑀4 = (𝑥0, 0, 𝑛0), где 𝑛0 < 0.

Далее, если выполняются условия 1, то при соответствующем значении 𝑐, определен-
ном в этой же теореме, получаем замкнутую траекторию гибридной системы (2)–(7), которой
соответствует периодическая последовательность режимов {(𝑃1𝑃+𝑃2𝑃21𝑃−)}.

6.1. Численный эксперимент. Целью проведения численного эксперимента является
поиск периодической траектории гибридной системы (случай вторичной миграции).

Зададим следующие значения параметров 𝑎 = 1, 𝑏 = 0.5, 𝑚 = 2, 𝑘 = 0.7, 𝑐 = 0.5, λ = 3.5,
𝜀 = 1.5. Имеем 𝑚

𝑎𝑘 = 2.86. Поскольку мы рассматриваем случай вторичной миграции, выберем
в качестве начальной точки 𝑀0 = (𝑥0, 𝑦0, 𝑛0) = (3.5, 1, 0) ∈ (𝑂𝐴), для которой начальным
режимом будет 𝑃2 до следующего попадания на плоскость π. В результате численного решения
системы получим конечную точку 𝑀1 = (3.71, 3.70, 0) режима 𝑃2 рис. 8, a.

a b

c

Рис. 8. Численный эксперимент: a — численное решение системы 𝑃2; b — численное решение системы 𝑃21;
c — численное решение системы 𝑃1

Fig. 8. Numerical simulation: a — numerical solution of the system 𝑃2; b — numerical solution of the system 𝑃21;
c — numerical solution of the system 𝑃1
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Далее происходит переключение к системе 𝑃21, действующей до момента достижения
либо плоскости π, либо поверхности 𝑦 = 𝜀*(𝑥). Отметим, что в данном эксперименте нас
интересует второй случай. В результате численного решения системы получим конечную точку
𝑀2 = (5.88, 1.48,−1.73) режима 𝑃2 рис. 8, b.

В точке 𝑀2 происходит переключение к системе 𝑃−, которую нет смысла решать в силу
ее тривиальности. В результате действия 𝑃− получим точку 𝑀3 = (5.88, 0,−1.73), в кото-
рой система переключится на режим 𝑃1, действующий до момента 𝑡* достижения 𝑛(𝑡*) = 0.
В результате численного решения системы для 𝑐 = 0.52 получим конечную точку 𝑀4 = (3.50, 0, 0)
режима 𝑃1 рис. 8, c. Далее произойдет переключение к системе 𝑃+, в результате действия которой,
очевидно, получим точку (3.50, 1, 0), совпадающую с начальной 𝑀0. Итак, получили замкну-
тую траекторию для начальной точки 𝑀0. Результат численного моделирования подтверждает
сформулированный ранее в теореме вывод о существовании периодической траектории в случае
вторичной миграции.

7. Бифуркационное значение λ = 𝑚
𝑎𝑘

1) Пусть λ = 𝑚
𝑎𝑘 .

Тогда на основании леммы 2 нетрудно получить следующий вывод.
Если при выходе из режима 𝑃1 в режим 𝑃2 фазовая точка попадает в точку 𝑀 ∈ (0, 𝐴*],

то далее в режиме 𝑃2 точка вернется в положение 𝑀 . Затем последуют режимы 𝑃− и 𝑃+. В резуль-
тате фазовая точка снова попадает в 𝑀 , и движение повторяется. Таким образом, имеем замкну-
тую траекторию, соответствующую периодической последовательности режимов {(𝑃−𝑃2𝑃+)}.
Поскольку ε достаточно мало, то приближенно можно считать, что имеем периодическую траек-
торию в режиме 𝑃2, а именно, овал, образованный пересечением соответствующей интегральной
плоскости и цилиндрической поверхности. При этом устанавливается режим (𝑃2).

Если при выходе из режима 𝑃1 в режим 𝑃2 фазовая точка попадает в точку 𝑀 ∈ δ(𝜀, λ),
где луч δ(𝜀, λ) определен в (15), то получаем периодическую последовательность режимов
{(𝑃−𝑃2𝑃21𝑃+)}. Как и в предыдущем случае, можно приближенно считать, что имеем пери-
одическую траекторию с той разницей, что теперь она состоит из двух отрезков траекторий
систем (2), (4). Это значит, что имеем периодическую последовательность режимов {(𝑃2𝑃21}, где
опущены символы 𝑃−, 𝑃+, никак не влияющие на периодичность.

2) Пусть λ < 𝑚
𝑎𝑘 . Введем точку 𝐵(λ) = (λ𝜀, 𝜀).

Лемма 9. Пусть λ ∈ (0, λ*) и 𝑀 ∈ (0, 𝐵(λ)).
Тогда отображение Пуанкаре 𝐹 (𝑀, λ) не определено.

Доказательство. Доказательство следует из того, что ∆(𝑀, λ) > 0 (см. (11)). □
Из данной леммы следует, что после попадания фазовой точки из режима 𝑃− на промежуток
(0, 𝐵(λ)) устанавливается без дальнейшего изменения режим 𝑃2.

Таким образом, можно сделать вывод, что значение параметра λ = λ* = 𝑚
𝑎𝑘 является би-

фуркационным в смысле символьной динамики режимов 𝑃ξ. При этом данный вывод относится
только к тому случаю, когда фазовая точка после режима 𝑃− попадает на интервал (0, 𝐵(λ)).
Тем самым выделяется область фазового пространства, для которой можно говорить о бифуркаци-
онном значении λ.
Замечание 3. В представленном исследовании рассматривался только случай попадания фазо-
вой точки из режима 𝑃− на интервал (0𝐵(𝜀)), где 𝐵(𝜀) = (λ𝜀, 𝜀). Этот интервал принадлежит
линии 𝑦 = 𝜀*(𝑥), введенной в (3). При этом случай λ < 𝑚

𝑎𝑘 не добавил исследованию сложности.
Случай попадания на другую часть этой линии, а именно на луч δ(𝜀, λ) (см. (15)), требует особого
исследования. При этом случай λ < 𝑚

𝑎𝑘 значительно усложняет исследование. Изучение этого
варианта задачи проводится.
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Заключение

Для моделирования динамики биосообщества с переменной структурой взаимодействия
видов предложена модель, являющаяся гибридной трехмерной динамической системой. При этом
происходят переключения между пятью подсистемами, каждой из которых соответствует режим
функционирования биосообщества участка: взаимодействие видов, миграция хищника и динамика
жертвы в отсутствие хищника. Исследована символическая динамика, соответствующая измене-
нию режимов участка. Получены результаты, дающие условия существования периодических
траекторий в гибридной системе и периодических последовательностей режимов. Определено
бифуркационное значение параметра, характеризующего потребности хищника в пищевых ресур-
сах. Приведены численные примеры. Исследование требует продолжения для рассмотрения не
представленных в нем случаев поведения траекторий в зависимости от областей поверхностей
переключения, на которые они попадают.
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Аннотация. Целью работы является выявление и изучение особенностей среднего по времени вращательного движе-
ния вязкой жидкости, граничащей с твердыми телами (криволинейными стенками), при периодических по времени
воздействиях на жидкость, характеризующихся наличием или отсутствием выделенного направления в пространстве.
Методы. Использованы аналитические методы исследования краевых задач для уравнений Навье–Стокса и нераз-
рывности: метод возмущений (метод разложения по степеням малого параметра), метод Фурье, усреднение.
Результаты. Поставлена и решена новая задача о движении вязкой жидкости. Обнаружены новые гидромехани-
ческие эффекты. Заключение. Проведенное исследование является продолжением предшествующих исследований
нетривиальной динамики гидромеханических систем при периодических воздействиях. Работа направлена, в частности,
на определение диапазона возможностей порождения периодическими воздействиями качественных изменений в ди-
намике гидромеханических систем. Полученные результаты могут использоваться в научном поиске перспективных
подходов к решению актуальных прикладных и фундаментальных проблем.
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Abstract. The purpose of the work is the revealing and the researching of peculiarities of an average in time rotational
motion of a viscous liquid which is bordering with solid bodies (curvilinear walls) under periodic in time influences
which are characterized by the presence or the absence of a predominant direction in space. Methods. The analytic
investigational methods for boundary problems for Navier–Stokes and continuity equations are used that are the method
of perturbations (the method of a decomposition by degrees of a small parameter), the method of Fourier, an averaging.
Results. A new problem on the motion of a viscous liquid is formulated and solved. New hydro-mechanical effects are revealed.
Conclusion. The fulfilled investigation is a continuation of previous investigations of non-trivial dynamics of hydro-mechanical
systems under periodic influences. In particular the work is directed to the determination of the range of possibilities to create
quality changes of a hydro-mechanical systems dynamics by periodic influences. The obtained results can be used in a scientific
researching of perspective approaches to the solving actual applied and fundamental problems.
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Введение

Данная работа выполнена в развитие перспективного научного направления — изучения
динамики гидромеханических систем при периодических воздействиях. К настоящему време-
ни в этом направлении получен ряд содержательных, нетривиальных результатов (см., напри-
мер, [1–50]). В частности, установлено наличие «разрешенных» и «запрещенных» состояний
подвергающейся периодическим воздействиям гидромеханической системы, для которых реше-
ние задачи о движении системы соответственно существует и не существует [33]; обнаружены
эффекты парадоксального поведения твердого включения в вибрирующей жидкости [2,4, 5, 18],
«самопроизвольного» перехода твердого тела в колеблющейся вязкой жидкости в положение
с заданной ориентацией в пространстве [38], преимущественно однонаправленного вращения
твердого тела и вязкой жидкости [42]; построена и изучена математическая модель гидромеханиче-
ского аналога «маятника Капицы» (см. [30, 51]); введены основополагающие понятия однородных
и неоднородных колебаний жидкости, определены количественные характеристики неоднородно-
сти колебаний жидкости [10,28]; обнаружены эффекты разделения включений в колеблющейся
жидкости по плотностям [3,22], преимущественно однонаправленного движения вязкой жидкости
со свободной границей [50], парадоксального движения вязкой жидкости в поле силы тяжести при
периодических воздействиях [47, 49]; доказано существование явления преимущественно однона-
правленного движения сжимаемых включений в вибрирующей жидкости [6,8, 9, 20]; обнаружен
эффект «левитации» жидкости [49].

В данной работе рассмотрена задача о течении вязкой жидкости, заполняющей промежу-
ток между двумя бесконечно длинными твердыми телами (криволинейными стенками). Тела,
в частности, совершают заданное периодическое вращательное движение. Жидкость испыты-
вает со стороны тел воздействия, характеризующиеся наличием или отсутствием выделенного
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направления в пространстве. Обнаружены новые гидромеханические эффекты, установлено
в том числе, что часть жидкости (на фоне колебаний) может совершать вращательное движение
в направлении, противоположном направлению среднего вращения твердых тел.

1. Постановка задачи

 

 

X
  

Y
  

η
  

Q
  

ξ
  

Γ η  Γ ξ  

Рис. 1. Гидромеханическая система

Fig. 1. The hydromechanical system

Имеется гидромеханическая система, со-
стоящая из бесконечно длинных твердых тел
(криволинейных стенок) η, ξ и вязкой несжи-
маемой жидкости (рис. 1). Тело η ограничено
извне цилиндрической поверхностью Γη ра-
диуса 𝑅η. Тело ξ ограничено изнутри цилин-
дрической поверхностью Γξ радиуса 𝑅ξ > 𝑅η.
Оси границ Γη,Γξ тел η, ξ находятся на оси 𝑍
инерциальной прямоугольной системы коорди-
нат 𝑋,𝑌, 𝑍. Жидкость заполняет область 𝑄 :
𝑅η < 𝑅 < 𝑅ξ, 0 ⩽ θ < 2π, −∞ < 𝑍 < ∞
(𝑅 =

√
𝑋2 + 𝑌 2, θ, 𝑍 — цилиндрическая си-

стема координат). Тело η и тело ξ совершают
вращательное движение вокруг оси 𝑍 с угло-
вой скоростью Ω. Граница Γη тела η проницае-
ма для жидкости. Радиус 𝑅ξ и угловая скорость
Ω периодически с периодом 𝑇 изменяются со
временем 𝑡 (𝑅ξ = ̂︀𝑅[1 + 𝜀 sin(2π𝑡/𝑇 )], Ω = ̂︀Ω[sin(2π𝑡/𝑇 + 3) + 𝜀(̂︀𝑟 − 1)𝑤]; ̂︀𝑟 = ̂︀𝑅/𝑅η; ̂︀𝑅 > 0,̂︀Ω > 0, 3, 𝑤 — постоянные; 0 < 𝜀 < 1 — параметр; (1− 𝜀) ̂︀𝑅 > 𝑅η, 4𝜀 ̂︀𝑅2 < 𝑅2

η).
Требуется определить периодическое по времени (не зависящее от начальных условий)

симметричное относительно оси 𝑍 плоское движение жидкости.
Пусть τ = 𝑡/𝑇 ; 𝑟 = 𝑅/𝑅η; 𝑟ξ = 𝑅ξ/𝑅η; ω = Ω𝑇 ; V, ρ и ν — соответственно ско-

рость, плотность и кинематический коэффициент вязкости жидкости; v = 𝑇V/𝑅η = 𝑣𝑟(𝑟, τ)e𝑟 +
+ 𝑣θ(𝑟, τ)eθ (e𝑟 и eθ — единичные базисные векторы, направления которых совпадают с на-
правлениями возрастания соответственно 𝑟 и θ);𝑃 — давление в жидкости; 𝑝 = 𝑇 2𝑃/(ρ𝑅2

η) =
= 𝑝(𝑟, τ); 𝑅𝑒 = 𝑅2

η/(ν𝑇 ) — число Рейнольдса.
Задачу о движении жидкости составляют уравнение Навье–Стокса, уравнение неразрывно-

сти и условия на границах Γη,Γξ

𝜕v

𝜕τ
+ (v · ∇)v = −∇𝑝+

1

𝑅𝑒
∆v в 𝑄, (1)

∇ · v = 0 в 𝑄, (2)

v = 𝑟ξ
𝑑𝑟ξ
𝑑τ

e𝑟 + ωeθ на Γη (при 𝑟 = 1), (3)

v =
𝑑𝑟ξ
𝑑τ

e𝑟 + 𝑟ξωeθ на Γξ (при 𝑟 = 𝑟ξ). (4)

Отметим, что в задаче (1)–(4) испытываемые жидкостью периодические по времени воздей-
ствия при 𝑤 ̸= 0 характеризуются наличием, а при 𝑤 = 0 — отсутствием выделенного направления
в пространстве (выделенным направлением является направление вектора 𝑤[e𝑟x eθ], совпадающее
с направлением средней угловой скорости вращения тел η, ξ).
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2. Решение задачи

Согласно (2)–(4) имеем

𝑣𝑟 =
ℎ

𝑟
, (5)

где

ℎ = 𝑟ξ
𝑑𝑟ξ
𝑑τ

.

Из (1), (3)–(5) следует

𝑝 = −𝑑ℎ

𝑑τ
ln 𝑟 − ℎ2

2𝑟2
+

∫︁ 𝑟

1

𝑣2θ
𝑟′
𝑑𝑟′ + 𝑐 (6)

(𝑐 — функция τ);

𝑅𝑒 𝑟2
𝜕𝑣θ
𝜕τ

− 𝑟2
𝜕2𝑣θ
𝜕𝑟2

+ (𝑅𝑒 ℎ− 1) 𝑟
𝜕𝑣θ
𝜕𝑟

+ (𝑅𝑒 ℎ+ 1) 𝑣θ = 0 в 𝑄, (7)

𝑣θ = ω при 𝑟 = 1, (8)

𝑣θ = 𝑟ξω при 𝑟 = 𝑟ξ. (9)

Будем рассматривать задачу (7)–(9) при малых по сравнению с единицей значениях 𝜀.
Применим метод разложения по степеням малого параметра [52, 53]. Предположим, что

𝑣θ ∼ 𝑣0 + 𝜀𝑣1 при 𝜀 → 0. (10)

Используя (7)–(10), в 𝜀𝑁 -приближении (𝑁 = 0, 1) получим

𝑅𝑒 𝑟2
𝜕𝑣𝑁
𝜕τ

− 𝑟2
𝜕2𝑣𝑁
𝜕𝑟2

− 𝑟
𝜕𝑣𝑁
𝜕𝑟

+ 𝑣𝑁 = −𝑁𝑅𝑒 ̂︀𝑟𝑑𝑟
𝑑τ

(𝑟
𝜕𝑣0
𝜕𝑟

+ 𝑣0) в �̄�, (11)

𝑣𝑁 = (1−𝑁)ω̃+𝑁 ̂︀ω(̂︀𝑟 − 1)𝑤 при 𝑟 = 1, (12)

𝑣𝑁 = (1−𝑁)̂︀𝑟ω̃+𝑁 [̂︀𝑟̂︀ω(̂︀𝑟 − 1)𝑤 + 𝑟(ω̃− 𝜕𝑣0
𝜕𝑟

)] при 𝑟 = ̂︀𝑟. (13)

Здесь �̄� — область 𝑅η < 𝑅 < ̂︀𝑅 (0 ⩽ θ < 2π, −∞ < 𝑍 < ∞); 𝑟 = ̂︀𝑟 sin 2πτ; ̂︀ω = ̂︀Ω𝑇 ;
ω̃ = ̂︀ω sin(2πτ+ 3).

Пусть 𝑁 = 0. Задача (11)–(13) имеет решение

𝑣0 = ̂︀ω Imag
{︀𝑒𝑖3
𝐺

[︀
𝐴𝐾𝐼1(𝑞𝑟)−𝐴𝐼𝐾1(𝑞𝑟)

]︀
𝑒2π𝑖τ

}︀
, (14)

где 𝑞 = (1 + 𝑖)
√
π𝑅𝑒; 𝐼1,𝐾1 — модифицированные функции Бесселя;

𝐴𝐼 = 𝐼1(𝑞̂︀𝑟)− 𝐼1(𝑞)̂︀𝑟; 𝐴𝐾 = 𝐾1(𝑞̂︀𝑟)−𝐾1(𝑞)̂︀𝑟;
𝐺 = 𝐼1(𝑞)𝐾1(𝑞̂︀𝑟)−𝐾1(𝑞)𝐼1(𝑞̂︀𝑟).

Пусть 𝑁 = 1. Произведем усреднение (11)–(13) по безразмерному времени τ. В результате
этого получим

𝑟2
𝑑2𝑣

𝑑𝑟2
+ 𝑟

𝑑𝑣

𝑑𝑟
− 𝑣 = 𝑅𝑒 ̂︀𝑟⟨𝑑𝑟

𝑑τ
(𝑟
𝜕𝑣0
𝜕𝑟

+ 𝑣0)

⟩
в �̄�, (15)

𝑣 = ̂︀ω(̂︀𝑟 − 1)𝑤 при 𝑟 = 1, (16)

𝑣 = ̂︀𝑟̂︀ω(̂︀𝑟 − 1)𝑤 +

⟨
𝑟 (ω̃− 𝜕𝑣0

𝜕𝑟
)

⟩
при 𝑟 = ̂︀𝑟. (17)
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Здесь ⟨...⟩ =
∫︀ τ+1
τ ... 𝑑τ′; 𝑣 = ⟨𝑣1⟩ . Задача (11)–(13) имеет решение

𝑣1 = 𝑣 +Real(𝑣′𝑒4π𝑖τ) (18)

(𝑣′ — функция 𝑟).

Из (14), (15), (17) следует

𝑟2
𝑑2𝑣

𝑑𝑟2
+ 𝑟

𝑑𝑣

𝑑𝑟
− 𝑣 = π𝑅𝑒 ̂︀𝑟2̂︀ω𝑟 Imag

{︀𝑞𝑒𝑖3
𝐺

[︀
𝐴𝐾𝐼0(𝑞𝑟) +𝐴𝐼𝐾0(𝑞𝑟)

]︀}︀
в �̄�, (19)

𝑣 = ̂︀𝑟̂︀ω[︀(̂︀𝑟 − 1)𝑤 + cos3+Real
(︀
𝑒𝑖3

𝑞̂︀𝑟2𝐻 − 1

2̂︀𝑟𝐺 )︀]︀
при 𝑟 = ̂︀𝑟, (20)

где 𝐼0,𝐾0 — модифицированные функции Бесселя;

𝐻 = 𝐼1(𝑞)𝐾0(𝑞̂︀𝑟) +𝐾1(𝑞)𝐼0(𝑞̂︀𝑟).
Используя (16), (19), (20), найдем

𝑣 = α𝑟 +
β
𝑟
+
π
2
𝑅𝑒 ̂︀𝑟2̂︀ω Imag

{︀𝑒𝑖3
𝐺

[︀
𝐴𝐾

(︀
𝑞𝑟𝑆𝐼 − 𝐼1(𝑞𝑟)

)︀
+𝐴𝐼

(︀
𝑞𝑟𝑆𝐾 +𝐾1(𝑞𝑟)

]︀}︀
. (21)

Здесь

𝑆𝐼 =

∫︁ 𝑟

1

𝐼0(𝑞𝑟
′)

𝑟′
𝑑𝑟′; 𝑆𝐾 =

∫︁ 𝑟

1

𝐾0(𝑞𝑟
′)

𝑟′
𝑑𝑟′;

α = − β +
π
2
𝑅𝑒 ̂︀𝑟2̂︀ω sin3+ ̂︀ω(̂︀𝑟 − 1)𝑤;

β =
̂︀𝑟̂︀ω

1− ̂︀𝑟2{︁̂︀𝑟 cos3 +
1

2

[︁
Real

(︁
𝑒𝑖3

𝑞̂︀𝑟2𝐻 − 1

𝐺

)︁
− π𝑅𝑒 ̂︀𝑟3Imag

(︁
𝑞𝑒𝑖3

𝐴𝐾
̂︀𝑆𝐼 +𝐴𝐼

̂︀𝑆𝐾

𝐺

)︁]︁}︁
(̂︀𝑆𝐼 = 𝑆𝐼 |𝑟=̂︀𝑟; ̂︀𝑆𝐾 = 𝑆𝐾 |𝑟=̂︀𝑟).

Формулами
𝑣θ = 𝑣0 + 𝜀𝑣1 (22)

и (5), (6), (14), (18), (21) определяется приближенное решение задачи (1)–(4). Согласно данному
решению имеет место эффект, состоящий в том, что (и при 𝑤 ̸= 0, и при 𝑤 = 0) жидкость на фоне
колебаний совершает стационарное вращательное движение.

Обратимся к вопросу о среднем по времени движении жидкости при малых по сравнению
с единицей значениях ̂︀𝑟 − 1 (значения ̂︀𝑟 − 1 велики по сравнению с значениями 𝜀). Используя (5),
(14), (18), (21), (22), получим

⟨v⟩ ∼ 𝜀̂︀ω[︀𝑤 + 𝑘𝑅𝑒(sin3)χ
]︀
(̂︀𝑟 − 1)eθ при ̂︀𝑟 − 1 → 0. (23)

Здесь 𝑘 = (5/2)π; χ = (𝑟 − 1)/(̂︀𝑟 − 1).
Отметим, что в рассматриваемом приближении безразмерная скорость ⟨v⟩ · eθ совпадает

со средней по времени безразмерной угловой скоростью ⟨𝑣θ/𝑟⟩ вращения жидкости вокруг оси 𝑍.
Согласно (23) на фоне колебаний имеет место следующее.
1. Если 𝑤 ̸= 0, то при χ sin3 = 0 (то есть при 𝑟 = 1, −1 ⩽ sin3 ⩽ 1 и при sin3 = 0,

1 < 𝑟 ⩽ ̂︀𝑟) средняя (по времени) угловая скорость вращения жидкости равна (отличной от нуля)
средней угловой скорости вращения тел (стенок) η, ξ.
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Рис. 2. Жидкость обгоняет стенки

Fig. 2. The liquid moves faster than walls
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Рис. 3. Жидкость отстает от стенок

Fig. 3. The liquid moves slower than walls

r = r ∗ 

X

Y

Рис. 4. Жидкость совершает парадоксальное вращатель-
ное движение

Fig. 4. The liquid performs the paradoxical rotational motion

2. Если 𝑤 sin3 > 0, то при 1 ⩽ 𝑟 ⩽ ̂︀𝑟 жид-
кость вращается в направлении, совпадающем с
направлением среднего вращения тел η, ξ, при
том что для 1 < 𝑟 ⩽ ̂︀𝑟 жидкость обгоняет стенки
(для 𝑤 > 0 см. рис. 2).

3. Если 𝑤 sin3 < 0 и |𝑤| > 𝑘𝑅𝑒| sin3|, то
при 1 ⩽ 𝑟 ⩽ ̂︀𝑟 жидкость вращается в направле-
нии, совпадающем с направлением среднего вра-
щения тел η, ξ, при том что для 1 < 𝑟 ⩽ ̂︀𝑟 жид-
кость отстает от стенок (для 𝑤 > 0 см. рис. 3).

4. Если 𝑤 sin3 < 0 и |𝑤| < 𝑘𝑅𝑒| sin3|,
то при 𝑟 = 𝑟* = 1 − 𝑤(̂︀𝑟 − 1)/(𝑘𝑅𝑒 sin3) уг-
ловая скорость вращения жидкости равна нулю;
при 1 ⩽ 𝑟 < 𝑟* жидкость вращается в направ-
лении, совпадающем с направлением среднего
вращения тел η, ξ, при том что для 1 < 𝑟 < 𝑟*

жидкость отстает от тел η, ξ; при 𝑟* < 𝑟 ⩽ ̂︀𝑟
жидкость вращается в направлении, противопо-
ложном направлению среднего вращения тел η, ξ
(жидкость совершает парадоксальное вращатель-
ное движение; для 𝑤 > 0 см. рис. 4). В част-
ности, «толщина» 𝑟* − 1 области, в которой
жидкость совершает вращательное движение в
«правильном» направлении, может быть мала по
сравнению с «толщиной» ̂︀𝑟 − 𝑟* области, в кото-
рой жидкость совершает вращательное движение
в «неправильном» направлении; необходимым
и достаточным условием наличия такой картины
течения жидкости между твердыми телами явля-
ется условие малости по сравнению с единицей
отношения |𝑤|/(𝑘𝑅𝑒| sin3|).

5. Если 𝑤 sin3 < 0 и |𝑤| = 𝑘𝑅𝑒| sin3|,
то 𝑟* = ̂︀𝑟, и угловая скорость вращения жидко-
сти равна нулю при 𝑟 = ̂︀𝑟.

6. Если 𝑤 = 0, sin3 ̸= 0, то при 1 < 𝑟 ⩽ ̂︀𝑟
направление вращения жидкости определяется
знаком sin3 (при sin3 > 0 жидкость вращается
в направлении, совпадающем с направлением
вектора eθ, при sin3 < 0 жидкость вращается
в направлении, противоположном направлению
вектора eθ); при 𝑟 = 1 угловая скорость враще-
ния жидкости равна нулю.

Отметим, что согласно (23) все типы вра-
щательного движения жидкости, описанные
в пунктах 1–6, при выполнении сформулиро-
ванных выше условий имеют место для любого
значения 𝑅𝑒 > 0 (а также для любого значе-
ния 𝑘 > 0).
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Остановимся на вопросе о переносе массы жидкости, обусловленном ее средним по времени
движением. Пусть Ψ — замкнутая область 𝑅η ⩽ 𝑅 ⩽ ̂︀𝑅, 0 ⩽ θ < 2π, 𝑍* ⩽ 𝑍 ⩽ 𝑍*+𝐿 (𝑍*, 𝐿 > 0 —
постоянные); 𝐷 — сечение области Ψ полуплоскостью 0 ⩽ 𝑅 < ∞, θ = 0, − ∞ < 𝑍 < ∞
(прямоугольник 𝑅η ⩽ 𝑅 ⩽ ̂︀𝑅, θ = 0, 𝑍* ⩽ 𝑍 ⩽ 𝑍* + 𝐿). Найдем массу жидкости

δ𝑀 = ρ𝑅2
η𝐿
δ𝑡
𝑇

∫︁ ̂︀𝑟
1

⟨v⟩ · eθ 𝑑𝑟, (24)

которая за промежуток времени δ𝑡 протекает через сечение 𝐷 в направлении, совпадающем с
направлением вектора eθ, в условиях, сформулированных в пунктах 1–4. Без умаления общности
может быть принято, что 𝑤 > 0. Согласно (23), (24)

– если sin3 = 0 (средняя по времени угловая скорость вращения жидкости равна средней
угловой скорости вращения стенок), то имеет место соотношение

δ𝑀 = 𝜀ρ𝑅2
η𝐿
δ𝑡
𝑇
̂︀ω𝑤(̂︀𝑟 − 1)2;

– если sin3 > 0 (жидкость обгоняет стенки), то имеет место соотношение

δ𝑀 = 𝜀ρ𝑅2
η𝐿
δ𝑡
𝑇
̂︀ω𝑤(1 + 𝑘𝑅𝑒 sin3

2𝑤
)(̂︀𝑟 − 1)2;

– если sin3 < 0, 𝑤 > 𝑘𝑅𝑒| sin3| (жидкость отстает от стенок), то имеет место соотношение

δ𝑀 = 𝜀ρ𝑅2
η𝐿
δ𝑡
𝑇
̂︀ω𝑤(1− 𝑘𝑅𝑒| sin3|

2𝑤
)(̂︀𝑟 − 1)2, (25)

– если
sin3 < 0, 𝑤 < 𝑘𝑅𝑒| sin3| (26)

(жидкость совершает парадоксальное вращательное движение), то имеет место соотношение (25).
Из (25), (26) следует, что

δ𝑀 > 0 для
1

2
𝑘𝑅𝑒| sin3| < 𝑤 < 𝑘𝑅𝑒| sin3|, (27)

δ𝑀 = 0 для 𝑤 =
1

2
𝑘𝑅𝑒| sin3|, (28)

δ𝑀 < 0 для 𝑤 <
1

2
𝑘𝑅𝑒| sin3|. (29)

Формулы (27)–(29) свидетельствуют о том, что при парадоксальном вращательном движении
жидкости, в частности, возможно осуществление качественно различных процессов переноса
массы жидкости.

Заключение

В настоящей работе представлены новые результаты в изучении динамики вязкой жидкости
при периодических по времени воздействиях на жидкость. Дана постановка и получено решение
задачи (1)–(4) о движении вязкой жидкости, граничащей с твердыми телами, оказывающими
на жидкость воздействия, характеризующиеся наличием (при 𝑤 ̸= 0) или отсутствием (при 𝑤 = 0)
выделенного направления в пространстве. Выявлены новые особенности (эффекты) среднего дви-
жения жидкости. Обнаружен эффект, состоящий в том, что в рассмотренных гидромеханических
условиях жидкость (и при наличии, и в отсутствие выделенного направления в пространстве)
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на фоне колебаний совершает стационарное вращательное движение (см. (21)). Установлено, что
жидкость (на фоне колебаний) может совершать вращательное движение с угловой скоростью,
совпадающей по направлению со средней угловой скоростью вращения твердых тел, но при этом
угловая скорость жидкости может как совпадать, так и не совпадать со средней угловой скоростью
вращения твердых тел по абсолютной величине — жидкость может совершать вращательное
движение вместе со стенками «как одно целое», может обгонять стенки или отставать от них
(см. (23)). Обнаружен эффект, состоящий в том, что часть жидкости (на фоне колебаний) соверша-
ет вращательное движение в направлении, противоположном направлению среднего вращения
твердых тел (см. (23)). Для представленных гидромеханических условий подтверждено, что
периодические по времени воздействия, не имеющие выделенного направления в пространстве,
могут порождать качественные изменения в движении жидкости, по достигаемому влиянию на
динамику гидромеханических систем способны эффективно конкурировать со стационарными
воздействиями на системы (см. [2, 47, 49]). Гидромеханическая система, испытывающая те из
оказываемых на нее периодических по времени воздействий, которые не имеют выделенного
направления в пространстве, производит отклики (реакции на воздействия), которые характеризу-
ются наличием выделенного направления в пространстве и выражаются в том, что свободные
части системы (части системы, движение которых не задано) — например, жидкие слои — на фоне
колебаний стремятся совершать «свое» среднее движение, усиливая или ослабляя результатив-
ность оказываемых на систему воздействий, имеющих выделенное направление в пространстве,
или же совершают «свое» среднее движение — даже вопреки оказываемым на систему воздействи-
ям, имеющим выделенное направление в пространстве. Причиной обнаруженных особенностей
среднего движения жидкости является согласованность (друг с другом) испытываемых жидкостью
воздействий, что находится в непосредственной связи с принципом среднего движения (см. [50],
а также [13, 41, 46, 54]).

Полученные результаты могут использоваться в дальнейшем изучении нетривиальной
динамики гидромеханических систем при периодических воздействиях, в частности, при под-
готовке и проведении направленных экспериментальных исследований, а также при разработке
перспективных методов управления гидромеханическими системами, при создании гидромехани-
ческих систем, обладающих предписанными свойствами, например, систем, заданным образом
реагирующих на периодические по времени воздействия.
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Аннотация. Цель данной работы — исследование роли механизмов астроцитарной регуляции синаптической передачи
в процессах формирования синхронизации в сигнализации нейронных сетей методами математического моделирования.
Методы. В работе представлена модель малого нейрон-астроцитарного ансамбля. В качестве модели динамики
мембранного потенциала нейрона используется модель Ходжкина–Хаксли. Рассматривается случай упорядоченной
топологии связей («все со всеми») в нейронной сети. Астроцитарная сеть моделируется как сеть диффузионно-
связанных кальциевых осцилляторов с упорядоченной топологией (при которой матрица связей определённым
образом структурирована, осцилляторы взаимодействуют с ближайшими соседями). В качестве модели астроцита
используется биофизическая модель кальциевой динамики. Воздействие астроцитов на нейроны учитывается как
медленная модуляция весов синаптических связей в нейронной сети, пропорциональная кальциевым сигналам
в близлежащих астроцитах. Другими словами, на сетевом уровне изучается возможность адаптивной перестройки
колебательно-волновых паттернов за счёт астроцит-индуцированной регуляции синаптической передачи. Оценка
синхронизации активности нейронов производится путём вычисления когерентности сигнализации нейронной сети.
Результаты. Влияние астроцитов на динамику нейронной сети состоит в возбуждении коррелированных во времени
паттернов нейронной активности, обусловленных астроцито-зависимым усилением синаптического взаимодействия
между нейронами на временных масштабах астроцитарной динамики. Показано, что синхронизированная кальциевая
сигнализация астроцитарной сети приводит к координированной пачечной активности нейронной сети, возникающей
на фоне некоррелированной во времени спонтанной импульсной активности, индуцированной внешней шумовой
стимуляцией. Исследовано влияние конкретных биофизических механизмов астроцитарной модуляции синаптической
передачи на динамические свойства структур локальной синхронизации в нейронных ансамблях. Исследованы
характеристики координированной пачечной активности нейронной сети в зависимости от свойств внешней шумовой
стимуляции, силы астроцитарной регуляции синаптической передачи, а также степени влияния нейронов на астроциты.

Ключевые слова: нейрон, астроцит, нейрон-астроцитарное взаимодействие, нейрон-астроцитарная сеть.
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Abstract. The purpose of this work is to study the role of mechanisms of astrocytic regulation of synaptic transmission in the
processes of synchronization formation in signaling of neural networks by mathematical modeling methods.
Methods. The paper presents a model of a small neuron-astrocyte ensemble. The Hodgkin-Huxley model is used as a model of
the membrane potential dynamics of a neuron. The case of an ordered topology of connections (“all-to-all”) in a neural network
is considered. The astrocyte network is modeled as a network of diffusion-coupled calcium oscillators with an ordered topology
(in which the matrix of connections is structured in a certain way, interaction with the nearest neighbors). A biophysical
model of calcium dynamics is used as an astrocyte model. The effect of astrocytes on neurons is taken into account as a slow
modulation of synaptic connections weights in the neural network, proportional to calcium signals in nearby astrocytes. In other
words, at the network level, the possibility of adaptive restructuring of oscillatory wave patterns due to astrocyte-induced
regulation of synaptic transmission is being studied. The synchronization of neuronal activity is estimated by calculating the
coherence of the neural network signaling. Results. The influence of astrocytes on the dynamics of the neural network consists
in the excitation of time-correlated patterns of neural activity caused by an astrocyte-dependent increase in synaptic interaction
between neurons on the time scales of astrocytic dynamics. It has been shown that synchronized calcium signaling of the
astrocytic network leads to coordinated burst (bundle) activity of the neural network, which occurs against the background
of uncorrelated spontaneous impulse activity induced by external noise stimulation. The influence of specific biophysical
mechanisms of astrocytic modulation of synaptic transmission on the dynamic properties of local synchronization structures in
neural ensembles has been investigated. The characteristics of the coordinated bundle activity of a neural network are studied
depending on the properties of external noise stimulation, the strength of astrocytic regulation of synaptic transmission, as well
as the degree of neurons influence on astrocytes.

Keywords: neuron, astrocyte, neuron-astrocyte interaction, neuron-astrocyte network.
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Введение

Исследование эффектов синхронизации в динамике нейронных сетей мозга и разработка
адекватных моделей их поведения становится в последние годы одним из наиболее интенсивно
развивающихся направлений современной нелинейной физики. Связано это с двумя основны-
ми факторами. С одной стороны, существенно возросли возможности нейрофизиологического
эксперимента, позволяющего получить всё более обширную информацию о функционирова-
нии различных нейронных систем. Здесь, прежде всего, следует отметить оптический флуо-
ресцентный нейроимиджинг и использование мультиэлектродных зондов для многоканальной
электрофизиологической регистрации. Эти методики позволяют не только исследовать активность
одной или нескольких отдельно взятых клеток, но и регистрировать паттерны активности сети
взаимодействующих клеток, что открывает возможность экспериментально проверять гипоте-
зы о функциональном назначении исследуемых нейросетей, изучать процессы межклеточной
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сигнализации и обработки информации. Это позволяет также существенно корректировать су-
ществующие и разрабатывать новые модели в соответствии с получаемой экспериментально
информацией. Второй аспект связан с тем, что уже сейчас на основе моделей нейронных систем
разрабатываются новейшие системы обработки и передачи информации, нейрокомпьютинга [1],
ассоциативной памяти и распознавания [2, 3], нейроаниматов [4], нейронно-полупроводниковых
интерфейсов-нейрочипов [5] и др.

Согласно современным представлениям о функционировании головного мозга, синхрони-
зация локальных нейронных ансамблей, а также возникновение временной корреляции между
удалёнными областями распределённой нейронной сети определяет нормальную работу мозга,
включая когнитивную, двигательную активность и т.д. [6, 7]. В то же время возникновение
аномальной синхронизации мозга — или гиперсинхронизации в нейронных сетях — является при-
чиной различных типов заболеваний головного мозга, таких как эпилепсия, болезни Паркинсона
и Альцгеймера, формирование опухолей и др. [8, 9]. Экспериментальное исследование подобных
вопросов зачастую является затруднительным и требует серьёзного оперативного вмешательства.
В этом случае моделирование эффектов возникновения синхронизации в сигнализации нейрон-
ных сетей головного мозга с использованием релевантных биологических моделей позволяет
существенно продвинуться в понимании условий, способствующих развитию патологических со-
стояний, механизмов формирования индивидуальных приступов, а также их раннего предсказания
и подавления.

В области приложения методов радиофизики к изучению нейроноподобных систем к насто-
ящему времени достаточно хорошо изучены бифуркационные механизмы генерации импульсов
в отдельных нейронах [10], принципы распространения электрических импульсов по нейронной
сети [11–13], исследованы эффекты синхронизации, мультистабильности [14, 15] и кластеро-
образования [16]. Однако в основном рассматриваемые модели нейронных сетей не являются
биологически релевантными, представляют собой сильно формализованные системы, а получае-
мые режимы сигнализации слабо согласуются с нейрофизиологическими данными. Кроме того,
многие важные аспекты сетевых взаимодействий в биофизических моделях нейронных систем
остаются практически не исследованными.

Одним из актуальных направлений исследования нейросистем является включение в ана-
лиз пространственно-временной динамики традиционно исследуемых нейронных сетей влияния
глиальных клеток. Их роль в функционировании систем мозга в настоящее время активно диску-
тируется в нейронауке. Традиционно считалось, что глиальные клетки выполняют ряд функций,
поддерживающих жизнедеятельность нейронов. Однако, как показывают последние исследова-
ния [17], астроциты — один из самых распространённых типов глиальных клеток — способны
генерировать импульсы химической активности в ответ на прохождение импульсных сигналов
по нейронной сети. Такие импульсы представляют собой кратковременное повышение внутри-
клеточной концентрации кальция. Считается, что кальциевые импульсы в астроцитах вовлечены
в биофизические механизмы двунаправленного взаимодействия между нейронами и астроцитами.
Понимание исключительной роли астроцитов в процессах регуляции нейрональной сигнализа-
ции открыло целый ряд потенциальных возможностей для опосредованного терапевтического
воздействия на нейронные сети мозга. Несмотря на большое накопление экспериментальных
данных о роли астроцитов в процессах формирования когнитивных функций и развитии пато-
логий и старения [18,19], работ, направленных на изучение эффектов астроцитарной регуляции
синаптической передачи на сетевом уровне, к настоящему времени существует крайне мало.

Обладая собственной нетривиальной динамикой, нейроны и астроциты формируют сети
со сложными межклеточными взаимодействиями. Характерной особенностью коллективной
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динамики таких сетей является наличие таких нелинейных эффектов, как мультистабильность,
синхронизация, формирование структур активности. Считается, что эти феномены лежат в основе
различных процессов обработки информации в мозге, например, обучения и памяти, а также
в основе процессов развития патологической активности, например, эпилепсии. Понимание
механизмов данных процессов составляет одну из приоритетных и актуальных задач современной
биофизики.

В работе представлена модель малого нейрон-астроцитарного ансамбля. В качестве модели
динамики мембранного потенциала нейрона используется модель Ходжкина–Хаксли. Рассматри-
вается случай упорядоченной топологии связей («все со всеми») в нейронной сети. Астроцитарная
сеть моделируется как сеть диффузионно-связанных кальциевых осцилляторов с упорядоченной
топологией (при которой матрица связей определённым образом структурирована, осцилляторы
взаимодействуют с ближайшими соседями). В качестве модели астроцита используется биофи-
зическая модель кальциевой динамики [20]. Воздействие астроцитов на нейроны учитывается
как медленная модуляция весов синаптических связей в нейронной сети, пропорциональная
кальциевым сигналам в близлежащих астроцитах. Другими словами, на сетевом уровне изуча-
ется возможность адаптивной перестройки колебательно-волновых паттернов за счёт астроцит-
индуцированной регуляции синаптической передачи. Оценка синхронизации активности нейронов
производится путём вычисления когерентности сигнализации нейронной сети.

1. Описание модели

Нейронная сеть состоит из 6 возбуждающих синаптически связанных нейронов Ходжкина–
Хаксли со связью «все со всеми» (рис. 1). Мембранный потенциал каждого нейрона изменяется
в соответствии со следующим уравнением баланса ионных токов [21]:

𝐶
𝑑𝑉 (𝑖)

𝑑𝑡
= 𝐼

(𝑖)
channel + 𝐼(𝑖)app +

∑︁
𝑗

𝐼(𝑖𝑗)syn + 𝐼(𝑖)𝑝 , (1)

где индекс 𝑖 = 1, ..., 6 соответствует номеру нейрона в сети, 𝑗 — индекс входной связи, 𝑡 — время
в миллисекундах, 𝐶 = 1 мкФ/см2.

neurons
astrocytes

Рис. 1. Схема модели нейрон-астроцитарной сети, состоящей из 6 синаптически связанных нейронов и 6 диффузионно-
связанных астроцитов. Каждый астроцит соединён с 1 близрасположенным нейроном (цвет онлайн)

Fig. 1. Scheme of the neuron-astrocyte network model consisting of 6 synaptically connected neurons and 6 diffusion-connected
astrocytes. Each astrocyte is connected to 1 nearby neuron (color online)
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Динамика ионных токов описывается следующими уравнениями:

𝐼channel = −𝑔𝑁𝑎𝑚
3ℎ(𝑉 − 𝐸𝑁𝑎)− 𝑔𝐾𝑛4(𝑉 − 𝐸𝐾)− 𝑔leak(𝑉 − 𝐸leak), (2)

𝑑𝑚

𝑑𝑡
= α𝑚(1−𝑚)− β𝑚𝑚, (3)

α𝑚 =
0.1(𝑉 + 40)

1− exp(−(𝑉 + 40)/10)
, (4)

β𝑚 = 4 exp(−(𝑉 + 65)/18), (5)

𝑑ℎ

𝑑𝑡
= αℎ(1− ℎ)− βℎℎ, (6)

αℎ = 0.07 exp(−(𝑉 + 65)/20), (7)

βℎ =
1

1 + exp(−(𝑉 + 35)/10)
, (8)

𝑑𝑛

𝑑𝑡
= α𝑛(1− 𝑛)− β𝑛𝑛, (9)

α𝑛 =
0.01(𝑉 + 55)

1− exp(−(𝑉 + 55)/10)
, (10)

β𝑛 = 0.125 exp(−(𝑉 + 65)/80), (11)

где 𝐸𝑁𝑎 = 55 мВ, 𝐸𝐾 = −77 мВ, 𝐸leak = −54.4 мВ, 𝑔𝑁𝑎 = 120 мСм/см2, 𝑔𝐾 = 36 мСм/см2,
𝑔leak = 0.3 мСм/см2 [22]. Ток 𝐼

(𝑖)
app моделирует постоянную мембранную деполяризацию и опре-

деляет динамический режим нейрона. В данной работе для каждого нейрона 𝐼
(𝑖)
app = 5 мкА/см2,

что соответствует возбудимому режиму. Каждый нейрон стимулируется последовательностью
импульсов Пуассона 𝐼(𝑖)𝑝 с определённой средней частотой λ, моделирующей внешнее воздействие.
Каждый пуассоновский импульс имеет постоянную длительность 10 мс и постоянную амплитуду,
которая выбирается независимо для каждого импульса из равномерного случайного распределения
в интервале [−1.8, 1.8]. Последовательности пуассоновских импульсов, подаваемые на разные

нейроны, независимы между собой. Синаптический ток 𝐼
(𝑖𝑗)
syn моделирует взаимодействие между

нейронами [23]:

𝐼(𝑖𝑗)syn =
𝑔syneff(𝑉

(𝑗) − 𝐸syn)

1 + exp(−(𝑉 (𝑖) − θsyn)/𝑘syn)
, (12)

где параметр 𝑔syneff описывает синаптический вес, модулируемый астроцитом, 𝐸syn = 0 мВ для
возбуждающего синапса, θsyn = 0 мВ, 𝑘syn = 0.2 мВ.

При возникновении потенциала действия на пресинаптическом нейроне происходит высво-
бождение порции нейромедиатора (в частности, глутамата). Уравнение, описывающее динамику
внеклеточной концентрации глутамата в окрестности нейрона, 𝐺(𝑖), имеет вид:

𝑑𝐺(𝑖)

𝑑𝑡
= −α𝐺𝐺(𝑖) + β𝐺𝐻(𝑉 ), (13)

где
𝐻(𝑉 ) =

1

1 + exp(−𝑉 (𝑖)/0.5)
, (14)

параметр α𝐺 = 25 с−1 определяет скорость релаксации концентрации до стационарного уровня,
а β𝐺 = 500 с−1 — эффективность высвобождения нейромедиатора.
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Астроцитарная сеть представляет собой решётку из 6 астроцитов, связанных посредством
диффузии ионов Ca2+ и молекул инозитол 1,4,5-трифосфата (ИТФ). Динамика внутриклеточной
концентрации Ca2+ астроцита включает в себя высвобождение Ca2+ из внутриклеточного хра-
нилища, эндоплазматического ретикулума (ЭР), в цитозоль с помощью рецепторов ИТФ (𝐽𝐼𝑃3),
процесс закачки Ca2+ обратно в ЭР посредством кальциевого насоса “SERCA” (𝐽pump), утечку
Ca2+ из ЭР в цитозоль (𝐽leak), а также кальциевый поток через плазматическую мембрану из
внеклеточного пространства в цитозоль (𝐽in) и обратно (𝐽out). Кальциевая динамика отдельно-
го астроцита описывается моделью Уллаха [20] с учётом диффузионных токов и может быть
представлена следующим дифференциальным уравнением:

𝑑[𝐶𝑎2+]
(𝑘)

𝑑𝑡
= 𝐽𝐼𝑃3 − 𝐽pump + 𝐽leak + 𝐽in − 𝐽out + 𝐽

(𝑘)
Cadiff , (15)

где индекс 𝑘 = 1, ..., 6; [𝐶𝑎2+](𝑘) — внутриклеточная концентрация Ca2+, 𝑡 — время в секундах.
Динамика внутриклеточной концентрации ИТФ, [𝐼𝑃3]

(𝑘), определяется продукцией ИТФ
Ca2+-зависимой фосфолипазой Cδ (𝐽𝑃𝐿𝐶δ), продукцией ИТФ фосфолипазой Сβ (𝐽glu), кото-
рая зависит от концентрации нейромедиатора (глутамата) во внеклеточной среде, и процессом
деградации молекул ИТФ [20]:

𝑑[𝐼𝑃3]
(𝑘)

𝑑𝑡
= 𝐽𝑃𝐿𝐶δ −

1

τ𝑟
( [𝐼𝑃3]

(𝑘) − [𝐼𝑃3
*] ) + 𝐽

(𝑘)
glu + 𝐽

(𝑘)
IP3diff . (16)

Инактивационная переменная, ℎ(𝑘), соответствует доле неинактивированных кальциевых
каналов на мембране ЭР и описывается следующим уравнением [20]:

𝑑ℎ(𝑘)

𝑑𝑡
= 𝑎2

[︃
𝑑2

[𝐼𝑃3]
(𝑘) + 𝑑1

[𝐼𝑃3](𝑘) + 𝑑3
(1− ℎ(𝑘))− [𝐶𝑎2+](𝑘)ℎ(𝑘)

]︃
. (17)

Уравнения для токов имеют вид

𝐽𝐼𝑃3 = 𝑐1𝑣1𝑚
3
∞𝑛3

∞ℎ3( [𝐶𝑎2+]𝐸𝑅 − [𝐶𝑎2+]), (18)

𝑚∞ =
[𝐼𝑃3]

[𝐼𝑃3] + 𝑑1
, (19)

𝑛∞ =
[𝐶𝑎2+]

[𝐶𝑎2+] + 𝑑5
, (20)

[𝐶𝑎2+]𝐸𝑅 =
𝑐0 − [𝐶𝑎2+]

𝑐1
, (21)

𝐽pump =
𝑣3[𝐶𝑎2+]

2

[𝐶𝑎2+]2 + 𝑘23
, (22)

𝐽leak = 𝑐1𝑣2( [𝐶𝑎2+]𝐸𝑅 − [𝐶𝑎2+]), (23)

𝐽in = 𝑣5 + 𝑣6
[𝐼𝑃3]

2

[𝐼𝑃3]
2 + 𝑘22

, (24)

𝐽out = 𝑘1[𝐶𝑎2+], (25)

𝐽𝑃𝐿𝐶δ = 𝑣4
[𝐶𝑎2+] + (1− α)𝑘4

[𝐶𝑎2+] + 𝑘4
, (26)
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где 𝑐0 = 2 мкМ, 𝑐1 = 0.185, 𝑣1 = 6 с−1, 𝑣2 = 0.11 с−1, 𝑣3 = 2.2 мкМ·с−1, 𝑣5 = 0.025 мкМ·с−1,
𝑣6 = 0.2 мкМ·с−1, 𝑘1 = 0.5 с−1, 𝑘2 = 1 мкМ, 𝑘3 = 0.1 мкМ, 𝑘4 = 1.1 мкМ, 𝑎2 = 0.14

мкМ−1 с−1, 𝑑1 = 0.13 мкМ, 𝑑2 = 1.049 мкМ, 𝑑3 = 0.9434 мкМ, 𝑑5 = 0.082 мкМ, α = 0.8,
1/τ𝑟 = 0.14 с−1, 𝐼𝑃 *

3 = 0.16 мкМ. Параметр 𝑣4 описывает скорость регенерации ИТФ и управляет
динамическим режимом астроцита. В данной модели все астроциты находятся в возбудимом
режиме и 𝑣4 = 0.3 мкМ·с−1.

Токи 𝐽
(𝑘)
Cadiff и 𝐽

(𝑘)
IP3diff моделируют диффузию ионов Ca2+ и молекул ИТФ соответственно

через гэп-контакты между астроцитами в сети и могут быть выражены следующим образом:

𝐽
(𝑘)
Cadiff = 𝑑𝐶𝑎(∆𝐶𝑎)(𝑘), (27)

𝐽
(𝑘)
IP3diff = 𝑑𝐼𝑃3(∆𝐼𝑃3)

(𝑘), (28)

где параметры 𝑑𝐶𝑎 = 0.001 с−1 и 𝑑𝐼𝑃3 = 0.12 с−1 описывают скорости диффузии ионов
Ca2+ и молекул ИТФ соответственно. (∆𝐶𝑎)(𝑘) и (∆𝐼𝑃3)

(𝑘) являются дискретными операторами
Лапласа:

(∆𝐶𝑎)(𝑘) =
𝑁∑︀

𝑚=1
[𝐶𝑎2+](𝑚) −𝑁 [𝐶𝑎2+](𝑘), (29)

(∆𝐼𝑃3)
(𝑘) =

𝑁∑︀
𝑚=1

[𝐼𝑃3]
(𝑚) −𝑁 [𝐼𝑃3]

(𝑘), (30)

где 𝑁 — количество ближайших соседей астроцита 𝑘: в рассматриваемой модели 𝑁 = 2 для
крайних левых и крайних правых элементов сети, 𝑁 = 3 — для центральных.

В модели предполагается, что каждый астроцит из сети взаимодействует с одним близрас-
положенным нейроном из нейронной сети посредством модуляции веса синаптической связи.
Повышение внутриклеточной концентрации Ca2+ индуцирует высвобождение глиатрансмиттера
из астроцита. В модели рассматривается действие астроцитарного глутамата на внесинаптиче-
ские NMDARs на постсинапсе, индуцирующее усиление постсинаптического тока нейрона 𝑗.
Динамикой глиатрансмиттера в модели нейрон-астроцитарной сети пренебрегается, и астроци-
тарная модуляция синаптической передачи описывается как Ca2+-зависимое изменение веса
(эффективности) синаптической связи 𝑖𝑗-го синапса:

𝑔syneff =

{︃
𝑔syn(1 + 𝑔astro[𝐶𝑎2+](𝑘)), если [𝐶𝑎2+](𝑘) > 0.2 мкМ,

𝑔syn, если [𝐶𝑎2+](𝑘) ⩽ 0.2 мкМ,
(31)

где 𝑔syn = 0.04 мСм/см2 — это синаптический вес без воздействия астроцита, параметр 𝑔astro > 0 —
эффективность астроцитарного воздействия на синапс.

Воздействие нейрона на астроцит описывается при помощи тока 𝐽glu, в который входит
внеклеточная концентрация нейромедиатора:

𝐽
(𝑘)
glu =

αglu

1 + exp

(︃
−𝐺(𝑖) − 0.4

0.01

)︃ , (32)

где параметр αglu определяет скорость производства ИТФ фосфолипазой Cβ и управляет сте-
пенью воздействия нейронов на астроциты. Описанные выше дифференциальные уравнения
интегрировались методом Рунге–Кутты 4 порядка с шагом интегрирования ∆𝑡 = 0.1 мc.

Для количественной оценки уровня корреляции сигнализации нейронной сети, индуци-
рованной влиянием астроцитов на синаптическую передачу, была выбрана мера когерентности,
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основанная на нормализованных кросс-корреляциях активности пар нейронов в сети [24]. Время
делилось на интервалы 𝑇 = 1500 мс. В каждом интервале была вычислена средняя частота
нейронной активности Ω, равная обратной величине среднего межимпульсного интервала в сети.
Далее интервал T делился на небольшие отрезки ∆𝑡 = τ = 0.1/Ω. Последовательности импульсов
нейронов были бинаризованы следующим образом: 0 — нет потенциала действия в окне τ, 1 — есть
потенциал действия в окне τ. Когерентность между двумя нейронами 𝑖 и 𝑗 измерялась их кросс-
корреляцией последовательностей импульсов с нулевой задержкой по времени во временном
интервале τ:

𝑘𝑖,𝑗(τ) =

𝑁∑︀
𝑙=1

𝑋(𝑙)𝑌 (𝑙)√︃
𝑁∑︀
𝑙=1

𝑋(𝑙)
𝑁∑︀
𝑙=1

𝑌 (𝑙)

, (33)

где 𝑇/𝑁 = τ, 𝑋(𝑙) и 𝑌 (𝑙) — бинаризованные последовательности импульсов нейронов.
Когерентность активности нейронной сети 𝑘(𝑡) вычислялась как среднее значение 𝑘𝑖,𝑗(τ)

по всем парам нейронов в сети. По полученным реализациям 𝑘(𝑡) были определены пики когерент-
ности на временах кальциевых импульсов в астроцитах ([𝐶𝑎2+] > 0.2 мкМ). Координированная
пачечная активность нейронной сети оценивалась по следующим характеристикам: максималь-
ное значение, ширина и период следования пиков когерентности. Ширина пиков вычислялась
на уровне 𝑘 = 0.85. Каждая характеристика была усреднена по всем Ca2+-импульсам астроцитов
в численном эксперименте.

2. Результаты

На все нейроны в сети подавалась внешняя шумовая стимуляция в виде последовательности
импульсов Пуассона со средней частотой λ. При генерации потенциалов действия пресинаптиче-
ским нейроном происходит увеличение внеклеточной концентрации глутамата, 𝐺, что, в свою
очередь, приводит к повышению уровня внутриклеточной концентрации ИТФ в связанном с дан-
ным нейроном астроците. Увеличение внутриклеточной концентрации ИТФ приводит к генерации
кальциевых импульсов в астроците. На рис. 2 представлены примеры временных реализаций
внутриклеточной концентрации Ca2+ (рис. 2, a) и ИТФ (рис. 2, b) астроцита. При достижении
внутриклеточной концентрацией Ca2+ порога в 0.2 мкМ активируется астроцитарная модуляция
веса синаптической связи между нейронами. Динамика мембранного потенциала соответствую-
щего постсинаптического нейрона представлена на рис. 2, c. Астроцитарная модуляция приводит
к формированию синхронной активности нейронной сети, которая представляет собой кор-
релированные во времени пачки импульсов (бёрсты) на временах Ca2+-динамики (рис. 2, c,
рис. 3, a, b). Для оценки степени синхронизации нейронов была вычислена когерентность ак-
тивности нейронной сети (рис. 3, c), а также рассчитаны её характеристики: максимальное
значение, длительность и период следования коррелированных пачек импульсов. На основе
предложенной модели нейрон-астроцитарной сети было проведено исследование характери-
стик астроцит-обусловленной координированной пачечной активности нейронов в зависимости
от ключевых параметров нейрон-астроцитарного взаимодействия и свойств внешней шумовой
стимуляции.

Основным параметром, регулирующим динамику нейронной сети, является средняя частота
внешнего шумового воздействия, λ. В модели были исследованы характеристики коррелированных
паттернов активности нейронов при варьировании λ. Увеличение частоты внешнего воздействия
приводит к росту частоты генерации потенциалов действия (ПД) в нейронной сети. С ростом
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a

b

c
Рис. 2. Динамика нейрон-астроцитарного взаимодействия: пример реализации внутриклеточной концентрации Ca2+ (a)
и ИТФ (b) астроцита, а также динамика мембранного потенциала постсинаптического нейрона (c) при 𝑔astro = 6,
λ = 20 Гц, αglu = 20 с−1

Fig. 2. Dynamics of neuron-astrocyte interaction: an example of the implementation of intracellular concentration of Ca2+ (a)
and 𝐼𝑃3 (b) of an astrocyte, as well as dynamics of the membrane potential of a postsynaptic neuron (c) at 𝑔astro = 6, λ = 20
Hz, αglu = 20 s−1

a

b

c

Рис. 3. Астроцит-индуцированная синхронизация в нейронной сети: растры нейронной (a) и астроцитарной (b)
активности, когерентность нейронной сети в окне 1500 мс (c) при 𝑔astro = 6, λ = 20 Гц, αglu = 20 с−1. Пунктирной
линией обозначен уровень, по которому определялась ширина пиков когерентности

Fig. 3. Astrocyte-induced synchronization in a neural network: raster plots of neuronal (a) and astrocytic (b) activity, coherence
of the neural network in a window of 1500 ms (c) at 𝑔astro = 6, λ = 20 Hz, αglu =20 s−1. The dotted line indicates the level
by which the width of the coherence peaks was determined

Ермолаева А. В., Казанцев В. Б., Гордлеева С. Ю.
Известия вузов. ПНД, 2025, т. 33, № 2 241



активности нейронной сети за счёт связи увеличивается частота генерации Ca2+-сигналов в аст-
роцитах (рис. 4, a) и, соответственно, частота коррелированных паттернов (уменьшается период
следования пиков когерентности, рис. 4, d). Полученные характеристики когерентности актив-
ности нейронной сети показали, что при увеличении параметра λ также растёт максимальное
значение (рис. 4, b) и длительность (рис. 4, c) синхронизации. При достаточно больших значениях
частоты внешнего воздействия значительно увеличивается средняя частота кальциевых сигналов
в астроцитарной сети и количество пиков когерентности, в результате чего среднее максимальное
значение пиков, 𝑘max, немного снижается.

Для анализа влияния астроцитов на синхронизацию активности нейронов была исследова-
на зависимость когерентности сигнализации нейронной сети от эффективности астроцитарной
регуляции синаптической передачи (𝑔astro). Астроцит-индуцированное усиление синаптической
передачи приводит к увеличению частоты генерации ПД нейронами. В свою очередь, повышение
частоты нейронной сети приводит к росту Ca2+-активности астроцитов (рис. 5, a). Анализ ха-
рактеристик когерентности нейронной сети показал, что усиление астроцитарного воздействия
приводит к усилению синхронизации в нейронном ансамбле: увеличивается максимальное значе-
ние величины 𝑘 (рис. 5, b), а также ширина пиков когерентности (рис. 5, c). При этом период
пиков уменьшается (рис. 5, d).

Также в модели была исследована зависимость характеристик коррелированных паттернов
активности нейронной сети от параметра αglu, моделирующего степень влияния нейронов на
астроциты. Усиление воздействия нейронов приводит к росту Ca2+-активности в астроцитарной
сети (рис. 6, a), что, в свою очередь, влияет на синхронизацию в нейронном ансамбле. Полученные
результаты показали, что при увеличении параметра αglu максимальное значение (рис. 6, b),

a b

c d
Рис. 4. Динамика нейрон-астроцитарной сети в зависимости от средней частоты внешнего шумового воздействия λ
при 𝑔astro = 6, αglu = 20 с−1: средняя частота генерации Ca2+-сигналов в астроцитах (a), максимальное значение (b),
ширина (c) и период следования (d) пиков когерентности нейронной сети

Fig. 4. Dynamics of the neuron-astrocyte network depending on the average frequency of external noise stimulation λ at
𝑔astro = 6, αglu = 20 s−1: the average frequency of generation of Ca2+ signals in astrocytes (a), the maximum value (b),
width (c) and period (d) of the coherence peaks of the neural network
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a b

c d
Рис. 5. Зависимость активности нейрон-астроцитарной сети от эффективности астроцитарной регуляции синаптической
передачи 𝑔astro при λ = 20 Гц, αglu = 20 с−1: средняя частота генерации Ca2+-сигналов в сети астроцитов (a),
максимальное значение (b), ширина (c) и период следования (d) пиков когерентности нейронов

Fig. 5. Dependence of the neuron-astrocytic network activity on the strength of astrocytic regulation of synaptic transmission
𝑔astro at λ = 20 Hz, αglu = 20 s−1: the average frequency of generation of Ca2+ signals in the astrocyte network (a),
the maximum value (b), width (c) and period (d) of the coherence peaks of neurons

a b

c d
Рис. 6. Зависимость динамики нейрон-астроцитарной сети от степени влияния нейронов на астроциты αglu при
λ = 20 Гц, 𝑔astro = 6: средняя частота генерации Ca2+-сигналов в астроцитах (a), максимальное значение (b),
ширина (c) и период следования (d) пиков когерентности нейронной сети

Fig. 6. Dependence of the neuron-astrocyte network dynamics on the influence strength of neurons on astrocytes αglu at
λ = 20 Hz, 𝑔astro = 6: the average frequency of generation of Ca2+ signals in astrocytes (a), the maximum value (b),
width (c) and period (d) of the coherence peaks of the neural network
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ширина (рис. 6, c) и частота (рис. 6, d) пиков когерентности также увеличиваются. Однако
при сильном воздействии нейронов на астроциты значительно увеличивается частота генерации
Ca2+-сигналов в астроцитарной сети и значение 𝑘max снижается (рис. 6, b).

Заключение

В данной работе представлена модель малого нейрон-астроцитарного ансамбля, описываю-
щая двунаправленное взаимодействие между нейронами и астроцитами. При выборе архитектуры
модели нейронной сети учитывался тот факт, что в реальных нейронных сетях мозга преоблада-
ют локальные связи между клетками [25]. В модели рассматривается астроцитарная регуляция
глутаматергической синаптической передачи, наблюдаемая экспериментально [26]. Показано,
что астроцит-индуцированная регуляция синаптической передачи приводит к возникновению
коррелированных во времени паттернов активности в нейронной сети. Были исследованы харак-
теристики данных паттернов в зависимости от средней частоты внешней шумовой стимуляции,
эффективности астроцитарной регуляции синаптической передачи, а также от степени влияния
нейронов на астроциты. С использованием полученных реализаций была вычислена когерентность
сигнализации нейронной сети и рассчитаны характеристики её пиков, а именно максимальное
значение, ширина и период следования.

Показано, что частота внешнего шумового воздействия влияет на синхронизацию активно-
сти нейронной сети: с увеличением частоты возрастает максимальное значение синхронизации,
частота и длительность коррелированных во времени паттернов активности нейронов. Такой
же эффект наблюдался при увеличении силы астроцитарной регуляции синаптической передачи.
Изменение степени влияния нейронов на астроциты также приводило к усилению синхронизации,
однако при больших значениях параметра синхронизация снижалась.

На текущий момент существует несколько работ, посвящённых исследованию влияния
астроцитарной регуляции синаптической передачи на синхронизацию нейронной активности.
Например, Дж. Уэйд с соавторами [27] представили математическую модель двунаправленного
нейрон-астроцитарного взаимодействия, состоящую из 10 нейронов “leaky integrate and fire” и
1 астроцита, динамика которого описывалась моделью Ли-Ринцеля. Модель учитывает глутамат-
индуцированную активацию внесинаптических NMDARs на постсинаптическом нейроне, а также
активацию пресинаптических метаботропных глутаматных рецепторов. Результаты исследования
показали, что модуляция синаптической передачи, опосредованная астроцитарным глутаматом,
вызывает координированную активность в отдалённых нейронах. В работе [28] с использованием
компьютерного моделирования и данных экспериментов было продемонстрировано, что астро-
цитарная регуляция синаптической передачи изменяет уровень синхронизации в нейронной сети:
увеличение силы астроцитарной регуляции приводит к снижению синхронизации нейронной
активности. Исследование проводилось с использованием минимальной модели, состоящей из
2 нейронов Морриса–Лекара и 1 астроцита, которая в дальнейшем была расширена до биолого-
правдоподобной модели нейрон-астроцитарной сети. В работе [29] было исследовано участие
астроцита в синхронизации соседних нейронов за счёт высвобождения астроцитарного глутамата
и D-серина и показано, что при высокочастотной стимуляции пресинаптических нейронов воздей-
ствие глиатрансмиттеров значительно повышает степень синхронизации в нейронной сети. Модель
нейрон-астроцитарной сети, предложенная в работе [30], состоит из 125 нейронов, динамика кото-
рых описывается уравнениями Ижикевича, и 100 астроцитов. На основе данной модели было об-
наружено, что в зависимости от степени нарушения синтеза глиатрансмиттеров, наблюдающегося
при патологии, синхронизация нейронных сетей может быть частично или полностью подавлена.
В нашей работе впервые была исследована зависимость характеристик синхронной активности
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нейронов, опосредованной астроцитами, от свойств внешней шумовой стимуляции, эффективно-
сти астроцитарной регуляции синаптической передачи и силы воздействия нейронов на астроциты.

Данная работа посвящена исследованию динамических механизмов взаимодействия ма-
лых нейронных и астроцитарных ансамблей методами биологоправдоподобного математического
моделирования. Результаты, полученные в настоящей работе, могут быть верифицированы в экспе-
риментальных исследованиях, посвящённых нейрон-астроцитарному взаимодействию на сетевом
уровне. Приведём несколько примеров таких работ. В работе [31] исследуются изменения коллек-
тивной активности нейронных и астроцитарных сетей in vivo при возникновении эпилептических
припадков. Во время эксперимента регистрировалась электрическая активность нейронов при
помощи микроэлектрода, а также кальциевая нейронная активность с помощью генетически
кодируемых кальциевых индикаторов. Использование двухфотонной кальциевой визуализации
позволило отслеживать активность и функциональные связи отдельных нейронов и астроцитов
в нескольких областях мозга. Уровень высвобождаемого глутамата регистрировался при помощи
флуоресцентного глутаматного индикатора. Для усиления воздействия астроцитов на нейроны
использовалась оптогенетическая активация глиальных клеток. Благодаря гэп-контактам меж-
ду астроцитами кальциевые сигналы распространяются по астроцитарным сетям, в результате
чего астроциты способны регулировать активность целых доменов нейронных сетей. В данной
работе было показано, что активация астроцитарных сетей приводит к значительному увеличе-
нию нейронной активности благодаря действию глутамата и гэп-контактам между астроцитами.
М. Гóмес–Гонсало с соавторами исследовали взаимосвязь между повышением уровня Ca2+ в
астроцитах и медленными входными токами (SICs) в нейронах срезов гиппокампа мышей [32].
При увеличении внутриклеточной концентрации Ca2+ в астроцитах происходит высвобождение
глутамата, что, в свою очередь, приводит к активации NMDARs на мембране постсинаптических
нейронов и генерации SICs. Для измерения электрической активности нейронов в данной работе
использовался метод «патч-кламп», а кальциевые сигналы в астроцитах регистрировались при
помощи флуоресцентной микроскопии. Для анализа влияния глутамата на динамику SICs исполь-
зовались стимуляторы и блокаторы трансмиттеров. В работе [33] с использованием кальциевой
визуализации было проведено исследование сетей пирамидальных клеток из области CA3 культур
гиппокампа и показано, что астроцит-индуцированная активация пресинаптических mGluRs I
и II групп приводит к коррелированным во времени паттернам активности нейронов. Было также
обнаружено, что ингибирование кальциевой сигнализации в астроцитах посредством внутрикле-
точной инъекции кальциевого хелатора значительно подавляло синхронизацию нейронных сетей.

Представленная в данной работе модель позволяет исследовать влияние различных парамет-
ров нейрон-астроцитарного взаимодействия, в частности, астроцитарной модуляции синаптиче-
ской передачи, на характеристики коррелированных во времени паттернов активности нейронов.
Исследование пространственной синхронизации в нейрон-глиальных сетях мозга имеет большое
значение для диагностики и лечения нейродегенеративных заболеваний, а предложенная модель
может стать хорошим инструментом для количественной оценки влияния различных параметров
на коллективную динамику нейрон-астроцитарных сетей мозга.
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Аннотация. Цель данной работы — исследовать динамические механизмы решения рекуррентными нейронными
сетями когнитивной задачи двухальтернативного выбора с контекстом, вырабатываемые в процессе обучения с подкреп-
лением, и развить методологию анализа таких моделей на основе теории динамических систем. Методы. Построен
ансамбль нейросетей с кусочно-линейной функцией активации. Модели оптимизировались с помощью метода обучения
с подкреплением — проксимального обновления стратегии. Структура испытания с постоянными стимулами в течение
длительного этапа позволяет трактовать входы в качестве параметров системы и рассматривать систему как автономную
на конечных временных интервалах. Результаты. Выявлен и описан динамический механизм двухальтернативного
выбора в терминах аттракторов автономных систем. Описаны возможные типы аттракторов в рассматриваемой модели
и изучено распределение типов аттракторов в ансамбле моделей относительно параметров когнитивной задачи. В по-
лученных сетях выявлено устойчивое по ансамблю моделей разделение на функциональные популяции. Исследован
процесс эволюции состава данных популяций в процессе обучения. На основе полученного понимания динамического
механизма была сконструирована двумерная сеть, решающая упрощённую задачу двухальтернативного выбора без
контекста. Заключение. Предложенный подход позволяет качественно описать механизм решения задачи в терминах
аттракторов. Подобное описание позволяет исследовать динамику функциональных моделей и выделять стоящие
за динамическими объектами популяции. Данный подход позволяет отслеживать эволюцию аттракторов системы
и соответствующих популяций в процессе обучения.

Ключевые слова: рекуррентная нейронная сеть, обучение с подкреплением, когнитивная задача, аттрактор, популяци-
онная динамика.
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Abstract. Purpose. This paper aims to elucidate the dynamic mechanism underlying context-dependent two-alternative
decision-making task solved by recurrent neural networks through reinforcement learning. Additionally, it seeks to develop a
methodology for analyzing such models based on dynamical systems theory. Methods. An ensemble of neural networks with
piecewise linear activation functions was constructed. These models were optimized using the proximal policy optimization
method. The trial structure, featuring constant stimuli over extended periods, allowed us to treat inputs as system parameters
and consider the system as autonomous during finite time intervals. Results. The dynamic mechanism of two-alternative
decision-making was uncovered and described in terms of attractors of autonomous systems. The possible types of attractors
in the model were characterized, and their distribution within the ensemble of models relative to the cognitive task parameters
was studied. A stable division into functional populations was observed in the ensemble of models, and the evolution of
these populations’ composition was examined. Conclusion. The proposed approach enables a qualitative description of the
problem-solving mechanism in terms of attractors, facilitating the study of functional model dynamics and identification
of populations underlying dynamic objects. This methodology allows for tracking the evolution of system attractors and
corresponding populations during the learning process. Furthermore, based on this understanding, a two-dimensional network
was developed to solve a simplified context-free two-alternative decision problem.
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Введение

Математические модели нейронных сетей — объект исследования как минимум двух круп-
ных направлений: вычислительной нейронауки и машинного обучения. В каждом из этих направ-
лений нейросети рассматриваются со своей точки зрения и с определенным набором методов.
Оба указанных способа изучения нейронных сетей уходят своими корнями в общую идею матема-
тически описать информационные функции нервной системы и использовать полученные знания
в прикладных целях. Исторически в каждом направлении были выработаны свойственные именно
ему методы и подходы, однако всегда наблюдался взаимный интерес и попытка заимствовать
идеи из соседней области. Такая тенденция сближения особенно ярко наблюдается в последнее
десятилетие, когда в области машинного обучения всё чаще делаются попытки включать в модели
ранее игнорируемые свойства биологических нейронных сетей (например, спайковую динамику,
локальные правила обучения и др.) с целью построения энергоэффективных систем нейроморф-
ного искусственного интеллекта. С другой стороны, в вычислительной нейронауке также всё

*The paper presents materials of a talk given at the conference “Neuroinformatics — 2024”.
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больше распространяются примеры успешного применения методов машинного обучения, причём
не только для обработки высокоразмерных данных, но и для построения моделей нового класса —
функциональных искусственных нейронных сетей [1–5]. В такие модельные сети закладываются
определенные аспекты биологического прототипа (например, рекуррентная структура связей,
спайковая динамика, принцип Дейла о соотношении возбуждающих/тормозных синапсов и др.),
и далее они настраиваются методами машинного обучения на задачах, основанных на экспери-
ментах сенсомоторного преобразования лабораторными животными [1,3, 6–12]. В экспериментах
изучается, как сенсорные и поведенческие переменные отражаются в активности нейронов раз-
личных отделов мозга. Одним из ключевых достижений такого анализа стал тот обнаруженный
факт, что электрохимическая активность нейронных популяций при выполнении испытуемыми
животными целевых задач происходит в соответствующем многомерном фазовом пространстве
в окрестности низкоразмерных многообразий [13–15]. Свойства данных многообразий определя-
ются как структурными и динамическими характеристиками нейронных сетей, так и параметрами
входных стимулов решаемых задач. Для исследования базовых принципов в основе этого явления
как раз и разрабатываются функциональные нейронные сети. В случае рекуррентных связей
полученные после обучения сети являются многомерными динамическими системами, которые
можно анализировать методами нелинейной динамики, с помощью которых можно сопоставить
траектории фазового пространства с параметрами решаемой задачи [16–20].

Рекуррентные искусственные нейронные сети с кусочно-линейной функцией активации —
один из наиболее распространённых классов моделей в рамках описанного подхода. Они вы-
числительно просты и имеют ясную нейробиологическую интерпретацию. Кроме того, модели
данного класса часто применяются в прикладных задачах машинного обучения, что значительно
расширяет арсенал методов оптимизации. Несмотря на кажущуюся простоту и распространён-
ность, зачастую такие модели остаются своего рода «чёрным ящиком», и лишь в редких случаях
исследователи анализируют механизмы их внутренней динамики [21].

Среди широкого набора методов машинного обучения можно выделить три наиболее
распространённых: обучение с учителем, без учителя и с подкреплением. Обучение с учителем —
наиболее известный класс алгоритмов, и хотя есть множество работ на его основе, которые
пролили свет на некоторые детали динамики нейронных сетей [4, 7, 16, 18, 22], данный метод
биологически нерелевантен, и интерес представляет лишь непосредственно сама обученная сеть.
Обучение с подкреплением, в свою очередь, опирается при обучении на те же данные, что
и биологический агент — на сигнал награды, поэтому интерес для исследования представляет
также сам процесс обучения модели.

В данной работе обучен с подкреплением ансамбль рекуррентных нейронных сетей
с кусочно-линейной функцией активации. Выделены популяции нейронов, которые реализуют
динамические механизмы, отвечающие за решение модельной когнитивной задачи — контекстно-
зависимого двухальтернативного выбора, а также изучена эволюция популяций в процессе
обучения.

1. Когнитивная задача двухальтернативного выбора с контекстом

В качестве целевой в данной работе выбрана задача контекстно-зависимого двухальтерна-
тивного выбора [7], которая в экспериментах когнитивной нейронауки применяется для изучения
свойств кодирования перцептивных стимулов, рабочей памяти и принятия решения. В про-
тотипном биологическом эксперименте испытуемому животному (как правило, обезьяне) де-
монстрируют экран с двигающимися точками, имеющими два признака: цвет (один из двух)
и выделенное направление движения (одно из двух). В начале каждого испытания испыту-
емому подается специальный сигнал контекста, который информирует о том, какой признак
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в сенсорном сигнале нужно выделить. В конце испытания животное сообщает движением глаз
о преобладающем цвете или о преобладающем направлении движения в зависимости от контекста.

В нашей работе в качестве агента выступает нейронная сеть, для которой сенсорные
сигналы, поступающие от среды в каждый момент времени, моделировались вектором

s𝑡 = (𝐹,𝐴1, 𝐴2, 𝐵1, 𝐵2, 𝐶𝐴, 𝐶𝐵), s𝑡 ∈ R7. (1)

Здесь 𝐹 ∈{0, 1} — сигнал фиксации, сообщающий о начале и конце испытания, 𝐴1,2∈ [0, 1] —
информационные сигналы, моделирующие долю точек одного цвета и долю точек другого,
𝐵1,2 ∈ [0, 1] — аналогичная пара для признака движения, 𝐶𝐴,𝐵 ∈ {0, 1} : 𝐶𝐴 ̸= 𝐶𝐵 — бинарные
сигналы контекста, 𝑡 — дискретное время.

При обучении и тестировании моделей на входные сигналы накладывался шум 𝒩 (0.1).
Параметрами испытания выступали когерентности пар стимулов и контекст:

coh𝑎 = 𝐴1 −𝐴2, coh𝑏 = 𝐵1 −𝐵2, 𝐶𝐴, 𝐶𝐵.

Агент должен сравнивать 𝐴1 и 𝐴2 в случае 𝐶𝐴 = 1 и 𝐵1 и 𝐵2 в случае 𝐶𝐵 = 1.
Помимо сенсорных сигналов, в каждый момент времени также генерируется скалярный

сигнал награды 𝑟𝑡.
В одном испытании можно выделить 4 этапа, в течение каждого из которых компоненты

вектора s𝑡 — постоянный сигнал с наложенным на него нормальным шумом.

1. Этап фиксации. Этап, разделяющий испытания. Сигналов стимула нет, присутствуют только
сигналы фиксации и контекста (пример s𝑡 = (1, 0, 0, 0, 0, 1, 0)).

2. Этап стимулов. Этап подачи стимулов. В дополнение к сигналам фиксации и контекста
подаются также сигналы стимулов (пример s𝑡 = (1, 0.3, 0.7, 0.2, 0.8, 1, 0)).

3. Этап задержки. Агент должен запомнить правильный ответ и держать его в памяти
некоторое время. Сенсорные сигналы на этом этапе совпадают с сигналами этапа фиксации.

4. Этап принятия решения. На данном этапе от агента ожидается ответ. Все сенсорные
сигналы, кроме сигнала контекста, равны нулю.

Решение сети — это один из 3 вариантов: (A1,A2,A3) = (Фиксация, Первый стимул сильнее
второго, Второй сильнее первого)

В течение этапа фиксации от агента требуется выбирать A1 в каждый момент времени,
и в случае неверного ответа выдаётся небольшая отрицательная награда (𝑟𝑡 = −0.1). Во время
этапа принятия решения от агента ожидается ответ. Если на этапе стимулов когерентность пары
стимулов, на которую указывает контекст испытания, была отрицательной, — ответ A2, иначе — A3.
За правильный ответ агент получает награду (𝑟𝑡 = 1). В остальные моменты времени награда
𝑟𝑡 = 0.

В качестве агента выступала рекуррентная нейронная сеть из 𝑁 нейронов, внутренняя
динамика и выходы которой описываются системой{︃

h𝑡+1 = ReLU(Us𝑡 +Wh𝑡),

out𝑡 = Oh𝑡,

ReLU(𝑥) =

⎧⎨⎩𝑥, 𝑥 ⩾ 0,

0, 𝑥 < 0,

где W ∈ R𝑁×𝑁 — рекуррентные веса сети, U ∈ R𝑁×7 — входные веса сети, h ∈ R𝑁 —
скрытое состояние сети или активность нейронов, s ∈ R7 — вход сети, out ∈ R3 — отклик сети,
а O ∈ R3×𝑁 — выходные веса сети.
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Для получения дискретного ответа отклик интерпретировался как ненормированная лога-
рифмическая вероятность. Нормировка проводилась с помощью функции Softmax:

𝑑𝑡𝑗 =
𝑒out

𝑡
𝑗∑︀3

𝑘=1 𝑒
out𝑡𝑘

.

На основе полученного распределения вероятностей d выбирался случайный ответ
сети из A .

2. Динамика рекуррентных нейронных сетей
с кусочно-линейной функцией активации

В нашей работе мы рассматриваем динамику полносвязной рекуррентной сети с функцией
активации ReLU. Динамика такой системы из 𝑁 нейронов описывается следующим отображением:

h𝑡+1 = ReLU(Us𝑡 +Wh𝑡). (2)

Временная структура испытания такова, что на вход сети длительное время подаются
постоянные стимулы. Это позволяет нам внутри одного этапа испытания рассматривать s = Us𝑡
в (2) как параметр системы, то есть рассматривать автономную динамику системы:

h𝑡+1 = ReLU(s+Wh𝑡). (3)

Мы можем разделить действие отображения (3) на шаг линейной системы и последующее
применение ReLU к вектору состояния:

g𝑡 = s+Wh𝑡,

h𝑡+1 = ReLU(g𝑡).

В случае если все компоненты вектора g𝑡 ⩾ 0 : h𝑡+1 = g𝑡, то есть в строго положительной
области фазового пространства, динамика системы (3) совпадает с динамикой линейной системы
без функции активации:

h𝑡+1 = s+Wh𝑡. (4)

В системе (4) существует одна неподвижная точка:

h* = (1−W)−1s, (5)

где 1 ∈ R𝑁×𝑁 — единичная матрица.
Если все ℎ*1,2,...,𝑁 > 0, то h* — неподвижная точка системы (3), причём единственная в стро-

го положительной области фазового пространства (то есть все ℎ*1,2,...,𝑁 > 0). Иные неподвижные

точки могут существовать только на границах этой области (
∏︀𝑁

𝑖=1 ℎ𝑖 = 0).
Предположим, что в системе есть такая неподвижная точка. Так как она находится на

границе положительной области, одна или несколько из компонент h* равны нулю. Пусть ℎ*𝑖 = 0,
тогда справедливо⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ℎ*1
ℎ*2
. . .
0
. . .

ℎ*𝑁−1

ℎ*𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= ReLU

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑊1,1 𝑊1,2 . . . 𝑊1,𝑖 . . . 𝑊1,𝑁

𝑊2,1 𝑊2,2 . . . 𝑊2,𝑖 . . . 𝑊2,𝑁

. . .
𝑊𝑖,1 𝑊𝑖,2 . . . 𝑊𝑖,𝑖 . . . 𝑊𝑖,𝑁

. . .
𝑊𝑁−1,1 𝑊𝑁−1,2 . . . 𝑊𝑁−1,𝑖 . . . 𝑊𝑁−1,𝑁

𝑊𝑁−,1 𝑊𝑁,2 . . . 𝑊𝑁,𝑖 . . . 𝑊𝑁,𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ℎ*1
ℎ*2
. . .
0
. . .

ℎ*𝑁−1

ℎ*𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑠1
𝑠2
. . .
𝑠𝑖
. . .

𝑠𝑁−1

𝑠𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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Если вычеркнуть из h* нулевую компоненту — получим неподвижную точку редуцирован-
ной системы, которую мы можем получить, вычеркнув в W 𝑖-е строку и столбец, а в s — 𝑖-й
элемент. Этой процедурой мы вычеркнем элементы, которые входили как слагаемые в уравнения
других компонент с множителем ℎ*𝑖 = 0, поэтому на остальные компоненты h* это не повлияет.

Так как все компоненты рассматриваемой траектории положительные, то опустим функцию
ReLU и получим следующую систему:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ℎ*1
. . .
ℎ*𝑖−1

ℎ*𝑖+1

. . .
ℎ*𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑊1,1 . . . 𝑊1,𝑖−1 𝑊1,𝑖+1 . . . 𝑊1,𝑁

. . .
𝑊𝑖−1,1 . . . 𝑊𝑖−1,𝑖−1 𝑊𝑖−1,𝑖+1 . . . 𝑊𝑖−1,𝑁

𝑊𝑖+1,1 . . . 𝑊𝑖+1,𝑖−1 𝑊𝑖+1,𝑖+1 . . . 𝑊𝑖+1,𝑁

. . .
𝑊𝑁,𝑁 . . . 𝑊𝑁,𝑖−1 𝑊𝑁,𝑖+1 . . . 𝑊𝑁,𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
ℎ*1
. . .
ℎ*𝑖−1

ℎ*𝑖+1

. . .
ℎ*𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑠1
. . .
𝑠𝑖−1

𝑠𝑖+1

. . .
𝑠𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Если неподвижная точка h* имеет несколько нулевых координат, то нужно повторить
описанную процедуру для каждой нулевой компоненты. Полученную в результате проведенной
процедуры систему вида (4) с матрицей рекуррентных связей Wred. и вектором параметров sred.
будем называть редуцированной относительно h*.

Условимся сохранять индексирование при проведении этой процедуры, тогда каждой
неподвижной точке системы (3) можно сопоставить редуцированную линейную систему, в которой
координаты этой точки ищутся как

h*
red. = (1−Wred.)

−1sred.. (6)

Заполнив нулями пропущенные индексы в h*
red., при условии, что для всех пропущенных

индексов 𝑛 изначальной системы выполнено

𝑠𝑛 +
∑︁
𝑖

ℎ*red.𝑖 𝑊𝑛𝑖 ⩽ 0,

мы получим неподвижную точку изначальной системы (3). Заметим, что характер устойчивости
неподвижной точки линейной системы (4) полностью описывается спектром собственных чисел
матрицы весов W. Условимся, что собственные числа λ отсортированы по убыванию их модуля,
тогда если |λ0| < 1 — точка устойчивая, если |λ0| > 1, но ∃𝑛 : |λ𝑛| < 1 — точка седловая или же
седло-фокус. Если все |λ1,2,...,𝑁 | > 1, имеем неустойчивые фокус или узел.

Таким образом, можно каждой неподвижной точке системы (3) сопоставить единственную
неподвижную точку h*

red. в системе вида (4) меньшей размерности. Характер устойчивости точки
в полной системе (3) совпадает с характером устойчивости неподвижной точки в соответствующей
ей редуцированной системе, но в окрестности точки при переходе от (4) к (3) могут появиться
новые особые траектории.

В случае |λ0| < 1 устойчивые точки сохраняют свою устойчивость, а новые траектории
не появляются.

В случае |λ0| > 1, Im (λ0) = 0, на границах положительной области фазового пространства
могут появиться новые неподвижные точки.

В случае |λ0| > 1, Im (λ0) ̸= 0 в окрестности неустойчивого фокуса могут появиться
устойчивые квазипериодические траектории.

Для иллюстрации описанных эффектов на рис. 1 даны фазовые портреты систем вида (4)
(красным) и систем вида (3) (синим). На рис. 1, a неустойчивые сепаратрисы седла пересекаются
с границами положительной области и на последних возникают устойчивые неподвижные точки.
На рис. 1, b, f продемонстрировано появление устойчивой квазипериодической траектории вокруг
неустойчивого фокуса. Причем на рис. 1, f в системе существует устойчивая квазипериодическая
траектория, но нет глобальной устойчивости. Рис. 1, c, d иллюстрируют сохранение устойчивости.
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Рис. 1. Изменения фазовых траекторий при переходе от линейной системы к системе с ReLU на примере дву-
мерной системы. Красные траектории — это траектории линейного отображения, а синие — отображения с ReLU.
Все траектории выпущены из случайных точек в окрестности неподвижной точки (цвет онлайн)

Fig. 1. Phase trajectory changes during the transition from a linear system to a system employing the ReLU activation
function, illustrated using a two-dimensional system. Red lines represent trajectories under linear mapping, while blue lines
depict trajectories under ReLU mapping. All trajectories originate from random initial points in the vicinity of a fixed point
(color online)
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Рис. 1, e показывает, как устойчивая точка линейной системы за границей положительной области
притягивает к этой границе траектории, и на ней появляется устойчивая неподвижная точка.

Заметим, что количество редуцированных систем конечно. Перебрав все возможные реду-
цированные системы и найдя в них неподвижные точки, можно найти все неподвижные точки
системы (3). Число редуцированных систем 𝑁 -мерной системы (3), полученное пересчётом всех
комбинаций редуцируемых компонент, равно

2𝑁 − 1.

Поэтому алгоритм полного обхода может быть применён только для систем с небольшим 𝑁 или
для отдельных систем с привлечением высокопроизводительных параллельных вычислений.

Более эффективно использовать сформулированные критерии для оценки редуцированных
систем вдоль траектории исследуемой системы из численного эксперимента. Именно этот подход
и продемонстрирован в следующем разделе.

3. Анализ ансамбля функциональных моделей

Мы обучили ансамбль из 89 моделей вида (2) с 𝑁 = 250 решению задачи, описанной
в разделе 1. Веса моделей были инициализированы случайным равномерным распределением,
как параметры для оптимизации выступали матрицы W,U и O.

Для обучения мы использовали алгоритм обучения с подкреплением — проксимальное
обновление стратегии [23]. Данный алгоритм использует для оптимизации весов сигнал награды и
не требует отдельного сигнала ошибки. Для градиентного спуска применялся алгоритм Adam [24].
Мы использовали реализацию алгоритма в пакете StableBaselines3, гиперпараметры указаны
в Таблице. Количество шагов среды, по которым происходило обновление весов, 32000.

В процессе обучения и тестирования сети на входные сигналы задачи накладывался шум.
Для исследования динамики рассматривалась активность сети в ответ на незашумлённые сигна-
лы среды.

Критерием остановки выступало достижение сетью точности ответов 0.95. Под точно-
стью подразумевается средняя вероятность выбора правильного ответа в наборе зашумлённых
испытаний.

Мы исследовали аттракторы обученной системы, существующие внутри каждого из этапов
испытания, и их взаиморасположение, лежащее в основе решения когнитивной задачи.

Для иллюстрации динамического механизма на рис. 2 дана первая главная компонента
активности сети в течение серии испытаний. Для формирования рисунка сеть стартовала с одного
и того же состояния, поэтому на первом этапе траектории совпадают. На этапе подачи стимулов
активность сети сходится в окрестность неподвижной точки, положение которой определяется
когерентностью испытания. На этапе задержки существует мультистабильность — на данном

Таблица. Гиперпараметры алгоритма обучения, с которыми
обучался ансамбль

Table. Hyperparameters of the learning algorithm that the ensemble
was trained with

PPO Adam
γ 0.99 β1 0.9
λ𝑔𝑎𝑒 0.95 β2 0.999
ε 0.2 learning rate 0.0003
ent coef 0 max grad norm 0.5
vf coef 0.5
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Рис. 2. Главная компонента активности сети в течение двух испытаний с разным конекстом. Сигналы задачи подавались
без шума. Цветом обозначена когерентность основной пары стимулов в этих испытаниях. Этап испытания удлинён
в 4 раза по сравнению с обучением (цвет онлайн)

Fig. 2. The principal component of network activity during two trials with different contexts. Task signals were transmitted
without noise. Color represents the coherence of the primary stimulus pair in these trials. The trial is extended fourfold
compared to the training phase (color online)

этапе в системе существует три аттрактора: по одному на каждый ответ системы. В зависимости
от того, в бассейн какого из них изображающая точка пришла на прошлом этапе, активность
притягивается к одному из этих аттракторов. Заметим, что в сети, приведённой для примера, ат-
трактор, соответствующий положительной когерентности, является квазипериодическим. Нулевая
фиксация «сбрасывает» состояние сети, и в ней появляется третий аттрактор, соответствующий
ответу фиксации.

Второе испытание — это испытание с теми же когерентностями, но другим контекстом.
Можно видеть, что аттракторы, кодирующие одну и ту же когерентность в разных контекстах,
могут быть разного типа.

При рассмотрении главных компонент или активности отдельных нейронов при выходе на
аттрактор всегда встаёт вопрос того, завершился ли переходный процесс. Для исследования типов
обнаруженных аттракторов мы применили описанный в первом разделе подход. На рис. 3 приведён
пример активности, где одна и та же рекуррентная сеть выходит на аттракторы разного типа.

Для поиска аттракторов системы мы получали длинные траектории (0,h1, . . . ,h𝑇 ) на каж-
дом этапе, указанном на рис. 3, а. Чтобы убедиться в том, что система вышла в окрестность
аттрактора, мы рассматривали редуцированную систему относительно активности ht. Активность
сети нейронов на соответствующих этапах испытаний приведена на рис. 3, b. Знак коорди-
нат неподвижной точки sign(h*

red.) для редуцированной системы относительно ht приведен на
рис. 3, c. Если все координаты неподвижной точки редуцированной системы положительные
и эта точка устойчива, то система вышла на аттрактор — неподвижную точку. Устойчивость точки
определяется набором собственных чисел редуцированной системы, описывающей динамику
активных нейронов. Собственные числа такой системы для последнего момента каждого из 6 эта-
пов приведены на рис. 3, d. Часть траектории квазипериодического аттрактора лежит на границах
положительной области, а неподвижная точка в этом случае имеет комплексно-сопряжённые
собственные числа с модулем больше единицы.

Мы обнаружили, что вероятность найти квазипериодический аттрактор на плоскости
когерентности распределена неравномерно. Для малых по модулю значений когерентности ве-
роятность найти квазипериодический аттрактор значительно выше. Распределение вероятности
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Рис. 3. a — Пример двух последовательных испытаний без периода принятия решения. b — Активность сети h𝑡

в течение данной пары испытаний. c — Знак активности sign (h𝑡) во время испытаний. Белым цветом обозначен
ноль, красным и синим — положительная и отрицательная активность соответственно. d — Собственные числа
редуцированной системы для h𝑡, где 𝑡 ∈ (64, 128, 192, 256, 320) (цвет онлайн)

Fig. 3. a — Example of two consecutive trials without a decision period. b — Network activity ht during these two trials.
c — Sign of ht during this pair of trials. White indicates zero, while red and blue represent positive and negative values,
respectively. d — Eigenvalues of the reduced system calculated for h𝑡 at time points 𝑡 ∈ 64, 128, 192, 256, 320 (color online)

Рис. 4. Вероятность того, что пару когерентностей на этапе
стимулов будет кодировать квазипериодический аттрактор,
посчитанная для обученного ансамбля (цвет онлайн)

Fig. 4. The probability of encoding a pair of coherences during
the stimulus period by a quasi-periodic attractor (color online)

того, что пару когерентностей будет кодиро-
вать квазипериодический аттрактор, дано на
рис. 4. Данное распределение построенно по
обученному нами ансамблю из 89 сетей. Для
получения вероятности на систему подавался
длительный постоянный вход, соответствую-
щий входам с определённой парой когерент-
ностей, по вышеописанному критерию опре-
делялся тип аттрактора системы при таком
значении входа. Для каждой сети таким об-
разом была получена пара бинарных матриц
V𝐴,V𝐵 ∈ Bcoh𝐴×coh𝐵 . Чтобы получить усред-
нённую матрицу V, перейдём от конкретных
когерентностей к основной и побочной, транс-
понируя второе слагаемое: V = 1

2(V𝐴 +V𝑇
𝐵).

На рис. 4 представлена матрица, усреднённая
по всем 𝑀 моделям:

1

𝑀

𝑀∑︁
𝑖=1

V𝑖.
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Мы разделили нейроны сети на 4 популяции на основании следующего критерия: участ-
вует ли каждый из них в стационарной динамике во время удлинённого этапа стимулов для
определённого знака когерентности.

1. Не участвует в стационарной динамике.
2. Участвует в стационарной динамике в испытаниях с coh < 0.
3. Участвует в стационарной динамике в испытаниях с coh > 0.
4. Участвует в стационарной динамике в испытаниях с любой coh.

Разделение нейронов происходило на основе активности в течение серии испытаний с удли-
нёнными этапами, рассматривалась только активность во второй половине этапа. Эволюция
состава этих популяций дана на рис. 5. График по оси абсцисс нормирован по точности сети
в процессе обучения, при этом точки снимались через равное количество шагов отображения;
ниже даны модули собственных чисел в каждой точке. Плотный кластер точек на уровне 0.5
демонстрирует, что на этом уровне находится плато по точности. Можно видеть, что популяции 2
и 3 появляются на этом плато и растут вместе с точностью. Между этими популяциями в обучен-
ной сети существует определённая структура связности, четко различимая на графике матрицы
рекуррентных весов.

В процессе обучения равномерно распределённая матрица становится ближе к нормальному
распределению. В спектре матрицы смежности появляются собственные числа больше единицы
по модулю.

Рис. 5. Эволюция популяций нейронов, селективных в стационарной активности относительно параметров испытания.
Нейроны в матрицах смежности отсортированы так же, как на картинке с эволюцией. В нижней строке показано рас-
пределение всех рекуррентных весов и собственные числа на комплексной плоскости для инициализации и обученной
сети. Между распределениями показана эволюция модулей собственных чисел (цвет онлайн)

Fig. 5. Evolution of neuronal populations exhibiting selectivity for stationary activity in relation to trial parameters. The lower
panel shows the distribution of all recurrent weights and eigenvalues in the complex plane at both initialization and after
training. The changes in the magnitudes of eigenvalues across these distributions are depicted (color online)
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4. Построение двумерной сети,
решающей когнитивную задачу двухальтернативного выбора

В данном разделе на основе полученных результатов построим двумерную сеть вида (2),
способную решать упрощённую задачу двухальтернативного выбора без контекста. Эта задача
фактически представляет собой вышеописанную задачу, в которой отсутствуют сигналы контекста
и вторая пара стимулов: ssimpl

𝑡 = (𝐹,𝐴1, 𝐴2). Модель описывается системой двух уравнений вида

h𝑡+1 = ReLU(Ussimpl
𝑡 +Wh𝑡).

Подобная низкоразмерная система наглядно демонстрирует динамический механизм решения
рассматриваемой задачи. Для однозначного задания модели необходимо задать входные веса U
и рекуррентные веса W.

Для того чтобы на фазовой плоскости возникла мультистабильность, выберем параметры
таким образом, чтобы в положительной области фазовой плоскости была седловая точка psad..
Представим матрицу рекуррентных весов в виде

Wrec =

⎡⎣ | |
v1 v2

| |

⎤⎦[︂λ1 0
0 λ2

]︂⎡⎣ | |
v1 v2

| |

⎤⎦𝑇

,

где 𝑣1,2 — собственные векторы, λ1,2 — собственные числа. Вектор параметров 𝑠 = Ussimpl
𝑡

определяет координаты неподвижной точки в линейной системе (4). Запишем произведение
матрицы входных весов и входного сигнала как сумму трёх векторов:

Ussimpl
𝑡 = f𝐹 + c𝐴1 + d𝐴2.

Тогда в матрицу входных весов эти векторы войдут в виде столбцов

U =

⎡⎣ | | |
f c d
| | |

⎤⎦ .

Заметим, что если в линейной системе вида (4) есть седловая точка и мы хотим получить
систему с функцией ReLU, в которой есть устойчивая неподвижная точка, необходимо чтобы
одна из координат седловой точки была отрицательной. В примере, указанном на рис. 6, от-
рицательной координатой является ℎ2. Траектория, выпущенная из окрестности неподвижной
точки (например, 𝑝+1), будет двигаться вдоль неустойчивого собственного вектора вправо, пе-
ресекая границу положительной области фазового пространства ℎ1 = 0, «прижмётся» к ней и
асимптотически будет стремиться к устойчивой неподвижной точке на этой границе. Выберем
параметры таким образом, чтобы неподвижные точки линейной системы в период стимулов для
всех когерентностей имели одну и ту же координату ℎ1.

Обозначим координаты неподвижной точки линейной системы для конкретной когерент-
ности coh как pcoh. Согласно (6) выразим векторы параметров на каждом из этапов испытания
через координаты неподвижной точки линейной системы:

sfix. = f = (1−W)psad.,

scoh=−1 = f + c = (1−W)p−1,

scoh=0 = f +
1

2
(c+ d) = (1−W)p0,

scoh=+1 = f + d = (1−W)p+1.
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Перейдем к уравнениям для векторов-столбцов матрицы входных весов:

f = (1−W)psad.,

x = (1−W)p− − f ,

d = (1−W)p+ − f .

Выберем направление собственных векторов матрицы W таким образом, чтобы устойчивая
сепаратриса psad. пересекала ось ℎ1 в устойчивой неподвижной точке h*

coh=0:

h*
coh=0 =

(︂
𝑠coh=0
1

𝑊11 − 1
, 0

)︂
.

Таким образом, после перехода от этапа стимулов к этапу задержки изображающая точка
притянется к одной из двух точек решения в зависимости от того, с какой стороны сепаратрисы
она находится. Пример сети, созданной по описанному алгоритму:

h𝑡+1 = ReLU

(︃[︃
0.7753 −0.4109

−0.4475 0.5196

]︃
h𝑡 +

[︃
0.8602 −0.8794 −0.4684

1.3753 −1.5826 −1.1023

]︃
s𝑡

)︃
. (7)

Траектории данной системы в процессе решения пары испытаний с противоположными
знаками когерентности приведены на рис. 6. Матрица весов полученной модели качественно
повторяет модульную структуру описанных в разделе 3 популяций.

0 1 2 3
h1

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

h 2

PSad.

P+1

P0

P 1

h*
coh = 0

Two-dimensional network activity for two trials
Fixation stage
Stimuli stage
Delay stage

Рис. 6. Фазовые траектории системы (7) в течение двух испытаний упрощённой задачи без контекста c когерентностями
−1 и +1. В начале испытания система выходит на один из аттракторов решения, в качестве которых в двумерной
системе выступают неподвижные точки. При подаче стимулов когерентность кодируется в h1 единственного аттрактора
системы таким образом, что сепаратриса седла, существующего в период задержки, разделяет эти неподвижные точки
по нулевой когерентности (цвет онлайн)

Fig. 6. Phase trajectories of system (7) during two trials of a simplified task without context, with coherences of −1 and +1.
Initially, the system converges to one of the decision attractors, which are fixed points in the two-dimensional system. Upon
application of stimuli, coherence is encoded in h1 of the system’s unique attractor such that the separatrix of the saddle present
during the delay period separates these fixed points at zero coherence (color online)
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Заключение

1. Ансамбль сетей обучен методами обучения с подкреплением одной из классических в ней-
ронауке когнитивных задач — контекстно-зависимому двухальтернативному принятию
решения. Класс алгоритмов обучения с подкреплением опирается при обучении на те же
данные, что и биологический агент в эксперименте — на сигнал награды. С одной стороны,
в работе мы опираемся на ранее полученные нами и другими авторами результаты — это
схожие целевые задачи и рекуррентная нейронная сеть. С другой стороны, мы формули-
руем новизну: биологически более релевантный метод обучения, новые методы анализа
динамических механизмов на популяционном уровне в процессе обучения, а не только
на финальной стадии.

2. Рассмотрена автономная динамика рекуррентных нейронных сетей с кусочно-линейной
функцией активации. Описаны два типа аттракторов: квазипериодические траектории
и неподвижные точки. Сформулирован алгоритм полного перебора редуцированных систем,
позволяющий теоретически найти в системе все неподвижные точки. Установлено соот-
ветствие между неподвижными точками линейной системы типа «неустойчивый фокус»
и устойчивыми квазипериодическими траекториями в нелинейной системе. Использованная
для перехода к автономной системе структура испытания свойственна многим когнитив-
ным задачам, что позволяет применить описанный подход к широкому классу других
когнитивных задач.

3. Изучена динамика обученного ансамбля, выявлена взаимосвязь между типом аттрактора
и параметрами когнитивной задачи. Механизм решения когнитивной задачи описан на язы-
ке теории динамических систем. Выявлены популяции, активность которых соответствует
выходу системы в окрестности соответствующих аттракторов. Эволюция данных популяций
коррелирует со способностью сети решать поставленную когнитивную задачу. Исследовано
распределение аттракторов разных типов и выявлена корреляция с параметрами когнитив-
ной задачи.

4. Построена двумерная сеть, решающая упрощённую задачу. На основе выявленного дина-
мического механизма и свойств автономной динамики системы сконструирована двумерная
сеть, решающая упрощённую задачу двухальтернативного выбора без контекста. Данная
модель демонстрирует обнаруженный динамический механизм распознавания наибольшего
стимула и последующего удержания решения в рабочей памяти. Структура связей низкораз-
мерной модели качественно повторяет структуру связей между популяциями в обученных
многомерных моделях.
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Аннотация. Цель. Работа направлена на исследование спайковой активности и синхронизации в ансамблях нейронов
ФитцХью–Нагумо в отсутствие и присутствии внешнего шумового возбуждения. В таких сетях в зависимости от пара-
метра возбудимости парциальных элементов и силы связи между элементами (в частности, от ее знака) могут возбуж-
даться колебания с различной частотой. Более того, вариация параметров может приводить к синхронизации элементов.
Проводится исследование динамики однослойной сети, в которой присутствует один общий элемент, и трехслойной,
в которой промежуточный слой — один нейрон-хаб. Методы. Для изучения динамики исследуемых сетей рассчиты-
ваются средние по времени частоты спайков всех элементов, которые усредняются по ансамблю нейронов для каждого
внешнего слоя и сравниваются с частотой центрального элемента и между собой в случае многослойной сети. Для ана-
лиза влияния силы связи на спайковую активность элементов сети и их синхронизацию строятся распределения частот
и распределения разности частот на плоскости коэффициентов сил связи. Результаты. Показано, что в небольших од-
нослойных и трехслойных сетях идентичных осцилляторов (нейронов ФитцХью–Нагумо) с простой топологией связи
возможно наблюдение различной спайковой активности в отдельных частях системы. При этом наблюдается переход
нейронов в автоколебательный режим, обусловленный отталкивающей связью между элементами. В работе установлено,
что в однослойной сети кольцо элементов может синхронизироваться по частоте с центральным элементом в некоторой
области значений сил связи. В трехслойной системе также можно наблюдать синхронизацию слоев. Слабый шум слабо
влияет на границы области синхронизации всех трех слоев по параметрам связи, но с ростом интенсивности шума эта
область уменьшается. В то же время шум вызывает появление новой области синхронизации, в которой наблюдается
удаленная синхронизация слоев при отсутствии синхронизации хаба. Заключение. В работе проведено исследование
возможности возбуждения колебаний и их синхронизации в однослойной и трехслойной сетях связанных осцилляторов
ФитцХью–Нагумо при вариации силы связи между элементами. В данном исследовании была получена лишь самая об-
щая картина спайковой активности возбудимых нейронов в двух рассмотренных моделях сети, однако этого достаточно,
чтобы проиллюстрировать важную роль связей в формировании спайковой активности возбудимых нейронов.

Ключевые слова: нейроны, осцилляторы ФитцХью–Нагумо, частота зажиганий, синхронизация.
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Abstract. Purpose. The study focuses on analyzing spike activity and synchronization in ensembles of FitzHugh–Nagumo
neurons, both with and without external noise excitation. In these networks oscillations at different frequencies can be
induced depending on the excitability parameter of individual elements and the coupling strength between them. Additionally,
variations in these parameters can lead to synchronization among the elements. The research investigates the dynamics of both
a single-layer network, which includes a common element, and a three-layer network with an intermediate neuron-hub layer.
Methods. To analyze the dynamics of the networks under investigation, we calculate the time-averaged spike frequencies
of all elements. These frequencies are then averaged for each outer layer and compared with the frequency of the central
element, as well as with each other in the case of a multilayer network. In order to assess the impact of coupling strength on
the spike activity and synchronization of the network elements, we construct frequency distributions and frequency difference
distributions in a plane of coupling strength coefficients. Results. It has been shown that small single-layer and three-layer
networks of identical oscillators (FitzHugh–Nagumo neurons) with simple coupling topologies can exhibit different spike
activity in different parts of the system. In this case, the neurons transition to a self-oscillatory mode due to repulsive
coupling between the elements. The research has established that in a single-layer network, a ring of elements can synchronize
in frequency with the central element within a specific range of coupling strength values. In a three-layer system, layer
synchronization can also be observed. Weak noise has minimal impact on the synchronization boundaries of all three layers, in
terms of coupling parameters. However, as the noise intensity increases, synchronization area decreases. At the same time, the
noise leads to the emergence of a new synchronization region in which relay synchronization of the layers is observed in the
absence of synchronization with the hub. Conclusion. The study explored the potential of exciting oscillations and achieving
synchronization in single-layer and three-layer networks of coupled FitzHugh–Nagumo oscillators. The coupling strength
between the elements varied in order to investigate its impact. Although the study only provided a broad understanding of the
spike activity of excitable neurons in the two network models examined, it adequately demonstrated the crucial role of coupling
in the spiking activity of these neurons.

Keywords: neuron, FitzHugh–Nagumo oscillator, firing frequency, synchronization.
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Введение

Коллективное поведение осцилляторных ансамблей и сетей в течение последних лет
продолжает оставаться одним из важнейших направлений в нелинейной динамике. Исследования
в этой области особенно актуальны в связи с задачами моделирования динамики нейронных
ансамблей как в связи с изучением функционирования ансамблей биологических нейронов
и установления механизмов высшей нервной деятельности [1–7], так и в свете перспектив
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применения искусственных осцилляторных нейронных сетей для решения задач распознавания
и обработки сигналов [8–11].

В коллективном поведении множества нелинейных осцилляторов важнейшую роль игра-
ет фундаментальное явление синхронизации [12–14], приводящее к согласованию частот, фаз
и характерных времен всех или части осцилляторов, формированию различных волновых режи-
мов и кластерных структур. В связанных распределенных системах и слоях многослойной сети
наблюдается явление синхронизации как колебаний во времени, так и пространственных струк-
тур [15–19]. Следует отметить, что синхронизация частот колебаний (синхронизация в смысле
Гюйгенса) является свойством автоколебательных систем, генерирующих колебательный процесс
без внешних воздействий, в то время как полная (синфазная) синхронизация наблюдается при
взаимодействии любых идентичных нелинейных осцилляторов, включая системы с дискретным
временем, описываемые точечными отображениями [12].

Эффекты синхронизации принципиальны и для взаимодействующих нейронов и нейронных
ансамблей [20–25]. Формирование кластеров нейронов, имеющих близкие частоты и фазы зажига-
ния (генерации импульсов возбуждения), может не только играть важную роль в когнитивных
процессах [26–30], но и приводить к патологическим явлениям [31–34]. Таким образом, изучение
эффектов синхронизации, согласования спайковой активности определенных групп нейронов или,
напротив, разрушение такого согласования является весьма важной задачей.

Отдельные (невзаимодействующие) нейроны чаще всего являются возбудимыми осциллято-
рами [3,35,36]. Автоколебательный режим для них нетипичен, и для возникновения колебаний
необходимы внешние импульсы, величина которых превышает некоторый порог. Сами колебания
представляют собой последовательность коротких импульсов, называемых спайками. Частота
спайков в ансамбле нейронов определяется не только частотой воздействующих импульсов, но
также зависит от связей между нейронами. Для биологических нейронов характерны различ-
ные типы связи, которые пока далеко не полностью изучены. В том числе предполагается, что
определенные группы нейронов могут иметь отталкивающие связи [3, 37,38]. При отталкиваю-
щем взаимодействии (активная связь с отрицательным коэффициентом) в ансамбле нейронов
возможна спайковая активность без внешних воздействий, то есть отталкивающая связь приводит
к возникновению автоколебательного режима [39, 40]. Различные группы нейронов в ансамблях
и сетях, связанные отталкивающими и притягивающими (диссипативными) взаимодействиями,
даже в случае идентичности самих нейронов могут проявлять спайковую активность с различной
средней частотой. Меняя параметры связи, можно добиться подстройки средних частот зажиганий
(спайков) вследствие возбуждения вынужденных спайков или эффекта синхронизации. Поведение
ансамблей и сетей из осцилляторов, одновременно испытывающих как притягивающие, так
и отталкивающие взаимодействия, мало исследовано. Имеющиеся данные свидетельствуют о том,
что оно может быть достаточно сложным [41–45].

Целью настоящей работы является исследование спайковой активности и эффектов под-
стройки средних частот зажигания нейронов с притягивающим и отталкивающим взаимодей-
ствием на примере небольших ансамблей идентичных элементов с простой топологией связей.
Рассматриваются две модели: кольцо из пяти локально связанных нейронов, взаимодействующих
с общим хабом, в качестве которого используется аналогичный нейрон, и два кольца нейронов,
связанных через общий хаб (нейрон). Связь групп нейронов с общим хабом достаточно типична
в системах биологических нейронов [46, 47]. В рассматриваемых в работе моделях все нейро-
ны полагаются идентичными, описываются моделью ФитцХью–Нагумо и в отсутствие связей
находятся в возбудимом режиме. При изменении параметров связи внутри колец и между элемен-
тами колец и хабом можно наблюдать различные режимы спайковой активности, отличающиеся
средними частотами зажигания нейронов колец и хаба, а также режим частотной синхронизации.

268
Новичкова В. А., Рыбалова Е. В., Пономаренко В. И., Вадивасова Т. Е.

Известия вузов. ПНД, 2025, т. 33, № 2



1. Динамика однослойной сети нейронов ФитцХью–Нагумо

В данном разделе рассмотрим результаты исследования однослойной сети пяти локально
связанных осцилляторов ФитцХью–Нагумо с наличием центрального элемента (хаба). Данная
система описывается следующими уравнениями:

𝜀�̇�𝑖 = 𝑢𝑖 −
𝑢3𝑖
3

− 𝑣𝑖 + σ(𝑢𝑖−1 − 2𝑢𝑖 + 𝑢𝑖+1) + 𝑘(𝑢hub − 𝑢𝑖), (1)

�̇�𝑖 = 𝑢𝑖 + 𝑎,

𝜀�̇�hub = 𝑢hub −
𝑢3hub
3

− 𝑣hub + 𝑘

5∑︁
𝑗=1

(𝑢𝑗 − 𝑢hub),

�̇�hub = 𝑢hub + 𝑎hub +
√
2𝐷η(𝑡),

где 𝑢𝑖 и 𝑣𝑖 — переменные, задающие динамику во времени активатора (быстрой переменной)
и ингибитора (медленной переменной) 𝑖-го нейрона соответственно, 𝑖 = 1, 2, . . . , 5 — номер
элемента в кольце. Начальные значения для всех нейронов выбираются случайным образом из
области значений, удовлетворяющей условию: 𝑢2 + 𝑣2 < 22. Отметим, что в статье все графики
рассчитаны для одного набора случайных начальных условий. Однако исследования показали, что
динамика системы принципиально не меняется с изменением начальных условий при выбранных
значениях управляющих параметров. Малый параметр 𝜀 = 0.01 отвечает за разделение времен-
ных масштабов быстрой и медленной переменных. Параметр 𝑎 определяет характер динамики
элемента: при |𝑎| < 1 осциллятор ФитцХью–Нагумо находится в автоколебательном режиме,
а при |𝑎| > 1 — в возбудимом. Сила связи между элементами кольца задается коэффициентом σ,
а сила связи с центральным элементов изменяется посредством изменения параметра 𝑘. На рис. 1
приведена схема связей исследуемой в данном разделе системы. Отметим, что все связи являются
симметричными, и в уравнении (1) отсутствует нормировка на количество связей, что приводит
к тому, что энергия связи хаба всегда больше, чем энергия связи элементов кольца. Предполагается,

Рис. 1. Схематическое представление связей в ансам-
бле (1). Параметры σ соответствуют силе локальной
связи между элементами кольца, 𝑘 — сила связи с хабом

Fig. 1. Scheme of coupling in the ensemble (1). The
parameters σ correspond to the local coupling strength
between elements of the ensemble, 𝑘 is the coupling
strength with the hub

что связь может быть как притягивающей (дисси-
пативной), так и отталкивающей. В первом слу-
чае коэффициент связи принимает положительные
значения, во втором — отрицательные. В урав-
нения, описывающие поведение хаба, аддитивно
добавлен источник нормированного нормального
белого шума η(𝑡) с нулевым средним значением
и корреляционной функцией ⟨ν(𝑡)ν(𝑡+ τ)⟩ = δ(τ),
где δ(τ) — функция Дирака. Параметр 𝐷 отвечает
за интенсивность шума. Для численного решения
дифференциальных уравнений были использова-
ны метод Рунге–Кутты 4-го порядка (для детер-
минированной части) и метод Эйлера–Маруямы
(для стохастической части).

В связи с тем, что исследуется малый ан-
самбль связанных элементов, говорить о какой-то
пространственной динамике и выделять класте-
ры с различной динамикой в нем затруднительно,
поэтому будет рассмотрено поведение кольца ней-
ронов в целом. Для описания поведения кольца
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нейронов и анализа изменений спайковой активности в кольце при вариации управляющих
параметров использовалась средняя частота зажиганий (спайков), которая рассчитывалась усред-
нением по времени и по элементам кольца. Для хаба также рассчитывалась средняя по времени
частота зажиганий. Средняя по времени частота спайков отдельного 𝑖-го нейрона (в том числе
хаба) рассчитывается по формуле

𝑓𝑖 =
𝑀𝑖

∆𝑇
, (2)

где 𝑀𝑖 — это количество зажиганий 𝑖-го осциллятора ФитцХью–Нагумо за время ∆𝑇 после
периода установления. Средняя частота зажиганий в кольце определяется как 𝑓1 =

1
5

∑︀
𝑖 𝑓𝑖.

Обратим также внимание, что в ранее проведенном исследовании [40] было показано,
что в ансамбле из пяти локально связанных осцилляторов ФитцХью–Нагумо, находящихся
в возбудимом режиме, возможно возбуждение колебаний только при отрицательной связи между
элементами. Поэтому в ходе данного исследования мы рассматриваем, как дополнительная связь
с хабом может изменить область зажигания системы на плоскости управляющих параметров.

1.1. Динамика ансамбля без шумового возмущения центрального элемента (хаба).
Перейдем к исследованию динамики кольца локально связанных осцилляторов ФитцХью–Нагумо
с центральным элементом (хабом) без шумового воздействия на хаб. Все нейроны сети, включая
хаб, идентичны и в отсутствие связей находятся в возбудимом режиме в соответствии со значением
параметра 𝑎 = 1.05. На рис. 2 приведены распределения средних частот зажиганий в кольце
и в хабе, а также разность этих частот на плоскости параметров связи, позволяющие определить
области, в которых эти частоты совпадают.

Когда связи между нейронами кольца и нейронами кольца с хабом являются диссипа-
тивными (положительные значения σ и 𝑘), в отсутствие внешнего шума спайки в системе (1)
не возникают (рис. 2, a, b).

В случае диссипативной связи нейронов в кольце (σ > 0) отталкивающая связь с хабом
при 𝑘 < −0.02 приводит к возбуждению колебаний в системе (см. рис. 2, a, b). При этом оттал-
кивающее взаимодействие гораздо сильнее влияет на хаб, чем на элементы кольца, в результате
чего в хабе возникают автоколебания, а элементы кольца зажигаются под воздействием хаба.
Поэтому частоты зажиганий элементов кольца и хаба одинаковы во всей области σ > 0, 𝑘 < −0.02

a b c d

Рис. 2. Распределение средних частот спайков в сети (1) на плоскости параметров связи (σ, 𝑘) в отсутствие шумо-
вого воздействия на центральный элемент (хаб): a — средняя частота элементов кольца, b — средняя частота хаба,
c — абсолютная величина разности средних частот спайков в кольце и хабе, d — полное значение разности средних
частот в кольце и хабе. Другие параметры: 𝑎 = 1.05, 𝜀 = 0.01 (цвет онлайн)

Fig. 2. Distribution of average spike frequencies in the network (1) in the (σ, 𝑘) plane of coupling parameters without noise
influence on the central element (hub): a — average frequency of the ring elements, b — average frequency of the hub,
c — absolute value of the difference in average spike frequencies between the ring and the hub, d — total difference in average
spike frequencies between the ring and the hub. Other parameters: 𝑎 = 1.05, 𝜀 = 0.01 (color online)

270
Новичкова В. А., Рыбалова Е. В., Пономаренко В. И., Вадивасова Т. Е.

Известия вузов. ПНД, 2025, т. 33, № 2



(рис. 2, с, d). Однако этот эффект не является синхронизацией, так как активность элементов
кольца является вынужденной.

Отталкивающая связь между элементами кольца (σ < 0) приводит к возникновению
автоколебаний в кольце без взаимодействия с хабом. При введении связи с хабом на среднюю
частоту спайков влияют оба коэффициента связи: σ и 𝑘. При этом зависимость частоты зажиганий
от сил связи является немонотонной, хотя можно видеть, что частота в основном растет при
увеличении (по модулю) значений коэффициентов связи между всеми элементами сети. Отметим
тривиальный результат, представленный на рис. 2, b: необходима некоторая ненулевая сила связи
элементов кольца с хабом, чтобы возбудить спайковую активность в последнем, на что указывает
небольшая область отсутствия спайков хаба для значений коэффициента 𝑘 вблизи нуля.

Если при σ < 0 имеется отталкивающая связь с хабом (𝑘 < 0), то при слабой отталкиваю-
щей связи в кольце (0 > σ > −0.5) можно наблюдать синхронизацию среднего числа зажиганий
в кольце и в хабе (рис. 2, с). С дальнейшим увеличением отталкивающей связи в кольце син-
хронизация кольца и хаба нарушается. При диссипативной связи с хабом (𝑘 > 0) в хабе также
устанавливается автоколебательный режим. Имеется ограниченный интервал значений σ < 0,
в котором наблюдается синхронизация и средние частоты спайков в кольце и в хабе совпадают.
Данная область находится в интервале −0.4 < σ < −0.3 и напоминает язык синхронизации
(рис. 2, с).

Проанализируем абсолютное значение разности средних частот зажиганий в кольце и в хабе
(рис. 2, d). Обратим внимание, что при 𝑘 > −0.02 хаб имеет частоту спайков ниже, чем элементы
кольца (рис. 2, d). Обратная ситуация наблюдается, когда связь с хабом является отрицательной
(отталкивающей) и коэффициент 𝑘 меньше −0.02.

1.2. Динамика ансамбля при шумовом воздействии на центральный элемент (хаб).
В связи с тем, что все элементы исследуемой системы находятся в возбудимом состоянии, только
связи между элементами и внешнее воздействие могут вызвать в системе спайковую активность.
Рассмотрим, как изменится поведение системы, описанное в предыдущем разделе, при введении
в хаб (центральный элемент) шума и изменении его интенсивности, задаваемой параметром 𝐷.

На рис. 3 приведены распределения средних частот зажиганий в кольце и в хабе, а также
разницы этих частот на плоскости параметров связи σ и 𝑘 при введении шума в хаб с интенсив-
ностью 𝐷 = 0.001. При сравнении рис. 3 и 2 можно видеть, что область существования спайков

a b c d

Рис. 3. Распределение средних частот спайков в сети (1) на плоскости параметров связи (σ, 𝑘) при наличии шумового
воздействия на хаб с интенсивностью 𝐷 = 0.001: a — средняя частота элементов кольца, b — средняя частота хаба,
c — абсолютная величина разности средних частот спайков в кольце и хабе, d — полное значение разности средних
частот в кольце и хабе. Другие параметры: 𝑎 = 1.05, 𝜀 = 0.01 (цвет онлайн)

Fig. 3. Distribution of average spike frequencies in the network (1) in the (σ, 𝑘) plane of coupling parameters in the presence
of noise influence on the hub with intensity 𝐷 = 0.001: a — average frequency of the ring elements, b — average frequency
of the hub, c — absolute value of the difference in average spike frequencies between the ring and the hub, d — total difference
in average spike frequencies between the ring and the hub. Other parameters: 𝑎 = 1.05, 𝜀 = 0.01 (color online)
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Рис. 4. Распределение средних частот спайков в сети (1) на плоскости параметров связи (σ, 𝑘) при наличии шумового
воздействия на хаб с интенсивностью 𝐷 = 0.005 (a–d), 𝐷 = 0.01 (e–h): a, e — средняя частота элементов кольца,
b, f — средняя частота хаба, c, g — абсолютная величина разности средних частот спайков в кольце и хабе,
d, h — полное значение разности средних частот в кольце и хабе. Другие параметры: 𝑎 = 1.05, 𝜀 = 0.01 (цвет
онлайн)

Fig. 4. Distribution of average spike frequencies in the network (1) in the (σ, 𝑘) plane of coupling parameters in the presence
of noise influence on the hub with intensity 𝐷 = 0.005 (a–d), 𝐷 = 0.01 (e–h): a, e — average frequency of the ring elements,
b, f — average frequency of the hub, c, g — absolute value of the difference in average spike frequencies between the ring
and the hub, d, h — total difference in average spike frequencies between the ring and the hub. Other parameters: 𝑎 = 1.05,
𝜀 = 0.01 (color online)

в системе увеличилась, а также немного сгладилось распределение частот при отталкивающей
связи между элементами кольца. Деструктивным аспектом влияния шума на динамику системы
является уменьшение области частотной синхронизации (сравните рис. 2, c и 3, c).

Была также исследована динамика системы (1) при других значениях интенсивности шума
в хабе. При сравнении распределения частот, представленных на рис. 3, 4, можно увидеть, что
кольцо и хаб меньше синхронизированы. Например, перестает существовать язык синхронизации,
который наблюдался ранее в области σ < 0 и 𝑘 > 0. С другой стороны, за счет шума в сети
(1) могут возникать спайки даже при положительных коэффициентах связи. Очевидно, что
спайки в кольце происходят одновременно во всех элементах и с той же частотой, что и в хабе,
поскольку возникают под воздействием случайных зажиганий хаба (рис. 3, 4, σ > 0, 𝑘 > 0). Также
обратим внимание, что в случае σ > 0 размер области и степень рассинхронизации (величина
разности между средними частотами) не зависят от силы связи между элементами контура.
И эта область рассинхронизации только увеличивается с увеличением интенсивности шума,
подаваемого на центральный элемент исследуемой системы.

2. Динамика трехслойной сети нейронов
ФитцХью–Нагумо

Перейдем к исследованию трехслойной системы, в которой внешние слои — кольца локально
связанных осцилляторов ФитцХью–Нагумо (5 элементов), а средний (передающий) — одиночный
осциллятор. На рис. 5 приведена схема исследуемой сети. Данная система описывается той же
системой уравнений, что была введена ранее (1), однако добавляются дополнительные уравнения,
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которые описывают еще один слой в системе. Таким образом, уравнения трехслойной сети
осцилляторов ФитцХью–Нагумо имеют вид:

𝜀�̇�1𝑖 = 𝑢1𝑖 −
𝑢31𝑖
3

− 𝑣1𝑖 + σ1(𝑢1𝑖−1 − 2𝑢1𝑖 + 𝑢1𝑖+1) + 𝑘1(𝑢hub − 𝑢1𝑖), (3)

�̇�1𝑖 = 𝑢1𝑖 + 𝑎1,

𝜀�̇�2𝑖 = 𝑢2𝑖 −
𝑢32𝑖
3

− 𝑣2𝑖 + σ2(𝑢2𝑖−1 − 2𝑢2𝑖 + 𝑢2𝑖+1) + 𝑘2(𝑢hub − 𝑢2𝑖),

�̇�2𝑖 = 𝑢2𝑖 + 𝑎2,

𝜀�̇�hub = 𝑢hub −
𝑢3hub
3

− 𝑣hub + 𝑘1

5∑︁
𝑗=1

(𝑢1𝑗 − 𝑢hub) + 𝑘2

5∑︁
𝑗=1

(𝑢2𝑗 − 𝑢hub),

�̇�hub = 𝑢hub + 𝑎hub +
√
2𝐷η(𝑡),

Рис. 5. Схематическое представление связей в ансамбле (3).
Параметры σ1,2 соответствуют силе локальной связи между
элементами внешних слоев, 𝑘1,2 — сила связи с хабом

Fig. 5. Scheme of coupling in the ensemble (3). The parameters
σ1,2 correspond to the local coupling strength between elements
of the outer ensemble, 𝑘1,2 is the coupling strength with the hub

Переменные 𝑢1𝑖, 𝑣1𝑖 задают состояния
нейронов первого слоя (кольца), переменные
𝑢2𝑖, 𝑣2𝑖 задают состояния нейронов второго
слоя (кольца), переменные 𝑢hub, 𝑣hub описы-
вают состояние общего элемента (хаба), через
который осуществляется взаимодействие внеш-
них слоев сети, 𝑖 = 1, 2, . . . , 5 — номер элемен-
та в кольце. Элементы колец и общий элемент
(хаб) полагались идентичными со значением
параметров 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎hub = 1.05, соответ-
ствующим возбудимому режиму в отдельном
нейроне. Коэффициент связи элементов вто-
рого кольца был зафиксирован σ2 = −0.15,
а коэффициент связи первого кольца σ1 менял-
ся. При таких значениях параметра возбуди-
мости и силы связи между элементами в этом
ансамбле в отсутствие связи с хабом наблю-
даются колебания. Для наблюдения эффекта
синхронизации первого и второго ансамблей
силы внутрислойной связи первого кольца из-
менялась в окрестности значения силы связи
во втором кольце σ1 ∈ [−0.25,−0.05], а сила
межслойной связи 𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘 ∈ [−0.01, 0.01].

2.1. Динамика трехслойной системы в отсутствие шума в хабе. При выбранном значе-
нии σ2 = −0.15 в первом кольце в отсутствие взаимодействия с хабом наблюдается автоколеба-
тельный режим. Во втором кольце при соответствующих значениях σ1 также могут возникнуть
автоколебания. В режим автоколебаний может перейти и хаб, если хотя бы один из коэффициентов
𝑘1 и 𝑘2 будет отрицательным. Соответственно, в трехслойной сети можно наблюдать синхрониза-
цию спайковой активности колец, взаимодействующих через хаб и самого хаба. Исследования
показали, что при введении как диссипативной, так и отталкивающей межслойной связи возможно
получить совпадение средних частот элементов системы, при этом амплитуды, фазы и фазовые
портреты элементов системы отличны друг от друга.

Для более детального исследования влияния внутрислойной силы связи в первом кольце
и силы межслойной связи на возможность синхронизации элементов в такой системе были
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Рис. 6. Распределение средних частот спайков в сети (3) на плоскости параметров связи (σ1, 𝑘) при отсутствии
шумового воздействия на хаб: a — средняя частота элементов первого слоя, b — средняя частота хаба, c — средняя
частота элементов второго слоя, d — абсолютная величина разности средних частот спайков в первом и втором слоях,
e — абсолютная величина разности средних частот спайков в первом слое и хабе. Другие параметры: 𝑎1 = 𝑎2 =

= 𝑎hub = 1.05, σ2 = −0.15, 𝜀 = 0.01 (цвет онлайн)

Fig. 6. Distribution of average spike frequencies in the network (3) in the (σ1, 𝑘) plane of coupling parameters without noise
influence on the hub: a — average frequency of the elements of the first layer, b — average frequency of the hub, c — average
frequency of the elements of the second layer, d — absolute value of the difference in average spike frequencies between the
first layer and the second one, e — absolute value of the difference in average spike frequencies between the first layer and the
hub. Other parameters: 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎hub = 1.05, σ2 = −0.15, 𝜀 = 0.01 (color online)

построены распределения средних частот и разностей средних частот между разными слоями
(рис. 6). В связи с тем, что хаб находится в возбудимом режиме (𝑎hub = 1.05), необходима
небольшая ненулевая сила межслойной связи, чтобы возбудить в нем колебания, и только после
этого возможна синхронизация элементов сети (рис. 6, b). Обратим внимание, что при введение
положительной (диссипативной) межслойной связи средняя частота колебаний элементов в первом
и втором кольцах почти не изменяется, в то время как при 𝑘 < 0 она увеличивается с увеличением
силы межслойной связи по модулю (рис. 6, a, c).

Как можно видеть из рисунков 6, d, e, в системе возможно наблюдение синхронизации
элементов сети по частоте. Совпадение средних частот является следствием синхронизации
автоколебаний, возникших в слоях сети и в хабе. Синхронизация имеет место в широкой области
значений параметров связи, за исключением полосы значений 𝑘 вблизи нуля (см. рис. 6, d).
При этом синхронизация между внешними слоями достигается за счет синхронизации с хабом
(см. рис. 6, e).

2.2. Динамика трехслойной системы в присутствии шума в хабе. Было проведено ис-
следование влияния аддитивного белого гауссовского шума, введенного в хаб (источник шума η(𝑡)
с интенсивностью 𝐷), на возможность синхронизации внешних слоев. Как и следовало ожидать,
шум в хабе ухудшает синхронизацию слоев, для ее наблюдения требуется большая сила межслой-
ной связи (рис. 7). Обратим внимание, что в отсутствие шума на плоскости параметров (σ1, 𝑘)
в отрицательной области межслойной связи присутствовал дополнительный язык синхронизации,
который находится не в окрестности σ1 = σ2, а отходит от него в сторону σ1 < σ2 (см. рис. 6).
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Рис. 7. Распределение средних частот спайков в сети (3) на плоскости параметров связи (σ1, 𝑘) в присутствии шумового
воздействия на хаб с интенсивностью 𝐷 = 0.01: a — средняя частота элементов первого слоя, b — средняя частота
хаба, c — средняя частота элементов второго слоя, d — абсолютная величина разности средних частот спайков в первом
и втором слоях, e — абсолютная величина разности средних частот спайков в первом слое и хабе. Другие параметры:
𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎hub = 1.05, σ2 = −0.15, 𝜀 = 0.01 (цвет онлайн)

Fig. 7. Distribution of average spike frequencies in the network (3) in the (σ1, 𝑘) plane of coupling parameters in the presence
of noise influence on the hub with intensity 𝐷 = 0.01: a — average frequency of the elements of the first layer, b — average
frequency of the hub, c — average frequency of the elements of the second layer, d — absolute value of the difference
in average spike frequencies between the first layer and the second one, e — absolute value of the difference in average
spike frequencies between the first layer and the hub. Other parameters: 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎hub = 1.05, σ2 = −0.15, 𝜀 = 0.01
(color online)

Данный язык синхронизации становится более ярко выраженным при введении в систему шума
(см. рис. 7), при этом симметрично ему такая же области синхронизации наблюдается при 𝑘 > 0.
В этой области синхронизация внешних слоев частота колебаний хаба отличается от средней
частоты колебаний внешних слоев.

Заключение

Проведенные исследования спайковой активности нейронов в двух простых моделях ней-
ронных сетей показали, что даже в небольших ансамблях, состоящих из идентичных возбудимых
нейронов с простой топологией связей, можно получить разнообразные проявления спайковой
активности в зависимости от характера и силы связей. Важную роль играет наличие отталкиваю-
щих взаимодействий, которые могут вызвать переход нейронов в режим автоколебаний, в котором
нейроны будут генерировать спайки в отсутствие шума и внешних импульсов.

Первая рассмотренная модель представляет собой кольцо локально связанных нейронов,
взаимодействующих с центральным элементом (хабом). Кольцо нейронов и хаб составляют две
различающиеся части системы, в которых при определенных параметрах связи могут возникнуть
автоколебания с разными частотами. В работе было установлено, что в этом случае в некоторой
области значений параметров связи наблюдается эффект синхронизации средних частот спайков
в кольце и хабе. Возможно также возбуждение автоколебаний только в кольце или только в хабе.
В этом случае в другой части системы также будут возникать одновременные спайки как резуль-
тат воздействия автоколебаний на пассивную часть системы. Таким образом, средние частоты
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зажиганий в кольце и в хабе могут совпадать. Величина частот зажиганий, их совпадение или
различие в кольце и хабе управляются коэффициентами связи нейронов в кольце и нейронов
кольца и хаба. Введение слабого шума в хаб мало влияет на картину распределения средних
частот, однако с ростом интенсивности шума эффект синхронизации разрушается, а в области
диссипативных связей возникают индуцированные шумом стохастические спайки.

Вторая модель представляла собой два кольца нейронов, связанных через общий хаб.
В этом случае у системы выделяются три части: два кольца (внешних слоя) и хаб. Все нейроны
колец и хаб полагались идентичными, и их параметры соответствуют возбудимой динамике.
В зависимости от выбора связей можно наблюдать разные частоты спайковой активности в трех
частях системы или режим, когда средние частоты спайков совпадают. Для данной модели был
рассмотрен случай только отталкивающих связей внутри колец, в то время как взаимодействие
с хабом могло быть и отталкивающим, и диссипативным. В результате отталкивающего характера
связей в кольцах устанавливался автоколебательный режим и возникала спайковая активность,
причем частота зажиганий определялась коэффициентами связей и была различной для невзаи-
модействующих колец. Взаимодействие колец через общий хаб при соответствующем выборе
параметров связи приводило к синхронизации средних частот зажиганий в двух кольцах. Эффект
синхронизации наблюдался как при диссипативной, так и при отталкивающей связи колец с хабом,
при этом в обоих случаях синхронизация колец наблюдалась при условии синхронизации хаба.
Шум, добавленный в хаб, ухудшает синхронизацию слоев. В то же время при воздействии шума
была обнаружена небольшая новая область синхронизации на плоскости параметров связи, в ко-
торой средняя частота зажиганий в обоих кольцах одинакова, причем она отличается от средней
частоты зажиганий в хабе.

Следует отметить, что в данном исследовании была получена лишь самая общая картина
спайковой активности возбудимых нейронов в двух рассмотренных моделях сети, и многие детали
поведения нейронов остались невыясненными. Дальнейшие исследования позволят уточнить
неясные детали поведения, механизмы возникновения спайков и особенности их синхронизации.
Однако уже сейчас можно сделать вывод о том, что связи играют важную роль в формировании
спайковой активности возбудимых нейронов, которые в отсутствие отталкивающих взаимо-
действий находятся в состоянии покоя. Контроль силы связей позволяет управлять спайковой
активностью сети, добиваясь синхронизации средних частот зажиганий разных групп нейронов
или их рассогласования.
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5. Hizanidis J., Kouvaris N. E., Zamora-López G., Dı́az-Guilera A., Antonopoulos C. G. Chimera-like
states in modular neural networks // Scientific Reports. 2016. Vol. 6. P. 19845. DOI: 10.1038/
srep19845.

6. Herbet G., Duffau H. Revisiting the functional anatomy of the human brain: toward a meta-
networking theory of cerebral functions // Physiological Reviews. 2020. Vol. 100, iss. 3. P. 1181–
1228. DOI: 10.1152/physrev.00033.2019.

7. Храмов А. Е., Фролов Н. С., Максименко В. А., Куркин С. А., Казанцев В. Б., Писарчик А. Н.
Функциональные сети головного мозга: от восстановления связей до динамической интегра-

276
Новичкова В. А., Рыбалова Е. В., Пономаренко В. И., Вадивасова Т. Е.

Известия вузов. ПНД, 2025, т. 33, № 2

https://doi.org/10.1093/acprof:oso/9780195301069.001.0001
https://doi.org/10.1093/acprof:oso/9780195301069.001.0001
https://doi.org/10.1103/RevModPhys.78.1213
https://doi.org/10.7551/mitpress/2526.001.0001
https://doi.org/10.3389/fninf.2010.00112
https://doi.org/10.1038/srep19845
https://doi.org/10.1038/srep19845
https://doi.org/10.1152/physrev.00033.2019


ции // Успехи физических наук. 2021. Т. 191, № 6. С. 614–650. DOI: 10.3367/UFNr.2020.06.
038807.

8. Ghosh-Dastidar S., Adeli H. Spiking neural networks // International Journal of Neural Systems.
2009. Vol. 19, no. 04. P. 295–308. DOI: 10.1142/S0129065709002002.

9. Pfeiffer M., Pfeil T. Deep learning with spiking neurons: opportunities and challenges // Frontiers
in Neuroscience. 2018. Vol. 12. P. 774. DOI: 10.3389/fnins.2018.00774.

10. Han J. K., Yun S. Y., Lee S. W., Yu J. M., Choi Y. K. A review of artificial spiking neuron devices for
neural processing and sensing // Advanced Functional Materials. 2022. Vol. 32, iss. 33. P. 2204102.
DOI: 10.1002/adfm.202204102.

11. Yamazaki K., Vo-Ho V. K., Bulsara D., Le N. Spiking neural networks and their applications:
A review // Brain Sciences. 2022. Vol. 12, iss. 7. P. 863. DOI: 10.3390/brainsci12070863.

12. Pikovsky A., Rosenblum M., Kurths J. Synchronization: A Universal Concept in Nonlinear
Sciences. Cambridge: Cambridge University Press, 2003. DOI: 10.1017/CBO9780511755743.

13. Kuramoto Y. Chemical Oscillations, Waves, and Turbulence. New York: Courier Dover Publications,
2003. 176 p. DOI: 10.1007/978-3-642-69689-3.

14. Boccaletti S., Pisarchik A., del Genio C., Amann A. Synchronization: From Coupled Systems to
Complex Networks. Cambridge: Cambridge University Press, 2018. 264 p. DOI: 10.1017/978110
7297111.

15. Boccaletti S., Bragard J., Arecchi F. T., Mancini H. Synchronization in non-identical extended
systems // Phys. Rev. Lett. 1999. Vol. 83. P. 536–539. DOI: 10.1103/PhysRevLett.83.536.

16. Leyva I., Sevilla-Escoboza R., Sendiña-Nadal I., Gutiérrez R., Buldú J. M., Boccaletti S. Inter-layer
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