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Обсуждаются проблемы, возникающие при моделировании наножидкостей. Анализируется возмож-
ность применения двухжидкостного и  одножидкостного описаний. Дан обзор теплофизических 
свойств наножидкостей и показано, что их вязкость и теплопроводность зависят не только от концен-
трации наночастиц, но также от их размера и материала. Подробно изучается поведение параметров 
подобия, их зависимость от концентрации, размера и материала наночастиц. Показано, что в общем 
случае невозможно решать задачу просто варьируя параметры подобия. Приведены два примера 
решения задачи о  теплоотдачи двух разных наножидкостей, с  обычными сферическими наночасти-
цами и с углеродными нанотрубками. В последнем случае наножидкость является неньютоновской. 
Показано, что наножидкости позволяют получить очень высокие значения превышения коэффици-
ента теплоотдачи. 
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Дисперсные жидкости широко распространены как в природных условиях, так и в различных про-
мышленных системах. Их экспериментальное изучение на протяжении многих десятилетий является 
одним из центральных направлений исследований механики жидкостей. Одновременно активно разви-
вались и методы моделирования таких течений [1–4]. Разработка гидродинамических методов описания 
течений дисперсных жидкостей потребовало и  создания моделей соответствующих коэффициентов 
переноса, основа которых была заложена классическими работами Дж. Максвелла и А. Эйнштейна [5,6]. 

Около тридцати лет тому назад появился новый тип дисперсных жидкостей, получивший название 
наножидкости. На удивление процессы переноса в них не описывались уже упоминавшимися классиче-
скими теориями, равно как и многочисленными их обобщениями. Этого следовало ожидать. В обычных 
крупнодисперсных жидкостях изменения в коэффициентах переноса были вызваны гидродинамиче-
скими возмущениями, формирующимися в окрестности частиц. Наночастицы являются мезообъектом, 
их размеры (они фиксированы и меняются от 1 до 100 нм) занимают промежуточное положение между 
размерами молекул и макроскопических частиц. Это определяет и новые механизмы процессов переноса, 
здесь меняется структура жидкости. Наножидкостями называются и дисперсные жидкости с углеродными 
нанотрубками (УНТ). Характерный диаметр их укладывается в диапазон размеров наночастиц, тогда как 
длина обычно превышает 4–5 мкм. 

Интерес к  наножидкостям вызван в  первую очередь их  возможными применениями. Они уже 
с успехом используются или планируется их применение в косметической и парфюмерной промыш-
ленности, в трибологии, в различных биомедицинских и теплофизических технологиях, в нефтегазовой 
индустрии [7–10]. Практическое применение наножидкостей требует понимания характера их течений. 
Многообразие возможных течений делает практически невозможным их экспериментальное изучение. 
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Альтернативой является моделирование таких течений. К настоящему времени опубликованы тысячи 
соответствующих статей. К сожалению, ко многим опубликованным данным следует относиться очень 
осторожно, а ряд из них просто неправильные. Связано это с тем, что течения наножидкостей все еще 
нередко пытаются описывать как течения обычных суспензий. Сегодня уже ясно, что делать этого нельзя. 
Кроме того, при моделировании задачу традиционно решают в некоторых безразмерных переменных, 
просто варьируя появляющиеся параметры подобия. Такой подход также обычно не применим. 

Цель данной статьи состоит в  том, чтобы вскрыть проблемы, возникающие при  моделировании 
наножидкостей, и показать, как и какими методами следует его реализовывать. Здесь последовательно 
анализируются ситуации, когда течения наножидкостей можно описывать гидродинамически, рассмат-
риваются двухжидкостное и  одножидкостное описания. Подробно изучается поведение параметров 
подобия, их зависимость от концентрации, размера и материала наночастиц, приводится ряд примеров. 

1. ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ ГИДРОДИНАМИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ
Динамику течения можно описывать несколькими альтернативными способами. Возможен эйлеров, 

лагранжевый или эйлеров–лагранжевый подходы, каждый из них имеет свои достоинства и границы 
применимости. Прекрасный обзор лагранжевого описания течений дисперсных сред представлен в [11]. 
На практике при описании течений наножидкостей обычно используется эйлеров подход. Именно он 
и будет рассматриваться. 

Наножидкость — это суспензия, состоящая из базовой жидкости и наночастиц. Гидродинамическое 
описание ее течений возможно, если можно ввести некоторые средние макроскопические переменные. 
Это предполагает, что они достаточно нечувствительны к изменениям плотности, импульса и энергии, 
обусловленным индивидуальными движениями молекул и  наночастиц, то есть микроскопическими 
флуктуациями указанных величин можно пренебречь. Масштаб таких флуктуаций определяется при фор-
мулировании гипотезы сплошности, которая задает структуру конфигурационного пространства системы. 
В частности, материальная точка в пространстве, описывающем простую жидкость, определяется как 
физически бесконечно малый объем, то есть объем, содержащий достаточно большое число молекул. 
Этот объем равен 

v rhf hf= 





4
3

3π  , 

где rhf   — гидродинамический физически бесконечно малый масштаб длины среды. Для  жидкости, он 
равен [12]: r Lhf ~ σ , где σ и L — соответственно характерный размер молекул жидкости и линейный 

масштаб течения. Таким образом, v Lhf ~ ( )σ
3
2 . Флуктуации макроскопических наблюдаемых обратно 

пропорциональны корню квадратному из числа частиц в системе. Поэтому число молекул в физически 

бесконечно малом объеме должно удовлетворять условию: N n Lhf = ( ) .σ
3
2 1  Это соотношение в жид-

кости практически всегда выполняется. 
Дисперсная жидкость является совокупностью двух разных континуумов: несущей жидкости и псев-

догаза частиц. Такая система может находится в различных состояниях. В первом случае эти два конти-
нуума могут иметь разные макроскопические скорости и температуры. С другой стороны, дисперсная 
жидкость может двигаться с единой макроскопической скоростью и иметь одну температуру. Выше уже 
показано, что несущая жидкость почти всегда может описываться методами сплошной среды и для нее 
можно ввести соответствующие макроскопические переменные. Чтобы псевдогаз частиц также описывать 
гидродинамически, следует определить соответствующие физически бесконечно малый масштаб 

r dLhp ~  и объем v dLhp ~ ( )
3
2, где d  — характерный размер дисперсных частиц. Если флуктуации средних 

значений плотности, скорости и температуры псевдогаза частиц относительно этого объема малы, то его 
динамику также можно описать методами механики сплошной среды. В этом случае дисперсная среда 
представляет собой совокупность двух континуумов с взаимопроникающим движением [1], состояние 
каждого компонента дисперсной жидкости описывается парциальными плотностью ρα, скоростью uα  
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и энергией Eα . Все компоненты заполняют один и тот же объем, и в каждой точке пространства опреде-
лены плотности, скорости и энергии всех l компонент. Чтобы гидродинамическое описание псевдогаза 
частиц было возможным, должно выполняться соотношение r Lhp  , а флуктуации соответствующих 
макроскопических переменных относительно физически бесконечно малого объема vhp  должны быть 
малыми. Нетрудно видеть, что выполнение этих соотношений в каждом конкретном случае накладывает 
достаточно жесткие условия на размеры частиц и их объемные концентрации.

Если условия существования сплошносредного описания для каждого компонента выполняется, то 
можно сформулировать соответствующие уравнения переноса. Такое описание носит название много-
жидкостного. Уравнения переноса для парциальных переменных получаются обычным образом, как 
следствие выполнения законов сохранения массы, импульса и энергии всей системы и их локального 
сохранения внутри компонента. Это можно сделать феноменологически [4] или методами неравновесной 
статистической механики [13, 14]. При отсутствии фазовых переходов или химических реакций эти урав-
нения для бинарной системы имеют вид (α = 1 2, )
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,	 (1.1)

где u u uαϕ α ϕ= −  диффузионные скорости, J2α и J3α — тензор напряжений и вектор потока тепла соответ-
ственно, j2α и  j3α — силы межфазного взаимодействия.

Вывод определяющих соотношений для гетерогенных систем осложняется неоднородностью их со-
става. При исследовании характера деформирования некоторого выделенного объема смеси необходимо 
учесть реакции, связанные не только со смещением внешней границы объема, но и со смещениями 
межфазных границ. Ситуация существенно упрощается, если, как это имеет место в суспензиях, меж-
фазная граница не меняет свою форму. В этом случае, используя термодинамику необратимых процессов 
или неравновесную статистическую механику, удается сформулировать функциональный вид определя-
ющих соотношений. Здесь следует иметь в виду, однако, что в зависимости от величины диффузионных 
скоростей и температур относительно градиентов гидродинамических переменных могут реализоваться 
различные режимы течения. Межфазные силы и потоки для этих режимов будут иметь разную структуру. 
В случае малых диффузионных скоростей, температур и их градиентов в линейном приближении они 
для бинарной системы имеют вид 

J U u u u u2
1 2

α α α α αβ β γ ϕ αγϕ γϕ γ αγϕ γϕµ µ µ µ= − ∇( ) − ∇( ) − ∇( ) + ⋅∑p T
s s s s V

,

,
∇∇





TγU ,

J3α α α αγ γλ λ= − ∇ − ∇T T , J u u u Uαβ αβ β γ ϕ αγϕ γϕ γ αγϕ γϕ γη η η= − ∇( ) − ∇( ) + ⋅ ∇
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
∑s s s VT T�

,

,1 2
2 2 , 

	 j u2α αβ αβη= − , j T3α αβ αβλ= − , 	 (1.2)

где Tα — парциальная температура, а индекс s означает бездивергентный тензор второго ранга.
Все входящие сюда кинетические коэффициенты являются интегралами по времени от соответствую-

щих двухвременных корреляционных функций [14] и принципиально их можно вычислить. Особенно-
стью определяющих соотношений (1.2) является появление нового тензора напряжений Jαβ, связанного 
с наличием в системе диффузионных скоростей. Второй особенностью является наличие в соотношениях 
перекрестных кинетических коэффициентов, определяющих вклад в процессы переноса наличия частиц 
или молекул. Поэтому, например, в бинарной системе связанная с градиентами часть тензора напряже-
ний несущей жидкости зависит от градиентов скоростей обеих компонентов. Входящий сюда коэффици-
ент вязкости µα  — это коэффициент сдвиговой вязкости несущего флюида или псевдогаза частиц. В то же 
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время коэффициент µαβ связан с процессами переноса импульса, обусловленным взаимодействием ча-
стиц с молекулами. Сложность состоит в том, что этот и ему подобные коэффициенты переноса факти-
чески нельзя измерить. Как уже отмечалось, принципиально их можно смоделировать. Для разреженных 
газовзвесей это сделано в [14]. Таким образом, применение уравнений двухжидкостной гидродинамики 
для моделирования динамики течений дисперсных жидкостей сталкивается с рядом принципиальных 
трудностей, хотя и возможно.

Использование двухжидкостного описания для наножидкости, как правило, нецелесообразно и по 
следующей причине. Наночастицы в метрике несущей жидкости являются материальными точками, если 
только характерный размер течения не слишком мал. Поскольку обычно объемные концентрации нано-
частиц ϕ не превышают 6–8%, то нет причин выделять континуум псевдогаза наночастиц. Наножидкость 
можно считать однородным флюидом. Чтобы описывать ее динамику гидродинамически введем новый 
физически бесконечный масштаб: r d Lhnf ~ .σ +( )  Наножидкость тогда можно описывать средними 
макроскопическими переменными. Конечно, их флуктуации относительно указанного физически беско-
нечно малого объема должны быть малыми. Это накладывает вполне определенные ограничения на кон-
центрации и размеры наночастиц. Обычно такие флуктуации действительно малы, проблемы возникают 
только при изучении течений в достаточно малых микро- или наноканалах.

Плотность наножидкости при  одножидкостном описании определяется соотношением: 
ρ ϕρ ϕ ρ= + −( )p 1 0 , где ρ0 и ρp — соответственно плотность базовой жидкости и материала наночастиц. 
Температура T , давление p и скорость u наножидкости считаются едиными, так что уравнения переноса 
имеют вид [15–17]
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∂ ∂
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T
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	 (1.3)

Здесь h — энтальпия, w — массовая концентрация наночастиц, D и DT  — коэффициенты диффузии 
и термодиффузии, а  — тензор напряжений. Кроме того, введена удельная теплоемкость наножидкости 
c c cp p pp f pf= + −( ) 

−ρ ϕρ ϕ ρ1 1� , cpp и cpf  — соответственно удельная теплоемкость наночастиц и базовой 
жидкости [18]. 

Основным критерием применимости одножидкостного описания (1.3) является малость флукту-
аций и молекул, и наночастиц относительно соответствующего физически бесконечно малого объема 

v d Lhnp ~ [ ]σ +( )
3
2. В достаточно малых микро- и в особенности в наноканалах это условие может не вы-

полняться для наножидкостей с достаточно крупными частицами. В этих условиях одножидкостное 
описание окажется не применимым. Однако и использование двухжидкостного (1.1) в этом случае как 
правило невозможно. В таком случае динамика несущей жидкости будет описываться гидродинамиче-
ски, а дисперсных частиц — посредством некоторого кинетического уравнения, причем и уравнение 
гидродинамики, и кинетическое уравнение содержат источниковые члены, описывающие межфазные 
взаимодействия [14]. 

Сложность использования уравнений (1.3) состоит в том, что для их замыкания необходимо задать ко-
эффициенты переноса. Теории эффективных коэффициентов переноса наножидкостей нет, а классические 
теории, как уже отмечалось, не применимы. Поэтому при решении необходимо использовать реальные 
экспериментальные данные. В следующем разделе они будут обсуждаться. Вторая проблема, которая по-
является связана с тем, что примерно четверть всех наножидкостей являются неньютоновскими [19, 20].

2. КОЭФФИЦИЕНТЫ ПЕРЕНОСА НАНОЖИДКОСТЕЙ
Исследованию коэффициентов переноса наножидкостей посвящено много публикаций. И сегодня 

получены достаточно надежные экспериментальные данные, которые в ряде случаев оформлены соответ-
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ствующими корреляциями [20–26]. При изучении вязкости наножидкостей, прежде всего, было установ-
лено, что она существенно больше, чем это предсказывают классические теории [6, 27]. Во всех случаях 
зависимость коэффициента вязкости µ конкретной наножидкости от объемной концентрации наноча-
стиц может быть описана квадратичной функцией

	 µ µ ϕ ϕ= + +( )0 1 2
21 a a , 	  (2.1)

где µ0 — коэффициент вязкости базовой жидкости, а ai — некоторые константы. Несколько примеров 
такой зависимости, полученной разными авторами для наножидкостей на основе воды и этиленгликоля 
приведены в табл. 1 (здесь bf обозначает тип базовой жидкости, W — вода, EG — этиленгликоль, а np — 
материал наночастиц). Большинство приведенных здесь корреляций получены при концентрациях на-
ночастиц не превышающих 5–8%. В отличие от универсальных классических соотношений Эйнштейна, 
Бэтчелора и т.п., корреляции, приведенные в табл. 1, чрезвычайно разнородны. Это связано с тем, что 
коэффициент вязкости наножидкости зависит не только от концентрации дисперсных частиц, но также 
от их размера. Впервые это удалось показать методом молекулярной динамики, см. обзор [37]. Позднее 
это было подтверждено многочисленными экспериментальными данными, пример такой зависимости 
приведен на  рис.  1. Здесь представлена зависимость относительного коэффициента вязкости µ µ

µr =
0

 

наножидкостей на  основе воды от  размера наночастиц SiO2, Al2O3, TiO2 и  ZrO2 при  фиксированной 
их объемной концентрации равной 2%. Характерной чертой этой зависимости является снижение вязко-
сти наножидкости с увеличением размера наночастиц. 
Таблица 1. Коэффициенты формулы (2.1) зависимости коэффициента вязкости наножидкостей от объемной 
концентрации частиц

bf np a1 a2

W TiO2 [28] 5.45 108.2

W Al2O3 [29] 7.23 123

W Al2O3 [15] 39.11 533.9

W Al2O3 [31] 6 72

W Al2O3 [34] 4.93 222.4

W Al2O3 [35] 11 42

W TiO2 [31] 7.1 148

W ZrO2 [32] 8.5 146.4

W Fe2O3 [33] 18.64 248.3

EG TiO2 [30] 10.6 112.36

EG Cu [28] 11 —

EG SiO2 [36] 8.78 246.9

EG SiO2 [36] 4.41 79.44

Зависимость коэффициента вязкости наножидкости от размера частиц свидетельствует о том, что 
коэффициенты ai в (2.1) должны зависеть от размера частиц. Универсальных соотношений, описывающих 
зависимость коэффициента вязкости наножидкостей от концентрации частиц и их размера нет. Для не-
которых частных случаев они предлагались. В работе [36] для наножидкостей на основе этиленгликоля 
с частицами оксида кремния на основе обработки экспериментальных данных была предложена формула 
(σ — характерный размер молекул этиленгликоля)

	 µ ϕ ϕ ϕ ϕσ
r

de= + + + +( )−1 2 5 6 2 13 427 38 332 0 013 2. . . .. / . 	 (2.2)
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Эта корреляция также квадратичная по концен-
трации наночастиц, но ее коэффициенты (см. (2.1)) 
зависят от размера частиц.

Анализ данных, приведенных на рис. 1, позволяет 
выявить еще одну характерную черту вязкости. Она 
должна зависеть и от материала наночастиц. На это 
указывают данные, для наночастиц SiO2, Al2O3, TiO2 
размером 100 нм. Эта зависимость сначала была 
установлена методом молекулярной динамики [38], 
а затем уже подтверждена экспериментально [39].

Зависимость коэффициента вязкости наножид-
кости от температуры является важнейшей ее теп-
лофизической характеристикой. При сравнительно 
небольших концентрациях частиц в наножидкостях 
относительный коэффициент вязкости практически не меняется с ростом температуры [40–42]. Так что 
зависимость вязкости наножидкостей от температуры определяется главным образом этой зависимостью 
базовой жидкости. 

Выше уже отмечалось, что примерно четверть всех изученных наножидкостей являются ненью-
тоновскими, даже если базовая жидкость ньютоновская [19, 20]. Практически все изученные ненью-
тоновские жидкости являются либо псевдопластичными, либо вязкопластичными. В  первом случае 
их реология хорошо описывается моделью степенной жидкости

	 µ γ= −kv
n 1,	  (2.3) 

а во втором — моделью жидкости Хершеля–Балкли

	 τ τ γ= +0 kv
n,	  (2.4)

где γ  — скорость сдвига, kv — параметр консистентности, n — индекс жидкости, а τ0 — предел текучести 
жидкости.

Несколько типичных примеров реологии наножидкостей на основе этиленгликоля и воды приведены 
в табл. 2. Здесь nD обозначает наноалмазы. С ростом концентрации наночастиц наножидкости могут 
становиться неньютоновскими, даже если при более низких концентрациях они были ньютоновскими. 
Второе важное обстоятельство состоит в том, что реология может меняться с уменьшение размера наноча-
стиц. Наконец с ростом концентрации наночастиц индекс жидкости снижается, а параметр консистент-
ности напротив растет.

Теплопроводность наножидкостей также зависит и от концентрации наночастиц и от их размера. Ее 
характерной чертой является замедление роста с увеличением концентрации частиц [44–46]. По этой 
причине зависимость относительного коэффициента теплопроводности наножидкостей от концентрации 
частиц описывается соотношением типа (сравни с (4))

	 λ ϕ ϕr b b= + −1 1 2
2. 	 (2.5) 

Здесь λ λ
λr =

0
, а λ0 — коэффициент теплопроводности базовой жидкости. Входящие в (2.5) коэффици-

енты не универсальны. Так для наножидкости с частицами Al2O3 размером 150 нм

	 λ ϕ ϕr = + −1 6 42 39 5 2. . , 	 (2.5а)

c частицами TiO2 размером 150 нм

	 λ ϕ ϕr = + −1 4 82 23 1 2. . , 	 (2.5б)

Рис. 1. Зависимость относительного коэффициента 
вязкости наножидкостей на  основе воды от  размера 
частиц.
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Таблица 2. Реологические параметры нескольких наножидкостей

bf np ϕ, % τ0, mPa kv, mPa·sn n

EG

TiO2 (150 нм) [19]

0.25 0 17.33 1

2 0 156.0 0.742

4 615.5 212.4 0.696

6 2044 695.0 0.582

Al2O3 (150 нм) [19]

0.25 0 17.22 1

2 0 42.5 0.875

4 121.8 57.67 0.835

6 382.3 140.0 0.746

Cu (107 нм) [43]

0.32 0 17.5 1

1.59 0 20.74 0.989

3.18 0 29.89 0.97

Cu (81 нм) [43] 1.59 0.05 106.4 0.41

W

Al (95 нм) [43]

1.25 27.20 2.20 0.915

2.5 145.0 13.6 0.705

5.0 756.0 1030.0 0.255

nD (5 нм) [19]

0.25 0 6.37 0.84

0.50 0 24 0.55 

1.00 0 101 0.42

2.00 0 479 0.29

c частицами ZrO2 размером 44 нм 

	 λ ϕ ϕr = + −1 4 68 29 6 2. . , 	 (2.5в)

c частицами ZrO2 размером 105 нм 

	 λ ϕ ϕr = + −1 4 55 12 7 2. . .	  (2.5г)

Неуниверсальность зависимостей (2.5а)–(2.5г) обусловлена в первую очередь зависимостью коэф-
фициента теплопроводности от размера частиц. Эта зависимость иллюстрируется табл. 3, где приведены 
данные для наножидкостей с частицами оксидов меди, кремния, алюминия, циркония, и титана. Размеры 
частиц варьировались от 10 до 150 нм. В качестве базовой жидкости во всех случаях использовалась вода, 
а объемная концентрация наночастиц равнялась 2%. Измерения были проведены при температуре 25°С. 
Во всех случаях коэффициент теплопроводности растет с увеличением размера наночастиц и этот рост 
монотонный.

В табл. 3 присутствуют наножидкости с частицами одного размера, но разных материалов. Их теп-
лопроводность различна, это указывает на ее зависимость от материала наночастиц. Все классические 
теории теплопроводности крупнодисперсных жидкостей предполагают ее зависимость от материала ча-
стиц. В теории Максвелла [5] эта зависимость учитывается введением коэффициента теплопроводности 
материала частиц. В работе [44], однако, показано, что коэффициент теплопроводности наножидкости 
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не коррелирует с теплопроводностью частиц. Методом молекулярной динамики [47] (см. и [37]) было 
установлено, что теплопроводность наножидкостей тем больше, чем выше плотность наночастиц. В [44] 
это подтверждено экспериментально и показано, что она практически линейно растет с увеличением 
плотности материала частиц. Наличие такой зависимости позволило авторам [44, 54] на основе большого 
числа экспериментальных данных создать корреляцию, описывающую зависимость коэффициента теп-
лопроводности от концентрации наночастиц, их размера и плотности 

	 λ ρ ϕr d= + +( )1 0 0193 0 00383. . 

,	  (2.6)

где ρ
ρ
ρ

= p

0
, ρp, а d d=

σ
. Формула (2.6) с точность около 5% описывает разные данные. 

Таблица 3. Зависимость относительно коэффициента теплопроводности наножидкостей на  основе воды 
от размера частиц

SiO2 Al2O3 TiO2 ZrO2

d λr dp λr d λr d λr

10 1.015 50 1.061 71 1.066 44 1.077

16 1.027 75 1.082 100 1.084 105 1.087

25 1.040 100 1.100 150 1.100 — —

100 1.072 150 1.133 — — — —

3. ПАРАМЕТРЫ ПОДОБИЯ
Решение уравнений (1.3) является серьезной математической проблемой. Тем не менее она решается, 

обычно могут использоваться пакеты ANSYS Fluent или σ-flow. Последний широкого применялся более 
десяти лет при решении задач гидродинамики, тепломассообмена и горения. В основе пакета лежит ал-
горитм решения уравнений гидродинамики методом конечных объемов, основы которого сформулиро-
ваны в работах [49–51]. Обычно при решении задачи уравнения переноса записываются в безразмерном 
виде, в результате в них появляются различные параметры подобия. В большинстве задач по моделиро-
ванию течений наножидкостей фиксируется некоторый параметр подобия и находится соответствующее 
решение задачи. Затем меняя параметр подобия, получается зависимость данной характеристики течения 
от  него. К  сожалению, полученное так решение вообще не  имеет физического смысла. Следует 
разобраться почему. Прежде всего, самое простое. Нередко при решении уравнения сохранения импульса 
вместо коэффициента динамическоой вязкости используют кинематический коэффициент υ µ

ρ
= . Делать 

этого нельзя, поскольку в этом случае невозможно получить правильную зависимость рассчитанных па-
раметров течений от концентрации наночастиц. Действительно, плотность наножидкости является ли-
нейной функций концентрации частиц, а коэффициент вязкости (4) квадратичной. Естественно, кине-
матический коэффициент вязкости также является квадратичной функцией от концентрации частиц, 
однако не ясно, какой. Эту зависимость предварительно надо получить. Простое разложение отношения 
µ
ρ

 в ряд по концентрации приводит к качественно иной зависимости от нее по сравнению с (2.1). 

По той же причине необходимо проявлять определенную осторожность при использовании числа 
Рейнольдса Re = ρ

µ
UL  (U — характерная скорость жидкости). Одним и тем же числам Рейнольдса могут 

соответствовать разные наножидкости. Действительно, число Рейнольдса является квадратичной функ-
цией концентрации частиц. Но коэффициент вязкости является функцией размера частиц и их матери-
ала. Поэтому часто приводящиеся в работах по моделированию течений наножидкостей зависимости тех 
или иных параметров от числа Рейнольдса без конкретизации характеристик наножидкости просто не-
возможно физически разумно интерпретировать. Ситуация может стать еще сложнее. Например, 
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для течения Пуазейля в трубе радиуса h и длиной L скорость стационарного течения можно выразить 

через перепад давления Dp: U ph
L

= D 2

2µ
.  В результате определенное по этой скорости число Рейнольдса 

обратно пропорционально квадрату коэффициента вязкости, и его зависимость от концентрации частиц 
становится еще более сложной.

Поскольку исследуемая наножидкость нередко имеет неньютоновские свойства, то число Рейнольдса 
для степенной жидкости определяется следующим образом [52] 

	 Re =
+





−

−

ρU h

k
n

n

n n

n
v

n

2

18
3 1

4

.	 (3.1)

В этом случае зависимость от концентрации наночастиц, как хорошо понятно становится нетривиаль-
ной задачей, поскольку и индекс жидкости, и параметр консистентности являются ее функциями (см. 
табл. 2). Таким образом, решать задачу, вводя число Рейнольдса в этом случае практически невозможно.

Нередко в расчетах тем или иным образом определяют коэффициент вязкости (иногда даже берут со-
ответствующее экспериментальное значение, но коэффициент теплопроводности определяют через число 

Прандтля Pr .=
cpµ
λ

� Однако для наножидкости Prnf  является сложной квадратичной функций и концен-

трации наночастиц, и их размера, и материала m 

	 Pr Pr , ,nf k d m k d m= + ( ) + ( )



0 1 2

21 ϕ ϕ . 	 (3.2) 

Совершенно очевидно, что число Прандтля меняется с изменением концентрации частиц. Удельная 
теплоемкость является линейной функцией концентрации, а коэффициенты вязкости и теплопроводно-
сти  — квадратичными, причем вязкость растет с  уменьшением размера частиц, а  теплопроводность 
напротив снижается. Пример зависимости (3.2) показан на рис. 2 а для наножидкости на основе воды 
с частицами ZrO2 двух разных размеров. Здесь приведена зависимость от концентрации наночастиц от-

носительного числа Прандтля Pr
Pr

Prr
nf=
0

 (Pr0 — число Прандтля базовой жидкости). С ростом концентра-

ции частиц число Прандтля наножидкости растет, причем коэффициенты ki  в (3.2) не универсальны, они 
зависят от размера частиц и их материала. Вторая зависимость представлена на рис. 2б, где приведены 
данные наножидкости на основе воды с частицами Al2O3 и TiO2 от их концентрации, размеры частиц 
в обоих случаях одинаковы. Стоит отметить, что коэффициенты ki  в (3.2) в общем случае могут быть 

Prr Prr

Рис. 2. Зависимость относительного числа Прандтля Prr =  Pr/Prw наножидкости на основе воды от концентрации 
частиц ZrO2 (а) и от концентрации частиц Al2O3 и TiO2 (б). 
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знакопеременными. Поэтому при некоторых значениях параметров наножидкости число Прандтля на-
ножидкости может оказаться ниже числа Прандтля базовой жидкости. На рис. 2б это имеет место при ма-
лых концентрациях оксида алюминия. 

Наблюдаемое повышение числа Прандтля с ростом концентрации частиц связано с тем, что с ее 
увеличением коэффициент вязкости наножидкости возрастает значительно быстрее, чем коэффициент 
теплопроводности. Действительно, в приведенных данных измерений максимальное превышение ко-
эффициента теплопроводности фиксируется у наножидкости с частицами ZrO2 (выше 28%) в то же 
время коэффициент вязкости с увеличением концентрации частиц возрастает более чем вдвое. Воз-
можно и обратное. Особенно значительный рост коэффициента теплопроводности наножидкостей 
наблюдается при использовании металлических частиц [53]. Коэффициент вязкости и теплоемкость 
такой наножидкости меняется очень слабо и будет наблюдаться снижение числа Прандтля по сравне-
нию с  соответствующим значением для  базовой жидкости. Зависимость коэффициентов вязкости 
и теплопроводности наножидкостей от размера наночастиц противоположная. Поэтому максимальные 
значения относительного числа Прандтля должны наблюдаться у наножидкостей с малыми частицами. 
По мере их роста число Прандтля будет снижаться. Это подтверждает рис. 3, построенный по данным 
[31, 44]. Еще более сложная ситуация реализуется при использовании числа Нуссельта Nu = α

λ
L , где 

α  — коэффициент теплоотдачи. В ламинарном режиме течения коэффициент теплоотдачи растет про-
порционально концентрации частиц, но одновременно он зависит от их размера и вязкости. Выявить 
зависимость от этих параметров трудно даже при наличии соответствующих экспериментальных дан-
ных. Сложность растет при  попытке построить адекватную зависимость числа Нуссельта от  числа 
Рейнольдса, что достаточно типично в работах по моделированию теплоотдачи наножидкости. Чтобы 
построить правильную зависимость, необходимо в каждом случае фиксировать наножидкость, размер, 
материал наночастиц и  их концентрацию. Для  этих данных нужно определить числа Нуссельта 
и Рейнольдса, так будет получена первая точка зависимости. Затем надо последовательно варьировать 
концентрацию частиц, определяя в  каждом случае число Нуссельта и  соответствующее ему число 
Рейнольдса. 

Если теплообмен происходит при конвекции в поле тяжести, то естественным параметром подобия 
является число Грасгофа

	 Gr = −( )gL
T Tc

3

2 0
β

υ
, или �Gr = −( )g L

T Tc
ρ β
µ

2 3

2 0 ,	 (3.3)

где β — коэффициент объемного расширения, g  — ускорение свободного падения, Tc — температура по-
верхности теплообмена и T0 — температура теплоносителя. Входящие сюда параметры являются функци-
ями концентрации частиц, а  часть  — еще и  их 
размера и  материала. Критерий подобия (3.3) 
является поэтому сложной функцией концентра-
ции, размера и материала частиц. Фиксируя его, 
нельзя предсказать, какой именно наножидкости 
он будет соответствовать. Второе приведенное 
здесь соотношение сформулировано относитель-
но коэффициента динамической вязкости. По-
скольку экспериментально обычно он и опреде-
ляется, то именно в этой формулировке критерий 
Грасгофа и следует использовать в расчетах. 

При решении задач магнитной гидродина-
мики характерным параметром подобия яв-

ляется число Гартмана Ha = BL
σ
µ

, B — индук-

ция магнитного поля, а σ — коэффициент элек-
тропроводности. Для  наножидкости число 
Гартмана зависит от концентрации наночастиц, 

Prr

Рис. 3. Зависимость относительного числа Прандтля на-
ножидкости от размера наночастиц φ  =  2%.
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их размера и материала. Эти зависимости существенно различны для коэффициентов вязкости и элек-
тропроводности. Электропроводность наножидкостей растет практически линейно с  увеличением 
их объемной концентрации [43, 54, 55], и он зависит и от размера наночастиц, и от свойств базовой 
жидкости. С увеличением размера частиц электропроводность наножидкости снижается. Фиксируя 
этот параметр, нельзя сказать, какой конкретно наножидкости он будет соответствовать. Более того, 
в [43] показано, что электропроводность наножидкостей на основе этиленгликоля с частицами меди 
двух размеров неплохо описывается формулой [56]

σ
ξ ξ ϕ
ξ ξ ϕ

σ
ζ

µ
=

+ + −( )
+ − −( ) +

1 2 2 1

1 2 1

8
0

2
0
2 2

2

 r

d
, �

где ξ — отношение электропроводностей базовой жидкости и частиц,  r , � � 0 – относительные диэлектри-
ческие постоянные наночастиц и вакуума, соответственно, ζ — дзета потенциал, а σ0 — электропровод-
ность базовой жидкости. Первый член в  этой модели соответствует коэффициенту теплопроводности 
Максвелла [5], а второй описывает термофоретическое движение наночастиц. Таким образом, коэффи-
циент электропроводности наножидкости зависит также от ее вязкости и дзета потенциала. 

Наконец следует обсудить использование числа Пекле Pe PrRe= =
c ULpρ

λ
. Выше уже показано, что 

фиксированное число Прандтля получается лишь для заданной жидкости при фиксированных концен-
трации частиц, их размере и материале. Для каждой конкретной наножидкости, варьируя расход, можно 
менять число Рейнольдса, но так нельзя получить зависимость характеристик течения от концентрации 
частиц и их размера. 

Отметим, что при моделировании течений наножидкостей необходимо использовать корреляции, 
построенные на основе экспериментальных измерений. При фиксированной температуре зависимости 
коэффициентов вязкости и  теплопроводности имеют соответственно вид (2.1) и  (2.4). Зависимость 
от размера также предлагалась в ряде статей (см. также (2.2) и (2.5)). Известны и многочисленные кор-
реляции, описывающие зависимость вязкости и теплопроводности и от концентрации наночастиц, и от 
температуры [57]. Эти корреляции имеют свою область применимости, и их нельзя использовать вне 
этой области. Кроме того, для описания коэффициента теплопроводности наножидкости встречаются 
корреляции типа [64]

λ λ ϕ λ ϕ σ ϕλ= −( ) + + 



bf p bfC

d
1 3 2Re Pr �

или [58]

λ λ σ λ
λ
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


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Подобные корреляции нередко использовались в расчетах течений наножидкостей. Вместе с тем они 
содержат критерии подобия, которые сами являются сложными функциями параметров наножидкостей. 
Поэтому использовать их при моделировании практических невозможно.

4. МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕПЛООБМЕНА НАНОЖИДКОСТЕЙ
Экспериментальное изучение теплообмена является одним из центральных направлений исследования 

наножидкостей. С соответствующей литературой можно познакомиться по обзорам [59–61]. Установлена 
высокая эффективность использования для этой цели наножидкостей. Вместе с тем их разнообразие 
столь велико, что не удается экспериментально изучить все необходимые ситуации. Кроме того, экспе-
римент дает некоторую интегральную информацию, а нередко нужны детальные сведения о динамике 
течения. Получить ее можно, используя численное моделирование. В этом разделе приведено два примера 
моделирования теплообмена наножидкостей. Основное внимание уделялось подтверждению адекватно-
сти использования одножидкостной модели течения (1.3). 
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Рассматривается ламинарное течение в круглом миниканале ньютоновской наножидкости на основе 
воды с частицами оксида алюминия размером 150 нм. Длина обогреваемого участка 0.9 м. Перед измери-
тельным участком расположен участок гидродинамической стабилизации течения длинной 1 м. Нано-
жидкость поступает в канал с температурой T0 = 23°C. Течение осесимметричное и профиль осевой ско-
рости на  входе является параболическим. На  стенке при  0 ≤ ≤z L труба теплоизолирована, а  при 
L z L< ≤ 2  задан постоянный поток тепла. Постановка задачи соответствовала условиям эксперимента 
[62]. Все теплофизические характеристики наножидкости, включая коэффициенты переноса, зависят 
от температуры. Эта зависимость здесь и ниже моделировалась интерполяцией экспериментальных дан-
ных полиномами. Коэффициенты вязкости и теплопроводности наножидкости описывались следую-
щими корреляциями [32]: µ µ ϕ ϕ= + +( )w 1 6 72 2 , λ λ φ φ= + −( )w 1 6 42 39 5 2. . .

Сопоставление данных расчета и измерения среднего коэффициента теплоотдачи и перепада давления 
в канале представлено на рис. 4. Экспериментальным данным соответствуют темные метки, а расчетам 
без и с учетом термодиффузии — штриховая и непрерывные линии. Средний коэффициент теплоотдачи 
определяется соотношением: α = −( ) −− −GC T T S T Tp i o w

1 1( ) , где T w   — температура стенки канала, 

T
T Ti o=

+( )
2

 — средняя температура жидкости, T Ti o, � �  — соответственно температура на входе и выходе 
из обогреваемого участка, Tw — локальная температура стенки канала, G — массовый расход, а S  — пло-
щадь поверхности обогреваемого участка. Во всех случаях расчетные данные хорошо согласуются с экс-
периментальными. Сопоставление расчетных данных показывает, что учет термодиффузии при малых 
концентрациях частиц (1–2%) практически не влияет на величину среднего коэффициента теплоотдачи. 
И только при наибольшей концентрации частиц (6%) вклад термодиффузии становится заметным, но не 
превышает 5%. Термодиффузия оказывает столь же слабое влияние и на расчет перепада давления вдоль 
обогреваемого участка (см. рис. 4б), а значит и на гидравлическое сопротивление. Ее учет примерно на 3% 
снижает перепад давления вследствие уменьшения вязкости наножидкости вблизи стенок канала.

Значительное превышение вязкости у наножидкости по сравнению с базовой ставит вопрос об эф-
фективности ее применения как с точки зрения интенсификации теплообмена, так и затрат энергии 
на ее прокачивание. Если при фиксированном значении перепада давления наножидкость повышает 
коэффициент теплоотдачи по сравнению с базовой, то ее использование эффективно. На рис. 5а приве-
дена зависимость среднего коэффициента теплоотдачи от перепада давления в канале для воды (нижняя 
кривая) и наножидкостей при концентрации частиц 1, 2, 6% (снизу вверх). При фиксированном значении 
перепада давления с увеличением концентрации частиц значение коэффициента теплоотдачи нано-
жидкости монотонно повышается. Анализ данных свидетельствует о том, что наножидкости являются 
существенно более эффективным теплоносителем, чем вода.

(а) (б)

Dp
, П

а

Рис. 4. Зависимость коэффициента теплоотдачи (а) и перепада давлений (б) от числа Рейнольдса.
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Поскольку рассматривался ламинарный режим течения, то важно разобраться, чем в первую очередь 
определяется теплообмен наножидкостей. Коэффициент теплообмена растет с увеличением концентра-
ции наночастиц (см. рис. 4), при этом он растет пропорционально росту коэффициента теплопроводно-
сти. Это иллюстрирует рис. 5б, где приведена зависимость среднего относительного коэффициента теп-
лоотдачи α α

αr =
0

 от относительного коэффициента теплопроводности при разных концентрациях частиц 

и фиксированном расходе равном 0.00302 кг/с (α0 — коэффициент теплоотдачи базовой жидкости).
Второй пример, который ниже будет рассмотрен, относится к моделированию теплообмена в подоб-

ном миниканале наножидкостей на основе изопропилового спирта (ИПС) с одностенными нанотруб-
ками (ОСУНТ). Для замыкания уравнений переноса использовались экспериментальные измерения 
[63, 64]. Эти наножидкости неньютоновские и их реология описывается моделью (6), причем с ростом 
концентрации ОСУНТ индекс жидкости снижается, а параметр консистентности растет. Сопоставление 
экспериментальных данных (метки) зависимости среднего коэффициента теплопередачи с расчетными 
(линии) от массового расхода наножидкости представлено на рис. 6а. Данные снизу вверх соответствуют 
концентрациям ОСУНТ 0, 0.1 и 0.25%. Во всех случаях погрешность моделирования не превышает 6%. 
О хорошем согласовании экспериментальных и расчетных данных свидетельствует и рис. 6б, где сопо-
ставлены перепады давления в канале. Использование наножидкостей значительно повышает среднее 
значение коэффициента теплоотдачи, при концентрации ОСУНТ 0.25% коэффициент теплоотдачи уве-
личился почти в полтора раза. Подобные превышения коэффициента теплоотдачи с помощью обычных 
наножидкостей практически недостижимы.

Пседопластический характер реологии наножидкостей существенно меняет характеристики течения 
и теплообмена в канале. Распределение вязкости наножидкости неоднородно по радиусу канала, она 
значительно снижается от центра канала к его стенкам. Так, например, при концентрации ОСУНТ 0.25% 
вязкость в центре канала почти в тысячу раз выше, чем вблизи стенки. Чем ниже индекс жидкости, тем 
сильнее проявляется данный эффект. В псевдопластической жидкости профиль скорости в центре канала 
выполаживается и формируется область квазитвердого течения. Поскольку скорость в центральной части 
канала уменьшается, а расход жидкости фиксирован, то скорость в пристеночной области увеличивается. 
Это приводит к росту коэффициента теплопередачи. С увеличением концентрации наночастиц эффект 
усиливается. Таким образом, усиление неньютоновских свойств наножидкостей значительно способ-
ствует интенсификации теплообмена. 

(а) (б)

Рис. 5. Зависимости (а) среднего коэффициента теплоотдачи наножидкостей от перепада давления при различных 
концентрациях наночастиц и  (б) относительного коэффициента теплоотдачи от  относительного коэффициента 
теплопроводности, при постоянном расходе.
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5. ОБСУЖДЕНИЕ
Данная статья посвящена проблемам, появляющимся при моделировании течений наножидкостей. 

Стоит сформулировать основные выводы. Первое, течения наножидкостей вполне успешно моделиру-
ются одножидкостными уравнениями гидродинамики. Непременным условием применения уравнений 
(1.3) является использование эффективных экспериментально измеренных коэффициентов переноса. 
Поскольку коэффициенты переноса зависят и от размера частиц, и от их материала, моделирование 
должно осуществляться для течений вполне определенных наножидкостей. В расчетах категорически 
нельзя использовать формулы для коэффициентов переноса, полученные для крупнодисперсных жидко-
стей. Наножидкости — это особый класс дисперсных жидкостей.

Второе. К использованию параметров подобия следует относиться чрезвычайно осторожно. Самый 
простой совет состоит в том, что при решении уравнений переноса их следует использовать в размерном 
виде. Тем самым можно найти зависимость всех параметров течения наножидкости от расхода, концен-
трации частиц и их размера. После этого можно будет построить, если это необходимо, соответствующие 
зависимости от параметров подобия, например, от числа Рейнольдса. Однако здесь получатся серии 
кривых, которые будут соответствовать разным концентрациям частиц при фиксированном их размере 
или разным размерам при фиксированной концентрации частиц. Попытка использовать параметры 
подобия обычным образом, просто варьируя их, приведет к зависимостям, которые физически нельзя 
будет интерпретировать. В каждой точке такой зависимости они будут соответствовать разным наножид-
костям. Тем не менее параметры подобия можно использовать, но повторимся очень осторожно. Так, 
например, рассматривая число Рейнольдса для наножидкостей с определенными частицами, но при 

различной их концентрации его целесообразно переписать так: Re ,= − +

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где Re0 — число Рейнольдса базовой жидкости, а характерная скорость течения может быть определена 
по расходу. Варьируется при этом Re0 и ϕ. Ситуация, конечно, тоже нетривиальная, но полученная зави-
симость будет адекватной. Кроме того, коэффициенты ai являются еще и функцией размера частиц. Если 
же необходимо получить, например, зависимость числа Нуссельта от числа Рейнольса, то сделать это 
можно лишь для фиксированной концентрации частиц и фиксированном их размере. Если нужна зави-
симость от концентрации или размера наночастиц, то получится набор соответствующих кривых.

Следует отметить еще одно важное обстоятельство. В данной статье вообще не рассматривалось мо-
делирование турбулентных течений. Это связано с двумя обстоятельствами. Первое состоит в том, что 
моделирование турбулентных течений ньютоновских наножидкостей может выполняться обычным 
образом и примеры таких расчетов существуют. Принципиальные сложности появляются в случае, когда 
необходимо моделировать турбулентные течения неньютоновских наножидкостей. Здесь достаточно 

Dp
, П

а

(б)(а)

Рис. 6. Зависимость среднего коэффициента теплоотдачи (а) и перепада давления (б) от расхода наножидкости.
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надежно удается моделировать лишь неньютоновские жидкости, описываемые моделью степенной жид-
кости [51, 65].

Последнее. Выше уже упоминалось, что значительная часть наножидкостей имеет неньютоновскую 
реологию. Ранее в [19] экспериментально было показано, что реология наножидкости может измениться 
с  ростом концентрации наночастиц и  уменьшением их  размера. Если первое выглядит достаточно 
естественно и характерно также для крупнодисперсных жидкостей, то экспериментально объяснить 
изменение реологии с уменьшением размера наночастиц не удается. Это сделано методом молекулярной 
динамики в появившейся недавно статье [66], где установлено, что изменение реологии связано с изме-
нением структуры наножидкости. Структура наножидкости меняется тем сильнее, чем меньше размер 
дисперсных частиц (при фиксированной концентрации частиц) и чем больше их концентрация. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данном обзоре обсуждаются проблемы, возникающие при моделировании течений наножидкостей. 

Анализируется возможность применения двухжидкостного и одножидкостного описаний. Показано, что 
течения наножидкостей обычно вполне можно моделировать с помощью уравнений (3.1). Применение 
этих уравнений требует использования эффективных коэффициентов переноса. Необходимо иметь 
в виду, что и вязкость, и теплопроводность наножидкостей зависят не только от концентрации наноча-
стиц, но также от их размера и материала. 

Подробно изучается поведение параметров подобия, их зависимость от концентрации, размера и мате-
риала наночастиц. Отмечается, что в общем случае невозможно решать задачу просто варьируя параметры 
подобия. Приведены два примера решения задачи о теплоотдачи двух разных наножидкостей, с обыч-
ными сферическими наночастицами и с углеродными нанотрубками. В последнем случае наножидкость 
является неньютоновской. Показано, что наножидкости позволяют получить очень высокие значения 
превышения коэффициента теплоотдачи. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (соглашение № 20-19-
00043). 
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SPECIFIC FEATURES OF MODELING NANOFLUID FLOWS  
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Problems arising when modeling nanofluids are discussed. The possibility of using two- and one-fluid 
descriptions is analyzed. The thermophysical properties of nanofluids are reviewed and it is shown that their 
viscosity and thermal conductivity depend not only on the concentration of nanoparticles, but also on their 
size and material. The behavior of similarity parameters and their dependence on the concentration, size and 
material of nanoparticles are studied in detail. It is shown that in the general case it is impossible to solve the 
problem simply by varying the similarity parameters. Two examples of solving the problem of heat transfer of 
two different nanofluids, with conventional spherical nanoparticles and with carbon nanotubes, are given. In the 
latter case, the nanofluid is non-Newtonian. It has been shown that nanofluids make it possible to obtain very 
high values of excess of the heat transfer coefficient.
Keywords: viscosity, hydrodynamic modeling, nanofluids, similarity parameters, thermal conductivity, heat 
transfer. 


