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Представлены результаты исследований течения за цилиндрическими телами обтекания в
проточном гидродинамическом генераторе плоского типа, полученные на гидродинамиче-
ском стенде экспериментальной базы НЦ НВМТ ИМАШ РАН при степени перекрытия по-
тока телами обтекания St/S0 = 10–82%, числах Re = (0.5–5) × 105, давлении на входе РВХ =
= 0.1–0.9 МПа. Получено, что при определенных величинах отношения входного к выходно-
му давлению, которые являются постоянными для каждого значения степени перекрытия
потока, на частотах 0.5–5 кГц возникают мощные пики давления резонансного типа с ампли-
тудой, более чем в 4–5 раза превышающей максимальное значение входного давления.
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Основной задачей в волновой технологии, базирующейся на возбуждении нелинейных коле-
баний в многофазных средах, постановка которой возникла вследствие запросов практики, яв-
ляется создание научных основ проектирования волновых машин и механизмов, теоретическое
обоснование которых изложено в работах [1–3]. Среди известных волновых устройств заметное
место занимают проточные волновые генераторы, в плоских профилированных каналах кото-
рых установлены препятствия различных форм [4]. В этих генераторах для возбуждения мощных
колебаний и волн в обрабатываемых средах, являющихся одновременно и рабочей средой, ис-
пользуются высоко турбулентные, срывные, вихревые потоки жидкости. В генераторах этого ти-
па при размещении в проточной части тела обтекания одновременно протекают и нелинейно
взаимодействуют между собой гидродинамические и волновые процессы. Это, по-видимому,
явилось следствием отсутствия достаточного количества экспериментальных и достоверных
расчетных данных, необходимых для проектирования подобных волновых машин. В ряде имею-
щихся работ [5–8], где проводились экспериментальные исследования картины течения при об-
текании водой одиночного кругового цилиндра в плоской рабочей камере с ограниченной пло-
щадью проходного сечения при числах Re = 7 × 104–1.9 × 105, степени перекрытия потока телами
обтекания 20–30%, при скоростях набегающего потока V = 5–23 м/с, было показано, что с тела
обтекания периодически срываются вихри. Пики переменного давления, замеренные мало-
инерционным датчиком, вызываются периодически срывающимися вихрями. При этом частота
пиков давления точно соответствует числу срывающихся в секунду вихрей. В работах [9, 10] при-
ведены результаты исследования течения воды в сужающихся и расширяющихся каналах круг-
лого сечения без тела обтекания. Было показано, что в проточной части этих каналов при опре-
деленных значениях входного давления возникают режимы автоколебаний с амплитудой, срав-
нимой с входным давлением. Показана кинетика срывных каверн. В работах [11–13] приведены
результаты экспериментального исследования проточного генератора плоского типа с различ-
ными телами обтекания, степень перекрытия потока в канале которыми составляла 45%. В этих
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работах показано, что за телами обтекания формируется сложная картина течения. При опреде-
ленном перепаде давления за телами обтекания возникают пики давления. Частота образования
пиков давления линейно зависит от числа Рейнольдса Re, а число Струхаля составляет St = 0.7.
Однако, несмотря на важность представленных в этих работах материалов, они не дают возмож-
ности проследить динамику протекания гидродинамических и волновых процессов при измене-
нии в широком диапазоне степени перекрытия потока телами обтекания и определяющих пара-
метров.

1. МЕТОДЫ И СРЕДСТВА ЭКСПЕРИМЕНТА
Испытания проводились на гидродинамическом стенде, обеспечивающем при давлении на

входе РВХ = 1.7 МПа расход рабочей жидкости G = 500 л/мин. Модель генератора представляла
собой плоский канал шириной b = 22 мм и высотой h = 8 мм (рис. 1). В центре канала к нижней
и верхней поверхности проточной части крепились цилиндры диаметрами d = 2–18 мм. Степень
перекрытия потока определялась отношением площади поперечного сечения цилиндра St к пло-
щади поперечного сечения канала S0 и составляла St/S0 = 0.1–0.82. В качестве рабочего тела ис-
пользовалась водопроводная вода при t = 15°С. Давление на входе в генератор изменялось в диа-
пазоне РВХ = 0.2–1.0 МПа, давление на выходе в диапазоне РВЫХ = 0.1–0.8 МПа. Диапазон изме-
нения скорости набегающего потока перед телами обтекания составлял V0 = 9.5–27.5 м/с,
диапазон чисел Рейнольдса Re = (V0d)/ν = (0.5–5) × 105 где ν – кинетическая вязкость рабочей
среды. Температура потока воды измерялась термопарой поверхностного типа с погрешно-
стью 0.1°С.

Давление на входе и выходе генератора измерялось манометрами Бурдона класс точности 0.5.
Пульсации давления измерялись пьезоэлектрическим датчиком типа 701 К фирмы Kistler. Реги-
страция и обработка полученных данных производились на цифровом осциллографе Lecroy.
Визуализация картины течения осуществлялась с помощью скоростной цифровой фотокамеры
со временем экспозиции 1/80000 с.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ
Результаты экспериментальных исследований моделей гидродинамического генератора

плоского типа с цилиндрическими телами обтекания показали, что при повышении входного
давления в диапазоне РВХ = 0.2–1.0 МПа и отсутствии противодавления (РВЫХ = 0.1 МПа) за ци-
линдрами образуется мощное турбулентное течение, которое создает заметное гидравлическое
сопротивление основному потоку. При этом датчик переменного давления, расположенный в
этой зоне, фиксирует низкоамплитудные пульсации давления, характерные для потока жидко-
сти с низкой степенью турбулентности. Величина давления в донной области за цилиндрами РД
с увеличением РВХ вначале резко снижается, затем при РВХ ≥ 0.3 МПа выходит на постоянное зна-
чение РД = 1–3 КПа, не зависящие от РВХ. При этом, как показали картины визуализации тече-
ния, за телами обтекания образуется закрытая зона, заполненная периодически возникающими
крупными газовыми пузырями, характерными для кипения жидкости при пониженном давле-

Рис. 1. Принципиальная схема проточного канала генератора плоского типа.
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нии. С увеличением степени перекрытия потока в диапазоне St/S0 = 0.1–0.82 величина давления
в этой зоне снижается до 1 КПа. Точка выхода зависимости РД = F(ΔР), где ΔР = РВХ – РВЫХ, на
постоянное значение РД с увеличением St/S0 смещается в сторону больших значений ΔР. В дон-
ной области на режимах до возникновения кипения жидкости РД с увеличением St/S0 возрастает.
Особенно резко рост РД происходит при St/S0 ≥ 0.6 (рис. 2).

Анализ картин течения показал, что в проточной части гидродинамического генератора плос-
кого типа за цилиндрическими телами обтекания при варьировании величиной перепаде давле-
ния ΔР = РВХ – РВЫХ возникает известное течение жидкости с отрывом пограничного слоя с по-
верхности цилиндра и образованием пульсирующих вихревых дорожек, при этом эти дорожки
прерывисто заполняют донную область протяженностью 2.5–3 калибра тела обтекания. Анализ
результатов измерений пульсаций давления в донной области так же показал, что в проточной
части гидродинамического генератора плоского типа за телами обтекания возникают мощные
нелинейные волны давления только при определенных значениях отношения (РВЫХ/РВХ)РЕЗ, ко-
торое является практически независимым от величины РВХ и постоянной для каждой степени
перекрытия. С увеличением степени перекрытия потока в диапазоне St/S0 = 0.1–0.82 величина
этого отношения плавно уменьшается с 0.7 до 0.28.

Амплитудно-частотная характеристика мощных нелинейных волн давления и сопровождаю-
щих их волн на кратных частотах с небольшими амплитудами (видимо, вследствие резонанса
гидродинамических и акустических сил при схлопывании семейства кавитационных пузырьков
в вихревых образованиях), показана на (рис. 3).

Амплитуда этих пиков давления Amax, измеренная пьезодатчиком в единицах давления, с ро-
стом РВХ возрастает для всех значений St/S0 (рис. 4), видимо, вследствие интенсификации про-
цесса схлопывания кавитационных пузырьков при увеличении РВЫХ. При этом величина Amax
может более чем в 4–5 раза превзойти максимальную величину РВХmax.

Частота возникновения резонансных пиков давления f с увеличением РВХ для всех диаметров
тел обтекания линейно возрастает и при St/S0 = 0.091 может достигать  f = 5 кГц. При увеличении
St/S0 до 0.818 частота пиков давления снижается на порядок (рис. 5.)

Рис. 2. Зависимости РД = F(St/S0, ΔР) для гидродинамического генератора плоского типа РВЫХ = 0.1 МПа,
РВХ = 0.1–0.9 МПа.
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Рис. 3. Амплитудочастотная характеристика пульсаций давления в потоке жидкости за цилиндрическим телом
обтекания на режиме возбуждения мощных нелинейных волн давления в гидродинамическом генераторе
плоского типа при степени перекрытия St/S0 = 0.4545, РВХ = 0.8 МПа, РВЫХ/PВХ = 0.625, fmax = 1.4 кГц.
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Рис. 4. Зависимость Аmax = F(РВХ, St/S0) для режима возбуждения мощных нелинейных волн давления за ци-
линдрическими телами обтекания в генераторе плоского типа.
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Зависимость Аmax = F(St/S0) (рис. 6.) является существенно нелинейной, с наличием характер-
ного максимума при St/S0 ≈ 0.5. Видно, что наибольшая интенсивность волновых процессов ре-
ализуется в настоящем генераторе при установке цилиндрических тел обтекания, диаметры ко-
торых лежат в диапазоне d = 8–13 мм (St/S0 ≈ 0.35–0.6).

Рис. 5. Зависимости f = F(РВХ, St/S0) для гидродинамического генератора плоского типа на режиме возбужде-
ния за телами обтекания мощных нелинейных волн давления.
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Рис. 6. Зависимость Аmax = F(St/S0) для режимов возбуждения нелинейных волн давления при ΔР = РВХ – РВЫХ =
= 0.3 МПа.
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Зависимость f = F(Re) для каждого значения St/S0 носит линейный характер и описывается
выражением f = kRe, где k = df/dRe – постоянная величина для каждого значения St/S0. С увели-
чением St/S0 производная роста зависимости f = F(Re) существенно снижается. Зависимость
числа Струхаля St от степени перекрытия потока St = F(St/S0) в исследуемом диапазоне чисел
Re = (0.5–5) × 105 так же носит линейный характер. С ростом St/S0 величина St при St/S0 = 0.82
достигает значения St = 1.2. Экстраполяция этой зависимости в сторону значений St/S0 < 0.1 по-
казывает, что число St стремится к величине St = 0.2, полученной для полубесконечного обтека-
ния цилиндра при числах Re =104–105.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В результате проведенных исследований получено в проточной части гидродинамического

генератора проточного типа за цилиндрическими телами обтекания при определенных значени-
ях отношения РВЫХ/РВХ, являющихся постоянной величиной для каждого значения St/S0, реали-
зуется течение с наличием попеременно образующихся вихрей, возникающих в результате отры-
ва пограничного слоя с поверхности тел обтекания и порождающих мощные пики давления ре-
зонансного типа, амплитуда которых более чем в 4–5 раза превышает максимальное значение
входного давления;

– амплитуда резонансных пиков давления Аmax с увеличением РВХ линейно возрастает;
– зависимость Аmax = F(St/S0) является существенно нелинейной с наличием характерного

максимума при St/S0 = 0.5, таким образом, наибольшая интенсивность волновых процессов ре-
ализуется при установке тел обтекания, диаметры которых лежат в диапазоне d = 8–13 мм (St/S0 =
= 0.35–0.6);

– частота возникновения максимальных пиков давления резонансного типа для каждого зна-
чения St/S0 с увеличением РВХ линейно возрастает, в то время как с увеличением St/S0 в диапазо-
не 0.1–0.82 снижается на порядок;

– зависимость числа Струхаля от степени перекрытия потока St = F(St/S0) в исследуемом диа-
пазоне чисел Re = (0.5–5) × 105 носит линейный характер. С ростом St/S0 величина St увеличи-
вается и при St/S0 =0.82 достигает значения St = 1.2.
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Движение клеток лежит в основе многих биологических явлений. Важную роль в управлении
клеточными движениями играют активные напряжения, которые развиваются в биологиче-
ских тканях в результате механических взаимодействий клеток между собой. Изучение эво-
люции смесей клеток разных типов, образующих клеточные агрегаты, показало, что актив-
ные силовые межклеточные взаимодействия приводят к пространственному разделению кле-
ток разных типов – сортировке клеток. В рамках континуальной модели биологической
сплошной среды [24] (клетки разных типов рассматриваются как отдельные фазы), в данной
работе проведено исследование влияния параметров, которые характеризуют различные ме-
ханизмы развития активных межклеточных напряжений, а также адгезию и клеточную по-
движность на процесс сортировки двух типов клеток, образующих в начальный момент вре-
мени агрегат сферической формы. Показано, что достаточными условиями сортировки кле-
ток разных типов и формирования резкой границы между областями, которые они занимают,
является отсутствие стягивающих взаимодействий между клетками разных фаз при условии
асимметрии начальных распределений их концентрации или асимметрии параметров, харак-
теризующих развитие активных напряжений в разных фазах. Показано, что клетки той фазы,
в которой активные стягивающие межклеточные взаимодействия сильнее (при одинаковых
для разных клеточных фаз значениях остальных параметров и одинаковых начальных распре-
делениях концентраций фаз), стремятся занять центральную область сфероида. В то же время
клетки другой фазы, между которыми стягивающие взаимодействия слабее, вытесняются на
периферию. Увеличение параметра, характеризующего отталкивание клеток, приводит к вы-
теснению этой клеточной фазы на периферию. Помимо сил активного взаимодействия кле-
точные движения могут контролироваться как механическими пассивными свойствами сре-
ды, так и подвижностью клеток. Асимметрия межфазного распределения этих параметров
может приводить к тому, что клетки, обладающие большими стягивающими взаимодействи-
ями, будут вытесняться в периферическую область клеточного сфероида и окружать клетки,
между которыми эти взаимодействия слабее.

Ключевые слова: клеточные системы, активные среды, биологическое формообразование
DOI: 10.31857/S0568528122600813, EDN: NTKIEV

Миграция клеток как в виде коллективного движения клеточных пластов, в которое оказыва-
ются вовлечены большие группы прочно скрепленных между собой клеток, так и миграция кле-
ток, сопровождаемая их движением друг относительно друга, является фундаментальным про-
цессом, который имеет ключевое значение для самых разных биологических явлений, проявля-
ющихся на всех этапах жизни животных и человека. Клеточная миграция необходима как для
нормального функционирования многоклеточного организма, так и при развитии заболеваний.
Движения эмбриональных клеток лежат в основе формирования структур, которые в процессе
развития организма трансформируются в ткани и органы [1–4]. Закрытие раны в слое клеток со-
провождается миграцией клеток в зону повреждения под действием сил, создаваемых самими
клетками [4–6]. Миграция клеток является также неотъемлемой частью развития и паталогиче-
ских процессов таких, как рост и метастазирование опухолей [4, 7, 8].

УДК 532.5: 531.3: 576.72
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Поля механических напряжений, которые развиваются в тканях в результате активных меха-
нических взаимодействий клеток между собой и с внеклеточным матриксом, имеют решающее
значение в управлении направленными клеточными движениями, приводящими к формирова-
нию различных структур [2, 4, 6–9].

Важной задачей является понимание физических и биологических механизмов на клеточном и
тканевом масштабах, управляющих развитием активных напряжений и, тем самым, движением кле-
ток. Регуляция миграции опухолевых клеток представляет несомненную практическую значимость.

Активные взаимодействия между клетками создаются и контролируются механизмами, глав-
ным образом связанными с участием межклеточной адгезии (скрепления поверхностей сосед-
них клеток посредством специфических молекул) и сокращением элементов клеточного скеле-
та. Однако проявление этих механизмов может существенно различаться для клеток разных ти-
пов и разных тканей.

В одних случаях наблюдается образование различного вида выростов клеточной мембраны
(протрузий), способных закрепляться на поверхностях соседних клеток (для эмбриональных
клеток) [2, 10–12] или образовывать прочные контакты с внеклеточным матриксом (в частности,
для опухолевых клеток) [5, 7]. Развитие сократительных усилий в них приводит к развитию ак-
тивных напряжений в среде и перемещению клеток.

В других случаях создание активных сил связано с участием натяжения сократительных эле-
ментов клеточного скелета в поверхностных областях внутриклеточного пространства (корти-
кального натяжения) совместно регулируемого с межклеточной адгезией [13–16]. Сила, способ-
ствующая сближению клеток, создается натяжением по границе области контакта между клет-
ками, а поверхностные молекулы адгезии обеспечивают прочность механического соединения
контактирующих клеток.

В тканях, образованных плотно упакованными клетками, имеющими вид многогранников,
механизм межклеточных взаимодействий отличается от двух предыдущих. Сила взаимодействия
между клетками этих тканей создается анизотропным сокращением межклеточных границ, в ре-
зультате чего граница между одной парой клеток исчезает, и появляется новая граница между
двумя другими клетками. Анизотропия развития сократительной активности может определять-
ся биологически предпочтительной ориентацией межклеточных границ, на которых образуются
сократительные структуры [17, 18], или соседством с клетками другого типа [19–21].

Изучение эволюции простых клеточных систем таких, как пространственные клеточные аг-
регаты, показало, что активные силовые взаимодействия между клетками приводят к формиро-
ванию неоднородных клеточных структур [15, 22, 23]. В агрегатах, полученных перемешиванием
клеток двух разных типов, происходит их пространственное разделение (сортировка клеток) –
формируются структуры, характеризуемые образованием компактной массы клеток одного ти-
па, окруженной клетками другого типа.

Первые результаты решения ставшей в настоящее время классической задачи о сортировке
двух разных типов клеток были получены с использованием дискретных “энергетических” мо-
делей, в которых эволюция системы направлена на минимизацию энергии, учитывающей раз-
личные механизмы взаимодействия между соседними клетками. Их обзор приведен в [15, 23].

Дискретные модели, использующие принцип минимизации энергии, позволили получить
хорошие результаты при описании сортировки клеток, однако, они оставляют без ответа вопрос
о том, как механизмы на клеточном уровне связаны с характеристиками среды на тканевом уровне:
как развитие активных напряжений и деформационные характеристики клеточной сплошной среды
связаны с адгезионными взаимодействиями клеток и напряжениями в клеточном скелете.

Континуальные модели, описывающие поведение биологических сред, образованных актив-
но взаимодействующими клетками, представлены достаточно небольшой группой работ, кратко
обсуждаемых в [24]. Разработанная в [24] модель основывается на общих принципах механики
многофазных сплошных сред и описывает эволюцию клеточных систем, используя несомнен-
ные физические механизмы, которые связаны с активными межклеточными взаимодействиями
и подвижностью клеток.

Исследование различных постановок задач (в рамках континуального подхода), в которых
учитывается подвижность границ областей, занятых клетками разных типов выполнено в [25, 26].
Исследуемые постановки задач, описывающие перераспределение клеток в плоском слое и сфе-
рическом агрегате, различаются граничными условиями. В обеих постановках внешние границы
клеточных фаз подвижны, но в одном случае для обеих фаз эти границы совпадают, а в другом
перемещаются независимо в соответствии с условиями их нагружения. Таким образом, оказы-
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вается возможным описывать образование и перемещение фронтов, разделяющих области с раз-
личными объемными концентрациями клеток разных типов. В этих работах выполнено сравне-
ние решений обеих постановок задач с целью выяснения того, какая из них физически более
адекватно описывает процесс сортировки клеток.

В данной работе будет проведено исследование степени участия различных физических меха-
низмов управления движением клеток, на процесс сортировки двух типов клеток, образующих в
начальный момент времени агрегат сферической формы.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И МЕТОД РЕШЕНИЯ
Рассмотрим задачу о перераспределении объемных концентраций двух типов клеток, кото-

рые в начальный момент времени равномерно перемешаны и образуют клеточный агрегат сфе-
рической формы (рис. 1). Постановка задачи об эволюции клеточной системы в рамках разрабо-
танной в [24] континуальной модели биологической сплошной многофазной среды, состоящей
из двух активно взаимодействующих клеточных фаз и жидкости, подробно описана [26]. Ниже
приведены краткое описание полной системы уравнений и основные предположения, включен-
ные в постановку задачи. Более подробно будут обсуждаться только те уравнения, которые опи-
сывают механизмы, исследуемые в следующем разделе.

Клеточная среда рассматривается как многофазный континуум. Она образована двумя кле-
точными фазами, жидкостью и вспомогательными фазами, о которых будет сказано ниже. Реше-
ние задачи выполнено в предположении сферической симметрии, и все уравнения написаны в
физическом базисе сферической системы координат с началом в центре сферы. У всех тензоров
смешанные компоненты считаются равными нулю. Будем отмечать компоненты тензоров в на-
правлениях ,  и  соответствующим буквенным индексом, заменяя повторяющийся индекс
однократным. У единственной отличной от нуля компоненты векторов скорости в радиальном
направлении индекс  опускается, а нижним индексом будем обозначать номер клеточной фазы.

Уравнения неразрывности для клеточных фаз написаны в предположении отсутствия в среде
деления и гибели клеток, а также потоков массы между клеточными фазами и жидкостью. Ис-
тинные плотности фаз считаются постоянными и равными между собой, поэтому объемные
концентрации фаз совпадают с массовыми.

В уравнениях импульсов пренебрегается силой межфазного вязкого трения между клеточны-
ми фазами и жидкостью. Это позволяет пренебречь изменением гидростатического давления во
внеклеточной жидкости, считая его равным нулю, и решать уравнения для клеточных фаз от-
дельно от уравнений, описывающих движение жидкости.

Для описания сил активных взаимодействий между клетками в работах [24, 27] было предло-
жено введение вспомогательных фаз, в которых развиваются активные напряжения. Материаль-

r ϕ θ

r

Рис. 1. Схематическое изображение структуры клеточного сфероида, образованного клетками 1-го и 2-го ти-
пов в разные моменты времени. Номера клеточных фаз в разных областях сфероида обведены маленькими
кругами. (а) Строение в начальный момент времени. (б) Строение в некоторый момент времени , когда гра-
ницы клеточных фаз разошлись. Координаты  и  являются радиусами сфер, ограничивающих
первую и вторую клеточную фазы соответственно.

1 12 2

2

(a) (б)
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t
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ными носителями вспомогательных фаз могут быть соответствующие сократительные структу-
ры клеточного скелета, которые обеспечивают передачу усилий между клетками и приводят к их
взаимному движению. Активные взаимодействия между клетками описываются посредством
введения трех вспомогательных фаз, две из которых обеспечивают активные взаимодействия
между клетками, принадлежащими только к первой или только ко второй клеточной фазе, и ха-
рактеризующимися тензорами напряжений  и  соответственно. Третья дополнительная
фаза с тензором напряжений  обеспечивает перекрестные активные взаимодействия между
клетками разных фаз. Объемы, занимаемые дополнительными фазами, считаются пренебрежи-
мо малыми в сравнении с объемами основных фаз. Уравнения баланса импульса для клеточных фаз,
в пренебрежении инерционными эффектами, учитывают силы их взаимодействия с дополнитель-
ными фазами, а также силы межфазного взаимодействия между двумя клеточными фазами.

Выражение для силы взаимодействия между клеточными фазами (пассивного взаимодей-
ствия), полученное в [24], учитывает две составляющие, одна из которых связана с действием сил
давления в клеточных фазах, вторая – с силой вязкого трения на межфазных поверхностях.

Определяющие соотношения для активных напряжений в дополнительных фазах учитывают
как хаотическую активность клеток в создании активных напряжений, которая характеризуется
давлениями , ,  и проявляется в их отталкивании, так и направленные стягивающие уси-
лия, определяемые неоднородными внешними стимулами – соседством с другими клетками.
Предполагается, что активные стягивающие взаимодействия развиваются только между клетка-
ми внутри фаз, а между клетками разных фаз отсутствуют. Таким образом, в межфазной пере-
крестной активной силе будем учитывать только расталкивающую компоненту. Определяющие
соотношения для активных напряжений в работе [24] приняты в следующем виде:

(1.1)

(1.2)

Здесь  и  – объемные концентрации первой и второй клеточных фаз соответственно. Ин-
тегрирование в соотношениях (1.1) выполняется по сферической поверхности  фиксированно-
го для данной среды радиуса  (радиуса дальнодействия) с центром в рассматриваемой точке.
Для точек, находящихся на расстоянии, меньшем  от поверхности клеточного сфероида, ин-
тегрирование ведется только по той части поверхности сферы, которая лежит внутри этого объ-
ема. Индекс  принимает значения ,  и , при этом ,  и  – координаты радиус-вектора то-
чек на поверхности сферы  в локальном физическом базисе сферической системы координат.

В общем случае для многоклеточной биологической среды тензор скоростей деформации
клеточных фаз можно представить в виде суммы составляющих, связанных с деформацией са-
мих клеток и с их переупаковкой [28]. В работе [29] принята гипотеза о возможности пренебречь
первой составляющей по сравнению со скоростью деформирования, связанного с переупаков-
ками клеток. Будем рассматривать переупаковку клеток как течение, управляемое напряжения-
ми в самих клеточных фазах (  и  – тензоры напряжений для первой и второй фазы соответ-
ственно) и активными напряжениями. Выражения для компонент тензоров скоростей деформа-
ции  и  (  принимает значения ,  и ) первой и второй клеточных фаз соответственно
примем в следующем виде:

(1.3)

(1.4)

Выбор знаков учитывает, что растягивающие напряжения во вспомогательных фазах стиму-
лируют сближение клеток (уплотнение клеточной фазы), а растягивающие клеточные напряже-
ния в рассматриваемой фазе и сжимающие клеточные напряжения в соседней фазе этому уплот-
нению препятствуют. Полная система уравнений дополняется кинематическими соотношения-
ми для компонент тензоров скоростей деформации клеточных фаз.
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Граничные условия учитывают возможность независимого перемещения поверхностей, огра-
ничивающих клеточные фазы. Координаты  и  являются радиусами сфер, кото-
рые ограничивают области, занятые первой и второй клеточной фазой соответственно (рис. 1б).

В начальный момент времени клетки обеих фаз заполняют весь объем сферы, и в качестве на-
чальных условий при t = 0 будем задавать положение границ клеточных фаз  и
начальные распределения концентраций фаз , . В дальнейшем при
решении задачи будет происходить разделение границ областей, занятых клетками разных типов.

Сила, действующая на внешней границе со стороны окружающей среды, сводится к давле-
нию жидкости и равна нулю. Будем предполагать, что в начальный момент времени (и пока

) на внешней границе нагрузка распределена равномерно между фазами пропорцио-
нально их концентрациям.

После разделения границ условие отсутствия нагрузки на внешней поверхности сферы спра-
ведливо только для клеточной фазы, граница которой является границей сферы (“внешняя” фа-
за). На границе (внутренняя граница) клеточной фазы, переместившейся вглубь сферы (“внут-
ренняя” фаза), должны быть сформулированы условия, учитывающие перераспределение на-
грузки между фазами (условия на разрыве были получены в [25]) и условие непрерывности
потока массы внешней фазы.

Перемещение границ  и  определяется движением клеток соответствующих
фаз, поэтому считаются выполненными условия  при  и  при ,
где  и  – радиальные компоненты векторов скорости клеточных фаз. Из уравнений неразрыв-
ности и условия ограниченности скоростей фаз в центре сферы следует, что при r = 0: .

Граничные условия для  при r = 0 и , а также  при r = 0 и  не ставятся, так
как границы фаз перемещаются со скоростями, равными скоростям частиц соответствующих
фаз на этих границах. То есть границы r = 0 и  являются характеристиками уравнений со-
ответствующих уравнений неразрывности.

Преобразование и схема численного решения полной системы уравнений с описанными гра-
ничными условиями приведены в [26].

2. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ И ОБСУЖДЕНИЕ
Присутствие двух слагаемых в определяющих соотношениях для активных напряжений (1.1)

учитывает действие различных механизмов в создании силы взаимодействия между клетками.
Вклад различных механизмов в результирующее активное напряжение определяется выбором
соответствующих коэффициентов. Первое слагаемое в (1.1), описывающее отталкивание клеток
(активное давление), может обеспечиваться не только хаотической активностью клеток, но так-
же и биологическими механизмами, связанными с реакцией клеток на свое окружение. В ряде
тканей этот процесс может запускается специфическими поверхностными молекулами при уча-
стии внутриклеточных регуляторов активности клеточного скелета [30, 31]. На клеточном уров-
не эти реакции характеризуются локальным увеличением сократимости кортикальных элемен-
тов клеточного скелета, приводящим к дестабилизации клеточной адгезии, подавлению протру-
зий в месте контакта, и изменению направления движения клеток. Флуктуации поверхностей
клеток [32] и силы электростатического взаимодействия между контактирующими участками
мембран соседних клеток также могут принимать участие в отталкивании клеток [33].

Интегральные слагаемые в (1.1) описывают направленные активные стягивающие взаимо-
действия между клетками. Развитие стягивающих взаимодействий может обеспечиваться как ак-
тивными сокращениями в протрузиях, так и кортикальным натяжением в клетках. В обоих слу-
чаях величина сократительного усилия контролируется клеточной адгезией [34, 35].

Формулировка законов, определяющих скорость деформации клеточных фаз (1.3) и (1.4),
предполагает, что процесс взаимного перемещения клеток друг относительно друга может
управляться физически различными механизмами. Первые два слагаемых описывают поведение
клеточных фаз как вязкое течение, сопровождаемое разрывом одних и образованием других кле-
точных контактов. Этот процесс контролируется прочностью межклеточных контактов. Физи-
чески коэффициенты μ1 и μ2 можно рассматривать как коэффициент вязкости среды.

Последние два слагаемых в (1.3) и (1.4) отвечает за перемещения клеток вследствие их меха-
нической активности, управляемой активными напряжениями. Этот механизм перемещения у
ряда типов клеток проявляется в их способности распластываться и перемещаться на плоском
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субстрате в результате развития активных напряжений. В ткани эти клетки могут осуществлять
перемещения и менять соседей в результате активных взаимодействий с поверхностями сосед-
них клеток, используя их в качестве субстрата. Этот процесс можно рассматривать как проявле-
ние клеточной подвижности, а коэффициенты  ( ; ) в дальнейшем будут назы-
ваться коэффициентами клеточной подвижности.

Гипотезы, привлекаемые для объяснения явления сортировки двух типов клеток, и экспери-
ментальные данные, связанные с сортировкой, свидетельствуют в конечном итоге о решающей
роли параметров, которые характеризуют различные механизмы развития активных напряже-
ний, а также межклеточную адгезию и клеточную подвижность. Последующее исследование
эволюции плотностей клеток в сфероиде будет выполнено в зависимости от значений соответ-
ствующих безразмерных параметров.

Введем безразмерные величины:

Здесь E и  – некоторые характерные значения соответствующих групп коэффициентов, k12 – ко-
эффициент вязкого трения между клеточными фазами. В дальнейшем звездочку при безразмер-
ных параметрах будем опускать.

В последующих расчетах, если не сказано иначе, в качестве стандартного набора безразмер-
ных параметров приняты значения такие же, как в [25, 26]:

Использование данного набора значений параметров предполагает, что активные стягиваю-
щие взаимодействия внутри клеточных фаз доминируют над активными стягивающими взаимо-
действиями между клетками, принадлежащим разным фазам. При этом стягивающие взаимо-
действия внутри первой клеточной фазы незначительно превышают таковые внутри второй кле-
точной фазы. Можно сказать, что параметры  и  характеризуют так называемое в биологии
сродство клеток – стремление взаимодействовать и устанавливать контакты между клетками од-
ного типа. Параметры  и , характеризующие активные давления, предполагаются равными.
Параметры, характеризующие вязкие свойства фаз и подвижность клеток разных фаз также
предполагаются одинаковыми.

А) Рассмотрим влияние параметров, характеризующих сродство клеток, на их сортировку.
Будет исследована эволюция пространственно-однородных начальных распределений концен-
траций клеток , . На рис. 2а представлены распределения концентраций
клеточных фаз  и  в разные моменты времени и эволюция границ клеточных фаз (рис. 2б) при
значениях параметров из стандартного набора (  и ) и при , .

Распределения концентраций клеток при стандартных значениях параметров (рис. 2а), де-
монстрируют пространственное разделение двух типов клеток, которые первоначально равно-
мерно заполняли сферический клеточный агрегат. Полученные результаты показывают, что
клетки первой фазы, в которой активные стягивающие межклеточные взаимодействия сильнее
(при одинаковых для разных клеточных фаз значениях остальных параметров), стремятся занять
центральную область сфероида. В то же время клетки второй фазы, обладающие более слабыми
стягивающими взаимодействиями, вытесняются на периферию. Обрыв линий 1 соответствует
границе области, занятой клетками первой фазы. Эта граница делит клеточный сфероид на две
части, первая из которых занята клетками первой и второй фазы. При этом концентрация клеток
второй фазы в этой области приближается к нулю, и они имеют тенденцию сосредоточиться во
внешней области. Обрыв линий 2 соответствует внешней границе сфероида. Вид графиков на
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рис. 2а свидетельствует о формировании четкой границы, разделяющей клеточный сфероид на
две области, каждая из которых занята клетками только одного типа.

Численное исследование показало, что распределения, представленные на рис. 2а сплошны-
ми линиями (при ), остаются практически неизменными в последующие моменты време-
ни. Предельные распределения концентрации клеток (при увеличении времени), полученные
при  и , почти полностью совпадают со сплошными линиями на рис. 2а (плато рас-
положены на  выше).

Эволюция границ клеточных фаз, представленная на рис. 2б, сопровождается их стремлением
к некоторым стационарным значениям. При этом стационарные значения радиусов границ кле-
точных фаз очень слабо зависят от значений коэффициентов, характеризующих развитие актив-
ных стягивающих взаимодействий между клетками внутри фаз – увеличение  и  почти в два
раза фактически не меняет предельные значения  и . Однако величины  и  оказывают
влияние на скорость сортировки – штриховые линии на рис. 2б быстрее приближаются к своим
стационарным значениям.

В работах [30, 31] утверждается, что для формирования и поддержания резкой границы между
клетками разных типов достаточны два условия – это отсутствие стягивающих взаимодействий
и развитие отталкивающих взаимодействий между клетками разных типов вдоль границы по
разные ее стороны даже при идентичности параметров, характеризующих активные межклеточ-
ные взаимодействия (таких как адгезия и кортикальное натяжение).

Очевидно, что отсутствие различий между параметрами, характеризующими развитие актив-
ных напряжений в разных клеточных фазах, не может привести к сортировке клеток за счет меж-
фазного активного давления, характеризуемого коэффициентом , при условии полной иден-
тичности всех остальных определяющих параметров и начальных распределений концентраций
фаз. Однако расчеты показали, что если различие между  и  имело место только на некото-
ром начальном интервале времени (  и  при ), а далее их значения совпадают
( ), то в этом случае сформировавшаяся на начальном этапе асимметрия распределе-
ния концентраций фаз (штриховая линия на рис. 2а) в дальнейшем развивается почти также, как
и при стандартных параметрах (рис. 2). В отличие от работ [30, 31], формирование четкой грани-
цы не требует увеличения значения коэффициента , характеризующего расталкивание клеток
разных типов. Достаточными условиями сортировки клеток разных типов и формирования рез-
кой границы между областями, которые они занимают, является отсутствие стягивающих взаи-
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Рис. 2. Решения задачи о сортировке клеток при совпадающих пространственно-однородных начальных усло-
виях ,  и стандартных значениях параметров. (а) Распределения концентраций клеток
(1 и 2 для  и  соответственно) в разные моменты времени. Штриховые линии – распределения концентра-
ций при , сплошные линии – при t = 10. (б) Эволюция границ клеточных фаз (1 и 2 для  и 
соответственно). Сплошные кривые соответствуют  и , штриховые –  и .
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модействий между клетками разных фаз при условии асимметрии начальных распределений их
концентрации или асимметрии параметров, характеризующих развитие активных напряжений в
разных фазах. В рассматриваемой постановке задачи изменение  оказывает влияние на эво-
люцию сортировки, однако, предельные распределения и положения границ клеточных фаз
остаются практически без изменения.

Б) Рассмотрим влияние составляющей активных напряжений, которая описывает нелиней-
ное активное сопротивление клеток избыточному сближению, обусловленное их отталкивани-
ем. Эти слагаемые описываются активными давлениями (1.2).

Эволюция границ клеточных фаз при различных значениях параметра  (при этом для всех
остальных параметров будут использованы стандартные значения) представлена на рис. 3. Вид-
но, что увеличение параметра , характеризующего активное отталкивание между клетками
1-й фазы, приводит к замедлению развития сортировки клеток на начальном этапе (штриховые
линии на рис. 3) при условии, что  не превышает некоторое критическое значение . Замед-
ление сортировки является временным, и графики зависимостей координат границ фаз от вре-
мени асимптотически приближаются к зависимостям, полученным при стандартных значениях
параметров (пунктирные линии на рис. 3). В результате происходит формирование клеточной
структуры, в которой клетки 1-й фазы, характеризуемые большим значением коэффициента ,
по-прежнему занимают центральную область и оказываются окруженными клетками 2-й фазы.

Дальнейшее увеличение значения параметра  приводит к существенному изменению эво-
люции границ клеток. Превышение параметром  критического значения  приводит к “ин-
версии” сортировки. В этом случае клетки 1-й фазы, характеризуемые значением , большим ,
занимают периферическую область сфероида, и окружают клетки 2-й фазы, которые занимают
центральную область (координаты границ фаз изображены сплошными линиями на рис. 3). Эво-
люция пространственно-однородных начальных распределений концентраций клеток про-
исходит качественно сходно кривым на рис. 2а, но с одним важным отличием: номера 1-й и
2-й клеточных фаз следует поменять местами. Таким образом, несмотря на то что активные стя-
гивающие взаимодействия между клетками второй фазы слабее, чем в первой, именно они стре-
мятся занять центральную область слоя. Результаты работы [32] также свидетельствуют о важной
роли активного отталкивания клеток при их сортировке. Флуктуации клеточной поверхности,
приводящие к активному отталкиванию клеток, являются одним из ключевых факторов, управ-
ляющих их пространственным позиционированием.

В) Помимо сил активного взаимодействия клеточные движения могут контролироваться как механи-
ческими пассивными свойствами среды, характеризуемыми коэффициентами  и , так и подвижно-
стью клеток, характеризуемой коэффициентами  (  и ) в уравнениях (1.3), (1.4).
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Рис. 3. Эволюция границ клеточных фаз (1 и 2 для  и  соответственно) при различных значениях па-
раметра . Пунктирные линии получены при стандартных значениях параметров ( ), штриховые ли-
нии – при , сплошные линии – при .
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В работе [15] описаны эксперименты, связанные с изучением сортировки клеток нормально-
го эпителия молочной железы и нескольких типов опухолевых клеток. По данным эксперимен-
тов нельзя непосредственно оценить значения коэффициентов  и , характеризующих разви-
тие активных стягивающих напряжений в разных клеточных средах. Однако косвенные данные поз-
воляют предположить, что коэффициент, характеризующий развитие активных стягивающих
напряжений в опухолевых клетках определенного типа, меньше аналогичной величины для эпите-
лия. Результаты сортировки клеток показали, что для этой пары типов клеток происходило наруше-
ние ожидаемого сценария: опухолевые клетки, у которых активные стягивающие взаимодействия
слабее, чем у эпителиальных клеток, тем не менее занимали центральную область агрегата.

Одним из возможных объяснений наблюдаемой сортировки может являться различие по-
движностей рассматриваемых типов клеток, а также различие реологических свойств рассматри-
ваемых клеточных сред – многие ткани демонстрируют переход от жидкого состояния к твердо-
му и наоборот [15].

В.1) Движения клеток друг относительно друга в рамках используемой модели рассматрива-
ются как течение. Исследуем влияние коэффициентов  и , характеризующих вязкости кле-
точных фаз, на сортировку клеток.

Распределения концентрации клеток, полученные в момент времени  (рис. 4а) при зна-
чениях параметров  и  (значения остальных параметров взяты стандартными), пока-
зывают инверсию сортировки – клетки 2-й фазы, характеризуемой значением , меньшим  и
обладающие значительно большей вязкостью, стремятся занять центральную область, в которой
концентрация клеток 1-й фазы приближается к нулю. Однако пространственное разделение
клеток разных фаз, происходящее при данном наборе параметров, нельзя назвать типичной сор-
тировкой (по крайней мере автору не известно описание формирования клеточных структур та-
кого типа). Несмотря на пространственное разделение клеток в центральной области клеточного
агрегата, клетки разных фаз остаются “перемешанными” – чередуются слоями – в его перифе-
рической области. При этом границы областей, занятых клетками разных фаз, расходятся очень
незначительно (рис. 4б). Возможной причиной такой эволюции клеточной системы является не-
устойчивость границы  клеток 2-й фазы и при данном наборе параметров, и сферически
симметричная постановка задачи является некорректной. Этот вопрос требует дополнительного
исследования и в данной работе не рассматривается.

При значениях параметров  и  проходит стандартная сортировка клеток. Распре-
деления концентраций клеточных фаз и эволюция их границ с увеличением времени приближа-
ются к линиям на рис. 2.
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Рис. 4. Решения задачи о сортировке клеток при совпадающих пространственно-однородных начальных усло-
виях , ,  и . (а) Распределения концентраций клеток (1 и 2 для  и  со-
ответственно) при t = 12. (б) Эволюция границ клеточных фаз (1 и 2 для  и  соответственно).
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В.2) Различие параметров, характеризующих подвижности клеток разных фаз, также может
приводить к нарушению типичного сценария сортировки, когда клетки, обладающие более
сильными активными стягивающими взаимодействиями, занимают центральную область и
окружены клетками, у которых активные стягивающие взаимодействия слабее.

Вычисления, выполненные при значениях параметров , , (клетки 1-й фазы
являются менее подвижными, чем клетки 2-й фазы), показали, что эволюция начальных про-
странственно-однородных распределений клеток приводит к формированию клеточной струк-
туры, в которой клетки 1-й фазы занимают периферическую область и окружают клетки 2-й фа-
зы, занимающие центральную область, несмотря на то, что . Предельные (при больших )
распределения концентраций клеточных фаз и эволюция их границ качественно соответствуют
рис. 2, с условием того, что номера 1-й и 2-й клеточных фаз следует поменять местами.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Движение клеток друг относительно друга является фундаментальным процессом, который

лежит в основе самых разных биологических явлений. Физические и биологические механизмы
на клеточном и тканевом масштабах, управляющие движением клеток, до сих пор являются
предметом обсуждений.

Изучение эволюции простых клеточных систем таких, как смеси клеток разных типов [15, 22, 23],
показало, что активные силовые межклеточные взаимодействия приводят к пространственному
разделению клеток разных типов. Экспериментальные данные свидетельствуют о решающей ро-
ли параметров, которые характеризуют различные механизмы развития активных напряжений,
а также межклеточную адгезию и клеточную подвижность.

В данной работе исследовано влияния различных параметров, характеризующих развитие ак-
тивных напряжений и деформацию среды, на процесс сортировки двух типов клеток, образую-
щих в начальный момент времени агрегат сферической формы. Решение задачи позволяет оце-
нить роль различных физических механизмов, несомненно вовлеченных в процесс эволюции
клеточных систем.

В результате получено, что клетки той фазы, в которой активные стягивающие межклеточные
взаимодействия сильнее (при одинаковых для разных клеточных фаз значениях остальных пара-
метров и одинаковых начальных однородных распределениях концентрации фаз), стремятся за-
нять центральную область сфероида. В то же время клетки другой фазы, между которыми стяги-
вающие взаимодействия более слабые, вытесняются на периферию. При этом формируется рез-
кая граница, отделяющая одну фазу от другой.

Показано, что хаотическая активность клеток, проявляющаяся в их активном отталкивании,
является одним из важных механизмов, оказывающих влияние на процесс сортировки. Так, уве-
личение хаотической активности клеток может привести к инверсии сортировки, когда клеточ-
ная фаза, обладающая большими активными стягивающим взаимодействиями, будет занимать
периферическую область клеточного сфероида и окружать компактную массу клеток, у которых
стягивающие взаимодействия слабее.

Помимо характеристик клеточной среды, имеющих отношение к развитию активных напря-
жений, сортировка клеток контролируется и другими не менее важными параметрами. Подвиж-
ность клеток разных фаз и реологические свойства клеточных фаз являются ключевыми факто-
рами, которые оказывают влияние на эволюцию клеточной системы и могут приводить к нару-
шению стандартного сценария сортировки, приводя к ее инверсии.

Работа поддержана РФФИ (проект № 20-01-00329) и Госпрограммой АААА-А19-119012990119-3.
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Рассматриваются поверхностные гравитационно-капиллярные волны на глубокой воде с по-
стоянной завихренностью в области, ограниченной свободной поверхностью и бесконечно
глубоким плоским дном. Из системы точных нелинейных интегро-дифференциальных урав-
нений в конформных переменных, записанной в неявном виде, с учетом поверхностного на-
тяжения, выведено нелинейное уравнение Шредингера. При выводе нелинейного уравнения
Шредингера учтена роль среднего течения. Нелинейное уравнение Шредингера исследовано
на модуляционную неустойчивость. Получено солитонное решение нелинейного уравнения
Шредингера, представляющее собой солитон типа “девятый вал”.
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Пусть в слое тяжелой жидкости со свободной поверхностью существует двумерное течение с
постоянной завихренностью, и на этом потоке рассматриваются поверхностные гравитацион-
но-капиллярные волны. Поскольку характерные масштабы таких волн существенно меньше
глубины слоя, то для них выполняются условия глубокой воды, и слой жидкости может считать-
ся бесконечно глубоким. Течение с постоянной завихренностью представляет собой более про-
стую модель волн на сдвиговом потоке.

При изучении поверхностных волн важную роль играет нелинейное уравнение Шредингера
(НУШ). Для гравитационных волн на поверхности бесконечно глубокой воды НУШ впервые
получил В.Е. Захаров в работе [1] с помощью разработанного гамильтоновского формализма.
Позднее НУШ для случая произвольной глубины было независимо получено в [2, 3] с использо-
ванием метода многомасштабных разложений в эйлеровых координатах. Также в [4] представ-
лен вывод НУШ с применением метода усредненного лагранжиана. В работах [1–4] при выводе
НУШ авторы предполагали волновое движение потенциальным.

Вопрос получения НУШ, описывающего эволюцию слабонелинейных волн на воде с посто-
янной завихренностью, рассматривался в работах [5–8]. Однако в публикации [9] указана оши-
бочность НУШ, полученного в [5–8], поскольку при выводе уравнения не учитывалось среднее
течение. В работе [9] отмечено, что эвристический метод получения НУШ из нелинейного дис-
персионного соотношения [10] не действует в присутствии завихренности, в том числе, в случае
бесконечной глубины. В [9] представлен вывод НУШ для волн на воде конечной глубины с по-
стоянной завихренностью из системы нелинейных уравнений в декартовых координатах с ис-
пользованием метода многих масштабов, и, в предельном случае, когда глубина воды устремля-
ется к бесконечности, из НУШ для волн на воде конечной глубины с постоянной завихренно-
стью получено НУШ для волн на потоке бесконечной глубины с постоянной завихренностью с
учетом среднего течения.

В работе [11] результаты [9] применены к пакетам гравитационно-капиллярных волн и выве-
дено нелинейное уравнение Шредингера для огибающей двумерных гравитационно-капилляр-
ных волн, распространяющихся на свободной поверхности вертикального сдвигового потока с
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постоянной завихренностью. В [11] исследовано влияние завихренности на модуляционную не-
устойчивость слабонелинейных гравитационно-капиллярных волновых пакетов и показано, что
завихренность существенно изменяет модуляционную неустойчивость цугов гравитационно-ка-
пиллярных волн, а именно, инкремент и ширину полосы неустойчивости.

Целью настоящей работы является вывод НУШ для поверхностных гравитационно-капил-
лярных волн на глубокой воде с постоянной завихренностью. Отметим, что с помощью методов
теории функций комплексного переменного и техники конформных преобразований из систе-
мы основных уравнений эволюции поверхностных волн на потоке бесконечной глубины с по-
стоянной завихренностью в области со свободной поверхностью и бесконечно глубоким плос-
ким дном в декартовых координатах получена система точных нелинейных интегро-дифферен-
циальных уравнений в конформных переменных [12], разрешенная относительно производной
по времени.

Следует отметить, что система уравнений [12] является обобщением уравнений для потенци-
альных волн на поверхности идеальной жидкости, выведенных в [13–20]. В [13] при использова-
нии конформных преобразований для решения нестационарных задач получены нестационар-
ные интегро-дифференциальные уравнения, описывающие поверхностные волны идеальной
жидкости со свободной поверхностью, а именно: уравнение для конформного преобразования и
уравнение для потенциала на границе полуплоскости. В [14–20] найдены новые формы уравне-
ний в комплексных переменных, которые описывают нелинейную динамику поверхностных
волн.

Система уравнений [12] в [21] сведена, с использованием теории функций комплексного пе-
ременного и методов конформных преобразований, к эквивалентной системе точных нелиней-
ных интегро-дифференциальных уравнений в конформных координатах, заданной в неявном
виде.

В данной работе при получении НУШ к системе точных нелинейных интегро-дифференци-
альных уравнений в конформных переменных, заданной в неявном виде [21] и записанной с уче-
том поверхностного натяжения, применен метод многих масштабов. При этом в процессе вы-
полненных преобразований учтена роль среднего течения. Найденное в настоящей работе НУШ
для гравитационно-капиллярных волн на потоке бесконечной глубины с постоянной завихрен-
ностью в случае отсутствия поверхностного натяжения совпадает с аналогичным результатом ра-
боты [9] для гравитационных волн на глубокой воде с постоянной завихренностью.

1. УРАВНЕНИЯ ЭВОЛЮЦИИ ПОВЕРХНОСТНЫХ ВОЛН НА ГЛУБОКОЙ ВОДЕ 
С ПОСТОЯННОЙ ЗАВИХРЕННОСТЬЮ

1.1. Основные уравнения в декартовых координатах
Пусть двумерное течение идеальной жидкости существует на потоке с постоянной завихрен-

ностью , свободной границей, глубины H0. Рассматриваются волны на поверхности жидкости,
длины которых много меньше H0. Тогда, при изучении таких возмущений жидкости, слой жид-
кости может считаться бесконечно глубоким. В плоскости (x, y) идеальная несжимаемая жид-
кость занимает ограниченную свободной поверхностью  (t > 0 – время) область D;

 – вектор скорости течения жидкости.
Вертикальная компонента скорости течения равна нулю при 

Рассматриваются волны на потоке с постоянной завихренностью 
(1.1)

где  – функция тока, такая что

Общее решение уравнения (1.1), в силу его линейности при постоянном , для функ-
ции тока может быть представлено в следующем виде

(1.2)
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где функция  удовлетворяет уравнению Лапласа

По гармонической функции  находится сопряженная гармоническая функция
 (с точностью до постоянного слагаемого, которое считается равным нулю), связан-

ная с  условиями Коши–Римана

Функция  называется эффективным потенциалом. Тогда функция

представляет собой аналитическую функцию комплексного переменного  в области D.
Функция  условно называется “комплексным потенциалом”.

Требуется найти решение уравнения Лапласа

со следующими граничными условиями на свободной поверхности [12]

(1.3)

(1.4)

где  – единичный вектор оси абсцисс плоскости (x, y),  – вектор скорости тече-
ния жидкости, при этом  – скорость возмущений относительно среднего течения жидкости

,  – атмосферное давление на свободной поверхности,  – плотность жидкости.
Из граничного условия (1.4) следует, что свободная поверхность воды является линией тока,

вдоль которой функция тока , т.е.

Тогда “комплексная скорость”

Поскольку , то  на поверхности жидкости.

1.2. Уравнения в конформных координатах

Пусть несжимаемая жидкость в плоскости  занимает ограниченную свободной поверх-
ностью область . Введем комплексную функцию z = z(ξ, η, t) =
= , аналитическую в области G. Выполним конформное отображение области ,
занятой жидкостью в плоскости , в полуплоскость ,  в плоско-
сти  с помощью функции

Φ = Φ( , , )x y t

ΔΦ = 0

Φ( , , )x y t
ϕ = ϕ( , , )x y t

Φ( , , )x y t

∂ϕ ∂ϕ∂Φ ∂Φ= = −
∂ ∂ ∂ ∂

,
x y y x

ϕ

= ϕ + Φ( , , ) ( , , ) ( , , )W x y t x y t i x y t

= +z x iy
( , )W z t

Δϕ = 0

=

   ω∂ϕ + ∇ϕ − ω ⋅ + ω Φ − + + =      ∂ ρ   

2
2

( , , ) 0

1 0
2 2

a

F x y t

y py gy
t 0x

=

∂ϕ ∂ϕ ∂ ∂ ∂ ∂+ + − ω = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  ( , , ) 0

0
F x y t

F F F Fy
t x x y y x

= =( , , ) 0 aF x y tp p

→−∞ϕ = 0y y

0x = ∇ϕ − ω ⋅y 0v x
∇ϕ

ω ⋅y 0x ap ρ

( )Ψ =, , constx y t

( )
=

 ωΦ − = 
 

2

( , , ) 0

, , const.
2 F x y t

yx y t

∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ψ ∂ψ∂ ∂Φ= + = − = + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

0W i i i
z x x x y y x

∂ = −
∂ x y
W i
z

v v
∂= =
∂

0W
z

v

( ),x y
{ }= −∞ < < +∞ −∞ < ≤, ( , )G x y f x t

( ) ( )ξ η + ξ η, , , ,x t iy t G
= +z x iy −∞ < ξ < +∞ −∞ < η ≤ 0

ζ = ξ + ηi

ξ η = ξ + η + ξ η ≡ ξ + η + ξ η + ξ η1 1 1( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )z t i z t i x t iy t



ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 2  2023

НЕЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ ШРЕДИНГЕРА 23

где ,  – функции, гармонические в полуплоскости  и удовлетворяющие в
этой полуплоскости условиям Коши–Римана

При этом функции y и  связаны между собой соотношением

где H – интегральный оператор – преобразование Гильберта

Якобиан отображения

Функции  и  – гармонические в полуплоскости  ( ) и удовле-
творяют условиям Коши–Римана

Следовательно, “комплексный потенциал”  является аналитической функцией в
полуплоскости . При этом на действительной оси

Тогда имеем полученную в [12] систему уравнений, разрешенную относительно производной
по времени (при η = 0)

(1.5)

где pa – атмосферное давление на свободной поверхности,  – плотность жидкости.
Следует отметить, что для волн на потоке конечной глубины уравнения, аналогичные (1.5),

получены в [22].

2. НЕЛИНЕЙНОЕ УРАВНЕНИЕ ШРЕДИНГЕРА 
ДЛЯ ГРАВИТАЦИОННО-КАПИЛЛЯРНЫХ ВОЛН НА ГЛУБОКОЙ ВОДЕ 

С ПОСТОЯННОЙ ЗАВИХРЕННОСТЬЮ
Считая в дальнейшем pa = 0, запишем систему уравнений (1.5) в виде эквивалентной ей систе-

мы уравнений, заданной в неявном виде [21] (при ), учитывая при этом коэффициент по-
верхностного натяжения воды 

(2.1)

где  – вызванное волновым движением возвышение (огибающая) свободной поверх-
ности над стационарной поверхностью   – потенциал поля скоростей, создавае-
мого волной на поверхности жидкости.

Получим нелинейное уравнение Шредингера для огибающей квазигармонического пакета
гравитационно-капиллярных волн, распространяющихся на сдвиговом потоке с постоянной за-
вихренностью  вдоль оси  под действием внешних сил, полученных от потенциала скорости 
(ось  направлена вертикально вверх).

Предположим, что ξ, t в системе (2.1) – пространственная и временная переменные для несу-
щей волны. Введем набор “медленных” пространственных и временных переменных, которые
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описывают движение огибающей волнового пакета, и рассмотрим эти переменные как незави-
симые. Имеем

где малый параметр  – крутизна волны.
Операторы дифференцирования по ξ и t заменяются на следующие

В соответствии с методом многих масштабов решение системы (2.1) ищем в виде разложения
в асимптотический ряд по малым степеням  функций

Подставив в систему (2.1) вместо  и  их разложения, выделим члены одинаковых порядков
малости. В порядке  получим линеаризованный вариант системы (2.1), а именно

(2.2)

Решение линейного приближения  выберем в виде

(2.3)

где A – комплексная амплитуда огибающей волнового пакета, , к.с. – комплексно-
сопряженное выражение. Из системы (2.2) находим, что

(2.4)

с точностью до постоянного слагаемого, которое полагаем равным нулю, причем частота
волны  и волновое число k связаны дисперсионным соотношением

(2.5)

Исключая  из системы (2.2), получаем интегро-дифференциальное уравнение для 

(2.6)

где оператор

Решение уравнения (2.6) имеет вид (2.4).
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Члены порядка ε2 в системе (2.1) имеют вид:

(2.7)

Исключая  из системы (2.7), приходим к интегро-дифференциальному уравнению для 

(2.8)

Подставляя в уравнение (2.8) соотношения (2.3), (2.4) для  и  и учитывая дисперсионное
соотношение (2.5), после преобразований получаем
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уравнения (2.9) к секулярному росту, находим, что амплитуда A удовлетворяет уравнению

которое можно переписать в виде
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где  – групповая скорость.

Уравнение (2.10) означает, что возмущения огибающей волнового пакета в первом приближе-
нии распространяются с групповой скоростью, поскольку, как следует из дисперсионного соот-
ношения (2.5)

Таким образом, уравнение (2.9) принимает вид
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Решение этого уравнения можно записать следующим образом

(2.11)

где вещественная функция  – среднее течение, индуцированное цугом поверхностных волн.
Найдем  из системы уравнений (2.7). Подставляя в уравнения (2.7) соотношения (2.3), (2.4),

(2.11) для  с учетом дисперсионного соотношения (2.5) и уравнения (2.10), после преоб-
разований получим
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Решение системы (2.12) ищем в виде
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Наконец, выделим в системе уравнений (2.1) члены порядка ε3. Имеем

(2.16)

(2.17)

Исключая  из системы уравнений (2.16), (2.17), получаем интегро-дифференциальное урав-
нение для 

Подставляя в это уравнение соотношения (2.3), (2.4), (2.11), (2.14) для  и учитывая
связь среднего течения с завихренностью ω1, после преобразований получаем
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(2.18)

Исключим секулярные слагаемые. В уравнении (2.18) таковыми будут как слагаемые, пропор-
циональные , так и слагаемые, зависящие только от медленных переменных. Приравни-
вая к нулю члены, пропорциональные , и учитывая уравнение (2.10), получаем

(2.19)

Выделяя в уравнении (2.18) медленно меняющиеся слагаемые, приходим к уравнению для
функции B

Отсюда, с учетом уравнения (2.10), находим, что

В итоге уравнение (2.19) принимает вид

Переходя в систему отсчета, движущуюся с групповой скоростью, приходим к НУШ для оги-
бающей слабо-модулированного цуга волн небольшой крутизны

(2.20)

где .
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Из дисперсионного соотношения (2.5) следует, что . Следовательно, на бесконечной
глубине всегда .

В частности, при  уравнение (2.20) принимает вид

Отметим, что аналогичное уравнение для волн на глубокой воде получено в [9].
В случае  уравнение (2.20) переходит в классическое нелинейное уравнение Шре-

дингера для волн на глубокой воде [1]

3. МОДУЛЯЦИОННАЯ НЕУСТОЙЧИВОСТЬ
Перепишем уравнение (2.20) в виде

(3.1)

где

Уравнение (3.1) допускает следующее решение

(3.2)

аналогичное волне Стокса.
Исследуем это решение на устойчивость. Рассмотрим бесконечно малые возмущения реше-

ния (3.2)

(3.3)

Подставляя выражение (3.3) в уравнение (3.1) и линеаризуя относительно бесконечно малых
возмущений  и , получаем

(3.4)

Разделяя в уравнении (3.4) вещественные и мнимые части, приходим к системе линейных
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами

(3.5)

Решение системы уравнений (3.5) ищем в виде
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Подставляя это решение в уравнения системы (3.5), получаем

(3.6)

откуда следует характеристическое уравнение

(3.7)

где  – инкремент модуляционной неустойчивости,  – волновое число модуляции.
Корни уравнения (3.7)

Корень  будет вещественным и положительным при условии, что . Следовательно,
возмущения неограниченны, и решение (3.2) неустойчиво.

Инкремент неустойчивости достигает максимума  при

и обращается в нуль при

Таким образом, при выполнении условия
(3.8)

возмущения, волновые числа которых лежат в диапазоне , неустойчивы. Условие (3.8)
играет роль критерия Лайтхилла.

4. УЕДИНЕННЫЕ ВОЛНЫ И СОЛИТОННОЕ РЕШЕНИЕ НЕЛИНЕЙНОГО 
УРАВНЕНИЯ ШРЕДИНГЕРА

Найдем простейшие решения нелинейного уравнения Шредингера (3.1) при условии, что
 и .

Решение уравнения (3.1) будем искать в виде произведения двух функций

(4.1)

где  – постоянные,  – неизвестная функция.
Подставляя (4.1) в уравнение (3.1), получаем

(4.2)

Полагая в (4.2)

(4.3)

приходим к уравнению

Умножая обе части последнего уравнения на производную , имеем
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Интегрируя это выражение при условии, что    приходим к урав-
нению

(4.4)

где C – постоянная интегрирования, которую полагаем равной нулю.
Интегрируя уравнение (4.4), получаем уравнение уединенной волны

(4.5)

(с точностью до постоянного слагаемого, которое полагаем равным нулю).
Найденное решение (4.5) вместе с (4.1) и (4.3) приводит к солитонному решению нелинейно-

го уравнения Шредингера, которое запишется следующим образом:

(4.6)

где a и b – произвольные постоянные.
Осциллирующая часть решения (4.6) имеет огибающую в форме гиперболического секанса;

огибающая перемещается в пространстве с постоянной скоростью b. Решение уравнения (2.20)
представляет собой солитон типа “девятый вал”.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Представлен вывод нелинейного уравнения Шредингера для поверхностных гравитационно-

капиллярных волн на свободной границе потока бесконечной глубины с постоянной завихрен-
ностью из системы точных нелинейных интегро-дифференциальных уравнений в конформных
переменных с учетом поверхностного натяжения, записанной в неявном виде. При выводе урав-
нения Шредингера учтена роль среднего течения.

Решение нелинейного уравнения Шредингера исследовано на модуляционную неустойчи-
вость.

Найдено решение нелинейного уравнения Шредингера в виде солитона типа “девятый вал”.
Автор выражает глубокую благодарность Ю.И. Троицкой за постоянное внимание к работе и

полезное обсуждение полученных результатов.
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Изучается эволюция течения вязкой электропроводной жидкости на вращающейся пластине
в присутствии магнитного поля. Представлено аналитическое решение трехмерных неста-
ционарных уравнений магнитной гидродинамики. При этом используется полное уравне-
ние магнитной индукции, т.е. учитывается как индукционный эффект, так и диссипация
энергии вследствие протекания электрических токов. Жидкость вместе с ограничивающей
плоскостью вращается как одно целое с постоянной угловой скоростью вокруг неперпен-
дикулярного к плоскости направления. Неустановившийся поток индуцирован внезапно
начинающимися колебаниями стенки и приложенным магнитным полем, направленным
перпендикулярно плоскости. Определены поле скоростей и индуцированное магнитное
поле в потоке вязкой электропроводной жидкости, заполняющей полупространство, огра-
ниченное плоской стенкой. Рассматривается ряд частных случаев движения стенки. На
основании полученных результатов исследуются отдельные структуры пограничных слоев
у стенки.

Ключевые слова: уравнения магнитной гидродинамики, электропроводная жидкость, нор-
мальные колебания, пограничные слои
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В магнитной гидродинамике характер взаимодействия проводящей жидкости и магнитного
поля определяется магнитным числом Рейнольдса, который представляет собой отношение
инерционных сил к силам, обеспечивающим диффузию магнитного поля в проводящей жидко-
сти. По величине магнитного числа Рейнольдса (Rem) процессы в магнитной гидродинамике де-
лятся на три класса – это процессы с малой ( ), умеренной ( ) и большой ( )
проводимостью. Случай малой проводимости реализуется, в частности, в лабораторных уста-
новках с жидкими металлами и низкотемпературной плазмой, при этом магнитное поле мало из-
меняется и можно считать, что оно задано извне. Движущаяся в этом поле проводящая жидкость
индуцирует электрический ток, который, создавая силу Лоренца, влияет на движение жидкости,
тем самым создает МГД-эффекты. В противоположном случае, т.е. в случае большой проводи-
мости среды или при ее больших размерах (условие выполняется для астрофизических объектов,
а также для горячей плазмы термоядерных устройств) можно пренебречь диффузией магнитного
поля. Это случай гидродинамического приближения, когда перенос преобладает над диффузией.
В общем третьем случае изменение магнитного поля складывается из его переноса движущимся
проводящим веществом и диффузией относительно этого вещества – при этом необходимо ис-
пользовать полное уравнение индукции. Данное исследование обобщает предыдущие результа-
ты [1–6]. Так, в работе [1] изучалось нестационарное движение вязкой жидкости, ограниченной
перемещающейся плоской стенкой в отсутствие магнитного поля. В [2] рассматривался неуста-
новившийся поток вязкой несжимаемой жидкости на вращающейся пластине в отсутствие вдува
(отсоса) среды и магнитного поля. Показано, что один из двух пограничных слоев, формирую-

!Re 1m Re ~ 1m @Re 1m

УДК 532.516:534:1
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щихся на стенке, неограниченно растет при наличии резонанса ω = 2Ω (ω – частота колебаний
стенки, 2Ω – удвоенная частота вращения системы стенка-жидкость). Кроме того, решение за-
висит от порядка операций в двойном предельном переходе  , ω  2Ω , где t – время. Уста-
новившееся решение уравнений Навье–Стокса при наличии вдува (отсоса) среды рассмотрено
в [3]. Нестационарный поток вязкой несжимаемой жидкости на пористой пластине при наличии
вдува (отсоса) среды изучался в [4]. Одна из последних работ [5] посвящена изучению течения
электропроводной жидкости между параллельными стенками с изолирующими свойствами в
постоянном магнитном поле, но жидкость предполагается идеальной, а течение жидкости ста-
ционарным. В работе [6] рассмотрен нестационарный поток вязкой несжимаемой электропро-
водной жидкости на вращающейся пластине. Задача рассмотрена в магнитно-гидродинамиче-
ском приближении, т.е. для случая бесконечно большой проводимости жидкости. Большое чис-
ло работ посвящено численным исследованиям задач. Так, в работах [7–10] представлены
численные исследования задачи о течении сжимаемого газа около пластины с движущейся про-
тив потока поверхностью и в приближении пограничного слоя рассмотрена затопленная неза-
крученная струя вязкой несжимаемой жидкости, вытекающая из отверстия. Обсуждаются не-
устойчивые периодические по времени и устойчивые стационарные решения данной задачи.
В [11] предложена математическая модель, основанная на системе дифференциальных уравне-
ний неоднородной многокомпонентной механики жидкости. Метод позволяет в единой поста-
новке анализировать динамику и тонкую структуру обтекания препятствий в широком диапазо-
не параметров течения. В [12] обсуждается теория электромагнитной гидродинамики, которая
в полном объеме в гидродинамическом приближении учитывает электро-ионную структуру
плазмы, в том числе инерцию электронов и ионов и их взаимодействие. В [13] приведен анализ
быстрого прямого атомно-молекулярного, механического с потоком или волнообразного с груп-
повой скоростью и медленного диффузионного переноса энергии. Обсуждаются различные ти-
пы неустойчивостей в механике жидкостей и газов. В работе [14] методом математического мо-
делирования исследуется закрученное течение со свободной поверхностью с возникающей на
ней воронкой. Методами видеорегистрации в [15] прослежена эволюция картины распределе-
ния вещества капли чернил, свободно падающей на взволнованную поверхность жидкости.
Методами теории сингулярных возмущений в линейном и слабо нелинейном приближениях
в [16] рассмотрена задача генерации пучков периодических внутренних волн в вязкой экспо-
ненциально стратифицированной жидкости полосой, колеблющейся вдоль наклонной
плоскости. В [17] выполнены исследования гидродинамики и теплообмена при опускном те-
чении жидкого металла в прямоугольном канале с соотношением сторон примерно 3/1 в
компланарном магнитном поле (МП) при условии неоднородного (одностороннего) обогре-
ва канала. В настоящей работе представлено исследование нестационарного потока вязкой
электропроводной жидкости на вращающейся пластине при наличии магнитного поля с ис-
пользованием полного уравнения магнитной индукции. Поток индуцирован продольными
колебаниями пластины.

1. АНАЛИТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ МАГНИТНОЙ ГИДРОДИНАМИКИ

Рассмотрим движение вязкой электропроводной несжимаемой жидкости в полупростран-
стве, ограниченном плоской стенкой, которая вращается вместе со стенкой как одно целое с уг-
ловой скоростью , причем вектор  образует с этой плоскостью угол  ( .
Бесконечная пластина H ограничивает полупространство Q, заполненное несжимаемой жидко-
стью плотности , кинематической вязкости  и магнитной проницаемости . Жидкость нахо-
дится в поле массовых сил с потенциалом .

Свяжем с пластиной декартову систему координат  с ортами , ,  так, что плоскость 
совпадает с пластиной, а ось  направлена перпендикулярно пластине внутрь жидкости. Схе-
матично постановка задачи представлена на рис. 1.

В момент времени  пластина начинает двигаться в продольном направлении со скоро-
стью  и в этот момент включается однородное магнитное поле с индукцией B0, которое на-
правлено перпендикулярно пластине, т.е. .

→ ∞t →
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Уравнения движения жидкости в системе координат , вращающейся с угловой скоро-
стью ω0 имеют вид:

(1.1)

Граничные и начальные условия:

Здесь  – время, r – радиус-вектор относительно полюса 0,  – скорость жидкости,  – дав-
ление,  – магнитная вязкость.

Решение системы (1.1), удовлетворяющее начальным и граничным условиям, ищем в виде

(1.2)

где q – новая функция давления.
Тогда система (1.1) распадается на подсистемы:

(1.3)

(1.4)
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Рис. 1. Схематичное представление геометрии задачи.
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(1.5)

Обозначим  и введем комплексную структуру

Тогда система уравнений примет вид

(1.6)

Граничные и начальные условия

Исключая магнитную индукцию из уравнений (1.6), получаем

(1.7)

Решение уравнения (1.7) найдем с помощью синус-преобразования Фурье, которое введем
формулой [18]

Дифференциальное уравнение (1.7) принимает вид

(1.8)

Здесь 

Граничное условие учтено автоматически.
Характеристическое уравнение (1.8) и его корни
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Решение неоднородного уравнения (1.8) имеет вид

где c1, c2 находятся по методу Лагранжа вариации произвольных постоянных

Наконец

(1.9)

Удовлетворяя начальным условиям, получаем

(1.10)

Для нахождения применим обратное синус-преобразование Фурье [19]

Тогда получим

(1.11)

Вектор касательных напряжений, действующий со стороны жидкости на стенку, определяет-
ся выражением [1]

Подставляя скорость  из (1.11), получаем

(1.12)

Полученные соотношения полностью решают задачу.
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2. ПОЛЕ СКОРОСТЕЙ, ИНДУЦИРОВАННОЕ ДВИЖЕНИЕМ СТЕНКИ

Пусть плоскость H начинает двигаться в продольном направлении со скоростью u(t) =
= u(0)expλt, λ = α + iω. Рассмотрим “нормальные” колебания вязкой электропроводной жидко-
сти в полупространстве, ограниченном плоскостью Н, т.е. будем изучать класс движений, в ко-
тором все временные факторы зависят от времени посредством множителя expλt. Тогда система
уравнений (1.5) принимает вид

(2.1)

Граничные и начальные условия

Исключая из (2.1) магнитную индукцию, для функции  получаем обыкновенное диффе-
ренциальное уравнение

(2.2)

и граничные условия

(2.3)

Характеристическое уравнение (2.2) имеет вид

(2.4)

Введем обозначение

Корни уравнения (2.4)

Решение уравнения (2.2) запишется в виде

(2.5)

где Cj подлежат определению из граничных условий (2.3). Запишем магнитную индукцию, най-
денную по полю скоростей, так

(2.6)

Из условий ограниченности решения на бесконечности надо положить константы C3 и C4
равными нулю, так как им соответствуют корни x3 и x4, имеющие перед радикалом знак плюс.
Удовлетворяя граничным условиям (2.3), получаем систему алгебраических уравнений для опре-
деления  (j = 1, 2)
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(2.7)

Заметим, что корни xj можно представить в следующем виде:

(2.8)

С учетом этого замечания и обозначений

система уравнений (2.7) перепишется в виде

Определяя C1 и C2, находим поле скоростей жидкости в форме

(2.9)

3. СТРУКТУРА ПОГРАНИЧНЫХ СЛОЕВ
Рассмотрим более подробно выражение для поля скоростей (2.9).
В выражение для m и n входит величина G, которую представим в виде

(3.1)

Величину  представим в виде суммы:
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(3.5)
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(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

С помощью равенств (3.4)–(3.9) поле скоростей жидкости представим в виде суперпозиции
плоских волн, которая имеет вид

(3.10)

Первая из этих волн излучается стенкой в полупространство, заполненное вязкой электро-
проводной жидкостью. Эта волна распространяется вдоль оси у с фазовой скоростью  и
затухает на расстоянии  от стенки – это толщина пограничного слоя, которая определяется вы-
ражением . Волновое число . Вторая волна имеет ту же структу-
ру, при этом волновое число и величина пограничного слоя имеют вид:  δ2 =
= . Вторая волна набегает на стенку из бесконечности со скоростью . Фазо-
вые скорости этих волн различны и зависят от частоты, т.е. среда обладает дисперсией. Группо-
вые скорости этих волн также различны. Они зависят от коэффициентов затухания и вращения
стенки, магнитной индукции и параметров жидкости. Амплитуды этих волн зависят от величи-
ны проекции угловой скорости на ось у, параметров движения стенки, магнитной индукции и
параметров жидкости.

Выберем индукцию магнитного поля  и введем безразмерные переменную и
параметры:  и , . В этом случае безразмерные волновые числа прини-
мают вид:

Параметр γ, введенный выше, представляет отношение вязкостей, кинематической и магнит-
ной, т.е. отношение магнитного числа Рейнольдса к числу Рейнольдса, связанного с вязкостью
жидкости. На следующих рисунках представлено поведение волновых чисел и групповых скоро-
стей в зависимости от частоты колебаний стенки для случая, когда изменение магнитного поля
в равной мере обеспечивается его переносом движущимся проводящим веществом и диффузией
магнитного поля относительно этого вещества. Анализ зависимостей волновых чисел k(ω) пока-
зал, что это комплексное число, действительная часть которого определяет зависимость фазовой
скорости волны от частоты, а мнимая часть – зависимость коэффициента затухания амплитуды
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волны от частоты. Дисперсия связана с внутренними свойствами материальной среды, обычно
выделяются частотная дисперсия, при которой поляризация в диспергирующей среде зависит от
значений поля в предшествующие моменты времени (память), и пространственная дисперсия,
когда поляризация в данной точке зависит от значений поля в некоторой области. Кроме того,
анализ зависимостей волновых чисел ,  от Y при определенном выборе магнитной индук-
ции показал, что существуют особые точки нестационарной задачи, в которых волновые числа
имеют угловые точки, в которых соответствующие производные не существуют.

Так, на рис. 2 представлены графики зависимости волновых чисел  и  от Y (частота ω при
фиксированных s (s = 2) и значении параметра ). На интервале 0 < Y < 1 волновое
число  монотонно убывает, в то время как  остается постоянным. При Y > 1 волновые числа
монотонно возрастают. Отметим, что при Y = 1 оба волновых числа имеют угловую точку, в ко-
торой не существует производная dk/dω.

На рис. 3 показана зависимость величин пограничных слоев δ1, δ2 от Y при значении парамет-
ра  = 1. На интервале 0 < Y < 1 эти функции ведут себя диаметрально противоположно. Так,
функция δ1(Y) монотонно возрастает до значения 0.5 при Y = 1 и затем монотонно убывает,
асимптотически приближаясь к величине 0.2. Функция δ2(Y) при 0 < Y < 1 монотонно убывает от
значений 1.3 до 0.5 в точке Y = 1 и стремится к значению 0.2 как и функция δ1(Y). Обе функции
при Y = 1 имеют угловые точки.

На рис. 4 представлен характер зависимости волновых пакетов от Y (частота ω при фиксиро-
ванных s (s = 2) и значении параметра . Скорость волнового пакета , излучаемого
колеблющейся стенкой, носит сложный характер. На интервале 0 < Y < 1 скорость монотонно
убывает от отрицательных значений –2 до значения – 4.75, что свидетельствует о наличии ано-
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1k 2k
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1k 2k

γ

γ = ν ν =/ 1m 1gV

Рис. 2. Зависимость волновых чисел ,  от частоты Y:  = 1.
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Рис. 3. Зависимость величин пограничных слоев δ1, δ2 от частоты Y:  = 1.
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мальной дисперсии среды. В особой точке Y = 1 скорость  имеет скачок, равный |6.75|, изме-
няясь от –4.75 до +2. Далее в этой точке скорость падает до 1 и остается постоянной при увели-
чении частоты. Скорость  (скорость набегающей волны) имеет еще более сложный характер.
В интервале 0 < Y < 1 существует особая точка Y = 0.6, в которой скорость терпит бесконечный
разрыв, изменяясь от +  слева от 0.6 до –  справа от 0.6. Далее скорость , оставаясь отрица-
тельной, возрастает до значения – 4.75 при Y = 1. Это вторая особая точка , в которой она тер-
пит конечный скачок, величина которого по модулю равна |6.75|, и, достигнув значения 2, терпит
еще скачок, опустившись до значения  = 1. Это значение остается постоянным при увеличе-
нии частоты колебаний стенки.

Рассмотрим гармонические колебания стенки .
В этом случае

Волновые числа первой волны

Волновые числа второй волны

Рассмотрим случай резонанса ω = 2Ω. Тогда D = , B = 0.

Волновые числа первой волны ,  зависят только от магнитной вязкости
жидкости и проекции угловой скорости вращения системы стенка-жидкость на нормаль к стен-
ке и не зависят от вязкости жидкости.

Для второй волны δ2 = ,  = 0, т.е. набегающая волна отсутствует, и пограничный слой за-
полняет все полупространство.

4. О СОПОСТАВЛЕНИИ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЙ МАГНИТНОЙ ГИДРОДИНАМИКИ
С ПОЛНЫМ УРАВНЕНИЕМ МАГНИТНОЙ ИНДУКЦИИ С РЕШЕНИЕМ 

В ГИДРОДИНАМИЧЕСКОМ ПРИБЛИЖЕНИИ
Представляет интерес сравнить решение уравнений гидродинамики с использованием пол-

ного уравнения магнитной индукции, представленное в данной работе, с решением этой задачи
в гидродинамическом приближении, которое опубликовано в [6]. Формулы для волновых чисел
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и групповых скоростей, выражающие функциональную зависимость от частоты колебаний стен-
ки, полученные в данной работе, содержат параметр  =  – отношение кинематической вяз-
кости к магнитной вязкости и, который вообще говоря, может меняться в широких пределах.
Поэтому графики соответствующих функций должны сильно отличаться. Кроме того, выбран-
ное магнитное поле  = (1 + ) зависит от параметра  и совпадает с полем ра-
боты [6] только при γ = 1. Поэтому для корректности сопоставления графиков волновых чисел и
волновых пакетов как функции частоты колебаний стенки с соответствующими графиками ра-
боты [6] было выбрано значение параметра . Сопоставление результатов показало, что гра-
фики волновых чисел и волновых пакетов существенно отличаются. Особенно сильно отличие
проявляется при сопоставлении графиков волновых пактов. В [6] волна, излучаемая стенкой,
имеет скорость , которая монотонно возрастает с ростом частоты Y. В представленной работе
скорость излучаемой стенкой волны имеет сложный характер. На интервале 0 < Y < 1 скорость
монотонно убывает от отрицательных значений –2 до значения –4.75, что свидетельствует о на-
личии аномальной дисперсии среды. В особой точке Y = 1 скорость  имеет скачок, равный |6.75|,
изменяясь от –4.75 до +2. Далее в этой точке скорость падает до 1 и остается постоянной при уве-
личении частоты. Скорость волны, набегающей на стенку в [6], имеет две угловые точки при
Y = 0.5 и Y = 0.55 и далее с ростом частоты монотонно возрастает. В данной работе скорость 
(скорость набегающей волны) имеет еще более сложный характер. В интервале 0 < Y < 1 суще-
ствует особая точка Y = 0.6, в которой скорость терпит бесконечный разрыв, изменяясь от +
слева от Y = 0.6 до –  справа от Y = 0.6. Далее скорость , оставаясь отрицательной, возрастает
до значения – 4.75 при Y = 1. Это вторая особая точка , в которой она терпит конечный скачок,
величина которого по модулю равна |6.75|, и, достигнув значения 2, терпит еще скачок, опустив-
шись до значения  = 1. Это значение остается постоянным при увеличении частоты колеба-
ний стенки. Из сопоставления решений становится ясно, как диссипативный член в уравнении
индукции перестраивает картину течения вязкой электропроводной жидкости. Представляет
интерес оценить влияние изменения параметра  на картину течения жидкости. Численный ана-
лиз для = 5 представлен на рис. 5, 6, 7.

На рис. 5 представлена зависимость волновых чисел  и  как функции частоты Y. Они мо-
нотонно возрастают с увеличением частоты, причем k1 растет, начиная с (0) = 3.5, а k2 с отри-
цательных значений  с угловой точкой при Y = 1, при этом Y(1) = –2.2. На рис. 6 пока-
заны графики функций  и . Волновое число δ1 возрастает от значения  с
максимумом δ1(0.5) = 0.34 и затем монотонно убывает до 0.1. Волновое число δ2 (набегающая
волна) убывает с  = 0.63 до значения δ2(0.5) = 0.34 – угловая точка и затем резко возрастает
до δ2(1) = 0.45 – угловая точка и затем монотонно убывает до 0.1. Графики групповых скоростей
представлены на рис. 7. Скорость волнового пакета, излучаемого стенкой, , имеет бесконечный
разрыв в точке Y = 0.15, причем скорость падает от отрицательных значений (0) = 5.5 до – ,

γ  ν ν/ m

= μρα ν + ν2
0  ( )mB ν γ1/ γ

γ = 1
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Рис. 5. Зависимость волновых чисел ,  от частоты Y:  = 5.

8
k

k1

k2

4

0

0 1 2 3 4 Y
�4

1k 2k γ



44

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 2  2023

ГУРЧЕНКОВ

затем скачком возрастает до +  и резко убывает на интервале 0.5 < Y < 1 до значения (1) = 1 и,
опустившись до значения 0.7, остается постоянной с ростом частоты. Скорость набегающей вол-
ны  возрастает от (0) = 1 до +  на интервале 0 < Y < 1. В точке Y = 1 скорость скачком падает
до (1) = 0.7 и остается постоянной с ростом частоты. Проведенный анализ показывает, как
диффузионный член в уравнении индукции меняет картину течения электропроводной жидко-
сти. Кроме того, изменяя величины вкладов в изменение магнитного поля от переноса движу-
щимся проводящим веществом и диффузией относительно этого вещества, можно наблюдать,
как меняются волновые числа набегающих на стенку и излучаемых стенкой волн.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проведен анализ задачи неустановившегося течения вязкой электропроводной несжимаемой

жидкости в плоско-параллельной конфигурации. Найдены точные решения трехмерных неста-
ционарных уравнений магнитной гидродинамики. В отличие от гидродинамического прибли-
жения здесь используется полное уравнение магнитной индукции. При этом никаких ограниче-
ний на характер движения пластины не накладывается. Определены поле скоростей в потоке и
векторы касательных напряжений, действующие из жидкости на стенку. Для случая “нормаль-
ных” колебаний пластины поле скоростей вязкой электропроводной жидкости представлено в
виде суперпозиции двух волн, распространяющихся вдоль оси у навстречу друг другу. Волна, из-
лучаемая стенкой, распространяется с фазовой скоростью  =  и затухает на расстоянии δ1

от стенки. Вторая волна набегает на стенку из бесконечности со скоростью  = =  и зату-
хает на расстоянии δ2. При этом волновые числа зависят от частоты, т.е. среда обладает диспер-
сией. Анализ зависимости групповых скоростей  и  от Y (частота ω при фиксированных

∞ 1gV

2gV 1gV ∞
1gV

1fV ω 1/k

2fV ω 2/k

1gV 2gV

Рис. 6. Зависимость величин пограничных слоев δ1, δ2 от частоты Y:  = 5.
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s = 2 и ) показал, что существуют особые точки нестационарной задачи, в которых волновые
пакеты терпят конечные и бесконечные разрывы, принимая как положительные, так и отрица-
тельные значения, что свидетельствует о наличии аномальной дисперсии. Для случая незатуха-
ющих колебаний стенки рассмотрен случай резонанса и исследована структура пограничных
слоев, примыкающих к стенке. Показано, что в этом случае существует только волна, излучае-
мая стенкой, причем волновые числа этой волны зависят только от магнитной вязкости электро-
проводной среды и проекции угловой скорости на ось у и не зависят от кинематической вязко-
сти. Волна, набегающая на стенку, отсутствует, и пограничный слой заполняет все полупро-
странство. Математическая процедура интегрирования системы дифференциальных уравнений
рассматриваемой задачи может быть использована при исследовании более сложных задач. Кро-
ме того, полученные результаты могут быть использованы для учета силовых воздействий при
движении жидкости в каналах различной формы, а также в задачах фильтрации и при моделиро-
вании различных физических явлений в движущейся жидкости.
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Выведены явные формулы для расчета компонентов эффективного тензора ядер релаксации
двухфазной слоистой среды с периодической микроструктурой. Первая фаза такой среды со-
стоит из изотропного вязкоупругого материала, а вторая фаза – из вязкой несжимаемой жид-
кости. Установлено, в частности, что компоненты указанного тензора зависят от объемной
доли жидкости внутри ячейки периодичности и не зависят от числа слоев и расстояний между
ними.

Ключевые слова: вязкая несжимаемая жидкость, вязкоупругость, тензор ядер релаксации, эф-
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Одним из основных направлений механики гетерогенных сред является исследование дина-
мических свойств двухфазных микронеоднородных сред, состоящих из твердого материала и
жидкости. Важной частью этого исследования является определение эффективных динамиче-
ских характеристик с помощью известных физико-механических параметров фаз исходных сред
и их геометрического распределения.

Строго обоснованные эффективные (усредненные) модели для двухфазных сред, состоящих
из твердого материала и вязкой жидкости, были построены в [1–6]. В частности, было установ-
лено, что эффективные среды представляют собой однородные вязкоупругие материалы, обла-
дающие как вязкостью, так и памятью. Таким образом, если твердая фаза состоит из упругого
материала или вязкоупругого материала Кельвина–Фойгта, то соответствующая эффективная
среда приобретает такое свойство, которым не обладают по отдельности ни твердая, ни жидкая
фаза исходной среды. Эффект появления памяти при изучении макроскопического поведения
суспензии, состоящей из упругих сферических частиц в ньютоновской вязкой среде, был также
обнаружен Р. Кристенсеном [7].

Среди множества геометрических моделей двухфазных сред особый интерес представляют
слоистые среды. Это связано с тем, что для таких сред часто удается найти явные формулы для
расчета их эффективных характеристик по известным толщине и параметрам слоев (см., напри-
мер, [5, 6, 8, 9]). Стоит также отметить, что наличие таких формул дает возможность решать не
только прямые, но и обратные задачи по определению толщины и параметров слоев на основе
экспериментальных данных.

В данной статье выводятся формулы для нахождения компонентов эффективного тензора
ядер релаксации двухфазной плоскослоистой среды с периодической микроструктурой. В каче-
стве первой фазы рассматривается изотропный вязкоупругий материал, а в качестве второй фазы –
вязкая несжимаемая жидкость. Предполагается, что число жидких слоев внутри ячейки перио-
дичности равно  ( ), а их суммарная объемная доля равна h ( ). Для вывода иско-
мых формул решаются вспомогательные стационарные и эволюционные задачи на единичном
кубе. Доказывается, в частности, что компоненты эффективного тензора ядер релаксации зави-
сят от h и не зависят от числа слоев и расстояний между ними внутри ячейки периодичности.

M ≥ 1M 0 < < 1h

УДК 532.516:534-18:517.958
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Точно такой же результат был получен в [9] для двухфазных слоистых вязкоупругих материалов
(в этом случае h обозначает долю одной из вязкоупругих фаз).

1. ИСХОДНАЯ И УСРЕДНЕННАЯ МОДЕЛИ СЛОИСТОЙ СРЕДЫ

Пусть  – ограниченная область в пространстве  с гладкой границей , заполненная
двухфазной средой с периодической структурой. В качестве ячейки периодичности рассмотрим
куб , где  – единичный куб, а величина  много меньше линейных размеров об-
ласти . Предполагаем, что ячейка  содержит M ( ) слоев вязкой несжимаемой жидко-
сти и M + 1 слоев изотропного вязкоупругого материала, параллельных плоскости . Для бо-
лее ясного представления о внутренней структуре ячейки  введем обозначения

где . Будем считать, что множество  представляет собой
вязкоупругую часть, а множество  – жидкую часть ячейки  (рис. 1). Объединение всех вяз-
коупругих и жидких слоев области  обозначим соответственно через  и , а суммарную
объемную долю жидкости внутри  – через h:

Определяющие соотношения, связывающие компоненты тензоров напряжений и малых де-
формаций в вязкоупругой фазе , записываются в виде

(1.1)
В развернутой форме

Здесь  – вектор перемещений;  – компоненты
тензора малых деформаций;  – компоненты тензора напряжений; символ  – операция сверт-

Ω R
3 ∂Ω

ε ε=Y Y 3= (0,1)Y ε
Ω εY ≥ 1M

2 3Ox x
εY

+ −× × 2 2
1 2 2 1 2 2 1 2

=0 =1

= ( , ) (0,1) , = ( , ) (0,1)
M M

m m m m
m m

Y h h Y h h

Γ ∂ ∩ ∂ ×
2

2
1 2

=1

= = { } (0,1)
M

m
m

Y Y h

+0 1 2 2 2 10 = < < < ... < < = 1M Mh h h h h ε 1Y
ε 2Y εY

Ω εΩ1 εΩ2

εY

−
ε

ε −2 2
2 2 1

=1

| | | |= = = ( )
| | | |

M

m m
m

Y Yh h h
Y Y

εΩ1

ε εσ Γ ∗= ( ) ( )ij ijkh kht e u

ε
ε ε ε ∂σ + − ∗ ∂ 

= ( ) ( ) ( )ij ijkh kh ijkh kh ijkh kha e b e d t e
t

uu u

ε( , )x tu ε ε ε ε∂ ∂ + ∂ ∂( ) = ( ) = ( / / )/2x
kh kh k h h ke e u x u xu u

εσij ∗

Рис. 1. Ячейка периодичности  при M = 2.
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ки по переменной t;  – тензор ядер релаксации: ;  – дельта-функ-
ция Дирака; a, b и  – тензоры модулей упругости, коэффициентов вязкости и регулярных ча-
стей ядер релаксации соответственно. Отметим, что в (1.1), как везде ниже, предполагается сум-
мирование по повторяющимся индексам, а индексы  принимают значения от 1 до 3.

Компоненты тензоров a, b и  заданы в виде

где  и  – параметры Ламе;  и  – коэффициенты вязкости;  – символ Кронекера;  и  –
регулярные части ядер сдвиговой и объемной релаксации [10]. Кроме того, предполагается, что

где ; ,  ( ;  при ;  при  и K = min{2μ,
 при  [11].

Определяющие соотношения в жидкой фазе  записываются в виде

где  – давление, а  – динамический коэффициент вязкости жидкости.
Математическая модель, описывающая колебания двухфазной среды в области , имеет вид

(1.2)

где  – плотность среды в ,  – компоненты вектора объемной силы,  –
скачок функции g при переходе через границы слоев .

Используя результаты [4], можно выписать усредненную модель, соответствующую исходной
модели (1.2) и построенную при . Она имеет вид

(1.3)

Эта модель описывает колебания однородного вязкоупругого материала с постоянной плот-
ностью  и определяющими соотношениями:

Здесь  и  – постоянные тензоры модулей упругости и коэффициентов вязкости, а  – тензор
регулярных частей ядер релаксации эффективной среды. Компоненты этих тензоров находятся
по формулам

(1.4)
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(1.5)

(1.6)

Здесь , ,  – Y-периодические решения задач:

(1.7)

(1.8)

(1.9)

соответственно. Здесь введены обозначения:

Нетрудно убедиться, что

поэтому для нахождения компонентов эффективного тензора ядер релаксации  достаточно
знать решения вспомогательных задач (1.7)–(1.9) при .

2. РЕШЕНИЯ ВСПОМОГАТЕЛЬНЫХ ЗАДАЧ НА ЕДИНИЧНОМ КУБЕ
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где  – кусочно-линейная функция

Из (1.7) и условия Y-периодичности решения  следует, что функция  и постоянная
 должны удовлетворять условиям

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Из (2.2)–(2.4) сразу находим

(2.5)

Далее, граничные условия в (2.1) приводят к равенствам

которые ввиду (2.5) можно переписать в виде

Складывая эти равенства при всех  и учитывая, что в силу условия 1-периодично-
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Таким образом,

Откуда получим

(2.7)

С другой стороны, из второго условия в (2.1) имеем

(2.8)

Так как
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то из (2.6)–(2.8) получаем

Аналогично находятся решения задач (1.7) при остальных значениях k и h. В окончательном
виде при  они имеют вид

Подставляя найденные решения  в (1.8) и повторяя предыдущие рассуждения, находим
решения задач (1.8) при :

Подставляя, в свою очередь,  и  в (1.9), нетрудно убедиться, что

Нам остается найти решения задач (1.9) при k = 1,  и при k = 1, . Будем искать
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Из граничных условий задачи (1.9) следует, что , а функция p(t) удовле-
творяет интегро-дифференциальному уравнению

(2.9)

Покажем, что решение p(t) этого уравнения, удовлетворяющее начальному условию ,
имеет вид

(2.10)

где , …,  – корни рационального уравнения, а , …,  – решение линейной системы
уравнений. Действительно, подставляя (2.10) в (2.9), получаем

(2.11)

Ясно, что равенство (2.11) выполняется только тогда, когда  и  для всех k = 1, ...,
 и . Отсюда следует, что , …,  – корни уравнения

(2.12)

Величины , …,  – решение системы  линейных уравнений

Отметим, что корни уравнения (2.12) – положительны и различны, поэтому без ограничения
общности можно считать, что .

3. ЭФФЕКТИВНЫЙ ТЕНЗОР ЯДЕР РЕЛАКСАЦИИ

Перейдем к выводу формул для вычисления компонентов эффективного тензора  с помо-
щью найденных выше решений вспомогательных задач (1.7)–(1.9). Перед этим следует отметить,
что компоненты эффективного тензора удовлетворяют классическим условиям симметрии, т.е.

. Нетрудно также убедиться, что  как только δijδkh +
+ . Более того, эффективная среда является трансверсально изотропной, т.е.
выполнены соотношения

Таким образом, нам достаточно вывести формулы для компонентов тензоров α, β и  с ин-
дексами {1111}, {2222}, {1122}, {1212}, {2323}.

Полагая  и подставляя решения задач (1.7)–(1.9) в формулы (1.4)–(1.6), по-
следовательно находим
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Аналогично выводятся формулы для остальных искомых компонентов тензоров ,  и .
В окончательном виде они записываются в виде

Анализ полученных формул показывает, что компоненты тензора  не зависят от числа
вязкоупругих и жидких слоев внутри ячейки периодичности . Для их вычисления требуется
знать лишь объемную долю  жидкости внутри , тензор ядер релаксации  вязкоупругих сло-
ев и динамическую вязкость  жидкости. С другой стороны, так как , то эф-
фективная плотность  также не зависит от числа M. Это означает, что коэффициенты и ядра
сверток эффективных уравнений акустики (3) не зависят от общего числа слоев внутри  и рас-
стояний между ними. С этой точки зрения среда, для которой ячейка  состоит из двух или более
жидких слоев с их суммарной толщиной , эквивалентна среде (с такими же характеристиками
фаз), для которой  состоит из одного жидкого слоя толщины .

Используя результаты [3–5] и следуя приведенной выше схеме решения вспомогательных за-
дач, аналогичным образом можно вывести явные формулы для расчета компонентов тензора

 в случаях, когда: 1) , ; 2) , ; 3) , . Заметим, что первый
случай соответствует среде, состоящей из жидкости и вязкоупругого материала Кельвина–
Фойгта, а третий случай – среде, состоящей из жидкости и упругого материала.

Во всех трех случаях компоненты тензоров  и  вычисляются по тем же формулам, что и вы-
ше. Отметим, что если , то  и, следовательно, , ,

.
Во втором случае компоненты тензора  также вычисляются по формулам, выведенным на-

ми для общего случая , . В первом и третьем случаях все компоненты тензора 
равны нулю, кроме следующих:

Отметим, что утверждение о независимости эффективных уравнений акустики от числа слоев
исходной среды внутри ячейки периодичности остается верным для всех трех перечисленных
выше случаев твердой фазы.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Рассмотрена математическая модель колебаний многослойной среды, состоящей из череду-

ющихся слоев изотропного вязкоупругого материала и вязкой несжимаемой жидкости. С помо-
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щью соответствующей усредненной модели показано, что эффективный тензор ядер релаксации
слоистой среды имеет три аддитивные составляющие: одну регулярную  и две сингулярные

 и , где ,  и  – эффективные тензоры модулей упругости, коэффициентов вязко-
сти и регулярных частей ядер релаксации соответственно. Найдены периодические решения
вспомогательных задач на единичном кубе и с их помощью выведены явные формулы для вы-
числения компонентов тензоров , , . Показано, что для применения этих формул требуется
знать лишь объемную долю жидкости внутри ячейки периодичности, тензор ядер релаксации
вязкоупругих слоев и динамическую вязкость жидкости. Полученные формулы позволяют ре-
шать не только прямые, но и обратные задачи, к числу которых относится, например, задача по
определению доли жидкости внутри взятого образца слоистой среды при известных параметрах
ее фаз и по имеющимся экспериментальным данным.

Работа выполнена по теме государственного задания (№ госрегистрации АААА-А20-
120011690138-6).
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Численно исследуются турбулентные пульсирующие течения в трубе квадратного сечения.
Рассматривается режим доминирования потока, когда расход жидкости остается положи-
тельным во всех фазах осцилляционного цикла. Изучены течения при нескольких значениях
частоты осцилляций. Результаты сопоставляются с ламинарными осциллирующими течени-
ями и турбулентным стационарным течением в квадратной трубе, а также пульсирующими
турбулентными течениями в круглой трубе. Определены интегральные и пульсационные ха-
рактеристики турбулентности, их зависимость от частоты осцилляций. Обнаружено, в част-
ности, что при рассмотренном числе Рейнольдса Re = 2200 коэффициент сопротивления в
пульсирующих течениях оказывается ниже, чем в стационарном. Снижение сопротивления
увеличивается с ростом периода осцилляций, достигая величины в 14.7%. Характерной осо-
бенностью турбулентных течений в трубах прямоугольного сечения является возникновение
вторичных течений Прандтля 2-го рода. В работе подробно изучены детали вторичных тече-
ний в условиях пульсирующего потока.

Ключевые слова: турбулентные течения в трубах, пульсирующие течения, вторичные течения,
уравнения Навье–Стокса, прямое численное моделирование
DOI: 10.31857/S0568528122600886, EDN: NTOIHM

Пульсирующими называются течения, сочетающие ненулевой средний поток и периодиче-
скую (чаще всего гармоническую) осциллирующую составляющую. Важность изучения неста-
ционарных потоков в целом и пульсирующих потоков в трубах в частности очевидна. Большин-
ство биологических потоков пульсирует, возможно, потому, что перистальтический насос явля-
ется самым простым насосом, используемым в биологических системах. Пульсирующие потоки
свойственны многим инженерным приложениям, таким как течения в поршневых насосах, по-
токи во впускных или выпускных коллекторах двигателей внутреннего сгорания, потоки в гид-
равлических и пневматических линиях и системах управления. Несмотря на их большую техно-
логическую и биомедицинскую значимость, пульсирующие турбулентные потоки изучены сла-
бо, даже в простой геометрии. Одной из причин этого является повышенная сложность,
создаваемая осциллирующей составляющей движения, которая увеличивает число соответству-
ющих параметров подобия с одного (в случае стационарного потока) до трех. В большинстве вы-
полненных ранее исследований изучались пульсирующие течения в круглой трубе и, в меньшей
степени, в плоском канале. Соответствующие ссылки можно найти в обзорных работах [1, 2], а
также в обзорах более современных работ [3, 4]. Интенсивность осцилляций определяется пара-
метром , равным отношению амплитуды осцилляций скорости к средней скорости течения.
Различают режимы течения с доминированием среднего потока, что характеризуется значения-
ми , и режимы с доминированием осцилляций, когда . В первом случае обратных дви-
жений жидкости (навстречу направлению основного потока) либо вовсе не возникает, либо их
появление ограничено пристенными зонами и непродолжительными отрезками времени пуль-
сационного цикла. Имеющиеся экспериментальные данные свидетельствуют о том, что выбор
безразмерного параметра, характеризующего частоту осцилляций  (здесь  – период),
не однозначен. В ламинарных течениях чаще всего используется число Стокса  [5]

β

β < 1 β > 1

ω π= 2 /T T
Ω ω ν= /2R

УДК 532.517.3
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(R – радиус трубы,  – вязкость жидкости), выражающее отношение радиуса трубы к толщине
стоксовского слоя . В турбулентных течениях чаще используются параметры 
[6] или  [7]. Здесь  – динамическая скорость,  – среднее напряжение тре-
ния на стенке,  – плотность жидкости. В [6] определено пять основных режимов пульсаций в
зависимости от значений : квазистационарный режим ( ), низкочастотный режим
( ), режим промежуточных частот ( ), высокочастотный режим ( ) и
режим быстрых осцилляций (  и выше).

В данной работе численно исследуются пульсирующие течения в трубе квадратного сечения.
Рассматриваются режимы с доминированием среднего потока ( ) в диапазоне частот, со-
ответствующих промежуточным и высокочастотным режимам по классификации [6]. Основное
внимание уделяется особенностям распределения скорости по сечению трубы на разных фазах
колебания потока. Турбулентные течения в прямоугольных трубах, кроме геометрических отли-
чий, характеризуются наличием вторичных течений, концентрирующихся в угловых областях
поперечного сечения [8]. Одной из целей настоящей работы является изучение турбулентных
вторичных течений (вторичных течений Прандтля 2-го рода) в условиях пульсирующего потока.
Вычисления проведены при числе Рейнольдса Re = 2200, для которого имеются подробные ре-
зультаты расчетов стационарных течений [9, 10].

1. ПОСТАНОВКА И МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ
Рассматривается задача о течении вязкой несжимаемой жидкости в длинной трубе квадрат-

ного поперечного сечения . Нестационарное поле скорости 
и кинематическое давление  отыскиваются путем численного решения уравнений Навье–
Стокса

(1.1)

На твердых стенках трубы  ставятся условия прилипания, в направлении x использу-
ются условия периодичности. Величина продольного периода Lx выбирается достаточно боль-
шой, превышающей все существенные масштабы турбулентных структур в рассматриваемом те-
чении. Условие пространственной периодичности поля скорости диктует периодичность гради-
ента давления, откуда следует, что само давление представляется в виде p(t, x, y, z) =
= , где функция , как и поле скорости Lx-периодична вдоль x. Переменная

 представляет собой средний (по пространству) градиент давления, вызывающий движе-
ние жидкости. Положительное значение dp отвечает силе давления, действующей в положитель-
ном направлении x. Величина  в каждый момент времени выбирается из условия периоди-
ческого во времени изменения средней расходной скорости потока  с по-
стоянными значениями ,  и ω. При описании нестационарных потоков в трубах возникает
необходимость использования осреднения по разным переменным: среднее по времени, фазо-
вое среднее, среднее по продольной координате, среднее по сечению трубы. Для избежания пу-
таницы для средней расходной скорости потока будем использовать термин удельный расход
(расход на единицу площади сечения трубы) или, для краткости, расход. В данной работе иссле-
дованы течения при числе Рейнольдса , относительной амплитуде осцилля-
ций расхода  и периоде осцилляций в диапазоне от  до . В качестве
начального поля скорости берется поле скорости установившегося стационарного турбулентно-
го течения ( ), рассчитанного при рассматриваемом числе Рейнольдса [10]. Отметим, что
минимальным числом Рейнольдса, при котором в квадратной трубе поддерживается турбулент-
ный режим, является Re = 1077 [11], таким образом, число Рейнольдса, рассчитанное по мгно-
венному удельному расходу  и изменяющееся при  во времени в пределах от 1100
до 3300, не выходит за пределы диапазона турбулентных течений. Можно ожидать, что при вы-
бранных значениях Re,  течение будет оставаться турбулентным даже при . Численные
эксперименты, проведенные в данной работе, подтверждают это предположение.

Для численного решения задачи применяется универсальный метод решения уравнений На-
вье–Стокса [12], использующий конечно-разностный метод дискретизации по пространствен-
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ным координатам и полунеявную схему интегрирования по времени. В продольном направле-
нии используется равномерная расчетная сетка, а в поперечных – неравномерная, со сгущением
узлов сетки вблизи твердых стенок. При варьировании сеточных параметров (размера расчетной
области , и числа узлов сетки ) установлено, что набором, достаточным для удовле-
творительной точности всех вычислений при рассматриваемом числе Рейнольдса, является

, . Большинство представляемых ниже результатов получено при
этих значениях параметров.

2. ЛАМИНАРНОЕ ПУЛЬСИРУЮЩЕЕ ТЕЧЕНИЕ В ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ТРУБЕ
Предположим, что течение ламинарно, однонаправленно, однородно в продольном направ-

лении и периодично (гармонично) во времени. Поле продольной компоненты скорости и гради-
ент давления можно в этом случае отыскивать в виде  dp(t) =
=  (Re обозначает действительную часть комплексной величины). Для комплекс-
ных амплитуд U и  из (1.1) получается уравнение

(2.1)
Уравнение (2.1) описывает как осциллирующие, так и стационарное течения. В последнем

случае достаточно положить . Пульсирующее течение представляется суммой стационар-
ного и осциллирующего решений. Численные решения (2.1) для геометрии прямоугольной тру-
бы были получены ранее в [13, 14]. Применялись конечноразностные методы. Определены соот-
ношения между фазами и амплитудами колебаний расхода, напряжения трения на стенке и гра-
диента давления в зависимости от частоты осцилляций и отношения сторон поперечного
сечения.

Решение (2.1) с нулевыми условиями на границах прямоугольника   можно выпи-
сать, точно воспользовавшись методом Галеркина

(2.2)

Здесь ,  – число Стокса, Ub – комплексная амплитуда удельного
расхода: .

Выражения (2.2) дают связь между модулями и аргументами удельного расхода Ub и градиента
давления Dp

(2.3)

Графики  и  в зависимости от числа Стокса  для случая квадратной трубы
(s = 1) приведены на рис. 1. В квадратной трубе , что несколько больше, чем в круг-
лой трубе, где соответствующее значение составляет . Можно показать, что обратная к

 величина есть число Пуазейля , где cf – коэффициент сопротивления, а число
Рейнольдса ReD вычисляется через среднюю скорость и гидравлический диаметр  (в круг-
лой трубе ). Для приведенных значений  получаем Po = 32 и  для круглой и
квадратной трубы соответственно, что согласуется с данными, представленными в [15] (Fig. 3–13).
С ростом частоты осцилляций  быстро уменьшается, приближаясь к зависимости .
Уменьшение  говорит о том, что для поддержания нужной амплитуды колебаний расхода
требуются все большие и большие амплитуды градиента давления. Величина  имеет
смысл разности фаз колебаний расхода и градиента давления . При малых частотах  имеет
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близкие к нулю значения, т.е. колебания расхода происходят почти синфазно с колебаниями
градиента давления . При  аргумент G становится отрицательным, приближаясь к
асимптотическому значению  при . Отрицательный знак  указывает на то, что
колебания расхода отстают по фазе от колебаний .

Еще одна важная характеристика течения – среднее по периметру напряжение трения на
стенке . Интегрируя (2.1) по сечению трубы, получим связь комплексных
амплитуд трения на стенке и градиента давления

(2.4)

Модуль и аргумент  функции  для случая квадратной трубы (s = 1) также показаны на
рис. 1. С ростом  величина  уменьшается, хотя и не так быстро, как . Аргумент H отрица-
телен при , но имеет меньшее абсолютное значение, чем аргумент G, т.е. осцилляции тре-
ния на стенке остают по фазе от осцилляций давления, но опережают осцилляции расхода. При

 аргумент H стремится к предельному значению . Полученные соотношения
между фазами колебаний градиента давления, расхода и среднего трения на стенке совпадают
с результатами [13]. Аналогичные сдвиги по фазе при высоких частотах,  и , для средне-
го трения на стенке и для расхода относительно колебаний градиента давления наблюдаются и
в круглой трубе [16].

Пульсирующее течение, как было отмечено выше, описывается суммой стационарного и ос-
циллирующего решений (2.1). Для рассматриваемых в настоящей работе течений, удельный рас-
ход в которых изменяется по закону  при , поле скорости в ламинар-
ном течении можно представить в виде

Здесь  есть среднее (по времени),  – амплитуда осцилляций и  – сдвиг по фазе (относи-
тельно колебаний расхода) для скорости  в точке . Удельные расходы, соответствующие

 и , равны 1 и 0.5 соответственно.
На рис. 2 представлены графики изменения  и  вдоль двух линий в плоскости по-

перечного сечения квадратной трубы: вдоль серединного перпендикуляра к стенке на отрезке от
стенки до центра сечения трубы и вдоль диагонали от угловой точки до центра сечения трубы.
По оси абсцисс отложены расстояния до ближайшей стенки d и до ближайшей угловой точки 
соответственно. На рис. 3 даны графики изменения фазы  вдоль тех же линий. Показаны
результаты для четырех значений частоты осцилляций, соответствующих значениям числа
Стокса  и 9.3, для которых в дальнейшем представляются результаты расчетов
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Ω = 18.6,13.1,10.7

Рис. 1. Модули (а) и аргументы (б) функций  (2.2) – сплошные линии и  (2.4) – прерывистые линии.
Течение в квадратной трубе.
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турбулентных течений. Вдоль серединных линий симметрии сечения трубы поле средней скоро-
сти имеет распределение, близкое к параболическому, с максимальным значением  на
оси трубы. Это значение несколько превышает аналогичную величину скорости в течении Пуа-
зейля в круглой трубе, составляющую 2.0. Вдоль диагоналей профили средней скорости имеют
точки перегиба и приближаются к угловым точкам с нулевой производной.

Профили амплитуды колебаний скорости  вдоль обеих линий ведут себя немонотонно,
вырастая с ростом  до максимального значения, и уменьшаясь затем до выхода на плато, на
котором остаются почти постоянными по величине. Наличие локального максимума в распре-
делениях амплитуды колебаний составляет так называемый аннулярный эффект Ричардсона [17],
который наблюдается в осциллирующих течениях при высоких частотах. Теоретическое рассто-
яние от точки локального максимума  до стенки . Положение максимумов на

≈ 2.1u

γ ( , )u y z
0,d d

γ ( , )u y z Ω/ = 2.28d h

Рис. 2. Графики изменения среднего значения  (сплошные линии) и амплитуды колебаний  (пре-
рывистые линии) скорости вдоль серединного перпендикуляра к стенке на отрезке от стенки до центра сечения
трубы (а) и вдоль диагонали от угловой точки до центра сечения трубы (б). По оси абсцисс отложены расстоя-
ния до ближайшей стенки d и до ближайшей угловой точки  соответственно. Течение в квадратной трубе.
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Рис. 3. Графики изменения сдвига по фазе  колебаний скорости относительно колебаний расхода вдоль
тех же линий, что и на рис. 2.
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рис. 2a хорошо согласуется с теоретическим значением при всех рассмотренных Ω. В диагональ-
ных распределениях  точка максимума располагается несколько дальше от стенки:

 во всех вариантах.

Наличие плато в распределениях  в центральной части канала свидетельствует о том,
что вязкие эффекты незначительны в этой области, и член  в уравнении движения компен-
сируется градиентом давления . Это значит, что колебания этих двух величин согласованы по
фазе, а следовательно, колебания  отстают по фазе от  на , так же, как и колебания расхода
при больших . Эти рассуждения согласуются с близким к нулевым значениям фазового сдвига 
колебаний  относительно колебаний расхода, показанными на рис. 3. В центральной об-
ласти трубы  имеет небольшие отрицательные значения, приближающиеся к нулевым при уве-
личении . В пристенных областях колебания скорости обгоняют по фазе колебания расхода.
Вблизи плоской стенки это опережение составляет , что близко к разности фаз между ко-
лебаниями среднего по периметру напряжения трения и расхода, показанному на рис. 1б. Этот
факт можно объяснить тем, что именно на плоской стенке (за пределами угловых областей) на-
бирается интегральная величина трения на стенке. В угловых областях трение близко к нулю, а
колебания скорости опережают колебания расхода на , приближаясь по фазе к колебаниям
градиента давления.

Отметим также, что амплитуда колебаний скорости  в пристенной области превосходит
величину среднего значения . Последнее означает, что на определенных фазах колебаний
движение жидкости в пристенной области направлено навстречу основному потоку. Вблизи
плоской стенки толщина слоя возникновения обратного течения почти не меняется с изменени-
ем , слегка увеличиваясь от  при  до  при . Максимальная
величина обратного течения составляет около  и достигается в моменты времени, опережа-
ющие на  фазы минимального расхода, т.е. при . Области обратного течения
в угловых областях более обширны по площади. Их протяженность вдоль диагонали поперечно-
го сечения несколько сокращается с ростом частоты от  при  до  при

. Максимальная величина обратного течения, наоборот, растет с частотой до  при
 и достигается в моменты времени, близкие к фазам минимального расхода, т.е. при
.

3. ТУРБУЛЕНТНЫЕ ТЕЧЕНИЯ. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ

Для представления в настоящей работе отобраны результаты исследования турбулентных
пульсирующих течений при Re = 2200,  и периодом осцилляций потока  и 80.
Здесь и далее все величины представляются в безразмерном виде. В качестве масштабов берутся
половина стороны квадрата в сечении трубы h и удельный расход стационарной составляющей
течения . Таким образом, например, изменение удельного расхода со временем описывается
выражением .

Для сравнения также проведены расчеты пульсирующих течений в круглой трубе при анало-
гичных значениях числа Рейнольдса  (R – радиус трубы), амплитуды и пери-
одов осцилляций. Отметим, что число Рейнольдса в настоящей работе определяется через ради-
ус трубы, а не диаметр, как при традиционном определении. Поэтому значение Re = 2200 на са-
мом деле вдвое превышает общепринятое число Рейнольдса перехода к турбулентности в
стационарном течении в трубе.

Обнаружено, что в турбулентных режимах во всех исследованных вариантах флуктуации гид-
родинамических величин, кроме случайной составляющей, имеют периодическую компоненту
с периодом, диктуемым осцилляциями основного потока. Для анализа данных в установившем-
ся пульсирующем течении используется фазовое осреднение, которое обозначается угловыми
скобками. Для функций, зависящих от времени и пространственных координат, это осреднение
проводится по формуле

(3.1)
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∂ ∂/u t

pd
u pd π/2

Ω ϕu
( , , )u t y z
ϕu

Ω
π0.22

π0.39

γ ( , )u y z
( , )u y z

Ω ≈/ 0.11d h Ω = 9.3 ≈/ 0.13d h Ω = 18.6
0.2 bu

≈π/8 ω ≈ π − π3 /2 /8t

≈0/ 0.40d h Ω = 9.3 ≈0/ 0.36d h
Ω = 18.6 0.4 bu
Ω = 18.6
ω ≈ π3 /2t

β = 0.5 = 20,40,60T

bu
+ β ω( ) = 1 sinbu t t

ν =Re = / 2200bRu

+

+
  + 

0

0= 1 0

1( , , ) = ( , , , )
xLN N

n Nx

f t y z f t nT x y z d x
NL



ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 2  2023

ТУРБУЛЕНТНЫЕ ПУЛЬСИРУЮЩИЕ ТЕЧЕНИЯ В ТРУБЕ 61

Здесь время  меняется в пределах одного периода осцилляций: . Параметр N0 в (3.1)
выбирается с целью отсечения начального отрезка развития течения, предшествующего выходу
на установившийся пульсационный режим. В соответствии с используемой постановкой задачи
фазовое среднее не должно меняться вдоль однородной продольной координаты. Поэтому для
ускорения сходимости фазового осреднения в (3.1) также используется осреднение по x. В трубе
круглого сечения процедура осреднения обычно включает осреднение по однородной угловой
координате. В трубе квадратного сечения применяется осреднение по восьми симметричным
точкам в плоскости . В работе фазовые средние вычислялись в 8 точках по времени, соот-
ветствующих . Число периодов осреднения N в (3.1) выбиралось достаточно
большим, не менее 50 даже при наибольших значениях периода T.

Кроме фазового среднего используется среднее по времени, обозначаемое надчеркиванием

Разность  описывает осцилляционную составляющую, которая имеет нулевое среднее.
Разность между мгновенным значением и фазовым средним величины  f  представляет собой
случайную турбулентную флуктуацию и обозначается штрихом

Некоторые параметры отобранных для представления вариантов даны в табл. 1. Приведены
значения периода и частоты осцилляций, а также соответствующие им значения числа Стокса 
и параметра , введенного в [6]. Согласно классификации [6], рассмотренные вариан-
ты относятся к категории промежуточных частот, кроме первого варианта (T = 20), который
можно отнести к режиму высокочастотных осцилляций.

В шестом столбце табл. 1 даны значения среднего по времени напряжения трения на стенке.
В пятой строке приведено соответствующее значение для стационарного течения в квадратной
трубе при том же числе Рейнольдса. Во всех вариантах пульсирующих течений получено умень-
шение среднего трения по сравнению со стационарным потоком. Падение среднего трения и,
соответственно, падение коэффициента сопротивления , показанное в последнем
столбце табл. 1, увеличивается с ростом периода осцилляций и достигает 14.7% при T = 80. В рас-
четах пульсирующих течений в круглой трубе также получено снижение среднего трения по
сравнению со стационарным течением. Это снижение также увеличивается с ростом периода ос-
цилляций и составляет 2.9, 8.2 и 14.8% при  и 60 соответственно. При увеличении пе-
риода осцилляций в круглой трубе до T = 80 получена ламинаризация потока. Эффект снижения
турбулентного трения в пульсирующем течении в круглой трубе был обнаружен ранее в экспери-
менте [18]. При Re > 3000 это наблюдалось в узком диапазоне параметров в режимах доминиро-
вания осцилляций ( ). Было сделано предположение, что на определенных фазах колебаний
происходит обратный переход, благодаря чему среднее трение снижается. Позже в численном
исследовании [19] показано, что даже в режимах снижения среднего трения значительные тур-
булентные флуктуации сохраняются на всех фазах осцилляций потока.

Изменения осредненных по фазе среднего градиента давления  и среднего (по площади
боковой поверхности трубы) напряжения трения  во всех вариантах приведены на рис. 4.
Сплошные черные линии показывают соответствующие постоянные значения в стационарном

t ∈ [0, ]t T

( , )y z
/ = 0,1/8, ,7/8t T


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1( , ) = ( , , )
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f y z f t y z dt
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−f f
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Ω
τΩ ω= 2 /t h u

τ= 2f wc

= 20,40T

β > 1

 ( )pd t
τ ( )w t

Таблица 1. Параметры расчетных вариантов

№ T ω Ω Ωt

1 20 0.314 18.6 9.27 4.57 –2.3

2 40 0.157 13.1 4.79 4.28 –8.5

3 60 0.105 10.7 3.27 4.05 –13.5

4 80 0.0785 9.3 2.48 3.99 –14.7

5 4.68 0

τ × 310w Δ (%)fc

β = 0
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течении. Представленные характеристики имеют почти гармоническое поведение  +
+ γpsin(ωt + ϕp) и . Как видно из рис. 4, положения экстремумов пред-
ставленных величин меняются слабо при изменении периода осцилляций, что согласуется с по-
ведением осциллирующих течений в ламинарном режиме при высоких значениях числа Стокса.
Колебания трения и колебания градиента давления опережают колебания средней скорости по
времени на T/8 и T/4 или по фазе на π/4 и на π/2 соответственно. Таким образом, соотношения
фаз колебаний этих величин совпадает с поведением в ламинарном течении при больших часто-
тах. Амплитуды осцилляций  как градиента давления, так и трения на стенке увеличиваются
с ростом частоты, что также качественно соответствует ламинарному поведению. При наиболь-
шем периоде осцилляций характер поведения представленных величин начинает отклоняться от
гармонического, что особенно заметно на графике  для  в диапазоне .
Такое изменение свидетельствует о влиянии нелинейных эффектов, что подтверждается значи-
тельным уровнем турбулентных флуктуаций в этой области параметров. Отметим, что функции

 и  при  качественно и количественно близки к соответствующим характери-
стикам в круглой трубе.

На рис. 5а показаны изменения амплитуды турбулентных флуктуаций , где  –

среднее по сечению трубы значение кинетической энергии турбулентности 
(по повторяющимся индексам предполагается суммирование). На рис. 5б представлены графи-
ки амплитуды вторичных течений , где

Здесь  – поперечные компоненты вектора скорости, S – площадь поперечного сечения
трубы. Скорость изменения амплитуды турбулентных флуктуаций в целом пропорциональна ве-
личине расхода. На первой половине периода осцилляций, когда , амплитуда флуктуа-
ций растет, а на второй половине, когда , падает. Эта зависимость особенно выражена
при наибольшем периоде , когда моменты смены знака  практически совпадают с
моментами смены знака осцилляционной части расхода. В этом же варианте достигаются мак-
симальные и минимальные значения . Достижение максимума  при  согласуется с
появлением нелинейных искажений в графике  для , показанном на рис. 4б. С ро-
стом частоты осцилляций амплитуда изменения  падает, изменение  начинает отста-

  ≈( )p pd t d
τ ττ  ≈ τ + γ ω + ϕ( ) sin( )w wt t

τγ γ,p

τ ( )w t = 80T −/ = 0.4 0.7t T

 ( )pd t τ ( )w t ≤ 60T

= 2t tA K ( )tK t

 ' '( , , ) = 0.5t i ik t y z u u

( )sfA t

  +  2 2 21( ) = ( )sfA t w d yd z
S

v

, wv

( ) > 1bu t
( ) < 1bu t

= 80T /tdA dt

tA tA ≈/ 0.5t T
τ ( )w t = 80T

( )tA t /tdA dt

Рис. 4. Колебания осредненных по фазе (а) среднего градиента давления  и (б) среднего трения на
стенке .

�0.1

�0.2

0

0.1

0.2
	dp


T = 20
T = 40
T = 60
T = 80
� = 0

t/T

(a)

0 0.500.25 1.000.75

0

0.005

0.010

	�w


t/T

(б)

0 0.500.25 1.000.75

 ( )pd t
τ ( )w t



ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 2  2023

ТУРБУЛЕНТНЫЕ ПУЛЬСИРУЮЩИЕ ТЕЧЕНИЯ В ТРУБЕ 63

Рис. 5. Амплитуда турбулентных флуктуаций скорости (а) и амплитуда вторичных течений (б). Обозначения
линий те же, что и на рис. 4.
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вать от изменения . При наибольшей частоте это отставание достигает T/8, что эквивалентно
π/4 в фазовом выражении. В нескольких исследованиях пульсирующих течений в круглой трубе,
начиная с эксперимента [20], отмечается, что интенсивность турбулентности возрастает на фазе
замедления потока и, наоборот, затухает на фазе ускорения. Результаты данной работы в целом
согласуются с этими наблюдениями: во всех вариантах максимальные значения  приходятся на
фазу, близкую к моменту наибольшего замедления потока. Однако следует отметить, что рост
амплитуды турбулентных флуктуаций начинается несколько раньше наступления замедления,
еще на фазе завершения ускорения потока.

Более подробное изучение поведения флуктуаций различных компонент скорости показыва-
ет, что основной составляющей энергии турбулентности являются флуктуации продольной ком-
поненты скорости. Максимальные значения квадрата продольных флуктуаций  примерно на

порядок превышают аналогичные значения для поперечных флуктуаций . Кроме то-
го, эти максимумы несколько разделены по фазе – максимумы поперечных флуктуаций отстают
от продольных, и это отставание увеличивается с частотой. Поведение амплитуды вторичных те-
чений, показанное на рис. 5б, качественно соответствует поведению амплитуды поперечных
пульсаций скорости. Изменение уровня вторичных течений в пределах одного периода осцилля-
ций уменьшается с ростом частоты, максимальная их амплитуда запаздывает по фазе от макси-
мальной амплитуды флуктуаций скорости, соответствуя в большей степени поведению ампли-
туды поперечных пульсаций. В [8, 21] сформулирован механизм образования турбулентных вто-
ричных течений в прямых трубах некруглого поперечного сечения. Источником возникновения
вторичных течений являются именно турбулентные флуктуации скорости в поперечном сечении
трубы. Наблюдаемая амплитудная и фазовая связь между вторичными течениями и интенсивно-
стью поперечных флуктуаций скорости в пульсирующих течениях качественно согласуется с
упомянутым механизмом.

Производство  и диссипация  кинетической энергии турбулентности в точке (y, z) попе-
речного сечения трубы в безразмерном представлении описываются выражениями

(3.2)

(3.3)

( )bu t

tA

 2'u

  +  v
2 2' 'w

tp td

∂ − 
∂

' '( , , ) = i
t i j

j
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В последнем выражении  – компоненты тензора скоростей дефор-
мации турбулентных флуктуаций. Изменение кинетической энергии kt в точке определяется
конкуренцией производства и диссипации, а также изменением за счет различных механизмов
внутреннего переноса. При интегрировании по площади поперечного сечения вклад перенос-
ных членов обнуляется, и для изменения средней по сечению кинетической энергии  полу-
чаем

где ,  – средние по сечению трубы значения производства (3.2) и диссипации (3.3) кине-
тической энергии. Графики  и  для всех расчетных вариантов приведены на рис. 6. При
всех T период наибольшего производства энергии приходится на фазу уменьшения расхода.
С ростом периода осцилляций амплитуда изменения  увеличивается, максимальные значе-
ния Pt все больше концентрируются в окрестности точки , где  достигает мини-
мума. Изменение диссипации энергии  в целом повторяет . Важное отличие состоит в
небольшом запаздывании по фазе, в результате чего получается, что  на первой половине
периода, и наоборот,  – на второй. Такое поведение соответствует изменению амплитуды
турбулентности (рис. 5а), которая растет на первом полупериоде и уменьшается на втором. От-
ставание диссипации кинетической энергии от производства можно объяснить тем, что дисси-
пация происходит на меньших пространственных масштабах, чем масштабы, возбуждаемые в
процессе производства, и для их образования посредством каскадного процесса требуется неко-
торое время.

4. ПОЛЕ СРЕДНЕЙ СКОРОСТИ И ВТОРИЧНЫЕ ТЕЧЕНИЯ

Турбулентные течения в прямоугольных трубах характерны появлением вторичных течений в
плоскости поперечного сечения. Флуктуационные движения частиц жидкости по искривлен-
ным траекториям в угловых областях поперечного сечения вызывают локальные повышения
давления в углах. В результате возникает градиент давления, действующий вдоль стенок в обе
стороны от каждой угловой точки. В пристенной области действие градиента давления может
быть скомпенсировано только силой трения, действующей навстречу движению. Так возникают
вторичные течения, в виде растекания жидкости в стороны от угла вдоль смежных стенок и ком-
пенсирующего притока к углу вдоль биссектрисы [8, 21]. Действие вторичных течений проявля-

∂ ∂ + ∂ ∂' ' '= 0.5( / / )ij i j j ie u x u x

( )K t

−( ) = t t
dK t P D

dt

( )tP t ( )tD t
( )tP t ( )tD t

( )tP t
/ = 0.5t T /bdu dt

( )tD t ( )tP t
>t tP D

<t tP D

Рис. 6. Средние по сечению трубы производство (а) и диссипация (б) кинетической энергии турбулентности.
Обозначения линий те же, что и на рис. 4.
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ется в искажениях изолиний средней скорости с характерными выпуклостями, направленными
в сторону углов.

Распределение средней скорости с упомянутыми особенностями и линии тока вторичных тече-
ний в плоскости поперечного сечения квадратной трубы в стационарном ( ) турбулентном те-
чении при Re = 2200 ([10]) показаны на рис. 7. Представлена четверть сечения трубы, соответству-
ющая 3-му квадранту. В остальных четвертях картина движения симметрична. Линии тока вторич-
ного течения совпадают с изолиниями функции тока . На рис. 7б и
далее на аналогичных рисунках даны поля функций тока и их изолинии с шагом ±0.0004. Поло-
жительные значения функции тока отмечены сплошными изолиниями, им соответствует дви-
жение частиц жидкости против часовой стрелки. Отрицательные значения и движение по часо-
вой стрелке показаны прерывистыми линиями. Максимальная скорость вторичного течения в
сторону угла вдоль биссектрисы составляет около 0.02, примерно с такой же максимальной ско-
ростью происходит растекание вдоль стенок.

В рассмотренных вариантах пульсирующих течений интенсивность вторичных течений и
связанной с ними деформации изолиний продольной скорости увеличивается с ростом периода
осцилляций. Распределения по сечению трубы фазовых средних продольной компоненты ско-
рости  в моменты времени  для варианта  приведены на рис. 8а–з.
Панели (а) и (д) соответствуют моментам времени  и , т.е. моментам наибольшего уско-
рения и замедления потока соответственно. Панели ( ) и ( ) отвечают  и , когда
расход принимает максимальное и минимальное значения. На последней панели ( ) представ-
лено поле среднего по времени . Так же, как и на рис. 7, показана четверть сечения трубы.
Для сравнения на рис. 9 показаны аналогичные распределения, соответствующие наименьшему
из периодов осцилляций T = 20. Как видно из рис. 8а–з, изолинии средней скорости при T = 80
в каждый момент претерпевают более существенные искажения, чем в стационарном течении.
В наибольшей степени это относится к первой половине периода, когда расход превышает сред-
нее значение. Среднее по времени, изображенное на рис. 8и, также заметно отличается от поля
скорости в стационарном течении. При наименьшем периоде искажения изолиний  вы-
ражены существенно слабее и незначительно изменяются в разные моменты времени. В свою
очередь, среднее по времени при T = 20 близко к стационарному случаю, представленному
на рис. 7а.

На рис. 10 изображены линии тока вторичных течений в различные моменты осцилляцион-
ного цикла, а также линии тока течения, осредненного по времени. Представлены результаты
для варианта T = 80. При меньших периодах изменение вторичных течений во времени менее
выражено. При наименьшем периоде T = 20 вторичные течения во все моменты времени прак-
тически не отличаются от распределения в стационарном течении, показанном на рис. 7б. В со-

β = 0

Ψ ∂Ψ ∂ −∂Ψ ∂v( , ) : = / , = /y z z w y

 ( , , )u t y z / = 0,1/8, ,7/8t T TА
ω = 0t π

в ж ω π= /2t π3 /2
и

( , )u y z

 ( , , )u t y z

Рис. 7. Распределения продольной компоненты средней скорости  (а) и линии тока вторичного тече-
ния (б) в стационарном ( ) течении. Показана четверть поперечного сечения трубы.

�0.8

�1.0

�0.6

�0.4

�0.2

0
(б)

�0.4 �0.2 �0.8 �0.6 0

�0.8

�1.0

�0.6

�0.4

�0.2

0
(a)

�0.4 �0.2 �0.8 �0.6 0

( , )u y z
β = 0



66

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 2  2023

НИКИТИН, ПОПЕЛЕНСКАЯ

ответствии с изменением интегральной амплитуды вторичных течений, показанном на рис. 5б,
максимальная интенсивность вторичного течения при T = 80 достигается в фазах, следующих за
моментом наибольшего замедления потока, именно при , когда скорость потока при-
ближается к минимальному уровню. Скорость вторичного течения в максимуме почти на 50%
превышает среднее значение, которое, в свою очередь, на 20% меньше, чем в стационарном те-
чении. Интересно, что наиболее значительные искажения в форме изолиний средней скорости
наблюдаются не в те моменты времени, когда вторичные течения максимальны по амплитуде, а
скорее наоборот, в моменты минимального их уровня. Это можно объяснить тем, что эти момен-
ты соответствуют максимальной скорости потока, а следовательно, и максимальным градиентам
средней скорости, благодаря чему даже небольшие по величине поперечные движения приводят
к заметным искажениям в распределении продольной скорости.

Изменение во времени осредненной по фазе скорости течения в каждой точке поперечного
сечения можно представить в виде

(4.1)

ω π= 5 /4t

  + γ ω + ϕ + δ( , , ) = ( , ) ( , )sin( ( , )) ( , , )u u uu t y z u y z y z t y z t y z

Рис. 8. Распределения фазовых средних продольной компоненты скорости  в моменты времени
 (а–з) и среднего по времени  (и). T = 80.
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Последнее слагаемое в (4.1) включает старшие гармоники разложения периодической функ-
ции  в ряд Фурье. Величины  при каждом  определялись по 8 полям  с ис-
пользованием процедуры наименьших квадратов. Оказалось, что гармоническое приближение
(без учета последнего слагаемого в (4.1)) приближает поле  при всех значениях периода T с
точностью до единиц процентов. Графики изменения среднего значения  и амплитуды ос-
цилляций  продольной скорости вдоль серединного перпендикуляра к стенке и вдоль диа-
гонали от угловой точки до центра сечения трубы представлены на рис. 11 для всех значений T.
На рис. 12 даны графики изменения фазы  вдоль тех же линий. Распределения средней
скорости  по нормали к стенке отличаются от ламинарного случая, представленного на
рис. 2а, типично турбулентной, наполненной формой с заметно бóльшим градиентом на стенке
и существенно меньшим значением на оси трубы (1.33 против 2.1). С ростом периода осцилля-
ций скорость в пристенной зоне (до d = 0.3) заметно снижается, что находит отражение в паде-
нии коэффициента сопротивления по сравнению со стационарным течением. Уменьшение ско-

 ( )u t γ ϕ,u u ( , )y z  ( , , )u t y z

 ( , , )u t y z
( , )u y z

γ ( , )u y z

ϕ ( , )u y z
( , )u y z

Рис. 9. Распределения фазовых средних продольной компоненты скорости  в моменты времени
 (а–з) и среднего по времени  (и). T = 20.
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рости в пристенной зоне компенсируется ускорением среднего течения вдоль диагональной ли-
нии. В отличие от ламинарного течения профили средней скорости в турбулентных течениях
вдоль диагонали имеют не одну, а три точки перегиба. Впрочем, выраженность дополнительных
точек перегиба уменьшается с ростом периода осцилляций.

Максимальная амплитуда осцилляций  имеет ту же величину 0.5—0.6, что и в ламинар-
ных течениях, хотя и несколько увеличивается с ростом T. Аннулярный эффект, заключающий-
ся в немонотонном поведении  при удалении от стенки в турбулентных течениях, сохраняется,
однако с ростом T становится менее выраженным, особенно вблизи плоского участка стенки.
Точка локального максимума  сдвигается в сторону ядра потока. Так же, как и в ламинарных
течениях, амплитуда осцилляций в значительной степени остается почти постоянной на боль-
шей части сечения трубы, хотя эта область сокращается с ростом периода осцилляций. Протя-
женность отрезков, на которых  превышает среднее значение скорости, и на которых возника-
ют движения в обратном направлении, существенно сокращается. Вблизи плоской стенки эти

γ ( , )u y z

γu

γu

γu

Рис. 10. Линии тока средних по фазе вторичных течений в моменты времени  (а–з) и сред-
него по времени (и). На диагонали  указаны максимальные значения скорости вторичного течения. T = 80.
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области пропадают практически полностью, в угловых областях они уменьшаются до 
при T (при бóльших значениях T эта область еще короче), тогда как в ламинарных течениях об-
ласть обратных течений простирается до .

Поведение фазы осцилляций  в турбулентных и ламинарных потоках качественно и ко-
личественно близко. В ядре потока  имеет незначительное отрицательное значение, т.е.
колебания ядра несколько отстают от колебаний расхода. В пристенных областях осцилляции
скорости опережают поток. Опережение по фазе в этих областях аналогично ламинарным тече-
ниям: около π/4 вблизи плоской стенки и  вблизи углов. Положительные значения  отра-
жаются в моментах появления обратных течений на рис. 8 и 9. Области отрицательных зна-

≈ 0.14od

≈ 0.4od

ϕ ( , )u y z
ϕ ( , )u y z

≈ π0.4 ϕu

Рис. 11. Графики изменения среднего значения  (в верхней части рисунка) и амплитуды колебаний
 (в нижней части рисунка) скорости вдоль тех же линий, что и на рис. 2. Обозначения линий те же, что

и на рис. 4.
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Рис. 12. Графики изменения сдвига по фазе  колебаний скорости относительно колебаний расхода вдоль
тех же линий, что и на рис. 2. Обозначения линий те же, что и на рис. 4.
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чений  наблюдаются в моменты, предшествующие минимуму расхода, соответствующему па-
нели (ж). Так, при  небольшие отрицательные скорости можно заметить в угловых
областях на панелях (д) и (е). При T = 20 области отрицательных скоростей более выражены.
В угловых областях они заметны на панелях (д)–(ж). А на панели (е), соответствующей фазовому
сдвигу на  от момента минимума расхода, наблюдаются отрицательные скорости и вблизи
плоского участка стенки.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведено численное исследование пульсирующих турбулентных течений в трубе квадратно-
го сечения. Использован универсальный метод решения уравнений Навье–Стокса, сочетающий
конечно-разностный метод дискретизации по пространственным координатам и полунеявную
схему интегрирования по времени. Расчеты проведены при Re = 2200, для которого ранее про-
водились расчеты стационарного течения. Рассмотрен режим доминирования потока, когда рас-
ход имеет положительную величину во все фазы движения.

Дано точное решение уравнений Навье–Стокса, описывающее ламинарные осциллирующие
течения в прямоугольных трубах. Проведен анализ этих решений для случая трубы квадратного
сечения. Найдены амплитудные и фазовые соотношения между колебаниями градиента давле-
ния, расхода и среднего напряжения трения на стенке. Изучены распределения скорости по се-
чению трубы. Определены области возникновения, амплитуды и фазы обратных течений.

Турбулентные режимы течения исследованы для случаев, когда безразмерный удельный рас-
ход изменяется со временем по закону  при . Представлены результаты
расчета течений, соответствующих четырем значениям периода осцилляций:  от 
до . Проведено сравнение с ламинарными течениями в квадратной трубе и турбулентны-
ми течениями в круглой трубе, которые изучались в прошлом как экспериментально, так и чис-
ленно. Обнаружено, что средний по времени коэффициент сопротивления в пульсирующих те-
чениях имеет меньшее значение, чем в стационарном течении. Разница растет с периодом ос-
цилляций и достигает 14.7% при . Аналогичное уменьшение сопротивления отмечено и в
круглой трубе.

Рассчитаны изменения во времени осредненных по фазе характеристик течения: средней по
объему трубы кинетической энергии турбулентности, ее генерации и диссипации, амплитуды
вторичных течений. Во всех вариантах максимальные значения энергии турбулентных флуктуа-
ций приходятся на фазу, близкую к моменту наибольшего замедления потока. Однако следует
отметить, что ее рост начинается несколько раньше наступления замедления потока, еще на фазе
завершения ускорения. Изменение кинетической энергии турбулентности определяется конку-
ренцией производства и диссипации. Обнаружено, что обе эти величины имеют близкое по фор-
ме распределение по времени на периоде осцилляций с максимальным значением в районе

 с небольшим запаздыванием диссипации относительно колебаний производства. Обна-
ружено, что основной вклад в кинетическую энергию турбулентности вносят флуктуации про-
дольной компоненты скорости. Энергия поперечных флуктуаций уступает на порядок по вели-
чине и изменяется с некоторой задержкой по фазе. Отмечено, что колебания интенсивности вто-
ричных течений также отстают по фазе от колебаний энергии турбулентности и согласованы с
колебаниями энергии поперечных флуктуаций.

Проведено подробное исследование распределений средней продольной скорости по сече-
нию трубы на разных фазах колебания потока. Даны сопоставления с ламинарными пульсирую-
щими течениями и турбулентным стационарным течением. От ламинарного течения распреде-
ления скорости отличаются в первую очередь наполненностью профилей с заметным уменьше-
нием скорости на оси трубы и характерными искривлениями изолиний, вызванными действием
вторичных течений. От стационарного течения пульсирующие течения отличаются значительно
бóльшими искривлениями изолиний, что особенно характерно для первой половины осцилля-
ционного цикла, когда расход превышает среднее значение. Отмеченное свойство наиболее вы-
ражено при наименьших частотах. Изменение активности вторичных течений со временем па-
дает с ростом частоты осцилляций и практически исчезает при T = 20. При наименьшей частоте,
соответствующей T = 80, амплитуда колебаний скорости вторичных течений достигает почти
50% от среднего уровня, хотя само среднее значение оказывается на 20% меньше, чем в стацио-
нарном течении.

u
= 80T

π/4

+ β ω( ) = 1 sinbu t t β = 0.5
π ω= 2 /T = 20T

= 80T

= 80T

ω π=t
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В целом впервые выполнено подробное исследование основных особенностей турбулентных
пульсирующих течений в трубах квадратного поперечного сечения. Отдельное внимание уделе-
но вторичным течениям, отсутствующим в ламинарных течениях, а также и в турбулентных те-
чениях в круглых трубах.

Исследование выполнено при финансовой поддержке РНФ в рамках научного проекта № 22-
21-00184, с использованием вычислительных ресурсов ОВК НИЦ “Курчатовский институт”
http://computing.nrcki.ru/.
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Представлены результаты экспериментальных исследований и численного моделирования
структуры течения в отрывной области за асимметричным сужением гладкого канала, ими-
тирующим односторонний 70% стеноз артерии. Число Рейнольдса составляло 1800. Измере-
ние мгновенных векторных полей скорости потока выполнялось с использованием SIV-ме-
тода. Численное решение получено методом моделирования крупных вихрей. Задание вход-
ных возмущений при численном моделировании, близких к условиям эксперимента,
позволило получить удовлетворительное соответствие расчетных и экспериментальных по-
лей скорости и компонент тензора рейнольдсовых напряжений. Получены данные о форми-
ровании области локальной турбулизации потока за сужением и последующей реламинари-
зации течения вниз по потоку. Показано, что вблизи горла сужения формируется пара вто-
ричных вихрей, локализованная в пределах области отрыва потока.
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потока, локальная турбулизация, входные возмущения, реламинаризация
DOI: 10.31857/S056852812260093X, EDN: NTTDUV

Течение жидкости в каналах переменного поперечного сечения широко распространено в
различных технических приложениях: в теплообменниках и системах охлаждения, в элементах
химического оборудования и бурильной техники, ядерных реакторах и т.д. Очень часто локаль-
ные сужения каналов используются в качестве пассивных интенсификаторов теплоотдачи: их
расположение с некоторым шагом на стенках каналов приводит к разрушению пограничного
слоя и обеспечивает интенсивный массо- и теплообмен между основным потоком и областью
низкоскоростного течения вблизи стенки.

Исследования течения вязкой жидкости в области сужения канала имеют важное значение и
для углубленного понимания гемодинамики сердечно-сосудистой системы человека [1–4]. Вы-
раженное локальное сужение (стеноз) артерии – одно из наиболее распространенных заболева-
ний, которое может привести к ишемическому инсульту, длительной нетрудоспособности чело-
века или даже летальному исходу. Кроме того, у перенесших инсульт остается высокий риск раз-
вития повторного ишемического эпизода. Этот риск связан как с возможным ростом тканей
внутреннего слоя сосудов (интимы) ниже по потоку от сужения, и, соответственно, расширению
области поражения артерии, так и с уносом частиц тканей непосредственно из области сужения
с последующей закупоркой сосудов.

УДК 532.526
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Наиболее часто в качестве основных причин прогрессирования атеросклероза и роста толщи-
ны интимы называется низкое напряжение пристеночного сдвига [1–8]. Установлено также,
что, помимо величины сдвиговых напряжений, на рост внутреннего слоя стенки пораженного
сосуда существенное влияние оказывает динамика изменения этого параметра: высокие гради-
енты напряжения трения на стенке по времени и пространству коррелируют с ускоренным ро-
стом толщины интимы. Кроме того, при высоких значениях поверхностного трения, равно как
и его градиентов, характерных для стенозированных сосудов, высока вероятность отрыва частей
атеросклеротических бляшек с возможной последующей блокировкой более мелких сосудов
вниз по течению.

Возникновение аномальных (высоких или низких) значений поверхностного трения связано
с гемодинамикой в области сужения артерии, вызванного атеросклеротическими изменениями.
Пульсирующий поток крови в крупных, не пораженных атеросклерозом сосудах чаще всего ла-
минарный. Течение в просвете стенозированного сосуда характеризуется увеличением скорости
потока и напряжения трения на стенке. Вниз по потоку от локального сужения формируется об-
ласть отрыва потока, в пределах которой поверхностное трение существенно ниже, чем за ее пре-
делами. Кроме того, результаты клинических исследований структуры течения в артериях с раз-
личными нарушениями кровотока показали, что обтекание препятствия в виде выраженного ло-
кального сужения сосуда может сопровождаться потерей устойчивости сдвиговых слоев и
локальной турбулизацией течения даже при весьма умеренных числах Рейнольдса потока перед
сужением [9–11].

Исследования гидродинамических неустойчивостей и перехода к турбулентности в жестких
моделях крупных кровеносных сосудов со стенозом проводились как для стационарного по расхо-
ду, так и для пульсирующего потока при различных вариантах формы стеноза и его степени – доли
поперечного сечения сосуда, перекрытой стенозом. Как правило, кровеимитирующая жидкость
полагалась ньютоновской, обоснование приемлемости данного приближения дается, например,
в [12, 13]. Первые экспериментальные [14–16] и расчетные работы [17, 18] данной направленности
ограничивались случаем осесимметричной формы сужения, с наибольшим интересом к течению
через клинически значимый стеноз (степень 75% или около того). Приведенные в данных работах
результаты для стационарного в среднем потока через гемодинамически значимый стеноз коси-
нусообразного профиля в целом показали, что критическое число Рейнольдса потери устойчи-
вости ламинарного течения лежит выше значения Re = 500 (при расчете по среднерасходной
скорости и диаметру канала, D, до участка сужения), а условия перехода к локальной турбулент-
ности за стенозом возникают при значениях Re, близких к 1000. В частности, авторы работы [18],
применяя метод прямого численного моделирования и расчетный трехмерный анализ на основе
методов линейной и нелинейной теории гидродинамической устойчивости, установили, что пе-
реход к турбулентности за 75% стенозом (общей протяженностью 2D) носит жесткий характер,
с достаточно выраженным интервалом гистерезиса по числу Рейнольдса: 690 < Re < 722, где
верхнее значение, рассчитанное по линейной теории устойчивости, определяет условия абсо-
лютной неустойчивости стационарного ламинарного течения.

Сильное влияние даже малого отклонения от осесимметричной геометрии на условия пере-
хода к локальной турбулентности за стенозом было показано в расчетной работе [19], авторы ко-
торой, выполняя прямое численное моделирование стационарного по расходу течения в канале
с осесимметричным 75% стенозом (также протяженностью 2D), получали решения с устойчи-
вым ламинарным режимом течения, как при Re = 500, так и при Re = 1000. Однако при введении
экцентриситета 5% диаметра канала в решении при Re = 1000 наблюдался локальный переход к
турбулентности вниз по течению от стеноза на расстоянии приблизительно пять диаметров ка-
нала, что подтверждалось появлением инерционного интервала в спектрах пульсаций скорости.
Далее вниз по потоку пульсации скорости быстро затухали, и течение вновь становилось лами-
нарным. Было показано также, что ламинарно-турбулентный переход за стенозом сопровождал-
ся значительными временными и пространственными градиентами напряжения трения. В рабо-
те [20] теми же авторами представлены результаты расчетов, выполненных для 75% стеноза с 5%
эксцентриситетом в случае наложения гармонических пульсаций расхода с амплитудой 67% от
среднего по циклу; при этом среднее по циклу число Рейнольдса было около 600. Расчеты пока-
зали, что в области за стенозом в фазе ускорения потока формируется разгонный вихрь, который
в фазе максимальной скорости разрушается с формированием турбулентного пятна ниже по по-
току. Наибольший уровень турбулентных пульсаций наблюдался в начале фазы торможения по-
тока.
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Гармонически пульсирующее течение в канале номинально квадратного сечения (H × H) с
односторонним 50% косинусообразным стенозом протяженностью 2H исследовалось численно
в [21] для среднего за период колебаний числа Рейнольдса, изменяющегося в интервале от 1000
до 2000. Расчеты выполнены по методу моделирования крупных вихрей (Large Eddy Simulation,
LES) с оценкой подсеточной вязкости по модели Смагоринского; использованные сетки, по-
крывающие расчетную область общей длиной 20 калибров, содержали около 0.5 млн. элементов.
Обнаружено, что максимальные значения турбулентных пульсаций скорости наблюдаются
вблизи стенки канала, на которой формируется стеноз, на расстоянии до шести калибров. Пока-
зано наличие выраженного инерционного интервала в спектрах пульсаций скорости в этой об-
ласти.

Течение за асимметричным 70% стенозом с наибольшим эксцентриситетом круглого горла
экспериментально исследовалось в работе [22] методом PIV (Particle Image Velocimetry) для слу-
чая пульсирующего (не гармонически) потока при пиковом значении числа Рейнольдса, равном
1803; среднее по циклу значение данного параметра составляло 650. Измерения на установке,
обеспечивающей полную развитость ламинарного течения в подводящей круглой трубке, вы-
полнены в [22] для трех вариантов стеноза близкой геометрии: двух жестких и одного деформи-
руемого, под действием потока; в первом (базовом) варианте недеформируемый односторонний
стеноз характеризовался общей протяженностью 2D и косинусообразным профилем в плоско-
сти симметрии. Приведенные в [22] результаты измерений, выполненные преимущественно в
плоскости симметрии рабочего участка, количественно определяют влияние вариаций в моде-
лях стеноза на осредненные по многим циклам профили скорости для разных фаз цикла (кратко,
“осреднение по фазе”), а также на осредненное по фазе поле значений генерационного члена в
уравнении баланса кинетической энергии турбулентности и временные зависимости отдельных
составляющих данного уравнения в области наибольших значений генерационного члена.

В [23] численно изучается течение в модели кровеносного сосуда с односторонним 70% сте-
нозом при числе Рейнольдса Re = 1803, соответствующем пиковому значению данного парамет-
ра в экспериментальной работе [22]. Решение получено методом LES с использованием динами-
ческой модели подсеточной вязкости Джермано–Лилли на сетке, содержащей около 4.5 млн
ячеек. В трехмерном потоке за сужением канала выделяются: зона струйного течения, протяжен-
ная рециркуляционная область и вторичные течения, которые вблизи горла стеноза имеют вид
пары вихрей Дина, характерных для течения в криволинейном канале, и четырехвихревое стро-
ение в рециркуляционной области. Дается анализ поля кинетической энергии турбулентности,
развившейся в результате неустойчивости течения в слое смешения на границе рециркуляцион-
ной области, а также поля сдвиговых турбулентных напряжений. Показано, что высокий уро-
вень турбулентных напряжений наблюдается на участке протяженностью около четырех калиб-
ров, примерно там же, где в экспериментах [22] наблюдались высокие значения генерационного
члена в фазе максимального расхода. Ниже по потоку течение реламиниризируется.

Результаты численного исследования влияния вариаций формы стеноза (10 вариантов) на ла-
минарно-турбулентный переход в модели коронарной артерии представлены в недавней работе
[24]. Трехмерные нестационарные расчеты на сетках, включающих около 5 млн элементов, про-
ведены с применением пакета ANSYS Fluent на основе уравнений Навье–Стокса с аппроксима-
цией конвективных членов по противопоточной схеме второго порядка точности, фактически,
по методу ILES (Implicit Large Eddy Simulation). Степень стеноза для всех его форм оставалась
постоянной, равной 73%; временная зависимость расхода была задана по физиологическим дан-
ным, с пиковым значением числа Рейнольдса около 850. Показано, что протяженность струйно-
го течения, формирующегося при прохождении горла стеноза, существенно зависит от формы
стеноза. Признаки перехода к турбулентности, который наблюдается почти во всех случаях, за
исключением осесимметричного стеноза, и идентифицируется по росту амплитуды пульсаций
скорости, начинаются в области рассеивания струйного течения, где максимальное мгновенное
значение продольной компоненты скорости вдвое меньше максимальной мгновенной скорости
струи в области сужения. Далее вниз по потоку наблюдается реламинаризация течения: профили
скорости приобретают характерную параболическую форму. Определено положение области
турбулизации потока в зависимости от формы стеноза и дан анализ спектральных характеристик
пульсаций скорости потока в этой области.

Изложенное выше позволяет сделать следующие выводы. В здоровых сосудах сохраняется,
главным образом, ламинарный режим течения, который может нарушаться по причине различ-
ных сосудистых заболеваний, приводящих к искривлению сосудов или их локальному сужению
(стенозу). Отложение склеротических бляшек на стенках сосудов вызывает появление областей
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отрыва потока, которые способствуют дальнейшему усугублению атеросклероза. Большинство
исследователей связывают эти процессы с низким напряжением трения на стенке и его больши-
ми пространственными или временными градиентами в области отрыва потока за сужением
(стенозом). Отрыв потока может вызывать локальную турбулизацию течения и, как следствие,
увеличение интенсивности пульсаций динамических параметров потока. Эти явления активно
исследуются в последние десятилетия с применением различных экспериментальных и расчет-
ных методов. Однако в целом проблема развития ламинарно-турбулентного перехода в областях
весьма разнообразных по геометрии стенозов артерий и его гемодинамические последствия изу-
чены недостаточно. Остаются открытыми и вопросы влияния нерегулярных входных возмуще-
ний, которые могут развиться, например, при прохождении потока крови через область бифур-
кации сосудистого русла, находящуюся выше по потоку от стеноза.

Настоящая работа охватывает результаты первого этапа исследования, направленного в це-
лом на улучшение понимания структуры отрывного течения и перехода к турбулентности в пост-
стенотических кровотоках и предусматривающего использование комбинированного подхода:
сочетания экспериментальных исследований и численного моделирования. Представляемые ре-
зультаты получены при изучении в среднем стационарного течения в канале с асимметричным
сужением косинусоидального профиля при степени сужения 70% и числе Рейнольдса Re = 1800,
находящемся в интервале физиологических значений при оценке по максимальному расходу
крови в бедренной артерии человека за период сердечных сокращений. На данном этапе иссле-
дования авторы использовали традиционный на сегодняшний день подход к моделированию
постстенотических кровотоков, согласно которому упругость стенок сосудов не учитывается.

1. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ОБОРУДОВАНИЕ И МЕТОДИКА ИЗМЕРЕНИЙ
Экспериментальные исследования выполнялись с использованием установки, схема которой

показана на рис. 1. Движение жидкости в рабочем участке 1 установки обеспечивается за счет
статического напора, создаваемого напорным баком 4, установленным на жесткой раме. Жид-
кость из напорного бака через рабочий участок поступает в накопительную емкость 6, откуда при
помощи погружного насоса 7 возвращается в напорный бак. Требуемый расход жидкости в ра-
бочем участке устанавливается при помощи расходной шайбы 10, расположенной в сливном
трубопроводе и контролируется прямыми измерениями веса жидкости, проходящего через рабо-
чий участок в течение заданного промежутка времени. Постоянный уровень жидкости в напор-
ном баке поддерживается при помощи устройства перелива 5.

Рабочий участок 1 представляет собой участок трубы с асимметричным сужением (асиммет-
ричным стенозом, рис. 2), геометрия которого задана выражением [22]

Здесь D – диаметр трубы до и за участком сужения, d – локальный диаметр проходного сече-
ния на участке стеноза, S = (1 – dmin/D) × 100%, L – протяженность области сужения, S = 45%,
L = 2D (в представляемых экспериментах внутренний диаметр трубы D = 17 мм). Площадь ми-
нимального проходного сечения (x = 0) на стенозированном участке составляет 30.25% от пло-
щади поперечного сечения трубы за пределами стеноза, т.е. рассматривается случай стеноза
69.75% (округленно, 70%).

В качестве рабочей жидкости использовалась дистиллированная вода. Эксперименты выпол-
нялись в условиях стационарного изотермического потока при числе Рейнольдса, рассчитанном
по среднерасходной скорости U и диаметру D, Re = 1800 ± 25. Указанный разброс значений
числа Рейнольдса в экспериментах обусловлен, главным образом, изменением температуры ра-
бочей жидкости, которая поддерживалась на уровне 20 ± 0.5°С. Значение расхода перед прове-
дением опытов измерялось весовым способом с неопределенностью ±1%. Длина предвключен-
ного участка прямой гладкой трубы, составлявшая 120D, выбиралась из условия ее достаточно-
сти для достижения (при данном числе Рейнольдса) состояния развитости ламинарного течения
перед входом в рабочий участок, с профилем скорости, соответствующим решению Пуазейля.

Измерения мгновенных векторных полей скорости ниже по потоку от области сужения вы-
полнялись с использованием техники SIV (Smoke Image Velocimetry) [25] на основе съемки кар-
тины течения скоростной камерой Эверкам 2000-4М в световом ноже, создаваемом лазером не-
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прерывного действия SSP-ST-532-NB-5-5-LED-VAC. В качестве трассеров использовались по-
лиамидные частицы диаметром 5 мкм. Камера и лазер устанавливались на координатном
устройстве 11, обеспечивающем их перемещение относительно рабочего участка. Съемки вы-
полнялись в плоскости xy, совпадающей со срединным продольным сечением рабочего участка
(плоскостью геометрической симметрии). Для снижения погрешности результатов измерений,
вызванной отличием коэффициентов преломления рабочей жидкости и воздуха, рабочий уча-
сток размещался в заполненном глицерином боксе, выполненном в форме прямоугольного па-
раллелепипеда.

Результаты предварительных измерений профилей скорости потока перед областью сужения
(x/D = –10) в двух взаимно перпендикулярных сечениях показал их удовлетворительное соответ-

Рис. 1. Установка для исследования стационарного течения через область сужения (стеноз) артерии: 1 – об-
ласть исследуемого течения; 2 – прозрачный бокс; 3 – предвключенный участок гладкой прямой трубы; 4 – на-
порный бак; 5 – система перелива; 6 – емкость; 7 – погружной насос; 8, 9 – запорные вентили; 10 – сливной
трубопровод с расходной шайбой; 11 – координатное устройство.
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Рис. 2. Геометрия рабочего участка, моделирующего асимметричный стеноз артерии, и вид расчетной сетки
в продольном срединном сечении.
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ствие профилю Пуазейля. Уровень среднеквадратичных пульсаций скорости потока в указанном
поперечном сечении предвключенной трубы составлял порядка 0.5% от среднерасходной скоро-
сти потока. Измеренный спектр пульсаций свидетельствовал о приблизительно равномерном
распределении амплитуды по частотам. Предположительно источником этих пульсаций явля-
ются неустранимые низкоамплитудные колебания площадки (пола), на которой закреплена ра-
ма установки, и колебания свободной поверхности жидкости в напорном баке 4 (см. рис. 1).

2. МЕТОДИКА ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ
Течение в модели кровеносного сосуда со стенозом той же геометрии рассчитывалось по ме-

тоду моделирования крупных вихрей с искусственным введением входных пульсаций скорости
(“турбулентного контента”). Необходимость задания входного турбулентного контента в расче-
тах, предусматривающих сравнение с данными измерений на описанной выше установке, про-
истекала из результатов начальных сопоставлений измеренных профилей скорости за стенозом
с данными численного моделирования, выполненного ранее [23] в предположении отсутствия
каких-либо входных возмущений.

Аналогично [23], расчеты проводились с применением гидродинамического “конечно-объ-
емного” кода общего назначения ANSYS CFX (версия 18.2), со вторым порядком точности про-
странственной и временной дискретизации. Число Рейнольдса Re полагалось равным 1803. Воз-
можность задания входного турбулентного контента обеспечивалась посредством применения
гибридного зонального RANS/LES подхода, в котором предусматривается активация генератора
синтетической турбулентности на границе между RANS-зоной, рассчитываемой на основе
осредненных по Рейнольдсу уравнений Навье–Стокса, и LES-зоной, расчеты для которой про-
водятся по методу моделирования крупных вихрей. В настоящих расчетах RANS-зона, располо-
женная перед входом в участок сужения, составляла всего один калибр, и в ее пределах распре-
деление скорости мало отличалось от заданного на входе в расчетную область профиля Пуазей-
ля. В качестве замыкающей RANS модели использовалась k–ω SST модель турбулентности.
Расчеты течения в LES-зоне выполнялись с использованием модели Смагоринского для оценки
подсеточной вязкости, с уменьшенным в несколько раз коэффициентом Смагоринского отно-
сительно стандартного значения.

Помимо параболического распределения скорости, на входе в расчетную область (вход в
RANS-зону) задавалась локальная интенсивность турбулентности Tu = 1%. Данное значение
было выбрано по результатам предварительных параметрических расчетов, исходя из условия
приемлемой согласованности опытных и расчетных данных по протяженности отрывной зоны
за стенозом (обсуждение и иллюстрации даются ниже).

На выходной границе расчетной области, располагавшейся на расстоянии 20D от места суже-
ния, задавалось условие постоянного давления; указанная протяженность расчетной области до-
статочна для того, чтобы выходное граничное условие не оказывало сколько-нибудь существен-
ного влияния на течение вблизи стеноза. На стенках трубы задавалось условие прилипания.

Расчеты проводились на сетке, содержащей около 4.5 млн гексаэдральных ячеек. Фрагмент
расчетной сетки в продольном сечении модели показан на рис. 2. На участке сужения и на всем
выходном участке продольный шаг сетки был равномерным и составлял 0.04D, при этом макси-
мальный шаг в поперечных направлениях составлял 0.02D. На входном участке продольный шаг
сетки постепенно уменьшался до 0.04D при подходе к началу сужения. Нормированный шаг по
времени составлял 0.006ts, где ts = D/U – характерный временной масштаб задачи; выбранный
временной шаг обеспечивал локальные значения числа Куранта меньше единицы во всей LES-
зоне (необходимое условие устойчивости явной численной схемы). Для аппроксимации конвек-
тивных слагаемых уравнений движения применялась центральная схема второго порядка точно-
сти. Временная выборка, использованная для получения осредненных характеристик потока,
накапливалась на протяжении 1050ts; предшествующий временной интервал, охватывающий
около 600ts, был достаточен для выхода на статистически установившийся режим течения. Рас-
четы проводились на кластере “Политехник – РСК Торнадо” суперкомпьютерного центра “По-
литехнический” (http://www.scc.spbstu.ru).

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ
Измерения актуальной скорости выполнялись в плоскости симметрии для сечений рабочего

участка со следующими координатами: x/D = 2.0; 2.57; 3.13; 3.7; 4.27; 4.84; 5.41; 6.0; 6.55; 7.12; 7.69;
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8.27 (для сечений x/D < 2 измерения не проводились по причине непрозрачности материала, из
которого сделана вставка, имитирующая стеноз артерии). На основе совокупности измеренных
профилей осредненной по времени продольной скорости построено, посредством применения
процедуры интерполяции, двумерное поле, которое приведено на рис. 3 в сопоставлении с рас-
четными данными, полученными в настоящей работе с искусственным введением турбулентно-
го контента на входе в участок сужения и в работе [23] для случая нулевых входных возмущений.
Хорошо виден эффект учета входных возмущений, приводящий к существенному сокращению
протяженности отрывной (рециркуляционной) зоны за стенозом по сравнению со случаем ну-
левых возмущений и, как следствие, к значительно лучшему согласованию с результатами изме-
рений, в том числе и по протяженности высокоскоростной струи, образующейся при прохожде-
нии потоком горла стеноза.

Максимальная скорость потока в высокоскоростной струе более чем в 4 раза превышает сред-
нерасходную скорость потока перед сужением. Далее вниз по потоку струя теряет свою интен-
сивность, размывается и при x/D ≈ 5 скорость потока в ней становится сопоставимой со средне-
расходной скоростью U. По результатам измерений и расчетов с введенными входными возму-
щениями, продольный размер рециркуляционной области, нормированный на базовый диаметр D,
составляет 4.1 ± 0.1; при нормировке на высоту стеноза этому соответствует значение 7.4. Следу-
ет отметить, что продольный размер рециркуляционной области определялся как разница коор-
динат точек присоединения и отрыва потока, с учетом того, что отрыв происходит сразу же за
горлом стеноза. Укажем также, что решение, полученное при нулевых входных возмущениях,
дает положение точки присоединения потока x/D = 5.3 [23].

На рис. 4 показаны поля осредненных по времени составляющих скорости в трех поперечных
сечениях модели сосуда, полученные в расчетах с введенными входными возмущениями. Видно,
что сформировавшаяся в области стеноза струя с относительно высокими локальными скоро-
стями характеризуется также наличием интенсивного поперечного (вторичного) течения в виде
парного вихря (рис. 4а). Эта пара вихрей, схожих с вихрями Дина в криволинейных трубах, об-
разуется в передней части стеноза, где течение происходит по криволинейным линиям тока, со-
ответственно геометрии стеноза. В свою очередь, возникший в стенозе парный вихрь индуциру-
ет вторичное течение (противоположной циркуляции) в зоне обратного течения за стенозом.

Поперечное течение резко трансформируется в окрестности конца зоны обратного течения
(рис. 4б), а затем практически полностью вырождается. Распределение осредненной продольной
скорости на расстоянии около 10D от центра стеноза вновь приобретает осесимметричный вид,
с максимумом скорости в центре сосуда (рис. 4в).

Рис. 3. Поле осредненной продольной скорости потока U/U в плоскости симметрии модели кровеносного со-
суда со стенозом: (а) – эксперимент; (б) – расчет с введением входных возмущений; (в) – расчет без входных
возмущений [20].
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Рис. 4. Расчетное поле продольной скорости с наложенными векторами поперечной скорости в трех сечениях
канала за стенозом: (а–в) – x/D = 2, 4, 10.
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Рис. 5. Сопоставление расчетных (линии) и экспериментальных (точки) профилей скорости потока в плоско-
сти симметрии за областью сужения: а, б – x/D = 2, 6.55.
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На рис. 5 в качестве примера приведено сопоставление расчетных и экспериментальных про-
филей скорости на двух расстояниях от стеноза (x/D = 2 и 6.55). Видно, что результаты в основ-
ном согласуются между собой.

Наиболее интересная особенность изучаемого течения заключается в формировании за сте-
нозом области локальной турбулентности. Для иллюстрации этой особенности на рис. 6 показа-
ны изоповерхности Q-критерия, построенные по данным численного моделирования для двух
вариантов расчета: с нулевыми входными возмущениями [23] и с введением возмущений. По-
строенные изоповерхности раскрашены по локальным значениям модуля скорости и наглядно
визуализируют область существования разномасштабных турбулентных вихревых структур, ко-
торые возникают в результате проявления гидродинамических неустойчивостей, присущих
сдвиговому течению струйного характера, формирующемуся за стенозом. В варианте расчета с
наложенными входными возмущениями переход к состоянию потока с трехмерными турбулент-
ными образованиями происходит практически сразу за стенозом. Во втором варианте отчетливо
прослеживается формирование квазидвумерных вихрей вследствие неустойчивости Кельвина–
Гельмгольца, и область перехода к турбулентности сдвинута вниз по потоку.

На рис. 7 приведены экспериментальные профили среднеквадратичных значений пульсаций
продольной компоненты скорости потока, urms, измеренные в плоскости симметрии рабочего
участка на разных расстояниях от горла стеноза. Видно, что уже в первом из обследованных се-
чений (x/D = 2) пульсации скорости весьма велики, с пиковым значением urms, составляющим
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около 90% от среднерасходной скорости U, или же около 27% от среднерасходной скорости в
горле стеноза, US = 3.3U. Тот же уровень максимальных значений urms наблюдается и в двух по-
следующих сечениях (x/D = 2.55 и 3.13). При этом во всех трех сечениях пиковые значения urms
находятся при y/D ≈ 0.6, где наблюдаются и максимальные значения градиента средней скорости
(см. рис. 5). Начиная с сечения x/D = 3,5, уровень пульсаций скорости резко снижается, и при
x/D > 6 распределение пульсаций становится почти равномерным по ядру потока, характеризу-
ясь значением urms/U ≈ 0.2.

Представленные на рис. 8 примеры сравнения расчетных и экспериментальных профилей
среднеквадратичных пульсаций продольной скорости свидетельствует об общей согласованно-
сти характера сопоставляемых распределений и уровней интенсивности пульсаций, измеренных
и рассчитанных при разных расстояниях от стеноза. Наблюдаемые различия интенсивности
пульсаций обусловлены, по-видимому, некоторым смещением в экспериментах плоскости све-

Рис. 6. Визуализация вихревых структур в канале с местным асимметричным сужением: раскрашенные по мо-
дулю скорости изоповерхности Q-критерия по результатам расчетов без наложения (а) и с наложением (б)
входных возмущений.
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Рис. 7. Экспериментальные профили среднеквадратичных значений пульсаций продольной компоненты ско-
рости потока.
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тового ножа от плоскости симметрии канала, которое в большей степени сказывается на вели-
чине измеряемых значений urms.

Для общей оценки степени турбулизации потока на разных расстояниях от горла стеноза вве-
дем характерную интенсивность турбулентности как отношение двух величин: максимальной по
сечению величины среднеквадратичных пульсаций продольной скорости и максимальной по се-
чению осредненной скорости потока Umax. Использование для нормировки скоростных пульса-
ций максимальной в сечении скорости обусловлено тем, что именно Umax определяет характер-
ную величину поперечного градиента скорости в слое смешения за стенозом, который, в свою
очередь, определяет развитие гидродинамических неустойчивостей и переход к турбулентности.
Изменения введенной интенсивности турбулентности вниз по потоку от стеноза иллюстрируют-
ся на рис. 9, где график построен по экспериментальным данным. Из рисунка видно, что интен-
сивность пульсаций скорости достигает максимальных значений при x/D ≈ 3.2, затем снижается
и при x/D ≥ 8 практически не меняется.

На рис. 10 поле касательных рейнольдсовых напряжений , рассчитанных по числен-
но разрешаемым составляющим пульсационного движения, сопоставляется с результатами из-
мерений по методу SIV. Видно, что как в расчете, так и в эксперименте сдвиговое турбулентное
напряжение значительно по величине лишь в области x/D < 5, что является дополнительным
свидетельством локализации турбулентности в ближнем следе за стенозом. Область с макси-
мальными значениями рейнольдсовых напряжений располагается на расчетном и эксперимен-
тальном поле практически в одном и томже месте. Вместе с тем предсказываемые в расчете мак-
симальные значения напряжения приблизительно на 25% выше по сравнению с измеренными.

v
2' ' /u U

Рис. 8. Сопоставление расчетных (линии) и экспериментальных (точки) профилей среднеквадратичных пуль-
саций скорости: а, б – x/D = 2, 6.55.
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Рис. 9. Изменение характерной интенсивности пульсаций скорости вниз по потоку за сужением.
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На рис. 11 приведены экспериментальные осциллограммы продольной компоненты скорости
потока в точках, соответствующих координатам максимумов среднеквадратичных пульсаций
скорости в поперечных сечениях канала (см. рис. 7). Как видно из рисунка, течение за стенозом
сопровождается относительно низкочастотными пульсациями скорости потока, которые вызва-
ны формированием и движением разномасштабных вихревых структур в слое смешения за суже-
нием. Наибольшая амплитуда пульсаций наблюдается при x/D = 3.13, что соответствует данным
рис. 9. Далее вниз по потоку амплитуда пульсаций заметно снижается (рис. 11).

Для двух сечений за стенозом (x/D = 3.13 и 7.69) на рис. 12 показаны экспериментальные спек-
тры пульсаций скорости потока в точках, соответствующих максимальному значению urms в по-
перечном сечении канала (см. рис. 7). На приведенных спектрах можно выделить инерционный
интервал, протяженность которого снижается с увеличением расстояния от стеноза. Однако раз-
личие в частоте пульсаций на границах этого интервала менее, чем на порядок, не позволяет дать
достоверное заключение о законе изменения амплитуды пульсаций на этом интервале. Тем не
менее характер приведенных спектров свидетельствует о локальной турбулизации потока, с при-
знаками последующей ламинаризации по мере удаления от стеноза.

Рис. 10. Поля рейнольдсовых напряжений  в плоскости симметрии: а – численное моделирование с
введением входных возмущений; б – эксперимент.
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Рис. 11. Осциллограммы продольной компоненты скорости потока на разных расстояниях от сужения.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведено расчетно-экспериментальное исследование течения в модели кровеносного сосу-
да с асимметричным сужением косинусоидального профиля при степени сужения 70% и числе
Рейнольдса Re = 1800, находящемся в интервале физиологических значений при оценке по мак-
симальному расходу крови в бедренной артерии человека за период сердечных сокращений.
Эксперимент выполнен с использованием оптического метода SIV, обеспечивающего возмож-
ность измерения мгновенных векторных полей скорости потока с высоким пространственным и
временным разрешением. Трехмерное численное решение получено методом моделирования
крупных вихрей.

Экспериментальные данные, полученные при измерениях в продольном центральном сече-
нии канала (плоскости симметрии), определенно указывают на существование за стенозом об-
ласти с достаточно развитой локальной турбулентностью, протяженность которой на 30–40%
превосходит длину отрывной (рециркуляционной) зоны, формирующейся за горлом стеноза.
Уже в первом из обследованных сечений, находящемся на расстоянии двух калибров (диаметров
канала) от горла стеноза, пульсации продольной скорости весьма велики, с пиковым значением
среднеквадратичной величины urms, составляющим около 90% от среднерасходной скорости на
участках до и после сужения. Тот же уровень максимальных значений urms наблюдается и на по-
следующих полутора калибрах. Далее уровень пульсаций скорости резко снижается, и в послед-
них обследованных сечениях (6–8 калибров от горла стеноза) распределение пульсаций стано-
вится почти равномерным по ядру потока, характеризуясь значением urms около 20% от средне-
расходной скорости. Временные осциллограммы и спектры пульсаций скорости на последних
сечениях отчетливо свидетельствуют о вырождении высокочастотных составляющих, что явля-
ется признаком последующей реламинаризации течения.

Численное вихреразрешающее моделирование, имеющее в отношении эксперимента как со-
поставительное, так и поддерживающее значение, проведено с учетом нерегулярных входных
возмущений, которые фиксируются в потоке перед рабочим участком, моделирующим стеноз на
экспериментальной установке, и вызваны, предположительно, вибрациями пола и конструктив-
ных элементов установки. Учет входных возмущений осуществлен посредством искусственного
введения в расчетную модель входной синтетической турбулентности, добавляемой к входному
распределению скорости в виде профиля Пуазейля. Расчетные данные, полученные для поля
осредненной по времени продольной скорости и наиболее интересных компонент тензора рей-
нольдсовых напряжений, удовлетворительно согласуются с результатами измерений методом
SIV в плоскости симметрии канала. В результате учета нерегулярных возмущений на входе в ка-
нал расчетная протяженность отрывной зоны сократилась примерно на 25%, по сравнению с ве-
личиной, предсказанной ранее в расчетах [23] с отсутствующими входными возмущения, и со-
ставила, в согласии с экспериментом, величину около 4 диаметров канала. Общая структура

Рис. 12. Спектр пульсаций продольной компоненты скорости потока в точках, расположенных на разных рас-
стояниях от стеноза: 1, 2 – x/D = 3.13, 7.69.
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осредненного течения за стенозом аналогична предсказанной в [23], и характеризуется наличи-
ем зоны высокоскоростного струйного течения, относительно протяженной рециркуляционной
области и значительных по интенсивности вторичных течений, имеющих вид пары вихрей вбли-
зи горла стеноза и двух пар вихрей в рециркуляционной области.

Исследования выполнены при финансовой поддержке гранта РНФ 20-61-47068 (научные ре-
зультаты) и Государственного задания ФИЦ “Казанский научный центр РАН” (апробация ме-
тода SIV).
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Исследовано осесимметричное течение несжимаемой жидкости при больших числах Рей-
нольдса около полутела вращения Рэнкина. Установлено, что в решении задачи для системы
уравнений пограничного слоя линии нулевого поверхностного трения не возникает. Рас-
смотренное течение является безотрывным, что находится в полном соответствии с имею-
щимся экспериментальным результатом.
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При рассмотрении обтекания тонкого тела вращения при больших числах Рейнольдса
 течение в масштабах последнего описывается решением краевой задачи теории малых

возмущений (см. [1, 2]). Оно становится несправедливым вблизи передней точки торможения [3, 4].
В настоящей работе изучено осесимметричное течение в пограничном слое, который развивает-
ся в малой окрестности этой точки для сильно затупленного тела.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассмотрим осесимметричное установившееся течение несжимаемой жидкости около тонкого

тела вращения, установленного под нулевым углом атаки к однородному набегающему потоку.
Введем следующие обозначения:   − оси цилиндрической системы координат; ,  −

соответствующие проекции вектора скорости;  − давление;  − функция тока;
 − число Рейнольдса. Здесь  − продольный размер тела;  и  − абсолютная вели-

чина вектора скорости и значение давления в набегающем потоке, направленном вдоль оси Ox;
 − плотность,  − кинематический коэффициент вязкости. Поместим начало системы коор-

динат на оси симметрии в малой окрестности передней критической точки.
Пусть ,  и  – гладкая функция, определяющая форму поверхности тела в

меридиональной плоскости. При этом  − малый параметр:  при . Предпо-
ложим, что носовая часть тела имеет степенную форму

(1.1)

при , , . Согласно результатам теории малых возмущений, как для плоских
[3–5], так и осесимметричных течений [1], асимптотические разложения решений теряют свою
равномерную пригодность при , , . Изменения скорости и давления
здесь суть величины порядка единицы. Тогда асимптотическое представление решения в этой
области имеет вид

(1.2)

Рассмотрим течение для предельного случая, когда в (1.1) значение α = 0.

∞→Re

 ,x  ,r ∞u u ∞υu

∞ ∞+ ρ 2*p u p ∞ψ2u
u∞= νRe / *  ∞u ∞p

ρ* ν*

= τ ( )r f x < <0 1x ( )f x
τ τ = τ →(Re) 0 → ∞Re

α α= +0( ) ( )f x a x o x

→ +0x >0 0a ≤ α <0 1

λ= τ( )x O λ= τ( )r O −λ = − α 1(1 )

−λ −λ= τ = = τ =
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Подстановка (1.2) в систему уравнений Навье–Стокса при условии, что локальное число Рей-
нольдса  при  , приводит к уравнению для потенциального тече-
ния идеальной жидкости

(1.3)

где  и  – функция тока и потенциал течения в рассматриваемой области. Пусть по-
следнее описывается здесь решением Рэнкина [6], которое есть сумма потенциалов однородного
потока и источника, помещенного (для простоты) в точку 

(1.4)

где  − обильность источника. Нетрудно видеть, что на оси симметрии находится точка тормо-
жения

(1.5)

Тогда поверхность тока, проходящая через эту точку, согласно (1.4), (1.5), есть

(1.6)

Введем сферические координаты 

(1.7)

Приняв (1.6) за поверхность обтекаемого тела и введя для нее обозначение , имеем

(1.8)

или, используя (1.6), (1.7), запишем соответствующие уравнения в параметрической форме

(1.9)

Наконец, из (1.3), (1.4), (1.6)−(1.9) следует (см. [7]), что скорость  вдоль поверхности тока
 есть

(1.10)

При , согласно (1.8), (1.9), , т.е.  (см. (1.1)

Замена , , ,  в (1.4) исключает постоянную Q0. Ва-
риация этого параметра приводит лишь к изменению масштаба течения в целом. Поэтому, не
ограничивая общности, будем полагать .

График функции  (см. [6]) дан на рис. 1. На рис. 2 представлена функция 
из (1.10), где s − длина дуги, отсчитываемая от точки торможения вдоль поверхности тела в мери-
диональной плоскости

(1.11)
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2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ПОГРАНИЧНОГО СЛОЯ

Для удовлетворения условию прилипания на поверхности тела в области, где ,
, введем пограничный слой. Пусть s, n ортогональная криволинейная система коорди-

нат, связанная здесь с поверхностью тока , . Для пограничного слоя, как
обычно [8]

(2.1)

где  − расстояние точки на поверхности тела от оси симметрии.
Преобразование Степанова–Манглера

(2.2)
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Рис. 1. Контур полутела Рэнкина в меридиональной плоскости.
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КОРОЛЕВ, СЫЧЁВ

приводит (2.1) к виду, соответствующему плоскому течению

(2.3)

Здесь также приведены краевые условия прилипания на поверхности и сращивания с реше-
нием в области, где , .

Рассмотрим решение вблизи точки торможения . Согласно (1.9)–(1.11), при 
, , . Тогда течение в пограничном слое при s → 0 опи-

сывается известным решением Хомана [9]. Это решение в переменных ξ, η имеет вид

(2.4)

Решение задачи для уравнения в (2.4), относящегося к типу Фолкнера-Скан, дано в [9] (см.
также [8]).

Заметим, что при ,  течение описывается точным решением [9] си-
стемы уравнений Навье–Стокса.

Численное решение задачи (2.3), (2.4) было получено после следующего представления

(2.5)

которое учитывает особое поведение в (2.4) и, в силу регулярности  при , позволяет
проводить расчет от сечения . В результате внесения (2.5) в (2.3), (2.4) приходим к задаче

На рис. 2 представлен график функции

которая определяет поверхностное трение согласно (2.1), (2.2), (2.5). Оказалось, что, как и в слу-
чае плоского течения около полутела Рэнкина [10],  всюду положительна, несмотря на су-
ществование интервала s, где градиент давления неблагоприятен. Точки  = 1.526 и  = 2.467 яв-
ляются для нее точками слабо выраженных минимума и максимума. При  решение задачи
имеет асимптотику Прандтля-Блазиуса: .

Таким образом обтекание полутела вращения Рэнкина является безотрывным, что находится
в соответствии с экспериментальным результатом Верле [11] (см. [12]), полученным путем визу-
ализации.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведенный анализ показал, что обтекание при больших числах Рейнольдса полутела вра-
щения в форме Рэнкина является безотрывным.
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Рассматривается задача об отборе жидкости из пласта в скважину или закачке жидкости из
скважины в пласт при наличии трещины ГРП, перпендикулярной стволу скважины, в режи-
ме постоянного расхода. Получены аналитические решения, описывающие эволюцию давле-
ния в трещине при постоянном расходе флюида из пласта в скважину. Построены прибли-
женные решения с использованием метода последовательной смены стационарных состоя-
ний (ПССС). Сравнение численных результатов точного и приближенного решений
показывает, что они практически совпадают. Проанализировано влияние коллекторских ха-
рактеристик пласта и трещины на эволюцию давления в трещине и в скважине.

Ключевые слова: трещина гидроразрыва пласта (ГРП), постоянный расход, распределение
давления, интегродифференциальное уравнение, аналитическое решение
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В настоящее время в связи с тем, что значительная часть запасов нефти является трудноиз-
влекаемой в силу низкой проницаемости пластов или высокой вязкости самой нефти, представ-
ляют большой интерес задачи, описывающие фильтрацию флюида в призабойной зоне, подвер-
женной различным физико-химическим и механическим воздействиям. Существенная часть ра-
бот [1–5] посвящена задачам фильтрации вокруг скважины при наличии трещин, полученных
путем гидроразрыва пласта (ГРП).

В работах [6–9] приведена модель, описывающая фильтрацию флюида в трещине ГРП и в
окружающем трещину пласте. В [6] приводится решение, описывающее изменение давления
жидкости на скважине при поддержании постоянного дебита. В статьях [7–9] описывается рас-
пределение давления в трещине ГРП при режиме поддержания постоянного давления на сква-
жине и при поддержании постоянного расхода жидкости. Во всех упомянутых выше работах рас-
сматривались наиболее распространенные в настоящее время вертикальные скважины с верти-
кальной трещиной ГРП, симметричной относительно оси скважины.

В данной работе рассматривается процесс нестационарной фильтрации флюида в трещине
ГРП, перпендикулярной оси скважины, при поддержании постоянного расхода жидкости на
скважине. Для решения поставленной задачи предложена математическая модель в виде инте-
гро-дифференциального уравнения. Найдены точное аналитическое решение через функции
Бесселя и приближенное решение, полученное с помощью метода последовательной смены ста-
ционарных состояний (ПССС), удобное для практического применения и хорошо согласующе-
еся с точным решением.

1. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ
Рассматривается трещина ширины df, образованная гидроразрывом пласта и представляю-

щая собой область пористой и проницаемой среды между двумя параллельными вертикальными

В. Ш. Шагапов

УДК 532.546
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плоскостями, расположенная перпендикулярно к горизонтальной цилиндрической скважине
(рис. 1). Течение жидкости в трещине – радиально симметричное. Запишем уравнение нераз-
рывности для флюида в трещине

(1.1)

где  и  – пористость и плотность флюида (здесь и в дальнейшем нижние индексы f и p соот-
ветствуют значениям параметров в трещине и окружающей ее пористой среде),  – скорость
фильтрации жидкости,  – радиус скважины. Величина в правой части уравнения (1.1) выражает
приток флюида из пласта в трещину. Для ее определения решим сопряженную фильтрационную
задачу в пласте вне трещины. Для этого запишем уравнение неразрывности в пористой среде

(1.2)

Ось  отсчитывается от стенки трещины.
Для описания процесса фильтрации в трещине и в пласте примем закон Дарси

(1.3)

где ki  – коэффициент проницаемости,  – динамическая вязкость флюида. Сжимае-
мость жидкости учитывается в акустическом приближении

(1.4)

где C – скорость звука для жидкости, индекс (0) внизу для давления и плотности соответствует
их невозмущенным значениям. Флюид считаем слабо сжимаемым . Тогда
уравнения (1.1) и (1.2) с учетом (1.3) и (1.4) можно привести к виду

(1.5)

(1.6)

где  .

Отметим, что  – функция переменных  и , а  – функция переменных,  и y. В резуль-
тате система (1.5) и (1.6) может быть сведена к одному интегро-дифференциальному уравнению
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Рис. 1. Схема системы “скважина–трещина ГРП”.
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АНОСОВА и др.

для Pf. Действительно, величина давления  на поверхности стенки трещины  должна
быть равна  Это условие запишется как

Будем считать, что в пористой среде вдали от трещины давление однородное и равно P0, т.е.

Согласно уравнению (1.6) линии тока для фильтрационного течения в пласте полагаются пря-
мыми, направленными перпендикулярно к границе трещин ГРП. Это допущение основано на
том, что, во-первых, забойный участок скважины обсажен (поступление флюида в скважину
происходит только из трещины). Во-вторых, проницаемость пласта kp на несколько порядков
ниже, чем проницаемость в трещине ГРП kf . Вследствие этого составляющая скорости
фильтрации  в пласте вблизи трещины вдоль нее значительно меньше, чем скорость филь-
трации  в трещине . Ниже, в п. 3 будет представлен более детальный анализ для диа-
пазона расстояния  и времени t, когда линии тока в пласте вблизи трещины ГРП почти прямые.
Отметим также, что это допущение о прямолинейности линий тока сильно упрощает решение
задачи.

Согласно принципу Дюамеля [10] решение уравнения (1.6), удовлетворяющее начальному и
граничному условиям

(1.7)

может быть записано как

(1.8)

где

После несложных преобразований с учетом условий (1.7) решение (1.8) можно привести
к виду

(1.9)

Подставляя (1.9) в уравнение (1.5) и полагая , получим следующее линейное интегро-
дифференциальное уравнение для Pf, как

(1.10)

Левая часть этого уравнения связана с упругоемкостью трещины. Как показано в [7], для рас-
сматриваемых задач это слагаемое не существенное, и в дальнейшем им пренебрегаем.

2. ФИЛЬТРАЦИЯ ФЛЮИДА В СКВАЖИНУ ЧЕРЕЗ ТРЕЩИНУ
В РЕЖИМЕ ПОСТОЯННОГО РАСХОДА

На основе уравнения (1.10), пренебрегая эффектом упругоемкости флюида в трещине (пола-
гая равной нулю левую часть этого уравнения), рассмотрим радиальный режим фильтрации
в трещине.

Пусть в исходном состоянии  жидкость в трещине и в пласте находится в покое, и, сле-
довательно, давление однородно. В момент времени  начинается с постоянным расходом
отбор  или нагнетание  жидкости из скважины в трещину. Требуется определить
поле давления Pf в трещине и закон изменения давления  в скважине. Рассмотрим случай,
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когда . В рамках отмеченных допущений уравнение (1.10) и его система начальных и гра-
ничных условий запишутся как

(2.1)

(2.2)

(2.3)

Из условия (2.3) следует

(2.4)

Далее будем использовать преобразование Лапласа [11]

Из уравнения (2.1) с учетом (2.2) получаем для  следующее обыкновенное дифференци-
альное уравнение

(2.5)

Решение уравнения (2.5) имеет вид

(2.6)

где  и  – модифицированные функции Бесселя 1-го и 2-го рода нулевого порядка со-
ответственно [12]. Учитывая ограниченность  на бесконечности, имеем  Следова-
тельно,

(2.7)

Продифференцируем обе части уравнения (2.7) по переменной , тогда

(2.8)

Учитывая, что производная , (  – модифицированная функция Бесселя
второго рода первого порядка [10, 12]) из (2.8) при r = a получим

(2.9)

Тогда решение (2.6) с учетом выражения для C2 из (2.9) будет иметь вид

Найдем производную  функции , используя формулу Меллина (формулу

обратного преобразования Лапласа)
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Тогда

(2.10)

где  – положительное вещественное число.
Подынтегральная функция в (2.10) аналитична при всех комплексных значениях переменной 

за исключением нуля. Для вычисления этого интеграла воспользуемся контуром, изображенным
на рис. 2. Согласно теореме Коши имеем

Интегралы вдоль дуг  при  стремятся к нулю. Интеграл по дуге  при 
тоже стремится к нулю. Интеграл по отрезку  равен

Интеграл по отрезку  равен

Следовательно, выражение для производной  можем записать в виде

(2.11)
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Рис. 2. Контур интегрирования.
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Интегрируя выражение для производной (2.11) по переменной , находим искомую функцию

(2.12)

Из решения (2.12), полагая , получим закон изменения давления в скважине как

(2.13)

Отметим, что полученные решения при граничных условиях  при  и  при
 соответствуют начальному этапу функционирования скважины, когда влияние границы

пласта, влияние фильтрационных полей соседних трещин (в случае системы радиальных тре-
щин), а также радиальной границы трещины слабые.

3. ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ МЕТОДОМ ПССС ЗАДАЧИ О ФИЛЬТРАЦИИ 
К СКВАЖИНЕ ЧЕРЕЗ ТРЕЩИНУ В РЕЖИМЕ ПОСТОЯННОГО РАСХОДА

Одним из наиболее широко использующихся приближенных методов решения задач теории
упругого режима фильтрации является метод последовательной смены стационарных состояний
(ПССС). Он основан на предположении, что давление в пласте меняется во времени значитель-
но медленнее, чем по координатам [13].

Рассмотрим функционирование скважины в режиме постоянного расхода (  ),
исходные состояния в пласте и в трещине примем, как в п. 2. Требуется определить эволюцию
распределения давления в трещине  и закон изменения давления в скважине  при гра-
ничном условии, аналогичном (2.3).

Согласно гипотезе, принятой в методе ПССС, для распределения давления в пластах вблизи
трещины ГРП имеем

(3.1)

Из этого выражения следует

(3.2)

Подставляя (3.2) в (1.5) и учитывая вышеизложенное допущение относительно левой части
этого уравнения, получим

(3.3)

Общее решение уравнения (3.3) имеет вид

(3.4)

Учитывая ограниченность  на бесконечности, из (3.4) получим

(3.5)
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Продифференцируем выражение (3.5) по переменной 

Учитывая условие (2.4), при  получим

Тогда общее решение запишется как

(3.6)

Отсюда, для закона изменения давления в скважине  имеем

(3.7)

Проведем анализ решения (3.7) для больших времен, когда  . Из этого
условия получим следующее неравенство для времени

Примем некоторые типичные характерные величины для системы “скважина, пласт и ради-
альная трещина ГРП”:   м2,  м2,  кг/м3,  Па ⋅ с,

 м,  м. Тогда, согласно выражению для  из (2.5), имеем следующую оценку

 и для вышеприведенных характерных величин рассматриваемой системы полу-

чим  c. Следовательно, в рассматриваемой задаче всегда , и поэтому можно
считать . Для функций  и  справедливы при малых значениях параметра  асимп-
тотики [10]

(3.8)

Здесь  – постоянная Эйлера. Подставляя (3.8) в (3.7), находим

(3.9)

Полученное выражение может быть использовано при гидродинамическом исследовании
скважины, подверженной ГРП. Действительно, из (3.9) следует

(3.10)

Это асимптотическое решение можно, в свою очередь, записать как
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Выражение (3.11) в координатной плоскости ( ) является уравнением прямой. При-
чем, как показывают вышеприведенные численные оценки для , при отборе жидкости с посто-
янным расходом q, функционирование скважины почти мгновенно должно выйти на этот
асимптотический режим. Поэтому, обрабатывая промысловые данные в координатах (lnt, ),
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можем определить  и , и тем самым найти проводимость трещины  и величину . Этот
метод аналогичен способу, изложенному в [13], по определению проводимости пласта по кри-
вым восстановления давления при больших временах.

Отметим, что формулы (3.10) и (3.11) можно записать для системы из  радиальных трещин.
Если считать, что параметры всех трещин близки, то для этого в этих формулах надо q заменить
на nq.

Используя выражение для , решение (3.6) можно записать как

(3.12)

Следовательно, для распределения давления в трещине ГРП имеет место автомодельное ре-
шение. Отсюда, если перепад давления  принять за постоянное фиксированное значение, то
величины  и  связаны следующим законом

Таким образом, фиксированное значение давления в трещине для рассматриваемого режима
фильтрации распространяется по закону .

Как отмечено в п. 1, приведенные выше точные и приближенные решения получены при до-
пущении, что линии тока в пласте прямые, перпендикулярные к границам (“берегам”) трещины
ГРП. Определим зоны в плоскости (r, t) (радиальная координата – время), где выполняется при-
нятое допущение с некоторой точностью. Для радиальной  и нормальной  составляющих
скоростей фильтрации в пласте вблизи стенок трещины можем записать

поскольку вблизи стенки трещины имеет место

Тогда, используя решения (3.1) для Pp и (3.12) для Pf, для отношения величин радиальной и
нормальной составляющих скоростей фильтрации будем иметь

(3.13)

Отсюда следует, для того чтобы линии тока для скоростей фильтрации приближались к тре-
щинам ГРП под углом, близким к прямому углу, должно выполняться условие .

4. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
Для параметров, определяющих свойства и состояния пористого пласта, флюида и трещины,

приняты величины   м2,  кг/м3,  м/с,  Па ⋅ с,

 м,  м,  МПа. Для величины расхода принято значение  м3/с.
На рис. 3 показано распределение давления в трещине при различных значениях коэффици-

ента проницаемости пласта для фиксированного момента времени. На этом и в следующих ри-
сунках сплошными и точечными линиями изображены графики, построенные по точным и при-
ближенным решениям соответственно. Кроме того, на рисунках представлены фрагменты гра-
фиков вблизи призабойного участка в увеличенных масштабах.

Из характера кривых распределения давления следует, что уменьшение коэффициента про-
ницаемости пласта на один порядок (в десять раз) приводит примерно к двукратному росту пе-
репада давления  между пластовым значением  ( , ) и значением в трещине.
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Следует также отметить, что в случае более низкопроницаемых пластов давление трещине ГРП
приближается к пластовому значению медленнее с ростом радиальной координаты . Так, если
в случае более низкопроницаемого пласта (  м2) расстояние от скважины, на котором
перепад давления  МПа, составляет около 60 м, то при проницаемости

 м2 такое значение перепада наблюдается при гораздо более близком к скважине рас-
стоянии (примерно на 20 м).

На рис. 4 изображены графики, иллюстрирующие эволюцию давления в трещине для различ-
ных моментов времени. Здесь также видно, что точные и приближенные решения практически
совпадают.

На рис. 5 представлены графики для распределения давления в трещине для различных зна-
чений дебита.

На рис. 6 показаны законы снижения давления в скважине для различных значений коэффи-
циента проницаемости пласта (a) и проводимости трещины  (б). Для времени принята
логарифмическая шкала. Сплошные линии получены на основе общего решения (2.13), точеч-
ные линии построены согласно решению (3.9).

Таким образом, из представленных результатов расчетов также видно, что решения, получен-
ные с использованием метода ПССС, практически совпадают с точными аналитическими реше-
ниями.

На рис. 7 зона, расположенная ниже линии 1, определяемой уравнением (3.13) при , со-
ответствует множеству значений (r, t), для которых в пласте величина нормальной скорости
фильтрации  больше величины радиальной скорости . Зона, расположенная ниже ли-
нии 2, определяемой тем же уравнением при , соответствует области переменных (r, t),
где величина нормальной скорости фильтрации  в 10 раз больше величины радиальной
скорости . Для параметров скважины, пласта и трещины ГРП приняты вышеприведенные
значения.

r
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Δ = − ≈0 0.25f fP P P
−= 1410pk
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ε = 1
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ε = 0.1
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Рис. 3. Распределение давления в трещине в момент времени  c для различных значений коэффициента

проницаемости пласта: 1–3 –    м2. Сплошные линии соответствуют точным аналитиче-
ским решениям, точечные – приближенным.
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Отметим, что в представленных картинах зона (r, t), где радиальная скорость фильтрации
меньше, чем нормальная скорость, несколько занижена, поскольку в приведенных оценках не
учтено торможение радиальной скорости фильтрации вблизи обсаженной скважины. Кроме то-
го, как нам представляется, в плане определения расхода флюида из пласта в трещину, некоторое
отклонение линий тока от прямых, перпендикулярных по отношению к трещине ГРП, несуще-
ственно.

Рис. 5. Распределение давления в трещине для различных значений дебита: 1–3 –    м3/c

при  м2 в момент времени  c.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Полученные точные и приближенные решения, описывающие эволюцию давления в трещи-
не ГРП и, в том числе, на забое скважины при задании постоянного значения расхода флюида,
позволяют определять параметры трещины ГРП по кривым изменения давления в призабойной
зоне, сопоставляя их с промысловыми данными, получаемыми на скважине при прочих извест-
ных значениях параметров пласта и флюида. Показано хорошее согласование результатов, полу-
ченных с помощью метода последовательной смены стационарных состояний (ПССС) с точны-
ми, но значительно более сложными решениями. Это обстоятельство может быть полезным при
разработке численных алгоритмов, учитывающих в наиболее полном объеме особенности реаль-
ных систем “скважина–пласт, подверженный ГРП”, такие как многомерные эффекты, реаль-

Рис. 6. Динамика снижения давления в скважине при дебите  м3/c для (а) различных значений ко-
эффициента проницаемости пласта и (б) для различных значений проводимости трещины при проницаемости

пласта  м2: 1–3 –    м2; 4–6 –  10–12, 10–11 м3.
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ные условия на границах пласта и трещины ГРП, а также переходные режимы функционирова-
ния скважин.

Предложен метод оценки неизвестных значений коллекторских характеристик призабойной
зоны (например, величины проводимости трещины) на основе сравнения дебита скважины и
давления в забое с точными теоретическими решениями.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 21-11-00207,
https://rscf.ru/project/21-11-00207/.
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Экспериментально исследовано влияние расстояния между двумя поперечно обтекаемыми
круговыми цилиндрами на распределение температуры и статического давления по их по-
верхности. Исследования проводились при числах Маха набегающего потока  и
0.365 и числах Рейнольдса  и 7.9 × 104 соответственно. Получено распределе-
ние коэффициентов давления и восстановления температуры на поверхности одного из ци-
линдров. Показано, что в зависимости от расстояния между цилиндрами коэффициенты дав-
ления и восстановления температуры могут быть как больше, так и меньше значений, полу-
ченных при обтекании одиночного цилиндра при идентичных параметрах набегающего
потока.

Ключевые слова: энергоразделение, поперечное обтекание, круговой цилиндр, коэффициент
давления, коэффициент восстановления температуры
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Процесс перераспределения полной энтальпии (температуры торможения) в потоках сжима-
емого газа без обмена энергией с окружающей средой принято называть энергоразделением [1].
На его основе созданы устройства для безмашинного разделения потока на холодный и горячий
(с температурой торможения меньше и больше начальной), например, трубы Ранка–Хилша [2],
Гартмана–Шпренгера [3], Леонтьева [4]. Повышение эффективности существующих устройств
[5–9], проектирование новых [10, 11] и умелое использование эффекта энергоразделения в
обычном теплообменном оборудовании [12], напрямую связано с пониманием причин энерго-
разделения, а также способов воздействия на его величину. В связи с этим актуальным является
изучение процесса энергоразделения, возникающего при обтекании тел канонической формы
(круговых цилиндров), так называемый эффект Эккерта–Вайса [13], состоящий в возникнове-
нии области пониженной температуры на подветренной стороне поперечно обтекаемого цилин-
дра. Величина эффекта может достигать существенных значений. Например, в работе [14] полу-
чено, что при числе Маха набегающего потока 0.65 и температуре торможения 25°C температура
поверхности кругового цилиндра снижалась на 28°C градусов в окрестности задней критической
точки и была ниже статической температуры набегающего потока.

Проблема энергоразделения при поперечном обтекании изолированного цилиндра исследо-
валась во многих, в основном, экспериментальных работах [13–24]. Предложенная в [14] связь
эффекта Эккерта–Вайса с процессом схода вихрей была неявно подтверждена в работах [17, 18].
В [18] было показано, что при возникновении резонанса между частотой стоячих акустических
волн в аэродинамической трубе и частотой схода вихрей наблюдается существенное снижение
донного давления и температуры поверхности в задней критической точке цилиндра, что кос-
венно свидетельствовало о связи эффекта с интенсификацией вихрей. При внесении раздели-
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= × 4
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тельной пластины в область формирования вихрей наблюдались подавление их интенсивности,
резкий рост давления и температуры поверхности в донной области [17].

В работе [21] методом прямого численного моделирования проанализированы механизмы,
вызывающие энергоразделение в жидкой частице, и их вклад в перераспределение полной эн-
тальпии у поверхности и в следе плохообтекаемого тела. Показано, что вблизи поверхности пло-
хообтекаемого тела необходимо учитывать все механизмы, ответственные за перераспределение
полной энтальпии в жидких частицах: пульсации давления, работа вязких сил и теплопровод-
ность, тогда как в области развитого следа можно пренебречь диссипативными механизмами.

В [22] воздействие на процесс вихреобразования осуществлялось путем изменения расстоя-
ния между двумя одинаковыми круговыми цилиндрами, обтекаемыми поперечным потоком.
Течение, как и в [21], моделировалось на основе численного решения уравнений Навье–Стокса
для задач двумерного обтекания теплоизолированных тел потоком вязкого совершенного газа
при  и числах Маха . Было показано существенное влияние процесса
вихреобразования и режимов интерференции на интенсивность эффекта Эккерта–Вайса. Полу-
чены режимы, на которых эффект энергоразделения имеет большую величину, чем при обтека-
нии одиночного кругового цилиндра, и при этом распространяется на большую площадь поверх-
ности. Данный результат является новым и необходимость экспериментального подтверждения
очевидна. В реальном течении могут проявиться факторы, не учтенные в математической моде-
ли, используемой в работе [22], что может повлиять как на снижение, так и на увеличения иско-
мого эффекта.

В настоящей работе, инициированной численными результатами [22], проведено экспери-
ментальное исследование эффекта Эккерта–Вайса при поперечном обтекании пары одинако-
вых круговых цилиндров при числах Маха набегающего потока  и числах Рей-

нольдса  соответственно. Оси цилиндров расположены в плоскости,
перпендикулярной направлению потока. Относительное расстояние между осями цилиндров
изменялось в диапазоне, позволяющем охватить режимы интерференции, характерные для дан-
ного типа расположения цилиндров. Согласно классификации работы [25], в зависимости от от-
носительного расстояния  (где D – диаметр цилиндра, P – расстояние между осями цилин-
дров) на докритическом режиме обтекания  можно выделить следующие режимы
интерференции.

Одиночная вихревая дорожка  – течение за парой цилиндров напоминает те-
чение за плохообтекаемым телом;

Бистабильный режим  – формируются два следа (узкий и широкий), а те-
чение в зазоре формирует струю, отклоняющуюся к узкому следу. Такое течение бистабильно,
что означает нерегулярную смену широкого и узкого следа, и, следовательно, направления
струи.

Спаренная вихревая дорожка  – формируются одинаковые по ширине две
вихревые дорожки. Они синхронизированы по частоте и фазе, зеркальны относительно оси зазора.

В итоге для значений  и одиночного цилиндра по измерениям темпе-
ратуры и давления получены распределения коэффициента давления и коэффициента восста-
новления температуры (характеризующего энергоразделение) на поверхности цилиндра. Прове-
дено сравнение результатов, полученных для одиночного цилиндра, с известными эксперимен-
тальными данными.

1. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ОБОРУДОВАНИЕ И ОБРАБОТКА ДАННЫХ
Экспериментальный стенд. Экспериментальные исследования проводились на дозвуковой

аэродинамической установке, рабочая часть которой представляет собой плоский канал без бо-
ковых стенок – рис. 1.

Воздух из окружающей среды поступал в высоконапорный центробежный вентилятор, кото-
рый через мягкий рукав соединен с форкамерой 1. В форкамере установлены две сетки – детур-
булизаторы и спрямляющая решетка (хонейкомб), предназначенные для разрушения вихревых
структур и получения равномерного потока воздуха в рабочем канале. Из форкамеры воздух че-
рез профилированное сопло 2 поступал в рабочий канал 3. Степень поджатия в сопле – 6.4. Ра-
бочий канал установки образован верхней и нижней плоской стенкой (без боковых стенок), его
длина 650 мм, высота 50 мм, ширина 360 мм (ширина сопла 300 мм). Материал стенок – оргстек-

≤DRe 1000 ≤ ≤0.1 M 0.8

=M 0.295; 0.365

= × ×4 4Re 6.4 10 ; 7.9 10D

/P D
< × 5Re 2 10D
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ло толщиной 10 мм. Для плавного изменения скорости потока использовался частотный преоб-
разователь, при помощи которого регулировалась частота вращения вентилятора. Таким обра-
зом, в рабочем канале достижим диапазон скоростей от 5 до 130 м/с с шагом ≈1 м/с.

Модель. В качестве моделей использовались цилиндры 4 круглого поперечного сечения (диа-
метр D = 10 мм), изготовленные из эбонита – материала с низким коэффициентом теплопровод-
ности, порядка 0.16 Вт/(м К). Цилиндры располагались на расстоянии 500 мм от среза сопла, та-
ким образом, что плоскость, проходящая через оси цилиндров, была перпендикулярна скорости
набегающего потока. Расстояние между осями цилиндров ( ) изменялось
при помощи автоматического устройства позиционирования (перемещался только один ци-
линдр – правый относительно направления потока рис. 1). В крайнем положении расстояние между
осями цилиндров составляло P = 40 мм, при этом цилиндры были расположены симметрично отно-
сительно оси канала. Для измерения распределения температуры и давления на поверхности цилин-
дра использовались две полностью идентичные модели. В поверхность первой заподлицо заделана
термопара – размер спая 0.2 мм, на поверхности второй на том же расстоянии – приемник статиче-
ского давления диаметром 0.3 мм. Степень удлинения рабочей части модели – 50 мм/10 мм = 5.
Загромождение канала при размещении одного цилиндра (10 мм/300 мм) × 100% = 3.3%, при
размещении двух цилиндров – 6.6%.

Система измерения. Во время проведения экспериментального исследования регистрирова-
лись следующие параметры: давление и температура торможения потока в форкамере  и 
соответственно; профили статического давления p и давления торможения p* в канале трубкой
Пито–Прандтля; профиль температуры торможения T* в канале зондом, прикрепленным к
трубке Пито–Прандтля; давление и температура на поверхности цилиндра pθ и Twθ соответ-
ственно.

Давление измерялось дифференциальными датчиками фирмы “Honeywell”, работающими в
диапазоне ±17 кПа. Температура торможения измерялась зондами с хромель-алюмелиевыми
термопарами (K-тип), температура поверхности цилиндра – железо-константановой термопа-
рой (J-тип), заделанной в поверхность цилиндра. Для контроля измерения температуры поверх-
ности цилиндра использовался тепловизор InfraTEC 8855 (поз. 5, рис. 1). Спектральный диапа-
зон: 8.0–10.0 мкм. Формат детектора (ИК-элементы): 640 × 512 пикс. Температурное разрешение
при 30°C – не менее 0.035°C. Тепловизор располагался в двух возможных положениях относи-
тельно цилиндров (рис. 1). Таким образом, фиксировалось температурное поле в окрестности

=/ 1.1;1  .5; 2.0;3  .0; 4.0P D

0*p 0*T

Рис. 1. Схема экспериментального стенда: 1 – форкамера; 2 – профилированное сопло; 3 – рабочий канал;
4 – исследуемые круговые цилиндры; 5 – тепловизор InfraTEC 8855.
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передней и задней критических точек без искажений, характерных при измерении температуры
на сильно искривленных поверхностях.

Сбор и обработка экспериментальных данных осуществлялись многоканальными аналогово-
цифровыми преобразователями NI PCI-6071 и NI USB-9213 для сигналов с датчиков давления и
термопар соответственно. Дальнейшая обработка и регистрация сигналов осуществлялись в
программной среде LabVIEW. Тепловизионные изображения обрабатывались в специализиро-
ванном программном обеспечении IRBIS3.

Обработка данных. Скорость сжимаемого потока определялась из следующего соотношения [26]

(1.1)

где  – скорость звука в адиабатически заторможенном потоке, м/с;  – показа-
тель адиабаты воздуха;  – газовая постоянная воздуха, Дж/(кг К);  – плотность
воздуха по параметрам торможения, кг/м3;  – температура торможения потока, К;  –
разность давлений на трубке Пито–Прандтля, Па.

Из выражения (1.1) для дозвукового течения следует

Для определения числа Маха набегающего потока использовалось выражение

где  – приведенная скорость.
Число Рейнольдса, определенное по диаметру цилиндра

где  – статическая плотность, кг/м3,  – динамическая вязкость, Па ⋅ с,

определенная по статической температуре потока .

Коэффициент восстановления давления и коэффициент восстановления температуры опре-
делялись по выражениям (1.2) и (1.3) соответственно

(1.2)

(1.3)

где  и  – давление и температура, измеренные на поверхности цилиндра для данного значе-
ния угла  (см. рис. 1).

Оценка неопределенности измерений. По определению суммарная стандартная неопределен-
ность оценки y представляет собой положительный квадратный корень из суммарной дисперсии

где  – функциональная зависимость оцениваемой величины y от входных величин ;
 – стандартная неопределенность входной величины .
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В расчете принимаем, что знание погрешности величины  позволяет оценить ее верхний и
нижний предел. Тогда для всех практических целей вероятность нахождения значения  в ин-
тервале  и  близка к единице, а вне пределов этого интервала несущественна. Таким обра-
зом, стандартная неопределенность входной величины , согласно [27], определяется выраже-
нием: .

Неопределенности измерения входных и оцениваемых величин приведены в табл. 1.
Таким образом, результаты, приведенные в работе, нужно воспринимать следующим обра-

зом:  и .

2. МЕТОДИКА ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОГО ИССЛЕДОВАНИЯ
Основные характеристики потока представлены в табл. 2.
Число Маха  – максимально достижимое на данной аэродинамической установке,

в этом случае центробежный вентилятор вращался с максимальной частотой 50 Гц; при M =
= 0.295 частота вращения вентилятора составляла 40 Гц. Исследования проводились в два этапа:
на первом этапе измерялось распределение статического давления на поверхности правого ци-
линдра ; на втором этапе (после смены моделей) – распределение температуры поверхности
правого цилиндра . После перемещения правого цилиндра в заданное положение P/D, техно-
логические отверстия в верхней и нижней стенке канала, вдоль которых перемещался цилиндр,
плотно закрывались заглушками. Поворот цилиндра вокруг собственной оси осуществлялся ша-
говым двигателем. Для каждого относительного расстояния между цилиндрами – P/D измере-
ния охватывали угол поворота цилиндра на  с шагом . На каждом шаге регистрировались
все измеряемые величины, при этом время нахождения датчика в заданной позиции составляло
4 с при измерении давления и 10 с при измерении температуры. Далее выполнялись три записи
показаний с датчиков с интервалом времени 1 с. Из предварительных экспериментов было уста-
новлено, что такой продолжительности достаточно для установления стационарных показаний
как давления, так и температуры.

Измерения профиля скорости и температуры торможения по высоте канала проводились от-
дельно от измерений  и , во избежание влияния возмущений от трубки Пито–Прандтля и
зонда температуры торможения на структуру обтекания цилиндров. Измерения производились
на оси канала на расстоянии 120 мм выше по потоку от плоскости расположения осей цилин-
дров, для всех значений P/D пары цилиндров и для одиночного цилиндра. В результате получе-
но, что взаимное расположение цилиндров не существенно (в пределах неопределенности изме-
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Таблица 2. Основные характеристики потока
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0.295 103 6.4 × 104
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рения) влияет на значение числа Маха в ядре потока. В случае одиночного цилиндра число Маха
в ядре потока в среднем на 0.005 выше по сравнению с парой цилиндров при одинаковой частоте
вращения вентилятора. Толщина динамического пограничного слоя составляла ≈5.1 ± 0.05 мм.

Поскольку стенки канала выполнены из теплоизоляционного материала, то течение можно
считать изотермическим. Разность между температурой торможения, измеренной в форкамере,
и температурой торможения, измеренной зондом – , также не превышала неопределен-
ности измерения на всей высоте перемещения зонда в канале – 46 мм (не доходя 2 мм до каждой
из стенок канала).

В результате для определения коэффициента давления Cp (1.2) при соответствующих величи-
нах P/D использовались значения давления торможения и статического давления, измеренные
трубкой Пито–Прандтля и осредненные по ядру потока. Для определения коэффициента вос-
становления температуры r (1.3) использовалось значение температуры торможения , из-
меренное в форкамере в тот же момент времени, что и температура поверхности цилиндра .

Для контроля показаний термопары, измеряющей температуру поверхности цилиндра, а так-
же для регистрации температурного поля цилиндра производились измерения тепловизором.
При исследовании обтекания пары цилиндров тепловизор устанавливался в двух положениях –
позиции I и IV на рис. 1. В случае одиночного цилиндра тепловизор дополнительно к указанным
выше положениям устанавливался под углом 45° и 90° к направлению потока – рис. 2 пози-
ции II и III.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Одиночный цилиндр. На рис. 2 приведены термограммы поверхности цилиндра, зафиксиро-
ванные в четырех разных положениях тепловизора относительно цилиндра. Число Маха набега-
ющего потока . Как можно видеть, температура поверхности цилиндра постоянна в
продольном направлении, за исключением пристенных участков сверху и снизу высотой не бо-
лее 5 мм. Показания термопары и тепловизора в соответствующих точках цилиндра совпадают в
пределах неопределенности измерения.

−0*( *)T T

= 0**T T
θwT

=M 0.365

Рис. 2. Температура поверхности одиночного кругового цилиндра при обтекании поперечным потоком
: I–IV – расположение тепловизора относительно направления потока.
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На рис. 3 нанесены значения Cp и r, полученные в настоящей работе для ; ReD =
= , и результаты других авторов, полученные для близких значений чисел Маха

 в диапазоне чисел Рейнольдса . Согласно классификации ре-
жимов поперечного обтекания цилиндра несжимаемым потоком, приведенным в работе [28],
данный диапазон чисел Рейнольдса соответствует одному режиму обтекания, который характе-
ризуется монотонным ростом абсолютной величины коэффициента донного давления

 при увеличении . По диапазону чисел Маха все данные принадлежат ре-
жиму бесскачкового обтекания цилиндра. В настоящей работе параметры потока наиболее близ-
ки к параметрам, реализованным в [13] ( ; ). Как видно (рис. 3а), значе-
ние , измеренное в [13], отличается от полученного в настоящей работе

 = –0.84, что может быть вызвано влиянием относительного удлинения цилиндра (в
настоящей работе , в [13] ). Например, в работе [29] показано, что с ростом

 с 1.0 до 10 в случае поперечного обтекания одиночного кругового цилиндра несжимаемым
потоком при  абсолютная величина  увеличивается на 14%.

Распределение коэффициента восстановления температуры по поверхности цилиндра каче-
ственно совпадает с данными Эккерта (рис. 3б). Также можно отметить тенденцию к снижению
коэффициента восстановления температуры в донной области  при увеличении .

На рис. 4 приведены основные результаты – распределение коэффициента давления Cp и ко-
эффициента восстановления температуры r по поверхности правого по потоку цилиндра при
поперечном обтекании пары цилиндров для различных значений относительного расстояния P/D
между ними.

Следует отметить (см. рис. 4а,б), что при  коэффициент давления в области
 имеет выраженное минимальное и максимальное значение. Например, при числе

Маха набегающего потока  коэффициент давления принимает значения –0.61 и –0.87,
а при  его значения составляют –0.63 и –0.87. Как отмечено в работе [31], такое явле-
ние характерно для бистабильного режима и означает нерегулярную смену широкого и узкого
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= 4Re 10D ( )θ = °180pC

( )θ = °180r ReD

=/ 1.5P D
θ = ° − °90 300

=M 0.295
=M 0.365 

Рис. 3. Распределение коэффициента давления (а) и коэффициента восстановления температуры (б) при по-
перечном обтекании одиночного кругового цилиндра сжимаемым потоком воздуха: 1 – настоящая работа

( ; ); 2 – данные [13] ( ; ); 3 – [14] ( ; );

4 – [18] ( ; ); 5 – [30] ( ; ). Данные [14, 18, 30] преобразованы с помощью
изоэнтропических соотношений для определения  и  согласно выражениям (1.2) и (1.3).

�1.0

�0.5

0

0.5

(a) (б)
1.0
Cp, - r, -

�1.5
30 60 90 120 150 180

�, град
0

u

1
2
3
4
5

�

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

�0.2
30 60 90 120 150 180

�, град
0

1
2
3
4

=M 0.365 = × 4Re 7.9 10D =M 0.375 = × 4Re 7.1 10D =M 0.35 = × 5Re 1.2 10D

=M 0.35 = 5Re 10D =M 0.4 = × 3Re 4 10D
  pc r



ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 2  2023

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ 109

следа за цилиндрами, приводящего к снижению/росту сопротивления. Также при изменении P/D
изменялось положение точки торможения потока . Так, например, при обтекании оди-
ночного цилиндра  при . При обтекании пары цилиндров значение угла  точек со
значениями  приведены в табл. 3.

Данные результаты отражают ту же тенденцию к смещению точки торможения потока, кото-
рая наблюдалась в [31] при поперечном обтекании пары цилиндров несжимаемым потоком (ReD =

= ). Согласно [31], при изменении , 2.4, 4.0 координата точки 
принимала значения  соответственно.

Как видно из рис. 4в,г, для реализованных значений чисел Маха влияние расстояния P/D на
распределение коэффициента восстановления температуры сосредоточено главным образом в
области отрыва . Следует отметить, что положение области с  в случае обтекания

≈ 1.0pC
≈ 1.0pC θ ≈ °0 θ

≈ 1.0pC

× 45.5 10 =/ 1.1, 1  .5,1  .9P D ≈ 1.0pC
θ = ° ° ° ° °30 ,  20 ,1  0 , 5 , 0

θ > °70 ≈ 1.0r

Рис. 4. Распределение коэффициента давления (а, б) и коэффициента восстановления температуры (в, г) в за-

висимости от относительного расстояния между цилиндрами для параметров потока ; ReD =  (б, г)

и ;  (а, в).
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пары цилиндров перемещается вслед за перемещением точки  и располагается в ее
окрестности. Минимальные же значения  достигаются в окрестности задней критической точки.

На рис. 5а представлено распределение абсолютной величины коэффициента донного давле-
ния , а также величина коэффициента восстановления температуры в донной
области  в зависимости от P/D для исследованных значений числа Маха. При
этом влияние числа Маха оставалось незначительно (на уровне неопределенности измерения ).
Наибольшее снижение коэффициента восстановления температуры относительно значений,
полученных при обтекании одиночного цилиндра, наблюдалось при , тогда как при

 и  наблюдался рост значений . Следует отметить, что согласно численным
расчетам [22], наименьшее значение коэффициента восстановления температуры  при
поперечном обтекании пары цилиндров потоком с параметрами ;  достига-
лось при  на бистабильном режиме, а наибольшее –  при  на режиме
одиночной вихревой дорожки.

Как отмечалось в работах [14, 17, 18], изменение абсолютной величины , вызванное таки-
ми причинами, как: изменение числа Маха, внесение разделительной пластины в область фор-
мирования вихря или резонансом частот схода вихрей и стоячих звуковых волн в аэродина-
мической трубе, сопровождалось изменением коэффициента восстановления температуры .
На рис. 5а можно наблюдать очевидную корреляцию между значением  и , а именно: сни-
жение  ведет к снижению  и наоборот. На рис. 5б для оценки масштаба эффекта Эккер-
та−Вайса приведена величина снижения температуры стенки в задней критической точке отно-

≈ 1.0 pC
r

( )= θ = °180pВ pC C
( )= θ = °180Br r

r

=/ 3.0P D
=/ 1.1P D =/ 1.5P D Br

≈ −0.3Br
=M 0.40 = 3Re 10D

=/ 1.5P D ≈ 0.25Br =/ 1.1P D

pВC

Br
pВC Br

pВC Br

Таблица 3. Изменение угловой координаты точки торможения потока
P/D 1.1 1.5 2.0 3.0 4.0
θ при 25.2 14.4 7.2 3.6 0

θ при 25.2 10.8 9 5.4 0
= 0.295М

= 0.365М

Рис. 5. Коэффициент донного давления  и коэффициент восстановления температуры в
донной области   (а); разность между температурой торможения и температурой поверхности
цилиндра в задней критической точке   (б) в зависимости от относительного расстояния меж-

ду цилиндрами  для параметров потока ;  и ; . Значение 
при  определено как среднее между максимальной и минимальной величиной.
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сительно температуры торможения набегающего потока для всех режимов, реализованных в
настоящей работе.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Исследовано влияние расстояния между двумя поперечно обтекаемыми круговыми цилин-

драми на распределение температуры и статического давления по их поверхности. Относитель-
ное расстояние между осями цилиндров изменялось в диапазоне, позволяющем охватить режи-
мы интерференции, характерные для данного типа расположения цилиндров. Исследования
проводились при числах Маха набегающего потока  и 0.365 и числах Рейнольдса ReD =

=  и  соответственно. Получено распределение коэффициентов давления и вос-
становления температуры (характеризующего энергоразделение) на поверхности одного из ци-
линдров. Показано, что наибольшее снижение коэффициента восстановления температуры от-
носительно значений, полученных при обтекании одиночного цилиндра, происходит на режиме
спаренной вихревой дорожки при , тогда как при  и  (режим оди-
ночной вихревой дорожки и бистабильный режим соответственно) наблюдался рост значений .

Таким образом, получено экспериментальное подтверждение теоретическим результатам [22],
а именно возможность повышения эффекта Эккерта–Вайса на определенных режимах обтека-
ния пары круговых цилиндров.

В работе применялись элементы системы панорамной диагностики до- и сверхзвуковых газо-
вых потоков, закупленной по Программе развития МГУ (идентификатор № 470040072).
Исследование  выполнено  за  счет  гранта Российского  научного  фонда  №  22-29-00443,
https://rscf. ru/project/22-29-00443/.
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Исследовано поведение ледяного покрова на поверхности идеальной несжимаемой жидко-
сти конечной глубины под действием движущейся прямолинейно с постоянной скоростью
области давления при наличии потока со сдвигом скорости. Течение жидкости не потенци-
ально. Ледяной покров моделируется тонкой упругой пластиной с учетом равномерного сжа-
тия. Движение нагрузки может происходить под произвольным углом к направлению тече-
ния. Предполагается, что в системе координат, движущейся вместе с нагрузкой, прогиб льда
является установившимся. Использован метод преобразования Фурье в рамках линейной
теории волн. Исследованы критические скорости и прогиб ледяного покрова в зависимости
от градиента скорости течения, направления движения и коэффициента сжатия.

Ключевые слова: тонкая упругая плавающая пластина, изгибно-гравитационные волны, сдвиг
скорости, движущаяся нагрузка, критическая скорость
DOI: 10.31857/S0568528123700044, EDN: NTTSET

Ледяной покров на поверхности рек, озер, морей и океана часто используется для создания дорог,
взлетных полос, причалов и плавающих платформ для разведочного бурения. Для безопасности ра-
бот на льду необходимо изучать закономерности его поведения при механическом воздействии.

В настоящее время задача о поведении ледяного покрова под действием прямолинейно дви-
жущейся нагрузки изучена достаточно хорошо при ее стационарном и нестационарном движе-
нии. Имеется значительное число работ о действии различных физических факторов на характер
распространения изгибно-гравитационных волн в плавающем ледяном покрове [1–9]. Однако
влияние течения со сдвигом скорости изучено недостаточно. Имеется несколько работ на эту те-
му [10–15], в которых рассмотрена двумерная задача для линейного профиля скорости течения.
В этом случае возмущения в жидкости носят потенциальный характер. Достаточно хорошо изу-
чено воздействие сдвига скорости течения на поверхностные волны (см. [16–23] и имеющуюся в
них библиографию). В трехмерном случае возмущения не потенциальны, носят вихревой харак-
тер [23].

Задача о влиянии сдвигового течения на изгибно-гравитационные волны в ледяном покрове
в трехмерной постановке находится на начальной стадии изучения. В [24] исследована трехмер-
ная начально-краевая задача о поведении ледяного покрова под действием импульсной и пери-
одической нагрузки осесимметричного вида при наличии сдвигового потока. В работе [25] реше-
на задача Коши–Пуассона для случая, когда имеются линейный сдвиг скорости по двум направ-
лениям и неравномерное сжатие ледяного покрова.

В настоящей работе приведено решение задачи о поведении плавающего ледяного покрова
под действием прямолинейно с постоянной скоростью движущейся нагрузки при наличии тече-
ния с линейным сдвигом скорости.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Рассматривается бесконечный ледяной покров, плывущий на поверхности потока идеальной

несжимаемой жидкости конечной глубины H с вертикальным сдвигом скорости. Ледяной по-
кров моделируется упругой бесконечной пластиной постоянной толщины. В подвижной декар-
товой системе координат , связанной с пластиной, с центром  на верхней границе жидко-Oxyz O

УДК 532.59:539.3
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сти, осью , направленной противоположно основному течению и осью , направленной вер-
тикально вверх, вектор скорости жидкости можно представить в виде

где  – константа, основное течение жидкости  не потенциально, имеет постоянную завих-
ренность, , ,  – возмущенные компоненты скорости, малые по сравнению с основным тече-
нием. Предполагается, что заданное внешнее давление  равномерно распределено по прямо-
угольной области шириной  и длиной . Область давления движется с постоянной скоростью 
под углом  к оси . Давление внешней нагрузки равно , где  – масса движу-
щегося тела,  – ускорение свободного падения. Данная нагрузка моделирует судно на воздуш-
ной подушке.

Рассмотрим движение жидкости. Скорость течения жидкости удовлетворяет уравнениям Эйлера
и неразрывности

(1.1)

Здесь  – полная производная по времени, P – гидродинамическое давление, которое
складывается из гидростатической части и возмущенного гидродинамического давления ,  –
плотность жидкости,  – единичный орт оси . Прогиб ледяного покрова  описывается
уравнением изгиба тонких упругих пластин Кирхгофа-Лява

(1.2)

где  – цилиндрическая жесткость пластины,  – модуль Юнга, ,  – плотность и толщина
льда,  – коэффициент Пуассона,  – сжимающие усилия в пластине.

Ставятся граничные условия: условие непротекания на дне
(1.3)

а на верхней границе жидкости кинематическое условие
(1.4)

и динамическое условие (1.2). Условие излучения ставится в следующем виде: перед нагрузкой
распространяются только те волны, групповая скорость которых больше скорости нагрузки.

2. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ
Решение строится аналогично работе [21]. Введем безразмерные переменные, параметры и

функции по формулам

Штрихи далее опускаем. Поскольку мы ищем стационарное решение в системе координат,
движущейся вместе с нагрузкой, то в исходной системе координат, связанной с ледяной пласти-
ной, возмущенные скорости движения жидкости имеют вид

В предположении малости возмущенных скоростей по сравнению с основным течением
уравнения (1.1) линеаризуются. Применяем преобразование Фурье по переменным x, y. Неиз-
вестные функции , , , , p ищем в виде

Ox Oz

+ γv( , , , ) = ( ( ) , , ), ( ) =x y z t U z u w U z zv
γ ( )U z

u v w
0p

2b 2a V
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ργ β χ
ρρ ρ
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Функцию  также представим в виде

Тогда из системы уравнений (1.1) получаем

(2.1)

Умножим первое уравнение на , второе уравнение на  и сложим. С помощью четвертого
уравнения находим

(2.2)

Дифференцируем по  и получаем с учетом третьего уравнения

Отсюда следует

(2.3)

Решение уравнения (2.3) с условием (1.3) на дне записывается в виде

Подставляем это выражение в уравнения (2.1), (2.2) и находим остальные компоненты скоро-
сти и давление

Из условия (1.4) следует

Тогда уравнение движения пластины (1.2) записывается в виде

С помощью обратного преобразования Фурье находим

(2.4)

где  – полярные координаты в -плоскости.
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Для того, чтобы картина волн была стационарна, компонента скорости источника, нормаль-
ная к гребню волны, должна быть равна фазовой скорости гребня [1]. В размерных переменных
получаем . Поэтому функция в знаменателе формулы (2.4) представляет собой
дисперсионное соотношение изгибно-гравитационных волн в ледяной пластине, вызванных
движением нагрузки, при наличии течения со сдвигом скорости, где  заменено на .

Теперь удобно перейти в систему координат , движущуюся вместе с нагрузкой, повер-
нутую относительно исходной системы координат на угол , с осью , направленной вдоль ли-
нии движения, осью  – перпендикулярной к ней. В этой системе координат получаем

(2.5)

Из полученных ранее результатов в отсутствие течения известно, что существует критическое
значение скорости, равное минимальной фазовой скорости изгибно-гравитационных волн. При
скорости движения нагрузки, меньшей критической, волны в ледяном покрове не образуются,
деформации льда носят локальный характер вблизи области нагрузки. При наличии течения со
сдвигом скорости также существует критическая скорость и находится аналогично работе [4].
Преобразуем уравнение  к виду

(2.6)

Обозначим

Тогда (2.6) можно записать в виде

Отсюда находим

(2.7)

Чтобы решение существовало, необходимо, чтобы

Возводим в квадрат, преобразуем и в результате получаем: критическое значение числа Фруда 
определяется как минимум функции 
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При  функция  имеет нули  и ,  в некоторых областях
значений угла . Поэтому при этих значениях угла  интеграл по  в выражении (2.5) является
интегралом в смысле главного значения. Контур интегрирования деформируется таким обра-
зом, чтобы выполнить условие излучения. Известно, что групповая скорость изгибно-гравита-
ционных волн больше их фазовой скорости для коротких волн и меньше для длинных волн. Ко-
роткие волны соответствуют упругой ветви дисперсионной кривой, а длинные волны – гравита-
ционной ветви. Поэтому при  корень  обходится сверху, а корень  – снизу, при

 – наоборот.
Картины гребней изгибно-гравитационных волн в дальнем поле строятся с помощью асипто-

тических методов аналогично тому, как в случае отсутствия течения [1, 26]. Положения гребней
волн в дальнем поле определяются с помощью кривой волновых чисел  в k-плоскости, удовле-
творяющей уравнению . Кривые  удобно строить с помощью формулы (2.7). При-
меры вида кривых  изображены на рис. 1 при , , 0.7, 0.9, 1.1, в случаях отсутствия
сжатия  (а) и  (б).

Стационарная картина волн содержит только те волны, волновые числа которых лежат на
кривой Ck. Из любой точки  на Ck волны излучаются в направлении, нормальном к Ck
и соответствующем возрастанию . Вертикальное смещение ледяного покрова  в дальнем поле
от этой точки выражается формулой

(2.8)

Здесь ;  – величина кривизны кривой Ck в точке ;  – дифференци-
рование по нормали к Ck, соответствующей возрастанию ; , если кривая Ck выпукла в
этой точке и  в противном случае. Гребни волн являются линиями постоянной фазы

 = K,  – константа. Таким образом, каждой точке  на Ck соответствует точка на
волновом гребне с полярными координатами в -плоскости

Если кривая волновых чисел Ck имеет точку перегиба, то соответствующая линия распростра-
нения волны  является каустикой, и линии гребней имеют заострения в точке их пересечения
с линией  [1, 26]. В точке перегиба константа K меняется скачком, так как меняется сдвиг фазы μ
в формуле (2.8).
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Рис. 1. Кривые волновых чисел  при  в случаях отсутствия сжатия  (а) и  (б): 1–4 –
, 0.7, 0.9, 1.1.
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С ростом параметра  кривая Ck приближается к началу координат в -плоскости. При 

кривая Ck проходит через начало координат, где критическое значение параметра  находится
из условия

При  касательные к верхней и нижней ветвям кривой Ck при  совпадают. При

 касательные к кривой Ck в начале координат составляют некоторый угол с -осью. Суще-
ствует область за нагрузкой, в которой волны не распространяются, так как нет нормалей к кри-
вой Ck в этих направлениях.

Из формулы (2.8) следует, что амплитуда волн в дальнем поле в общем случае порядка 
и пропорциональна . Таким образом, относительно плоские участки кривой Ck с малой кри-
визной дают большие амплитуды волн в соответствующих направлениях, поскольку все точки
этого участка кривой Ck излучают волны примерно в одном направлении [1]. Из рис. 1 видно, что
в случае  такие направления находятся за нагрузкой под некоторым углом к оси . В слу-
чае  такие участки дают большие амплитуды в отрицательной части оси , если

. Асимптотика амплитуд изгибно-гравитационных волн в дальнем поле в каустических на-
правлениях дана в работе [1].

3. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Численные расчеты проводились для ледяного покрова при следующих входных параметрах

задачи:  ГПа,  кг/м3,  кг/м3, , a = 20 м, b = 10 м, толщина льда 
м, глубина жидкости  м, скорость движения нагрузки  м/с. Сжимающие усилия в
пластине заданы в виде ,  и 1.5.

На рис. 2 приведены зависимости критических скоростей изгибно-гравитационных волн в
ледяном покрове от направления движения нагрузки при различных значениях параметра сдви-
га  и , 1.5. Из графиков видно, что минимальные критические скорости достигаются при

, когда нагрузка движется противоположно течению жидкости. Максимальные критиче-
ские скорости наблюдаются при , когда нагрузка движется по течению. При  кри-
тическая скорость при любых значениях параметра  близка к ее значению в отсутствие течения.
При увеличении коэффициента сжатия льда критические скорости значительно уменьшаются.
Видно, что сдвиг скорости, направление движения и коэффициент сжатия льда оказывают су-
щественное влияние на критические скорости изгибно-гравитационных волн.

На рис. 3а показаны зависимости прогиба ледяного покрова вдоль линии движения нагрузки
 от координаты  в отсутствие сжатия  при , а также  и . При на-

личии сдвига скорости и  нагрузка движется против течения, при этом волны перед нагруз-
кой укорачиваются, встречая сопротивление, а волны за нагрузкой удлиняются, что объясняется
двумя причинами. С одной стороны, они сносятся потоком. С другой стороны, выполаживание
волн за нагрузкой для изгибно-гравитационных волн при увеличении разности между скоро-
стью нагрузки и критической скоростью наблюдается и в отсутствие течения [1]. При  на-
грузка движется по течению, в этом случае волны перед нагрузкой удлиняются, а после нагрузки
укорачиваются, амплитуды волн значительно выше, чем в предыдущих случаях, т.к. скорость
движения нагрузки ближе к критической скорости.

На рис. 3б приведены зависимости прогиба ледяного покрова на линии движения от коорди-
наты  в отсутствие течения , при  и . Видно, что при увеличении коэффи-
циента сжатия льда прогиб за нагрузкой значительно увеличивается, а перед нагрузкой
уменьшается.

На рис. 4 изображены картины гребней изгибно-гравитационных волн при , , π/3,
π/2,  и различных значений параметра сдвига S. При  изменение картин волновых
гребней аналогично тому, как меняются картины гребней при увеличении скорости нагрузки в
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отсутствие течения [1]. При увеличении параметра S волны за нагрузкой становятся длиннее,
амплитуда их меньше, появляются каустики и заострения. При  кривая Ck проходит через
начало координат, и волн за нагрузкой нет. Этому случаю соответствуют картины волновых
гребней в крайнем правом столбце рис. 4 при .

При  картины волновых гребней аналогичны картинам при  при тех же значени-
ях параметра S, но симметрия слегка нарушена. При дальнейшем увеличении угла  симметрия
нарушается еще сильнее. Например при ,  и ,  заострения наблю-
даются только при .

При фиксированном значении угла  симметрия сильнее нарушается с ростом пара-
метра S. С увеличением угла  критическая скорость изгибно-гравитационных волн растет, раз-
ница между скоростью нагрузки и критической уменьшается. Поэтому при  каустики и
заострения линий гребней наблюдаются только при больших значениях параметра .

На рис. 5 представлены трехмерные графики прогиба ледяного покрова в ближнем поле при
 и различных значениях угла  и параметра сдвига S. При  и  (рис. 5а) волны

за нагрузкой очень длинные и малой амплитуды, близкой к нулю. При  и  (рис. 5б)
волны за нагрузкой длинные, симметрия нарушена. На рис. 5в ( , ) и 5 г ( ,

) волновое движение ярко выражено во всех областях.
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Рис. 2. Критические скорости изгибно-гравитационных волн в ледяном покрове при  м и различных зна-
чениях параметра сдвига : а, б – , 1.5.
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Как указано выше, сжатие льда оказывает сильное влияние на критические скорости изгиб-
но-гравитационных волн, при  они почти в два раза меньше, чем при . Скорость на-
грузки  м/с значительно выше критических скоростей при , и гребни изгибно-гра-
витационных волн имеют заострения и каустики даже для . Если скорость нагрузки умень-
шить, например, до  м/с, то картины гребней волн в дальнем поле будут похожи на те, что
при .

Картина волновых гребней в дальнем поле (а) и прогиб ледяного покрова в ближнем поле (б)
при ,  м/с, ,  изображены на рис. 6. Трехмерные графики ледяного по-
крова при ,  м/с и различных значениях параметров  и  визуально типичны
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Рис. 4. Картины гребней изгибно-гравитационных волн в дальнем поле при , , π/3, π/2,  и раз-
личных значениях параметра S.
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и похожи на тот, который изображен на рис. 6б. Амплитуды прогиба ледяного покрова значи-
тельно выше, чем при отсутствии сжатия.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследовано влияние сдвига скорости жидкости на стационарные изгибно-гравитационные
волны в ледяном покрове при равномерном прямолинейном движении нагрузки под произволь-
ным углом к направлению течения с учетом однородного сжатия льда. Поле скоростей жидкости
не потенциально. Показано, что сдвиг скорости, направление движения нагрузки и коэффици-
ент сжатия льда оказывают существенное влияние на критические скорости изгибно-гравитаци-
онных волн и прогиб ледяного покрова. Максимальные критические скорости наблюдаются в
тех случаях, когда нагрузка движется по течению. При увеличении коэффициента сжатия льда
критические скорости значительно уменьшаются.

Рис. 5. Вертикальные смещения ледяного покрова при : (а–г) – , , ,
.
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Рис. 6. Картина гребней изгибно-гравитационных волн в дальнем поле (а) и вертикальные смещения ледяного
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ТКАЧЕВА

Если нагрузка движется против течения, то волны перед нагрузкой укорачиваются, встречая
сопротивление, а волны за нагрузкой удлиняются. Если нагрузка движется по течению, то волны
перед нагрузкой удлиняются, а за нагрузкой укорачиваются, и амплитуды волн значительно вы-
ше, чем в предыдущем случае. При увеличении коэффициента сжатия амплитуды прогиба льда
значительно увеличиваются за нагрузкой и уменьшаются перед нагрузкой. Увеличение парамет-
ра сдвига S оказывает качественно такое же влияние, как увеличение скорости движения нагруз-
ки. Картины гребней изгибно-гравитационных волн имеют такой же характер, что и в отсутствие
течения, но симметрия нарушена при боковом натекании.
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Сформулирована компьютерная модель, предназначенная для изучения процессов неравно-
весной физико-химической газовой динамики при обтекании затупленной пластины конеч-
ных размеров сверхзвуковым потоком разреженного воздуха для условий лабораторных экс-
периментов. Компьютерная модель основана на двухмерных уравнениях Навье–Стокса, со-
хранения энергии поступательных степеней свободы атомов и молекул, колебательных
степеней свободы двухатомных молекул, уравнений химической кинетики и диффузии от-
дельных компонент частично ионизованного газового потока. Дан анализ основных газоди-
намических и кинетических процессов при обтекании затупленной пластины при числах
Маха М = 10 и 20. Показано образование областей термической неравновесности.
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Задача обтекания сверхзвуковым потоком острых и затупленных пластин является одной из
классических задач газовой динамики, изучаемой экспериментально, теоретически и с исполь-
зованием численного моделирования уже более 70 лет. Несмотря на кажущуюся простоту поста-
новки такой задачи, оказалось, что структура течения у пластины является весьма сложной. Осо-
бенно это проявляется при больших сверхзвуковых скоростях обтекания, когда все поперечные
размеры существенно уменьшаются, а нелинейные взаимодействия структурных элементов те-
чения усиливаются.

Во-первых, стало ясно, что постановка задачи обтекания острой пластины является идеали-
зированной настолько, что описать структуру течения в рамках теории механики сплошной сре-
ды не представляется возможным. Небольшой участок течения вблизи передней кромки может
быть описан с привлечением уравнения Больцмана или, что реализуется гораздо чаще – в рамках
компьютерных методов типа имитационного моделирования, основанного на алгоритмах Мон-
те-Карло. Фактически эти задач решаются в рамках самостоятельного научного направления,
исследующего течения сильно разреженных газов [1].

В монографии [2] при обсуждении вопроса, какую пластину можно считать заостренной, вво-
дится приближенный критерий, основанной на теории механики сплошной среды: кромку мож-
но считать острой, если ее затупление не оказывает заметного влияния на распределение давле-
ния вдоль пластины при течении невязкого газа. Дается приближенная количественная оценка
условий обтекания острой кромки: число Рейнольдса  < 100, где  – радиус
скругления кромки,  – плотность и коэффициент динамической вязкости в набегающем
со скоростью  потоке.

Очевидно, что сложность постановки аэродинамических экспериментов состоит в том, что,
во-первых, не существует реально абсолютно заостренных кромок, а во-вторых – организация
измерений на очень малых расстояниях от кромки практически невозможна. В эксперименталь-
ных исследованиях кромки пластин всегда затуплены. При очень малых радиусах скругления,
например при  ~ 0.005 см [3], можно с запасом считать, что течение формируется у заостренной
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кромки. При этом заметим, что, по крайней мере, одна сторона пластины представляет собой
клин, поэтому структуры течения у двух поверхностей хотя и независимы, но различны. В ра-
боте [2] были выделены элементы структуры сжатого слоя у поверхности заостренной пластины:
пограничный слой, ударная волна, область смыкания пограничного слоя с ударной волной и об-
ласть течения, где пограничный слой отделен от ударной волны зоной невязкого течения. Вбли-
зи кромки выделяется область свободно-молекулярного движения и область использования мо-
делей течения со скольжением. В этой же работе изложена теория сильного и слабого вязко-не-
вязкого взаимодействия пограничного слоя и ударной волны, которая получила признание и
широкое распространение до настоящего времени. Заметим, что указанные выше структурные
элементы течения наблюдаются не только в эксперименте, но хорошо идентифицируются в ре-
зультатах компьютерного моделирования в рамках уравнений Навье–Стокса, где никаких ис-
кусственных разделений поля течения не производится.

При обтекании затупленной пластины необходимо учитывать еще один структурный элемент
поля течения – энтропийный слой, появление которого обусловлено образованием отошедшей
ударной волны вблизи затупления. За фронтом ударной волны формируется не только погра-
ничный слой у поверхности, но и область нагретого газа между пограничным слоем и фронтом
ударной волны. Иногда пограничный слой сливается с ударной волной, но в достаточно плот-
ном газе и вниз по течению между ними образуется область невязкого течения. При больших
числах Маха газ может нагреваться до очень высоких температур, при которых наблюдается дис-
социация и даже ионизация газа. В первых работах [4–7] и в большом числе последующих пуб-
ликаций было установлено сильное влияние энтропийного слоя на всю газодинамическую
структуру сжатого слоя над затупленной пластиной, на распределение давления, поверхностно-
го трения, плотности тепловых потоков к поверхности.

Важным развитием работ по обтеканию затупленных пластин гиперзвуковым потоком яви-
лось установление роли нагрева пластины, взаимодействия с внешними акустическими возму-
щениями, нелинейного взаимодействия между акустическими модами возмущений в погранич-
ных слоях на развитие неустойчивости течения, ламинарно-турбулентного перехода и развития
структурных особенностей турбулентного пограничного слоя [8–10].

Отдельный раздел гиперзвуковой аэродинамики острых и затупленных пластин включает
класс задач химически неравновесных течений у поверхности и, как отдельный подкласс – изу-
чение процессов физико-химической кинетики, включая процессы релаксации внутренних сте-
пеней свободы молекулярных компонент течения [11–16].

В данной работе рассматривается задача о сверхзвуковом обтекании затупленной пластины
под углами атаки α = 10–45° разреженным потоком воздуха, в котором протекают неравновес-
ные процессы физико-химической кинетики, включая химические реакции, диссоциацию и
ионизацию. Особое внимание уделяется изучению закономерностей релаксационных процессов
термализации колебательных степеней свободы молекул N2 и O2, которые оказывают заметное
влияние на скорость химических превращений в газе и на структуру течения газа у наветренной
и подветренной поверхностей.

С использованием методов компьютерного моделирования представлены результаты реше-
ния двух задач. Исходные данные для первой задачи отвечают условиям эксперимента [3], где
набегающий на пластину сильно разреженный поток газа формировался в сопле гиперзвуковой
аэродинамической трубы при числе Маха М = 20. Продольный размер испытуемой пластины со-
ставил L = 10 см.

Во второй задаче рассмотрено обтекание такой же пластины существенно более плотным по-
током воздуха М = 10. Главной целью данного исследования, выполненного в рамках полной си-
стемы уравнений Навье–Стокса, является изучение конфигурации поля течения с учетом хими-
ческих реакций вплоть до диссоциации и ионизации, а также термализации внутренних степе-
ней свободы при увеличении угла атаки затупленной пластины и плотности набегающего потока
вплоть до появления отрывного течения над подветренной поверхностью.

1. РАСЧЕТНАЯ МОДЕЛЬ
Двумерная задача ламинарного обтекания затупленной пластины конечного размера пото-

ком вязкого, теплопроводного, сжимаемого химически и термически неравновесного воздуха
без выделения фронта ударной волны формулируется на основе уравнений неразрывности, На-
вье–Стокса, сохранения энергии поступательного движения частиц в форме уравнения тепло-
проводности Фурье–Кирхгоффа, сохранения массы химических компонент (уравнений диффу-
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зии), сохранения колебательной энергии в отдельных колебательных модах двухатомных моле-
кул модах и химической кинетики в каждом элементарном объеме эйлеровой расчетной сетки

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

где t – время; x, y – ортогональные декартовы координаты; u,  – проекции вектора скорости V
на оси координат x и y;  – давление, плотность и температура поступательного движения
частиц;  – коэффициент теплопроводности;  – массовая доля i-го компонента смеси газов об-
щим числом ;  – удельная теплоемкость при постоянном давлении смеси газов и отдель-

ных компонент; ;  – плотность диффузионного потока и эффективный коэффици-

ент диффузии i-го компонента; .
В правой части уравнения (1.4) присутствуют слагаемые  – объемные мощности теп-

ловыделения, обусловленные процессами колебательной релаксации в газовой смеси, химиче-

скими реакциями и диффузионными процессами переноса тепла , ,

. Здесь: NV – число колебательных мод (в рассматриваемом случае

: m = 1 для колебательной энергии N2, m = 2 для колебательной энергии O2);  – эн-
тальпия и массовая скорость химических превращений для i-го компонента смеси;  – источ-

ник колебательной энергии в m-й моде; ,  эрг/(K ⋅ моль) – универ-
сальная газовая постоянная; ,  – плотность, молекуляр-
ный вес, эффективный коэффициент диффузии в многокомпонентной газовой смеси, вектор
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 = 2275 К).
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ременные в пространстве динамические коэффициенты вязкости , определяемые температу-
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Система уравнений (1.1)–(1.7) замыкается калорическим уравнением состояния – термоди-
намическим соотношением для определения внутренней энергии смеси газов и каждой ее ком-
поненты, а также термическим уравнением состояния идеального газа

(1.8)

где  – суммарный молекулярный вес смеси газов.

Принципиальной особенностью рассматриваемой задачи является учет неравновесного воз-
буждения внутренних степеней свободы двухатомных молекул. Уравнение (1.6) в общем виде
описывает процессы колебательного возбуждения молекулярных компонент газовой смеси N2 и
O2, поэтому далее будем считать, что каждая из упомянутых молекул кроме 3 поступательных
и 2 вращательных степеней свободы обладают по одной колебательной моде движения (одной
формой колебательного движения). Считается, что вращательное возбуждение молекул нахо-
дится в равновесии с поступательными степенями свободы, что обосновано в [17–20]. Мерой ко-
лебательного возбуждения молекул является так называемая температура колебательного воз-
буждения молекулы i-й молекулы в m-й моде . Тогда удельная внутренняя энергия i-й ком-
поненты газовой смеси записывается в виде

(1.9)

где  = 1 для двухатомных молекул,  = 0 для атомов. Уравнение (1.6) позволяет определить
удельную внутреннюю энергию m-й колебательной моды i-й молекулы

откуда и находится температура колебательного возбуждения. Предполагается использование
межъядерного потенциала вида гармонического осциллятора, а остальные молекулы, кроме N2
и O2, возбуждены равновесно с температурой поступательного движения.

В итоге калорическое уравнение состояния смеси газов формулируется в виде
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рое определялось по приближенным соотношениям Милликена и Вайта [20] с поправкой Парка
[19], ограничивающей величину  снизу

 – приведенная масса двухатомной молекулы,  – масса молекулы i-го компонента;  – пол-
ная концентрация всех молекул при заданных темпратуре T и давлении р;  – сечение столкно-
вения колебательно-возбужденной частицы, характерное значение которого равно 3 × 10–17 см2.

Изменение колебательной энергии за счет протекания химических реакций учитывалось по
модели

где предполагалось, что уменьшение колебательной энергии в m-й моде в 1 см3 за 1 с пропорци-
онально объемной скорости исчезновения молекул, имеющих эту колебательную моду.

Диффузионный перенос энергии колебательного возбуждения молекул учитывался за счет их
диффузии, т.е. плотность потока колебательной энергии за счет диффузии определялась по фор-
муле

где  – эффективный коэффициент диффузии энергии колебательного возбуждения, кото-
рый принимался равным определенному выше эффективному коэффициенту диффузии.

Кроме термического и калорического уравнений состояния важными для решаемой задачи
является способ расчета переносных свойств многокомпонентного газа: вязкости, теплопровод-
ности и коэффициентов диффузии.

Для этих целей используются комбинаторные соотношения [21]

а также соотношения, получаемые в первом приближении теории Чепмена–Энскога для динами-
ческих коэффициентов вязкости, коэффициентов теплопроводности и бинарной диффузии [22]

где xi – относительная мольная концентрация, , σi – радиус частицы i-го ти-

па, A; – интеграл столкновений для вязкости и теплопроводности; , εi –
параметр потенциала Ленарда–Джонса, характеризующий глубину потенциальной ямы. Инте-
гралы столкновений для вязкости и диффузии рассчитывались по аппроксимациям Анфимова
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Массовая скорость химических превращений в каждом элементарном расчетном объеме
определялась при решении системы кинетических уравнений (1.7). Здесь  – объемно-мольная
концентрация i-й компоненты;  – число химических реакций; ,  – скорости прямой и
обратной реакции;  – константы скоростей прямых и обратных реакций;  – стехио-
метрические коэффициенты n-й химической реакции, определяемые с использованием канони-
ческой формы уравнений химической кинетики:

где [Xj] – химические символы реагентов и продуктов химических реакций. Массовая скорость
образования i-й компоненты в единице объема определяется по формуле

Константы скоростей прямой (f) и обратной (r) реакций определяются обобщенной аррениу-
совской зависимостью

(1.12)

где  – аппроксимирующие коэффициенты; k – постоянная Больцмана; n –
номер химической реакции в кинетической модели. Константы аппроксимации скоростей пря-
мых реакций заимствовались из [19]. Константы скоростей обратных реакций рассчитывались
с использованием констант равновесия [23], аппроксимированных в форме обобщенного закона
Аррениуса

(1.13)

Аппроксимация констант равновесия в форме (1.13) тестировалась в [24] сравнением с данны-
ми Парка [19], основанными на данных JANAF [25].

Малость концентраций заряженных частиц позволила использовать условие квазинейтраль-
ности для нахождения мольных концентраций электронов.

Используемые в расчетах константы скоростей диссоциации  подвергались модифи-
кации с целью учесть термическую неравновесность молекул. Исследование разных моделей не-
равновесной диссоциации показало на заметное их влияние на результаты расчетов интенсивно-
сти ионизационных процессов. Однако в данной работе применялась лишь эвристическая мо-
дель Парка [19]. В этой модели температура , используемая в (1.12), рассчитывалась для каждой
из колебательных мод по формуле

(1.14)

где  – поступательная температура,  – колебательная температура в m-й колебательной
моде.

Сформулированная расчетная модель, основанная на системе уравнений в частных произ-
водных (1.1)–(1.6), системе кинетических дифференциальных уравнений первого порядка (1.7)
для каждой компоненты газовой смеси, включающая термическое и калорические уравнения
состояния (1.8), (1.9)–(1.11), а также систему замыкающих соотношений для определения тепло-
физических свойств индивидуальных компонент газового течения позволяют решить задачу об-
текания затупленной пластины конечного размера вязким, теплопроводным и химически реаги-
рующим газом с учетом ионизации и неравновесной диссоциации. Подчеркнем, что эта задача
решалась без выделения ударных волн и каких-либо разрывов газодинамических параметров.
На внешних границах расчетной области, кроме выходного сечения, задавались параметры не-
возмущенного потока. В выходном сечении, где течение также всегда было сверхзвуковым, зада-
вались нулевые производные компонент скорости, плотности, давления, концентраций химиче-
ских компонент и энергии колебательных мод вдоль соответствующих линий тока. Считалось,
что на поверхности происходит рекомбинация заряженных частиц, и массовые доли всех компо-
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нент восстанавливаются до условий в набегающем потоке. Задавались условия прилипания и
постоянная температура поверхности Tw = 297 К.

В расчетах использовался авторский компьютерный код, в котором реализована многосеточ-
ная многоблочная расчетная технология. Схема решаемой задачи с четырьмя расчетными блока-
ми показана на рис. 1. Здесь представлена промежуточная расчетная сетка. Окончательное реше-
ние получалось после двукратного удвоения числа узлов. Использовался конечно-разностный
метод с численным методом определения компонентов якобиана в пределах каждого блока, при-
менявшихся для трансформации реальной криволинейной сетки в прямоугольную область.
Первый блок расчетной сетки предназначался для описания течения в окрестности затупления
пластины с радиусом  = 0.1 см. Вдоль пластины длиной  10 см и 130 см с наветренной сто-
роны располагался блок 3, а с подветренной – блок 2. Четвертый блок предназначался для опи-
сания течения в следе. Замыкающая граница пластины толщиной h = 0.2 см была плоской. Те-
чение в этой области описывалось достаточно подробно, так что различались элементы возврат-
но-вихревого течения за срезом пластины, которые взаимодействовали с пограничными
слоями, развивающимися вдоль нижней и верхней поверхностей.

Для получения численного решения использовался гибридный явно-неявный алгоритм ин-
тегрирования. Уравнения Навье–Стокса и неразрывности интегрировались с использованием
AUSM-алгоритма [26] в варианте аппроксимации функций на контактном разрыве второго по-
рядка. Система уравнений сохранения энергии поступательных и колебательных степеней сво-
боды (1.4), (1.6), а также уравнений диффузии (1.5) интегрировалась неявным методом второго
порядка аппроксимации. Система кинетических уравнений (1.7) интегрировалась с использова-
нием обобщенного метода Ньютона [27]. Такая комбинация методов позволила выполнять ин-
тегрирование уравнений движения с предельно допустимым уровнем критерия Куранта–Фри-
дрихса–Леви (Courant–Friedrichs–Lewy, CFL). На каждом шаге по времени уточнялись тепло-
физические, переносные и кинетические функции и коэффициенты, входящие в систему
интегрируемых уравнений.

bR =L

Рис. 1. Схема решаемой задачи и расчетная четырехблочная сетка. Показаны номера блоков и характерных то-
чек аналитически созданной расчетной сетки.
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В подавляющем большинстве случаев получалось установившееся решение с величиной не-
вязки менее 10–6. В расчетных вариантах, где наблюдалось появление отрывного течения над
подветренной поверхностью, наблюдалось периодическое нестационарное решение с величи-
ной численной невязки компонент скорости и температуры порядка 10–3. Попытки увеличения
точности нестационарного расчета за счет уменьшения параметра CFL не приводили к видимо-
му изменению решения, а задача изучения особенностей нестационарной структуры течения в
данной работе не ставилась. Подробности разработанной методики компьютерного моделиро-
вания приведены в [24].

2. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ
Выполнены две серии численных экспериментов для исходных данных, представленных в

табл. 1. Первая серия расчетов проводилась для условий экспериментов [3].
На рис. 2 показаны числа Маха и температура поступательных степеней свободы при угле ата-

ки α = 10°, для которого проводились измерения в экспериментах [3]. Хорошо видны основные
структурные элементы поля, о которых говорилось выше, – ударные волны, отходящие от затуп-
ления пластины, области пограничного слоя с дозвуковыми скоростями движения и повышен-
ной температурой внутри пограничного слоя. Например, на расстоянии х = 20 см от кромки пла-
стины температура внутри пограничного слоя достигает ~380 К в то время, когда на внешней
границе динамического пограничного слоя она составляет ~120 K, а для поверхности – 297 К.
Самая высокая температура поступательных степеней свободы достигается в окрестности затуп-
ления пластины ~1000 K, что близко к теоретическому значению температуры торможения T0 =
= 1004 К.

Еще одна зона повышенной температуры наблюдается в ближнем следе, где встречаются по-
токи, сходящие с верхней и нижней поверхностей (рис. 2б). Здесь газ нагревается до температуры
Т ~ 350 К. В среднем, температура в сжатом слое над подветренной поверхностью снижается при
увеличении угла атаки. Над наветренной поверхностью и в ближнем следе, наоборот, при увели-
чении угла атаки температура возрастает.

На рис. 3 приведено распределение температур колебательного возбуждения молекул N2 (да-
лее, для краткости, колебательных температур), а также разницы между температурами колеба-
тельного возбуждения и температурой поступательных степеней свободы (далее, для краткости,
поступательная температура) . Подчеркнем, что положительные значения величи-
ны  означают превышение колебательной температуры над поступательной температурой.

Хорошо видно (рис. 3a), что в области ближнего следа формируются две области повышенной
температуры колебательного возбуждения (на рис. 3а они обозначены римскими цифрами I и
II), а в пограничном слое у наветренной стороны пластины, наоборот – поступательная темпе-
ратура систематически превышает колебательную температуру (зона III на рис. 3а). Поэтому от-
метим существование трех областей термической неравновесности в потоке, причем первые две
области с повышенной колебательной температурой разделены почти равновесной областью с
незначительным превышением колебательной температуры над поступательной. Однако следу-
ет учитывать тот факт, что образование указанных областей колебательной неравновесности во
многом зависит от характерных релаксационных времен колебательных мод. В частности, рас-
пределения колебательных температур для кислорода свидетельствуют о большей скорости про-
цессов термализации колебаний молекул О2. Это не удивительно, поскольку хорошо известно
соотношение между характерными временами колебательной релаксации  [19].

Появление зон неравновесного колебательного возбуждения двухатомных молекул является
следствием общих закономерностей неравновесного обтекания пластины под углом атаки.
За фронтом ударной волны, образующейся вблизи затупления пластины, наблюдается быстрый

Δ = −V VT T T
Δ VT

τ < τ
2 2O N

Таблица 1. Исходные данные обтекания пластины длинной L = 10 см под разными углами атаки

№ вар. , эрг/см3 , г/см3 , K , K

1 12 3.25 × 10–7 12.4 20 12.4

2 12000 1.84 × 10–5 227 10 227

∞p ∞ρ ∞T ∞M wT
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Рис. 2. Распределение чисел Маха и температуры поступательных степеней свободы для исходных данных пер-
вого варианта при угле атаки . Дискретные точки – экспериментальные данные [3] для  (квадра-
ты) и  (кружки).
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Рис. 3. Колебательная температура  (а) и разность  (б) для условий экспери-
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рост поступательной температуры и существенно более медленное возрастание колебательных
температур, что непосредственно связано с фундаментальными физическими закономерностя-
ми – для возбуждения колебаний двухатомных молекул требуется в десятки тысяч раз большее

Рис. 4. Распределение чисел Маха (а), y-компоненты скорости  (б), температуры поступательных сте-
пеней свободы (в) и давления (Pres, в эрг/см3; г) условий эксперимента [3] под углом атаки .

(a)

0

10

20

30

40

50

60

y, cм

x, cм

6.76.76.7

0.10.10.1

2.32.32.3

4.54.54.5

15.615.615.6

20.020.020.0

4.54.54.5

20 3010 400

20.0
17.8
15.6
13.4
11.2
8.9
6.7
4.5
2.3
0.1

M
(б)

0

10

20

30

40

50

60

y, cм

x, cм

0.070.070.07

0.400.400.40

0.200.200.20 0.270.270.27

0.400.400.40

20 3010 400

0.40
0.33
0.27
0.20
0.13
0.07
0
�0.07
�0.13
�0.20

Vy

(в)

0

10

20

30

40

50

60

y, cм

x, cм

959595
275275275

275275275

185185185

455455455

959595

455455455

20 3010 400

500
455
410
365
320
275
230
185
140
95
50

T
(г)

0

10

20

30

40

50

60

y, cм

x, cм

22
22 203203203

141414

353535

288828882888

492492492

119111911191

848484

20 3010 400

7000
2888
1191
492
203
84
35
14
6
2
1

Pres

∞=yV Vv

α = °45



ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 2  2023

НЕРАВНОВЕСНОЕ СВЕРХЗВУКОВОЕ ОБТЕКАНИЕ 133

число столкновений между ними, чем для возбуждения поступательных степеней свободы. Та-
ким образом, течение за фронтом ударной волны у затупления начинается с явного запаздыва-
ния колебательной температуры от поступательной. Вблизи наветренной поверхности поступа-
тельная температура резко возрастает при увеличении давления и плотности, а колебательные
степени свободы не успевают термализоваться.

Рис. 5. Температурное распределение колебательных степеней свободы молекул N2 (а) и O2 (б) и разности
 (в),  (г) для условий эксперимента [3] при угле атаки .
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Поступательная температура за фронтом косой ударной волны значительно ниже, чем за пря-
мой, поэтому температура колебательного возбуждения может даже ее превосходить. Вблизи
подветренной поверхности и в следе наблюдается хорошо изученная закономерность превосход-
ства колебательных температур над поступательной. Картина процесса становится обратной
той, которая наблюдается за ударной волной. В течение разрежения поступательная температура
резко падает, а для падения температуры колебательного возбуждения не хватает интенсивности
столкновений молекул. И только в области столкновения потоков, истекающих с наветренной и
подветренной сторон пластины (зоны I и II на рис. 3а), снова наблюдается резкое увеличение по-
ступательной температуры.

На рис. 4 показаны результаты расчетов обтекания затупленной пластины при тех же самых
условиях, но при угле атаки α = 45°. Все отмеченные выше закономерности в изменении струк-
туры течения при увеличении угла атаки остаются прежними, но проявляются в большей степе-
ни. Давление от значений в пограничном слое у наветренной поверхности падает до давления у
подветренной поверхности более, чем в 1000 раз (рис. 4г). Наблюдаются две области течения с
повышенной поступательной температурой (рис. 4в): одна – вблизи наветренной стороны, где
набегающий поток создает зону сжатия у поверхности. Вторая – в верхней части следа над под-
ветренной стороной. Здесь поступательная температура достигает величины примерно 0.5Т0.

На рис. 5а,б приведены распределения колебательных температур, а на рис. 5в,г разницы
между температурами колебательных и поступательных степеней свободы. Эти данные хорошо
иллюстрируют влияние характерных времен релаксации колебаний молекул на температуру ко-
лебательного возбуждения. В областях наибольшего разрежения над поверхностью колебатель-
ные температуры превосходят поступательную температуру более, чем на 300 К.

Изменения, происходящие в потоке при увеличении плотности набегающего потока, отраже-
ны на рис. 6 и 7, где показаны условия течения при статическом давлении в набегающем потоке

Рис. 6. Распределение чисел Маха (а) и y-компоненты скорости потока (б) для условий второго рас-
четного варианта при угле атаки .
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в 103 раз больше, чем в предыдущем варианте. При этих условиях у подветренной поверхности
вблизи заднего среза пластины уже возникает небольшая зона возвратно-вихревого течения.
Она отвечает числам Маха М = 0.1 (рис. 6а). На рис. 6б вблизи верхней задней кромки видна об-

Рис. 7. Температурное распределение поступательных степеней свободы (а), плотности электронов (б) и раз-
ность между температурой колебательного возбуждения молекул  (в) и 
(г) для второго расчетного варианта при угле атаки .
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ласть отрицательных значений у-компоненты скорости, что подтверждает наличие небольшой
вихревой зоны. Отметим, что в этой области наблюдается повышенная осцилляция численного
решения, которая, однако, не приводит к катастрофическим последствиям в численном ре-
шении.

Поступательная температура достигает у нижней (наветренной) поверхности значений T ~
~ 2300 К, а над верхней поверхностью, в зоне разрежения, падает до значений ~200 К (рис. 7a).
Примечательно, что в следе, где сходятся потоки, обтекающие пластину сверху и снизу, темпе-
ратура опять возрастает до ~2000 К. Напомним, что в предыдущем расчетном варианте (при
меньшей плотности набегающего потока) масштаб температур в наиболее горячих областях был
порядка 500 К. Еще до больших температур нагреваются колебательные степени свободы моле-
кул N2 и O2 (рис. 7в,г). В данном случае, как и прежде, наблюдается наличие двух зон повышен-
ных колебательных температур, отходящих от передней и задней кромок пластины, разделенных
областью относительно больших поступательных температур.

Еще одним важным итогом увеличения давления в набегающем потоке является заметная
ионизация воздуха в сжатом слое у наветренной поверхности и в ближнем следе (рис. 7б). В об-
ласти пониженного давления над подветренной поверхностью ионизация не наблюдается.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Для решения задачи неравновесной аэрофизики обтекания затупленнной пластины конеч-

ных размеров разработана и реализована сопряженная модель физико-химической газовой ди-
намики, в которой наряду с уравнениями Навье–Стокса численно интегрируются уравнения хи-
мической кинетики, сохранения энергии поступательных и колебательных степеней свободы,
кинетики диссоциации и ионизации. Для повышения вычислительной эффективности разрабо-
танного численного метода использована многосеточная многоблочная технология гибридного
явно-неявного алгоритма.

Выполненное расчетное исследование показало, что обтекание затупленной пластины ко-
нечных размеров сверхзвуковым потоком разреженного воздуха под большими углами атаки со-
провождается образованием нескольких областей течения, в которых не достигается термализа-
ция внутренних степеней свободы. Это оказывает сильное влияние как на структуру течения в
окрестности обтекаемой пластины, так и на протекание химических реакций в потоке, которые
в конечном счете определяют степень ионизации газа при больших сверхзвуковых скоростях.

Разработанный метод использовался для интерпретации экспериментальных данных по
сверхзвуковому обтеканию пластины под углом атаки.

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (грант № 22-11-00062).
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Межзвездные пылевые частицы проникают в гелиосферу, область пространства, занятую
солнечным ветром, вследствие относительного движения Солнца и окружающей его меж-
звездной среды. Внутри гелиосферы на движение частиц действует главным образом элек-
тромагнитная сила, которая определяется гелиосферным магнитным полем. Под действием
этой силы траектории пылевых частиц могут пересекаться и самопересекаться. В результате
возникают области накопления межзвездной пыли, которые представляют большой интерес
как с теоретической точки зрения, так и в контексте планирования будущих космических
миссий. Целью данной работы является моделирование распределения межзвездной пыли,
а также исследование особенностей ее распределения внутри гелиосферы. Для описания пы-
левой компоненты используется приближение холодной среды, а для нахождения распреде-
ления концентрации используются два подхода для описания среды – эйлеров и лагранжев.
Для решения уравнения неразрывности в лагранжевых координатах используется полный
лагранжев метод, или метод Осипцова. В результате найдены все особенности распределения
пылевой компоненты, которые лежат на каустиках (огибающих семейств траекторий частиц
пыли), а также регулярные (без сингулярности в концентрации) области повышенной кон-
центрации. Показано, что области накопления пылевой компоненты находятся в окрестно-
сти гелиосферного токового слоя, на котором магнитное поле меняет свою полярность, а так-
же в хвостовой части гелиосферы. Проведено сравнение эффективности метода Осипцова
решения уравнения неразрывности в лагранжевых координатах с широко используемым в
литературе методом Монте-Карло (эйлеров подход). Показано, что по сравнению с методом
Осипцова метод Монте-Карло требует чрезвычайно высокого разрешения расчетной сетки
для достижения сопоставимого уровня точности расчетов.
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ВВЕДЕНИЕ
Окружающая Солнечную систему локальная межзвездная среда состоит из плазменной, ней-

тральной и пылевой компонент. Из-за относительного движения Солнца и межзвездной среды
частицы пыли проникают в гелиосферу – область, занятую плазмой солнечного ветра. Присут-
ствие частиц межзвездной пыли внутри гелиосферы было экспериментально подтверждено из-
мерениями космического аппарата (КА) Улисс [1]. По данным КА Кассини [2] удалось опреде-
лить химический состав межзвездной пыли в окрестности Сатурна. В рамках миссии КА Стар-
даст [3] несколько образцов межзвездной пыли было доставлено на Землю. Исследование
распределения частиц межзвездной пыли предоставляет уникальную возможность удаленной
диагностики межзвездного вещества, окружающего нашу Солнечную систему, поэтому эта об-
ласть исследований сейчас активно развивается. В настоящее время планируется ряд новых кос-
мических экспериментов по изучению пыли. Для анализа полученных экспериментальных дан-
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ных, а также для планирования будущих миссий по исследованию межзвездной пыли необходи-
мо проводить теоретические исследования распределения этих частиц в гелиосфере.

Первые исследования траекторий межзвездных пылевых частиц [4, 5] были инициированы
задолго до их экспериментального обнаружения. Динамика движения пылинок, в основном,
определяется действием трех сил: гравитационным притяжением к Солнцу, радиационным дав-
лением со стороны солнечных фотонов, а также электромагнитой силой. В случаях, когда грави-
тационное притяжение к Солнцу преобладает над радиационным давлением, происходит на-
копление пылевых частиц за счет гравитационной фокусировки [4]. Однако возможна и обрат-
ная ситуация, когда радиационное давление превосходит гравитационное притяжение – в этом
случае происходит фильтрация частиц пыли на расстояниях порядка нескольких астрономиче-
ских единиц [6]. Для пылинок относительно небольшого размера, а также для частиц, для кото-
рых гравитационное притяжение и радиационное давление взаимно компенсируются, основной
силой, определяющей динамику, является электромагнитная сила.

В работах [7–13] исследовались распределения пылевой компоненты в гелиосфере с учетом
различных физических эффектов. При этом использовался метод Монте-Карло, а распределе-
ния пылевых частиц по пространству и скоростям определялись на численных сетках с неболь-
шим пространственным разрешением. Такие методы не позволяют эффективно находить и ис-
следовать возможные сингулярности в распределениях, так как для этого требуется чрезвычайно
высокое разрешение сетки и, как следствие, большое количество моделируемых частиц.

В данной работе для нахождения распределения пыли мы используем альтернативный
лагранжев подход. Пылевая компонента рассматривается в рамках модели холодного газа, а для
определения концентрации частиц решается уравнение неразрывности, записанное в лагранже-
вых координатах. Для решения уравнения неразрывности в лагранжевых переменных использу-
ется полный лагранжев метод (ПЛМ), который в литературе часто называют методом Осипцова
[14]. ПЛМ был уже неоднократно применен к решению различных задач: взаимодействие гипер-
звукового потока и сверхзвукового источника с дисперсной фазой (модель испарения ядра, [15]);
неортогональное столкновение двух различных вязких несжимаемых потоков, один из которых
содержит твердые инерционные частицы [16]; обтекание запыленным газом каскада турбин [14];
исследование областей накопления частиц в самогравитирующих средах [17] и так далее. Неко-
торые результаты применения лагранжева метода к вычислению концентрации межзвездной
пыли в гелиосфере изложены в [18].

Для сравнения результатов и оценки эффективности ПЛМ проведены вычисления концен-
трации межзвездной пыли также и в рамках классического эйлерова подхода методом Монте-
Карло. Математические постановки задач, используемые при эйлеровом и лагранжевом подхо-
дах, представлены в разделе 1. В разделе 2 описаны факторы, влияющие на динамику движения
межзвездных пылевых частиц в гелиосфере. Результаты моделирования представлены в разделе 3.
В разделе 4 сформулированы выводы о преимуществах и недостатках каждого из представлен-
ных методов.

1. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
Для математического описания подходов, используемых для моделирования распределения

концентрации пыли, введем декартову и связанную с ней сферическую системы координат (рис. 1).
Начало системы координат  совместим с Солнцем, ось  направим навстречу вектору скоро-
сти набегающего потока межзвездной среды , ось  – вдоль оси вращения Солнца, ось 
дополняет систему  до правильного трехгранника. Полярный угол  сферической системы
координат будем отсчитывать от оси , азимутальный угол  – от оси  к оси . Будем также
предполагать, что гелиосферный токовый слой (поверхность, на которой меняет знак поляр-
ность магнитного поля) является плоским, стационарным и лежит в плоскости . Такое пред-
положение позволяет наглядно продемонстрировать эффекты, связанные с сингулярностями
распределения концентрации.

1.1. Решение кинетического уравнения для пылевой компоненты методом Монте-Карло

Стандартным подходом к описанию движения пылевой компоненты является подход, осно-
ванный на кинетической теории. В рамках этого подхода для функции распределения по
скоростям  fd  решается кинетическое уравнение

O Oy
ISMv Oz Ox

Oxyz ϑ
Oz ϕ Ox Oy

Oxy
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(1.1)

где  – поле результирующей силы, действующей на частицы пыли, а  в силу предполо-

жения о стационарности гелиосферного магнитного поля. Из-за относительно малой концен-
трации пылевых частиц в межзвездной среде (~50 км–3) можно пренебречь столкновениями пы-
левых частиц между собой, поэтому интеграл столкновений в правой части уравнения (1.1) от-
сутствует.

Несмотря на то что в реальности в распределении пыли по скоростям может присутствовать
небольшая дисперсия (до 15%, [19]), будем предполагать, что все частицы начинают свое движе-
ние в гелиосфере с одинаковой скоростью, равной . Поэтому в качестве граничного условия
будем использовать дельта-функцию

где  – концентрация пыли в межзвездной среде.
Макроскопические характеристики пылевой компоненты определяются как соответствую-

щие интегралы от функции распределения. Например, для концентрации имеем:

Решение кинетического уравнения (1.1) находится методом Монте-Карло. Вся расчетная об-
ласть разбивается на ячейки. Начальную плоскость , откуда начинают свое движение
пробные частицы пыли, выберем на расстоянии  астрономических единиц (а.е.) от
Солнца, что приблизительно соответствует расстоянию до гелиосферной ударной волны [20, 21].
Положение частиц на начальной плоскости разыгрывается случайным образом. Далее численно
решаются уравнения движения частиц и рассчитываются траектории. Вдоль траекторий при
прохождении частицами пыли расчетной ячейки вычисляется время нахождения частицы внут-
ри ячейки. Это время является случайной величиной, математическое ожидание которой равно
искомой концентрации (с точностью до нормировки). При достаточно большом количестве рас-
смотренных траекторий выборочное среднее по полученным реализациям случайной величины
будет стремиться к математическому ожиданию по закону больших чисел:

где  – поток частиц, входящих в расчетную область через границу в единицу времени, N – ко-
личество рассмотренных траекторий пылинок,  – время, которое i-я частица пыли провела в
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Рис. 1. Система координат. Начало координат O совпадает с Солнцем, ось  направлена навстречу вектору
скорости набегающего потока межзвездной среды, ось  – вдоль оси вращения Солнца, ось Ox дополняет си-
стему  до правильного трехгранника. Плоскость голубого цвета ( ) соответствует поверхности гелио-
сферного токового слоя ( ).
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ячейке с центром в точке ,  – объем этой ячейки. Более подробно используемый метод ре-
шения описан в работе [13].

1.2. Модель холодного газа. Лагранжев подход

Наряду с кинетическим подходом для описания распределения межзвездной пыли в гелио-
сфере можно использовать модель холодного газа, которая определяется системой уравнений

(1.2)

где в правой части уравнения движения отсутствуют компоненты тензора напряжений. Такой
подход для описания пылевой компоненты использовался, например, в работе [22]. Граничные
условия для системы (1.2) формулируются следующим образом:

Характеристики системы уравнений (1.2) совпадают с траекториями частиц пыли, а траекто-
рии для заданной электромагнитной силы могут пересекаться, что означает, что в точке пересе-
чения траекторий решения (1.2) не существует. Эту проблему можно устранить, если использо-
вать лагранжев подход к описанию движения сплошной среды.

Уравнение неразрывности в лагранжевых переменных имеет следующий вид:

(1.3)

где  – лагранжевы координаты частицы. В качестве лагранжевых
координат рассматриваются декартовы координаты пылинки в начальный момент времени. Jij =

=  – матрица Якоби преобразования от лагранжевых координат  к эйлеровым

. Таким образом, задача вычисления концентрации пылевых частиц вдоль их траекто-
рий сводится к вычислению компонент матрицы Jij, а для этого нужно сформулировать диффе-
ренциальные уравнения на поиск компонент Jij [15].

Рассмотрим радиус-вектор  и вектор скорости  индивидуальной частицы как функции
лагранжевых координат и времени: , .
В этом случае уравнения движения примут вид

В рамках полного лагранжева метода вводится еще одна вспомогательная матрица  и

проводится следующая цепочка преобразований с учетом достаточной гладкости компонент ра-
диус-вектора и вектора скорости

Поскольку поле результирующей силы F задано (см. разд. 2), то для каждой фиксированной ча-
стицы пыли получаем замкнутую систему обыкновенных дифференциальных уравнений [15]
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(1.4)

В качестве начальных условий нужно взять начальные координаты рассматриваемой фикси-
рованной частицы (т.е. в нашем случае просто ее лагранжевы координаты), а скорость положить
равной . В этом случае компоненты матриц Jij и  могут быть вычислены как

(1.5)

где  – символ Кронекера. Решая систему (1.4) с начальными условиями (1.5), будем находить
компоненты Jij, а далее из уравнения (1.3) вычислять распределение концентрации вдоль траек-
торий пылевых частиц.

2. ДИНАМИКА ДВИЖЕНИЯ МЕЖЗВЕЗДНЫХ ПЫЛЕВЫХ ЧАСТИЦ
В обоих описанных выше методах вычисления распределения концентрации необходимым

шагом является определение характеристик записанных уравнений, которые совпадают с траек-
ториями частиц. На движение частиц межзвездной пыли в гелиосфере основное влияние оказы-
вают три силы: сила гравитационного притяжения, сила радиационного давления и электромаг-
нитная сила. Для простоты будем считать, что пылинки имеют сферическую форму, и их радиус
равен a. Силы гравитационного притяжения и радиационного давления обратно пропорцио-
нальны квадрату расстояния до Солнца и направлены в противоположные стороны вдоль ли-
нии, соединяющей Солнце и частицу пыли. В зависимости от химического состава пылинок и
их размера возможен случай, когда эти силы уравновешивают друг друга. В данной работе для
удобства демонстрации и анализа особенностей в распределении концентрации пыли будет рас-
смотрен именно такой случай. Силы гравитационного притяжения и радиационного давления
полностью компенсируют друг друга, например, в случае астрономических силикатов (MgFeSiO4,
[23]) размера  мкм. Следовательно, на такие частицы действует только электромагнит-
ная сила.

Поскольку силовые линии солнечного магнитного поля вморожены в солнечный ветер, вы-
ражение для электромагнитной силы имеет следующий вид:

(2.1)

где  – скорость плазмы солнечного ветра,  – электрический заряд пылинки,  – масса пы-
линки,  – скорость света,  – индукция гелиосферного магнитного поля. Тогда в гауссовой си-
стеме единиц для заряда и массы будут справедливы следующие соотношения: q = Ua,

, где U – поверхностный потенциал пылинки,  – массовая плотность материала, из

которого состоят частицы пыли. Будем предполагать, что распределение скорости плазмы сол-
нечного ветра является сферически-симметричным (что справедливо внутри области, ограни-
ченной гелиосферной ударной волной)
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а для гелиосферного магнитного поля будем использовать модель Паркера [24]

(2.3)

где  – индукция магнитного поля на орбите Земли,  – расстояние от Солнца до Земли,  –
угловая скорость вращения Солнца вокруг своей оси,  – полярность гелиосферного магнитного
поля, которая меняет свой знак при пересечении поверхности гелиосферного токового слоя.
В данном случае предполагается, что гелиосферный токовый слой плоский, стационарный и на-
ходится в плоскости, перпендикулярной оси солнечного вращения, поэтому

Такая конфигурация магнитного поля, как будет показано в дальнейшем, создает особые
условия в гелиосфере для возникновения сингулярностей в распределении концентрации пыле-
вых частиц.

Если подставить выражения (2.2) и (2.3) для скорости солнечного ветра и индукции магнитного

поля в (2.1), а затем провести обезразмеривание на характерные величины  и , то

получим следующее выражение для результирующей силы в безразмерном виде

где введены безразмерные параметры

а    .

Для Солнца значения безразмерных параметров  α =
= , поэтому всеми членами, содержащими в качестве множителя параметр , мож-
но пренебречь, и выражение для вектора результирующей силы в безразмерном виде принимает
упрощенный вид

(2.4)

т.е. существенное влияние на динамику пылинок оказывает только азимутальная компонента
гелиосферного магнитного поля. В результате получаем, что траектории движения межзвездных
пылевых частиц можно находить с помощью численного интегрирования системы обыкновен-
ных дифференциальных уравнений

Можно заметить, что все пылевые частицы, которые в начальный момент находились в плос-
кости X = 0 (изображена красным на рис. 1), не выходят за ее пределы (вектор  для таких частиц
тоже будет лежать в этой плоскости). Для простоты будем рассматривать только частицы, траек-
тории которых лежат в плоскости X = 0.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ
Для начала на качественном уровне покажем, как происходит движение межзвездных пыле-

вых частиц. На рис. 2 представлены траектории частиц межзвездной пыли в плоскости X = 0.
В небольшой окрестности гелиосферного токового слоя (до ~1 а.е.) образуются каустики – оги-
бающие семейств траекторий частиц пыли. По определению, каустики каждым своим конечным
сегментом касаются бесконечного числа траекторий из соответствующего семейства, поэтому в
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их окрестности должны формироваться области резкого повышения концентрации частиц пы-
ли. Формирование каустик происходит из-за того, что полярность межпланетного магнитного
поля, а следовательно и направление действующей на частицу силы, меняется при пересечении
токового слоя. Поле направлений вектора результирующей силы, действующей на частицы, по-
казано на рис. 3. Полярность гелиосферного магнитного поля такова, что электромагнитная си-
ла в каждой точке направляет пылинки к плоскости токового слоя, поэтому частицы осциллиру-

Рис. 2. Траектории частиц межзвездной пыли в гелиосфере в плоскости X = 0. В малой окрестности гелиосфер-
ного токового слоя (прямая Z = 0) формируются каустики – огибающие семейств траекторий частиц пыли.

 – гелиосферный токовый слой.
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Рис. 3. Поле направлений результирующей силы, действующей на частицы. Электромагнитная сила в каждой
точке направляет пылинки к плоскости токового слоя. Возникают колебания частиц пыли вокруг плоскости
токового слоя. Амплитуда этих колебаний уменьшается по ходу движения частиц в гелиосфере.

20 VISM

15

10

5

�5

�10

�15

�20

�40 �20 0 20 40 60

Поле результирующей силы

80 100

0

Y, a. e.

Z,
 a

. e
.

HCS
Cолнце



ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 2  2023

СРАВНЕНИЕ ЭЙЛЕРОВА И ЛАГРАНЖЕВА ПОДХОДОВ 145

ют вокруг этой плоскости. Более того, из выражения (2.4) следует, что абсолютная величина этой
силы обратно пропорциональна расстоянию до Солнца, поэтому амплитуда осцилляций вокруг
токового слоя будет уменьшаться вдоль траектории, и, следовательно, общий поток пылинок бу-
дет сужаться при приближении к Солнцу, за счет чего и происходит формирование каустик.

3.1. Результаты: лагранжев подход

В лагранжевом подходе концентрация частиц вычисляется вдоль их траекторий. На рис. 4 по-
казаны начальные участки нескольких траекторий пылевых частиц в плоскости X = 0, а концен-
трация пыли вдоль этих траекторий показана цветом. Когда траектория касается огибающей,
концентрация резко возрастает из-за того, что величина якобиана приближается к нулю. Это
происходит вследствие того, что трубка тока из траекторий, начинающих свое движение из не-
которого конечного участка на границе расчетной области, в окрестности огибающей сужается
до нулевой ширины [13] под действием электромагнитной силы, прижимающей пылинки к
плоскости токового слоя.

Лагранжев подход позволяет продолжить расчет концентрации вдоль траектории и после
прохождения первой каустики. В дальнейшем траектории продолжают осциллировать вокруг ге-
лиосферного токового слоя, образуя множественные вторичные каустики. Эти каустики уже го-
раздо сложнее увидеть на рисунках с траекториями. Однако полный лагранжев метод позволяет
определить точно положения всех вторичных каустик, так как при их пересечении концентра-
ция вдоль траектории неограниченно возрастает. На рис. 5 представлены траектории пылевых
частиц и несколько каустик. Каустики были получены на основе точек траекторий, где значение
концентрации превышает некоторое предельное (для наглядности визуализации для каждой ка-
устики это значение свое). Разные каустики соответствуют разным типам траекторий: каустика
красного цвета огибает траектории, которые один раз пересекли токовый слой, каустики синего
цвета соответствуют траекториям, которые два раза пересекли эту плоскость и так далее – чем
ближе каустика располагается к плоскости токового слоя, тем больше пересечений этой поверх-
ности испытали траектории пылевых частиц (до пересечения с каустикой), которые эта каустика
огибает.

Рис. 4. Траектории частиц межзвездной пыли и концентрация, вычисленная вдоль этих траекторий с исполь-
зованием метода Осипцова. Когда траектория касается огибающей, концентрация резко возрастает из-за того,
что величина якобиана приближается к нулю.
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3.2. Эйлеров подход

Для сравнения эффективности эйлерова и лагранжева подходов при определении особенно-
стей в распределении концентрации межзвездной пыли мы провели расчеты методом Монте-
Карло. На рис. 6 представлено двумерное распределение концентрации частиц межзвездной пы-
ли в плоскости X = 0, полученное в рамках эйлерова подхода. Видно, что в окрестности плоско-
сти гелиосферного токового слоя по обе стороны от него на расстояниях до 1 а.е. образуется об-
ласть повышенной концентрации пыли, ограниченная тонкими слоями резкого увеличения
концентрации. Данные слои как раз соответствуют упомянутым каустикам, и возникновение
области повышенной концентрации связано с особой конфигурацией гелиосферного магнитно-
го поля с отрицательной полярностью над токовым слоем и положительной – под ним.

Одномерные распределения концентрации вдоль линий  для различных значе-
ний  представлены на рис. 7. В малой окрестности токового слоя для всех  наблюдается

= 0, =X Y Y
Y ≥ 0Y

Рис. 5. Каустики траекторий пылевых частиц в гелиосфере. Разные каустики соответствуют разным типам тра-
екторий пылевых частиц по количеству пересечений частицами плоскости токового слоя.
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сложная структура, состоящая из нескольких менее ярко выраженных особенностей в распреде-
лении концентрации, хотя механизм их образования подобен тому же, что и для особенностей,
лежащих на внешних каустиках, ограничивающих область повышенной концентрации. При

Рис. 6. Распределение концентрации межзвездной пыли в плоскости X = 0, вычисленное с использованием
эйлерова подхода. В окрестности плоскости гелиосферного токового слоя по обе стороны от него образуется
область повышенной концентрации пыли. Количество рассмотренных траекторий , относитель-
ная статистическая ошибка не превышает 3% в каждой точке. Размер ячеек сетки расчетной области 0.001 а.е.
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Рис. 7. Распределение концентрации межзвездной пыли в плоскости  для фиксированных значе-
ний  а.е. В окрестности гелиосферного токового слоя наблюдается сложная структура,
состоящая из множества тонких слоев резкого повышения концентрации.
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 эта структура разрушается, и особенности пропадают, однако на расстоянии ~0.8 а.е. от ге-
лиосферного токового слоя возникают другие особенности, и примечательно, что значение кон-
центрации в этих точках является наибольшим среди всех рассмотренных (  а.е. на рис. 7).

На рис. 7 в области  точки, в которых концентрация принимает наибольшие значения,
очевидно, соответствуют положениям внешней каустики при различных . Исследуем то, как
численное значение концентрации в ячейке, содержащей точку каустики, зависит от разреше-
ния сетки. На рис. 8 представлена зависимость соответствующей величины от размера сетки 
для точки внешней каустики при  а.е. За исключением перехода от сетки с ячейками разме-
ра 10–2 а.е. к сетке с ячейками размера 3 × 10–3 а.е. наблюдается монотонное возрастание значе-
ния концентрации в ячейке, содержащей точку каустики, с увеличением разрешения сетки. Та-
кая зависимость указывает на наличие сингулярности в распределении концентрации в этой
ячейке, т.е. ожидается, что концентрация будет возрастать до бесконечности при увеличении
разрешения сетки. Однако возможность использования сеток еще более высокого разрешения
ограничена мощностью имеющихся вычислительных ресурсов. Таким образом, можем заклю-
чить, что эйлеров подход не является эффективным при исследовании особенностей распреде-
ления концентрации пылевых частиц.

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Главным результатом работы является определение областей накопления пылевой компо-

ненты внутри гелиосферы. В рамках лагранжева подхода для модели холодного газа методом
Осипцова нами были определены все каустики семейств траекторий частиц межзвездной пыли.
Именно на каустиках в рамках холодной модели концентрация частиц становится бесконечной,
возникают сингулярности – интегрируемые особенности – в распределении концентрации ча-
стиц. Данные особенности были найдены также в рамках эйлерова подхода с использованием
метода Монте-Карло. Было показано, что для получения сопоставимой с методом Осипцова
точности вычислений требуется чрезвычайно высокое разрешение расчетной сетки, а следова-
тельно, и большое количество рассматриваемых частиц. Так, для приемлемых значений относи-
тельной статистической погрешности (до 5%) при использовании метода Монте-Карло в каж-
дую ячейку расчетной сетки должно попадать по 100–200 частиц пыли, в то время как в рамках
метода Осипцова достаточно провести вычисления вдоль одной траектории.

Необходимо отметить, что в настоящей работе делался ряд предположений. Самыми суще-
ственными из них являются: 1) предположение о стационарности и плоской форме гелиосфер-
ного токового слоя, 2) модель холодного газа.

В реальности гелиосферный токовый слой поворачивается в соответствии с 22-летним цик-
лом солнечной активности, и, следовательно, конфигурация магнитного поля, при которой про-
исходит фокусировка пылевых частиц, будет справедлива лишь непродолжительный промежу-
ток времени – в определенные периоды солнечных минимумов. Упрощенная постановка с плос-
ким стационарным гелиосферным токовым слоем позволила получить наглядные результаты,

< 0Y
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> 0Y

Y

ΔZ
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Рис. 8. Исследование сходимости концентрации в окрестности каустики от размера ячейки сетки. Численное
значение концентрации в ячейке, содержащей каустику, монотонно возрастает с увеличением разрешения сет-
ки, за исключением перехода от сетки с ячейками размера 10–2 а.е. к сетке с ячейками размера 3 × 10–3 а.е.

140

120

100

80

60

40

20

10�4 10�3 10�2

�z, e. a.
10�1 100

n d
/n

IS
M

Зависимость концентрации от разрешения сетки



ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 2  2023

СРАВНЕНИЕ ЭЙЛЕРОВА И ЛАГРАНЖЕВА ПОДХОДОВ 149

исследовать физическую причину образования областей накопления частиц, а также определить
ограничения на параметры вычислительных схем, что, как было показано в работе, особенно
важно при использовании эйлерова подхода. Стоит отметить, что описанные в работе числен-
ные модели могут быть легко обобщены и на случай нестационарного неплоского токового слоя.

Вторым принятым упрощением является модель холодного газа. В настоящее время данное
упрощение используется во всех основных моделях распределения межзвездной пыли в гелио-
сфере. Тем не менее наличие некоторой тепловой компоненты в скоростях частиц следует ожи-
дать из-за флуктуаций электромагнитного поля в межзвездной среде. Оценки показывают (см.,
например, [19]), что тепловые скорости межзвездных частиц в среде составляют до 15% от их
массовой скорости.

Работа выполнена в рамках гранта РНФ 19-12-00383.
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