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В январе текущего года исполнилось 100 лет со дня рождения выдающегося ученого-механи-
ка современности, одного из основоположников современной школы газовой динамики, заме-
чательного человека и блестящего профессора академика АН СССР и России Горимира Горими-
ровича Чёрного (21.01.1923–06.11.2012). Великая страна рождает великих людей – таких, как Го-
римир Горимирович, который студентом добровольцем ушел на фронт защищать Родину,
а после войны создал научную школу мирового уровня. Его жизнь неразрывно связана с жизнью
нашей страны в сложное послереволюционное время, в тяжелые годы Великой Отечественной
войны, в годы мирного строительства и научного прогресса и последующее горькое время ослаб-
ления и распада Советского Союза.

5 июля 1941 г. Горимир Чёрный, закончив 1-й курс мехмата МГУ, стал артиллеристом
8-й Краснопресненской дивизии народного ополчения и в начале октября 1941 г. оказался на
фронте. Познав горечь поражений, потерь боевых товарищей, двух окружений под Вязьмой,
плена (с побегами), ранений и госпиталей с трепанацией черепа, допросов в “Смерше” и иные
невзгоды, Горимир Чёрный вернулся в действующую армию, участвовал в операции “Баграти-
он” (Белоруссия, 1944), штурмах Кенигсберга и Берлина и освобождении Праги. Закончил вой-
ну сержантом с боевыми наградами, включая медаль “За отвагу” и ордена “Славы” III степени,
“Отечественной войны” I степени и “Красной Звезды”.

Вернувшись в МГУ осенью 1945 г., Г.Г. Чёрный в 1949 г. блестяще закончил кафедру гидро-
механики под руководством завкафедры Леонида Ивановича Седова, который тогда же был за-
местителем Начальника “Центрального института авиационного моторостроения (ЦИАМ)
им. П.И. Баранова” по науке. Только благодаря ему выпускник с направлением (из-за плена)
учителем в сибирскую глушь, был принят на работу в ЦИАМ. Через 3 года по инициативе
Л.И. Седова в ЦИАМ была создана лаборатория “Газовой динамики”, начальником которой по
его же инициативе был назначен 29-летний инженер Чёрный. Пробыв ее начальником 18 лет, он
сразу стал лидером формирующейся научной школы.
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Активная научная деятельность Г.Г. Чёрного началась в эпоху мощного развития науки, ее
важнейшего раздела механики и в первую очередь – механики жидкости, газа и плазмы. Этим
направлениям он посвятил всю свою творческую жизнь, и многие успехи в указанных направле-
ниях связаны с его именем. Г.Г. Чёрный внес решающий вклад в решение важнейших научных
проблем, связанных с воздушно-реактивными и ракетными двигателями, летательными аппара-
тами, оптимальными аэродинамическими формами, горением и детонацией, пространственны-
ми и нестационарными течениями при любых скоростях, включая гиперзвуковые, сильными
разрывами в разных средах, проблемами плавления и разрушения тел. Его результаты опублико-
ваны в многочисленных статьях, в получивших мировое признание монографиях (Г.Г. Чёрный
Течения газа с большой сверхзвуковой скоростью. М.: Физматгиз, 1959. 220 с., переведена в
США; Чёрный Г.Г. Газовая динамика. М.: Наука, 1988. 424 с.), в уникальных ретроспективных
сборниках: “Газовая динамика. Избранное” (М.: Физматлит, 2005. 2-е издание. Т. 1, 720 с. и т. 2,
752 с.), “Механика жидкости и газа. Избранное” (М.: Физматлит, 2003. 752 с.) и в “их 4-ом томе”
(Чёрный Г.Г. Избранные труды. М.: Наука, 2009. 759 с.). Последний содержит и самый полный
список публикаций Великого Ученого. К 80-летнему юбилею Горимира Горимировича список
его работ опубликован в журнале “Прикладная математика и механика” (2003. Т. 67. Вып. 1.
С. 7–14).

Научный стиль Г.Г. Чёрного характеризуют глубокое проникновение в суть проблем, созда-
ние принципиально новых физико-математических моделей, использование разнообразного
математического аппарата и доведение исследований до окончательного важного с теоретиче-
ской и практической точек зрения результата. Все это позволило ему стать авторитетнейшим
ученым-механиком России. Он оказал ощутимое положительное влияние на систему препода-
вания механики на мехмате МГУ и в Московском физико-техническом институте, где читал
курсы гидродинамики, газовой динамики и аэродинамики, ставшие образцом для несколь-
ких поколений преподавателей. Долгое время ему довелось заведовать отделением механики
мехмата МГУ.

Многогранна научно-организаторская роль Горимира Горимировича. Он внес основополага-
ющий вклад в становление и развитие двух руководимых им научных коллективов – газодина-
мической лаборатории ЦИАМ (“Лаборатории Чёрного”), занявшей ведущие позиции в области
газовой и физической газовой динамики, и Института механики МГУ – одного из лидеров оте-
чественной и мировой механики. В Институте механики МГУ под его руководством многие годы
проходил самый авторитетный в нашей стране семинар по течениям газа, включая течения со
сложными физико-химическими процессами. Обширные знания и глубокое понимание меха-
ники руководителем семинара привлекали многочисленных исследователей от маститых ученых
до аспирантов и студентов. Большое значение для научной атмосферы и поддержания высокого
уровня исследований по механике имел огромный авторитет Горимира Горимировича, мнения
которого воспринимались научным сообществом как не подлежащие сомнению. Несколько де-
сятилетий Горимир Горимирович возглавлял Национальный комитет по теоретической и при-
кладной механике СССР, а затем России.

Г.Г. Чёрный в течение длительного времени авторитетно представлял нашу страну в между-
народных научных организациях, и его деятельность высоко оценивалась Мировой научной об-
щественностью. Он занимал ведущие позиции в реализации современных международных про-
грамм по гиперзвуку, плазменной аэродинамике, по течениям с детонацией и горением.

Горимир Горимирович считал неприемлемым современное положение отечественной науки
и предлагаемые способы ее развития. Особенно это касается механики, так как возникла тенден-
ция умаления ее основополагающей роли. В своих выступлениях и статьях Г.Г. Чёрный подчер-
кивал, что развитию механики человечество обязано своими важнейшими достижениями, что
участие ученых-механиков в советском ядерном и аэрокосмическом проектах во многом опре-
делило их успех, и что внедрение в научные и практические приложения нано- и биотехнологий
невозможно без привлечения методов механики.

На судьбу Горимира Горимировича огромное влияние оказала Великая Отечественная война.
“Это короткое время – всего четыре года – наполнено событиями и переживаниями, с которы-
ми не может сравниться все, что было со мной в моей уже долгой жизни до войны и после нее”, –
написано в заключительной книге его воспоминаний об этом времени (Г.Г. Чёрный. Военные
годы. СПб.: Издательство “Любавич”, 2010. 570 с.). Книга эта уникальна. Она включает дневни-
ковые записи, которые Г.Г. Чёрный вел в последний год войны, отрывки из писем родным в то
же время, а также современный комментарий (в том числе, политико-философского характера)
к этим материалам, затрагивающий довоенное и послевоенное время. Дневниковые записи и
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письма не редактировались, оставаясь свидетельствами того времени. Это позволяет сполна по-
чувствовать мироощущение молодого человека-солдата, его страдания и надежды, взаимоотно-
шения с окружающими. Поражает искренность автора: он открыт читателю полностью. Книга
написана прекрасным языком. Отзывы на нее разных групп читателей (участников войны, про-
фессионалов-литераторов, ученых, простых людей) полны благодарности. Как автор замеча-
тельной и важной для нашей истории книги Г.Г. Чёрный был принят в Союз писателей России.

Горимир Горимирович – многогранная личность с самыми разными увлечениями. Междуна-
родная научная известность позволила ему посетить многие страны и континенты. Здесь он, во-
оруженный фото- и видеосистемами, с увлечением постигал культурные особенности посещае-
мых мест. На всех, кто общался с ним, производили неизгладимое впечатление его интеллигент-
ность, ум, доброта, взвешенный подход ко всем вопросам жизни и науки.

Деятельность Горимира Горимировича была направлена на постоянное повышение научного
уровня советской и российской научной периодики, в частности журнала “Механика жидкости
и газа” (Известия АН СССР и РАН), в котором он четверть века был главным редактором.

Научные достижения Горимира Горимировича получили высокую оценку. Он лауреат четы-
рех Государственных премий СССР и РФ, премии Совета Министров СССР, дважды награжден
самой престижной для отечественных аэродинамиков 1-й премией и Золотой медалью им. Н.Е. Жу-
ковского, лауреат премий и медалей им. М.В. Ломоносова, С.А. Чаплыгина и Л.И. Седова. Его
трудовая деятельность отмечена орденами “Трудового Красного Знамени”, “Дружбы Народов”,
“Знак Почета” и “Орден Почета”, золотой медалью ВДНХ.

Пример жизни Горимира Горимировича, пришедшейся на один из самых сложных периодов
в истории нашей страны, его достижения как ученого-механика, академика АН СССР и РАН,
достойны огромного уважения и увековечивания, на что и был нацелен Всероссийский научный
симпозиум по проблемам аэромеханики и газовой динамики, посвященный 100-летию со дня
рождения Г.Г. Чёрного, прошедший в Институте механики МГУ в январе этого года. Начался
симпозиум открытием мемориальной доски Горимиру Горимировичу в холле 2-го этажа Инсти-
тута. В ЦИАМ на здании, где трудился гениальный Руководитель “Лаборатории Чёрного”, ме-
мориальная доска установлена в 2014 г.
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Представлены результаты экспериментов по исследованию устойчивости купола водяного
пузыря, всплывающего в растворе соли, с регистрацией методом PLIF течения в плоскости,
совпадающей с осью симметрии пузыря. Эксперименты демонстрируют возможность разви-
тия неустойчивости в окрестности полюса купола подобного пузыря в соответствии с ранее
опубликованными результатами расчетного моделирования.

Ключевые слова: неустойчивость Рэлея–Тейлора, купол всплывающего пузыря, малое число
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Явление устойчивости поверхности купола большого воздушного пузыря, всплывающего
в воде, привлекало внимание исследователей с 40-х гг. ХХ в. Анализ механизмов подавления не-
устойчивости Рэлея–Тейлора на поверхности купола такого пузыря [1] связывает это с действи-
ем поверхностного натяжения и кривизной купола. Существует другая точка зрения, в соответ-
ствии с которой устойчивость купола пузыря объясняется действием ускоренного сдвигового
течения воды по поверхности всплывающего пузыря [2–5], эффекта аналогичного реламинари-
зации турбулентного пограничного слоя под действием ускорения течения [6]. В экспериментах
(например, см. [2, 3]) наблюдалось действие подобного эффекта реламинаризации в случае воз-
душного пузыря Тейлора, всплывающего в воде. В этом случае число Атвуда составляло А ≈ 1
( , где ρт – плотность тяжелого вещества, ρл – плотность легкого вещества). Экспе-

риментальное и расчетное исследование подъема водяного пузыря в растворе поваренной соли
( ) представлены в [7]. При этом в расчете в малой окрестности полюса пузыря наблюдается
развитие неустойчивости Рэлея–Тейлора в форме струи раствора соли, “проваливающейся”
в водяной пузырь, однако, используемая в экспериментах методика, согласно которой в режиме
видеосъемки регистрировалась форма пузыря, наполненного подкрашенной чернилами водой
не позволяла достаточно надежно зарегистрировать неустойчивость купола пузыря.

Ниже приведены результаты серии экспериментов с водяным пузырем, всплывающим в рас-
творе соли, но с визуализацией течения с применением варианта метода лазерного ножа PLIF
(Planar Laser Induced Fluorescence) [8]), подтверждающие результаты расчета [7].

1. ТЕХНИКА ЭКСПЕРИМЕНТОВ
В этих экспериментах использовалась аналогичная [7] методика получения пузыря из воды,

всплывающем в растворе соли в вертикальном канале сечением 11 × 11 см2. Пузырь образовывал-
ся при разрушении оболочки детского резинового шарика, заполненного водой (при комнатной
температуре) под небольшим давлением (~10 кПа). Шарик располагался на дне канала, запол-
ненного раствором поваренной соли, на оси симметрии канала. Разрушение заполненного ша-

Е. Е. Мешков

ρ − ρ= ≈
ρ + ρ

т л

т л

1A

! 1А

УДК 532.5
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рика осуществлялось в его полюсе иглой, проходящей через отверстие, через которое произво-
дилось заполнение шарика водой. Объем шарика, заполненного водой, составлял около 0.5 л.

После прорыва и быстрого (время ~1 мс) сжатия оболочки резинового шарика картина тече-
ния в плоскости, совпадающей с осью симметрии пузыря, визуализировалась при помощи метода
PLIF. В этом методе через стенку канала и пузырь пропускался луч лазера (длина волны 532 нм),
трансформированный при помощи цилиндрической оптики в световой тонкий лист; вода в пу-
зыре содержит вещество родамин 6G, флюоресцирующее под действием лазерного излучения.
Максимум полосы поглощения раствора Родамина 6G приходится на длину волны λ = 525 нм,
что позволяет эффективно использовать лазерный источник с длиной волны излучения λ = 532 нм.
Максимум полосы испускания раствора родамина 6G в воде приходится на длину волны λ = 555 нм [8],
что позволяет визуально отличать излучение флуоресценции в плоскости луча лазера от рассеян-
ного излучения лазера. По сравнению с экспериментами [7], в которых получался общий вид
всплывающего пузыря, в данном случае наблюдается внутренняя структура течения. Отметим,
что количество родамина в воде пузыря незначительно (микрограммы) и не влияет на число Ат-
вуда.

Регистрация картины течения в плоскости луча лазера осуществлялась цифровым фотоаппа-
ратом Casio Exilim EX-F1 в режиме скоростной видеосъемки со скоростью 300 кадров в секунду.

2. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТОВ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ.
На рис. 1а приведены кадры видеограммы развития неустойчивости Рэлея–Тейлора в малой

окрестности полюса водяного пузыря, всплывающего в растворе соли. Неустойчивость развива-
ется в форме локальной струи раствора соли, “проваливающейся” в пузырь. Одновременно на-
блюдается расширение струи, а с другой стороны, тенденция к захлопыванию в месте входа
струи в пузырь и одновременно намешивание воды в тело струи.

На рис. 1б, в приведены для сравнения результаты эксперимента и расчета течения [7]. Из
сравнения результатов эксперимента (рис. 1a) и расчета (рис. 1в) следует, что в нашем случае
возможно формирование течения, сходное с расчетом – развитие неустойчивости Рэлея–Тейло-
ра в окрестности полюса пузыря – в эксперименте наблюдается образование струи, проникаю-
щей в пузырь. Однако в картинах течения струи в расчете и эксперименте наблюдаются суще-
ственные отличия: формирование кольцевого выброса по периметру основания струи; образова-
ние вихрей на кромке выброса под действием затекающей в пузырь струи; существенное
расширение струи в поперечном направлении. Наконец, струя и возмущение боковой поверхно-
сти пузыря развиваются в эксперименте значительно быстрее, чем в расчете. По-видимому, все
это можно объяснить относительно большой величиной начального возмущения поверхности
пузыря в эксперименте, вызванного движением фрагментов резиновой оболочки и иглы, проби-
вающей оболочку – рис. 2.

Результаты серии экспериментов с водяным пузырем и регистрацией течения методом PLIF
в принципе подтверждают результаты расчета [7]. В самом общем случае при подъеме, из состо-
яния покоя осесимметричного водяного пузыря в растворе соли, в окрестности полюса пузыря
(при отсутствии стабилизирующего действия поверхностного натяжения) реализуются условия
для развития неустойчивости Рэлея–Тейлора. Размер этой окрестности (круга неустойчивости)
будет определяться главным образом окружностью на поверхности пузыря, за пределами кото-
рой реализуется достаточно интенсивное ускоренное сдвиговое течение – рис. 3. Происходит
это в силу симметрии течения – в полюсе купола пузыря скорость течения (в системе координат,
связанной с куполом) будет равна нулю, а вне оси симметрии по мере удаления от нее скорость
течения по куполу нарастает, и вместе с этим нарастает ускорение течения и возникает (скорее
всего, плавный) переход от неустойчивости к устойчивости – к зоне, где неустойчивость подав-
ляется ускоренным сдвиговым течением.

Пузырь всплывает практически с постоянной скоростью, и на его боковой поверхности воз-
никает сдвиговое течение с практически постоянной скоростью; и в этой зоне развивается не-
устойчивость Кельвина–Гельмгольца.

На рис. 4 проведена зависимость от времени глубины проникновения струи раствора соли
в пузырь.

Ранее в [7] наблюдалось различие результатов расчета и эксперимента (рис. 1б и рис. 1в) –
в экспериментах неустойчивость купола пузыря не была зарегистрирована. В [7] это объясня-
лось возможным отклонением от осевой симметрии формы всплывающего пузыря и возникаю-
щего течения. По результатам настоящих опытов можно предположить, что причиной также мо-
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жет являться недостаточная прозрачность воды в пузырях, окрашенной чернилами. Следует от-
метить, что, несмотря на развитие неустойчивости в окрестности полюса пузыря, последний не
разрушается на более мелкие фрагменты, как это предполагалось в [1].

В связи с приведенными результатами можно вернуться к вопросу о критическом размере
воздушного пузыря, всплывающего в воде, при котором может происходить его разрушение.
По представлениям [1], если устойчиво поднимающийся пузырь с устойчивой гладкой поверх-
ностью в начальный момент испытывает малое возмущение, амплитуда возмущения увеличива-

Рис. 1. (a) Кадры видеограммы развития неустойчивости в окрестности полюса водяного пузыря, всплываю-
щего в растворе соли. Неустойчивость развивается в форме локальной струи раствора соли, проваливающейся
в пузырь. (б) Кадры видеосъемки подъема пузыря из подкрашенной чернилами воды в растворе поваренной
соли [7]. (в) Результат двумерного расчета по программе STAR-CCM+ v11.06 [7]. В эксперименте раствор со-
держит 15 г соли на литр воды, А = 0.006. Время в экспериментах отсчитывается от момента пробоя иглой ре-
зиновой оболочки с точностью 0.03 с.

(a)

t = 0.07 0.40 0.73 1.07 1.40 c

t = 0.30 0.63 0.97 1.30 1.63 c

t = 0.03 1.73 c0.43 0.86 1.30

(б)

(в)
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ется и может стать достаточно большой, чтобы вызвать эффекты, приводящие к разрушению пу-
зыря и его распаду на более мелкие, но устойчивые пузыри. В то же время эксперименты [9] с пу-
зырями объемом до ~0.3 л показывают, что при внесении на поверхность купола воздушного
пузыря конечных возмущений (в том числе большой амплитуды) пузыри сохраняют устойчи-
вость; при этом возмущения поверхности купола как бы “скатываются” вниз, оставляя гладкий
купол.

С другой стороны, воздушные пузыри очень большого объема (~14–15 литров) в процессе
подъема из состояния покоя с глубины 2.5 м очень рано трансформируются в вихревое кольцо
диаметром более метра, состоящее из очень мелких пузырьков [10].

3. ОЦЕНКА РАЗМЕРА КРУГА НЕУСТОЙЧИВОСТИ НА КУПОЛЕ ВСПЛЫВАЮЩЕГО 
ЖИДКОГО ПУЗЫРЯ НА ОСНОВЕ МОДЕЛИ БЕГУЩИЕ ВОЗМУЩЕНИЯ

Оценим область углов, разделяющую преимущественно стоячие возмущения и бегущие воз-
мущения (положение круга неустойчивости), пренебрегая здесь поверхностным натяжением.

Рис. 2. Вариация формы пузыря в различных опытах может объясняться влиянием движения иглы и фрагмен-
тов разорванной резиновой оболочки пузыря: (a) Опыт № 2018.10.12/3, t = 0.49 c. (б) Опыт № 2018.10.12./1,
t = 0.47 c. (в) Опыт № 2018.12.14/2, t = 0.47 c. (г) Опыт № 2018.10.12./2, t = 0.47 c.

(a) (б) (в) (г)

Рис. 3. Расположение зон неустойчивого и устойчивого течения на поверхности водяного пузыря, всплываю-
щего в растворе соли: RT – область, в которой развивается неустойчивость Рэлея–Тейлора – “круг неустойчи-
вости”; KH – область развития неустойчивости Кельвина–Гельмгольца на боковой поверхности пузыря под
действием сдвигового течения с постоянной (или слабо меняющейся) скоростью; St – пояс устойчивости, об-
ласть в которой неустойчивости подавляются ускоренным сдвиговым течением.

RT KH KH 
St St 
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Характерное время развития неустойчивости Рэлея–Тейлора стоячего возмущения (в предполо-
жении не скатывающегося возмущения) в линейном приближении определяется выражением

. Здесь  – длина волны возмущения, g – ускорение свободного падения. Возьмем
для оценок длину волны возмущения на пузыре , где  – радиус пузыря,  – угол,
отсчитываемый от вертикальной оси симметрии пузыря. Тогда характерное время роста стоячих
возмущений . Для времени скатывания бегущего возмущения по поверхно-
сти пузыря примем время достижения возмущением экватора пузыря , начиная со значе-
ния угла  в начальный момент времени t = 0. Приняв зависимость для скорости возмущения

, мы имеем в виду случай, когда возмущения скатываются с

поверхности купола пузыря подобно материальной точке с гладкой твердой сферы за счет силы
тяжести.

Это время составляет величину [11]

Если время роста “стоячих” возмущений  больше времени скатывания бегущих возму-
щений , то возмущения не успевают вырасти. Таким образом, критическое значение на-
чального угла , разделяющего две области возмущений, находится из равенства tR(ϑ0) =
= , откуда находим .

Итак, для углов, меньших , на поверхности пузыря может развиваться неустойчивость Рэ-
лея–Тейлора, а для углов, больших , возмущения скатываются с поверхности. Ниже эквато-
ра, вблизи пузыря, появляется и зона вихревого движения.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Разработана методика исследования устойчивости поверхности купола водяного пузыря,
всплывающего из состояния покоя в растворе соли с применением PLIF–метода.

Результаты экспериментов указывают на возможность развития неустойчивости в окрестно-
сти полюса водяного пузыря, всплывающего в растворе соли, в соответствии с расчетом и обще-
принятыми представлениями о развитии неустойчивости Рэлея–Тейлора. Однако характер раз-
вития неустойчивости в этом случае заметно отличается от типичной картины развития неустой-
чивости.

На основе совокупности результатов настоящих экспериментов и результатов можно заклю-
чить, что устойчивость купола всплывающего пузыря определяется не только действием поверх-

= λ π0/2Rt g λ0

λ = π ϑ0 02 sinR R ϑ0

( )ϑ = ϑ0 0sin /Rt R g
ϑ = π/2

ϑ0

( ) ϑϑ = − ϑ =v0( ) 2 1 cos 2 sin
2

gR gR

( ) ( )ϑ π   ϑ = −   
   

0
0 arctan cos arctan cos

2 4S
Rt h h
g

( )ϑ0Rt
( )ϑ0St

ϑcrit

ϑ0( )St θ = ϑ = °0 41crit

ϑcrit

ϑcrit

Рис. 4. Временная зависимость глубины проникновения h в пузырь струи раствора соли вследствие развития
неустойчивости в окрестности полюса пузыря. Величина h измеряется от вершины контура купола пузыря, по-
лученного интерполяцией по невозмущенным участкам поверхности купола; направление оси совпадает с на-
правлением струи.
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ностного натяжения и кривизной купола, но и осесимметричным ускоренным сдвиговым тече-
нием.
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Предложены теоретическая модель и метод ее приближенного анализа для течений, индуци-
руемых бегущим магнитным полем в канале, заполненном немагнитной жидкостью и внед-
ренной в нее каплей феррожидкости. Один конец канала предполагается закрытым (тромби-
рованным). Цель работы – развитие научной основы магнитоиндуцированной интенсифи-
кации транспорта лекарств в тромбированных кровеносных сосудах.
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ванный поток, тромбоз
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Тромбирование кровеносных сосудов является тяжелым и трудноизлечимым заболеванием,
нередко приводящим к летальным исходам. Основным методом лечения тромбозов является
инъекция специальных лекарств (тромболитиков) для растворения тромбов и восстановления
кровотока. Однако в тромбированном кровеносном сосуде с остановившимся кровотоком рас-
пространение тромболитиков возможно только диффузионным, т.е. медленным и малоэффек-
тивным способом. Перспективный метод решения этой проблемы был предложен и запатенто-
ван в [1, 2]. Основная идея этого метода состоит в инжектировании, в тромбированный крове-
носный сосуд, капли растворимой феррожидкости с нано-размерными магнитными частицами
и в воздействии на это место переменного магнитного поля, создаваемого внешними электро-
магнитами. Под действием этого поля частицы приходят во вращательное и поступательное дви-
жение, передающееся несущей жидкости. В результате в кровеносном сосуде возникают цирку-
ляционные течения, интенсифицирующие перемешивание несущей жидкости и введенных в
нее тромболитиков. Это обеспечивает более эффективный транспорт лекарств к месту нахожде-
ния тромба.

Очевидно практическое применение этого метода требует тщательного изучения особенно-
стей генерирования течений, их структуры, выявления оптимальной конфигурации магнитного
поля и других физических характеристик системы. Несмотря на предпринятые исследования по
этой теме (см., например, [2–6]), на настоящий момент многие важные ее аспекты не изучены.
Так, в теоретических моделях [2, 5, 6] рассматривался бесконечно длинный канал с каплей (об-
лаком) феррожидкости и влияние самого тромба на генерируемые течения не рассматривалось.

В этой работе предлагаются модель течений, генерируемых бегущим осциллирующим полем
в канале с каплей феррожидкости, находящейся рядом с тромбом, а также приближенный метод
решения возникающих уравнений.

1. ОСНОВНЫЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
Ради максимального упрощения математической стороны дела, в качестве модели кровенос-

ного сосуда рассмотрим не цилиндрический канал, а полубесконечную плоскую щель, запол-
ненную немагнитной ньютоновской жидкостью.При соблюдении реалистических отношений
между продольными и поперечными, к оси канала, масштабами задачи, результаты плоской мо-

УДК 532.5
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дели, по крайней мере, по порядку величины должны соответствовать ситуации в цилиндриче-
ских каналах. Отметим, что переход к цилиндрической геометрии не приводит к принципиаль-
ным трудностям, но делает вычисления более громоздкими и менее прозрачными. Поэтому, ис-
ходя из методических соображений, здесь рассматривается именно плоская задача.

Рассматриваемая модельная система проиллюстрирована на рис. 1. Левый конец щели закрыт
непроницаемой для жидкости стенкой, моделирующей тромб; в щели невдалеке от стенки нахо-
дится капля растворимой феррожидкости.

Как и в [5], здесь рассмотрим случай вращающегося магнитного поля, создаваемого четырьмя
соленоидами, показанными на рис. 1.

Расстояние 2b между соленоидами вдоль оси щели предполагается много большим толщины
щели l и характерного размера капли. Мы будем предполагать, что внутри капли (облака) ферро-
жидкости эффективная вязкость среды η совпадает с вязкостью несущей жидкости вне капли.
Такое приближение вполне оправдано, если объемная концентрация Ф частиц в капле не пре-
вышает нескольких процентов. Начальная (в нулевой момент времени)  концентрация
частиц предполагается известной. Для максимального упрощения вычислений мы рассмотрим
двумерную модель, предполагая, что все физические величины зависят только от координат x, z
и времени. Наконец, предположим, что магнитное поле достаточно велико, чтобы энергия Зее-
мана взаимодействия наночастицы с полем была существенно выше тепловой энергии системы.
Поэтому мы пренебрежем броуновским вращением частиц. Очевидно, что с практической точки
зрения случай сильных полей представляет наибольший интерес с точки зрения генерации тече-
ний в жидкости.

Мы предположим, что все соленоиды, иллюстрированные на рис. 1, создают переменное по-
ле с одной и той же угловой частотой ω; ток, и, следовательно, поле соленоидов 1 и 4 зависят от
времени как , ток и поле поле соленоидов 2 и 3 – как . Тогда полное поле в точке x, z
можно представить в виде

(1.1)

Здесь  и  – амплитуды полей, создаваемых соленоидами с номерами 1–4 со-
ответственно. Знак “минус” в скобках (1.1) означает, что северный полюс соленоида 1 располо-
жен напротив северного полюса соленоида 2; аналогичная ситуация с соленоидами 3 и 4. Ампли-
туды  и  могут быть найдены из стандартных результатов расчетов полей, созда-
ваемых соленоидами. Явные выражения для них даны в Приложении. Результирующее поле

 для некоторых моментов времени изображено на рис. 2.

( )0Φ ,x z

cosωt ωsin t

( ) ( ) ( ) ( )= − + +01 04 02 03( , , )cosω ( , , )sinωx x x x xH H x z H x z t H x z H x z t

( ) ( ) ( ) ( )= + + − +01 04 02 03( , , )cosω ( , , )sinωz z z z zH H x z H x z t H x z H x z t

01 02,   03  , H H H 04  H

01 02,   03  , H H H 04  H

= +2 2
x zH H H

Рис. 1. Иллюстрация рассматриваемой системы. P – частица, T – тромб, F – феррожидкость.
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В приближении механики сплошных сред уравнение течения жидкости с феррочастицами
может быть представлено в виде (см., например, [7, 8])

(1.2)

Здесь  оператор Лапласа, Γ – момент магнитных сил, действующих на единицу

объема жидкости, θ – угол между направлением магнитного момента m частицы и осью Oz, по-
казанной на рис. 1;  Гн/м – магнитная проницаемость вакуума; М – намагничен-
ность материала частицы;  – пондеромоторная сила, действующая на единицу
объема жидкости в неоднородном магнитом поле Н;  – объемная концентрация частиц в кап-
ле; ; Vp – объем частицы. Величина 1/2Γ в (1.1) является антисимметричным
напряжением, возникающим в феррожидкости, вследствие действия момента сил Γ [7, 8]. Отме-
тим, что уравнение (1.2) записано в форме, соответствующей малым числам Рейнольдса, постро-
енных на скорости течения среды и толщине щели. Обоснование этого приближения обсужда-
ется в конце раздела Результаты.

Граничные условия к уравнению (1.1) имеют вид

(1.3)

В рамках “не броуновского приближения” уравнение для угла θ может быть записано в виде [8]

(1.4)

Расчеты [5, 6] показывают, что для реалистических условий член  в (1.4) мало по-

сравнению двумя другими членами. Очевидно, по порядку величины должно выполняться соот-
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Рис. 2. Значение амплитуды магнитного поля вблизи тромба в зависимости от координаты  для различных
времен t при фиксированном  и  c–1. Кривая 1: ; кривая 2: ;  – пе-
риод изменения поля,  – координата центра облака феррожидкости, x = 0 – положение тромба.
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ношение . Следовательно, из (1.4) получаем оценку . Учитывая, что характер-
ный размер капли, внедренной в канал, в поперечном к его оси направлении не может быть
больше соответствующего размера канала l, производная  может быть оценена так

. В экспериментах обычно  c–1, для оценки вязкости несущей жидкости при-
мем, что она примерно равна вязкости крови  Па с. Кровеносные сосуды, подвержен-
ные риску тромбирования, как правило, имеют диаметр порядка нескольких миллиметров. Сле-
довательно, по порядку величины  Па/м. Очевидно, в продольном к оси
канала направлении размер капли может быть больше, чем ширина канала, это значит, что
должно выполняться неравенство .

Оценим теперь величину плотности пондеромоторной силы F. В медико-биологических при-
ложениях обычно используются частицы окислов железа – магнетита или маггемита. Их пре-
имущества – они доступны, обладают достаточно высокими магнитными характеристиками и,
главное, биосовместимы. Для этих частиц намагниченность насыщения материала  А м
(см., например, [9]). В экспериментах обычно используются поля с напряженностью H ~
~  А м. Характерный линейный масштаб изменения поля в области капли феррожидкости
по порядку величины определяется ее расстояниями a, b до электромагнитов. Имея в виду, что
электромагниты должны находиться вне организма пациента, можно принять, что эти расстоя-
ния должны быть порядка десяти сантиметров. Отсюда  Па/м ×
× 105 Па/м. Следовательно, плотность пондеромоторной силы  для типичных ситуаций оказы-
вается намного больше плотности сил  антисимметричных напряжений. Поэтому
последние можно не учитывать в уравнениях (1.2). Также несложно показать, что для рассматри-
ваемых систем инерционные члены  и  в (1.2) не играют существенной роли и ими,
в первом приближении, можно пренебречь. Действительно, по порядку величины характерное вре-
мя инерционной релаксации жидкости в канале может быть оценено как  Для использу-
емых характерных значений ρ,  и  получаем  При угловой частоте поля  c–1, период
изменения поля  Следовательно, время инерционной релаксации жидкости су-
щественно меньше периода поля, что позволяет в первом приближении рассматривать уравне-
ния (1.2) в квазистационарной форме, пренебрегая частными производными  и .

В рамках этих приближений уравнения течения в канале могут быть представлены в виде:

, (1.5)

с граничными условиями (1.3).
Плотность пондеромоторной силы F можно представить в виде:

(1.6)

где  – дифференциальный оператор Гамильтона.
Из уравнения (1.4) с учетом явного вида магнитного момента Г, приведенного в (1.2), следует,

что по порядку величины характерное время  релаксации угла θ может быть оценено так:
. Подставляя сюда приведенные выше оценки для  и H, получаем .

При частотах поля  c–1, время  намного меньше периода поля 2π/ω. Поэтому можно счи-
тать, что в каждый момент времени вектор М практически параллелен вектору Н. Это позволяет
использовать следующую приближенную форму соотношения (1.6)

(1.7)

Для дальнейшего удобно ввести функцию тока  так, что

(1.8)

Отметим, что при такой форме записи компонент скорости v, уравнение несжимаемости
 выполняется автоматически.
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Вычислив ротор от обеих частей первых двух уравнений (1.2) и учитывая (1.5) и (1.7), а также
уравнение , после несложных вычислений получаем

(1.9)

Граничные условия (3) сейчас могут быть переписаны так

(1.10)

Последнее условие (1.10) вместе с условием  при z = 0, l означает,что на границах
щели функция тока  не зависит от координаты х, т.е. равна постоянной величине. Поскольку
конкретное значение этой величины не имеет физического смысла, можно придать ей нулевое
значение. Тогда это условие может быть переписано в виде

(1.11)

Уравнение (1.9) содержит четвертые производные от искомой функции  по координатам.
Точные аналитические решения таких уравнений не известны. Численное их решение тоже
сталкивается с плохо преодолимыми сложностями; надежные алгоритмы решения таких задач
нам не известны. Поэтому здесь воспользуемся идеями метода сращиваемых асимптотических
разложений, суть которого состоит в сращивании решений (1.9–1.11), получаемых в различных
участках течения.

Прежде всего, рассмотрим область канала вдали от тромба, на расстояниях значительно пре-
вышающих ширину l канала и характерный размер капли (облака) феррожидкости. В этой обла-
сти линейный масштаб изменения скорости течения вдоль продольной оси х намного больше,
чем в поперечном направлении вдоль оси z. Поэтому уравнение (1.9) с граничными условиями
(1.11) можно представить в виде

(1.12)

Обозначим решение этой задачи . Оно имеет вид

(1.13)
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Обсудим теперь поведение функции  в непосредственной близости от тромба, т.е. при
. Для чего разложим функцию  в ряд Тейлора вблизи точки x = 0:

(1.14)

где штрихи в  означают производные по х при x = 0. Граничное условие (10)  при x = 0
означает, что на “тромбе” функция  не зависит от координаты z. Поскольку при 
выполняется граничное условие , это означает, что  Условие  при
x = 0 означает, что  Таким образом, первым неисчезающим членом в разложении (1.14) яв-
ляется член . Учитывая это, представим функцию  в экстраполяционной форме, удо-
влетворяющей всем граничным условиям:

(1.15)

где α – коэффициент, который определяем из условия наилучшего соответствия формы (1.15)
дифференциальному уравнению (1.9). Это условие формулируем следующим образом. Запишем
функцию

(1.16)

и выберем α, обеспечивающее наименьшее значение L. Идеологически такой подход близок к
классическому вариационному методу Онсагера определения термодинамичеких функций жид-
ких кристаллов [10, 11].

Перепишем (1.16) в виде

(1.17)

Отсюда получаем уравнение для определения α, которое может быть решено численно:

(1.18)

2. РЕЗУЛЬТАТЫ
Решение задачи (1.12–1.18) определяется концентрацией феррочастиц Ф, фигурирующей в

выражении (1.9) для функции G. Вообще говоря, эти уравнения для функции тока  необходи-
мо решать совместно с уравнением для концентрации Ф, учитывая, что ее изменения со време-
нем могут просходить за счет миграции частиц в неоднородном магнитном поле; за счет их диф-
фузии и вследствие конвективного движения в генерируемых потоках несущей жидкости. Сов-
местное решение уравнений (1.9–1.12) для  и стандартного уравнения неразрывности для Ф
делает задачу существенно нелинейной, численное решение которой требует больших компью-
терных ресурсов.
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Заметим, однако, что в работе [5] показано, что для рассматриваемых систем характерное вре-
мя магнитофоретической миграции магнитных наночастиц с диаметром 15–20 нм на расстоя-
ния, сопоставимые с шириной канала, составляет порядка 140 ч, что намного больше времен,
представляющих интерес с точки зрения транспорта тромболитиков. Диффузионное распро-
странение частиц на эти расстояния также требует порядка ста часов. Поэтому мы ограничимся
анализом начальной стадии генерации течений жидкости в канале, предполагая, что концентра-
ция Ф на этой стадии равна своему начальному значению. Интервал времени, когда это прибли-
жение оправданно, обсуждается ниже.

Конкретное начальное значение функции  определяется конкретным способом ин-
жектирования феррожидкости в канал (кровеносный сосуд) и вряд ли может быть задано в об-
щем виде. Здесь в качестве примера рассмотрим ситуацию, когда профиль концентрации ферро-
частиц не зависит от поперечной координаты z и имеет вид Гауссова распределения вдоль оси х

(2.1)

Здесь дисперсия σ задает характерный размер капли; х0 – координата ее центра (расстояние
от центра до тромба). Физически такое приближение означает, что размер инжектированной
капли феррожидкости намного больше ширины l канала; после инжектирования, за счет диффу-
зии, капля несколько расплывается вдоль оси канала.

Характерное время изменения профиля концентрации за счет конвективного переноса ча-
стиц по порядку величины равно отношению характерного размера капли σ к среднеквадратич-
ной скорости  течения в направлении оси канала. Последняя, для выбранных параметров си-
стемы, оценена в дальнейшем в (2.4) как несколько десятков микрон в секунду. Если  см, то
характерное время конвективной деформации профиля Ф оказывается порядка нескольких со-
тен или тысячи секунд. По крайней мере, на таких временных интервалах приближение незави-
симости Ф от времени является вполне оправданным.

Используя (2.1), получаем

(2.2)

Функции J и I, определенные в (1.13), сейчас имеют вид:

(2.3)

Уравнение (1.18) относительно коэффициента α было решено числено c учетом (2.2) и (2.3).
Продольная компонента скорости течения феррожидкости в канале может быть получена
из (1.8) и (1.15)

(2.4)

Результаты расчетов  из (2.4) представлены на рис. 3 и 4. При расчетах были выбраны сле-
дующие значения параметров системы: объемная концентрация частиц в центре капли  =
= 0.016; дисперсия σ =1 см. Для всех соленоидов характеристики одинаковы: диаметр D = 1 см;
ток I = 8 А; высота h = 1 см; количество витков N = 104; координата центра облака  мм,
ширина канала  мм. Намагниченность материала ферромагнитных частиц  кА/м.
Угловые частоты поля ω = 10 и 20 . Можно заметить, что увеличение частоты магнитного поля
ведет к росту скорости течения феррожидкости. На рис. 3б видно, что непосредственно рядом с
тромбом (  мм) продольная скорость течения  порядка 0.1 мкм/c. На расстояниях от
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тромба порядка размера капли феррожидкости (  мм) (рис. 3а) скорость достигает зна-
чений 350 мкм/c. На рис. 4 представлена скорость  при разных моментах времени. На рис. 5 по-
казана скорость течения  как функция от координаты z , поперечной к оси канала при фикси-
рованной координате х.

~ 10 – 12х
xv

xv

Рис. 3. Продольная компонента скорости  в зависимости от координаты x на расстоянии от центра тромба
 мм (а) и вблизи тромба x = 0 (б) для различных частот ω при фиксированном  и t = 1 c. Кривая 1:

 c–1; кривая 2:  c–1.
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Рис. 4. Продольная компонента скорости  в зависимости от координаты x на расстоянии от центра тромба
 мм (а) и вблизи тромба x = 0 (б) для различных времен t при фиксированном  и  c–1. Кри-

вая 1: t = 1 c; кривая 2: t = 0.5 c.
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Рис. 5. Продольная компонента скорости  в зависимости от координаты z для различных времен t при фик-
сированном  и  c–1. Кривая 1: t = 1 c; кривая 2: t = 0.5 c.
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Среднеквадратичную скорость  циркуляционных течений в окрестности феррожидкости
можно оценить как несколько десятков микрон в секунду, что на полтора-два порядка величины
больше скорости диффузионного транспорта тромболитиков в неподвижной среде, оцененной
в [2], примерно 0.8 мкм/с. Это подтверждает эффективность магнитного метода интенсифика-
ции транспорта лекарств в тромбированных сосудах. Решение задачи о конвективной диффузии
молекулярной примеси (тромболитиков) в канале с магнитоиндуцированными циркуляцион-
ными течениями, с учетом возникновения тонкого диффузионного пограничного слоя вблизи
тромба, может являться предметом отдельного исследования.

Обсудим теперь правомерность приближения малых чисел Рейнольдса, которому соответствует
уравнение (1.2). Как видно из рис. 3–5, скорость течения жидкости не превышает 500 мкм/с. При та-
ких скоростях для канала диаметром порядка 1 мм (что, как отмечалось, соответствует диаметру
кровеносного сосуда, тромбирование которого опасно для здоровья и жизни человека) и несу-
щей жидкости с вязкостью крови (примерно,  Па с) число Рейнольдса порядка 0.1.
Это обосновывает выбранное линейное приближение (1.2) течения жидкости.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрена модель генерации циркуляционных течений в канале с немагнитной жидкостью
и инжектированной в нее облаком нанодисперсной феррожидкости под действием бегущего ос-
циллирующего магнитного поля. Один конец канала предполагался закрытым (тромбирован-
ным). Расчеты показывают, что, при вполне реалистических параметрах системы, частоты и на-
пряженности магнитного поля, в канале вблизи облака феррожидкости могут быть генерирова-
ны течения с амплитудой продольной скорости порядка 10–100 мкм/с. Амплитуда скорости
максимальна в центре капли и убывает по мере удаления от нее. Эти потоки могут существенно
интенсифицировать транспорт нейтральной молекулярной примеси (лекарства) в несущей жид-
кости, что подтверждает идею, высказанную в [1, 2], о перспективности метода генерирования
магнитоиндуцированных течений в тромбированных кровеносных сосудах для интенсифика-
ции в них транспорта тромболитиков.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант 21-52-12013.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Для вычисления компонент амплитуд , , ,  полей,создаваемых соленоидами
на рис. 1 в формуле (1.1), используется закон Био–Савара-Лапласа:
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где I – ток в соленоиде, h – высота соленоида, N – количество витков в нем, а –расстояние от
вертикальных соленоидов до сосуда, b – расстояние от горизонтальных соленоидов до центра
облака феррожидкости, координата которого вдоль оси канала равна –x0.
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Метод лазерной анемометрии по изображениям частиц (PIV-метод) возник как мощный ин-
струмент для измерения полей электрогидродинамических (ЭГД) течений. Трехмерная (3D)
структура ЭГД-течений, индуцированных некоторым актуатором в геометрии плоского лез-
вия, реконструируется в данной работе на основе серии измерений параллельных полей
вдоль ножевого электрода. Вдоль электрода наблюдается неоднородное распределение ин-
тенсивности инжекции и скорости. При использовании набора тонко нарезанных слоев гра-
фиков в различных полях зрения в трехмерной декартовой системе координат становится
очевидным, что приложенное напряжение, расположение и расстояние между электродами,
а также поверхность электродов, как и их краевая неровность, оказывают исключительно
сильное воздействие на структуру ЭГД-струй. Данные, полученные в настоящем исследова-
нии, послужат дополнением к полной картине трехмерной структуры струи и могут быть ши-
роко использованы для стимулирования выбора подходящих положений вдоль ножевого
электрода для исследования плоских профилей.

Ключевые слова: электрогидродинамика, лазерная анемометрия по изображениям частиц,
PIV-метод, диэлектрическая жидкость, трехмерные структуры, геометрия плоского лезвия
DOI: 10.31857/S0568528122600862, EDN: OGMLEC

Являясь перспективной междисциплинарной ветвью гидромеханики и электростатики, элек-
трогидродинамика (ЭГД) позволяет систематически исследовать явления (теоретически и экс-
периментально), рассматривая структуру течения и его устойчивость, а также эффективность
преобразования электрической энергии в кинетическую [1–6]. Из всех экспериментальных ис-
следований, лазерная анемометрия по изображениям частиц (цифровая трассерная визуализа-
ция потоков, PIV-метод) стала доминирующим подходом к измерениям электроконвективных
течений, благодаря существенным преимуществам над конкурирующими технологиями, такие
как лазерная допплеровская методика измерения скорости частиц. В исследованиях электрогид-
родинамических течений значительный прогресс был достигнут по той причине, что именно с
помощью PIV-метода полное поле скоростей может быть измерено во всех деталях, что позволя-
ет исследовать сложные течения, включая вихревые структуры, отрыв потока, напряжения Рей-
нольдса и характеристики турбулентности [7]. Тщательно подбирая размер и концентрацию
трассерных частиц, можно преодолеть такие технические трудности измерений, как возмуще-
ния движения частиц, возникающие в результате воздействия электропроводности и сил тяже-
сти, а также плохую идентификацию траекторий частиц на оцифрованных изображениях, обу-
словленную их слабой отражательной способностью [8, 9]. Таким образом, полученные данные
наводят на мысль, что применение PIV-метода к диэлектрическим жидкостям демонстрирует

УДК 532.5
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его реальные возможности [8, 10]. Чтобы облегчить углубленный анализ характеристик потока в
электрическом поле и поле течения без рассмотрения сложной геометрии течения, некоторые
исследователи предпочитают выполнять PIV-эксперименты на двумерных течениях. Совсем не-
давно исследование структур течения и особенностей электрического поля в геометрии плоско-
го лезвия привлекало растущее внимание не только из-за некоторых практических приложений,
таких как методы ЭГД-накачки, но также по причине относительно легкой обработки данных, в
которых ЭГД-течения, генерированные двумерным актуатором, естественно рассматривались
как двумерные структуры [10–12]. Однако предположение, что двумерная конфигурация актуа-
тора будет приводить к некоторой двумерной структуре течения, в данной работе нуждается в
весьма осторожной интерпретации.

Теоретически, электроконвективные течения в общем случае называются “ЭГД-факелы.”
Такое название определяется из перспективы происхождения течения жидкости. В ранних ис-
следованиях, которые указывают, что кулоновская сила, возникающая в ЭГД-течениях, может
быть сравнима с плавучестью тепловых факелов [13], было сделано сравнение происхождения
течения, обусловленного жидкостью, из-за воздействия напряжения на острых электродах и ин-
дуцированного горячими тепловыми линиями. Тем не менее ЭГД-факелы и тепловые факелы
обнаруживают некоторые отличные друг от друга свойства. Например, иногда плотность тепло-
вого факела отличается от плотности окружающей жидкости, тогда как плотность ЭГД-факела
такая же, как плотность окружающей диэлектрической жидкости, что приводит к некоторым ти-
пам поведения ЭГД-течения, подобным поведению классической падающей струе в гидродина-
мике. Таким образом, с точки зрения равенства плотности, ЭГД-течения можно называть “ЭГД-
струями.”

Действительно, обращаясь теперь к двумерной задаче, плоская струя в гидродинамике произ-
водится в узкой щели и только в том случае, когда отношение сторон сопла (обозначенного AR
(aspect ratio), когда речь идет об отношении длинной стороны сопла к короткой) является доста-
точно большим (в общем случае, AR ≥ 20), так что поле скоростей, рассматриваемое статистиче-
ски, будет двумерным [14]. Аналогично геометрии выходного сопла плоской струи, в ЭГД-случае
ножевой электрод, имея большое отношение длины лезвия к его ширине (как правило, AR ≥ 100),
как кажется, играет подобную роль в создании двумерных ЭГД-струй. Предыдущий обзор полей
ЭГД-течения продемонстрировал, что жидкость в средней области ниже поверхности лезвия те-
чет вниз при малом отношении  = 0.02 [10]. Бóльшая скорость Vy, направленная вниз, на-
блюдается в двух углах кромки лезвия, что может влиять на предположение о двумерной картине
струи в середине области. Кроме того, микроскопическая морфология поверхности электрода,
детектированная и проверенная методом атомно-силовой микроскопии, также может влиять на
двумерные особенности струи. Согласно этим данным, максимальная напряженность электри-
ческого поля, генерированного плоским электродом с дисперсной неровностью, гораздо выше,
чем напряженность электрического поля, индуцированного абсолютно гладким электродом
[15], что приводит к неоднородному распределению электрического поля ниже лезвия и, таким
образом, к разной скорости струи. Вплоть до настоящего времени, слишком мало внимания бы-
ло уделено структурной визуализации ЭГД-струй вдоль лезвия, представляя более вероятными
измерения поля профиля струи в произвольном месте в среднем сечении. Отсюда следует, что в
настоящем исследовании необходимо выяснить, какое расстояние от лезвия необходимо для то-
го, чтобы свойство двумерности ЭГД-струи не нарушалось.

Таким образом, настоящее исследование предлагает свежее исследование для реконструкции
трехмерной структуры струй, которое основывается на серии параллельных измерений полей
скоростей вдоль ножевого электрода. Это позволит заполнить имеющийся пробел в литературе
и поможет сделать рациональный выбор позиции в будущих экспериментах.

1. МЕТОДИКА
1.1. Методика и стратегия измерений

В настоящем исследовании используются следующие свойства диэлектрической жидкости:
плотность 850 кг/м3, кинематическая вязкость 4.3 × 10–6 м2/с, электрическая проводимость без
поля усиленной диссоциации равна 1.15 × 10–9 С/м, и диэлектрическая постоянная равна 2.2.
Жидкость в сосуде приводится в движение плоским актуатором в ответ на высоковольтный сиг-
нал постоянного тока. Общепринятая двумерная система PIV используется для освещения обла-
сти измерений и записи изображений профильного поля (см. плоскость А на рис. 1). Для изме-
рений в плоскости А двойной импульс лазерной системы на алюмоиттриевом гранате, легиро-

/z yV V
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ванном неодимом, эмитирует пелену лазерного излучения с направления –x и поток, засеянный
трассерными частицами, охватывается цифровой CCD-камерой, луч зрения которой перпенди-
кулярен плоскости лазерного излучения. Те, кто заинтересован в детальной информации об экс-
периментальной установке, могут найти подробности в [10].

Ввиду концентрации в настоящем исследовании на осредненном во времени поле течения,
для нас недостаточно реконструировать трехмерное поле течения с использованием стереоско-
пического PIV-метода, в котором требуются две камеры, чтобы визуализировать частицы в слоях
лазерного излучения под двумя различными углами, и требуется сложная процедура для трак-
товки излишних данных. В рассматриваемом случае подход с многослойным лазерным излуче-
нием достаточен для получения трехмерных измерений с одной камерой [7]. Для каждой отдель-
но взятой плоскости (например, (Vx, Vy) в плоскости A на рис. 1) общепринятая двумерная PIV-
система способна измерить двумерное распределение компонент скорости в соответствующей
плоскости лазерного излучения. Две ключевые компоненты платформы поддержки контейнера
являются основными благоприятствующими факторами в стратегии измерений. Во-первых, на-
правляющий рельс позволяет перемещать сосуд вдоль оси z, что делает возможным для лазера
осветить 20 последовательных Z-плоскостей в диапазоне от z = –6 мм (плоскость B) до z = 13 мм
(плоскость A) с постоянным пространственным шагом в 1 мм. Во-вторых, поддон контейнера
позволяет сосуду поворачиваться на 90°, что облегчает плоские измерения на поверхности лез-
вия (плоскость C).

Короче говоря, когда условия в виде приложенного напряжения U и расстояния между элек-
тродами H заданы, стратегия исследования трехмерной структуры ЭГД струй содержит два шага,
а именно, измерение в X плоскости при x = 0 мм (плоскость C) для проверки двумерности тече-
ния в геометрии плоского лезвия и набор измерений в Z плоскостях (от плоскости A до плоско-
сти B) для трехмерной реконструкции и визуализации ЭГД-течений.

1.2. Надежность PIV-измерений
Для каждого измерения в плоскости рассчитывается осредненное во времени поле течения,

чтобы дать общее представление о форме течения, происходящее из 1000 мгновенных измерен-
ных полей течения. Может возникнуть вопрос: достаточны ли 1000 имеющихся результатов из-
мерений для вычисления среднего поля течения? В этом разделе будет исследована надежность
измерений. Считая, что PIV-измерения будут выполняться в двух направлениях (z и x), предста-
вим абсолютное значение скорости и относительную ошибку (в %) с вероятностью 0.997 в z и x
плоскостях на рис. 2 и 3 соответственно.

Рис. 1. Два набора PIV-экспериментов, состоящиз из: (1) плоскость X ниже поверхности лезвия при x = 0 мм
(плоскость C), CCD камера, снимающая плоский срез с помощью пелены лазерного излучения по направле-
нию –z; (2) 20 последовательных плоскостей Z в интервале от z = –6 мм (плоскость B) до z = 13 мм (плос-
кость A) с постоянным шагом 1 мм, CCD камера, снимающая поля профилей струи с помощью пелены лазер-
ного излучения по направлению –z.
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На рис. 2а и 3а средняя скорость  имеет доверительный уровень 99.7% с доверительным ин-
тервалом , где σ представляет собой стандартное отклонение  и n есть число из-
мерений. Как результат, на рис. 2б и 3б изображена относительная ошибка (в %), заданная вы-
ражением (  × 100)%. Очевидно, что на рис. 2б процент ошибки меньше 2% как для вер-
тикальной срединной области, так и для двух горизонтальных пристенных струй, откуда следует,
что процент ошибки меньше 4% на границах зоны турбулентного смешения [16]. Тем не менее в
центре двух вращающихся вихрей процент ошибки выше 15%. Это вызвано наличием почти ста-
ционарного течения с небольшой величиной  в этой области. Что касается центра зоны паде-
ния струи, процент ошибки превышает 20% из-за совместного влияния небольшой скорости те-
чения и его отражения от пластины. На рис. 3 осредненное во времени плоское поле имеет про-
цент ошибки менее 4% в большей части площади, исключая зоны вблизи углов лезвия и
плоского электрода. Ясно, что неоднородная скорость распределена вдоль ножевого электрода
на рис. 3а, что еще больше подчеркивает важность проведенного исследования трехмерной
структуры.

nV
Δ = −   3σ/ 1V n nV

Δ /i nV V

nV

Рис. 2. Изображение PIV-скорости поля профилей для случая U = –30 кВ, H = 3 см: абсолютная величина ско-
рости  (м/с) и векторы ее направления (а), относительная ошибка в % с вероятностью 0.997 (б).
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Рис. 3. Изображение PIV скорости плоского поля для случая U = –30 кВ, H = 3 см: абсолютная величина ско-
рости  (м/с) и векторы ее направления (а), относительная ошибка в % с вероятностью 0.997 (б).
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Рассматривая поле скоростей целиком, можно утверждать, что достоверность PIV-измерений
сохраняется в соответствии с анализом, проведенным выше. Переходя к анализу надежности
1000 измерений в некоторой точке поля течения, можно запросить подтверждение, что число за-
меров также достаточно для правильного вычисления величины, усредненной по времени. На-
пример, рисунок изображает статистический анализ скорости в некоторой произвольной точке
в x-плоскости измерений. Поскольку справедливость поточечного статистического анализа в z
плоскости была уже подтверждена в [17], процедуру анализа не будем повторять в настоящей ра-
боте. Очевидно, что на рис. 4а и 4б все 1000 примеров Vy и Vz попадают в статистическую после-
довательность и каждая гистограмма хорошо укладывается в гауссову кривую распределения.
Рисунки 4в и 4г показывают эволюцию средней скорости  (символы в виде черных квадратов)
и ее неопределенности  (символы в виде красных отрезков) в зависимости от числа замеров.
В данном примере имеем  = –98.48 ± 3.35 мм/с и  = 9.08 ± 1.98 мм/с, когда n = 1000. Как мож-
но видеть на рис. 4д и 4е, значение n ≈ 800, кажется, является порогом, на котором  поддержи-

nV
Δ iV

  yV zV

iV

Рис. 4. Статистический анализ скорости в одной точке (z = 5 мм, y = –10 мм) плоскости x = 0 мм в случае
U = –30 кВ, H = 3 см: гистограммы Vy (а) и Vz (б) на основе 1000 испытаний, расходимость средней скорости
Vy (в) и Vz (г) в зависимости от объема выборки, сходимость неопределенности скорости ΔVy (д) и ΔVz (е) в за-
висимости от объема выборки.
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вается без изменений и  сходится к некотором асимптотическому значению (здесь индекс i
принимает значения x или y).

2. РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ
2.1. Двумерность течений

В этом разделе будет проверена двумерность ЭГД-течений, индуцированных актуатором в ви-
де плоского лезвия, с помощью интеграла от дивергенции скорости в профильном поле. Хорошо
известно, что несжимаемая вязкая ньютоновская жидкость должна теоретически удовлетворять
уравнению неразрывности в виде . Применяя теорему о дивергенции векторного поля,
также известную как теорема Грина–Остроградского, можно проанализировать количество
жидкости, протекающей через некоторый контрольный объем. Этот метод, который реализуется
посредством интегрирования дивергенции векторного поля по заданному объему, играет важ-
ную роль в обеспечении сохранения потока жидкости. Известно, что равная нулю дивергенция
означает, что ни источники, ни стоки не существуют внутри контрольного объема в случае не-
сжимаемой жидкости. Следовательно, чистый поток (разность между количеством вытекшей и
притекшей жидкостями) может быть определен как

(2.1)

где Ω – контрольный объем. Чтобы проверить двумерность ЭГД-струи в нашем случае, вычис-
лим интеграл от дивергенции поля скоростей в случае двумерного вида уравнения (2.1), т.е.

. Каждый контрольный объем S в поле профиля струи (Z плоскость)
представляет собой квадратную сетку 0.506 × 0.506 мм. Рисунок 5 подтверждает, что Dnet практи-
чески равно нулю во всей области (зеленый цвет), это означает, что скорость в z направлении (по
нормали к плоскости рис. 5) либо постоянна или равна нулю. Вообще говоря, типичная трехмер-
ная ЭГД-струя, генерированная трехмерной геометрией, имеет не пренебрежимо малую . На-
пример, соотношение  верно для некоторой ЭГД-струи в геометрии плоской точки, даже
в конфигурации плоского лезвия, скорость  не столь велика, как . Как было отмечено ранее
[17], имеет место очень маленькое значение  в средней части лезвия, что результируется в
пренебрежении  при обработке экспериментальных данных [17]. Основываясь на этом анали-
зе, то, что  равно нулю, а не постоянной величине, оказывается верным в большей части пло-
щади на рис. 5. Однако вблизи плоского электрода положительное значение (красный цвет) ,
которое представляет собой жидкость, вытекающую из Z плоскости, есть признак трехмерного
поведения. Это может быть вызвано либо неперпендикулярным падением струи на пластину,
либо отражением жидкости во всех направлениях вблизи пластины. К счастью, трехмерное по-
ведение вблизи зоны падения не влияет на анализ двумерности поведения жидкости ниже ноже-
вого электрода. В проводимом исследовании основная область струи рассматривается как зона
основного внимания для рассмотрения.

На рис. 6 построены три члена дивергенции скорости и их неопределенности вдоль централь-
ной линии x = 0 в плоскости Z. Это иллюстрирует тренд эволюции и позволяет сравнить ампли-
туду трех компонент в поле течения, чтобы отразить двумерный характер струи. На практике
каждая компонента в декартовых координатах состоит из члена, усредненного во времени, и его
неопределенности, что используется для критической оценки надежности данных. Таким обра-
зом, дивергенция может быть задана следующим образом:

(2.2)

где индекс k обозначает три возможные компоненты. Учитывая правило дифференцирования
суммы, первое слагаемое в правой части уравнения (2.2) можно заменить на , которое
может быть вычислено с помощью центральной разности. В декартовых координатах имеем

(2.3)
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(2.4)

(2.5)

где h – расстояние между узлами квадратной сетки в плоскости Z. Соответственно, выражения
для неопределенности для этих членов могут быть записаны как в [18]:
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Рис. 5. Проверка двумерности течения, значение , вычисленное интегрированием дивергенции векторного
поля по двумерному контрольному объему 0.506 × 0.506 мм, в случае U = –30 кВ, H = 3 см.
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Рис. 6. Частные производные компонент скорости на средней линии струи в случае U = –30 кВ, H = 3 см.
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где ΔVk – неопределенность скорости, определенная в предыдущей части. Ясно, что вдоль оси
 (символы в виде голубых треугольников) изменяется вблизи нуля при рассмотрении не-

определенности скорости (символы в виде голубых отрезков) в основной области. На рис. 6 дву-
мерность оказывается справедливой в областях y/H < 0.8 и y/H > 0.95, где  и  сим-
метричны относительно нуля и, таким образом, взаимно уничтожают друг друга. Отметим, что
на практике x = 0 в плоскости Z вовсе не обязательно совпадает с центральной осью струи, воз-
никающей при наличии небольшого угла наклона (что означает  ≠ 0 при x = 0). Вот почему
можно видеть большие значения  и  при y/H < 0.05, и симметрия этих двух слагаемых
означает, что некоторое двумерное течение развивается в плоскости Z без наличия z-компонен-
ты скорости в этой области.

Аналогичная ситуация может быть найдена в зоне падения (  > 0.95), где баланс  и
 дает почти нулевое значение . Это приводит к тому, что пристенная струя течет по

пластине в z-направлении в плоскости Y (параллельно плоскости электрода). Однако область
вблизи плоскости (0.82 < < 0.95) демонстрирует особенность, где ни один из этих трех чле-
нов не доминирует. Такая трехмерная характеристика может быть отнесена к комбинации изме-
нения градиента давления, отражения скорости и угла наклона струи.

Хотя вышеприведенные исследования могут продемонстрировать, что двумерное течение в
общем случае может возникнуть ниже ножевого электрода, этот результат должен быть интер-
претирован с осторожностью. Действительно, неоднородное распределение скорости уже было
найдено на рис. 3а и свидетельство о конкуренции струй может ясно просматриваться на рис. 7.
На нем изображены 18 положений максимальной скорости, определенные вдоль всей длины но-
жевого электрода при построении графика Vy при y = –10 мм. Что стоит отметить по поводу про-
дольной скорости на рис. 7, так это то, что распределение  не остается постоянным при смене
заданного y. Инжекция становится более интенсивной по обе стороны из-за граничного эффек-
та и в средней области струя кажется поджатой. Более точное детектирование может быть выпол-
нено с использованием угловой скорости ω, которая задается выражением 0.5( ).
В этом методе положение ω = 0 отмечает место, где ω из отрицательного становится положитель-
ным, соответствуя точке сильной инжекции на ножевом электроде. Присутствие дисперсных
пиков может быть результатом совместного влияния приложенного напряжения, межэлектрод-
ного зазора и шероховатости электрода. В следующем разделе будет приведено углубленное об-
суждение этого факта, основываясь на трехмерной структуре струй.

∂ ∂/zV z

∂ ∂/xV x ∂ ∂/yV y

xV
∂/xV x ∂ ∂/yV y

/y H ∂ ∂/xV x
∂ ∂/zV z ∂ ∂/yV y

/  y H

 yV

∂ ∂ − ∂ ∂/  /y xV x V y

Рис. 7. Распределение скорости  вдоль ножевого электрода (вдоль направления z) в плоскости x = 0 мм, линия
y = –10 мм в случае U = –30 кВ, H = 3 см. (1): неоднородное распределение скорости, указывающее на различ-
ную интенсивность инжекции на кромке лезвия, где 18 точек максимумов скорости имеют место вдоль лезвия
и (2): соответствующая угловая скорость Vy для лучшей визуализации максимума скорости.
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2.2. Реконструкция трехмерной структуры

Были проведены две серии экспериментов с подбором расстояния между электродами от 1 до
3 см и в каждой серии к ножевому электроду были приложены отрицательные напряжения от
‒10 до –30 кВ соответственно. Поскольку усредненная по времени скорость ЭГД-струи при по-
ложительном напряжении оказывается меньше, чем при отрицательных напряжениях, были вы-
браны более эффективные отрицательные напряжения для проведения экспериментов [8].
В этом процессе электроны испускаются с металлического электрода в жидкость и объединяют-
ся с нейтральными молекулами, образуя отрицательные ионы. Постепенное накопление отри-
цательных зарядов той же самой полярности, как и у электрода, приводит к гомогенно заряжен-
ному слою и эти объемные заряды отрицательной полярности удаляются от ножевого электрода
и приближаются к плоскому электроду за счет кулоновских сил. Под влиянием вязкого трения
движение этих зарядов одновременно вызывает движение окружающей жидкости.

Для визуализации трехмерной структуры поля течения в средней области лезвия измеренные
параллельные мульти-плоскости были связаны на длине 2 см в z-направлении в средней части,
как изображено на рис. 8–11.

2.2.1. Структура, зависящая от электрического поля. В предыдущем исследовании [10] были от-
мечена сильная зависимость между максимальной скоростью в центральной части струи и сред-
ней напряженностью электрического поля. Например, режим сильной инжекции характеризу-
ется большим наклоном кривой  в случае сильного электрического поля, что соответ-( )max mV E

Рис. 8. Реконструкция трехмерной структуры ЭГД-струи на основе 20 последовательных плоскостей Z в случае
U = –10 кВ, H = 3 см: контуры изоповерхностей абсолютной величины скорости (а), срезы плоскости Y в на-
правлении потока (б), и срезы плоскости X по размаху поперек потока (в).
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ствует генерации струи с большей скоростью и меньшей полушириной, также как в случае двух
пристенных струй вдоль пластины (см. ситуацию на рис. 11, в которой U = –30 кВ и H = 1 см).
Наоборот, режим слабой инжекции с малым наклоном данной кривой в слабом электрическом
поле отождествляется со струей с небольшой скоростью и большей полушириной, как в случае
двух больших вихрей, вращающихся в противоположных направлениях (см. случай на рис. 8а, в
котором U = –10 кВ и H = 3 см). В случае средней напряженности электрического поля струя с
умеренной скоростью и умеренной полушириной сопровождается двумя пристенными струями,
не полностью развитыми на плоском электроде, обе эти струи последовательно смещаются
вверх в дальнем поле и участвуют в закрутке вихрей рядом с основной струей (см. случаи на рис. 9а,
когда U = –30 кВ и H = 3 см, и на рис. 10а, когда U = –10 кВ и H = 1 см). Очевидно, что хотя сред-
няя напряженность электрического поля в этих двух случаях равна 1000 кВ/м, между рис. 9 и 10
можно видеть существенную разницу, как в скорости, так и в трехмерной структуре течения. Эту
несогласованность можно объяснить, в частности, невозможностью использования среднего
электрического поля в качестве критерия в столь сильном асимметричном электрическом поле,
которое индуцируется плоским ножевым электродом. Ссылаясь на график  в [10], мож-
но перевести (транслировать) кривые с различными зазорами между электродами так, чтобы
позволить всем кривым накладываться одна на другую на графике и, таким образом, горизон-
тальные координаты, соответствующие смещенным кривым, будут переопределены как эквива-
лентное электрическое поле . Используя такой метод, можно вывести, что условие U = –10 кВ,
H = 1 см эквивалентно условию U = –17.2 кВ, H = 3 см, пересчитанному на генерацию ЭГД струи

( )max mV E

eqE

Рис. 9. Реконструкция трехмерной структуры ЭГД-струи на основе 20 последовательных плоскостей Z в случае
U = –30 кВ, H = 3 см: контуры изоповерхностей абсолютной величины скорости (а), срезы плоскости Y в на-
правлении потока (б), и срезы плоскости X по размаху поперек потока (в).
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с тем же самым максимумом скорости. Отметим, что абсолютная величина этого напряжения
(17.2 кВ), соответствующая , значительно ниже по сравнению с величиной 30 кВ, связанной с .
Таким образом, справедливо, что при условии для напряжения и зазора между электродами на
рис. 10а возникает менее интенсивная струя с более слабой инжекцией, чем струя на рис. 9а.

2.2.2. Параметрическое влияние ЭГД-струй. Структура ЭГД-струи есть следствие общего вли-
яния факторов, относящихся к приложенному напряжению, зазору между электродами и шеро-
ховатости электродов. На вопрос по поводу такого параметра, как напряжение, когда высокое
электрическое напряжение приложено к электроду, можно сказать, что несколько теоретиче-
ских механизмов, связанных с границей раздела металл/жидкость, способны привести к движе-
нию жидкости, такому как инжекция за счет излучения поля и инжекция за счет электрохими-
ческой реакции [19]. Ввиду относительно высокой удельной проводимости рабочей жидкости
(~10–9 См/м) и того факта, что область трехмерной реконструкции все еще находится в централь-
ной зоне лезвия (там, где напряженность электрического поля порядка 107 В/м), механизм элек-
трохимической инжекции должен быть рассмотрен для этой зоны и перенос электронов имеет
место внутри электрического двойного слоя (ЭДС), тогда процесс транспорта реагентов включа-
ется в рассмотрение [20–22]. Подводя итог, разность потенциалов в электрическом двойном
слое существенно определяет интенсивность инжекции заряда. Это влечет тот факт, что фено-
менологически приложенное напряжение воздействует на скорость и структуру индуцирован-

eqE mE

Рис. 10. Реконструкция трехмерной структуры ЭГД-струи на основе 20 последовательных плоскостей Z в слу-
чае U = –10 кВ, H = 3 см: контуры изоповерхностей абсолютной величины скорости (а), срезы плоскости Y в
направлении потока (б), и срезы плоскости X по размаху поперек потока (в).
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ной струи. Однако более скоростная струя на кромке лезвия может ассоциироваться с инжекци-
ей за счет излучения поля, в которой рабочая функция материала электрода (в рассматриваемом
случае это 4.48 эВ для нержавеющей стали [15]) определяет минимальную энергию, необходи-
мую для ухода электрона с поверхности материала. В настоящем исследовании интересной на-
ходкой было то, что механизм инжекции сильно ослаблен при z = 0 мм в центре лезвия (см. все
срезы в плоскости X на рис. с 8в по 11в). Довольно выраженное подавление инжекции может
быть отмечено в центре лезвия при U = –10 кВ, что может возникать из-за величины напряже-
ния, которое приближается к порогу возникновения струи.

Другой неожиданный результат состоит в том, что при U = –30 кВ существуют явления доба-
вочной инжекции вдоль ножевого электрода с дополнительными ЭГД-струями, текущими на-
клонно вниз в диэлектрической жидкости при z = 4 и 10 мм (см. рис 9а и 11а). Поскольку эти до-
полнительные струи главным образом получены в том же положении вдоль ножевого электрода
(в случае H = 3 см см. срез с y = –0.5 мм на рис. 9б и срез с x = 12 мм на рис. 9в, а в случае H = 1 см
см. также срез с y = –0.5 мм на рис. 11б и срез с x = 6 мм на рис. 11в), а возможным объяснением
может быть то, что шероховатость электрода изменяет первоначальный радиус кривизны вдоль
электрода, делая локальное электрическое поле в этих специфических положениях более интен-
сивным, чем ожидалось. Будучи подверженным воздействию высокого напряжения, процесс пе-
реноса электронов может быть облегчен и дополнительные струи могут быть индуцированы в со-

Рис. 11. Реконструкция трехмерной структуры ЭГД-струи на основе 20 последовательных Z-плоскостей в слу-
чае U = –30 кВ, H = 1 см: контуры изоповерхностей абсолютной величины скорости (а), срезы плоскости Y в
направлении потока (б), и срезы плоскости X по размаху поперек потока (в).
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ответствующих положениях. Однако в случае U = –10 кВ локальное электрическое поле все же
недостаточно сильное, чтобы генерировать дополнительные ЭГД-струи (см. рис. 8 и 10).

Обращаясь к эффекту зазора между электродами, можно сказать, что, по-видимому, при низ-
ком напряжении струя движется вниз вдоль лезвия с относительно малой скоростью и распро-
страняется при почти равной скорости, делая в этом случае влияние межэлектродного простран-
ства несущественным. Однако при высоком напряжении межэлектродное пространство играет
более важную роль во влиянии на эволюцию и растекание струи. Очевидно, что для большего за-
зора (например, H = 3 см) неоднородное распределение скорости гораздо более выражено вдоль
лезвия (см. срез с x = 0 мм на рис. 9в). Несогласованность распределения скорости вдоль лезвия
может быть существенно связана с нерегулярностью емкости инжекции заряда, когда струя име-
ет достаточно пространства для развития вниз по потоку. Тем не менее при меньшем зазоре (на-
пример, H = 1 см) потенциально несогласованное развитие струи вдоль лезвия экранируется
этим коротким расстоянием и дает квазиоднородное распределение скорости.

Наиболее поразительное наблюдение состоит в том, что вероятность появления инжекции
заряда вдоль кромки лезвия существенно зависит от эквивалентного электрического поля .
Отметим, что порядок усиления  можно перечислить следующим образом (см. рис. 8, 10, 9 и 11).
При меньших значениях , положение инжектируемой зоны главным образом определяется
распределением шероховатости электрода. По мере того, как . возрастает, во все больших и
больших областях на лезвии достигается порог инжекции и, таким образом, ожидается, что чис-
ло зон с эффективной инжекцией также последовательно возрастает. В настоящем исследова-
нии три области могут быть видны в срезе при y = –0.5 мм на рис. 8б, четыре области на рис. 10б,
пять областей на рис. 9б и непрерывная зона, образованная объединением многих областей мо-
жет быть видна на рис. 11б. Наличие пяти областей инжекции на двух сантиметрах длины на
рис. 9б поддерживает наблюдение, зафиксированное на рис. 7, что 4–5 областей обнаружены в
середине лезвия. Эти трехмерные структуры приводят к выводу, что в произвольно заданном се-
чении (плоскость Z) в середине ножевого электрода некоторая двумерная ЭГД-струя расширя-
ется вниз по потоку в направлениях x и y. Как оказывается, выбор положения слева или справа
от центра лезвия подходит для анализа ЭГД-течений в рассматриваемой геометрии, поскольку
это целевое положение делает возможным выбор двумерной ЭГД-струи с некоторой заданной
скоростью.

ВЫВОДЫ
Общая цель настоящего исследования состоит в изучении двумерности ЭГД-струи, произве-

денной геометрией плоского ножевого электрода, с точки зрения ее трехмерной структуры. Это
первое широкое исследование распределения скоростей ЭГД-струи вдоль всего ножевого элек-
трода. Для обеспечения трехмерной визуализации вдоль ножевого электрода был развит продви-
нутый подход, основанный на общепринятой двумерной PIV-системе с измерениями много-
слойной пелены лазерного излучения.

Для подтверждения возможностей реализуемого метода приведены относительные ошибки,
как в поле трехмерного распределения скоростей, так и в плоском поле скоростей. Подобным
образом выполнен статистический анализ скорости в произвольной точке, чтобы проверить и
обосновать необходимое число PIV измерений. Затем 20 последовательных полей профиля струи
были записаны с использованием единственной CCD-камеры в плоскости Z при разных услови-
ях приложенного напряжения и межэлектродного зазора. Структура струи была выстроена зано-
во в диапазоне 2 см в середине лезвия. Двумерность течения была впервые продемонстрирована
картой чисто гидродинамического течения в плоскости Z и сравнением дивергенции трех ком-
понент скорости с последующим анализом влияния таких параметров, как напряжение, меж-
электродный зазор и шероховатость электродов.

Трехмерная визуализация, вместе со срезами в плоскостях X и Y, более практична для иденти-
фикации структуры ЭГД-струи и исследования влияния параметров на струю. Скорее эквива-
лентное электрическое поле , чем среднее значение электрического поля , должно быть вы-
брано в качестве критерия для определения максимума скорости, интенсивности инжекции и
поведения течения в различных случаях. Драматический рост эффекта падения струи и умень-
шение ее полуширины наблюдаются в случае более сильного . Что касается влияния парамет-
ров, можно утверждать, что приложенное напряжение играет важную роль в подавлении струй
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в средней части лезвия, а также в генерации дополнительных струй при определенных положе-
ниях стороны лезвия. Межэлектродный зазор имеет значительный эффект в скорости распро-
странения вдоль лезвия в направлении потока, когда приложено высокое напряжение. Эквива-
лентное электрическое поле  и шероховатость электродов вносят вклад в распределение и
плотность ЭГД-струй вдоль лезвия. При усилении число зон с эффективной инжекцией мо-
жет быть непосредственно определено с помощью срезов в направлении y.

Настоящая работа выполнена при финансовой поддержке Национального Научного Фонда
Естественных Наук Китая (Грант № 51907118).
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Рассматривается течение вязкой сжимаемой теплопроводной жидкости в плоском канале с
жесткими осциллирующими стенками. Показано, что даже исчезающе малая сжимаемость
может быть причиной зарождения резонанса – резкого увеличения амплитуды колебания па-
раметров течения при правильно подобранной частоте колебания стенок. Приведено точное
аналитическое выражение для ведущей резонансной частоты. Численные расчеты продемон-
стрировали возможность кумулятивного эффекта – резкого возрастания массового расхода
течения даже при постоянном градиенте давлений.

Ключевые слова: сжимаемость, вязкость, теплопроводность, кумулятивный резонанс
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Во многих технологических природных и физиологических процессах распространены тече-
ния в каналах с подвижными границами. Различные течения с осциллирующими твердыми ча-
стями возникают в авиационной промышленности. Отдельное, давно и успешно развивающееся
в нашей стране направление связано с вибрационным воздействием на деформируемый пласт,
насыщенный фильтрующейся жидкостью. В работах [1, 2] получено решение для стационарных
колебаний двухфазной системы “пласт–жидкость” и показана возможность резкого увеличения
амплитуды колебаний (резонанса) на определенных частотах для конкретных граничных усло-
вий. Установлено, что для всех параметров резонанс соответствует колебаниям пористого скеле-
та и жидкости в одной фазе. Показано, что резонансные частоты дают возможность создавать
значительные амплитуды на большом расстоянии от источника колебаний.

Количество работ, так или иначе относящихся к задачам с полностью или частично подвиж-
ными границами, огромно. В настоящем кратком обзоре остановимся лишь на некоторых из
них.

В работе [3] рассматривалось течение несжимаемой вязкой жидкости в плоском канале или
цилиндрической трубе с жесткими стенками, движущимися по своей нормали, так что ширина
канала или радиус трубы меняются со временем по заданному периодическому закону. В случае
малой амплитуды колебаний стенок  (отнесенной к ширине или радиусу канала) решение по-
лучалось при произвольных вибрационных числах Рейнольдса α (произведение числа Рейнольд-
са на число Струхаля) разложением в ряды по . Интересно, что при малых  средние скорости
индивидуальных частиц направлены к стенкам, тогда как при больших  дрейф происходит, в
основном, от стенок. Исключение составляют частицы, образующие тонкий пограничный слой.

Также в [3] изучалось движение боковых стенок канала, возникающее в результате их упруго-
го отклика на периодические давления, приложенные как на концах канала, так и на самих стен-
ках. Оказалось, что система жидкость – стенки обладает собственной частотой. А в случае, если
эта частота оказывается кратной частоте осцилляций внешнего давления, возможно возникно-
вение резонанса. Предложенная постановка имеет приложение к течению крови в коронарных
артериях больших млекопитающих.

В работе [4] рассматривалась линейная устойчивость решения, полученного в [3], для случая
плоского канала. Было показало, что увеличение вибрационного числа Рейнольдса для доста-
точно больших амплитуд колебаний стенок ведет к детерминированному хаосу по сценарию
Фейгенбаума через каскад удвоения периода.
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В [5] рассматривалась задача, аналогичная [3], но при наличии еще и силы тяжести (направ-
ление течения образовывало острый угол с направлением силы тяжести). Показано, что боль-
шим вибрационным числам Рейнольдса соответствует падение расхода, а не его увеличение как
при малых числах Рейнольдса. Причина заключалась в том, что осредненное по времени поле
скорости складывается из двух компонент. Первая определяется только колебаниями стенок и
не дает вклада в средний расход. Вторая компонента связана с совместным действием трех фак-
торов: колебаний, гравитации и перепада давлений. Распределение второй компоненты в зави-
симости от продольной координаты имеет точку экстремума по середине канала: для малых
вибрационных чисел Рейнольдса этот экстремум оказывается максимумом, для больших – ми-
нимумом.

В работе [6] численно моделировались колебания газа, возникающие в плоском канале при
симметричном относительно продольной оси возбуждении упругих стенок канала. Установлен
характер резонансных колебаний газа в окрестности области возбуждения при различных скоро-
стях потока.

В работе [7] изучался массоперенос в плоском канале с вибрирующими упругими стенками.
Решение строилось разложением по малому параметру . Рассматривались не только колебания
в виде бегущих волн, но и более общие виды движений стенок. Выяснилось, что при больших
вибрационных числах Рейнольдса стоячие волны дают максимальный расход, на порядок пре-
восходящий расход в случае бегущих по упругим границам волн. Таким образом, было опроверг-
нуто устоявшееся мнение, что бегущие волны – оптимальный механизм прокачки жидкости в
канале с колеблющимися деформируемыми стенками.

В [8] экспериментально моделировались течения воздуха в осциллирующей цилиндрической
трубе. Частоты осцилляций давления в “покоящейся” трубе совпадают с ее собственными часто-
тами. При вынужденных же осцилляциях стенок соответствующие частоты осцилляций давле-
ния являются высшими гармониками для частот стенок. Среднее давление при этом падает, а
максимальное падение происходит в центре трубы. Расход также испытывает осцилляции, но на
гораздо меньших частотах и с незначительными амплитудами.

Завершая обзор, отметим, что, если скорость невозмущенного течения мала по сравнению со
скоростью звука в жидкости (числа Маха заметно меньше единицы), сжимаемостью жидкости
почти всегда пренебрегают. Однако в работе [9] на основе линейной теории было показано, что
в течениях с полностью или частично осциллирующими границами даже исчезающе малая сжи-
маемость может сыграть ключевую роль при зарождении резонанса. Численные расчеты, в свою
очередь, продемонстрировали возможность кумулятивного эффекта – резкого возрастания мас-
сового расхода течения даже при постоянном градиенте давлений.

Настоящая работа развивает идеи, лежащие в основе [9]. Главным отличием является рас-
смотрение полной постановки задачи с учетом уравнения энергии и термодинамического урав-
нения состояния для совершенного газа, тогда как в [9] жидкость считалась слабо сжимаемой.
Мотивация заключается в том, чтобы проследить изменения температуры в резонансных режи-
мах. При численном моделировании также учитываются изменения вязкости и теплопроводно-
сти вместе с изменениями температуры. Однако эти изменения оказываются несущественными.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим течение вязкой сжимаемой теплопроводной жидкости (газа) в длинном плоском
канале с жесткими стенками. Некоторые части стенок образуют вибрирующие секции, способ-
ные осциллировать с постоянной частотой  в направлении, перпендикулярном основному по-
току, рис. 1а. Амплитуда осцилляций  мала по сравнению с шириной канала . Отдельная сек-
ция с соответствующими граничными условиями показана на рис. 1б.

Течение описывается двумерными уравнениями Навье–Стокса в декартовых координатах
, уравнением неразрывности и уравнением баланса энергии с коэффициентами  динами-

ческой вязкости и  теплопроводности, зависящими от температуры . Система замыкается
уравнениями состояния (термодинамическим и энергетическим) совершенного газа с постоян-
ными теплоемкостями  и 
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(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

В системе (1.1)–(1.6) приняты следующие обозначения:  – компоненты вектора скорости;
 – давление,  – плотность,  – абсолютная температура;  – удельная внутренняя энергия,

 – газовая постоянная, а  – диссипативная функция

Уравнения (1.2) и (1.3) выписаны в рамках гипотезы Стокса – объемная вязкость считается
равной нулю: , где  – второй коэффициент вязкости.

Формулы (1.6) – зависимости Сазерленда коэффициентов вязкости и теплопроводности от
температуры для совершенного газа, в которых  и  – контрольные вязкость и теплопро-
водность при контрольной температуре , а  и  – постоянные Сазерленда, характеризую-
щие конкретный газ.

      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ρ + = μ − + + μ +       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      
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Dt x x x x y y y x

v v

      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ρ + = + + − +       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      
2μ μ 2
3

pD u u
Dt y x y x y y x y
v v v v

( )   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + = + + Θ   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
ρ θ θ μDe u T Tp

Dt x y x x y y
v

= ρ =,p RT e c Tv

μ θ

μ θ

   + +
μ = μ θ = θ   + +   

contr contr
contr

contr contr

3/2 3/2

contr ,
T T T TT T

T T T T T T

,u v

p ρ T e
= −pR c cv Θ

( )      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂Θ = + + + − +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

2 2 22 22 2
3

u u u
x y y x x y

v v v

= + ≡ζ λ 2μ/3 0vol λ

μ
contr

θ
contr

contr
T μT θT

Рис. 1. (а) Геометрия плоского канала с пятью осциллирующими секциями стенок; (б) Отдельная осциллиру-
ющая секция.
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Систему (1.1)–(1.6) необходимо дополнить начальными и граничными условиями. На входе в
канал задаются постоянные входное давление и температура:  . На выходе из ка-
нала – постоянное выходное давление и “мягкое” условие по температуре:  .
На вибрирующих секциях стенок канала задаются гармонические осцилляции вертикальной
скорости и условие теплоизоляции

(1.7а)

(1.7б)

На покоящихся частях стенок ставятся обычные условия прилипания и теплоизоляции.
В условиях (1.7)  означает множество тех , которые соответствуют вибрирующим
секциям. Здесь и далее,  – длина всего канала,  – длина одной секции.

Начальные условия определяют состояние покоя

(1.8)

Замкнутая математическая модель (1.1)–(1.8) составляет основу настоящей статьи, состоящей
из двух частей. В первой части аналитически рассматриваются линеаризованные решения для
одной осциллирующей секции (рис. 1б). Во второй нелинейная система (1.1)–(1.8) решается ко-
нечно-разностным методом в полной геометрии канала с пятью осциллирующими секциями
(рис. 1а).

2. ЛИНЕАРИЗОВАННЫЕ РЕШЕНИЯ
Рассмотрим малые возмущения начального состояния покоя в упрощенной геометрии – для

единственной вибрирующей секции, рис. 1б. Параметры основного течения будут обозначаться
нижним индексом ноль, возмущения – штрихами.

Из уравнений (1.1)–(1.3) можно исключить компоненты скоростей

(2.1)

где  – невозмущенная скорость звука,  – показатель адиабаты,  – невозму-
щенная кинематическая вязкость.

Тогда уравнение (2.1) и линеаризованное уравнение (1.4) образуют замкнутую систему для
определения отклонений плотности и температуры. Отклонение давления определяется первым
(линеаризованным) уравнением (1.5) в явном виде.

Исключая из уравнений (2.1) и (1.4) температуру, можно прийти к следующему уравнению
для плотности (штрихи в дальнейшем изложении опустим)

(2.2)

где , а  – температуропроводность жидкости.
Отметим, что при отсутствии диссипативных эффектов (вязкости и теплопроводности) урав-

нение (2.2) сводится к обычному волновому уравнению. Поскольку общее решение уравне-
ния (2.2) достаточно громоздко, более наглядным представляется разделить исследование вли-
яния диссипативных эффектов: сначала рассмотреть вязкую, но нетеплопроводную жидкость
( ), а затем невязкую, но теплопроводную. Оба результата сравнить затем со случаем идеаль-
ной (невязкой и нетеплопроводной) жидкости. Можно показать, что температура в обоих случа-
ях удовлетворяет уравнению, полностью аналогичному уравнению (2.2) для плотности.

Граничные условия для уравнения (2.2) примем в следующем виде

(2.3а)

(2.3б)

где  – некоторая константа.
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Отметим, что граничные условия на стенках канала линеаризованы и “снесены” на их невоз-
мущенное положение.

Начальные условия имеют вид

(2.4)

Для решения уравнения (2.2) применим методом Фурье разделения переменных. Изложим
только общую схему без вычислительных подробностей.

1. Введением переменной  обнуляются граничные условия (2.3б) в на-
правлении y. Переменные разделяются. Решение раскладывается по собственным функциям

: 

2. Введением новой переменной  обнуляются гра-
ничные условия (2.3а) в направлении . Переменные разделяются. Решение раскладывается по

собственным функциям : .

3. Задача сводится к обыкновенному дифференциальному уравнению для неизвестных функ-
ций времени  с заданными начальными условиями.

Приведем только окончательные уравнения. При отсутствии теплопроводности функции
 должны удовлетворять следующему обыкновенному дифференциальному уравнению

(2.5а)

При отсутствии вязкости уравнение для функций  принимает вид

(2.5б)

Коэффициенты Фурье ,  и ek в уравнениях (2.5) определяются соотношениями

(2.6)

Начальные условия для уравнений (2.5) имеют вид:

(2.7)

Решение обыкновенного дифференциального уравнения (2.5а), отвечающего случаю отсут-
ствия теплопроводности, является суммой общего (2.8а) и частного (2.9а) решений
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Аналогично, решение обыкновенного дифференциального уравнения (2.5б), отвечающего
случаю отсутствия вязкости, является суммой общего (2.8б) и частного (2.9б) решений, однако
найти собственные значения аналитически в этом случае не получается, так как они удовлетво-
ряют алгебраическому уравнению третьей степени. При этом легко можно показать, что дей-
ствительные части всех трех собственных чисел отрицательны. Таким образом, неограниченного
растущих во времени решений у уравнения (2.5б) нет

(2.8б)

(2.9б)

Неизвестные константы  в общем решении (2.8а) и  в решении (2.8б)
в принципе могут быть найдены из начальных условий (2.7). После этого выражения (2.8) и (2.9)
дадут окончательное решение исходной начально-краевой задачи (2.2)–(2.4). Интереснее дру-
гое, определение условий резонанса – условий, при которых амплитуды частных  и

 решений (2.9) достигают максимума.
В случае вязкой, но нетеплопроводной жидкости частоту резонанса удается получить анали-

тически. Дифференцированием функции  можно показать, что наибольшая амплитуда
частного решения (2.9а) достигается при

(2.10)

В случае невязкой, но теплопроводной жидкости дифференцированием функции 
можно показать, что квадрат частоты резонанса  удовлетворяет алгебраическому уравне-
нию четвертой степени (вследствие громоздкости, уравнение не приводится). Поиск корней
этого уравнения осуществлялся численно.

В случае отсутствия вязкости и теплопроводности (идеальная жидкость) выражение для ча-
стоты резонанса заметно упрощается

(2.11)

Однако поведение частного решения при этом существенно меняется – оно начинает неогра-
ниченно расти со временем:

Анализ полученных решений проведем для воздуха. Длину секции возьмем равной длине ка-
нала. Наиболее важным представляется вывод, что величины “вязкой” (2.10) и “теплопровод-
ной” частот резонанса отличаются от соответствующей частоты (2.11) для идеальной жидкости
менее, чем на сотою долю процента. Однако, несмотря на практическое совпадение всех трех ча-
стот, в поведении соответствующих решений есть существенное отличие: наибольшая амплиту-
да в случае идеальной жидкости стремится к бесконечности. Наличие же диссипативных эффек-
тов (вязкости или теплопроводности) приводит к тому, что наибольшая амплитуда сразу стано-
вится конечной. Анализ показывает, что наиболее опасной (ведущей) частотой является частота

, соответствующая первой гармонике . Для более высоких гармоник усиление

+ ω − ω − ωΨ = =
ω − ω + α ω ω − ω + ω

2 2 2 2
0

2 2 2 2 2 2 2
0 0

' ' ' '( ) 2α' ', tgθ
' '( ) 4 ( ) 2α

nk nk nk nk nk nk
nk nk

nk nk nk nk nk nk

A B B A

A B

( ) ( ) ( ) ( )λ λ λ= + + λ = λ + λ λ < =1 2 3gen
nk,cond 1 2 3'' '' '' , , 0, 1,2,3t t t

nk nk nk i x y xi ii
T t D e D e D e i i

( ) = Ψ ω + +
ω

, 2
0

'''' ''sin( θ )
β

part nk
nk cond nk nk

nk nk

CT t t

+ β ω − γω − ω ω − ωΨ = θ =
β ω − γω + ω ω − ωβ ω − γω + ω ω − ω

2 2 2 2 2 2
0 0
2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2
0 00 0

'' '' ( ) ( )'' , tg
( ) ( )( ) ( )

nk nk nk nk nk nk nk
nk nk

nk nk nk nk nknk nk nk

A B B A
A B

=' , 1,2inkD i ='' , 1,2,3inkD i

Ψ = Ψ' vis
nk nk

Ψ = Ψ'' cond
nk nk

Ψ ω2( )vis
nk

( ) ( ) ν π πω = + + − ν  

2 2 2 2
0 0

2
0 0

3 321 1
4 9

vis
res

a n k
l La

Ψ 2(ω )cond
nk

2(ω )cond
res

( ) ( )π π= = +
2 2

0
0ω ωideal

res nk
n ka
l L

( ) ( )= − ⋅ +, 0 2
0 0

' 'cos ω
2ω ω

part nk nk
nk ideal nk

nk nk

A CT t t t

11(ω )lead
res = = 1n k



42

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 3  2023

ЛОГВИНОВ

амплитуды падает экспоненциально. Таким образом, резонанс возможен только на нескольких
первых частотах.

Зависимость общего решения (плотности) от продольной координаты  при  в мо-
мент  в вязком нетеплопроводном случае при различных частотах из резонансного спек-
тра показано на рис. 2. Видно, что наибольшей амплитуды плотность достигает на ведущей ча-
стоте . С другой стороны, решение для четной частоты  испытывает минимальные осцил-
ляции, незаметные в выбранном масштабе.

3. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

Перейдем к численному решению исходной нелинейной системы уравнений (1.1)–(1.8) дви-
жения вязкого сжимаемого теплопроводного газа в полной геометрии канала с пятью осцилли-
рующими секциями (рис. 1а). Основным методом интегрирования будет метод разделения по фи-
зическим процессам [10]. Интегрирование по времени разбивается на два этапа: на первом (невяз-
ком) этапе уравнения (1.1)–(1.6) решаются при отсутствии вязкости и теплопроводности, на
втором – учитывается действие этих диссипативных слагаемых на параметры, рассчитанные на
первом этапе.

При отсутствии вязкости и теплопроводности система (1.1)–(1.6) сводится к уравнениям га-
зовой динамики. Для их решения применялся другой вид метода расщепления – разделение по
направлениям – первый этап интегрирования также разбивался на два промежуточных подшага.
На первом подшаге в уравнениях газовой динамики остаются слагаемые, содержащие производ-
ные только по координате x, а на втором – только по координате y. Получившиеся уравнения ре-
шались по явным схемам первого порядка точности, основанным на представлении уравнений
в характеристической форме и исключающим возможные численные осцилляции.

На втором этапе рассматривается действие вязкости и теплопроводности на параметры, рас-
считанные на первом этапе. Разностные аналоги получившихся уравнений записываются с по-
мощью обычных неявных схем второго порядка точности, к которым применяется метод про-
гонки для трехдиагональных матриц вдоль оси . Отличия для различных уравнений заключают-
ся только в граничных условиях на стенках.

Расчетная область (прямоугольный канал)  разбивается на прямоугольные
ячейки: четыреста ячеек в направлении x ( ) и двести в направлении y ( ). Изна-
чально канал заполнен покоящейся жидкостью, давление и температура постоянны. В началь-
ный момент t = 0 давление на входе поднимается, одновременно начинаются осцилляции
стенок.

x = 0.05мy
= 0.2 ct
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Рис. 2. Зависимость плотности от координаты x в вязком нетеплопроводном случае при  м в момент
 c для различных частот из резонансного спектра.
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Важно отметить, что стенки во всех расчетах покоятся, а их влияние на течение идет через гра-
ничные условия (1.7а) и (1.7б). В качестве обоснования подобного подхода можно сказать, что
реальное движение стенок (осцилляции) покрывает меньшее расстояние, чем ширина одной
ячейки.

В качестве тестовых задач рассматривались стационарное течение Куэтта вязкой сжимаемой
теплопроводной жидкости и нестационарное течения Пуазейля несжимаемой и нетеплопровод-
ной жидкости. В обычных предположениях обе задачи допускают аналитические решения. Для
всех задач получено хорошее соответствие численных и аналитических результатов – ошибка со-
ставляла менее одного процента. Также проводилось исследование на сходимость по сетке. Обе
тестовые задачи рассчитывались на грубой ( ) и сгущенной сетках ( ,

). Распределения основных параметров (скорости, температуры) отличались менее чем
на один процент. Условие резонанса (2.11) оказывалось нечувствительно к конкретному виду
сетки.

Перейдем к результатам расчетов течения в канале с осциллирующими секциями. Все пять
секций имеют одинаковую длину  м, длина канала  м, ширина  м. В качестве
рабочей жидкости (газа) используем газ в пять раз более вязкий, чем воздух. Установление тече-
ния в рассматриваемых условиях происходит примерно за 60 с. Важность выхода на стационар-
ный режим заключается в следующем: мы должны четко показать, что кумулятивный резонанс-
ный эффект (рост) расхода в установившемся режиме при наличии осциллирующих секций су-
щественно превосходит установившийся расход в канале с покоящимися стенками.

Ключевыми безразмерными параметрами расчетов будут вибрационное число Рейнольдса и
число Маха. Числа Маха будут крайне малы M ~ 0.1, однако вибрационные числа Рейнольдса, со-
ответствующие резонансным режимам, оказываются достаточно большими . Основ-
ным размерным параметром, описывающим течение, будет массовый расход рабочего газа Q.
В качестве контрольного сечения выбиралось выходное сечение канала. Давление на выходе ка-
нала всегда остается атмосферным.

Отметим, что упрощенная аналитическая постановка разд. 2, в которой граничные усло-
вия (2.3) первого рода (типа Дирихле) только для плотности однородны, приводит к тому, что
наступление резонанса возможно на ведущей частоте  . Однако полная нелинейная по-
становка включает неоднородные граничные условия первого и второго рода (типа Неймана) по
разным параметрам (давлению, продольной скорости и температуре). В результате наступление
резонанса в расчетах становится возможным и на более низких частотах:   и 

.
Во всех проведенных расчетах резонанс наступал при частоте, соответствующей  ,

потому что она оказывалось самой низкой –  Гц. Заметим, что это значение представ-
ляется достаточно реалистичным для технических приложений. Усиление амплитуды на этой
частоте (назовем ее ведущей) оказывалось наиболее интенсивным. Кроме того, кумулятивный
резонанс (по истечении некоторого времени) наблюдался только на ведущей частоте .

При наличии осциллирующих секций все параметры течения начинают периодически ме-
няться вместе с осцилляциями. Однако, чем больше разница между частотой осцилляций стенок
и частотой резонанса, тем меньше амплитуда этих колебаний параметров. На рис. 3 и рис. 4 по-
казано поведение давления и температуры в обычном и резонансном режимах в момент  с.
Верхние и нижние секции осциллируют на одной частоте в синфазном режиме. Максимальная
амплитуда осцилляций поперечной скорости составила  м/с или примерно .

На рис. 3а и рис. 4а осцилляции стенок происходят на частоте из резонансного спектра ,
не приводящей к кумулятивному эффекту. Хорошо заметен периодический характер решения.
На рис. 3б и рис. 4б стенки осциллируют на ведущей частоте . Виден резкий рост давления по
центру канала, соответствующий результатам линейной теории (рис. 2). Жидкость разогревается
к середине канала, однако изменения температуры составляют не более градуса.

Главный результат, демонстрирующий многократное возрастание массового расхода, пока-
зан на рис. 5. Только на ведущей резонансной частоте  после некоторых “установившихся”
периодических изменений давления, плотности и температуры возникает кумулятивный резо-
нанс – резкое увеличение суммарного массового расхода (черная кривая). Видно, что кумуля-
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тивный резонанс происходит только на ведущей частоте примерно через минуту после начала
осцилляций. Расход для канала с покоящимися стенками к этому моменту уже вышел на устано-
вившийся режим. В околорезонансном случае  эффект уже значительно меньше или
вовсе отсутствует . Для более высоких частот резонансного спектра  и  расчеты
показывают, что разница по сравнению с отсутствием осцилляций практически не наблюдается.

На основе результатов по изменению массового расхода весь процесс можно разбить на три
стадии: периодические изменения основных параметров в соответствии с колебаниями стенок,
кумулятивный нелинейный резонанс – резкое увеличение суммарного массового расхода и по-
следняя стадия – демпфирования осцилляций вязкостью и теплопроводностью, так что массо-
вый постепенно расход выходит на стационарное значение.

Отметим, что изменения температуры даже в резонансном режиме являются ничтожными
(полградуса), что не приводит к существенному изменению вязкости и теплопроводности, кото-
рые остаются практически постоянными. Таким образом, кумулятивный эффект нарастания
расхода является следствием именно резонансного эффекта.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Основным результатом работы является обнаруженный на основе линеаризованных решений
и численного моделирования кумулятивный резонанс – значительное увеличение массового рас-

= 01ω 1.1ωres

= 01ω 0.9ωres
10ωres

11ωres

Рис. 3. Распределение давления в канале с пятью осциллирующими секциями при : (а) осцилляции сте-
нок не приводят к кумулятивному резонансу, частота ; (б) осцилляции стенок дают кумулятивный резо-
нанс на ведущей частоте .
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хода жидкости при заданном постоянном перепаде давления. Получено точное аналитическое
выражение для частоты резонанса в канале с осциллирующими стенками в случае идеальной
(невязкой и нетеплопроводной) жидкости. Учет вязкости и теплопроводности приводит к ее не-

Рис. 4. Распределение температуры в канале с пятью осциллирующими секциями при : (а) осцилляции
стенок не приводят к кумулятивному резонансу, частота ; (б) осцилляции стенок дают кумулятивный ре-
зонанс на ведущей частоте .
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Рис. 5. Зависимость среднего массового расхода на выходе канала от времени: 1 – покоящиеся стенки; 2 – ос-
цилляции секций на ведущей резонансной частоте; 3, 4 – осцилляции на “околорезонансных” частотах.
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значительному (менее чем на сотые доли процента) изменению. Однако амплитуда решения сра-
зу становится конечной.

Показано, что резонансная частота определяется геометрией канала (а именно, его шириной
и длиной), а также скоростью звука (зависящей только от температуры). Скорость звука опреде-
ляется степенью сжимаемости жидкости. Резонанс приводит к периодическим изменениям па-
раметров течения с максимально возможной амплитудой. Численные расчеты показали, что все-
го пяти осциллирующих секций достаточно для возникновения кумулятивного эффекта.

Основное, но далеко не единственное приложение полученных результатов – течение газа и
нефти в трубопроводах или воды в помповых насосах.
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Решены задачи о колебательном течении вязкоупругой несжимаемой жидкости в плоском
канале при заданном гармоническом колебании расхода жидкости. Определена передаточ-
ная функция (амплитудно-фазовой частотной характеристики). С помощью этой функции
определено влияние частоты колебаний ускорения и релаксационных свойств жидкости на
отношение касательного напряжения сдвига на стенке канала к средней скорости по сечению
канала. Показано, что вязкоупругие свойства жидкости, а также ее ускорение являются огра-
ничивающими факторами для использования квазистационарного подхода. Найденные
формулы для определения передаточной функции при течении вязкоупругой жидкости в не-
стационарном потоке позволяют определить диссипации механической энергии в нестацио-
нарном потоке среды, имеющие важные значения при расчете регулирования гидро-и пнев-
мосистем.

Ключевые слова: вязкоупругая жидкость, нестационарный поток, передаточная функция, ко-
лебательное течение, амплитуда, фаза
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ВВЕДЕНИЕ
Исследование колебательного течения вязкой и вязкоупругой жидкости в плоском и прямо-

угольном канале под действием гармонических колебаний расхода жидкости могут проводиться
в биологической механике, в частности для работы системы микрочипов [1]. Эти системы пред-
назначены для диагностики работы различных органов человека, а также адресной доставки к
ним лекарственных препаратов. Кроме этого, с целью обеспечения постоянного расхода жидко-
сти в медико-биологических установках часто используются пневматические микронасосы с пе-
риодическим вытеснением жидкости из свободных объемов [2]. В таких системах экономически
выгодной может быть установка с пульсирующим расходом. При транспортировке высоковяз-
кой и тяжелой нефти и нефтепродуктов на большие расстояния и циркуляции буровых раство-
ров в скважине, одной из важных задач является разработка эффективного метода снижения
гидравлического сопротивления потоков [3–5]. Используемые во всех перечисленных выше от-
раслях жидкости, как лекарственных препаратов, так и нефтепродуктов или буровых растворов,
обработанные высокомолекулярными полимерами могут быть отнесены к вязкоупругим жидко-
стям [3–5]. Как известно авторам, в настоящее время практически нет работ о влиянии пульса-
ций расхода на колебания коэффициентов гидравлического сопротивления и сопротивления
трения. Однако эти исследования имеют весьма важное значение для расчета градиента давле-
ния и других гидродинамических характеристик, занимающих особое место в проведении неко-
торых медико-биологических и других технологических исследований [1, 2]. Таким образом, не-
обходимо отметить важную роль исследований касательного напряжения сдвига на стенке при
колебательном течении вязкой и вязкоупругой жидкости, вместе с другими параметрами потока.

Наиболее упрощенный подход к теоретическому изучению колебательного потока вязкой
жидкости опирается на предположение, что вязкая жидкость – несжимаемая, движется лами-
нарно в бесконечно длинной цилиндрической трубе круглого сечения под действием, гармони-
чески изменяющим во времени градиента давления. Пульсирующие течения вязких несжимае-
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мых жидкостей в жесткой и упругой трубах исследованы в работах B.C. Громека [6, 7], в них он
определил скорости распространения пульсовой волны давления и их затухания. Затем вопросы
колебательного течения вязкой жидкости в трубе были исследованы в работе И.Б. Крендала [8],
который, решая задачи колебательного течения вязкой жидкости в круглой бесконечной трубе,
вывел формулы для профиля скорости, расхода жидкости и импеданса при распространении
синусоидальной волны давления. Спустя несколько лет П. Ламбосии [9] опубликовал свои вы-
воды того же профиля скорости и, помимо этого, вычислил вязкое сопротивление.
Дж.Р. Уомерсли [10] заново вывел решение П. Ламбосии. Его отличительные качественные ре-
зультаты заключались в том, что были обнаружены: во-первых, сдвиг фаз между колебаниями
давления и средней по сечению скорости и, во-вторых, образование немонотонного распределе-
ния профилей скорости.

Впервые влияние наложенных колебаний средней по сечению скорости при ламинарном те-
чении в трубе было изучено в экспериментальной работе [11]. Был получен так называемый
“ануллярный эффект” Ричардсона при относительно высоких частотах колебаний, возникаю-
щий максимум на профиле колеблющейся составляющей продольной скорости в узком присте-
ночном слое, толщина которого уменьшается с увеличением частоты колебаний. В остальной
части трубы жидкость колеблется как целое в соответствии с колебанием средней по сечению
скорости. Также проведены эксперименты на трубы внутренним диаметром 40 мм, в которой
поршнем создаются гармонические изменения расхода жидкости около нулевого значения [12].
На график нанесены точки, полученные с осциллограмм, на которых с помощью электротермо-
анимометра записывались местные скорости в различных точках сечения трубы. Из графиков
видно, что максимальные значения местных скоростей наблюдаются вблизи стенки. Эти экспе-
риментальные результаты хорошо согласуются с результатами указанного выше исследования.
Теоретически задача о ламинарном пульсирующем течении жидкости в трубе была решена в [12].
В работе [13] решение указанной задачи выполнялось аналогично [12], но при условии, что зада-
валось не гармоническое колебание средней по сечению скорости, а колебание градиента давле-
ния. Из аналитического решения уравнения движения для пульсирующего течения следует, что
при определенных числах Рейнольдса среднего во времени течения и относительно высоких ча-
стотах и амплитудах колебаний существует зона возвратных (реверсивных) течений вблизи стен-
ки, когда местная скорость направлена против среднего потока. Наличие этих зон подтверждено
в работе [14] экспериментально с очень хорошим совпадением теории и эксперимента. В ра-
боте [15] проведено аналогичное решение задачи о пульсирующем течении в плоском канале и в
цилиндрической трубе. Отмечено, что закономерности колебаний гидродинамических величин
для течения в плоском канале и в круглой цилиндрической трубе качественно совпадают.

Нестационарные пульсирующие течения вязкой жидкости в круглой цилиндрической трубе
бесконечной длины под действием гармонического изменяющего градиента давления исследо-
ваны в работе [16]. При помощи решения задачи получены расчетные формулы для распределе-
ния скорости и расхода жидкости. Численные расчеты показали, что в пульсирующем потоке
при меньших значениях безразмерной частоты колебаний скорость, расход и др. гидродинами-
ческие параметры из нулевого начального состояния устанавливаются медленно, сравнительно
при больших частотах колебаний и близки к параметрам непульсирующего потока. В осцилли-
рующем потоке при больших значениях частоты колебаний эти параметры устанавливаются
практически мгновенно.

Пульсирующие течения вязкой несжимаемой жидкости в прямоугольном канале исследова-
ны в работах [17, 18]. Задача решена методом конечных разностей. Определены оптимальные па-
раметры разностной схемы и получены данные по амплитуде и по фазе колебаний продольной
скорости, коэффициента гидравлического сопротивления и других параметров течения. При
низких частотах колебаний показано, что все гидродинамические параметры колеблются со-
гласно законам средней по сечению скорости. Для прямоугольных каналов с разной формой по-
перечного сечения (плоской, прямоугольной и круглой цилиндрической) в высокочастотном
колебании зависимости гидродинамические величины от безразмерной частоты колебаний име-
ют одинаковый характер. Также проанализировано влияние соотношения сторон прямоуголь-
ного канала на гидродинамику пульсирующего потока. В работе [19] рассматривалось колеба-
тельное течение в прямоугольном канале, где две противоположные стенки проницаемые. Как
указывается, решение этой задачи может быть полезно при описании течения крови в фибровых
мембранах, используемых для искусственных почек. Также авторами было получено аналитиче-
ское решение для развитого колеблющегося течения в треугольном [20] и в тороидальном [21]
каналах. В работе [21а] исследуется эволюция картины возмущений, наложенных на плоскопа-
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раллельное периодическое по времени ньютоновской вязкой жидкости в слое, одна из границ
которого совершает продольные гармонические колебания вдоль самой себя, а на другой грани-
це возможно проскальзывание материала с нулевым трением. На основе метода интегральных
соотношений, основанного на вариационных неравенствах для квадратичных функционалов и
развитого применительно к нестационарным течениям, выводятся достаточные интегральные
оценки экспоненциального затухания начальных возмущений.

Практический интерес предоставляет изучение пульсирующего течения вязкоупругой жид-
кости в плоском канале и в цилиндрической трубе под воздействием гармонических колебаний
градиента давления или при наложении на течение гармонических колебаний расхода жидкости.
Исследовано движение вязкоупругой жидкости по длинной трубе под действием колебательного
градиента давления [22]. Показаны отличительные особенности этого движения по сравнению с
соответствующим движением ньютоновской жидкости. Безынерционный колебательный поток
вязкоупругой жидкости в круглой бесконечной трубе под действием колебательного градиента
давления исследован в работе [23], в которой показано, что в осциллирующем потоке профили
продольной скорости симметричны и существует значительный фазовый сдвиг между градиен-
том давления и скоростью. В пульсирующих потоках фазовый сдвиг фактически отсутствовал, и
осевая скорость изменялась несимметрично относительно своего среднего за период колебания.
Ламинарные колебательные течения вязкоупругих жидкостей Максвелла и Олдройда-Б были
исследованы в работе [24], где демонстрируется много интересных особенностей отсутствующих
в потоках ньютоновских жидкостей. Результаты исследования [24] показывают, что в безынер-
ционном режиме,  свойства течения зависят от трех характерных длин, в частности длины

волны  и длины затухающих вязкоупругих сдвиговых волн , где  – кинематическая

вязкость;  – частота колебания, а также характерный поперечный размер системы a. В этой
связи они соответственно длине разделены на три шкалы и три независимые безразмерные груп-

пы:  (вязкость до времени релаксации), De (время релаксации до периода колебаний) и X (ко-

эффициент вязкости). Вместе с тем колебательные области течения разделены на две системы,

соответствующие “широкой”  и “узкой”  системы. В широких системах колеба-

ния ограничиваются околостеночными течениями, а в центральном ядре невязкой. В узких си-
стемах поперечные волны тоже пересекают всю систему и пересекают ее центр, что в конечном
итоге приводит к конструктивным резонансам, которые ведут к резкому увеличению амплитуды
профиля скорости. Проанализированы нестационарные течения вязкоупругой жидкости на мо-
дели Олдройда-Б в круглой бесконечной цилиндрической трубе под действием зависящего от
времени градиента давления в следующих случаях: а) градиент давления изменяется со временем
в соответствии с экспоненциальными законами; б) градиент давления изменяется по гармони-
ческим законам; в) градиент давления постоянный [25]. Во всех случаях получены формулы для
распределения скорости, расхода жидкости и других гидродинамических величин в пульсирую-
щем потоке.

На основе модели Максвелла рассмотрена задача нестационарного колебательного течения
вязкоупругой жидкости в круглой цилиндрической трубе [26]. Получены формулы для опреде-
ления динамических и частотных характеристик. С помощью численных экспериментов изуче-
но влияние частоты колебания и релаксационных свойств жидкости на касательное напряжение
сдвига на стенке. Показано, что вязкоупругие свойства жидкости, а также ее ускорение являются
ограничивающим факторами для использования квазистационарного подхода.

В последние десятилетия проблема электрокинетических явлений, в том числе электроосмос,
потенциал течений, электрофорез и седиментационый потенциал привлекли к себе большое
внимание и предоставили множество приложений в микро и наноканалах. В связи с этим в ра-
боте [27] исследовано электрокинетическое течение вязкоупругих жидкостей в плоском канале
под воздействием колебательного градиента давления. Предполагается, что движение жидкости
происходит ламинарно и однонаправленно, в этой связи движение жидкости находится в линей-
ном режиме. Поверхностные потенциалы считаются малыми, поэтому уравнение Пуассона-
Больцмана линеаризуется. В течении появляется резонансное поведение, где преобладает упру-
гое свойство жидкости Максвелла. Резонансное явление усиливает электрокинетический эф-
фект, и вместе с тем возрастает эффективность преобразования электрокинетической энергии.
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В перечисленных выше работах в основном исследуется поле скоростей жидкости при раз-
личных режимах изменения градиента давления. Изменение касательного и нормального напря-
жения, возникающее при движении колебательного потока, исследовано относительно мало.
В большинстве случаев в гидродинамических моделях нестационарных течений жидкости заме-
нялись последовательностью течений с квазистационарным распределением гидродинамиче-
ских величин. Однако структуры нестационарных течений отличаются от структуры стационар-
ных течений, и в таких случаях такая замена должна быть обоснованной в каждом конкретном
случае. В настоящее время вопрос правомерности исследования квазистационарных характери-
стик для определения поля касательных напряжений в нестационарных течениях вязкой и вяз-
коупругой жидкостей практически не решен. Естественно, что в таких условиях возникает необ-
ходимость использования гидродинамических моделей нестационарных процессов, учитываю-
щих изменение гидродинамических характеристик потока в зависимости от времени.

Следует отметить, что в общем случае гидродинамическая характеристика в трубопроводном
транспорте не может быть определена из характеристик, которые соответствуют условиям ста-
ционарного потока.

В данной работе исследуется колебательное течение вязкоупругой жидкости на модели Макс-
велла в плоском канале при наложении на течение гармонических колебаний расхода жидкости.
Определяется передаточная функция амплитудно-фазовых частотных характеристик (АФЧX).
С помощью этой функции изучается зависимость нестационарного касательного напряжения
сдвига на стенке от безразмерной частоты колебаний, ускорения и релаксационных свойств
жидкости.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И МЕТОД РЕШЕНИЯ
Рассмотрим задачи медленного колебательного течения вязкоупругой несжимаемой жидко-

сти между двумя неподвижными параллельными плоскостями, простирающимися в обе сторо-
ны до бесконечности. Обозначим расстояние между стенками через . Ось 0x проходит гори-
зонтально в средине канала вдоль потока. Ось 0y направлена перпендикулярно к оси 0x. Течение
вязкоупругой жидкости происходит симметрично по оси канала. Дифференциальное уравнение
движения вязкоупругой несжимаемой жидкости в напряжении имеет следующий вид [28, 30–32]

(1.1)

где  – продольная скорость;  – давление;  – плотность;  – динамическая вязкость;  – каса-
тельная напряжения;  – время.

Реологическое уравнение состояния жидкости принимается в виде уравнения Максвелла [29]

(1.2)

Здесь  – время релаксации. В (1.2) при  получаем закон вязкого трения Ньютона. Под-
ставляя (1.2) в уравнение движения (1.1) для скорости жидкости, получаем

(1.3)

Считаем, что колебательное течение вязкоупругой жидкости происходит за счет заданного
гармонического колебания расхода жидкости или продольной скорости осредненной по сече-
нию канала.

где  и  – амплитуды расхода жидкости и амплитуды продольной скорости осредненной по се-
чению канала. В данном случае предполагается, что на стенках канала удовлетворяются условия
прилипания, т.е. продольная скорость на стенках канала равна нулю. Тогда граничными услови-
ями будут:

(1.4)
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В силу линейности уравнение (1.1) продольной скорости, давление, касательное напряжение
на стенке можно записывать следующим образом

(1.5)
Подставляя выражения (1.5) в уравнение (1.3), получаем

(1.6)

Здесь .
Фундаментальными решениями уравнения (1.6) без правой части будут функции

а решение неоднородной части имеет постоянные

Таким образом, общее решение уравнения (1.6) имеет вид

(1.7)

Для определения постоянных коэффициентов C1 и C2 в (1.7) используем граничные условия (1.4)

(1.8)

Из (1.8) легко найти

В результате этого для определения скорости будем иметь

(1.9)

где  – колебательное число Уомерсли (безразмерная частота колебаний).

С помощью уравнения

(1.10)

(1.10) находим касательное напряжение сдвига на стенке

(1.11)

Теперь проинтегрирую обе части формулы (1.9) по переменной y в пределах от  до , найдем
формулы для расхода жидкости

(1.12)
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Учитывая формулу (1.12)  находим продольную скорость осредненной по сечению
канала

(1.13)

Здесь  можно записать в виде

Тогда формула (1.13) с учетом (1.11) приобретает вид

(1.14)

Используя формулу (1.14) определяем передаточную функцию  для касательного на-
пряжения на стенки, как

(1.15)

Из уравнения (1.14), учитывая (1.15), получаем

(1.16)

Передаточная функция (1.16) иногда называется амплитудно-фазовой частотной характери-
стикой (АФЧХ). Эта функция позволяет определить зависимость касательного напряжения на
стенке канала от времени при заданном законе изменения продольной скорости осредненной по
сечению канала. Как известно, в большинстве случаев при решениях нестационарных задач ис-
пользуется касательное напряжение на стенке, полученное при квазистационарном режиме те-
чения жидкости. В реальных случаях такие допущения правомерны, когда распределение мест-
ных скоростей по сечению потока имеет параболический закон распределения. В этом случае ка-
сательное напряжение сдвига на стенке канала колеблется в одной фазе с колебанием
осредненной продольной скорости по сечению канала.

В этом случае величину  можно вычислить по формуле  и вместо квазистаци-

онарного течения касательного напряжения сдвига на стенке , можно принять

(1.17)

Таким образом, соотношение (1.17) дает возможность поменять величину  на значение ,
только при условии, что действительное распределение местных скоростей по сечению потока
мало отличается от квазистационарного. Однако во многих случаях в нестационарном потоке
закон распределения местных скоростей существенно отличается от квазистационарного.
В большинстве работ [9–12, 17, 18, 23, 24] было показано, что при колебательном ламинарном те-
чении в цилиндрической трубе изменение местных скоростей в пристанных слоях опережает во
времени изменение местных скоростей в центральных слоях. Колебательный поток из-за изме-
нения закона распределения местных скоростей по сечению канала значения  в действитель-
ности существенно отличается от . В линейной модели нестационарного потока наиболее
полное представление о зависимости  от  можно получить с помощью передаточной функ-
ции (1.16).
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2. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ И АНАЛИЗОВ
Для определения зависимости касательного напряжения на стенке канала с продольной ско-

рости осредненной по сечению канала в нестационарном потоке используем передаточную
функцию (1.16). В связи с этим учитываем закон изменения продольной скорости осредненной
по сечению канала

(2.1)

где  – амплитуда продольной скорости осредненной по сечению канала. Используя фор-
мулы (2.1), можно определить зависимость касательного напряжения на стенке между продоль-
ной скорости осредненной по сечению канала. Вследствие использованных для нахождения ка-
сательного напряжения на стенке канала линейности уравнений (2.1) его значение также будет
гармоническим, но в общем случае содвинутым по фазе по отношению .

Таким образом, изменение касательного напряжения на стенке определяется следующим об-
разом:

(2.2)

где  – амплитуда касательного напряжения на стенке канала  – сдвиг фазы между величи-
ной τ1 и 

Используя соотношение

и учитывая, что

приведем уравнение (2.2) к виду

(2.3)

Величины  и  соответствуют действительной и мнимой частями переда-

точной функции (1.16), поэтому из (1.16) получаем

(2.4)

Здесь  – упругое число Деборы характеризует упругое свойства жидкости; χ =

= , .

Тогда (2.3) формула принимает вид

(2.5)

Здесь  – параметр характеризует ускорения жидкости;  и β – безразмерные вели-

чины, t размерные величины, поэтому ее нужно преобразовать к безразмерному виду, с помо-
щью преобразования

(2.6)
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Учитывая (1.17), (2.4) и (2.6) на (2.5), получим расчетные формулы

(2.7)

Здесь  и .

С помощью формулы (2.7) построены графики на рис. 1, показывающие изменение относи-
тельного касательного напряжения на стенке в нестационарном потоке в зависимости от безраз-
мерной частоты колебаний, когда число Деборы равняется нулю. Построенные графики на рис. 1

показывают, что  отношение  близко к единице, пока α0 меньше чем единица. Если α0

принимает большие значения, чем единица, то даже  отношение  становится больше

единицы и возрастает с увеличением безразмерной частоты колебаний. Это говорит о том, что
касательные напряжения на стенке канала при неустановившемся течении жидкости могут пре-
восходить свои квазистационарные значения даже в те моменты времени, когда ускорение жид-

кости равно нулю. Отношение увеличивается с увеличением параметра , что объясняется

изменением касательного напряжения на стенке, происходит с опережением по фазе по сравне-
нию средней по сечению скорости.

При течении вязкоупругой жидкости в плоском канале наблюдается существенное измене-
ние касательного напряжения на стенке в низких частотах колебании в зависимости от упругого
числа Деборы. В работе [24] было исследовано колебательное течение вязкоупругой жидкости в
плоском канале и в цилиндрической трубе, где область течения разделена на два класса, из кото-
рых  относится к “широкому” классу, а другая  к “узкому”. В “широких” классах ко-
лебательное течение жидкости ограничивается околостеночным течением, а в центральной ча-
сти невязкой. В “узких” системах поперечные волны пересекают всю область потока, что в ко-
нечном итоге приводит к резкому увеличению амплитуды профиля скорости и других
гидродинамических параметров, таких как касательное напряжение сдвига на стенке, расход
жидкости в зависимости от упругого числа Деборы. На основе формулы (2.7) построены графики
в рис. 2, 3 и 4; показывающие изменение касательного напряжения при колебательном потоке
вязкоупругой жидкости в плоском канале в зависимости от частоты колебаний и числа Деборы
соответственно .
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Рис. 1. Изменение отношения нестационарного касательного напряжения на стенке к квазистационарному ка-
сательному напряжению в зависимости от безразмерной частоты колебаний при различных значениях пара-
метра ускорения жидкости .
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Следует отметить, что все графики при течении вязкоупругой жидкости в плоском канале но-
сят колебательный характер. В рис. 2 представлено изменение отношения нестационарного ка-
сательного напряжения на стенке канала к квазистационарному касательному напряжению в за-
висимости от безразмерной частоты колебаний для случая . Следует отметить, что в
этом случае, в отличие от ньютоновского течения, наблюдается увеличение касательного напря-
жения в области околонулевого значения частоты колебания в зависимости от ускорения жид-
кости. Затем происходит постепенное уменьшение для , а для  увеличение

до значения  при больших значениях частоты колебания. Для случая  изменения

отношения нестационарного касательного напряжения на стенке канала к квазистационарному
касательному напряжению в зависимости от безразмерной частоты колебаний приведены в
рис. 3. В случае околонулевого значения частоты колебаний наблюдается уменьшение касатель-
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Рис. 2. Изменение отношения нестационарного касательного напряжения на стенке к квазистационарному ка-
сательному напряжению в зависимости от безразмерной частоты колебаний при различных значениях пара-
метра ускорения жидкости  и упругое число Деборы .
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Рис. 3. Изменение отношения нестационарного касательного напряжения на стенке к квазистационарному ка-
сательному напряжению в зависимости от безразмерной частоты колебаний при различных значениях пара-
метра ускорения жидкости  и упругое число Деборы .
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ного напряжения в зависимости от ускорения жидкости, а затем происходит увеличение до мак-
симума в области , потом постепенно асимптотически уменьшение до значения  =

= 1.5. Необходимо отметить, что в случае  при низких значениях частоты колебаний на-
блюдается резкое уменьшение касательного напряжения, кроме  случая. Это говорит о
том, что при больших значениях времени релаксации могут возникать обратные течения жидко-
сти при низких частотах колебаний. Затем с увеличением частоты колебания все кривые, пока-
зывающие изменения отношения нестационарного касательного напряжения на стенке канала,

с колебанием асимптотически приближается к значению  в зависимости от ускорения

жидкости (рис. 4).
Таким образом, рассмотренные особенности в изменениях касательного напряжения на

стенке при заданном гармоническом колебании расхода вызваны нарушением параболического
закона распределения местных скоростей по сечению канала. Расчеты показывают, что в при-
станном слое скорости изменяются синфазно с изменением касательного напряжения на стенке
вдоль канала, а в центральной части потока они остаются по фазе, с фазой касательного напря-
жения сдвига на стенке. С этой связи вязкоупругие свойства жидкости, а также ее ускорение яв-
ляются ограничивающими факторами для использования квазистационарного подхода. Кроме
того, найденные формулы для определения передаточной функции при течении вязкоупругой
жидкости в нестационарном потоке позволяют определить диссипации механической энергии в
нестационарном потоке среды, имеющие важные значения при регулировании гидро- и пневмо-
систем.

3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Решены задачи о колебательном течении вязкоупругой несжимаемой жидкости в плоском ка-

нале при заданном гармоническом колебании расхода жидкости. Определена передаточная
функция (амплитудно-фазовой частотной характеристики). С помощью этой функции опреде-
лено влияние частоты колебаний ускорения и релаксационных свойств жидкости на отношение
касательного напряжения сдвига на стенке канала к средней по сечению канала скорости. Рас-
четы показывают, что нестационарное касательное напряжение сдвига на стенке канала при те-
чении вязкоупругой жидкости увеличивается немонотонно с ускорением жидкой частицы при
низких частотах колебаний. Достигая максимального значения, затем уменьшаясь с ростом без-
размерной частоты колебаний, асимптотически приближается к значениям без ускоренного те-
чения с колебанием. Показано, что вязкоупругие свойства жидкости, а также ее ускорение явля-
ются ограничивающими факторами для использования квазистационарного подхода. Найден-
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Рис. 4. Изменение отношения нестационарного касательного напряжения на стенке к квазистационарному ка-
сательному напряжению в зависимости от безразмерной частоты колебаний при различных значениях пара-
метра ускорения жидкости  и упругое число Деборы .
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ные формулы для определения передаточной функции при течении вязкоупругой жидкости в
нестационарном потоке позволяют определить диссипации механической энергии в нестацио-
нарном потоке среды, имеющие немаловажные значения при расчете регулирования гидро- и
пневмосистем.
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Представлены новые (при числах Маха М = 3 и 3.5) и обобщающие (для чисел Маха от 2 до 4)
результаты экспериментальных исследований по влиянию малых углов атаки на ламинарно-
турбулентный переход в сверхзвуковом пограничном слое стреловидного крыла с углом
скольжения передней кромки 72°. Изменение угла атаки имело сильное влияние на числа
Рейнольдса перехода. Получено уменьшение числа Рейнольдса перехода с ростом числа Ма-
ха. Измерения проводились термоанемометром постоянного сопротивления по отработан-
ной процедуре для определения положения перехода. Впервые использован метод eN для чис-
ленной оценки чисел Рейнольдса перехода в сверхзвуковом пограничном слое стреловидного
крыла с углом скольжения передней кромки 72°. Расчеты нарастания амплитуд стационар-
ных и нестационарных мод поперечного течения в пограничном слое проводились по линей-
ной теории устойчивости в рамках полной системы уравнений Лиза-Линя. Численные ре-
зультаты говорят о том, что, по условиям экспериментов, ламинарно-турбулентный переход
в пограничном слое на модели стреловидного крыла определяется нарастанием стационар-
ных мод неустойчивости поперечного течения.

Ключевые слова: эксперимент, сверхзвуковой пограничный слой, стреловидное крыло, угол
атаки, угол скольжения, ламинарно-турбулентный переход, число Рейнольдса перехода, ли-
нейная теория устойчивости
DOI: 10.31857/S1024708422600919, EDN: TMSYIS

Исследования возникновения турбулентности и разработка на основе полученных данных
новых инженерных методов предсказания положения и управления ламинарно-турбулентным
переходом в пространственных пограничных слоях находятся в центре внимания специалистов
многих стран. Такие исследования имеют практический интерес, так как подобные течения ре-
ализуются при обтекании стреловидного крыла самолета. Сценарии ламинарно-турбулентного
перехода на стреловидных крыльях приведены в работах [1–4]. Отметим, что процесс возникно-
вения турбулентности в пограничном слое на стреловидных крыльях качественно отличается от
двумерного случая плоской пластины, где переход вызывает неустойчивость волн Толлмина-
Шлихтинга (ТШ). В трехмерном пограничном слое на стреловидном крыле кроме волн ТШ, не
существенно нарастающих из-за благоприятного градиента давления, также может возникать
неустойчивость поперечного течения, выраженная в виде роста вниз по потоку стационарных и
бегущих возмущений. Развитие всех этих возмущений и их относительная роль в процессе пере-
хода сильно зависят от условий обтекания модели [4, 5].

В связи с этим малое изменение угла атаки стреловидных крыльев может приводить к изме-
нению чисел Рейнольдса перехода. Рассмотрим результаты экспериментов [6], выполненных на
модели треугольного крыла с углом скольжения 77.1° при М = 3.5, что соответствовало режиму
обтекания с дозвуковой передней кромкой. С помощью визуализации на верхней поверхности
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модели получено, что при увеличении угла атаки от –2 до 3°ламинарно-турбулентный переход
смещается вверх по потоку. Заметим, что в следе за носиком треугольных крыльев существует
область неоднородного течения [7, 8], поэтому лучше рассматривать данные по переходу у боко-
вых кромок дельта крыла. В [6] показано, что в этом случае переход происходит параллельно бо-
ковой кромке модели. В работе [9] с помощью визуализации получены данные по переходу на
моделях крыла NACA64A008 с углами стреловидности 45 и 65° при М = 2 при изменении угла
атаки в диапазоне –4–4°.Реализованы случаи сверхзвуковой и дозвуковой передней кромки со-
ответственно. Получено, что увеличение угла атаки приводит к стабилизации течения, т.е. к уве-
личению числа Рейнольдса перехода.

В [10] использована модель тонкого крыла с двумя углами стреловидности при числе Маха 2.
Угол стреловидности крыла около фюзеляжа составлял 66 и 61.2° в его окончании. Угол атаки из-
менялся от –1.5 до +5.5°. Для положения поверхностных датчиков термоанемометра в 70% вдоль
размаха крыла получено монотонное увеличение числа Рейнольдса перехода от Retr ≈ 0.6 × 106 до
Retr ≈ 1.3 × 106 с ростом угла атаки. Однако для положения датчиков в 30% вдоль размаха крыла
зафиксирован максимум в распределении Retr(α) при угле атаки α = 1.73°. Незначительное изме-
нение угла атаки от этого значения приводило к существенному изменению положения перехода
вверх по потоку.

В работах [11, 12] впервые выполнено исследование влияния малых углов атаки на развитие
естественных возмущений в пограничном слое на стреловидном крыле со сверхзвуковой перед-
ней кромкой и проведено сравнение с результатами расчетов по линейной теории устойчивости.
В силу природы естественных пульсаций (случайной и не контролируемой по волновым харак-
теристикам) получено только качественное соответствие результатов расчета с данными экспе-
риментов. Выполнено сравнение полученных в эксперименте чисел Рейнольдса перехода для
различных углов атаки модели и расчетных зависимостей по продольной координате или по чис-
лу Рейнольдса значений N-фактора, полученных для наиболее сильно растущих волн. Показано,
что оценка положения ламинарно-турбулентного перехода на основании расчетов по методу eN

может проводиться и для пограничных слоев на моделях стреловидных крыльев, имеющих
сверхзвуковую переднюю кромку.

Экспериментальные результаты, рассмотренные в [11, 12], получены в сверхзвуковой аэродина-
мической трубе Т-325. Применялась модель крыла с углом скольжения передней кромки χ = 45° при
числе Маха М = 2. Это соответствует случаю сверхзвуковой передней кромки, а в [13] на стрело-
видном крыле с χ = 72° при М = 2, 2.5 (дозвуковая передняя кромка) и М = 4 (сверхзвуковая пе-
редняя кромка). Получено, что на обеих моделях крыла изменение угла атаки оказывает доста-
точно сильное влияние на число Рейнольдса перехода. Нам не удалось выполнить измерения,
рассмотренные в [13] при М = 4 в полном объеме. Были получены только две точки перехода по
углу атаки из-за методических проблем. Поэтому потребовались дополнительные данные при
М = 3 и 3.5, что обеспечивало переход режима обтекания передней кромки с дозвукового на
сверхзвуковой, что необходимо было для выполнения численного анализа результатов экспери-
ментов.

С одной стороны, состояние пограничного слоя лучше интерпретировать из измерений пуль-
саций в пограничном слое термоанемометром. С другой стороны, измерения перехода трубкой
полного напора на полированной поверхности модели практически нельзя проводить, переме-
щая ее вниз по потоку. Геометрия модели не плоская. Поэтому вопрос об отработке методики
определения ламинарно-турбулентного перехода в сверхзвуковом пограничном слое модели
крыла большой стреловидности термоанемометром при фиксированном положении датчика.
Это позволит отработать и другие методы измерения перехода в этом течении.

Очевиден интерес к экспериментальным данным о положении ламинарно-турбулентного пе-
рехода в пограничных слоях на стреловидных крыльях, полученных в малошумных условиях.
В сверхзвуковой аэродинамической трубе Т-325 ИТПМ СО РАН малошумные режимы реализу-
ются при числах Маха М = 2 и 2.5 [14]. При бóльших числах Маха шум существенно снижен и
реализуется стабилизация уровня фоновых возмущений при увеличении единичного числа Рей-
нольдса. Поэтому экспериментальные результаты могут использоваться при разработке инже-
нерных методов предсказания положения ламинарно-турбулентного перехода.

Данная работа является продолжением исследований по влиянию малых углов атаки на поло-
жение ламинарно-турбулентного слоя на стреловидных крыльях при сверхзвуковых скоростях
потока [11–13] и посвящена отработке методики определения ламинарно-турбулентного пере-
хода в сверхзвуковом пограничном слое термоанемометром на модели стреловидного крыла с
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χ = 72°при малых углах атаки. Новые данные позволили обобщить результаты по переходу, по-
лученные в Т-325на модели стреловидного крыла с χ = 72° при малых углах атаки и впервые вы-
полнить их сопоставление с расчетами по методу eN.

МЕТОДИКА ИССЛЕДОВАНИЙ
Эксперименты выполнены в сверхзвуковой аэродинамической трубе Т-325 Института теоре-

тической и прикладной механики СО РАН при числе Маха М = 3 и 3.5. Измерения проводились
на модели скользящего крыла с 3% профилем у основания с изменяемой длиной хорды по раз-
маху (хорда у основания – 498 и 200 мм в конце крыла). Угол скольжения передней кромки со-
ставляет 72 градуса, что при М = 3 соответствует случаю дозвуковой передней кромки, а при
М = 3.5 – случаю сверхзвуковой передней кромки. Измерения проводились на верхней поверх-
ности модели. Схема модели и область измерений приведены в работе [13].

Возмущения в потоке регистрировались термоанемометром постоянного сопротивления.
Датчик термоанемометра изготавливался из вольфрамовой нити диаметром 10 мкм и длиной
около 1.5–1.7 мм. Величина перегрева нити датчика устанавливалась 0.8. В этом случае измерен-
ные возмущения соответствовали пульсациям массового расхода [15]. Измерения пульсацион-
ных и средних характеристик потока проводились автоматизированной системой сбора данных.
Обработка экспериментальных данных проводилась при помощи быстрого преобразования Фу-
рье, определялись спектры мощности по полным осциллограммам. Более подробно постановка
эксперимента, автоматизированная система сбора данных, процедура обработки данных и мето-
дика определения среднеквадратичных значений пульсаций массового расхода m' описаны
в [15]. В результате измерений определялась зависимость амплитуды возмущений от числа Рей-
нольдса Rex = Re1 × x. Принято связывать максимум в распределении пульсаций массового рас-
хода с положением ламинарно-турбулентного перехода.

Для условий экспериментов на крыле с углом стреловидности передней кромки72 градуса
проведены расчеты среднего течения в сверхзвуковом пограничном слое и расчеты по линейной
теории гидродинамической устойчивости (ЛТУ). Численные результаты получены для всех чи-
сел Маха. Была реализована стандартная процедура: сначала расчет среднего течения в пакете
Ansys Fluent, а затем расчет диаграмм по линейной теории устойчивости в рамках полной системы
Лиза-Линя [16] для условий экспериментов, выполненных в аэродинамической трубе Т-325.
Для расчетов среднего течения в пограничном слое на крыле построена его геометрия (по изме-
рениям размеров реальной модели) и выполнено численное моделирование сжимаемого тече-
ния путем интегрирования полных трехмерных (3D) уравнений движения вязкого теплопровод-
ного газа. Реализуемый подход и некоторые результаты расчетов среднего течения приведены
в [17]. В рамках линейной задачи устойчивости поле потока в сжимаемом пограничном слое бы-
ло представлено в виде суммы среднего движения и малого возмущения. В настоящей работе
рассматривается пространственная задача устойчивости, в которой частота считается вещественной
величиной, а продольное волновое число – комплексным. При проведении анализа устойчиво-
сти течения в пограничном слое скользящего крыла в локально-параллельном приближении
обычно используется предположение о том, что локализованные возмущения растут по ампли-
туде в направлении внешнего течения x, а периодические по трансверсальному направлению
возмущения нарастают по хорде s [18]. Подробно процедура расчетов описана в работе [19].

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ
Выполнено экспериментальное исследование влияния угла атаки на положение ламинарно-

турбулентного перехода в трехмерном сверхзвуковом пограничном слое на модели стреловидно-
го крыла с углом скольжения 72° при М = 3 и 3.5. Предварительно были проведены методические
испытания для отработки процедуры измерения. Получены кривые нарастания (зависимости
интегральных среднеквадратичных пульсаций массового расхода от числа Рейнольдса Rex =
= Re1 × x, где x – продольная координата). Измерены профили пульсаций и определены поло-
жения ламинарно-турбулентного перехода для нескольких значений угла атаки. В анализе ре-
зультатов экспериментов использовались амплитудно-частотные спектры и статистические рас-
пределения пульсаций в сверхзвуковом пограничном слое на модели стреловидного крыла. Из-
мерения положения перехода выполнялись при фиксированном положении датчика, а значение
единичного числа Рейнольдса Re1 монотонно увеличивалось до значений, при которых положе-
ние перехода можно было зафиксировать по максимуму уровня пульсаций на диаграмме, отоб-
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ражаемой в темпе эксперимента на экране персонального компьютера. Диаграммы нарастания
возмущений получены при z = 60 мм для следующих значений угла атаки α и расстояний от пе-
редней кромки модели x: М = 3 α = –0.75°, x = 80 мм; α = –0.75°, x = 70 мм; α = 0°, x = 80 мм;
α = 0.45°, x = 80 мм; М = 3.5 α = –0.8°, x = 50 мм; α = 0°, x = 55 мм; α = 0.45°, x = 70 мм; α = 0.45°,
x = 80 мм. Результаты измерений представлены на рис. 1 для чисел Маха М = 3 (а) и 3.5 (б).

По данным, представленным на рис. 1, были получены числа Рейнольдса перехода Retr, соот-
ветствующие максимумам в зависимостях среднеквадратичных пульсаций от числа Рейнольдса
m' (Rex). На рис. 2 показаны зависимости числа Рейнольдса перехода Retr от угла атаки α на мо-
дели крыла с χ = 72° при М = 3 и 3.5. Кривые нарастания и зависимости Retr(α) для М = 2, 2.5 и
4 были получены в [13] и так же представлены на рис. 2. Для сравнения на этом же графике пред-
ставлены результаты измерений, выполненных на модели с углом скольжения передней кромки
χ = 45° при М = 2, взятые из [12].

Результаты для модели крыла с χ = 45° взяты из [12], а данные для χ = 72° при М = 2, 2.5 и 4
из [13].

Из сравнения данных, полученных при М = 2 на разных моделях, видно, что ламинарно-тур-
булентный переход в сверхзвуковом пограничном слое стреловидного крыла с дозвуковой пе-
редней кромкой наступает при меньших числах Рейнольдса, чем на модели со сверхзвуковой пе-
редней кромкой. Этот результат получен при одних и тех же параметрах внешнего потока. Изме-
нение угла атаки более интенсивно влияет на ламинарно-турбулентный переход в пограничном
слое скользящего крыла с дозвуковой передней кромкой, в отличие от модели крыла со сверх-
звуковой передней кромкой. Например, на модели крыла с углом скольжения χ = 72° при изме-
нении угла атаки приблизительно от –1° до 0.3° происходит увеличение числа Рейнольдса пере-
хода Retr от 0.9 × 106 до 1.8 × 106 с ростом угла атаки, а на модели с χ = 45°при изменении угла
атаки приблизительно от –2° до 2.5° происходит увеличение Retr от 1.4 × 106 до 2.4 × 106 с ростом
угла атаки. При числах Маха М = 2.5 и 3 изменение угла атаки приблизительно от –1° до 0.5° при-
водит к увеличению числа Рейнольдса перехода от 0.7 × 106 до 1.4 × 106 с ростом угла атаки.
Получена незначительная дестабилизация течения при М = 2.5 и ламинарно-турбулентный пе-
реход наступает раньше (приблизительно на 10–20%) по сравнению с М = 2. При числе М = 3.5
изменение угла атаки α от –0.8 до 0.45° приводит к увеличению числа Рейнольдса перехода от
0.7 × 106 до 1.0 × 106, а при М = 4 изменение α от 0 до приблизительно 0.5° приводит к росту числа
Retr от 0.7 × 106 до 0.8 × 106. Уменьшение числа Рейнольдса перехода с ростом числа Маха, зафик-
сированное для модели крыла с углом стреловидности χ = 72°, хорошо согласуется с данными
для модели крыла с χ = 45° без угла атаки [20]. Для разных аэродинамических установок зависи-
мости числа Рейнольдса перехода от числа Маха могут иметь различный вид, что обусловлено их

Рис. 1. Зависимости величины среднеквадратичных пульсаций массового расхода от числа Рейнольдса при
x = const, z = 60 мм: (а) – М = 3; α = –0.75°, x = 80 мм –1; α = –0.75°, x = 70 мм –2; α = 0, x = 80 мм –3; α = 0.45°,
x = 80 мм –4, (б) – М = 3.5; α = –0.8°, x = 50 мм –1; α = 0, x = 55 мм –2;α = 0.45°, x = 80 мм –3; α = 0.45°,
x = 70 мм –4.
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конструктивными особенностями, к которым, как минимум, можно отнести однородность тече-
ния и уровень шума в рабочей части, а также ее размеры [21].

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ

Для условий экспериментов проводились расчеты среднего течения в сверхзвуковом погра-
ничном слое на модели крыла, а также анализ его устойчивости в рамках линейной теории. Рас-
четы устойчивости пограничного слоя на модели скользящего крыла выполнялись для различ-
ных значений числа Маха 2 ≤ M ≤ 4 и единичного числа Рейнольдса Re1 при величине темпера-
туры торможения потока T0 = 293 K. Учитывались углы атаки α установки модели. Параметры
всех рассчитанных вариантов сведены ниже в табл. 1. В столбцах приводятся число Маха набега-
ющего потока M, статическая температура потока, угол атаки модели α, статическое давление P,
значение единичного числа Рейнольдса Re1, экспериментально определенное значение числа
Рейнольдса перехода Retr = Re1 × xtr. Максимальная скорость пространственного нарастания мо-
ды неустойчивости поперечного течения  рассчитывалась для  мм.

Профили среднего течения в пограничном слое, полученные в результате 3D численного мо-
делирования в Ansys Fluent вдоль линии симметрии расчетной области, аппроксимировались
при помощи сглаживающего сплайна. Затем проводился анализ устойчивости рассматриваемого
течения на основе линейной теории устойчивости (ЛТУ). Отметим, что расчетная сетка дает до-
статочно хорошее разрешение: на толщину пограничного слоя приходилось от 30 (  мм) до
140 (  мм) узлов сетки. В [17] приведена постановка задачи и рассчитаны профили про-
дольной  и трансверсальной  компонент скорости среднего течения, а также
профили температуры  для чисел Маха М = 2 и 2.5 при нулевом угле атаки. В данной ра-
боте проведены расчеты для чисел Маха М = 2, 2.5, 3, 3.5 и 4 и всех углов атаки, которые приве-
дены в табл. 1. При этом использовалась модифицированная постановка процедуры расчетов в
плане выбора сеток, верифицированная на известных данных и оптимизированная для сокра-
щения расчетного времени.

В качестве примера на рис. 3 приведены кривые нарастания амплитуд возмущений наиболее
быстро растущих стационарных (f = 0) вихрей неустойчивости поперечного течения в зависимо-
сти от Rex = Re1 × x, рассчитанные для случая М = 2, χ = 72°. Аналогичные расчеты выполнены
для всех вариантов из табл. 1, т.е. чисел Маха, углов атаки.

Видно, что в выбранных координатах быстрее всего нарастает амплитуда вихрей при отрица-
тельном угле атаки (кривая 1), где в эксперименте именно для отрицательного угла атаки полу-

( )
β

−α = −α,max , *
maxi if

= 50x

= 10x
= 140x

( )=U U y ( )=W W y
( )=T T y

Рис. 2. Зависимости числа Рейнольдса перехода от угла атаки для различных чисел Маха.
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чено наименьшее значение числа Рейнольдса перехода Retr. В целом поведение расчетных кри-
вых 1, 2, 3 на рис. 3 качественно согласуется с увеличением Retr при увеличении угла атаки.

На рис. 4, как пример выполненных расчетов, приведены диаграммы устойчивости погранич-
ного слоя в виде изолиний размерных скоростей пространственного роста –αi [м–1], рассчитан-
ных для значения продольной координаты (расстояния от передней кромки модели) x = 50 мм.
Данные представлены для тех же параметров потока и углов атаки, как и на рис. 3. Указанные
изолинии приведены на плоскости: безразмерное трансверсальное волновое число β – размер-
ная частота f [кГц]: –αi = –αi (β, f). На диаграммах приводится только область β > 0, соответству-
ющая наиболее неустойчивым возмущениям моды поперечного течения, распространяющимся
против направления вторичного течения. Видно, что при различных углах атаки α (рис. 4 а,б,в)
область неустойчивости занимает диапазон частот 0 ≤ f < 140 кГц и находится в диапазоне транс-
версальных волновых чисел 0 < β < 2. Расчеты диаграмм устойчивости были проведены для всех
вариантов в табл. 1. Все диаграммы выглядят аналогично приведенным на рис. 4. Наблюдается

Таблица 1

№ M , K P∞, Па  
м–1

, м–1

1
2 164

–1 9240 9 0.90 104
2 0 15600 15.3 1.53 107
3 0.3 18024 17.6 1.76 121
4

2.5 131
–0.46 6000 10 0.91 77

5 0 6600 11 0.99 81
6 0.46 6600 11 1.45 82
7

3 103
–0.75

5400 13
0.81 71

8 0 1.12 76
9 0.45 1.42 80

10 3.5 86 0 2500 11 0.7 73
11

4 70
0 1420 10 0.75 62

12 0.46 1280 9 0.83 56

∞T φ°
−

∞× 6
1Re 10 −× 6

,Re 10x tr −α ,maxi

Рис. 3. Кривые нарастания амплитуд возмущений стационарных (f = 0) вихрей неустойчивости поперечного
течения, рассчитанные по методу eN для М = 2, χ = 72°, где: 1 – α = –1°, 2 – α = 0°, 3 – α = 0.3°.
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количественное уменьшение максимальных скоростей пространственного роста возмущений
при увеличении числа Маха. Их величины приводятся в табл. 1.

Положение максимума инкремента моды неустойчивости поперечного течения выделено на
диаграммах рис. 4, и для случая М = 2, α = 0 (рис. 4б) имеет величину –αi,max ≈ 107 м–1. Оно нахо-
дится на частоте fmax ≈ 36 кГц и βmax ≈ 0.8 рад/мм. Рассмотрим увеличение угла атаки установки
модели крыла от отрицательных значений к положительным (рис. 4а → рис. 4в).Видно, что это
увеличение приводит к некоторому увеличению максимальных локальных скоростей роста воз-
мущений –αi, max . Отметим также, что стационарные (f = 0) вихри неустойчивости поперечного
течения, расположенные на оси абсцисс рис. 3а,б,в, имеют максимальные инкременты –iαi, 0, max <
< 30 м–1. Это значительно меньше, чем скорости роста –αi,max нестационарных (f > 0) мод. В та-
ком случае можно было бы ожидать, что переход на стреловидном крыле, вызываемый неустой-
чивостью поперечного течения, будет определяться усилением нестационарных высокочастот-
ных пульсаций. Сопоставим полученные в эксперименте при М = 2 на стреловидном крыле с уг-
лом скольжения χ = 72° зависимости числа Рейнольдса перехода от угла атаки модели (рис. 2) с
результатами расчетов по линейной теории устойчивости нарастания стационарных (f = 0) вих-
рей (рис. 3) и нестационарных высокочастотных пульсаций поперечного течения. Это позволяет
сделать вывод, что в данном случае переход определяется усилением стационарной моды. Такое
несоответствие выводов теории и эксперимента объясняется нелинейностью процессов, наблю-
даемых в эксперименте. Так, в [19] теоретически изучена линейная стадия неустойчивости попе-
речного течения и проведено сравнение теории с экспериментами [22], выполненными при М = 2 на
крыле с 7.8% чечевицеобразным профилем и углом скольжения передней кромки 40°. Показано,
что хорошо согласуются теоретические данные с результатами экспериментов, полученными
для поперечных масштабов неустойчивых вихрей вторичного течения. Однако рассчитанные
инкременты нарастания возмущений приблизительно в 2 раза выше полученных в результате об-
работки экспериментальных данных. Это различие объясняется нелинейностью процессов, на-
блюдаемых в эксперименте. В работе [11] также приводятся результаты сравнения эксперимен-

Рис. 4. Диаграммы устойчивости пограничного слоя на модели стреловидного крыла: –αi [м–1], рассчитанных
для значения продольной координаты (расстояния от передней кромки модели) x = 50 мм для М = 2, χ = 72°,
где: (а) – α = –1°, (б) – α = 0°, (в) – α = 0.3°.
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тальных степеней нарастания с результатами расчетов для различных углов атаки. Получено хо-
рошее согласование экспериментальных и теоретических данных для нулевого угла атаки. В то
же время такого согласования для углов атаки ±1°достигнуто не было. Теоретические значения
степеней нарастания приблизительно более чем в 2 раза выше экспериментальных. Отметим, что
в работе [23] показано, что на модели стреловидного крыла с χ = 45° при М = 2 и Re1 = 5 × 106 м–1

нелинейные процессы наблюдаются при Rex ≥ 0.6 × 106 в случае естественных возмущений. Экс-
периментальные данные для нулевого угла атаки получены для Rex в диапазоне 0.3 × 106–0.6 × 106,
следовательно, для линейной области развития возмущений. А экспериментальные данные для
углов атаки ±1° в области нелинейного развития (0.6 × 106 < Rex < 1.1 × 106).Нелинейные процес-
сы в трехмерном пограничном слое на скользящем крыле вызывают механизм вторичной не-
устойчивости, что и приводит к раннему переходу.

На рис. 5 приводятся рассчитанные в соответствии с методом  кривые нарастания амплитуд
возмущений наиболее быстро растущих стационарных (f = 0) вихрей неустойчивости попереч-
ного течения в зависимости от Rex на стреловидном крыле с χ = 72° для различных чисел Маха и
углов атаки. Здесь кривая 1 – М = 2, α = –1°, 2 – М = 2, α = 0, 3 – М = 2, α = 0.3°, 4 – М = 2.5,
α = –0.46°, 5 – М = 2.5, α = 0, 6 – М = 2.5,α = 0.46°, 7 – М = 3, α = –0.75°, 8 – М = 3, α = 0, 9 –
М = 3, α = 0.45°, 10 – М = 3.5, α = 0, 11 – М = 4, α = 0, 12 – М = 4, α = 0.46°.

Сравнение приведенных зависимостей показывает, что увеличение угла атаки от значений
отрицательных к значениям положительным приводит к тому, что стационарные вихри начина-
ют свой рост ниже по течению и растут медленнее. Увеличение числа Маха набегающего потока
приводит к противоположному результату – более ранней потере устойчивости и более быстро-
му росту амплитуды вихрей (результаты 2, 5, 8, 10, 11 на рис. 5). Таким образом, данные, пред-
ставленные на рис. 5, обобщают заключение, сделанное на основании данных, приведенных на
рис. 2, 3, 4 для всех значений числа Маха, рассмотренных в рамках настоящей работы. Можно
сделать вывод об определяющей роли стационарных возмущений в процессе ламинарно-турбу-
лентного перехода на модели стреловидного крыла с углом скольжения передней кромки 72° в
условиях выполненных экспериментов.

Ne

Рис. 5. Степени нарастания амплитуд возмущений стационарных (f = 0) вихрей неустойчивости поперечного
течения, рассчитанные по методу eN, где номер кривой соответствует номеру варианта из табл. 1.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проведены экспериментальные исследования о влиянии малых углов атаки на ламинарно-

турбулентный переход в сверхзвуковом пограничном слое стреловидного крыла с углом сколь-
жения передней кромки 72°. При числах Маха М = 3 и 3.5 представлены новые, а для чисел Маха
от 2 до 4 – обобщающие результаты. Измерения проводились термоанемометром постоянного
сопротивления. Разработана процедура для определения положения перехода. Изменение угла
атаки оказывает сильное влияние на число Рейнольдса перехода для всех чисел Маха. Увеличе-
ние числа Маха приводило к уменьшению числа Рейнольдса перехода. Показано, что ламинар-
но-турбулентный переход в пограничном слое на крыле с дозвуковой передней кромкой более
чувствителен к изменению угла атаки по сравнению со случаем обтекания модели крыла со
сверхзвуковой передней кромкой. В последнем случае наблюдается корреляция результатов для
моделей с χ = 45° (M = 2) и с χ = 72°(M = 3.5, 4). Данные по влиянию малых углов атаки на числа
Рейнольдса перехода для каждого числа Маха получены при одних и тех же условиях по уровню
шума в рабочей части сверхзвуковой аэродинамической трубы Т-325.

Для условий экспериментов на крыле с углом стреловидности передней кромки 72 градуса
проведены расчеты среднего течения в сверхзвуковом пограничном слое и расчеты по линейной
теории гидродинамической устойчивости. Впервые использован метод eN для численной оценки
чисел Рейнольдса перехода в сверхзвуковом пограничном слое стреловидного крыла с углом
скольжения передней кромки 72°. Расчеты нарастания амплитуд стационарных и нестационар-
ных мод поперечного течения в пограничном слое проводились по линейной теории устойчиво-
сти в рамках полной системы уравнений Лиза-Линя. Показано, что быстрее всего нарастает ам-
плитуда вихрей при отрицательном угле атаки. С увеличением угла атаки степень нарастания
стационарных возмущений падает. Для нулевого угла в зависимости от числа Маха получено, что
стационарные моды возмущений более устойчивы при числе Маха2, а с увеличением числа Маха
степень нарастания увеличивается. Анализ этих данных и полученных в экспериментах чисел
Рейнольдса перехода позволяет сделать вывод об определяющей роли стационарных возмуще-
ний в процессе ламинарно-турбулентного перехода на модели стреловидного крыла с углом
скольжения передней кромки 72° в условиях выполненных экспериментов.
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Представлены результаты исследования устойчивости пограничного слоя на плоской пла-
стине с участком выдува/отсоса газа через стенку по нормали к поверхности при большом
сверхзвуковом числе Маха набегающего потока. Численное моделирование ламинарного об-
текания пластины с участком распределенного выдува/отсоса фиксированной интенсивности
производится с помощью интегрирования уравнений Навье–Стокса. Неустойчивые возмуще-
ния в искаженном выдувом/отсосом пограничном слое анализируются в рамках линейной тео-
рии устойчивости и метода eN для течений сжимаемого газа. Рассмотрены высокочастотные
возмущения, относящиеся к плоской второй моде пограничного слоя, наиболее неустойчи-
вые при высоких скоростях. Показано, что выдув/отсос газа приводит к немонотонному из-
менению инкрементов роста возмущений с появлением областей стабилизации/дестабили-
зации по сравнению со случаем без выдува/отсоса.

Ключевые слова: сверхзвуковые течения, выдув, отсос, линейная теория устойчивости
DOI: 10.31857/S0568528122600588, EDN: NTEPQJ

Одним из способов управления устойчивостью пограничного слоя является организация
участков выдува/отсоса газа через проницаемую поверхность [1]. В естественных условиях (низ-
кий фон турбулентности в набегающем потоке, отсутствие значительной шероховатости) в плос-
ком дозвуковом пограничном слое доминирующим типом неустойчивостей являются волны
Толлмина–Шлихтинга. Известно, что нарастание возмущений данного типа неустойчивостей в
пограничном слое эффективно подавляется при помощи отсоса пограничного слоя [2]. Оказы-
вается, что при достаточной интенсивности отсоса можно полностью подавить развитие возму-
щений типа волн Толлмина–Шлихтинга. При сверхзвуковых скоростях набегающего потока
возможно появление новых неустойчивых мод пограничного слоя. Например, для течений с
M > 4 появляется так называемая вторая мода возмущений (волны Мэка) [3]. С увеличением
числа Маха набегающего потока возмущения второй моды могут становиться доминирующим
типом неустойчивости пограничного слоя и вызывать ламинарно-турбулентный переход. Воз-
мущения второй моды имеют акустическую природу (иногда такие возмущениях называют “за-
пертой акустической волной”). В отличие от возмущений первой моды, которые являются ана-
логом волн Толлмина–Шлихтинга при сверхзвуковых скоростях течения и связаны с обобщен-
ной точкой перегиба внутри пограничного слоя, волны Мэка не зависят от обобщенной точки
перегиба. Кроме того, акустическая природа возмущений второй моды приводит к значительно
большей чувствительности инкрементов роста к изменению толщины пограничного слоя.

В настоящее время достаточно подробно изучено влияние таких факторов, как температура
стенки, продольный градиент давления, выдув/отсос пограничного слоя на локальные характе-
ристики волн неустойчивостей в сверхзвуковых пограничных слоях. Обзор данных эффектов
представлен в работе [4]. Так, охлаждение стенки приводит к стабилизации возмущений первой
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моды и дестабилизации возмущений второй моды. Благоприятный ( ) градиент давле-
ния оказывает стабилизирующее влияние для всех типов возмущения. Отсос пограничного слоя
также приводит к уменьшению инкрементов роста.

В работах [5, 6] исследовалось влияние отсоса пограничного слоя на характеристики неустой-
чивых волн в сверхзвуковых пограничных слоях. Расчеты производились в фиксированной
точке (при заданном числе Рейнольдса) и исследовалось влияние отсоса на широкий диапазон
частот неустойчивостей. Однако физическое усиление возмущений в пограничном слое имеет
интегральный характер, и необходимо оценивать влияние указанных факторов на всем протяже-
нии области неустойчивости для рассматриваемых возмущений. При этом сама область инте-
грального усиления (кривая нейтральной устойчивости) также может изменяться. В работе [7]
при числе Маха M = 1.8 численно исследовалась устойчивость пограничного слоя на пластине с
небольшим притуплением передней кромки при помощи линейной теории устойчивости и пря-
мого численного моделирования. Производились расчеты при помощи eN метода. Полученные
распределения огибающих N-факторов свидетельствовали о возможном немонотонном влия-
нии распределенного отсоса на огибающие кривых усиления.

В данной работе проводятся исследования устойчивости для сверхзвукового обтекания плос-
кой пластины при числе Маха  с участком выдува/отсоса различных интенсивностей.
В рамках линейной теории устойчивости и метода eN произведены расчеты инкрементов роста
неустойчивых волн второй моды (волн Мэка), а также интегральное усиление возмущений в за-
висимости от интенсивности отсоса. Показано, что наличие участка выдува/отсоса газа приво-
дит к немонотонному изменению огибающих кривых усиления неустойчивых мод. В частности,
существуют режимы выдува газа, приводящие к стабилизации пограничного слоя, что может ис-
пользоваться для ламинаризации обтекания.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ

Моделирование ламинарного течения около пластины выполняется путем решения уравне-
ний Навье–Стокса для идеального сжимаемого газа. В настоящей работе рассматривается плос-
кая пластина под нулевыми углами атаки и скольжения. Применяется двумерная формулировка
уравнений в консервативной безразмерной форме. Координаты нормируются на характерную
длину ; зависимые переменные  – на соответствующие значения в набегающем потоке

, а давление p – на удвоенный скоростной напор . Здесь и далее верхний индекс *
означает размерные величины.

Уравнения Навье–Стокса интегрируются с помощью авторского пакета расчетных про-
грамм [8], который реализует неявный метод конечного объема сквозного счета с аппроксима-
цией второго порядка по пространству и времени. Используется TVD-схема с приближенным
решателем задачи распада разрыва методом Роу. Реконструкция зависимых переменных на гра-
ницах ячеек сетки выполняется с использованием подхода WENO3, который эффективно дает
аппроксимацию по пространству конвективных слагаемых третьего порядка.

Характеристики устойчивости пограничного слоя исследуются в рамках линейной теории
устойчивости и eN метода с использованием авторского кода [9]. Рассматривается усиление не-
устойчивых волн второй моды (моды Мэка), распространяющихся в пограничном слое, полу-
ченном при решении уравнений Навье–Стокса. В рамках локально-параллельного приближе-
ния рассматриваются возмущения газодинамических величин вида .
Здесь  – комплексное волновое число, получающееся в результате численного инте-
грирования однородной краевой задачи на собственные значения;  зависит от круговой
частоты волны  и продольной координаты  как от параметра. В настоящей работе изучаются
только плоские волны второй моды Мэка с поперечным волновым числом , которые доми-
нируют (имеют наибольшее интегральное усиление) над другими типами неустойчивых мод на
рассматриваемом режиме течения [10]. Если , то амплитуда волны растет вниз по потоку с
инкрементом , а ее интегральное усиление характеризуется N-фактором N(ω; x) =

= , где x0 – точка потери устойчивости, лежащая на нижней ветви нейтральной

кривой.

</ 0dp dx

∞ =M 6.0
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Выдув/отсос пограничного слоя через стенку моделируется на конечном участке, а интенсив-
ность задается коэффициентом отсоса , где . В данной работе
в качестве масштаба длины используется величина L = 1 м (в этом случае размерная длина пла-
стины и длина расчетной области также равны 1 м). Положительные значения коэффициента 
соответствуют выдуву газа по нормали от стенки внутрь пограничного слоя, отрицательные зна-
чения соответствуют отсосу газа из пограничного слоя внутрь стенки. Выдув/отсос газа задается
в области , , , что соответствует положению профилированного участ-
ка на модели волнообразной пластины в экспериментах [10] (параметры течения в данной работе
согласуются с условиями в аэродинамической трубе [10], так как в будущем планируется произве-
сти эксперименты, подтверждающие результаты расчетов настоящей работы). Выход на постоян-
ное значение коэффициента  происходит плавно в достаточно узких областях  и

 по формуле , где D = 0.04 – протяженность переходных
областей, . Расчеты производятся для случаев постоянного коэффициента отсоса

. Отметим, что фиксированное значение  сохраняет автомодель-
ность профилей среднего течения [10]. В данной работе производились расчеты для чисел Рей-
нольдса по длине пластины . Для выбранного режима течения реализуются харак-
терные N-факторы , что соответствует критическим значениям для начала ламинарно-
турбулентного перехода в естественных условиях полета в атмосфере [4].

Рассматривается сверхзвуковое обтекание острой плоской пластины под нулевыми углами
атаки и скольжения при числе Маха набегающего потока , показателе адиабаты ,
постоянном числе Прандтля  и статической температуре набегающего потока  =
= 43.14 К. Поверхность пластины изотермическая с температурой  К ( ). Эти па-
раметры потока относятся к экспериментам по исследованию устойчивости пограничного слоя
над волнообразной пластиной [10] в аэродинамической трубе Транзит-М ИТПМ СО РАН.

Расчетная область представляет собой прямоугольник размерами [0, 1] × [0, 0.21] с ортого-
нальной структурированной многоблочной сеткой из 3001 × 401 узлов в направлении вдоль пла-
стины и по нормали к стенке. При этом в серединном сечении пластины на пограничный слой
приходится около 240 узлов, по вертикали в пограничном слое шаг сетки является равномерным.
Данная сетка является достаточно подробной и будет использоваться в дальнейшем для расчетов
развития возмущений методом прямого численного моделирования. Отметим, что cходимость
по сетке ламинарного поля течения достигается при значительно меньших сеточных разрешени-
ях (максимальная разность в профиле скорости на сетках 400 × 300 и 800 × 400 узлов не превос-
ходит 0.1%). Граничные условия задаются следующие: условие прилипания – на обтекаемой по-
верхности вне области выдува/отсоса; условие набегающего потока – на входной и верхней гра-
ницах; линейная экстраполяция изнутри области для зависимых переменных – на выходной
границе; в области выдува/отсоса на стенке граничное условие для вертикальной компоненты
скорости модифицируется при помощи задания массового потока газа .

Исследование проводится в два этапа. Сначала с помощью метода установления вычисляется
поле стационарного ламинарного обтекания пластины для различных интенсивностей выду-
ва/отсоса. Затем из полученного двухмерного стационарного поля извлекаются профили по-
граничного слоя в различных сечениях по x и решается задача линейной теории устойчивости.
В результате для наиболее неустойчивых волн рассчитываются распределения инкрементов ро-
ста σ(x) и коэффициенты интегрального усиления (N-факторы).

РАСЧЕТ ЛАМИНАРНЫХ ПОЛЕЙ ТЕЧЕНИЯ

Результаты моделирования стационарного обтекания пластины в рамках уравнений Навье–
Стокса при различных интенсивностях отсоса показаны на рис. 1. Представлены поля продоль-
ной скорости u в пристенной области, причем для наглядности вертикальная координата y рас-
тянута в 10 раз, а начало и конец участка отсоса отмечены пунктирными линиями. Также пока-
заны профили скорости  и статической температуры  в среднем сечении при . Видно,
что выдув/отсос газа достаточно сильно изменяет толщину пограничного слоя, но при этом фор-
ма профилей остается подобной случаю без отсоса.

( ) ∞= ρ v ,2Req w w xc x ∞ ∞=, ,Re Rex Lx

qc

≤ ≤1 2   s sx x x =1 0.26sx =2 0.8sx

qc ≤ ≤0.26 0.3x

≤ ≤0.76 0.8x ( )= π −max
0cos /q qc c x x D

{ }=0 0.26;0.76x
{ }= = ± ±const 0.0,  0.4,  0.8qc qc
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Производились расчеты ламинарного обтекания пластины с участком отсоса пограничного

слоя интенсивностью cq = {0.0; –0.4; –0.8}. На рис. 2 представлено влияние отсоса газа на толщи-
ну вытеснения пограничного слоя.

На основе профилей пограничного слоя вычисляется нейтральная кривая устойчивости –
в каждом сечении по  определяется диапазон частот наиболее неустойчивых волн. Для различ-
ных фиксированных частот  из этого диапазона при каждом  вычисляются инкременты роста
волн , а затем интегральные усиления . Пример получаемых кривых для волны с

частотой  кГц показан на рис. 3. Видно, что вблизи начала участка отсоса инкре-

x
ω x

( )σ ω; x ( )ω;N x
ω

ν = =
π2
*

* 110 

Рис. 1. Поля продольной скорости  (слева) и профили пограничного слоя в сечении  (справа) при раз-
личных интенсивностях отсоса.
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Рис. 2. Толщина вытеснения для случаев cq = {0.0, –0.4, –0.8}.
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мент  резко падает по сравнению со случаем без отсоса (рис. 3, пунктирные линии), т.е.
локально проявляется известный эффект стабилизации пограничного слоя. Однако инкремент
остается положительным , и над участком отсоса рост волны продолжается, причем по
сравнению с пластиной без отсоса область нарастания оказывается более протяженной.

Такое поведение инкремента роста  волны фиксированной частоты объясняется изме-
нением толщины  пограничного слоя над участком отсоса. Известно, что наиболее неустойчи-

вая волна второй моды имеет длину волны . Ее частота – , где
 – типичная фазовая скорость возмущений второй моды. Она связана со скоростью на

границе пограничного слоя . Тогда, если зафиксировать частоту волны , то при некоторой
толщине пограничного слоя  будет наблюдаться максимальный инкремент , а при отстройке
толщины  инкремент будет падать. В случае отсоса пограничного слоя через стенку ско-
рость  практически не меняется. При этом происходит существенное изменение толщины

 (см. профили на рис. 1), поэтому у волны фиксированной частоты  отстраивается ин-
кремент роста . Из рис. 3 видно, что в положениях по x в окрестности верх-
ней ветви кривой нейтральной устойчивости возможно  в зависимости от со-
отношения  и .

Таким образом, для волны фиксированной частоты имеются два разнонаправленных влия-
ния отсоса газа из пограничного слоя на интегральное усиление: с одной стороны, уменьшение
инкрементов роста в окрестности максимума, с другой стороны, расширение области неустой-
чивости за счет подстройки частоты возмущения под изменившуюся толщину пограничного
слоя.

Семейство кривых интегрального усиления для всех рассмотренных частот неустойчивых
волн второй моды показано на рис. 4 (для случая максимальной интенсивности отсоса представ-
лены также кривые усиления для волн фиксированной частоты). Видно, что в области действия
отсоса происходит смещение огибающей N-факторов в сторону бóльших значений, а эффект
стабилизации наблюдается в области x > 1. При этом, если выбрать в качестве критерия начала
ламинарно-турбулентного перехода , можно ожидать смещение положения перехода от

 для случая без отсоса до  для отсоса максимальной интенсивности. Данный ре-
зультат можно назвать аномальным с той точки зрения, что до настоящего времени принято
было считать, опираясь в основном на данные для дозвуковых пограничных слоев, что отсос по-
граничного газа приводит к равномерной стабилизации.
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Рис. 3. Распределение инкрементов роста  и интегрального усиления (N-фактора) неустойчивой волны вто-
рой моды с частотой  при распространении над пластиной без отсоса ( ) и над участком с ко-
эффициентом отсоса . Вертикальные линии отмечают начало и конец участка с отсосом.
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Производились расчеты ламинарного обтекания пластины с участком отсоса пограничного
слоя интенсивностью cq = {0.0; 0.4; 0.8}. На рис. 5 представлено влияние выдува газа на толщину
вытеснения пограничного слоя.

Основной физический механизм изменения инкрементов роста волн неустойчивостей погра-
ничного слоя при наличии выдува в пограничный слой аналогичен рассмотренному выше меха-
низму подстройки неустойчивых возмущений под изменившуюся толщину пограничного слоя.
Данный факт более подробно иллюстрирует рис. 6, на котором представлено сравнение инкре-
ментов роста возмущения фиксированной частоты  кГц для случая без выдува и с выду-
вом интенсивностью  Видно, что для относительно высокочастотных возмущений из-за
увеличения толщины пограничного слоя происходит сужение области усиления, хотя и наблю-
дается некоторое увеличение максимума инкрементов роста. В итоге для высокочастотной части
спектра неустойчивых возмущений наблюдается стабилизация пограничного слоя, тогда как для
низкочастотной части спектра происходит дестабилизация пограничного слоя в области вниз по
потоку от точки окончания действия выдува газа в пограничный слой.

ν =* 115 
= 0.4.qc

Рис. 4. Кривые интегрального усиления (N-факторы) для всех рассмотренных неустойчивых волн над пласти-
ной с отсосом различных интенсивностей cq = 0.0, 0.4, 0.8. Вертикальные линии отмечают начало и конец
участка отсоса.
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Рис. 5. Толщина вытеснения для случаев cq = {0.0, 0.4, 0.8}.
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Данный эффект иллюстрирует рис. 7, где представлены огибающие N-факторов для всех рас-
смотренных случаев выдува (для случая максимальной интенсивности выдува также представле-
ны кривые усиления для фиксированных частот возмущений). Видно, что в области действия
выдува огибающие N-факторов уменьшаются по сравнению со случаем без выдува, но вниз по
потоку от точки окончания действия выдува наблюдается достаточно интенсивная дестабилиза-
ция пограничного слоя. Интересно отметить, что при выборе критического значения N-фактора

 точка начала ламинарно-турбулентного перехода практически не изменяется по мере
увеличения интенсивности выдува. Для меньших значений N-фактора наблюдается затягивание
ламинарно-турбулентного перехода по мере увеличения интенсивности выдува, что может быть
использовано для практических приложений.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Выполнены исследования устойчивости пограничного слоя над плоской пластиной с участ-

ком выдува/отсоса газа через стенку при обтекании сверхзвуковым потоком . В рамках
локально-параллельного приближения линейной теории устойчивости и eN метода рассчитаны

= 10,crN

∞ = 6М

Рис. 6. Распределение инкрементов роста  и интегрального усиления (N-фактора) неустойчивой волны вто-
рой моды с частотой  кГц при распространении над пластиной без отсоса ( ) и над участком с
коэффициентом выдува . Вертикальные линии отмечают начало и конец участка с выдувом.
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инкременты нарастания и интегральные усиления плоских волн различных частот, относящихся
ко второй моде Мэка пограничного слоя, которая является доминирующим типом неустойчиво-
сти на рассматриваемом режиме.

Показано, что неустойчивости над участком отсоса в широком диапазоне частот усиливаются
слабее, чем в случае без отсоса, что распространяет известный эффект стабилизации погранич-
ного слоя с помощью системы отсоса на случай высоких скоростей. Однако для высокочастот-
ной части спектра неустойчивых возмущений отсос пограничного слоя приводит к увеличению
области усиления и интегральных факторов роста. Этот аномальный эффект необходимо учиты-
вать при разработке активных систем управления ламинарно-турбулентным переходом для до-
статочно больших сверхзвуковых скоростей. Для выдува газа в пограничный слой наблюдается
обратный эффект – в области действия выдува реализуется стабилизация пограничного слоя,
однако вниз по потоку от точки окончания действия выдува наблюдается дестабилизация.
В частности, оказывается возможным при помощи выдува газа затягивать положение ламинар-
но-турбулентного перехода при правильном подборе распределенного выдува. Данный факт мо-
жет быть полезен при разработке высокоскоростных летательных аппаратов, где выдув газа в по-
граничный слой реализовать проще, чем отсос горячего газа из пограничного слоя. В данной ра-
боте выдуваемый газ имел ту же температуру, что и локальная температура газа. С практической
точки зрения представляет интерес расчетов влияния выдува относительно холодного газа в по-
граничный слой на характеристики устойчивости. Это составляет предмет дальнейших исследо-
ваний в данной области.

Исследования выполнены при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект
19-19-00470).
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Рассматривается возможность решения обратной задачи расчета газожидкостной струйной
форсунки с пузырьковой структурой двухфазного потока. Находятся параметры, определяю-
щие работу форсунки (перепад давления, диаметр отверстия и концентрация воздуха), для за-
данного значения среднего диаметра Заутера. Для этого было проведено экспериментальное
исследование работы смесителя с двухфазным рабочим телом с форсунками различного диа-
метра на пузырьковом режиме работы с водо-воздушным рабочим телом. В процессе экспе-
римента измерялись параметры подводимых к смесителю фаз (расходы, давления и темпера-
туры), а также давление перед форсунками. Дисперсные и скоростные характеристики в фа-
келе распыла измерялись лазерным теневым методом. На основе собранной статистики была
получена искомая корреляционная зависимость, позволившая решать данную задачу.
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Существует множество устройств, работающих на двухфазном рабочем теле, таких как, на-
пример, распыляющие устройства форсажных и основных камер сгорания реактивных двигате-
лей, сопла реактивного и ракетного двигателя, эжекторные устройства, установки для полива и
орошения в сельском хозяйстве, установки для тушения пожара. Поэтому для повышения эф-
фективности данных устройств и упрощения проектирования проведение исследований в этой
области является актуальным. Следует отметить, что решение обратной задачи для рассматрива-
емых систем диспергирования в такой постановке не рассматривалось. В данной работе рассмат-
риваются форсунки с газокапельной структурой потока, в котором объемная концентрация газа
существенно ниже 0.5. Если ввести критерии подобия двухфазного потока , П2 =
= , , тогда выражение, определяющее структуру двухфазного потока, примет
вид , где  – объемная концентрация газа. Добавляем уравнение плот-
ности газа , при р = 10 атм. Наибольшее значение  в экспериментах не превышает
значения 0.4, т.е. является пузырьковым режимом.

В настоящий момент процесс проектирования таких устройств (решение прямой задачи) тре-
бует проведения дополнительных экспериментальных исследований. Это обусловлено сложной
физикой протекающих при данном режиме диспергирования двухфазного потока процессах.
Несмотря на то что в последние годы увеличилось количество научных публикаций на эту тему,
до сих пор нет работ, которые позволили бы обобщить достижения в этой области [1]. В данной
работе рассматривается смеситель, формирующий двухфазный газожидкостный поток необхо-
димой пузырьковой структуры, имеющий конструкцию, представленную на рис. 1.

=1 /f gП G G
/f gw w = ρ ρ5 /f gП
α = +5 2 1 5 2/( )g П П П П П αg

ρ = /g p RT αg

УДК 532.529
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Смеситель состоит из следующих элементов: входного конфузора 1, аэратора 2, диффузора 4,
соединенного с испытываемой форсункой 5, снабженной необходимыми отверстиями 6 для дис-
пергирования двухфазного потока.

Диффузор обеспечивает снижение давления воды до необходимого значения, а в случае, если
давление в аэраторе меньше атмосферного, смеситель работает на режиме эжекции. Аэратор
производит аэрацию воды воздухом, подаваемым или эжектируемым через отверстия 3. Диффу-
зор увеличивает давление газожидкостной смеси до значения, необходимого на входе в форсун-
ку, производящую распыл смеси через отверстия 6.

Исследование проводилось на установке, содержащей все необходимые устройства для фор-
мирования исходного двухфазного рабочего тела с подходящими структурой и параметрами,
позволяющей их регулировать на стадиях формирования и диспергирования. Ранее на данной
установке проводились аналогичные исследования [2–4].

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ
Исследование факела распыла проводилось теневым методом, входящим в программный

комплекс LaVision [5]. Принцип работы данного метода следующий: поток частиц просвечива-
ется мощным лазером. Его свет проходит через рассеиватель, приобретая равномерную структу-
ру, и освещает частицы. Тень от частиц попадает на кросскорреляционную камеру через дистан-
ционный микроскоп. С камеры изображение попадает в ПК, где в программном пакете DaVis
происходит его анализ, идентификация капель и вычисление их размера.

Экспериментальное исследование проводилось в заданных диапазонах для определяющих
параметров. Диапазоны следующие: перепад давления перед форсунками  – 1–12 атм, массо-
вая концентрация воздуха  – 0–0.004 (  – расход воздуха,  – расход воды). Ис-
пользовались форсунки, имеющие выходные отверстия постоянного диаметра: 2, 2.5, 3 мм, но
разное число отверстий, от 6 до 9, на одну форсунку.

Исследование потока теневым методом производилось в области перехода от первичного рас-
пада к вторичному. Дробление жидкой фазы имеет две зоны формирования капельной структу-
ры: первая зона, примыкающая к выходному сечению форсунки, формирует капли, соответству-
ющие распылу однофазной жидкости при параметрах перед форсункой, вторая зона расположе-
на на расстоянии от 20 до 100 калибров диаметра отверстий. Поскольку скорость газа,
вытекающего из форсунки, существенно больше скорости жидкости (при одинаковом давлении
перед форсункой), то реализуется вторичное дробление капель. Пример получаемого распреде-
ления приведен на рис. 2, в виде зависимости от числа капель, относящихся к данному диапазо-
ну размеров (фракции капель).

@форсунки с диаметром отверстий 2 мм, при Gf = 0.414 кг/с, Gg = 0.7 г/с, ΔP = 2 атм.
Далее для каждого распределения был найден средний диаметр Заутера и построены его

зависимости от основных параметров форсунки, показанные на рис. 3, 4. Для качественной
оценки и сравнения результатов работы форсунок на графиках использовалась линейная ап-
проксимация.

Используя полученную статистику, представим корреляционное уравнение в виде

(1)

ΔP
= 1/ 1/g fG G П gG fG

 
= Δ 

 
32 , , g

f

G
d f P d
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Рис. 1. Смеситель.
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В качестве основы корреляционного уравнения воспользуемся уравнением, полученным
в работе [6], в результате 3-х мерного численного моделирования распыла двухфазного потока
пузырьковой структуры

(2)

где  – коэффициент вязкости жидкости,  – сила поверхностного натяжения. В качестве кри-
терия качества будем использовать среднюю абсолютную процентную ошибку (MAPE)

(3)

( ) ( ) ( ) ( )
− −

→
  Δ = ⋅     × 
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Рис. 2. Дифференциальное распределение диаметров капель по размерам.
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где  – фактическое значение, а  – прогнозное. Величина MAPE составила 44.3%. Как видно
из гистограммы на рис. 5, подавляющее число предсказаний имеют примерно такую же погреш-
ность. Однако присутствуют и прогнозы с погрешностью менее 10%. Также следует отметить,
что все прогнозные значения отклоняются от реальных в меньшую сторону. Это может быть свя-
зано с тем, что уравнение (2) было получено на результатах численного моделирования, которое
не смогло учесть каких-либо явлений. Например, неравномерность распределения пузырьков
воздуха. А это приводит к образованию крупных фрагментов, не распадающихся даже на значи-
тельном удалении от форсунок, которые, в свою очередь, увеличивают значение среднего диа-
метра.

Ввиду неудовлетворительного значения MAPE “переобучим” модель на полученных экспе-
риментальных данных. На рис. 6 представлена зависимость абсолютной погрешности модели от
метода обучения. Nelder-Mead – метод деформируемого многогранника [7], Powell – метод
Пауэлла или метод сопряженных направлений [8], CG – метод сопряженных градиентов (метод
Флетчера–Ривcа) [9], BFGS – алгоритм Бройдена–Флетчера–Гольдфарба–Шанно [10],
L-BFGS-B – модификация с ограниченным использованием памяти в многомерном кубе [11],
TNC – усеченные методы Ньютона (Truncated Newton methods) [12], COBYLA – ограниченная
оптимизация с линейной аппроксимацией [12], SLSQP – последовательное квадратичное про-
граммирование [13].

Как видно из рис. 6, большинство методов дало примерно одинаковый результат. Для прак-
тического использования возьмем модель, обученную методом L-BFGS-B с MAPE = 7.6%.
Скорректированное уравнение имеет вид:

(4)

Благодаря наличию данного уравнения можно решить обратную задачу, т.e. найти значения
параметров форсунки, обеспечивающих нужное значение d32 при заданных ограничениях. Та-
кую задачу можно свести к задаче минимизации некоторой функции потерь, в качестве которой
может выступить, например, абсолютная ошибка (разность по модулю целевого и прогнозируе-
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Рис. 4. Зависимость диаметра Заутера от объемной доли воздуха перед форсунками, диаметры отверстий кото-
рых указаны в легенде d, м.
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мого значений). Назовем такую функцию error и сформулируем задачу ее минимизации следую-
щим образом:

(5)

где  и d32 – целевое и прогнозное значение диаметра Заутера.
Вектор входных параметров

Дополнительно задается множество допустимых решений , где N – число входных па-
раметров, т.е. длина вектора х.

Ниже в таблице рассмотрены несколько сравнительных примеров.
Из табл. 1 видно, что предложенная корреляционная модель дает прогнозы, согласующиеся с

экспериментальными данными.

∈
→32 32

ˆ( , ) min
x X

error d d

32d̂

( )= Δ , , , T
g fx P d G G

⊂ NX R

Рис. 5. Дифференциальное распределение абсолютной процентной ошибки уравнения (2).
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ЗОТИКОВА и др.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Получен экспериментально статистический материал, связывающий режимные параметры
на входе с дисперсными характеристиками на выходе. Это было использовано вместе с матема-
тическими методами обучения и оптимизации, что позволило разработать методику решения
обратной задачи определения заданных режимных и структурных параметров пузырькового
двухфазного потока распыляющего струйного устройства на входе при задании параметров на
выходе из него. Полученные результаты могут быть использованы при проектировании различ-
ных распыляющих устройств в камерах сгорания и в других устройствах, использующих двух-
фазные потоки, соплах и эжекторах, различных смесительных устройствах.
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Таблица 1. Сравнение результатов решения обратной задачи с экспериментом

D32, мкм ΔP, атм d, м

Значение Теор. Эксп. Погр. % Теор. Эксп. Погр. % Теор. Эксп. Погр. %

354 5 4.5 10 0.00255 0.0025 2 0.002 0.0017 18
342 2.00 2.00 0 0.00214 0.002 5.6 0.0014 0.0017 18
238 9 8.8 2.3 0.00206 0.002 2.4 0.002 0.0014 35
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Исследовано влияние формы одиночного пузырька в начальный момент времени на динами-
ку всплытия в вязкой покоящейся жидкости. Рассматриваются пузырьки эллиптической
формы с разным коэффициентом сжатия. Математическое моделирование процесса базиру-
ется на методе объема жидкости, который позволяет отслеживать эволюцию межфазной гра-
ницы. Результаты расчета тестовых задач согласуются с данными других авторов, описанны-
ми в литературе. Получены формы межфазной поверхности, поля скорости, завихренности в
процессе всплытия пузырьков в поле силы тяжести при числе Рейнольдса Re = 35, числах
Бонда Bo = 10, 125. Основное внимание уделено режиму нестационарного движения. Пока-
зано, что скорость всплытия пузырька имеет один или два локальных максимума в зависимо-
сти от свойств сред. Установлено, что пузырьки, в начальный момент времени вытянутые
вертикально, всплывают быстрее, чем вытянутые горизонтально.

Ключевые слова: всплытие пузырька, деформация формы, скорость всплытия, математиче-
ское моделирование
DOI: 10.31857/S1024708422600920, EDN: TMUTLW

Двухфазные пузырьковые течения широко представлены в химической промышленности,
теплоэнергетике, металлургии, медицине, фармацевтике. Содержание в жидкости газовых пу-
зырьков оказывает заметное влияние на характер и интенсивность технологических процессов.
Задача о всплытии одиночного пузырька в неподвижной жидкости является классической про-
блемой механики жидкости и газа, имеет фундаментальное значение в теории газожидкостного
потока и прикладное значение во многих приложениях.

На газовый пузырек, всплывающий в покоящейся жидкости, действуют несколько сил [1, 2]:
сила Архимеда, тяжести, гидродинамического сопротивления, поверхностного натяжения,
инерции, сила, связанная с присоединенной массой, “наследственная” сила Бассе. В работе [3]
отмечается, что основные трудности при математическом моделировании всплывающего пу-
зырька и теоретического анализа возникают из-за сильного нелинейного взаимного влияния
действующих на пузырек сил и деформации его формы. Кроме того, трехмерность процесса при-
вносит дополнительные сложности.

В зависимости от объема газовые пузырьки в процессе всплытия в жидкости могут иметь раз-
личные формы [4]: сферу, сплюснутого сфероида, сферического сегмента, а при определенных
условиях пузырьки претерпевают нерегулярные пульсационные изменения формы, которые со-
провождаются колебаниями поверхности раздела фаз. Карты режимов деформации пузырьков
можно найти в [2, 5–8].

Ряд экспериментальных и численных работ [9–11] посвящен изучению траекторий всплытия
одиночного пузырька и переходу от одного режима всплытия к другому. Установлено, что пузы-
рек может всплывать прямолинейно вверх, по зигзагообразной и по спиральной траектории. От-
мечено, что проблема связи динамики всплывающего пузырька и его следом мало изучена, а
имеющиеся данные во многом противоречат друг другу.

Зависимость скорости подъема одиночного пузырька в жидкости от свойств сред найдена
экспериментально еще в середине прошлого века [12]. Обобщенные данные о скорости всплы-

УДК 532.529.6
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тия одиночных пузырьков разных диаметров приводятся в [5, 13, 14]. На динамику подъема пу-
зырька влияют наличие загрязнений, метод нагнетания газа в жидкость, взаимодействие пу-
зырька со стенкой [15], наличие поверхностно-активных веществ [16, 17].

В промышленных установках в зависимости от конкретных условий технологического про-
цесса генерирование пузырьков осуществляется с помощью отверстий в стенках или при дис-
пергировании газа через пористые мембраны. Для достижения требуемых границ насыщения
воды кислородом при равномерном его распределении по рабочему объему могут использовать-
ся вихревые, ротационные воздуходувки, пластинчато-роторные сухие компрессоры.

Безусловно, экспериментальные данные являются надежным источником информации,
представляют базу данных для получения эмпирических корреляций. Тем не менее не всегда на
практике можно реализовать подачу пузырьков правильной сферической формы, не имеющих
начальных деформаций, полностью исключить присутствие поверхностно-активных веществ.
В связи с этим методы вычислительной гидродинамики являются альтернативным инструмен-
том для получения новых данных, в том числе, информации о распределении мгновенных харак-
теристик течения.

Анализ литературных данных показывает, что к настоящему времени опубликовано много
работ, посвященных динамике пузырьков, однако не все аспекты изучены в полной мере. В дан-
ной работе проводится численное исследование влияния формы пузырька в начальный момент
времени на процесс его подъема в неподвижной вязкой жидкости. Особое внимание уделяется
динамике пузырька на начальном этапе его всплытия, когда его движение осуществляется в не-
стационарном режиме.

1. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ
При моделировании процесса всплытия пузырька необходимо учитывать нестационарность

движения обеих сред, иметь возможность проанализировать поля скорости, давления, завихрен-
ности как внутри пузырька, так и в окружающей его жидкости. Для этого требуется решение пол-
ных уравнений гидродинамики. В настоящей работе математическое моделирование всплытия
одиночного пузырька в неподвижной вязкой жидкости осуществляется с помощью метода объ-
ема жидкости (VoF) [18], который позволяет отслеживать положение межфазной границы, а так-
же естественным образом учесть все силы, действующие на пузырек.

Исследование проводится в двумерной постановке, предполагается, что обе фазы являются
вязкими несжимаемыми жидкостями, поверхностно-активные вещества отсутствуют. Началь-
ное состояние системы показано на рис. 1. Прямоугольный резервуар [1 × 2] заполнен жидко-
стью. Начало декартовой системы координат расположено на дне резервуара по центру, а ось ор-
динат направлена вверх. В начальный момент времени центр масс круглого пузырька  диамет-
ром  находится в точке (0; 0.5). Вектор силы тяжести g направлен вертикально вниз
противоположно оси .

Рассматривается двухфазная среда, которая состоит из жидкой и газовой фаз. Обозначим че-
рез  объемную долю жидкой фазы в ячейке расчетной области. В каждой ячейке расчетной об-
ласти маркерная функция  определяется следующим образом

Физические свойства среды рассчитываются по соответствующим значениям жидкости (ин-
декс ) и газа (индекс g) с использованием маркерной функции : плотность ,
динамический коэффициент вязкости .

Математическая модель для описания нестационарного движения вязкой несжимаемой жид-
кости включает следующие уравнения. Уравнение сохранения массы

(1.1)
уравнение сохранения количества движения

(1.2)

Ωg

= 0.5d
2x

γ
γ

−
γ = < γ < −
 −

1 ячейка занята жидкостью
0 1 через ячейку проходит межфазная граница
0 ячейка занята газом

l γ ( )ρ = ρ γ + ρ − γ1l g

( )μ = μ γ + μ − γ1l g

∇ ⋅ = 0u

( )∂ρ + ρ ⋅ ∇ = −∇ + ∇ ⋅ μ∇ + ρ + σκ∇γ
∂

( ) p
t
u u u u g
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уравнение конвективного переноса для определения положения свободной поверхности

(1.3)

здесь u – вектор скорости среды,  – время,  – давление,  – кривизна свободной по-
верхности,  – единичная нормаль к поверхности раздела фаз,  – коэффициент по-
верхностного натяжения,  – искусственный член сжатия. При использовании метода
VoF возникает известная проблема диффузии границ раздела фаз, обусловленная погрешностя-
ми численного решения уравнения переноса и требующая использования дополнительных при-
емов. Добавление в уравнение (3) слагаемого  позволяет предотвратить размытие
границы раздела фаз, и тем самым повысить четкость интерфейса.

В начальный момент времени  среда находится в состоянии покоя

(1.4)

На поверхности стенок резервуара записываются граничные условия согласно [8]

(1.5)

Решение поставленной задачи (1.1)–(1.5) осуществляется методом конечных объемов в сво-
бодно распространяемом программном комплексе OpenFOAM. Используется решатель inter-
Foam. Нестационарное слагаемое дискретизируется с помощью схемы Кранка–Николсона, гра-
диент – методом наименьших квадратов, конвективное слагаемое – схемой минимизации пол-
ной вариации с ограничителем Ван-Лира, диффузионное слагаемое – линейной схемой Гаусса с
коррекцией. Используется подход с раздельным решением уравнений для скорости и давления.
Решение уравнений для давления осуществляется методом сопряженных градиентов с предобу-
словливанием. Уравнения для скоростей и маркер-функции решаются методом Гаусса–Зейде-
ля. Для согласования поля скорости с полем давления используется алгоритм PIMPLE, который
приводит к удовлетворению уравнений неразрывности и сохранения импульса. Временной шаг
в процессе счета выбирается таким образом, чтобы число Куранта Co во всех ячейках сетки не
превосходило 0.05 для скорости и 0.01 для маркер-функции .

( ) ( )[ ]∂γ + ∇ ⋅ γ + ∇ ⋅ − γ γ =
∂

1 0rt
u u
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Рис. 1. Схема расчетной области.
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2. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ
Для валидации математических моделей, позволяющих отслеживать подвижную границу раз-

дела фаз, наиболее часто используется классическая тестовая задача об обрушении столба жид-
кости, приведенная в [19]. Результаты тестирования применяемого алгоритма и численных ме-
тодов опубликованы в [20]. Для верификации математической модели проведены также и другие
методические расчеты [21, 22].

Типичный тест для двумерной задачи о всплытии одиночного пузырька приводится в работах
[8, 23–26]. Задача решается в безразмерном виде, при этом характерный масштаб длины состав-
ляет d, скорости , времени . В соответствии с [23] расчеты проводятся для двух
наборов входных параметров – табл. 1.

Безразмерный анализ задачи о всплытии одиночного пузырька в вязкой жидкости показал,
что данная задача описывается четырьмя безразмерными параметрами, а именно отношениями
плотности  и вязкости  двух сред, числом Рейнольдса и числом Бонда [2]

Кроме того, в [10, 13] для анализа динамики пузырька используются числа Вебера We, Мор-
тона Mo, Галилея Ga

и другие безразмерные параметры.
Для оценки сходимости по пространству осуществляется моделирование на трех последова-

тельно сгущающихся сетках  [100 × 200],  [200 × 400],  [300 × 600]. В табл. 2 приводятся
положения лобовой  и кормовой  точек полости на оси  в момент времени , рассчи-
танные на сетках ,  и . При этом межфазная граница определяется изолинией .
Установлено, что для тестовой задачи № 1 расчетные данные различаются не более, чем на 1%.
Тогда как для задачи № 2 положение точки , полученное на сетке , отличается на 2.29% от
значения, полученного на сетке . Для проведения дальнейших расчетов выбрана сетка .

Результаты расчета тестовой задачи № 1 показаны на рис. 2. К моменту безразмерного време-
ни  пузырек под влиянием действующих на него сил принимает форму, показанную на
рис. 2. Установлено, что при дальнейшем всплытии форма пузырька не деформируется, а всплы-
тие происходит в стационарном режиме по прямолинейной траектории. Рисунки 2a и 2б демон-
стрируют неравномерное распределение скорости внутри пузырька. Частицы жидкости, распо-
ложенные непосредственно за пузырьком, увлекаются вверх. Максимальные значения скорости
жидкости наблюдаются между пузырьком и стенками резервуара, где жидкость перетекает вниз.

=gu gd = gt d u

ρ ρl g μ μl g

ρ ρ= =
μ σ

1 2 3 2 2

Re , Bol l

l

g d gd

ρ μ ρ= = =
σ μρ σ

2 4

3We , Mo , Gal l l

ll

du g gdd

1M 2M 3M
1P 2P 2x = 3.0t

1M 2M 3M γ = 0.5

2P 1M
3M 2M

= 3.0t

Таблица 1. Значения входных параметров для проведения тестовых расчетов

Параметр Тест № 1 Тест № 2

, кг/м3 1000 1000

, кг/м3 100 1

10 1000

, кг/(м ⋅ с) 10 10

, кг/(м ⋅ с) 1 0.1

10 100

, м/с2 0.98 0.98
, Н/м 24.5 1.96
Re 35 35
Bo 10 125

ρl

ρg

ρ ρl g

μl

μg

μ μl g

g
σ
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Максимальные значения завихренности формируются по бокам полости, за которыми форми-
руется пара симметричных вихревых областей (рис. 2в). Наличие циркуляции в полости демон-
стрирует рис. 2г.

Дополнительно был проведен расчет задачи № 1 с условиями прилипания u = 0 на стенках ре-
зервуара (а не проскальзывания). Несмотря на то что взаимодействия поверхности раздела фаз
со стенками резервуара не происходит, тип граничного условия на стенках влияет на результаты
расчета подъема пузырька. Установлено, что при реализации условия прилипания на стенке ну-
левые значения вектора скорости на поверхности резервуара и силы вязкого трения способству-
ют более медленному всплытию пузырька в отличие от режима скольжения. Кроме того, при вы-
полнении условия прилипания на стенке, пузырек при подъеме приобретает более узкую форму.
Условия проскальзывания позволяют не учитывать влияние образующегося пограничного слоя
у поверхности, снизить эффект вязких сил в пристеночной области.

Результаты расчета тестовой задачи № 2 в момент времени  показаны на рис. 3. Перво-
начально круглый пузырек в процессе всплытия приобретает полукруглую форму. Отметим, что
коэффициент поверхностного натяжения в данном случае меньше, чем для задачи № 1. Это при-
водит к появлению вытянутых по бокам симметричных структур с утолщениями на концах. При
этом увеличивается межфазная поверхность. В результате дальнейшей эволюции тонкие связы-
вающие перемычки разрываются и образуются более мелкие включения, так называемые пу-
зырьки-спутники. В области оторвавшихся мелких включений компонента скорости  меняет
свое направление с отрицательного около стенки до положительного за пузырьком (рис. 3б), а
завихренность (рис. 3в) имеет более высокие значения по сравнению с задачей № 1 (рис. 2в), тра-
ектории трейсеров вытягиваются (рис. 3г). В пузырьке непрерывная циркуляция среды направ-
лена вдоль его боковой поверхности вниз к кормовой части.

В работе [24] представлены результаты расчета тестовой задачи № 2 с помощью таких про-
граммных комплексов, как CFX, Comsol, Fluent, TP2D, FreeLIFE, MooNMD. Как правило, фор-

= 3.0t

2u

Таблица 2. Проверка сходимости по сетке

Тест № 1 Тест № 2

1.2660 0.34% 0.9041 0.47% 1.3553 0.82% 1.0224 2.29%

1.2646 0.23% 0.9028 0.32% 1.3477 0.26% 1.0065 0.70%

1.2617 – 0.8999 – 1.3442 – 0.9995 –

1P Δ 2P Δ 1P Δ 2P Δ

1M

2M

3M

Рис. 2. Результаты расчета тестовой задачи № 1. Поля модуля скорости  (а), компоненты скорости  (б), за-
вихренности  (в), трейсеры (г) в момент времени .
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ма основной части пузырька хорошо согласуется для всех случаев. Однако полученные в резуль-
тате расчета с использованием разных программных комплексов формы тонких вытянутых
структур по бокам пузырька и оторвавшихся пузырьков-спутников отличаются. Отметим, что
положение межфазной границы в момент времени  для тестовой задачи № 2 лучше согла-
суется с данными расчета по программе FreeLIFE [24].

В ходе проведения численных экспериментов скорость всплытия пузырька рассчитывается
по формуле

На этапе нестационарного режима сравнение значений максимальной скорости всплытия
пузырька , и момента времени tmax, когда эта скорость достигается, представлено в табл. 3.
Видно количественное согласие полученных расчетных данных с результатами других авторов
для обеих тестовых задач.

Для анализа влияния формы пузырька в начальный момент времени на динамику его подъема
в неподвижной вязкой жидкости фиксируется площадь пузырька из тестовой задачи ,
а также положение центра масс в начальный момент времени (0; 0.5). Каноническое уравнение
эллипса записывается в форме , здесь  – горизонтальная и вертикальная по-
луоси эллипса, которые подбираются таким образом, чтобы выполнялось равенство .
Обозначим через  коэффициент сжатия эллипса, характеризующий отклонение формы
пузырька от круга. При проведении численных экспериментов коэффициент сжатия варьиро-
вался в диапазоне . Кроме того, обозначим через TC1 набор входных параметров

= 3.0t

( ) ( )
Ω ∪Ω Ω ∪Ω

= − γ − γ 21 1
l g l g

riseu u ds ds

max
riseu

= π 2 4S d

+ =2 2 2 2
1 2 1x a x b ,a b

= πS ab
η = a b

η≤ ≤0.309 3.24

Рис. 3. Результаты расчета тестовой задачи № 2. Поля модуля скорости  (а), компоненты скорости  (б), за-
вихренности  (в), трейсеры (г) в момент времени .
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Таблица 3. Максимальная скорость всплытия пузырька и момент времени ее достижения

Тест № 1 Тест № 2

tmax tmax

Расчет 0.2377 0.9229 0.2488 0.7383
Данные [23] 0.2348 0.9516 0.2474 0.7156
Данные [24] 0.2419 0.9270 0.2514 0.7281
Данные [25] 0.2457 0.9235 – –

max
riseu max

riseu
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( , , , Bo = 10) для тестовой задачи № 1, и TC2 ( ,  =
= 100, , Bo = 125) – для тестовой задачи № 2.

На рис. 4 показано, что в зависимости от начальной формы динамика пузырька имеет свои
особенности. Пузырек, имеющий в начальный момент времени форму эллипса с коэффициен-
том сжатия , расположенный горизонтально, под действием силы поверхностного натя-
жения на начальном этапе стремится уменьшить длину межфазной поверхности и принять фор-
му, близкую к круглой.

Пузырек, имеющий изначально круглую форму, при всплытии под действием массовых и по-
верхностных сил трансформируется. Изменение формы происходит в период нестационарного
движения. Когда пузырек принимает форму полукруга, действующие на него силы Архимеда,
тяжести, гидродинамического сопротивления, поверхностного натяжения уравновешиваются и
дальнейшее всплытие происходит в стационарном режиме. Пузырек принимает устойчивую
энергетически выгодную форму.

В случае, когда вертикальная полуось больше горизонтальной, сильно вытянутый эллипсои-
дальный пузырек ( ), под действием силы поверхностного натяжения, стремится к круг-
лой форме за счет относительно высоких скоростей в нижней его части, в то время как верхняя
его часть остается малоподвижной. Соответственно, наиболее активная деформация межфазной
поверхности наблюдается в кормовой части пузырька. Стационарную форму такой пузырек
принимает позже, чем изначально круглый.

ρ ρ = 10l g μ μ = 10l g =Re 35 ρ ρ = 1000l g μ μl g

=Re 35

η = 3.24

η = 0.309

Рис. 4. Эволюция формы пузырька и поля модуля скорости в процессе его всплытия для набора входных пара-
метров TC1 при разных коэффициентах сжатия: слева – пузырек, растянутый по горизонтали ( ), по
центру – круглый ( ), справа – растянутый по вертикали ( ).
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Следует отметить, что подвижность межфазной поверхности выражается еще и в движении
частиц вблизи этой поверхности в направлении от передней лобовой точки в сторону кормовой
точки пузырька. При этом коэффициент сопротивления неравномерно распределяется вдоль
поверхности раздела фаз. Сила сопротивления направлена против вектора скорости движения
пузырька, ее величина пропорциональна поперечному сечению его формы. Следовательно, сила
сопротивления частицы, ориентированной вертикально, меньше, чем ориентированной гори-
зонтально. Это способствует более быстрому всплытию пузырька, расположенного изначально
вертикально, чем вытянутого горизонтально.

Ниже представлены результаты численных экспериментов с набором входных параметров
TC2. Рисунок 5 иллюстрирует деформацию поверхности и изменение поля скорости при всплы-
тии пузырьков, имеющих разные формы в начальный момент времени. Пузырек, изначально
вытянутый горизонтально ( ), в процессе всплытия постепенно деформируется в полу-
круг. Скорости относительно не велики. В случае, когда пузырек в начальный момент времени
имеет форму вертикально вытянутого эллипса ( ), на первом этапе всплытия его кормо-
вая часть быстро втягивается под влиянием силы поверхностного натяжения. На поверхности
раздела двух сред с большой разницей плотностей ( ) при наличии ускорения создают-
ся условия для развития неустойчивости Релея–Тейлора. Образуется струя жидкости, направ-
ленная внутрь пузырька. Деформация его границ увеличивает межфазную поверхность. Пузырек
принимает подковообразную форму. В ходе дальнейшего подъема наблюдается трансформация
к полукруглой форме с отрывом по бокам маленьких пузырьков-спутников, которые затем
всплывают с меньшей скоростью, чем центральный крупный пузырек. Вертикально располо-
женный пузырек всплывает быстрее, его скорость больше. Нестабильность формы проявляется
до некоторого момента времени, затем пузырек приобретает стабильную форму и дальнейший
подъем происходит с постоянной скоростью.

η = 3.24

η = 0.309

ρ ρ = 310l g

Рис. 5. Эволюция формы пузырька и поля модуля скорости в процессе его всплытия для набора входных пара-
метров TC2 при разных коэффициентах сжатия: слева – пузырек, растянутый по горизонтали ( ), по
центру – круглый ( ), справа – растянутый по вертикали ( ).
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Результаты расчетов скорости всплытия для условий TC1 представлены на рис. 6a. В началь-
ный момент времени пузырек из состояния покоя начинает движение. До некоторого момента
времени tmax пузырек движется вверх с ускорением. Как отмечалось ранее, изменение скорости
пузырька обусловлено деформацией его формы под влиянием действующих на него массовых и
поверхностных сил. Показано, что при всплытии пузырька с параметрами TC1 скорость всплы-
тия имеет один максимум . Он достигается в момент времени tmax, когда нижняя часть меж-
фазной поверхности деформируется с максимальной скоростью, а полость стремится принять
форму полукруга. Установлено, что, чем меньше , тем больше ускорение, тем выше максималь-
ная скорость всплытия  и раньше наступает момент tmax, когда скорость максимальна. Так,
максимальная скорость всплытия достигает  при коэффициенте сжатия ,

 при ,  при . Затем скорость пузырька монотонно сни-
жается до постоянного значения . Причем величина  не зависит от начальной
формы пузырька, а только от его диаметра, физических свойств обеих фаз и ускорения свобод-
ного падения.

Анализ численных результатов показал (рис. 6б), что в случае условий задачи TC2 при
 и , скорость всплытия пузырька  имеет два локальных максимума, причем

второй имеет меньшую величину. Первый максимум скорости всплытия достигается в момент
времени tmax, когда струя окружающей жидкости направлена по вертикали вверх на кормовую
часть поверхности пузырька. В результате деформации пузырек приобретает подковообразную
форму. Далее, боковые части утончаются, максимальные значения вертикальная компонента
скорости принимает на боковых участках пузырька, а не в центральной ее части, как при дости-
жении первого максимума. Затем наблюдается разрыв межфазной поверхности с образованием
маленьких пузырьков-спутников. Стационарная скорость всплытия пузырька при условиях ТС2
составляет .

Кроме того, в ходе проведения численного эксперимента дополнительно замерялось время
достижения кормовой точкой полости  контрольной точки . Установлено, что
время всплытия полости t* монотонно увеличивается с ростом соотношения полуосей эллипса .
На рис. 7 показано, что при фиксированном числе Рейнольдса Re = 35 полость всплывает быст-
рее в случае условий задачи TC2, когда больше отношение плотностей сред  и число Бонда.
Так, при условиях TC1 безразмерное время всплытия до контрольной точки  увеличивается на
17.6% с 6.8 при  до 8.0 при , тогда как при TC2 – увеличивается на 42.8% с 4.9
при  до 7.0 при .
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Рис. 6. Изменение скорости всплытия пузырька с течением времени по результатам расчета задачи с условиями
TC1 (a) и TC2 (б) при разных коэффициентах сжатия: 1–3 – , 1.00, 3.24.
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МОРЕНКО

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Исследован начальный этап всплытия пузырьков в вязкой жидкости, который происходит в
нестационарном режиме. Показано, что на скорость подъема влияет исходная форма пузырьков.
Пузырьки, которые в начальный момент времени имеют форму эллипса с вертикальной боль-
шой полуосью, всплывают быстрее круглых, и тем более, расположенных горизонтально. Увели-
чение скорости всплытия обусловлено двумя факторами: уменьшением силы сопротивления за
счет сокращения поперечного сечения и формированием струи жидкости, направленной снизу
на кормовую часть межфазной поверхности в результате развития неустойчивости Рэлея–Тей-
лора.
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Исследовано влияние пористой законцовки крыла на формирование концевого вихря и его
свойства при сверхзвуковом обтекании. Установлено, что пористая законцовка существенно
влияет на структуру и параметры вихря, уменьшает его интенсивность.
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Изучение формирования и структуры концевых вихрей является важной задачей аэродина-
мики. Концевые вихри образуются на внешних кромках крыльев и органов управления летатель-
ного аппарата (ЛА) благодаря перепаду давлений. Концевые вихри влияют на аэродинамические
характеристики крыла, уровень шума, безопасность полета [1, 2]. Попадание ЛА или его элемен-
та конструкции в концевой вихрь может привести к потере управления или разрушению.
Для ослабления концевых вихрей используются различные конструктивные элементы типа вин-
глетов, шарклетов и других вариантов законцовок крыла [3]. У дозвуковых ЛА законцовки суще-
ственно повышают подъемную силу и уменьшают сопротивление. В работе [4] исследуется воз-
можность применения законцовок типа винглетов на сверхзвуковых скоростях при M = 1.62. Ав-
торы приходят к выводу, что при данном режиме течения винглеты неэффективны с точки
зрения уменьшения сопротивления крыла.

Одним из направлений совершенствования аэродинамики летательных аппаратов, интенсив-
но развивающихся в последнее время, является использование элементов конструкции из пори-
стых материалов. Основой для создания пористых материалов, применяемых в летательных ап-
паратах, являются как различные металлы (никель, бронза и т.д.), так и материалы на основе тер-
мопрочных пористых углеродных материалов, которые обладают высокой термостойкостью
(2500 К) и малым удельным весом.

Существует много работ, посвященных использованию пористых материалов для стабилиза-
ции пограничного слоя [5–8], в каналах для забора перепускаемого воздуха [9], диффузорах [10],
носовых обтекателях [11–13] и других элементах конструкции летательных аппаратов.

Поэтому представляет интерес и воздействие пористых элементов конструкции и на конце-
вые вихри. Работ на эту тему довольно мало – можно отметить, например, описание патента
НАСА [14]. В этой области возможно открытие новых и полезных эффектов. Настоящая работа
представляет собой исследование формирования концевых вихрей в условиях, когда все крыло
или его часть изготовлены из пористого материала. В качестве примера используется прямое
крыло простой геометрической формы, обтекаемое сверхзвуковым потоком.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ И ЧИСЛЕННЫЙ АЛГОРИТМ
Для проведения расчетов в данной работе использован пакет программ S3D [15], разработан-

ный и программно реализованный в ИПМ им. М.В. Келдыша РАН. Данный комплекс программ
предназначен для решения 3-мерных задач аэродинамики. Используется неявная разностная

УДК 532.546: 533.69: 533.6.011.5
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схема, в которой для решения системы линейных уравнений применяется метод LU SGS. Пото-
ки на гранях ячеек вычисляются с помощью интерполяционной схемы С.К. Годунова.

Для описания течений совершенного вязкого сжимаемого газа используется система неста-
ционарных осредненных по Рейнольдсу уравнений Навье–Стокса (URANS) с однопараметри-
ческой моделью турбулентности Спаларта–Аллмараса (SA) для сжимаемых течений. Для дис-
кретизации уравнений используется метод конечных объемов, который, в отличие от метода ко-
нечных разностей, применим к любой геометрии, оперирует различными сетками и позволяет
избежать проблем с метрическими сингулярностями обобщенных координат.

Модель течения газа в пористом материале основана на сужении модели Баера-Нунзиато [16],
которая первоначально была разработана для описания процесса горения и детонации гранули-
рованных взрывчатых веществ. Среда в этой модели рассматривается как двухфазный контину-
ум, состоящий из твердого скелетона непрореагировавшего взрывчатого вещества (ВВ) и газо-
вой фазы продуктов горения. Модель, которую мы используем, является редукцией модели Ба-
ера-Нунзиато, состоящей в предположении, что твердый скелетон неподвижен.

Мгновенное состояние газа определяется плотностью ρ, вектором скорости u и давлением p.
Газ считается сжимаемой, вязкой и теплопроводной средой. Скелетон считается обладающим
теплоемкостью и теплопроводностью, температура газа и скелетона считается одинаковой.

Предполагается, что микроструктура скелетона является изотропной и характеризуется рас-
пределением объемной доли скелетона ϕ = ϕ(x). Величина α = α(x) = 1 – ϕ(x) представляет собой
локальное распределение пустот (пористость).

Геометрическую форму сплошного твердого тела можно задавать двумя способами: положив
α = 0 и при помощи граничных условий прилипания. В данной работе поверхности сплошных
тел определяются граничными условиями. Отличные от 1 значения α используются только для
расчета течения в пористых частях крыла.

В результате мы приходим к следующей системе уравнений, которые в континуальном при-
ближении описывают течение сжимаемой жидкости в стесненных условиях пористого проница-
емого скелетона

(1)

(2)

(3)

Здесь используются общепринятые обозначения: i, k = 1, 2, 3 – индексы;  – плотность,  –
компоненты вектора скорости, p – давление, τik = 2μefeik – 2/3μefejjδik – тензор вязких напряже-
ний, eik = 0.5(∇iuk + ∇kui) – тензор скоростей деформаций, μef = μmol + μturb – эффективная вяз-
кость, H = E + p/ρ – полная энтальпия, E = Et + W – полная энергия газовой фазы, Et =
=  – внутренняя энергия единицы массы (определяется уравнением состояния иде-

ального калорически совершенного газа), W = 0.5  – кинетическая энергия единицы массы,
Es = CsT – тепловая энергия скелетона, Cs – теплоемкость единицы объема твердой фазы,

 – молекулярный тепловой поток,  – коэффициент теплопроводности двухфазной
среды, Т – температура;  – тензор Кронекера.

Коэффициент молекулярной вязкости предполагается функцией локальной температуры
воздуха Т и задается полуэмпирической формулой Сазерленда. Коэффициент теплопроводно-
сти газа λg связан с коэффициентом динамической вязкости  числом Прандтля, которое пред-
полагается постоянным и равным . Коэффициент теплопроводности твердой фазы λs
считается постоянным и определяется свойствами материала. Коэффициент теплопроводности
двухфазной среды λ = αλg + (1 – α)λs.

Объемная сила  в уравнении (2) представляет собой вязкую силу трения, действующую со
стороны скелетона на газ. Она зависит от локальной скорости и плотности газа и микрострукту-
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ры скелетона (или микроструктуры пор). В общем случае вязкая сила трения может быть запи-
сана через коэффициент вязкого сопротивления в форме Эргана [17]

где sp = Selem/Velem – дисперсность скелетона, равная отношению площади межфазной поверхно-
сти к объему скелетона в единице физического объема, Cd – коэффициент сопротивления, опре-
деляемый по эмпирическим формулам Эргана в зависимости от числа Рейнольдса и пористости.

Более полное описание используемых численных алгоритмов и математической модели мож-
но найти в [18].

Параллельные алгоритмы численного решения были реализованы на многопроцессорной си-
стеме К-100 ИПМ им. М.В. Келдыша РАН [19].

ЧИСЛЕННЫЕ РАСЧЕТЫ
Для исследования вихревого следа в сверхзвуковом течении использовалось прямое крыло с

передней и задней кромками толщиной 0.2 мм. Хорда крыла 30 мм, полуразмах 47.5 мм. Профили
крыла у основания и на внешней кромке показаны на рис. 1. Форма крыла между заданными
профилями такая, что все поверхности плоские – плоский четырехугольник в средней части,
треугольники у передней и задней кромки. На рис. 1 показана схема крыла в плане.

Конец крыла (на рис. 1 заштрихован клетчатой штриховкой) выполнен из пористого матери-
ала с разными значениями пористости, т.е. объемной доли газовой фазы.

Пористый материал в применяемой модели считается непрерывной двухфазной средой,
определяемой двумя параметрами: пористостью α, т.е. отношением объема газовой фазы к об-
щему объему, и характерным размером пор, интерпретируемым как средний диаметр каналов в
пористом материале.

Выполнены контрольный расчет для сплошного крыла и расчеты для 5 значений пористости
α = 0.4, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9.

Характерный размер пор считался равным 0.1 мм.
Все расчеты производились для одинакового набегающего потока с числом Маха M = 3, чис-

лом Рейнольдса относительно 1 м Re = 8803209, углом атаки α = 10°.

( )− α ρ
=

1
8

p d
i

s C
g

u

Рис. 1. Схема крыла: общий вид (а), профиль у кромки (б) и у основания (в).
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С целью проверки сеточной сходимости расчеты выполнялись на двух сетках.
Сетка 1: блочно-регулярная, состоящая из 5951600 ячеек, со сгущением к поверхности крыла,

передней и задней кромке, а также к боковой кромке. Толщина ячеек у поверхности крыла 0.04 мм.
Размер области за крылом – 9 хорд, с внешней стороны крыла – равно полуразмаху. На поверх-
ности сплошной части крыла и на границе между сплошной и пористой частями установлено
условие прилипания. На плоскости z = 0, на которой расположено основание крыла, установле-
но условие зеркальной симметрии, на передней границе области – условие сверхзвукового вхо-
да, на остальных внешних границах – условие экстраполяции.

Сетка 2: блочно-регулярная, число ячеек 7312800, вблизи передней и задней кромок размер
ячеек в направлении x (продольном) по сравнению с сеткой 1 уменьшен в 10 раз, в направле-
нии z (горизонтальном поперечном) вблизи боковой кромки – в 1.5 раза. В направлении y размер
ячеек такой же.

Начало координат находится на плоскости симметрии у передней кромки крыла. Ось x на-
правлена по течению газа, ось z – от плоскости симметрии к краю крыла, ось y – перпендику-
лярно течению вниз. Геометрические координаты выражены в метрах.

РЕЗУЛЬТАТЫ
Анализ результатов численного моделирования показал, что при всех рассмотренных значе-

ниях пористости формируется концевой вихрь, аналогичный вихрю на сплошном крыле, но не
вблизи края пористой законцовки крыла, а вблизи окончания сплошного участка. Над пористой
частью крыла возникает зона циркуляции, но центр вихря во всех случаях оказывается над
сплошной частью.

Поскольку воздух, перетекающий с нижней стороны крыла, проходит теперь сквозь пори-
стый материал, скорость его уменьшается, вихрь приобретает сложную несимметричную струк-
туру и в большинстве случаев становится менее интенсивным. При больших значениях пористо-
сти интенсивность вихря может увеличиваться (рис. 7).

На рис. 2 можно видеть структуру вихрей в поперечной плоскости, проходящей через заднюю
кромку крыла для различных значений пористости и контрольного расчета со сплошным кры-
лом. Изображены векторные линии поля скоростей поперечного движения (uz, uy). Пористая
часть крыла обведена пунктиром.

Интересно, что при α = 0.8 структура вихря качественно похожа на вихрь при сплошном кры-
ле, вихрь только смещен на ширину пористой законцовки. Это означает, что материал с такой
пористостью оказывает уже небольшое влияние на структуру течения, крыло почти эквивалент-
но сплошному крылу меньшего размаха. Однако наблюдаются некоторые количественные от-
личия.

Изменение вихревой структуры приводит к изменению распределения давления. На рис. 3
показаны коэффициенты давления на поверхности крыла в сечении z = 0.042 для контрольного
сплошного крыла и для α = 0.6. Видно, что уменьшается давление на нижней поверхности крыла
и увеличивается на верхней.

На рис. 4 показаны результаты расчетов для 2 сеток. Здесь коэффициенты давления для α =
= 0.6, вычисленные с использованием сетки 2, такие же, как на рис. 3 сравниваются с расчетом
на сетке 1. Видно, что есть отличие вблизи передней кромки крыла, где формируется ударная
волна, но на большей части поверхности крыла расхождения невелики.

Перераспределение давления приводит к изменению лобового сопротивления крыла, подъ-
емной силы и аэродинамического качества. В табл. 1 показаны аэродинамические коэффициен-
ты для средней части крыла (Cxs, Cys) и для края крыла, который при α ≠ 0 является пористым.
Сопротивление средней (сплошной) части крыла состоит из двух составляющих: сопротивления
давления и сопротивления трения на поверхности материала. При обтекании пористого матери-
ала к ним добавляется третья: трение внутри материала. При малых значениях α воздух обтекает
материал, течение внутри материала незначительно, и поэтому третья составляющая мала. При
больших α значительная часть воздуха проходит сквозь материал, но сопротивление внутренне-
го трения мало из-за большого количества пустот в материале. Наибольшее сопротивление
должно наблюдаться при средних значениях α, и мы видим, что при α = 0.6 оно действительно
выше, чем при других значениях.



98

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 3  2023

ЛУЦКИЙ, СЕВЕРИН

Различия в структуре и интенсивности вихря сохраняются в процессе его эволюции вниз по
потоку. На рис. 5 изображены продольная завихренность Ωx = ∂uz/dy – ∂uy/dz и число Маха в цен-
тре вихря для сплошного крыла и для α = 0.6.

Рис. 2. Векторные линии поля скоростей поперечного движения (uz, uy) в плоскости сечения x = 0.0293 (задняя
кромка крыла) при разных значениях пористости α.
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Таблица 1

пористость 0 0.6 0.8 0.9

Cxs 0.3 0.292 0.294 0.295

Cxp 0.019 0.068 0.025 0.009
Cx 0.319 0.360 0.319 0.304
Cys 1.263 1.22 1.228 1.229
Cyp 0.084 0.028 0.008 0.002
Cy 1.347 1.248 1.236 1.231
K 4.22 3.47 3.87 4.05
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Рис. 4. Коэффициент давления в расчетах на двух сетках: сетка мелкая 1 и грубая 2.
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Рис. 3. Коэффициент давления на поверхности крыла z = 0.042.
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Число Маха на оси вихря в случае пористой законцовки существенно меньше. При этом ско-
рость газа отличается незначительно, более высокими оказываются скорость звука и давление.

На рис. 6 изображены изолинии продольной завихренности для сечения x = 0.2348 (6.85 хорд
от задней кромки) за сплошным крылом (сплошные линии) и крылом, оснащенным пористой
законцовкой с пористостью α = 0.6 (пунктир). Для наглядности здесь же изображены контуры
крыла и его задней кромки. Пористая законцовка закрашена серым. Видно, что завихренность
существенно уменьшилась (максимум 23.9 вместо 29.7), а центр вихря сместился от края к гра-
нице между сплошной и пористой частями крыла.
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На рис. 7 показаны параметры течения – продольная завихренность (Ωx) и тангенциальное
число Маха (Myz) вдоль линии, проходящей через центр вихря перпендикулярно его оси. Пред-
ставлены сечения x = 0.1348 (на расстоянии 3.5 хорд за кромкой) и x = 0.2348 (6.85 хорд). Пока-
заны графики для гладкого крыла (α = 0) и трех значений пористости α = 0.4, 0.6, 0.8.

Несмотря на то что на сплошном крыле (α = 0) и крыле с пористой законцовкой центры
вихря находятся в разных местах по координате z, на рис. 7 видно, что положение центра вих-
ря по координате y во всех случаях близко. Интересно, что структуры вихря на сплошном
крыле и на крыле с α = 0.8 очень похожи, отличаются значительно меньше, чем на крыльях
с другими значениями пористости. Это говорит о том, что законцовка с высокой пористо-
стью оказывает небольшое влияние на вихрь, такое крыло почти эквивалентно гладкому
крылу меньшего размаха.

Рис. 5. Продольная завихренность (Ωx, 103 с–1) и число Маха (M) в центре вихря: крыло пористое 1 и сплошное 2.
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Рис. 6. Изолинии продольной завихренности (103 с–1) в сечениях x = 0.0293 (слева) и x = 0.2348 (справа).
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Рис. 7. Продольная завихренность (Ωx) и тангенциальное число Маха (Myz). в сечениях x = 0.1348 и x = 0.2348.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлены результаты численного исследования концевого вихря в сверхзвуко-
вом потоке при числе Маха М = 3 для крыла, имеющего законцовку из пористого материала с
различными значениями пористости. Для расчетов использовались математическая модель те-
чения газа сквозь пористую среду, алгоритмы моделирования турбулентных течений и их парал-
лельная реализация на многопроцессорных вычислительных системах.

Из полученных численных результатов видно, что у крыла с пористой законцовкой образует-
ся концевой вихрь, аналогичный тому, что образуется на сплошном крыле. Однако параметры,
структура и положение вихря существенно отличаются. Во всех рассмотренных случаях вихрь
образуется у края сплошной части крыла, а не у края пористого материала.

При значениях пористости меньше 0.8 вихрь становится менее интенсивным, при пористости
0.8 и 0.9 интенсивность вихря немного увеличивается. Лобовое сопротивление и подъемная сила
уменьшаются. Таким образом, появляется возможность управлять процессом генерации вихря.

Расчеты выполнены для модельного крыла простой геометрии. Это показывает принципи-
альную возможность управления параметрами концевого вихря при помощи пористых законцо-
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вок. При другой геометрии крыла эффекты могут быть другими. Представляет интерес и может
быть предметом дальнейших исследований аналогичная задача с треугольным крылом.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда, проект № 22-21-
00470.
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мицеллярные растворы с добавлением наночастиц. На основе анализа изображений получе-
ны кривые изменения насыщенности модельной пористой среды вазелиновым маслом при
вытеснении различными составами. Показано, что мицеллярные растворы с добавлением
наночастиц являются наиболее эффективными агентами вытеснения масла по сравнению с
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С ростом спроса на энергоресурсы перед нефтяной отраслью стоят неотложные задачи по уве-
личению производительности скважин. Рост трудноизвлекаемых запасов ведет к ориентирова-
нию внимания к новым методам увеличения нефтеотдачи. Одним из широко используемых ме-
тодов увеличения нефтеотдачи является использование различных химических реагентов, кото-
рые могут уменьшить негативное влияние капиллярных сил и изменить направление
фильтрационных потоков пластовых флюидов, что в свою очередь может привести к интенси-
фикации притока нефти и росту коэффициента извлечения нефти.

Поверхностно-активные вещества (ПАВ) совместно с водой впервые были использованы для
повышения нефтеотдачи еще в 1927 г. При достаточных концентрациях молекулы ПАВ в воде
ориентируются в виде агрегатов, называемых мицеллами [1]. Начиная с 1968 г., последовало
множество исследований с использованием мицеллярных растворов воды, углеводородов и ПАВ
[2]. Мицеллярные агрегаты могут захватывать жидкости в своих центрах, вследствие чего они на-
бухают. Эти набухшие мицеллы также называют микроэмульсиями. Есть три типа микроэмуль-
сий [3]: прямая, обратная и с непрерывной структурой. Использование микроэмульсии для по-
вышения нефтеотдачи представляет значительный интерес [4]. Микроэмульсии, как метод уве-
личения нефтеотдачи, считается важным предметом недавних исследований [5]. Оценка
применимости микроэмульсий для повышения нефтеотдачи проводится с помощью исследова-
ний фазового поведения (пробирочный тест) [6]. Наиболее важными факторами, влияющими на
фазовое поведение микроэмульсии, являются свойства поверхностно-активных веществ [7], со-
растворителя [8], нефти [9], соленость [10], соотношения воды к нефти [11], водородный показа-
тель pH [12]. ПАВ разделяются на четыре группы: анионные (отрицательный заряд молекул), ка-
тионные (положительный заряд молекул), неионогенные (незаряженные молекулы) и амфотер-
ные (как положительно, так и отрицательно заряженные молекулы) [13]. В коллекторах из
песчаника применяются анионные ПАВ за счет низкой адсорбции [14]. Катионные ПАВ адсор-
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бируются в обломочных коллекторах, и поэтому их более выгодно использовать в карбонатных
породах [15]. Содержание соли влияет на средний гидродинамический диаметр капель микро-
эмульсии и их дисперсию, увеличение концентрации соли приводит к увеличению диаметра ка-
пель [16]. Кроме того, содержание соли влияет на коэффициент поверхностного натяжения меж-
ду несмешивающимися фазами, который является важным показателем для повышения нефте-
отдачи [17]. Поверхностное натяжение микроэмульсий значительно ниже по сравнению с
системами, в которых присутствует только ПАВ [16]. Размеры частиц в микроэмульсиях меньше
100 нм, что обеспечивает высокую гравитационную стабильность [18], прозрачность [19] и по-
движность в пористой среде [20]. На стабильность и оптические свойства может повлиять умень-
шение диаметра дисперсной фазы, но ее термодинамические и физико-химические свойства
могут не измениться [21]. Более того, микроэмульсия является неньютоновской жидкостью.
Увеличение скорости сдвига приводит к снижению ее эффективной вязкости. Низкая эффек-
тивная вязкость и высокая скорость сдвига облегчают закачку в пласт. Увеличение отношения
сорастворителя к ПАВ снижает вязкость в два раза. Обычно сорастворителем или дополнитель-
ным ПАВ для приготовления мицеллярных растворов с целью снижения вязкости является
спирт [22].

Микроэмульсии, стабилизированные ПАВ с наночастицами, часто используются в нефтедо-
быче для уменьшения капиллярных сил [23]. Кроме того, увеличивается устойчивость к седи-
ментации в растворах за счет наличия наночастиц, которые могут уравновешивать поверхност-
ные силы и силу тяжести [24]. Также в работах сообщается об увеличении стабильности микро-
эмульсий в условиях высокой температуры пласта при добавлении наночастиц [25].
Наночастицы обладают способностью изменять смачиваемость твердых поверхностей за счет их
самоструктурирования [26], что способствует движению границы раздела флюидов и отделению
нефти от поверхности [27]. Одним из примеров наночастиц является диоксид кремния. Его лег-
ко производить, обладает хорошо известными физико-химическими свойствами и может быть
изготовлен с различными характеристиками, такими как гидрофобность или гидрофильность.
Он является одним из самых распространенных нетоксичных неорганических материалов и
имеет более низкую стоимость производства, чем другие наночастицы. Современные исследова-
ния показали, что присутствие наночастиц в микроэмульсиях может увеличить нефтеотдачу, од-
нако особенности межфазных взаимодействий и влияние характеристик породы все еще недо-
статочно изучены [28].

Анализ текущего состояния исследований подтверждает эффективность использования ми-
целлярных растворов для мобилизации остаточной нефти в пористой среде. В рамках данной ра-
боты предлагается исследовать влияние включения наночастиц в состав микроэмульсии на
эффективность вытеснения остаточной нефти в насыпной пористой среде с фиксируемой гео-
метрией. Новизной работы являются как методика создания насыпной модели с постоянной
геометрией порового пространства, так и результаты лабораторных исследований по вытесне-
нию масла различными составами в модельной пористой среде.

1. ЭКСПЕРИМЕНТ
1.1. Материалы

Для создания пористой среды использовались цельные стеклянные шарики (Weissker) разме-
ром 106–600 мкм. В работе использовались наночастицы оксида кремния площадью поверхно-
сти 200 м2/г Aerosil R200 (Evonik Industries AG). Для водных растворов применялась очищенная
системой Milli-Q (Millipore) деионизированная вода с динамической вязкостью 1 мПа · c и плот-
ностью 1000 кг/м3. Гидрофильные наночастицы оксида кремния весовой концентрации 0.5%
были диспергированы в воде с помощью ультразвукового диспергатора. Свойства наночастиц
приведены в табл. 1.

Мицеллярные растворы изготавливались добавлением в воду хлорида натрия и ПАВ додецил-
сульфат натрия (СДС) совместно с бутанолом в соотношении 90: 5: 5 соответственно. Соотно-
шение СДС и бутанола варьировалось в разных пропорциях. Мицеллярные растворы с наноча-
стицами были изготовлены аналогично, только вместо воды использовалась наножидкость.
В качестве аналога нефти использовалось вазелиновое масло с динамической вязкостью
60 мПа · с и плотностью 800 кг/м3 при температуре 25°С. Для контрастирования изображений
масло подкрашено жирорастворимым красителем (Судан). Физико-химические свойства масла
не изменялись в процессе проведения исследования. Все составы, используемые в лабораторных
исследованиях, представлены в табл. 2. Коэффициент поверхностного натяжения на границе с
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воздухом определен методом пластины Вильгельми [29]. Из табл. 2 видно, что состав 10 имеет
наименьший коэффициент поверхностного натяжения.

1.2. Физическая модель пористой среды
Модель пористой среды изготовлена путем спекания стеклянных шариков. Из минерального

стекла была собрана ячейка с размерами внутренней полости 162 мм × 25 мм × 1 мм. Алмазной
коронкой в ячейке были просверлены отверстия диаметром 5 мм для входа и выхода жидкости.
Внутренняя полость ячейки была заполнена шариками, после чего ячейка помещалась в печь.
На основе серии экспериментов была разработана программа спекания, которая представлена в
табл. 3. Спекание шариков позволило создать неизменяемую структуру пустотного простран-
ства, которая использовалась для проведения фильтрационных исследований. Фотография мо-
дели пористой среды представлена на рис. 1. Оценка пористости проведена весовым методом с
учетом паразитных полостей, которая составила 25%, поровый объем составил 1 см3, проницае-
мость по воде составила 62 мкм2.

1.3. Лабораторная установка
Исследования вытеснения вязкой жидкости из пористой среды проводились на лаборатор-

ной установке, представленной на рис. 2, которая состояла из насоса объемного расхода, датчи-
ков давления, фотоаппарата, системы освещения. Модель пористой среды насыщалась маслом
под действием вакуумной инфузии, что обеспечивало 100% заполнение.

Закачка вытесняющих агентов производилась при постоянном расходе 0.2 мл/мин с помо-
щью шприцевого насоса Cole Parmer 78-0358. Перепад давления в модели фиксировался датчи-
ками давления MPX5700 (Motorola). Процесс вытеснения снимался на фотокамеру с частотой

Таблица 1. Физико-химические свойства Aerosil R200

Свойства Единица измерения Значение

Удельная площадь поверхности м2/г 200 ± 25

Средний размер первичных частиц нм 12
Насыпная плотность г/л 50
pH – 3.7–4.7
Содержание SiO2 % 99.8

Таблица 2. Составы для лабораторных исследований

№ состава Наименование
Коэффициент 

поверхностного натяжения, 
мН/м

1 Вода 72.5
2 Вода+NaCl в соотношении 95: 5 71.6
3 Вода+ 0.5% Aerosil R200 58.5
4 Вода+СДС в соотношении 90: 10 35.0
5 Мицеллярный раствор Вода+NaCl+CДС+Бутанол

в соотношении (90: 5: 2.5: 2.5)
27.2

6 Вода+NaCl+CДС+Бутанол 
в соотношении (90: 5: 1.66: 3.33)

26.8

7 Вода+NaCl+CДС+Бутанол
в соотношении (90: 5: 1.25: 3.75)

26.3

8 Мицеллярный раствор + 
+ наночастицы

Состав 5+0.5% Aerosil R200 26.2
9 Состав 6+0.5% Aerosil R200 26.3
10 Состав 7+0.5% Aerosil R200 25.3
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1 кадр в 10 с и разрешением 12 Мп. Насыщенность фаз определялась по результатам цифровой
обработки изображений с помощью программы с открытым исходным кодом ImageJ по пред-
ставленной методике [30].

2. РЕЗУЛЬТАТЫ

На рис. 3 представлены картины вытеснения вазелинового масла различными составами,
представленными в табл. 2. Левая колонка соответствует началу процесса вытеснения после од-
ной минуты закачки 0.2 мл вытесняющего агента, правая колонка соответствует картинам вы-
теснения после 50 минут закачки, что соответствует прокачке 10 поровых объемов. На изображе-
ниях вытеснение происходит справа – налево. Оранжевые участки на изображениях соответ-
ствуют областям пористой среды, которые заполнены маслом, светлые участки – областям,
заполненным вытесняющим агентом.

Для всех составов обнаружено образование вязких пальцев, поскольку отношение вязкости
вытесняемой жидкости к вытесняющей равно 60. При вытеснении водой фильтрация происхо-
дит преимущественно по крупным порам с небольшим охватом пористой среды вытесняющим
агентом (составом № 1). При добавлении соли в воду (состав № 2) характер вытеснения не изме-
няется, но доля пористой среды, занятая вытесняющим агентом, увеличивается. При вытесне-
нии наножидкостью (состав № 3) картины вытеснения похожи на предыдущие эксперименты.
Характер вытеснения существенно изменяется при добавлении в воду ПАВ (состав № 4). В дан-
ном случае вытесняющая жидкость преимущественно движется по мелким порам, тем самым
охватывая большую площадь пористой среды. Добавление в воду с ПАВ соли и спирта приводит
к формированию мицеллярного раствора [3], что увеличивает долю вытесненного масла по срав-
нению с раствором воды с ПАВ. На рис. 3 представлены картины вытеснения составами № 5, 6
и 7, которые соответствуют различным соотношениям СДС к бутанолу (1: 1, 1: 2, 1: 3). Доля вы-
тесненного масла увеличивается за счет формирования микроэмульсии на межфазной поверх-
ности, что приводит к уменьшению коэффициента поверхностного натяжения и существенно
изменяет характер вытеснения. Добавление наночастиц в составы № 5, 6 и 7 с разным соотноше-
нием СДС к бутанолу, что соответствует составам № 8, 9 и 10, дополнительно увеличивает охват
пористой среды. Данный факт объясняется влиянием наночастиц на изменение смачиваемости
поверхности и требует более детального исследования на микроуровне, которое выполняется в
рамках других работ.

Таблица 3. Программа спекания

Шаг программы Тип Температура, °С Длительность, ч

1 нагрев 150 1
2 300 1
3 450 1
4 550 1
5 600 1
6 680 1
7 остывание понижение температуры до 20 12
8 выдержка 20 6

Рис. 1. Модель пористой среды.
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Количественный анализ доли вытесненного масла из насыпной модели для различных соста-
вов, представленных в табл. 2, в зависимости от прокачанных поровых объемов представлен на
рис. 4. Из рисунка видно, что после прокачки 5 поровых объемов основной объем вытесненного
масла из модели для воды не изменяется, однако для других агентов постепенно уменьшается.
На рис. 5 представлена доля остаточного масла после прокачки 10 поровых объемов различных
составов. Из рис. 5 следует, что при вытеснении водой (состав № 1) из модели вытесняется 53%
масла, в случае 5% соленого водного раствора (состав № 2) – 55%, наножидкости (состав № 3) –
63%, воды с ПАВ (состав № 4) – 59%. При вытеснении мицеллярным раствором для состава № 5
остаточная насыщенность масла составляет 64%, для состава № 6 – 66%, для состава № 7 – 68%,

Рис. 2. Схема лабораторной установки.
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Рис. 3. Динамика вытеснения масла различными составами.
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для состава № 8 – 75%, для состава № 9 – 77%, для состава № 10 – 79%. Отметим, что при про-
качке больших объемов растворов микроэмульсии с наночастицами выход масляной фазы из
модели увеличивается.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В рамках исследования освоена методика изготовления насыпной модели с постоянной гео-
метрией порового пространства, проведены исследования вытесняющей способности различ-
ных составов, в том числе растворов для микроэмульсий и микроэмульсий с наночастицами.

Рис. 4. Изменение насыщенности модельной пористой среды вазелиновым маслом при вытеснении различны-
ми составами.
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Рис. 5. Эффективность вытеснения масла различными составами.
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На основе анализа лабораторных данных получена зависимость остаточной насыщенности мас-
ла от различных агентов вытеснения. Показано, что применение мицеллярного раствора может
сократить долю остаточной нефти на 15% по сравнению с водой, а мицеллярного раствора с на-
ночастицами – на 26%. Таким образом, раствор для микроэмульсий с наночастицами диоксида
кремния является наиболее эффективным агентом вытеснения масла для представленного об-
разца насыпной модели пористой среды. Далее планируется создание модели с фиксированной
геометрией из кернового материала с различными физико-химическими свойствами, а также
проведение лабораторных исследований для анализа эффективности вытеснения нефти различ-
ными агентами на созданных моделях пористой среды.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РНФ № 21-79-10212.
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В приближении Буссинеска рассматриваются свободные внутренние волны при учете гори-
зонтальной турбулентной вязкости и диффузии на двумерном течении в море постоянной
глубины. В линейном приближении краевая задача для амплитуды вертикальной скорости
имеет комплексные коэффициенты и решается численно по неявной схеме Адамса третьего
порядка точности. Во втором порядке по амплитуде волны находятся вертикальная составля-
ющая скорости стоксова дрейфа и вертикальные волновые потоки массы и соли. Указанные
потоки приводят к генерации вертикальной тонкой структуры, которая имеет необратимый
характер.

Ключевые слова: внутренние волны, волновые потоки массы, тонкая структура
DOI: 10.31857/S1024708422600749, EDN: TMNYOX

Вертикальная тонкая термохалинная структура была открыта во второй половине прошлого
века с созданием высокоразрешающей зондирующей аппаратуры. Оказалось, что вертикальные
профили температуры и солености сильно изрезаны, слои с низкими градиентами температуры
и солености чередуются с высокоградиентными прослойками. Вертикальные масштабы таких
неоднородностей меняются в широких пределах: от нескольких сантиметров до десятков метров.
К тонкой структуре принято относить неоднородности масштабом более одного метра, неодно-
родности меньшего масштаба относят к микроструктуре. При распространении внутренних
волн за счет кинематического эффекта создаются вертикальные деформации профилей плотно-
сти и солености – тонкая структура, порождаемая внутренними волнами, которая имеет обрати-
мый характер. Однако при обрушении внутренних волн создаются необратимые деформации
полей температуры и солености и тонкая структура имеет необратимый характер [1, 2]. Но не
только внутренние волны ответственны за генерацию вертикальной тонкой структуры: меха-
низм двойной диффузии, когда температура и соленость убывают с глубиной, может приводить
к конвекции типа “солевых пальцев” с формированием ступенчатых структур [3–6]. Развитие
этого подхода привело к созданию нелинейных математических моделей формирования микро-
структуры в океане, основанных на амплитудных уравнениях термохалинной конвекции [7].
Вблизи фронтов возможно интрузионное расслоение благодаря взаимному проникновению вод
с различными T, S характеристиками [8].

Если температура и соленость растут с глубиной при устойчивой стратификации, возможно
развитие колебательной неустойчивости благодаря двойной диффузии с образованием ступен-
чатых структур [3, 9].

Мелкомасштабная турбулентность является источником тонкой структуры и микрострукту-
ры [10]. Механизмы генерации мелкомасштабной турбулентности в стратифицированной среде –
гидродинамическая неустойчивость течений и внутренних волн, обрушение внутренних волн [11, 12].
В стратифицированной среде мелкомасштабная турбулентность имеет перемежаемый характер
и для ее поддержания порой достаточно незначительного сдвига скорости во внутренней волне [13].
Коэффициент вертикального турбулентного обмена Mz обычно связывают с числом Ричардсона

Ri = , здесь N – частота плавучести, U – скорость течения, распространенная зависи-
2

2( / )
N

dU dz

УДК 532.593.2
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мость Mz ~ Ri–n. При n > 1 поток плавучести Mz ⋅ N2 растет с уменьшением градиента плотности,
что приводит к формированию ступенчатых структур [14]. Это подтверждено и лабораторными
экспериментами [14].

Внутренние волны повсеместно присутствуют в океане и являются источником вертикальной
тонкой структуры [2]. За счет обрушений внутренних волн формируются пятна турбулентной
жидкости, которые, растекаясь, могут приводить к формированию слоистой структуры, когда
слои с низкими градиентами плотности, где была турбулентность, чередуются со слоями с высо-
кими градиентами плотности стратифицированной жидкости вне турбулентных пятен. Внут-
ренние волны нередко наблюдаются в виде цугов – локализованных в пространстве волновых
пакетов [15–18]. Нелинейные эффекты при распространении пакетов внутренних волн проявля-
ются в генерации средних на временном масштабе волны поправок к плотности и скорости те-
чения, пропорциональных квадрату текущей амплитуды волны и которые можно трактовать
как тонкую структуру, генерируемую волной [19, 20]. Однако она имеет обратимый характер, по-
сле прохождения волнового пакета невозмущенный профиль стратификации восстанавливает-
ся. Необратимая вертикальная тонкая структура генерируется внутренними волнами не только
при обрушениях. Даже без обрушений внутренних волн возможна генерация необратимой вер-
тикальной тонкой структуры. Внутренние волны при учете турбулентной вязкости и диффузии
затухают [21–23]. Вертикальные волновые потоки тепла, соли, массы отличны от нуля [24] и
приводят к генерации вертикальной тонкой структуры, которая имеет необратимый характер
[25]. Однако в [24, 25] уравнение для амплитуды вертикальной скорости с комплексными коэф-
фициентами решается методом возмущений, когда решение и частота волны раскладываются в
ряд по малому параметру, пропорциональному горизонтальной турбулентной вязкости. Пред-
ставляет интерес решить это уравнение численно по неявной схеме Адамса третьего порядка
точности и сравнить волновые потоки и генерируемую внутренней волной тонкую структуру с
потоками и тонкой структурой, полученной методом возмущений. Поскольку коэффициенты
горизонтального турбулентного обмена на три-пять порядков превышают коэффициенты вер-
тикального турбулентного обмена [26–28], то последними пренебрегается.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматриваются свободные внутренние волны в безграничном бассейне постоянной глуби-
ны при наличии среднего стратифицированного течения. Коэффициенты горизонтального тур-
булентного обмена предполагаются постоянными. В линейном приближении находятся диспер-
сионное соотношение и декремент затухания волны. Во втором порядке по амплитуде волны –
вертикальные волновые потоки массы и соли, которые приводят к генерации вертикальной тон-
кой структуры.

Система уравнений гидродинамики для волновых возмущений в приближении Буссинеска
имеет вид [24]

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

где x, y, z – координаты прямоугольной декартовой системы координат, ось z направлена проти-
воположно ускорению свободного падения g; u, , w – компоненты волновой скорости течения
в указанной системе координат, ρ и P – волновые возмущения плотности и давления, ρ0 – не-
возмущенная средняя плотность воды; K, M – коэффициенты горизонтальной турбулентной
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ρ ∂
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вязкости и диффузии, U0(z), V0(z) – компоненты скорости среднего течения, Δh – горизонталь-

ный оператор Лапласа, Δh =  + , действие оператора D/Dt раскрывается по формуле

Граничные условия на поверхности моря (z = 0) – условие “твердой крышки”, которое от-
фильтровывает внутренние волны от поверхностных волн [29] и отсутствие тангенциальных на-
пряжений [22]

(1.6)

Граничные условия на дне – условие непротекания и отсутствие тангенциальных напряже-
ний (условие “гладкого скольжения” [22])

(1.7)

Здесь H – глубина моря. Тангенциальные напряжения у дна нулевые, так как коэффициента-
ми вертикального обмена пренебрегается.

Уравнение диффузии для волновых возмущений солености S аналогично уравнению (1.4) [30]

(1.8)

где  – вертикальный градиент средней солености.

2. ЛИНЕЙНОЕ ПРИБЛИЖЕНИЕ
Решения линейного приближения системы (1.1)–(1.5) и уравнения (1.8), ищутся в виде [24, 25]

(2.1)

где c.c. – комплексно сопряженные слагаемые, A – амплитудный множитель, k – горизонталь-
ное волновое число, ω – частота волны. Предполагается, что волна распространяется вдоль оси x.

После подстановки (2.1) в систему (1.1)–(1.5) следует связь амплитудных функций u10, . ρ10,
P10, S10 с w10 [24]

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Функция w10 удовлетворяет уравнению [24]

(2.5)

где N2 = –  – квадрат частоты Брента–Вяйсяля.
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Уравнение (2.5) эквивалентно уравнению

(2.6)

где a(z) = 

Граничные условия для w10

(2.7)
Граничные условия (1.6), (1.7) выполняются автоматически. Краевая задача (2.6), (2.7) с ком-

плексными коэффициентами в [24, 25] решалась методом возмущений, когда решение и частота
волны искались в виде ряда по малому параметру ε = K/ H2, пропорциональному горизонталь-
ной турбулентной вязкости,  – характерная частота волны. В настоящей работе данная крае-
вая задача решается численно по неявной схеме Адамса третьего порядка точности. Сопоставле-
ние дисперсионных кривых, полученных двумя методами, делается ниже.

3. НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭФФЕКТЫ
Скорости течения в представлении Эйлера u и Лагранжа uL с точностью до членов второго по-

рядка по амплитуде волны связаны следующим соотношением [31]

(3.1)

Интегральное уравнение (3.1) решается методом итераций и с точностью до членов, квадра-
тичных по амплитуде волны, после осреднения по периоду волны получается выражение для
средней лагранжевой скорости [31]

(3.2)

где вектор U(U0, V0) – скорость среднего течения, u – поле волновых эйлеровых скоростей, черта
сверху означает осреднение по периоду волны. Скорость стоксова дрейфа частиц жидкости
представлена вторым слагаемым в (3.2) и определяется по формуле [31]

(3.3)

Вертикальная компонента скорости стоксова дрейфа определяется по формуле [32]

(3.4)

где A1 = Aexp(δω ⋅ t), A = A1 в начальный момент времени при t = 0.
Вертикальный волновой поток массы определяется из (2.1), (2.3) по формуле [25]

(3.5)

где A1 = Aexp(δω ⋅ t), δω = Im(ω) – декремент затухания волны, черта сверху означает осреднение
по периоду волны.

Наличие вертикального волнового потока массы приводит к необратимой деформации поля
плотности, которая может рассматриваться как вертикальная тонкая структура, генерируемая
волной. Уравнение для неосциллирующей на временном масштабе волны поправки к средней
плотности с точностью до членов, квадратичных по амплитуде волны имеет вид
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Отсюда в горизонтально-однородном случае

(3.6)

Проинтегрируем уравнение (3.6) по времени

(3.7)

Подставляя  (3.5) и вертикальную компоненту скорости стоксова дрейфа ws (3.4) в (3.7), по-
лучим после интегрирования

(3.8)

где  =  + c.c.,  = i|A|2

Переходя в (3.8) к пределу при t → ∞ с учетом того, что δω < 0, находим 

(3.9)

Величина , зависящая от вертикальной координаты, представляет собой неосциллирую-
щую на временном масштабе волны поправку к средней плотности – вертикальную тонкую
структуру, генерируемую волной. В [19, 20] определялась неосциллирующая поправка к плотно-
сти, пропорциональная квадрату текущей амплитуде волны, после прохождения волнового па-
кета невозмущенный профиль стратификации восстанавливается и тонкая структура имеет об-
ратимый характер. Поправка (3.9) пропорциональна квадрату максимальной амплитуды волны
и представляет собой необратимую тонкую структуру, генерируемую волной.

Волновой вертикальный поток соли определяется из (2.1), (2.4) по формуле, аналогичной (3.5)
с заменой вертикального градиента плотности на градиент солености

(3.10)

где  – вертикальный градиент средней солености.
Вертикальная тонкая структура поля солености, генерируемая внутренней волной, определя-

ется по формуле, аналогичной (3.7) путем замены градиента плотности на градиент солености

(3.11)

где  = 

4. РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ
На северо-западном шельфе Черного моря в третьем этапе 44-го рейса НИС “Михаил Ломо-

носов” были обнаружены внутренние волны, которые отчетливо просматриваются на времен-
ной реализации возвышений изолиний температуры на рис. 1, полученных с помощью приборов
ГРАД (градиентно-распределенные датчики температуры) [33].

В ходе натурного эксперимента с борта судна первый прибор располагался в слое 5–15 м, вто-
рой – в слое 15–25 м, третий – в слое 25–35 м, четвертый – в слое 35–60 м. Легко видеть, что
мощные колебания с периодом 15 мин в слое 25–60 м находятся в противофазе с колебаниями в
слое 15–25 м, что говорит о колебаниях второй моды с максимальной амплитудой ~ 0.5 м.
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Вертикальные профили двух компонент скорости течения показаны на рис. 2а, частоты Брен-
та–Вяйсяля – на рис. 2б. Типичное значение коэффициента турбулентного обмена на рассмат-
риваемых масштабах составляет K = 1 м2/с [34], далее полагаем М = 0.5 К. Краевая задача (2.6),
(2.7) для внутренних волн решается численно по неявной схеме Адамса третьего порядка точно-
сти. Волновое число и мнимая поправка к частоте при фиксированной действительной части ча-
стоты находятся методом пристрелки из необходимости выполнения граничных условий (2.7).
Волновое число у 15-минутных внутренних волн второй моды равно 0.032 рад/м, декремент за-
тухания равен –7.26 × 10–4 рад/с. Вертикальный профиль модуля собственной функции 15-ми-
нутных внутренних волн второй моды показан на рис. 2в.

Нормирующий множитель A1 находится по известной величине максимальной амплитуды
вертикальных смещений, которая оценивалась как ~0.5 м [16]. Для этого выразим вертикальное
смещение ζ, используя соотношение 

Отсюда следует

Таким образом, амплитуда вертикальных смещений пропорциональна |w0/Ω|. Экстремумы
функции |w0/Ω| соответствуют максимальным вертикальным смещениям по данным экспери-
мента (рис. 1, 2 в). Длина волны пятнадцатиминутных внутренних волн второй моды равна 196 м.
Дисперсионные кривые первых трех мод показаны на рис. 3 как при численном решении крае-
вой задачи (2.6), (2.7) (сплошные кривые), так и при ее решении методом возмущений (штрихо-
вые и штрихпунктирная кривые). Здесь ω0 = Re(ω) – действительная часть частоты. Из рис. 3
видно, что дисперсионные кривые, полученные путем численного решения краевой задачи (2.6),
(2.7) и методом возмущений, практически совпадают. Значение малого параметра ε, по которому
ведется разложение решения краевой задачи (2.6), (2.7) и частоты волны в методе возмущений,
составляет 0.02.

На рис. 4. показана зависимость декремента затухания волны от частоты для первых трех мод
как при численном решении краевой задачи (2.6), (2.7) (сплошные кривые), так и методом воз-
мущений (штриховые и штрихпунктирные кривые). Численный метод и метод возмущений да-
ют практически идентичные результаты.

У второй моды декремент по абсолютной величине больше, чем у первой моды, а у третьей
моды больше, чем у второй при фиксированной действительной части частоты. На рис. 5 пред-
ставлен профиль вертикальной составляющей скорости стоксова дрейфа (3.4) для 15-минутных
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Рис. 1. Временной ход вертикальных смещений изолиний температуры.
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внутренних волн второй моды с максимальной амплитудой 0.5 м, полученный как при числен-
ном решении краевой задачи (2.6), (2.7) (кривая (1)), так и методом возмущений (кривая (2)).

Метод возмущений и численный метод дают близкие значения вертикальной составляющей
скорости стоксова дрейфа, только в областях экстремумов метод возмущений дает несколько за-
ниженные значения.

На рис. 6 показан вертикальный профиль средней плотности.

Представляет интерес сравнить волновые потоки массы  (3.5), полученные по данным чис-
ленного решения краевой задачи (2.6), (2.7) и решения этой задачи методом возмущений.
На рис. 7 представлен волновой поток массы , полученный путем численного решения крае-

ρw

ρw

Рис. 2. Вертикальные профили: (а) – компонент скорости течения U0 (1), V0 (2); (б) – частоты Брента–Вяйсяля;
(в) – модуля cобственной функции 15-минутных внутренних волн второй моды.
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вой задачи (2.6), (2.7) (кривая 1, красная) и поток, полученный методом возмущений (кривая 2,
синяя) для второй моды 15-минутных внутренних волн.

Волновые вертикальные потоки массы, полученные методом возмущений и численным ме-
тодом, очень близки, только в окрестности экстремумов метод возмущений дает заниженные по
модулю значения потоков массы.

Профиль вертикальной тонкой структуры поля плотности (3.9), генерируемой 15-минутной
внутренней волной второй моды, представлен на рис. 8 как при численном решении краевой за-
дачи (2.6), (2.7) (красная кривая), так и при ее решении методом возмущений (синяя кривая).

Рис. 3. Дисперсионные кривые первой 1, второй 2 и третьей 3 мод.
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Рис. 4. Зависимость декремента затухания волны от частоты для первой 1, второй 2 и третьей 3 мод.
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Метод возмущений и численный метод дают практически идентичные значения тонкой
структуры, генерируемой внутренней волной. Только в окрестности глубины 15 м в пикноклине
метод возмущений дает чуть заниженное значение. Генерируемая внутренней волной тонкая
структура поля плотности инверсий в вертикальное распределение плотности не вносит. Пред-

Рис. 5. Профили вертикальной составляющей скорости стоксова дрейфа: 1 – численный метод; 2 – метод воз-
мущений.
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Рис. 6. Вертикальный профиль средней плотности.
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ставляет интерес рассмотреть вклад вертикальной составляющей скорости стоксова дрейфа в
формирование вертикальной тонкой структуры. На рис. 9 представлен профиль тонкой структу-
ры поля плотности, численно рассчитанный при учете вертикальной составляющей скорости
стоксова дрейфа (кривая 1) и без ее учета (кривая 2). Вертикальная составляющая скорости сток-
сова дрейфа оказывает заметное влияние на генерируемую внутренней волной вертикальную
тонкую структуру, особенно в пикноклине.

На рис. 10 показан вертикальный профиль средней солености. Представляет интерес срав-
нить волновые потоки соли  (3.10), полученным по данным численного решения краевой за-Sw

Рис. 7. Профили волновых вертикальных потоков массы, полученных по данным численного решения 1 и по
методу возмущений 2.
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Рис. 8. Вертикальная тонкая структура плотности, генерируемая внутренней волной.
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дачи (2.6), (2.7) и решения этой задачи методом возмущений. На рис. 11а представлены профили

волнового потока соли , полученного путем численного решения краевой задачи (2.6), (2.7)
(красная кривая) и потока, полученного методом возмущений (синяя линия). Эти потоки прак-

Sw

Рис. 9. Профили вертикальной тонкой структуры поля плотности: 1 – при учете вертикальной составляющей
скорости стоксова дрейфа, 2 – без ее учета.
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Рис. 10. Вертикальный профиль средней солености.
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тически совпадают, только в окрестности экстремумов на глубине 60 и 52 м метод возмущений
дает чуть заниженные значения. На рис. 11б представлен профиль вертикальной тонкой струк-
туры солености, генерируемой 15-минутной внутренней волной второй моды, рассчитанной как
численным методом (красная кривая), так и методом возмущений (синяя линия). Оба метода да-
ют практически идентичные результаты.

Представляет интерес рассмотреть влияние вертикальной составляющей скорости стоксова
дрейфа на тонкую структуру солености, генерируемую внутренней волной. На рис. 12 представ-
лены профили тонкой структуры солености, генерируемой 15-минутной внутренней волной

Рис. 11. Профили волновых вертикальных потоков соли, полученные по данным численного решения (крас-
ная) и по методу возмущений (синяя) – а; профили тонкой структуры – б.
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Рис. 12. Вертикальная тонкая структура солености, генерируемая внутренней волной: 1 – при учете вертикаль-
ной составляющей скорости стоксова дрейфа; 2 – без ее учета.
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второй моды, рассчитанной численным методом как при учете вертикальной составляющей ско-
рости стоксова дрейфа (красная кривая 1), так и без ее учета (синяя линия 2). Учет вертикальной
составляющей скорости стоксова дрейфа сказывается на профиле генерируемой волной верти-
кальной тонкой структуры, правда в меньшей степени, чем на тонкой структуре поля плотности
(рис. 9). Наиболее заметное влияние присутствует в придонном 20-метровом слое.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Дисперсионные кривые, полученные при численном решении краевой задачи для амплитуды

вертикальной скорости внутренних волн, практически совпадают с дисперсионными кривыми,
полученными при ее решении методом возмущений.

Аналогично для зависимости декремента затухания от частоты волны численный метод и ме-
тод возмущений дают практически идентичные результаты.

Вертикальные волновые потоки массы и соли, полученные при численном решении краевой
задачи для внутренних волн, близки к потокам, полученных при ее решении методом возмуще-
ний. Вблизи экстремумов этих потоков метод возмущений дает заниженные значения.

Вертикальная составляющая скорости стоксова дрейфа, рассчитанная по методу возмуще-
ний, близка к рассчитанной при численном решении краевой задачи для внутренних волн, од-
нако вблизи экстремумов метод возмущений дает заниженные значения. Учет вертикальной со-
ставляющей скорости стоксова дрейфа заметным образом сказывается на генерируемой тонкой
структуре поля плотности, особенно в пикноклине. На тонкой структуре поля солености ее
вклад менее заметен, кроме придонного 20-метрового слоя.

Вертикальная тонкая структура полей плотности и солености, генерируемая внутренней вол-
ной, рассчитанная по методу возмущений, практически совпадает с тонкой структурой, полу-
ченной при численном решения краевой задачи для внутренних волн.

Работа выполнена в рамках государственного задания по теме: № 0555-2021-0004 “Фундамен-
тальные исследования океанологических процессов, определяющих состояние и эволюцию
морской среды под влиянием естественных и антропогенных факторов, на основе методов
наблюдения и моделирования” (шифр “Океанологические процессы”). Автор благодарен
Е.И. Гриневич за численное решение краевых задач.
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Представлены результаты численного изучения процессов релаксации в кислороде при вы-
соких температурах. Столкновения частиц (атомов и молекул) описывается методами моле-
кулярной динамики на основе траекторных расчетов в рамках классической механики.
Дается описание комплекса программ для расчета релаксационных процессов в смесях высо-
котемпературных газов с участием внутренних мод, описывающих вращательное и колеба-
тельное движение в молекулах, диссоциацию молекул и рекомбинацию атомов в присутствии
третьего тела. Процесс релаксации описан на примере изменения параметров в смеси ато-
марного и молекулярного кислорода с различными начальными температурами поступатель-
ных и внутренних мод. Приведены результаты расчетов структуры ударной волны в кислоро-
де с максимальной поступательной температурой на фронте выше 5000–11000 К. Дано сопо-
ставление с экспериментальными данными.

Ключевые слова: релаксация, диссоциация молекул, рекомбинация атомов, ударная волна
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В последние 10–15 лет изучение явлений в высокотемпературных газах с помощью точного
решения динамической задачи взаимодействия молекул в газах на основе классических траек-
торных расчетов (метод молекулярной динамики) вышло на новый уровень благодаря успешно-
му развитию квантово-механических методов расчета поверхностей потенциальной энергии
(ППЭ) [1–5]. Несколько вариантов ППЭ построены для взаимодействия атомов азота (N + N2,
N2 + N2) [6] и кислорода [5]. С помощью этих ППЭ проведено исследование элементарных про-
цессов релаксации в азоте и кислороде при высоких температурах. Исследования релаксацион-
ных и физико-химических процессов в высокотемпературных газах, проводимые с помощью
классических траекторных расчетов, используются для верификации приближенных моделей
этих процессов [7].

Вместе с тем проведенное в работе [6] сравнение данных по скоростям диссоциации азота в
реакции N + N2 → N + N + N для различных ППЭ, показывает, что данные, полученные с полу-
эмпирической ППЭ [8] – построенной с помощью потенциала LEPS – дают хорошие результаты
до температур 10000° К (т.е. в диапазоне температур, при которых проводились расчеты в [8]).
Это говорит о том, что потенциал применения ППЭ, основанных на полуэмпирических моде-
лях, не исчерпан и возможно рассмотрение на их основе сложных физических процессов в вы-
сокотемпературных газах, в том числе в смесях газов.

Расчеты структуры ударной волны в молекулярных газах с применением траекторных расче-
тов в методе прямого статистического моделирования (DSMC) проводятся с 1971 г. В работе [9]
молекулы газа рассматривались как жесткие ротаторы, т.е. учитывался только обмен энергией
между поступательными и вращательными степенями свободы. Следствием малого количества
частиц в расчетной области (800) явилась большая величина статистической погрешности. С той
же моделью и много большим числом молекул в расчетной области (100 частиц на ячейку) задача
о структуре ударной волны рассматривалась в работе [10] в 1997 г. Кроме большого числа работ
по структуре ударной волны, исследуемых методом DSMC с феноменологическими моделями
взаимодействия молекул, конечно же продолжается поиск динамических моделей столкнове-

УДК 533.6



126

ИЗВЕСТИЯ РАН. МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ И ГАЗА  № 3  2023

ЕРОФЕЕВ, РУСАКОВ

ния. Так, в работе [11] для изучения сильной ударной волны в кислороде использована модель
импульсного удара молекул, позволяющей адекватно описывать процессы диссоциации моле-
кул при высоких температурах и получить хорошее согласование с экспериментальными
данными.

Для изучения возможности применения метода классических траекторий (МКТ) в высоко-
температурных течениях разреженного газа в данной работе для описания взаимодействия ато-
мов и молекул применяется подход, в котором используется простой вариант аддитивного по-
тенциала, описывающего парные взаимодействия всех частиц, участвующих в столкновении.
Потенциалы парного взаимодействия атомов описываются функцией Морзе с параметрами,
определенными по работам [12–14]. Основным вариантом метода молекулярной динамики яв-
ляется прямое моделирование движения частиц в ансамбле, в котором все частицы одновремен-
но взаимодействуют друг с другом. При исследовании течений разреженного газа более эффек-
тивными являются траекторные вычисления парных столкновений молекул (или тройных
столкновений в случае рекомбинации атомов), поскольку в таком газе большую часть времени
молекулы находятся в свободном полете. Преимущество использования МКТ в исследовании
течений разреженного газа понятно, поскольку позволяет проводить расчеты без использования
многочисленных феноменологических или конкретных динамических моделей столкновения,
применимых в ограниченном диапазоне изменения параметров. Трудности также очевидны –
нужны ППЭ, адекватно описывающие процессы взаимодействия, и большие вычислительные
мощности. Но дело, на наш взгляд, идет в этом направлении и поэтому было решено начать ра-
боту, используя для начала простые, но уже опробованные ППЭ. Одной из наиболее простых в
вычислительном плане задач является одномерная задача о структуре ударной волны, для кото-
рой имеются хорошие экспериментальные данные. Ниже эта задача решается в предположении,
что молекулы кислорода находятся в основном электронном состоянии.

1. ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ
1. Рассматриваются процессы релаксации в смеси атомов и молекул, в котором происходят

столкновения различных типов:
– столкновение двух молекул с обменом поступательной, вращательной и колебательной

энергиями; это столкновение может привести к диссоциации одной или обеих молекул;
– столкновение атома с молекулой, которое также может закончится диссоциацией молекулы;
– столкновение двух атомов:
– упругое;
– столкновение в присутствии третьего тела, в котором может произойти рекомбинация ато-

мов. Третьим телом может быть как атом, так и молекула.
2. Столкновения частиц рассчитываются методом молекулярной динамики – решаются си-

стемы дифференциальных уравнений, описывающих траектории частиц в классическом при-
ближении. Уравнения движения (уравнения Гамильтона) записываются в системе координат,
связанной с центром масс. Подробный вывод уравнений движения, описание различных алго-
ритмов даны в [15–18].

3. Используется модель парного взаимодействия всех атомов (единичных или в составе моле-
кул), участвующих в столкновении. Каждое взаимодействие описывается потенциалом Морзе

(1.1)

параметры которого (D, α, Re) определяются для каждой пары, а  – расстояние между ча-
стицами.

Применение потенциала Морзе обусловлено тем, что он и его модификации довольно часто
использовались при изучении процессов релаксации; параметры потенциала определены [12–14]
и прошли проверку временем; он входит, как составная часть, в более сложный потенциал LEPS;
для ангармонического осциллятора Морзе имеется точное решение уравнения Шредингера и
определены колебательные квантовые уровни; прост в реализации.

4. Программы расчета уравнений движения сталкивающихся частиц разработаны для общего
случая – все атомы могут быть различными, т.е. пригодны для описания смеси газов.

Пример столкновения молекул приведен на рис. 1. Взаимодействие между атомами в молеку-
ле обозначено пружинками. Расстояния между частицами  и  не показаны, чтобы не пере-
гружать изображение.

[ ]= − α − − −α −( ) exp( 2 ( Re)) 2 exp( ( Re))U R D R R
R

14R 23R
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5. Разработаны программы, которые независимо решают описанные выше типы столкнове-
ний, они объединены также в единый комплекс. Это объединение дает возможность изучать и
чисто релаксационные процессы, и может быть включено в программу расчета течений разре-
женного газа методом Монте-Карло (метод DSMC) как “блок столкновений”.

6. Начальные данные определяются так: поступательные скорости атомов и молекул опреде-
ляются из максвелловского распределения при заданной температуре газа Ttr0, внутренняя энер-
гия молекулы (вращательная и колебательная) определяются больцмановскими распределения-
ми с температурами Trot0 и Tvib0; начальное расстояние R между центрами масс сталкивающихся
частиц определяется из условия |U(RAB0)| ≪ Etr (Etr – начальная поступательная энергия относи-
тельного движения частиц).

7. Решение уравнений движения проводится методом Рунге–Кутты (первые три шага) и че-
тырехточечным методом Адамса с постоянным шагом по времени ht вдоль всей траектории.
Оба метода являются методами 4-го порядка. Начальный шаг определялся равным ht = 0.0025tхар.
От величины ht зависит точность расчета, которая контролировалась выполнением закона со-
хранения энергии с относительной погрешностью  в конце траектории (как правило,
величина , H – гамильтониан системы). В случае невыполнения этого условия расчет
повторялся с теми же начальными данными и величиной шага по времени ht/2 и т.д. Допускалось
6-кратное повторение расчета. Из-за сильного увеличения времени расчета траектории дальней-
шее уменьшение шага по времени не проводилось и выбирались новые начальные условия.

8. Для приведения системы уравнений движения к безразмерному виду вводятся характери-
стические величины, удобные при решении задач молекулярной физики:

(1.2)

Они приняты для удобства согласования с начальными данными: массы атомов и молекул за-
даются в атомных единицах массы (1.66 × 10–24 г), линейные параметры потенциалов – в анг-
стремах. Характерное время tхар = 10–14 c имеет порядок периода колебаний атомов в молекуле.

9. В качестве состава исходной смеси в программе принята укороченная версия атмосферы
Земли, а именно:

– атомы азота N и кислорода О;
– молекулы азота N2, кислорода О2, окиси азота NО;

и задается процентное содержание компонентов. Молекулы окиси азота NО, если не заданы в
начальной смеси, могут образовываться только в результате рекомбинации атомов N и О, т.е.
прямое, непосредственное из свободных элементов соединение азота с кислородом в результате
обменных реакций:

в текущей версии пакета программ не предусмотрено.
Предполагается, что все задаваемые и образующиеся компоненты находятся в основном

электронном состоянии.
10. Принятые в работе значения параметров потенциалов Морзе (1.1) приведены в табл. 1.

δ < ε/H H
ε ≤ 0.001

= = = ×–8 –14 –12
хар хар хар10 см = 1, 10 c, 1.66 10 эргL t E

+ → + + →2 2 2О N NО N, N О 2NО

Рис. 1. Схема взаимодействия молекул.
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В первых трех строках даются параметры потенциалов, описывающих взаимодействие атомов
в молекулах. В двух последних строках даны параметры потенциалов, описывающие взаимодей-
ствие атомов, находящихся в разных молекулах, или взаимодействие свободных атомов с моле-
кулярными атомами.

Атом-атомное взаимодействие в случае, если тройного столкновения не происходит, описы-
вается просто как упругое столкновение. Если тройное столкновение состоялось, то взаимодей-
ствие атомов, образующих диатом, описывается потенциалом по первым трем строкам табл. 1, а
их взаимодействие с третьим телом (атомом или молекулой) по двум нижним строкам табл. 1.

11. Одним из наиболее трудных вопросов в методе классических траекторий является форму-
лирование начальных условий для внутренних степеней свободы молекул. Дело в том, что в
классической механике Гамильтониан свободно движущейся двухатомной молекулы имеет вид:

(1.3)

Здесь  – приведенная масса атомов в молекуле, r – расстояние между ато-
мами,  – угловой момент, p – обобщенный импульс,  – потенциальная энергия вза-
имодействия атомов;  – вращательная, колебательная и полная внутренняя энергия
молекулы.

Угловой момент является интегралом движения и поэтому в уравнении (1.3): 
Запишем гамильтониан в виде:

(1.4)

Рассматриваемая задача сводится к движению частицы массы  в сферически симметричном
поле с эффективным (центробежным) потенциалом . Записывая угловой момент как

(1.5)

где  – постоянная Планка, j – вращательное квантовое число, можно построить зависимость
, приведенную на рис. 2. В данном случае эта формула используется как удобное опреде-

ление квадрата момента при построении зависимости  в виде функции от j – .
Из рис. 2 видно, что диссоциация молекулы имеет место тогда, когда ее внутренняя энергия

, а  есть положение максимума  при заданной величине углового мо-
мента (1.5). Для параметров потенциала взаимодействия атомов в молекуле О2, приведенных в
таблице, максимальное число j, при котором еще существует связанное состояние молекулы

. Величина jmax используется в качестве одного из маркеров при анализе состояния
молекулы в конце траектории: если j > jmax, то молекула считается диссоциированной.

Из уравнения (1.3) видно, что разделение внутренней энергии молекулы на вращательную и
колебательную в общем случае невозможно, так как величина  является переменной. Для моде-
ли жесткого ротатора расстояние между атомами

(1.6)

int
μ= + + = = +

μ
2 2

2 ( )
2 2

rot vib
r MH U r E E E

r

μ = +1 2 1 2/( )m m m m
[ ]= ,M r p ( )U r

int, ,rot vibE E E

=2 constM

μ= + = +
2

2
2( ), ( ) ( ),

2 2μ
eff eff

MH r U r U r U r
r

μ
( )effU r

= +2 2 ( 1)M j j


( , )effU r j

( , )effU r M ( , )effU r j

>int max( )eff jE U R maxjR ( , )effU r j

=max 226.5j

r

= = =
2

2const, , 0
2μ

e rot vib
e

Mr E E
r

Таблица 1

Система D, эВ α, Å–1 Re, Å

N–N 9.904 2.6895 1.094
O–O 5.21 2.78 1.207
N–O 6.623 2.83 1.15
N–N2, O2, NO 0.007892 2.045 4.0
O–N2, O2, NO 0.007892 2.045 4.0
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По аналогии с моделью жесткого ротатора за величину мгновенной вращательной энергии
 можно принять значение, даваемое в каждый момент времени соотношением Erot = ,

в качестве характеристики энергии вращательного движения молекулы взять среднее значе-
ние  за период колебания . Поскольку величина  также является интегралом движения,
то характеристическим значением колебательной энергии будет

(1.7)

Однако не ясно, будут ли вычисленные таким образом энергии внутренних мод определять
равновесные значения соответствующих температур  и . Сложности определения внутрен-
них энергий молекулы имеются и при квантовомеханическом рассмотрении [19–22]. В [23, 24]
при определении конечного состояния молекул для вращательного квантового числа использу-
ют соотношение типа (1.5), а колебательное квантовое число n определяют из квазиклассическо-
го правила квантования [25]

где интеграл берется по полному периоду классического движения частицы, а q и p – обобщен-
ные координаты и импульс.

В данной работе принят последовательный классический подход, в котором нет необходимо-
сти в разделении внутренней энергии на вращательную и колебательную. Начальные условия
при столкновениях определяются знанием полной внутренней энергии и ее углового момента.
Эти же величины определяются и в конце траекторного расчета (если, конечно, молекула не дис-
социировала). Далее используется 2-х температурное приближение [26, 27]. Полагая, что время
вращательной релаксации мало, вращательная температура ансамбля молекул принимается
равной поступательной температуре, а колебательная температура определится из соотно-
шения (1.7).

При формировании начальных условий для траекторного расчета применялись два метода:

1) – если выбранная молекула еще не участвовала в столкновении, то ее вращательная  и
колебательная  энергии определялись из больцмановского распределения при начальной
температуре ансамбля. Вращательное число j вычислялось из соотношения .

rotE 2 2/2μM r

τrotE τ intE

intτ τ= − .vib rotE E E

rotT vibT

( )= π +  12
2

pdq n

rotE
vibE

= +( 1)rot eE B j j

Рис. 2. Эффективные потенциальные кривые для кислорода: потенциал Морзе + центробежный потенциал.
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Далее по величинам  и j определялись точки поворота для центробежного потен-
циала и величины начальных значений обобщенного импульса.

2) – в случае, когда молекула сталкивалась ранее с другими частицами, ее обобщенные коор-
динаты и импульсы в точках поворота определялись в конце расчета траектории и использова-
лись как начальные данные в последующем столкновении.

Детальное изложение определения начальных данных приведено в работах [15–18].
12. В данной работе полное сечение столкновения молекул определяется с помощью данных

по зависимости коэффициента вязкости от температуры. Исходным является выражение для ко-
эффициента вязкости [28]:

(1.8)

Здесь M – молекулярный вес, Т – температура [К].  – приведенная температура;
– диаметр столкновений, Å;  – параметр потенциальной функции межмолекулярного вза-

имодействия, К;  – приведенный интеграл столкновений. Для потенциала Леннарда-

Джонса величины  затабулированы в диапазоне температур  [28]. Для
азота  и , для кислорода  и . Сечения столкновений
в траекторных расчетах определялись как:

(1.9)
где  – варьируемый параметр порядка единицы.

Расчетные данные для  аппроксимировались приближенными зависимостями от темпе-
ратуры .

Для кислорода применялись следующие аппроксимации для разных диапазонов температур

(1.10)

Для азота

 (1.11)

2. РЕЛАКСАЦИЯ ПРИ ВЫСОКОЙ НАЧАЛЬНОЙ ПОСТУПАТЕЛЬНОЙ
ТЕМПЕРАТУРЕ МОЛЕКУЛ

В этом разделе рассматриваются релаксационные явления в газах, связанные с поступатель-
ным – вращательным – колебательным обменом энергии молекул и атомов при их столкнове-
ниях с возможными процессами диссоциации молекул и рекомбинации атомов. Это рассмотре-
ние проводится с ансамблем молекул и атомов размерности D0, т.е. без учета пространственного
смещения частиц, что позволяет рассматривать процессы на достаточно больших временных
интервалах, добиваясь (если возможно) прихода системы в равновесное состояние. Вероятность
столкновения пары частиц принималась равной . Сечение столкновений опре-
делялось по формулам (1.10) и (1.11). Предполагается, что начальный состав газа молекулы,
число которых . Начальные температуры: поступательная , вращательная , колеба-
тельная  определялись так, что . Временной параметр процесса  опреде-
лен так, что один шаг соответствует примерно , где – среднее время свободного пробе-
га частиц.

Основной задачей при проведении расчетов являлось выяснение роли рекомбинации атомов
в установлении равновесного состояния системы. Вероятность тройного столкновения, т.е.
столкновения двух атомов в присутствии третьего тела, которым может быть атом или молекула,
определяется как [29]:
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где  – размер зоны взаимодействия двух атомов, возможность рекомбинации которых изуча-
ется,  – числовая плотность третьих частиц. Величина R0 в общем случае может зависеть от от-
носительной скорости атомов, а значит, от температуры газа. Как будет показано ниже, в про-
цессе релаксации при указанных выше начальных температурах вначале происходит сильное па-
дение поступательной температуры ансамбля, обусловленное диссоциацией молекул. На этом
этапе атомов еще немного и их рекомбинация слабо влияет на релаксационный процесс. В даль-
нейшем падение температуры замедляется, и релаксация происходит при не очень больших из-
менениях температуры. Это позволяет предположить, что вероятность тройного столкновения
можно рассматривать как постоянный параметр задачи и изучать процесс релаксации при его
различных значениях. Можно отметить, что такая же картина имеет место за фронтом сильной
ударной волны.

На рис. 3 показаны результаты расчета процесса релаксации при начальных температурах,
моделирующих условия эксперимента [30–33] сразу за фронтом ударной волны. Расчеты прово-

0R
3n

Рис. 3. Процесс релаксации в кислороде при TtrM0 = Trot0 = 10 820 K и Tvib0 = 500 K(a), Tvib0 = 300 K(б–г):
(a) P3 = 1, (б) P3 = 0.1, (в) P3 = 0.01, (г) P3 = 0.001.
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дились для различных значений вероятности тройного столкновения . При , когда каж-
дое столкновение атомов сопровождается наличием в зоне их взаимодействия третьего тела (ато-
ма или молекулы), вероятность рекомбинации атомов велика. Тогда равновесие в системе дости-
гается достаточно быстро – примерно за 4000 шагов по времени или за , равновесная
температура (осреднение проводилось на интервале  шагов):

Как видно, с учетом статистической погрешности, равновесная температура различных мод
очень хорошо совпадает, хотя  превышает  примерно на 2%. Следует отметить, что

большая погрешность при вычислении  определяется меньшим числом атомов  ±
± 13 по сравнению с числом молекул  на том же интервале числа шагов.

С уменьшением вероятности тройного столкновения  до 0.01, количество рекомбинаций ато-
мов уменьшается, равновесные температуры также становятся меньше, величина релаксационной
зоны увеличивается до  ( ) при  и до  (  100000) при

. Наконец, при  количество рекомбинаций атомов уменьшилось настолько,
что при продолжающейся диссоциации молекул равновесное состояние системы не достигается
и при . Температуры различных мод стали меньше 4000 К, а диссоциировало при-
мерно 25% молекул.

3. СТРУКТУРА УДАРНОЙ ВОЛНЫ В КИСЛОРОДЕ
В этом разделе приводятся результаты расчета структуры ударной волны в кислороде для

условий, соответствующих серии экспериментов, описанных в работах [30–33]. “В эксперимен-
тах на ударной трубе получены профили поглощения света в кислороде в интервале длин волн
200–260 нм в диапазоне температур 4000–10800 K. С помощью этих данных измерены профили
колебательной температуры молекул кислорода за фронтом ударной волны. Метод определения
колебательной температуры кислорода основан на сравнении результатов измерений поглоще-
ния и детального расчета спектров поглощения кислорода в системе Шумана-Рунге” [30]. По-
грешности измерения температур различны на разных участках фронта ударной волны. Погреш-
ность определения колебательной температуры составляет ±20 и ±10% на восходящей и нисходя-
щей ветви ее изменения соответственно. На приводимых ниже рисунках экспериментальные
погрешности отмечены вертикальными отрезками прямых линий.

Расчеты проводились для задачи движения поршня в покоящемся молекулярном газе (плот-
ность , температуры всех мод  K) со скоростью  в системе координат, связанной с
поршнем. По этой причине выбиралось такое число Маха, при котором максимальные поступа-
тельные температуры газа на фронте ударной волны  соответствовали значениям, получен-
ным в эксперименте и обозначенным как . Параметры газа до ударной волны указаны в под-
писях к рисункам, а температуры отнесены к температуре газа перед ударной волной. Шаг рас-
четной сетки (размер ячейки) до ударной волны принимался равным , где  –
средняя длина свободного пробега молекул в покоящемся газе. За фронтом ударной волны шаг –

. При уменьшении шага сетки  в два раза результаты расчетов практически не из-
менялись. Количество молекул в ячейке до ударной волны принималось равным  = 20–40 (это
изменение N∞ не влияло на результаты расчета). Общее число частиц в расчетной области, как
правило, не превышало 500000. Расчет проводится методом установления. Поэтому шаг по вре-
мени . Поскольку расстояние между фронтом ударной волны и поршнем увеличива-
ется с течением времени, то построение профилей плотности и температур проводилось с при-
вязкой к некоторому значению плотности молекул  на фронте ударной волны – обычно

 (т.е. близкому к значению срединной плотности на фронте волны) – и усреднением по
100–200 шагам. Поэтому приводимые на графиках данные не представляются гладкими линия-
ми, а имеют статистический разброс. На приведенных ниже рисунках представлены: поступа-
тельные температуры молекул  и атомов ; величина , характеризующая энер-
гию внутренних степеней свободы молекул (1.3); колебательная температура ,
определенная в двухтемпературном приближении, когда вращательная температура ;
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плотности молекул  и атомов . Температуры и плотности отнесены к  и  соответ-
ственно.

На рис. 4а приведены результаты расчетов, полученные для случая, когда вероятность трой-
ного столкновения  (т.е. когда при каждом столкновении двух атомов в их окрестности
имеется третья частица). Видно, что процесс установления квазиравновесной температуры про-
исходит достаточно быстро за фронтом ударной волны – уже на расстоянии  все тем-
пературы сравнялись и далее от фронта они согласованно изменяются (уменьшаются). Это
уменьшение вызвано тем, что за фронтом волны начинается процесс диссоциации молекул (см.
изменение плотности атомов ), для которого характерное время релаксации велико. Как вид-
но, даже на расстояниях  равновесное состояние еще не наступило.

На рис. 4б расчет структуры ударной волны проведен при тех же значениях параметров газа,
но вероятности тройных столкновений  – на два порядка меньше, чем в предыдущем
расчете. Уменьшение количества рекомбинаций атомов привело к уменьшению всех температур
за фронтом волны, т.е. равновесная температура за фронтом стала меньше, чем в предыдущем
случае с более высоким уровнем рекомбинации атомов. Как видно из приведенных данных, дис-
социация молекул начинается практически сразу на фронте ударной волны, о чем свидетель-
ствует образование атомов , причем поступательная температура атомов . На этом же
рисунке приведены результаты экспериментов, полученных в [31]. Они показывают, что расчет-
ные профили температур не только качественно, но достаточно хорошо и количественно (с уче-
том погрешности), согласуются с экспериментальными данными, показанными маркерами.
Из этого сравнения следует, что вероятность тройных столкновений .

Далее на рис. 5 дано сопоставление расчетных данных с экспериментальными, полученными
при меньших числах Маха и при меньших поступательных температурах на фронте волны.
Из этих данных следует, что при уменьшении температуры релаксационная зона за фронтом
ударной волны увеличивается, степень диссоциации молекул уменьшается и при  К
атомарный газ присутствует в очень малом количестве. И в этих случаях можно отметить хоро-
шее количественное согласие расчетных и экспериментальных данных.

Mn An ∞T ∞n

=3 1P
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Рис. 4. Структура ударной волны в кислороде. Расчет: (a) М∞ = 11, N∞ = 40, P3 = 1; (б) М∞ = 11.5, N∞ = 20,
P3 = 0.01,  K. Эксперимент: □ d –  K, Р∞ = 0.8 тор.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представлены результаты работы по созданию комплекса программ для исследования про-
цессов, протекающих в высокотемпературных газах, в которых происходят столкновения атомов
и молекул, сопровождающиеся обменом поступательной, вращательной, колебательной энерги-
ями, а также диссоциацией молекул и рекомбинацией атомов. Пять каналов возможных процес-
сов объединены в программный комплекс, который может быть использован для расчета како-
го-либо элементарного процесса либо встроен в программу расчета течений разреженного газа
как “блок столкновений” при решении уравнения Больцмана методом DSMC (метод прямого
статистического моделирования).

Столкновение частиц описывается как парное взаимодействие всех атомов друг с другом на
основе классических уравнений движения, в качестве потенциалов парного взаимодействия ис-
пользуется потенциал Морзе. В общем случае все атомы могут быть различными, но в реализо-
ванном варианте рассматриваются варианты, в которых участвуют атомы азота N, кислорода О,
молекулы N2, О2 и NО. Образование молекулы NО в результате обменных реакций не преду-
смотрено, но молекула NО может быть образована при рекомбинации атомов N и О.

Рассмотрен процесс колебательной релаксации в кислороде для случая, когда начальная ко-
лебательная температура существенно меньше поступательной и вращательной температур.
Изучено влияние вероятности рекомбинации атомов кислорода на равновесную температуру га-
зовой смеси и показано, что вероятность тройного столкновения может быть принята как посто-
янный параметр в релаксационном процессе.

При больших числах Маха (и высоких температурах на фронте) исследована структура удар-
ной волны в кислороде. Полученные данные хорошо согласуются с данными экспериментов в
кислороде при температурах газа на фронте волны от 5600 до 10800 К.

На основании полученных данных можно заключить, что примененные в работе потенциалы
взаимодействия частиц и их параметры, а также методика использования парных столкновений,
позволяют получать результаты, которые адекватно описывают релаксационные явления в вы-
сокотемпературных газах.

Рис. 5. Расчет: (a) М∞ = 9.9, N∞ = 30, P3 = 0.01,  К, (б) М∞ = 7.62, N∞ = 40, P3 = 0.01,  K.
Эксперимент:  К (a), Р∞ = 1 Topp;  K (б), Р∞ = 2 Торр.
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