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В статье развита предложенная нами ранее в рамках возмущенной про-
странственной задачи двух тел кватернионная регуляризация диффе-
ренциальных уравнений (ДУ) относительного возмущенного движения 
изучаемого тела: уравнений движения центра масс этого тела в системе 
координат, вращающейся в инерциальной системе координат по произ-
вольно заданному закону, а также развита кватернионная регуляризация 
ДУ движения изучаемого тела относительно системы координат, связан-
ной с Землей. Предложены новые кватернионные ДУ возмущенного дви-
жения искусственного спутника Земли относительно системы координат, 
связанной с Землей. Эти уравнения имеют (в новом времени) вид ДУ от-
носительного движения возмущенного четырехмерного осциллятора в пе-
ременных Кустаанхеймо–Штифеля или в предложенных нами модифи-
цированных четырехмерных переменных, дополненных ДУ уравнениями 
для энергии движения спутника и времени. В этих уравнениях возмущен-
ного относительного движения спутника учитываются зональные, тессе-
ральные и секториальные гармоники гравитационного поля Земли. Пред-
ложенные уравнения, в отличие от классических уравнений, регулярны 
(не содержат особых точек типа сингулярности (деления на ноль)) для от-
носительного движения спутника в ньютоновском гравитационном поле 
Земли. Уравнения удобны для применения методов нелинейной механи-
ки и высокоточных численных расчетов при исследовании орбитального 
движения спутника относительно Земли и прогнозе его движения.
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1. Регулярные кватернионные дифференциальные уравнения возмущенной 
пространственной задачи двух тел для абсолютного движения. В основе небесной 
механики и астродинамики (механики космического полета) лежит векторное 
ньютоновское дифференциальное уравнение возмущенной пространственной 
задачи двух тел: уравнение для абсолютного движения второго (изучаемого) тела 
(для движения этого тела в инерциальной системе координат):

	 d dt m M r t d dt2 2 3r r p r r/ /+ −f ( + )  = ( , , ) .	 (1.1)

В уравнении (1.1) r – радиус-вектор центра масс второго тела, проведенный 
из центра масс первого (центрального) тела; r = r  – расстояние от центра масс 
второго тела до центра масс первого тела, m и M – массы второго и первого тел; 
f – гравитационная постоянная; p – вектор возмущающего ускорения центра 
масс второго тела, t – время.

Это уравнение вырождается при соударении второго тела с центральным 
телом (при равенстве нулю расстояния r между телами), что делает исполь-
зование этого уравнения неудобным при изучении движения второго тела в 
малой окрестности центрального тела или его движения по сильно вытянутым 
орбитам. Сингулярность в начале координат создает не только теоретические, 
но и практические (вычислительные) трудности.

Проблема устранения указанной особенности известна в небесной механике 
и астродинамике как проблема регуляризации дифференциальных уравнений 
задачи двух тел и восходит к Эйлеру (1765) [1] и Леви-Чивита (1920) [2–4], 
давшим решения одномерной и двумерной задачам о соударении двух тел (в 
случаях прямолинейного и плоского движений). Эффективная регуляризация 
уравнений возмущенной пространственной задачи двух тел, так называемая 
спинорная или KS-регуляризация, была предложена Кустаанхеймо и Штифе-
лем (1964–1965) [5, 6]. Она представляет собой обобщение регуляризации Ле-
ви-Чивита уравнений плоского движения и наиболее полно изложена в широко 
известной монографии Штифеля и Шейфеле (1971) [7].

Изучению различных аспектов кватернионной регуляризации дифферен-
циальных уравнений пространственной задачи двух тел с использованием 
переменных Кустаанхеймо–Штифеля (KS-переменных) посвящены работы 
[8–25], а также работы автора статьи [26–46]. В работах приводятся результаты 
сравнения численного решения уравнений орбитального движения небесных и 
космических тел в переменных Кустаанхеймо–Штифеля, параметрах Эйлера 
(Родрига–Гамильтона) и в других переменных, которые свидетельствуют об 
эффективности использования KS-переменных и параметров Эйлера в задачах 
небесной механики и астродинамики.

В основе регуляризации Кустаанхеймо–Штифеля лежит нелинейное неодно-
значное преобразование декартовых координат изучаемого тела, так называемое 
KS-преобразование, обобщающее преобразование Леви-Чивиты, имеющее вид:
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где xk (k = 1, 2, 3) – декартовы координаты центра масс изучаемого тела в инер-
циальной системе координат X, имеющей начало в центре масс центрального 
тела и координатные оси, направленные на удаленные звезды; uj (j = 0, 1, 2, 
3) – новые переменные (KS-переменные), L(uKS) – обобщенная матрица Ле-
ви-Чивиты, называемая KS-матрицей, содержащая в левом верхнем углу дву-
мерную квадратную матрицу Леви-Чивиты.

В скалярной записи преобразование (1.2) имеет вид:

	 x u u u u x u u u u x u u u u1 0
2

1
2

2
2

3
2

2 1 2 0 3 3 1 3 0 22 2= + − − = −( ) = +( ), , 	 (1.3)

и с точностью до перестановки индексов совпадает с отображением Хопфа 
(1931) [55].

Регулярные дифференциальные уравнения Кустаанхеймо–Штифеля воз-
мущенной пространственной задачи двух тел имеют в скалярной записи сле-
дующий вид [7]:

	 u hu r q jj j j
'' , , , ,− = =

1
2

1
2

0 1 2 3 ,	 (1.4)

	 ′ = + + +( )h q u q u q u q u2 0 0 1 1 2 2 3 3
' ' ' ' ,	 (1.5)

	 ′ = = = + + +t r r u u u u, r 0
2

1
2

2
2

3
2 	 (1.6)

q u p u p u p q u p u p u p0 0 1 3 2 2 3 1 1 1 2 2 3 3= − + = + +,

q u p u p u p q u p u p u p2 2 1 1 2 0 3 3 3 1 0 2 1 3= − + + = − − +, .

Здесь верхний штрих – символ дифференцирования по новой независимой 
переменной τ, называемой фиктивным временем и связанной с временем t 
дифференциальным уравнением (1.6): dt/dτ = r; h – кеплеровская энергия, рас-
сматриваемая как дополнительная переменная и определяемая соотношениями:

h v f m M
r

v
d
dt

= − +( ) = =
1
2

12 , ,v v
r ,

pk (k = 1,2,3) – проекции возмущающего ускорения p центра масс второго тела 
на оси инерциальной системы координат. Время t также рассматривается как 
дополнительная (зависимая) переменная.

Уравнения (1.4)–(1.6) образуют систему десяти обыкновенных нелиней-
ных нестационарных дифференциальных уравнений относительно четырех 
переменных Кустаанхеймо–Штифеля uj, кеплеровской энергии h и времени t.

Уравнения (1.4) эквивалентны матричному уравнению:

u u u P u Pks ks ks ks ks ksh r L u u u u p p p'' , , , , , , , ,− = ( ) = ( ) =1
2

1
2

01 2 3 0 1 2 3(( ) ,
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где uks – четырехмерный вектор-столбец KS-переменных, Pks – четырехмер-
ный вектор-столбец, сопоставляемый трехмерному вектору возмущающего 
ускорения p.

Отметим следующие основные достоинства уравнений Кустаанхеймо–Шти-
феля (1.4)–(1.6) [34–37, 47–50, 56]:

– они, в отличие от ньютоновских уравнений, регулярны в центре притяжения;
– линейны для невозмущенных кеплеровских движений (в отличие от суще-

ственно нелинейных ньютоновских уравнений для этих движений) и имеют в 
этом случае (в новом времени τ (dt = rdτ)) вид системы четырех независимых 
линейных дифференциальных уравнений второго порядка с одинаковыми 
постоянными коэффициентами, равными отрицательной половинной кепле-
ровской энергии h:

u hu h jj j
'' , , , ,− = = =

1
2

0 0 1 2 3const,

для эллиптического кеплеровского движения, когда кеплеровская энергия  
h < 0, эти уравнения эквивалентны уравнениям движения четырехмерного од-
ночастотного гармонического осциллятора, квадрат частоты которого равен 
половине кеплеровской энергии, взятой со знаком минус;

– позволяют выработать единый подход (с использованием функций Штумп-
фа) к изучению всех трех типов кеплеровского движения;

– близки к линейным уравнениям для возмущенных кеплеровских движений;
– позволяют представить правые части дифференциальных уравнений дви-

жения небесных и космических тел в полиномиальной форме, удобной для их 
решения с помощью ЭВМ.

Эти свойства регулярных уравнений позволили разработать эффективные 
методы нахождения решений в аналитической или численной форме таких 
трудных для классических методов задач, как исследование движения вблизи 
притягивающих масс или движения по орбитам с большими эксцентриситета-
ми. Так, Штифелем, Шейфеле, Бордовицыной, Шарковским, Fukushima и др. 
[7, 47–50] показано, что использование регулярных уравнений в переменных 
Кустаанхеймо–Штифеля позволяет повысить точность численного решения 
ряда задач небесной механики и астродинамики, например задачи о движении 
искусственного спутника Земли (ИСЗ) по орбитам с большими эксцентриси-
тетами, от трех до пяти порядков по сравнению с решениями, полученными 
при использовании классических ньютоновских уравнений.

В основе регуляризации Кустаанхеймо–Штифеля, как уже отмечалось, ле-
жит нелинейное неоднозначное преобразование декартовых координат (1.3). 
Причем это преобразование состоит в переходе от трехмерного пространства 
декартовых координат xk к четырехмерному пространству новых координат uj. 
Поэтому вскоре после открытия KS-преобразования было рассмотрено ис-
пользование кватернионов Гамильтона (четырехмерных гиперкомплексных 
чисел) и четырехмерных кватернионных матриц для регуляризации уравнений 
пространственной задачи двух тел. Однако в своей книге Штифель и Шейфеле 
полностью отвергли эту идею, написав [7, c. 288], что “Любая попытка заменить 
теорию KS-матриц более популярной теорией кватернионных матриц приводит 
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поэтому к неудаче или, во всяком случае, к очень громоздкому формализму”. 
Позже (в конце 1970-х и начале 1980-х гг.) автором статьи в работах [26–29] было 
показано, что в действительности кватернионный подход к регуляризации по-
зволяет дать прямой и наглядный вывод регулярных уравнений в переменных 
Кустаанхеймо–Штифеля, а также позволяет дать наглядные геометрическую и 
кинематическую интерпретации регуляризующему KS-преобразованию. Этот 
подход позволяет раскрыть геометрический смысл неоднозначности KS-преобра-
зования и позволяет получить более общие регулярные кватернионные уравнения 
возмущенной пространственной задачи двух тел, частным случаем которых (в 
скалярной записи) являются регулярные уравнения Кустаанхеймо–Штифеля.

Так, автором статьи было показано, что регуляризующее преобразование 
координат Кустаанхеймо–Штифеля (1.2) или (1.3) заключается в переходе от 
декартовых координат xk центра масс второго тела в инерциальной системе коор-
динат к новым переменным uj, которые являются нормированными определен-
ным образом параметрами Эйлера (Родрига–Гамильтона) λj, характеризующими 
ориентацию вращающейся в инерциальном пространстве системы координат 
η, ось η1 которой направлена вдоль радиус-вектора r центра масс второго тела:

	 u r u r kk k0
1 2

0
1 2 1 2 3= = − =/ /, , , ,λ λ .	 (1.7)

Нормирующий множитель равен квадратному корню из расстояния r от цен-
тра масс второго тела до центра притяжения, взятому со знаком плюс или минус.

В кватернионной записи эти соотношения имеют следующий вид:

	 u i j k i j k= + + + = − − −( ) =u u u u r r0 1 2 3
1 2

0 1 2 3
1 2/ /λ λ λ λ λλ ,	 (1.8)

где λλ = + + +λ λ λ λ0 1 2 3i j k  – кватернион ориентации системы коорди-
нат η в инерциальной системе координат X, λλ  – сопряженный кватернион: 
λλ = − − −λ λ λ λ0 1 2 3i j k ; i, j, k – векторные мнимые единицы Гамильтона.

Нами также установлено, что билинейное соотношение Кустаанхеймо–Штифеля

	 u u u u u u u u1 0 0 1 3 2 2 3 0′ − ′ + ′ − ′ = ,	 (1.9)

связывающее между собой переменные Кустаанхеймо–Штифеля uj и их первые 
производные u j

'  по переменной τ и играющее, по словам Штифеля и Шейфеле, 
основную роль в их построении регулярной небесной механики [7, с. 29], на-
кладывает на движение системы координат η дополнительное (неголономное) 
условие, заключающееся в равенстве нулю проекции ω1 вектора ω абсолютной 
угловой скорости системы координат η на направление радиус-вектора r (ось η1):

	
ω λ λ λ λ λ λ λ λ1 1 0 0 1 3 2 2 3

2
1 0 0 1 3 2 2

2

2

= − + + −( ) =

= ′ − ′ + ′ − ′

• • • •

−r u u u u u u u u33 0( ) = .
	 (1.10)

Здесь и далее верхняя точка – символ дифференцирования по времени t.
Отметим, что регулярные уравнения возмущенной пространственной зада-

чи двух тел в переменных Кустаанхеймо–Штифеля были получены нами [26, 
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27] в кватернионных матрицах [26] и в кватернионах Гамильтона [27] в общем 
случае, когда не требуется выполнения билинейного соотношения (1.9), т.е. 
когда проекция ω1 вектора абсолютной угловой скорости системы координат 
η, определяемая соотношением (1.10), не равна нулю, а является произвольно 
задаваемой функцией времени. 

Полученные нами кватернионные регулярные уравнения возмущенной 
пространственной задачи двух тел в переменных Кустаанхеймо–Штифеля в 
случае, когда выполняется билинейное соотношение (1.9), имеют следующий 
вид [27] (см. также [36, 37]):

	 ′′ − = ′ = ′( ) ′ =u u q u q
1
2

1
2

2h r h t r, ,scal 

	
(1.11)
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,
	 (1.12)

px – отображение вектора p возмущающего ускорения центра масс изучаемого 
тела на инерциальный базис X, символ « » означает кватернионное умноже-
ние; верхняя черта – символ кватернионного сопряжения; scal(•) – скалярная 
часть кватерниона, стоящего в круглых скобках; u – кватернионная регулярная 
переменная, определяемая соотношениями (1.8).

В кватернионных уравнениях (1.11) в качестве переменных выступают ква-
тернион u, компонентами которого являются регулярные переменные Кустаан-
хеймо–Штифеля uj, кеплеровская энергия h и время t. Эти уравнения имеют все 
ранее указанные достоинства регулярных уравнений (1.4)–(1.6), предложенных 
Кустаанхеймо и Штифелем.

Для нахождения декартовых координат xk изучаемого тела в инерциальной 
системе координат X и проекций vk=dxk/dt вектора его скорости v на оси этой 
системы координат служат кватернионные соотношения:

v i j k r u i ux xv v v d dt d dt r= + + = = = −
1 2 3 2 2� �/ /( ) 11u i u� � ( )d d/ τ ,

r i j k u i ux x x x= + + =1 2 3 � �
	(1.13)

где rx и vx – отображения векторов r и v на инерциальный базис, vk – проекции 
вектора скорости v оси инерциальной системы координат X.

Позднее эффективность применения кватернионов для решения проблемы 
регуляризации уравнений возмущенной пространственной задачи двух тел была 
продемонстрирована в работах ряда зарубежных авторов [9–11, 14–17]. Так, в 
2008 г. Вальдфогелем (Waldvogel) была опубликована статья [17] под названием 

“Quaternions for regularizing Celestial Mechanics: the right way” (“Кватернионы для 
регуляризации небесной механики: верный путь”), в которой говорится, что 
кватернионы “являются идеальным инструментом для описания и разработки 
теории пространственной регуляризации в небесной механике”. В работе [17] 
Вальдфогель говорит: “Это утверждение (имеется в виду цитированное ранее 
утверждение Штифеля и Шейфеле о бесперспективности использования в 
теории регуляризации кватернионных матриц) было впервые опровергнуто 
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Челноковым (1981), который представил теорию регуляризации пространствен-
ной задачи Кеплера, используя геометрические представления во вращающейся 
системе координат и кватернионные матрицы. В серии статей (например, 1992 
и 1999) тем же автором была расширена теория кватернионной регуляризации 
и приведены практические применения”.

Отметим вышедшую в 2011 г. книгу [36] автора статьи, в которой, в част-
ности, излагается кватернионный метод регуляризации дифференциальных 
уравнений возмущенной пространственной задачи двух тел и возмущенного 
пространственного центрального движения материальной точки, приводятся 
кватернионные регулярные модели небесной механики и астродинамики и да-
ются их приложения к решению задач оптимального управления траекторным 
(орбитальным) движением космического аппарата. Также отметим обзорные 
работы [37–39] автора статьи по проблеме регуляризации уравнений небесной 
механики и астродинамики, вышедшие в 2013–2015 гг., а также его статью [41].

Логиновым и автором статьи [46] проведено сравнительное исследование 
точности численного интегрирования классических ньютоновских дифферен-
циальных уравнений пространственной ограниченной задачи трех тел (Земля, 
Луна и космический аппарат) в декартовых координатах и построенных нами 
[41, 42] регулярных кватернионных дифференциальных уравнений этой задачи 
в четырехмерных переменных Кустаанхеймо–Штифеля, принимающих вид 
кватернионных регулярных уравнений (1.11) возмущенной пространственной 
задачи двух тел в случае отсутствия поля тяготения Луны.

Регулярные кватернионные уравнения в KS-переменных показали зна-
чительно более высокую точность в сравнении с уравнениями в декартовых 
координатах: для круговой орбиты точность оказалась выше на 2 порядка, 
для возмущенных эллиптических орбит со средним эксцентриситетом – на 
4 порядка, для возмущенной эллиптической орбиты с высоким эксцентриси-
тетом – на 7 порядков. Отметим, что в книге Бордовицыной [47] приведены 
результаты численных исследований решений уравнений невозмущенной и 
возмущенной пространственной задачи двух тел (решений уравнений невоз-
мущенного и возмущенного движения ИСЗ) ряда авторов с использованием 
известных канонических уравнений в KS-переменных и уравнений в декартовых 
координатах, демонстрирующие преимущество уравнений в KS-переменных 
перед уравненими в декартовых координатах (в смысле точности их численного 
интегрирования). Сравнение этих результатов с нашими показало, что они в 
целом согласуются между собой.

Полученные нами результаты подтверждают значительные преимущества 
регулярных кватернионных уравнений в KS-переменных в задачах прогноза 
движения небесных и космических тел, а также в задачах коррекции параметров 
орбитального движения КА и инерциальной навигации в космосе.

Автором статьи также получены другие регулярные кватернионные уравнения 
возмущенной пространственной задачи двух тел и ИСЗ в новых четырехмер-
ных переменных: модифицированных переменных Кустаанхеймо–Штифеля, 
введенных автором статьи в работе [31] (см. также [36, 37]). Эти уравнения 
обладают всеми достоинствами выше приведенных уравнений в переменных 
Кустаанхеймо–Штифеля, но имеют более простую и симметричную структуру 
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для движения второго тела (КА) в гравитационном поле Земли, в описании ко-
торого учитываются не только центральная (ньютоновская), но и зональные, 
тессеральные и секториальные гармоники [31, 45].

Введение модифицированных переменных основано на выше приведенных 
геометрической и кинематической интерпретациях регуляризующего преоб-
разования Кустаанхеймо–Штифеля и их билинейного соотношения. В случае 
Кустаанхеймо–Штифеля ось η1 ранее введенной нами вращающейся систе-
мы координат η направляется по радиус-вектору r центра масс второго тела 
(спутника). Координаты xi тела в инерциальной системе координат X связаны 
с переменными Кустаанхеймо–Штифеля uj скалярными соотношениями (1.3) 
и первым кватернионным соотношением (1.13).

Нами предложено направить по радиус-вектору r не ось η1 системы ко-
ординат η, а ось η3. В этом случае все кватернионные уравнения (1.11)–(1.13) 
сохраняютсвой вид, лишь вместо орта i необходимо взять орт k (это, кстати, де-
монстрирует удобство использования кватернионных моделей астродинамики). 
Новые переменные uj, определяемые через параметры Эйлера, как и в случае 
Кустаанхеймо–Штифеля, формулами (1.7), будут связаны с координатами xi 
соотношениями:
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которые отличны от соотношений (1.3) и в кватернионной записи имеют вид:

r i j k k u k ux x x x r= + + = =1 2 3 λλ λλ   

,

где новая кватернионная переменная u = u0 + u1i + u2j + u3k имеет смысл, 
отличный от кватернионной переменной, использованной нами в случае 
Кустаанхеймо–Штифеля.

Расстояние r по-прежнему находится через новые переменные uj по формуле:

r u u u u= = = = + + +u u u u u
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  ,

а отображение vx вектора скорости v на инерциальный базис – по другой формуле:
v i j k r u k u u k ux xv v v d dt d dt r d d= + + = = = −

1 2 3
12 2/ / /    τ .

Модифицированные переменные uj связаны с переменными Кустаанхей-
мо–Штифеля (будем их здесь обозначать ujKS вместо ранее использованного 
обозначения uj) соотношениями:
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и являются их линейными композициями.
В кватернионной записи эти соотношения принимают вид ортогонального 

преобразования:
u u i j k

u i j k

= = ( ) − − −( )
= + + +

αα αα KS

KS KS KS KS KSu u u u

, / ,1 2 1

0 1 2 3 ,
Билинейное соотношение для модифицированных переменных uj имеет 

другой вид:
u u u u u u u u1 0 0 1 3 2 2 3 0′ − ′ + ′ − ′ = .

Полученные нами в работах [31, 45] кватернионные уравнения движения 
спутника в гравитационном поле Земли в модифицированных четырехмерных 
переменных uj обладают всеми достоинствами уравнений движения спутника 
в переменных Кустаанхеймо–Штифеля ujKS (также полученных в этой статье), 
но имеют более простую и симметричную структуру. Это обусловлено тем, что 
выражения переменной γ = sinφ (φ – геоцентрическая широта), от которой 
зависит потенциал гравитационного поля Земли, через модифицированные 
переменные uj могут быть представлены в двух различных, более компактных 
симметричных формах:

γ = − +( ) = +( ) − = + + +− −1 2 2 11
1
2

2
2 1

0
2

3
2

0
2

1
2

2
2

3
2r u u r u u r u u u u,

в сравнении с ее представлением:
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в переменных Кустаанхеймо–Штифеля, что и позволяет получить более про-
стые и симметричные, чем в случае использования переменных Кустаанхей-
мо–Штифеля, уравнения движения спутника.

Более простые и симметричные структуры уравнений приводят к более 
эффективным вычислительным алгоритмам при численном интегрировании 
дифференциальных уравнений движения спутника. Удобство и эффективность 
использования полученных уравнений движения спутника в модифицирован-
ных переменных Кустаанхеймо–Штифеля для аналитического исследования 
движения показано нами в работе [45] на примере рассмотрения движения 
спутника в гравитационном поле Земли, в описании которого учитываются его 
центральная (ньютоновская) и зональные гармоники. В этой работе найдены 
первые интегралы уравнений движения спутника в модифицированных пере-
менных в указанном случае, предложены замены переменных и преобразова-
ния этих уравнений, позволившие получить для изучения движения спутника 
замкнутые системы дифференциальных уравнений меньшей размерности, в 
частности системы уравнений четвертого и третьего порядков.

Во всех работах по проблеме регуляризации дифференциальных уравнений 
возмущенной пространственной задачи двух тел, известных автору статьи, рас-
сматривается регуляризация уравнений движения центра масс второго (изучае-
мого) тела, описывающих движение тела относительно системы координат, дви-
жущейся в инерциальной системе координат поступательно, т.е. рассматривается 
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регуляризация уравнений абсолютного движения центра масс изучаемого тела. 
В недавней работе автора статьи [43] ([44] – англоязычная версия этой статьи) 
предложено кватернионное решение задачи регуляризации уравнений движения 
центра масс изучаемого тела, описывающих движение тела в системе координат, 
вращающейся относительно инерциальной системы координат по произвольно 
заданному закону, т.е. предложена регуляризация уравнений относительного 
движения изучаемого тела. В этой работе также получены кватернионные регу-
лярные уравнения изучаемого тела относительно системы координат, связанной 
с Землей, принимаемой за первое (центральное) тело.

В настоящей работе предлагаются более общие, в сравнении с работой [43], 
регулярные кватернионные уравнения возмущенного движения ИСЗ относи-
тельно системы координат, связанной с Землей, в четырехмерных переменных 
Кустаанхеймо–Штифеля и в модифицированных четырехмерных перемен-
ных, предложенных нами в работе [31]. В этих уравнениях относительного 
движения учитываются зональные, тессеральные и секториальные гармоники 
гравитационного поля Земли. Полученные уравнения имеют вид уравнений 
относительного движения возмущенного четырехмерного осциллятора. Они, 
в отличие от классических уравнений, регулярны (не содержат особых точек 
типа сингулярности (деления на ноль)) для движения спутника в ньютонов-
ском гравитационном поле. В этих уравнениях помимо основных переменных, 
которыми являются переменные Кустаанхеймо–Штифеля или наши модифи-
цированные переменные, используются дополнительные переменные: энергия 
движения спутника и время. Уравнения удобны для высокоточных численных 
расчетов, проводимых при исследовании орбитального движения КА относи-
тельно Земли и прогнозе движения КА.

Дополнительно отметим, что полученные в статье уравнения относительного 
возмущенного движения спутника в гравитационном поле Земли в перемен-
ных Кустаанхеймо–Штифеля и в наших модифицированных четырехмерных 
переменных, в отличие от известных уравнений возмущенного абсолютного 
движения спутника в этих переменных, позволяют непосредственно изучать 
движение спутника относительно Земли. При этом географическая долгота, 
фигурирующая в формулах, описывающих тессеральные и секториальные гар-
моники потенциала гравитационного поля Земли, вычисляется не по формулам, 
используемым в случае абсолютного движения и содержащим в явном виде время 
t, а по формулам, не содержащим время t. Широта и долгота, фигурирующие в 
потенциале гравитационного поля Земли, описывают положение спутника в 
системе координат, связанной с Землей, что также говорит об удобстве пред-
лагаемых в статье уравнений относительного движения. 

Отметим также, что проблема кватернионной регуляризации уравнений не-
бесной механики и механики космического полета, основанная на использова-
нии четырехмерных переменных Кустаанхеймо–Штифеля или четырехмерных 
параметров Эйлера (Родрига–Гамильтона), а также применение этих регулярных 
уравнений в астродинамике активно разрабатываются зарубежными учеными 
и обсуждаются в ведущих журналах западной Европы и США.

2. Регулярные кватернионные дифференциальные уравнения возмущен-
ной пространственной задачи двух тел для относительного движения. В курсах 
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теоретической механики для сложения движений с использованием векторного 
способа описания движения и для получения векторной формы уравнений от-
носительного движения материальной точки используется векторная операция 
сложения переносного и относительного движений (в виде суммы двух векторов, 
описывающих переносное и относительное движения), т.е. используется адди-
тивная форма сложения движений. Для сложения движений с использованием 
кватернионного способа описания движения нами используется кватернион-
ная операция в виде кватернионного произведения двух кватернионов, один 
из которых характеризует переносное движение, а другой – относительное, т.е. 
используется мультипликативная форма сложения движений. Это кардинальное 
отличие векторного и кватернионного способов описания движения (аддитив-
ность и мультипликативность сложения движений) приводит к существенным 
отличиям в способах получения векторных и кватернионных дифференциаль-
ных уравнений динамики относительного движения материальной точки (т.е. 
уравнений относительного орбитального движения). 

Векторный способ получения векторного дифференциального уравнения ди-
намики относительного движения материальной точки основан на подстановке 
в векторное дифференциальное уравнение абсолютного движения материальной 
точки вместо вектора абсолютного ускорения векторной суммы переносного, 
относительного и кориолисова ускорений (в соответствии с теоремой о сложении 
ускорений), полученной в результате последовательного дифференцирования 
векторной суммы двух векторов, описывающих переносное и относительное 
движения (с использованием понятий абсолютной и локальной производных 
от вектора), и последующего введения сил инерции. 

Наш способ получения кватернионного динамического уравнения относи-
тельного движения материальной точки основан на подстановке в полученное 
нами кватернионное дифференциальное уравнение абсолютного движения 
материальной точки вместо кватерниона, характеризующего положение точки 
в инерциальной системе координат, кватернионного произведения двух кватер-
нионов, один из которых характеризует переносное движение, а другой – отно-
сительное движение, и последующего учета кватернионного кинематического 
уравнения переносного вращения. 

Будем рассматривать движение второго (изучаемого) тела относительно 
системы координат Z, вращающейся относительно инерциальной системы 
координат X с угловой скоростью ωe (ωe – переносная угловая скорость). Эта 
система координат характеризует собой переносное движение. Начало систе-
мы координат Z совместим с началом системы координат X, а ее ориентацию в 
инерциальной системе координат X будем задавать нормированным кватернио-
ном µµ = + + +µ µ µ µ0 1 2 3i j k. Ориентацию ранее введенной системы координат 
η, ось η1 которой направлена вдоль радиус-вектора r центра масс изучаемого 
тела, во вращающейся системе координат Z будем задавать нормированным 
кватернионом νν = + + +ν ν ν ν0 1 2 3i j k .

Нормы кватернионов μ и ν равны единице, а их компоненты μj и νj (j = 0, 1, 
2, 3) являются параметрами Эйлера (Родрига–Гамильтона), характеризующими 
ориентации систем координат Z и η в системах координат X и Z соответственно. 
Ориентацию системы координат η в инерциальной системы координат X будем 
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по-прежнему задавать нормированным кватернионом λλ = + + +λ λ λ λ0 1 2 3i j k  
(этот кватернион характеризует собой абсолютное движение в инерциальной 
системе координат).

Будем считать, что все введенные кватернионы являются собственными [57, 
58]: каждый из них определен своими компонентами в своей, преобразуемой 
этим кватернионом, системе координат. Тогда в соответствии с кватернионной 
формулой сложения двух конечных поворотов [57–59] собственные кватернио
ны λ, μ и ν будут связаны соотношением:
	 λ = μ ○ ν.	 (2.1)

Эта формула является кватернионной формулой сложения переносного и 
относительного вращений.

Введем кватернионы

u i j k i j k u= + + + = − − −( ) = = −u u u u r r r0 1 2 3
1 2

0 1 2 3
1 2 1 2/ / /λ λ λ λ λλ λλ, ,	(2.2)

s i j k i j k s= + + + = − − −( ) = = −s s s s r r r0 1 2 3
1 2

0 1 2 3
1 2 1 2/ / /,ν ν ν ν νν νν .	 (2.3)

Компоненты uj и sj (j = 0, 1, 2, 3) кватернионов u и s связаны с параметрами 
Эйлера λj и νj и расстоянием r от центра масс второго тела до центра притяжения 
(центра масс первого (центрального) тела) соотношениями:

u r u r k u u u u rk k0
1 2

0
1 2

0
2

1
2

2
2

3
21 2 3= = − = + + + =/ /, , , , ;λ λ ,

s r s r k s s s s rk k0
1 2

0
1 2

0
2

1
2

2
2

3
21 2 3= = − = + + + =/ /, , , , ;ν ν .

Эти компоненты являются переменными Кустаанхеймо–Штифеля, свя-
занными с декартовыми координатами xk и zk центра масс изучаемого тела в 
инерциальной системе координат X и во вращающейся системе координат Z 
соотношениями:

	
x u u u u x u u u u x u u u u

z s s

1 0
2

1
2

2
2

3
2

2 1 2 0 3 3 1 3 0 2

1 0
2

2 2= + − − = −( ) = +( )
= +

, ,

11
2

2
2

3
2

2 1 2 0 3 3 1 3 0 22 2− − = −( ) = +( )s s z s s s s z s s s s, ,

,

. 	 (2.4)

В кватернионной записи соотношения (2.4) имеют вид:
	 r i j k u i u r i j k s i sx zx x x z z z= + + = = + + =1 2 3 1 2 3   , .	 (2.5)

Из соотношений (2.1)–(2.3) следует соотношение
u s=  µµ ,

которым устанавливается связь основных кватернионных (четырехмерных) 
переменных u и s, характеризующих абсолютное и относительное движения 
точки (кватернион μ характеризует переносное вращение).
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Регулярные кватернионные дифференциальные уравнения возмущенной 
пространственной задачи двух тел для относительного движения (движения 
изучаемого тела относительно системы координат Z, вращающейся в инерци-
альной системе координат X по произвольно заданному закону μ = μ(t)) в пере-
менных Кустаанхеймо–Штифеля имеют (во времени τ) вид уравнений [43, 44]:

	 ′′+ ′′ + ′ ′ − = − ∗s s s s q   µµ µµ µµ µµ2
1
2

1
2

h r
	

(2.6)

	 ′ = ′ + ′( )( )∗h 2scal s s qµµ µµ   	 (2.7)

	 ′ = = = = + + +t r s s s ss s s 0
2

1
2

2
2

3
2 .	 (2.8)

Здесь

	

q i s p p p p i j k p i j k∗ = − = = + + = + +   z z x z z z z xp p p p p p, , ,µµ µµ 1 2 3 1 2 3

q i s p p p p i j k p i j k∗ = − = = + + = + +   z z x z z z z xp p p p p p, , ,µµ µµ 1 2 3 1 2 3 .
	 (2.9)

pz и px – отображения вектора p возмущающего ускорения центра масс изуча-
емого тела на оси вращающейся Z и инерциальной X систем координат, pkz и 
pk – проекции вектора p на оси систем координат Z и X соответственно.

Производные в новом времени τ от кватерниона μ, характеризующие угловую 
скорость и угловое ускорение переносного вращения, имеют вид:

′ = ( )( )
′′ = ′ ( )( ) + ( )( )

µµ µµ

µµ µµ µµ

r d t dt

r d t dt r d t dt

/ ,

/ /2 2 2

′ = ( )( )
′′ = ′ ( )( ) + ( )( )

µµ µµ

µµ µµ µµ

r d t dt

r d t dt r d t dt

/ ,

/ /2 2 2 .

Основное кватернионное уравнение (2.6) относительного движения получе-
но нами в результате дифференцирования выше приведенного кватернионного 
соотношения u s= � µ дважды по времени и подстановки результата диффе-
ренцирования в кватернионное дифференциальное уравнение абсолютного 
движения (в первое уравнение из системы уравнений (1.11)).

В уравнениях (2.6)–(2.8) в качестве переменных выступают кватернион 
s, компонентами которого являются переменные sj, кеплеровская энергия h 
и время t. Кватернион s характеризует относительное движение центра масс 
изучаемого тела. Эти уравнения, также как и уравнения (1.11) возмущенной 
пространственной задачи двух тел для абсолютного движения в перемен-
ных Кустаанхеймо–Штифеля, регулярны в центре притяжения. Они сложнее 
уравнений для абсолютного движения, но, в отличие от них, позволяют непо-
средственно изучать движение второго тела относительно не инерциальной, 
а выбранной вращающейся системы координат, связанной, например, с той 
или иной планетой.

Для нахождения декартовых координат zk изучаемого тела во вращающейся 
системе координат Z и проекций vrk = dzk/dt его вектора относительной скорости vr 
на оси этой системы координат служат второе соотношение (2.5) и соотношения



116                                                 ЧЕЛНОКОВ

v i j k r

s i s s i s s i

rz r r r zv v v d dt

d dt d dt r

= + + = =

= ( ) + ( ) = −
1 2 3

1

/

/ /      ′′ + ′( )s s i s 
,

где vrz – отображение вектора относительной скорости vr на вращающийся базис Z.
Используя кватернионное кинематическое уравнение переносного вращения

	 2 ′ =µµ µµ ωωr ez ,	
где ωez – отображение вектора угловой скорости ωe вращающейся системы 
координат Z на ее же координатные оси, запишем уравнения (2.6)–(2.8) отно-
сительного движения в другом виде:

	 ′′− ′ − ′ +( ) − +





 = − ∗s s s s qr r r h rez ez ez e ωω ωω εε

1
2

1
2

1
2

1
2

2 2ω
	

(2.10)

	 ′ = ′ +( )( ) ′ = = = + + +∗h r t r s s s sezscal 2 0
2

1
2

2
2

3
2s s q s sωω   , .	(2.11)

Здесь ′ = ′ + ′ + ′ + ′( ) =r s s s s s s s s d dtez ez2 0 0 1 1 2 2 3 3 , εε ωω /  – отображение век-
тора углового ускорения εe вращающейся системы координат Z на ее же коор-
динатные оси, ωe = ωωe .

В основном регулярном кватернионном дифференциальном уравнении 
(2.10) первое слагаемое ′′s  в левой части уравнения характеризует относитель-
ное ускорение центра масс изучаемого тела во вращающейся системе координат 
Z, сумма слагаемых

− ′ +( ) −1
2

1
4

2 2s s� r rez ez eω ε ω

характеризует переносное ускорение, а слагаемое − ′r ezs  ω ωez характеризует уско-
рение Кориолиса (напомним, что движение рассматривается в новом времени 
τ, определяемом дифференциальным соотношением dt = rdτ).

Регулярные кватернионные дифференциальные уравнения возмущенной 
пространственной задачи двух тел для относительного движения в модифициро-
ванных переменных Кустаанхеймо–Штифеля, имеют вид уравнений (2.6)–(2.8) 
или (2.10) и (2.11), в которых кватернион q*, содержащий отображение pz вектора 
p возмущающего ускорения центра масс изучаемого тела на оси вращающейся 
системы координат Z, определяется другими соотношениями:

q k s p p p p i j k p i j k∗ = − = = + + = + +� � � �z z x z z z z xp p p p p p, , ,µ µ 1 2 3 1 2 3,

q k s p p p p i j k p i j k∗ = − = = + + = + +� � � �z z x z z z z xp p p p p p, , ,µ µ 1 2 3 1 2 3 .

Декартовы координаты zi изучаемого тела во вращающейся системе координат 
Z находятся через модифицированные переменные Кустаанхеймо–Штифеля 
sj по формулам:
	 z s s s s z s s s s z s s s s1 1 3 0 2 2 2 3 0 1 3 0

2
1
2

2
2

3
22 2= −( ) = +( ) = − − +, , ,	 (2.12)

которые в кватернионной записи имеют вид:
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	 r i j k s k sz z z z= + + =1 2 3   .	 (2.13)

Для нахождения проекций vrk = dzk/dt вектора относительной скорости vr 
тела на оси этой системы координат служит соотношение:

v i j k s k s s k s s k s s krz r r rv v v d dt d dt r= + + = ( ) + ( ) = ′ + ′−
1 2 3

1
       / / ss( )

	v i j k s k s s k s s k s s krz r r rv v v d dt d dt r= + + = ( ) + ( ) = ′ + ′−
1 2 3

1
       / / ss( ) ,	 (2.14)

где vrz – по-прежнему отображение вектора относительной скорости vr на вра-
щающийся базис Z.

3. Регулярные кватернионные дифференциальные уравнения возмущенного 
движения изучаемого тела относительно Земли. Приведем регулярные кватер-
нионные дифференциальные уравнения возмущенного движения второго 
(изучаемого) тела относительно Земли, принимаемой за первое (центральное) 
тело, в переменных Кустаанхеймо–Штифеля. Инерциальную систему коорди-
нат X, в которой задается вращение системы координат Z, введем следующим 
образом: ее начало поместим в центр Земли O, ось OX3 направим вдоль оси су-
точного вращения Земли к ее северному полюсу, а ось OX1 – в точку весеннего 
равноденствия. Вращающуюся систему координат Z жестко свяжем с Землей 
(центральным телом), направив ее ось OZ3 вдоль оси суточного вращения Зем-
ли (вдоль оси OX3), а ось OZ1 – вдоль линии пересечения плоскости экватора и 
гринвичского меридиана. Тогда ориентация вращающейся системы координат 
Z в инерциальной системе координат X будет характеризоваться нормирован-
ным кватернионом:

µµ = + = ( + )( ) = ( + )( )µ µ µ χ µ χ0 3 0 32 2k, / , /cos sin0 0Ω ΩE Et t ,

где χ0 = const – значение угла χ разворота системы координат Z относительно 
системы координат X вокруг оси OX3 в начальный момент времени, ΩE = ωe =  
 = const – угловая скорость суточного вращения Земли.

В рассматриваемом случае сопряженные кватернионы 

	 ′ = −( ) ′′ = − ( ) + ( ) ′( )µµ µµ µµ µµ1 2 1 4 1 22 2/ , / /Ω Ω ΩE E Er r rk k  .	 (3.1)

Поэтому из уравнений (2.6)–(2.9) получаем следующие регулярные кватер-
нионные дифференциальные уравнения возмущенного движения изучаемого 
тела относительно Земли, принимаемой за центральное тело, в переменных 
Кустаанхеймо–Штифеля:

	 ′′− ′ − ′ − +





 = ∗s s k s k s qΩ Ω ΩE E Er r r h r 

1
2

1
2

1
2

1
2

2 2 ,	 (3.2)

	 ′ = ′ +( )( )∗h rEscal 2s k s qΩ   ,	 (3.3)

	 ′ = = = = + + +t r s s s ss s s 0
2

1
2

2
2

3
2 .	 (3.4)
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Здесь

	
q i s p p k p k∗ = − = −( ) +( )

′ = ′ + ′ + ′ +

   z z x

r s s s s s s s

, ;µ µ µ µ0 3 0 3

0 0 1 1 2 22 33 3′( )s .
	 (3.5)

В уравнениях (3.2)–(3.4) в качестве переменных выступают кватернионная 
переменная s, компоненты которой – переменные sj, кеплеровская энергия h и 
время t, а в качестве независимой переменной – “фиктивное” время τ. Отметим, 
что уравнения (3.2) и (3.3) также следуют из уравнений (2.10) и (2.11), так как 
в рассматриваемом случае ωez = ΩEk = const, εe = εE = 0.

Уравнение (3.2) получено нами в работе [43]. Уравнение (3.7) рабо-
ты [43] для кеплеровской энергии h, приведенное в этой работе, содержит 
ошибку: из правой части этого уравнения нужно убрать выражение, заклю-
ченное в квадратных скобках (это уравнение должно иметь вид уравнения 
(3.3) нашей статьи). 

Введем вместо кеплеровской энергии h новую переменную h+, определяе-
мую соотношением:

h h rE
+ = + ( )1 2 2 2/ Ω .

Тогда уравнения (3.2) и (3.3) в переменных Кустаанхеймо–Штифеля примут 
следующий вид:

	 ′′− ′ − ′ − =+ ∗s s k s k s qΩ ΩE Er r h r 

1
2

1
2

1
2

,
	

(3.6)

	 h rr rE E
+ ∗( )′ = ′ + ′ +( )( )Ω Ω2 2scal s k s q  .	 (3.7)

Регулярные кватернионные дифференциальные уравнения возмущенного 
движения изучаемого тела относительно Земли в модифицированных перемен-
ных Кустаанхеймо–Штифеля имеют вид уравнений (3.2)–(3.4) или (3.6), (3.7), 
(3.4), в которых кватернион q*, содержащий отображение pz вектора p возмущаю
щего ускорения центра масс изучаемого тела на оси вращающейся системы 
координат Z, определяется соотношениями, отличными от соотношений (3.5): 

q k s p p k p k∗ = − = −( ) +( )   z z x, µ µ µ µ0 3 0 3

Декартовы координаты zi изучаемого тела во вращающейся системе координат 
Z находятся через модифицированные переменные Кустаанхеймо–Штифеля 
sj (напомним, что они обозначаются нами так же, как и переменные Кустаан-
хеймо–Штифеля) по формулам (2.12) или (2.13). Для нахождения проекций  
vrk = dzk/dt вектора относительной скорости vr тела на оси этой системы коор-
динат служит соотношение (2.14).

4. Кватернионные уравнения возмущенного абсолютного движения искусственного 
спутника в гравитационном поле Земли в переменных Кустаанхеймо–Штифеля. 
В векторной форме дифференциальные уравнения возмущенного движения 
искусственного спутника в гравитационном поле Земли имеют следующий вид:
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где r – геоцентрический радиус-вектор спутника, mE – масса Земли, ∏E  – по-
тенциал гравитационного поля Земли, ∏ = ∏( )r  – его центральная составляю-
щая, ∏ = ∏ ( ) + ∏ ( )∗ ∗ ∗

z ts tr r,  – составляющая, обусловленная нецентральностью 
гравитационного поля Земли ( ∏ ( )∗

z r  – составляющая потенциала, содержащая 
зональные гармоники гравитационного поля Земли, ∏ ( )∗

ts t,r  – составляющая 
потенциала, содержащая тессеральные и секториальные гармоники этого поля 
[60–62]), f – постоянная тяготения, p – возмущающее ускорение центра масс 
спутника от действующих на спутник других сил.

Кватернионные дифференциальные уравнения возмущенного абсолютного 
движения искусственного спутника в гравитационном поле Земли (относитель-
но инерциальной системы координат) в переменных Кустаанхеймо–Штифеля 
имеют следующий вид [45]:
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В уравнениях (4.1) и (4.2) 
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полная энергия спутника h* определяется соотношением:
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Систему координат X, в которой рассматривается движение спутника, вве-
дем следующим образом: ее начало O поместим в центр Земли, ось OX3 напра-
вим к северному полюсу Земли, а ось OX1 – в точку весеннего равноденствия. 
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Потенциал гравитационного поля Земли c учетом его зональных, тессеральных 
и секториальных гармоник имеет вид [60–62]:

∏ = ∏( ) + ∏ ( ) + ∏ ( ) = ∏( ) + ∏ ( ) + ∏ ( )∗ ∗ ∗ ∗
E z ts z tsr t r r rr r, , , ,ϕ ϕ λ ,

где составляющие потенциала 
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(4.3)

Здесь R – средний экваториальный радиус Земли, Jn – безразмерные посто-
янные, характеризующие фигуру Земли, Pn – полином Лежандра n-го порядка, 
φ – геоцентрическая широта, Cnk и Snk – безразмерные постоянные, характе-
ризующие фигуру Земли, Pnk – присоединенные функции Лежандра, λ – гео-
графическая долгота.

Географическая долгота определяется через декартовые координаты xk 
спутника в системе координат X и переменные Кустаанхеймо–Штифеля uj 
посредством соотношений:
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где λa – абсолютная долгота, ΩE – угловая скорость суточного вращения Земли.
Тригонометрические функции cos(kλ) и sin(kλ) находятся через функции 

cosλ и sinλ с помощью кватернионных соотношений, вытекающих из формулы 
Муавра:
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Уравнения возмущенного абсолютного движения спутника в гравитационном 
поле Земли c учетом его зональных, тессеральных и секториальных гармоник 
в переменных Кустаанхеймо–Штифеля в скалярной записи имеют вид [45]:
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КВАТЕРНИОННЫЕ РЕГУЛЯРНЫЕ УРАВНЕНИЯ...� 121

	 dh
d

r
t

du

d
q

dt
d

rts j
j

j

∗ ∗

=
=

∂ ∏
∂

+








 =∑τ τ τ

2
0

3

, .	 (4.6)

Здесь
u u u u u u u u0 2 1 3 2 0 3 1

∗ ∗ ∗ ∗= = = =, , , ,

∏ = ∏ ( ) + ∏ ( ) = = =

∏ ( ) = ∏ ( )

+ + +

+ ∗

z ts

z z

r r x r ,

r r r

, , , , /

, ,

γ γ λ γ ϕ ϑ

γ γ

sin cos 3

== 



 ( ) ,

∏ ( ) = ∏ ( ) =

= −

=

∞

+ ∗

∑fm J
R
r

P

r r r

fm
R
r

E n

n

n
n

ts ts

E

γ

γ λ γ λ
2

, , , ,





 ( ) ( ) + ( )( )

==

∞

∑∑
k

n n

nk
n

nk nkP C k S k
12

γ λ λcos sin ,

r u u u u x u u u u

x u u u u x u

= + + + = + − −

= −( ) =
0
2

1
2

2
2

3
2

1 0
2

1
2

2
2

3
2

2 1 2 0 3 3 12 2

;

, uu u u3 0 2+( )
,

,

	

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

= −
∂
∂

= −

∂
∂

= −
∂

x
u

u
x
u

u
x
u

u
x
u

u

x
u

u

1

0
0

1

1
1

1

2
2

1

3
3

2

0
3

2 2 2 2

2

, , ,

,
xx
u

u
x
u

u
x
u

u2

1
2

2

2
1

2

3
02 2 2

∂
=

∂
∂

=
∂
∂

= −, ,

,

.
	 (4.7)

Географическая долгота λ определяется через переменные Кустаанхеймо–
Штифеля uj и ΩEt посредством соотношений (4.4).

В кватернионной записи уравнения (4.5) и (4.6) принимают вид:
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частные производные ∂ ∂x ui j/  определяются соотношениями (4.7).
5. Кватернионные уравнения возмущенного абсолютного движения искусствен-

ного спутника в гравитационном поле Земли в модифицированных четырехмерных 
переменных. Уравнения возмущенного абсолютного движения спутника в 
гравитационном поле Земли c учетом его зональных, тессеральных и сектори-
альных гармоник в модифицированных переменных Кустаанхеймо–Штифеля, 
обозначаемых, как и переменные Кустаанхеймо–Штифеля, “uj”, в скалярной 
записи имеют в сравнении с уравнениями в классических переменных Куста-
анхеймо–Штифеля более простой вид. Они были получены нами в работе [45] 
и после преобразований частных производных ∂ ∂λ / u j , фигурирующих в этих 
уравнениях, принимают следующий вид:
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Географическая долгота λ определяется через модифицированные переменные 
Кустаанхеймо–Штифеля uj посредством соотношений, отличных от соотноше-
ний (4.4) в переменных Кустаанхеймо–Штифеля и имеющих следующий вид:
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	 В кватернионной записи уравнения (5.1)–(5.3) принимают вид:
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Знак “–” берется для первого и четвертого уравнения системы (5.6), эк-
вивалентной четырем скалярным уравнениям, когда j = 0, 3, а знак “+” – для 
второго и третьего уравнения этой системы, когда j = 1, 2.

Отметим, что кватернион q k u p= −   x , фигурирующий в уравнениях (5.6) 
и (5.7), отличается от кватерниона q i u p= −   x , фигурирующего в уравнени-
ях (4.1) и (4.2): вместо орта i используется орт k. Это обусловлено тем, что при 
введении наших модифицированных переменных вместо переменных Куста-
анхеймо–Штифеля вдоль радиус-вектора r центра масс спутника направляется 
не ось η1 вращающейся системы координат η, а ее ось η3.

6. Кватернионные уравнения возмущенного относительного движения искус-
ственного спутника в гравитационном поле Земли в переменных Кустаанхеймо–
Штифеля. Для получения уравнения возмущенного относительного движения 
спутника (относительно Земли) в гравитационном поле Земли c учетом его 
зональных, тессеральных и секториальных гармоник в переменных Кустаан-
хеймо–Штифеля продифференцируем кватернионное соотношение u s=  µ  
дважды по переменной τ и подставим результат дифференцирования, а таже 
соотношение для переменной u в уравнения (4.8). Получим:
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Умножим первое кватернионное уравнение системы (6.1) справа на кватер-
нион μ. Получим:
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	 (6.2)

Из уравнений (3.1) получаем:

	 2 1 2 1 2 2 2′ = − ′′ = − ( ) + ′( )µµ µµ µµ µµ Ω Ω ΩE E Er r rk k, ( / ) / ,	 (6.3)

С учетом этих соотношений, а также соотношений
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уравнение (6.2) принимает вид:
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Это кватернионное уравнение необходимо дополнить дифференциальными 
скалярными уравнениями для полной энергии спутника h∗  и времени t, полу-
чающимися из второго и третьего уравнений системы (6.1) и имеющими вид: 
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В уравнениях (6.4) и (6.5)
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Присутствующие в этих уравнениях потенциалы ∏+ , ∏+
ts  и ∏∗

ts  определя-
ются соотношениями (5.4) и третьим из соотношений (4.3).

После вычисления частных производных ∂ ∏ ∂+ / r , ∂ ∏ ∂+ / γ , ∂ ∏ ∂+
ts / λ и

∂ ∏ ∂∗
ts / λ  в полученные соотношения необходимо будет подставить выражения 

для переменных r, γ φ= sin  и λ  (расстояния, синуса широты и географической 
долготы) через основные переменные sj (j = 0, 1, 2, 3) в соответствии с формулами:
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Полученные уравнения (6.4) и (6.5) возмущенного относительного дви-
жения в гравитационном поле Земли c учетом его зональных, тессеральных и 
секториальных гармоник в переменных Кустаанхеймо–Штифеля sj, в отличие 
от уравнений возмущенного абсолютного движения спутника (4.8) в перемен-
ных Кустаанхеймо–Штифеля uj, позволяют непосредственно изучать движение 
спутника относительно Земли. При этом географическая долгота λ , фигури-
рующая в третьей формуле (4.3) для тессеральных и секториальных гармоник 
∏∗

ts  потенциала гравитационного поля Земли, вычисляется не по формулам 
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(5.5), используемым в случае абсолютного движения и содержащим в явном 
виде время t, а по формуле (6.6), не содержащей время t.

7. Кватернионные уравнения возмущенного относительного движения искус-
ственного спутника в гравитационном поле Земли в модифицированных четырех-
мерных переменных. Для получения уравнения возмущенного относительного 
движения спутника (относительно Земли) в гравитационном поле Земли c учетом 
его зональных, тессеральных и секториальных гармоник в модифицированных 
переменных Кустаанхеймо–Штифеля продифференцируем кватернионное 
соотношение u s=  µµ  дважды по переменной τ и подставим результат диф-
ференцирования, а также соотношение для переменной u в уравнения (5.6) и 
(5.7). Получим:
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Здесь
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Умножим первое кватернионное уравнение системы (7.1) справа на кватер-
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q k u p k s p k s p q         µµ µµ µµ µµ= − = − = − = ∗
x x z

преобразуется к следующему виду:
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Здесь

	 r s s s s= = + + +s s 0
2

1
2

2
2

3
2 	 (7.3)

	
γ ϕ ϑ= = = = − − +( ) = − +( ) =− − −sin cos z r r s s s s r s s r3

1
0
2

1
2

2
2

3
2 1

1
2

2
2 11 2 2/ ss s0

2
3
2 1+( ) −

γ ϕ ϑ= = = = − − +( ) = − +( ) =− − −sin cos z r r s s s s r s s r3
1

0
2

1
2

2
2

3
2 1

1
2

2
2 11 2 2/ ss s0

2
3
2 1+( ) −

	 (7.4)

	 γ γ− = − +( ) + = +( )− −1 2 1 21
1
2

2
2 1

0
2

3
2r s s r s s, ,	 (7.5)

	 λ = =
+
−

arctan arctan
z
z

s s s s
s s s s

2

1

2 3 0 1

1 3 0 2
	 (7.6)

	 z s s s s z s s s s z s s s s1 1 3 0 2 2 2 3 0 1 3 0
2

1
2

2
2

3
22 2= −( ) = +( ) = − − +, , ,	 (7.7)

	 q q k s p∗ = = −  µµ z ,	 (7.8)
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Кватернионное уравнение (7.2) в переменных sj (j = 0, 1, 2, 3) необходимо 
дополнить дифференциальными скалярными уравнениями для полной энер-
гии спутника h∗  и времени t, получающимися из второго и третьего уравнений 
системы (7.1) и имеющими вид:
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Здесь кватернион q∗  в отличие от первого уравнения из подсистемы (6.5) 
определяется соотношениями (7.8) и (7.9).
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Таким образом, нами получены уравнения (7.2) и (7.10) возмущенного 
движения спутника относительно Земли в ее гравитационном поле c учетом 
зональных, тессеральных и секториальных гармоник этого поля в модифи-
цированных переменных Кустаанхеймо–Штифеля. Присутствующие в этих 
уравнениях потенциалы ∏+ , ∏+

ts  и ∏∗
ts  определяются соотношениями (5.4) 

и третьим из соотношений (4.3). После вычисления частных производных 
∂ ∏ ∂+ / r  , ∂ ∏ ∂+ / γ , ∂ ∏ ∂+

ts / λ и ∂ ∏ ∂∗
ts / λ  в полученные соотношения необходи-

мо будет подставить выражения для переменных r, γ ϕ= sin  и λ  (расстояния, 
синуса широты и географической долготы) через основные переменные sj в 
соответствии с формулами (7.3)–(7.7).

Полученные уравнения (7.2) и (7.10) возмущенного относительного движения 
спутника в модифицированных переменных sj, в отличие от уравнений возму-
щенного абсолютного движения спутника (5.6) и (5.7) в модифицированных 
переменных uj, позволяют непосредственно изучать движение спутника отно-
сительно Земли. При этом географическая долгота λ , фигурирующая в третьей 
формуле (4.3) для тессеральных и секториальных гармоник ∏∗

ts  потенциала 
гравитационного поля Земли, вычисляется не по формулам (4.4), используе-
мым в случае абсолютного движения и содержащим в явном виде время t, а по 
формуле (7.6), не содержащей время t.

Отметим, что уравнения (7.2) и (7.10) возмущенного движения спутника 
относительно Земли в модифицированных переменных sj имеют более простую 
и симметричную структуру в сравнении с уравнениями (6.4) и (6.5) этого дви-
жения спутника в переменных Кустаанхеймо–Штифеля, обозначаемых нами 
также sj. Это обусловлено тем, что выражения переменной γ = sinφ (φ – гео-
центрическая широта), от которой зависит потенциал гравитационного поля 
Земли, через модифицированные переменные могут быть представлены в двух 
различных, более компактных симметричных формах:

γ ϕ= − +( ) = +( ) − = + + +− −sin 2 2 11
1
2

2
2 1

0
2

3
2

0
2

1
2

2
2

3
2r s s r s s r s s s s,

в сравнении с ее представлением
γ ϕ= = +( ) = + + +sin 2 1 3 0 2 0

2
1
2

2
2

3
2s s s s r r s s s s/ ,

в переменных Кустаанхеймо–Штифеля, что и позволяет получить более про-
стые и симметричные, чем в случае использования переменных Кустаанхей-
мо–Штифеля, уравнения движения спутника.

Заключение. Во всех работах, посвященных проблеме регуляризации диф-
ференциальных уравнений возмущенной пространственной задачи двух тел, 
известных автору статьи, рассматривается регуляризация уравнений абсолют-
ного движения второго (изучаемого) тела, т.е. рассматривается регуляризация 
уравнений движения центра масс изучаемого тела, описывающих движение 
тела относительно системы координат, движущейся в инерциальной системе 
координат поступательно.

В статье развита предложенная нами в работе [43] кватернионная регуляриза-
ция уравнений относительного движения изучаемого тела, т.е. уравнений движе-
ния центра масс изучаемого тела, описывающих движение этого тела в системе 
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координат, вращающейся в инерциальной системе координат по произвольно 
заданному закону, а также развита предложенная в этой работе кватернионная 
регуляризация уравнений движения изучаемого тела относительно системы 
координат, связанной с Землей, принимаемой за первое (центральное) тело.

Предложены регулярные кватернионные уравнения возмущенного движе-
ния искусственного спутника Земли относительно системы координат, свя-
занной с Землей, в четырехмерных переменных Кустаанхеймо–Штифеля и в 
модифицированных четырехмерных переменных, предложенных нами ранее. В 
полученных уравнениях относительного возмущенного движения учитываются 
зональные, тессеральные и секториальные гармоники гравитационного поля 
Земли. Эти уравнений удобны для изучения движения ИСЗ, поскольку многие 
силы, действующие на спутник, и в первую очередь сила притяжения Земли 
(точнее, потенциал гравитационного поля Земли), зависят от относительных 
координат местоположения спутника: от географических координат (широты 
и долготы) спутника, а не от его абсолютных координат в инерциальной си-
стеме координат.

Полученные уравнения имеют вид уравнений относительного движения 
четырехмерного возмущенного осциллятора. Они, в отличие от классических 
уравнений, регулярны (не содержат особых точек типа сингулярности (деле-
ния на ноль)) для движения спутника в ньютоновском гравитационном поле 
Земли под действием возмущающих сил, в описании которых не содержатся 
отрицательные степени расстояния спутника до центра Земли выше первой. В 
этих уравнениях помимо основных переменных, которыми являются перемен-
ные Кустаанхеймо–Штифеля или наши модифицированные переменные, ис-
пользуются дополнительные переменные: энергия движения спутника и время. 
Новая независимая переменная связана с временем дифференциальным соот-
ношением Зундмана, содержащим расстояние спутника до центра масс Земли. 

Полученные уравнения относительного возмущенного движения спутника 
в гравитационном поле Земли в переменных Кустаанхеймо–Штифеля и в на-
ших модифицированных четырехмерных переменных, в отличие от уравнений 
возмущенного абсолютного движения спутника в этих переменных, позволяют 
непосредственно изучать движение спутника относительно Земли. При этом 
географическая долгота, фигурирующая в формуле, описывающей тессераль-
ные и секториальные гармоники потенциала гравитационного поля Земли, 
вычисляется не по формулам, используемым в случае абсолютного движения 
и содержащим в явном виде время t, а по формулам, не содержащим время t.

Уравнения возмущенного движения спутника относительно Земли в моди-
фицированных переменных имеют более простую и симметричную структуру 
в сравнении с уравнениями этого движения спутника в переменных Куста-
анхеймо–Штифеля. Это обусловлено тем, что выражения геоцентрической 
широты, от которой зависит потенциал гравитационного поля Земли, через 
модифицированные переменные представляются в двух различных, более ком-
пактных симметричных формах в сравнении с ее представлением в переменных 
Кустаанхеймо–Штифеля.
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Полученные уравнения удобны для применения методов нелинейной ме-
ханики и высокоточных численных расчетов при исследовании орбитального 
движения КА относительно Земли и прогнозе движения КА.

Отметим, что обзор работ по кватернионной регуляризации дифференциаль-
ных уравнений возмущенной пространственной задачи двух тел и возмущенного 
центрального движения материальной точки с использованием переменных 
Кустаанхеймо–Штифеля и модифицированных четырехмерных переменных 
(уравнений, традиционно рассматриваемых в рамках теории абсолютного дви-
жения материальной точки) был дан автором статьи в его недавней работе [63]. 
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QUATERNION REGULAR EQUATIONS OF THE TWO-BODY 
PROBLEM AND THE PROBLEM OF THE MOTION OF A SATELLITE 

IN THE GRAVITATIONAL FIELD OF THE EARTH IN THE 
KUSTAANHEIMO-STIFEL VARIABLES AND MODIFIED FOUR-

DIMENSIONAL VARIABLES: DYNAMICS OF RELATIVE MOTION
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Abstract  –  The article develops the quaternion regularization of differential 
equations (DE) of the relative perturbed motion of the body under study, which we 
previously proposed within the framework of the perturbed spatial problem of two 
bodies: the equations of motion of the center of mass of this body in a coordinate 
system rotating in an inertial coordinate system according to an arbitrarily given 
law, and also develops a quaternion regularization of the motion DEs for the 
body under study relative to the coordinate system associated with the Earth. New 
quaternion DEs for the perturbed motion of an artificial Earth satellite relative to the 
coordinate system associated with the Earth are proposed. These equations have (in 
new times) the form of DE for the relative motion of a perturbed four-dimensional 
oscillator in the Kustaanheimo-Stiefel variables or in the modified four-dimensional 
variables we proposed, supplemented by DEs for the satellite’s motion energy and 
time. These equations for the perturbed relative motion of the satellite take into 
account the zonal, tesseral and sectorial harmonics of the Earth’s gravitational 
field. The proposed equations, in contrast to classical equations, are regular (do not 
contain special points such as singularity (division by zero)) for the relative motion 
of a satellite in the Newtonian gravitational field of the Earth. The equations are 
convenient for applying methods of nonlinear mechanics and high-precision 
numerical calculations when studying the orbital motion of a satellite relative to the 
Earth and predicting its motion.

Keywords: perturbed spatial two-body problem, artificial Earth satellite, quaternion 
regularization, regular quaternion equations, absolute and relative motion, 
Kustaanheimo-Stiefel variables, modified four-dimensional variables, energy of 
motion; zonal, tesseral and sectorial harmonics of the Earth’s gravitational field
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