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В работе приводятся результаты двух направлений исследования напря-
женно-деформированного состояния в окрестности особых точек упру-
гих тел, а именно: смены типа граничных условий; края поверхности 
контакта различных материалов. Результатом первого направления яв-
ляются решения задач теории упругости в окрестности особых точек, из 
которых следует возможность бесконечных напряжений в этих точках. 
Второе направление связано с анализом численными и эксперимен-
тальными методами напряженного состояния в окрестности особых то-
чек, которые, как правило, имеют место при моделировании реальных 
объектов и являются потенциальными зонами концентрации напряже-
ний. Основным содержанием работы является установление на основе 
сопоставления результатов двух направлений взаимосвязи вариантов с 
минимальным уровнем напряжений в окрестности особых точек с ре-
зультатами о характере сингулярности напряжений в этих точках.
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1. Введение. Одним из результатов классической теории упругости яв-
ляется возможность существования сингулярных решений, связанных с по-
явлением бесконечных значений напряжений в особых точках поверхно-
сти, где имеет место нарушение ее гладкости, происходит смена типа кра-
евых условий, контактируют различные материалы, а также внутри тела, 
в точках нарушения условия гладкости поверхности контакта различных 
материалов. Примером теоретических обоснований появления сингуляр-
ных решений является работа [1], где было показано, что для уравнений 
линейной теории упругости в окрестности угловых точек имеет место ре-
шение вида
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или более сложное, с логарифмическими составляющими в случае кратных 
точек спектра ln. Здесь r — расстояние до угловой точки, Kn — коэффициен-
ты интенсивности напряжений; fn — функции углового распределения поля 
напряжения s в окрестности угловой точки, в плоском случае зависящие от 
одной полярной угловой переменной j при этом c = 0, в пространственном — 
от двух сферических координат j, 0 при c = -0.5. Из представления решения 
(1.1) следует, что если среди ln имеется хотя бы одно, удовлетворяющее усло-
вию Re ln < 1, то напряжения стремятся к бесконечности при r, стремящимся 
к нулю.

Изучением поведения напряжений в окрестностях особых точек занима-
ются многие исследователи. Для двумерных и трехмерных задач линейной 
теории упругости рассмотрены различные варианты особых точек. Достаточ-
но полно результаты, достигнутые в этой области, представлены в обзорных 
работах [2–6].

Особые точки и связанные с ними сингулярные решения с одной сторо-
ны представляют теоретический интерес, а с другой стороны, они достаточно 
часто встречаются в расчетных схемах прикладных задач и их окрестности, 
как правило, являются зонами ярко выраженной концентрации напряжений. 
В настоящей работе представлен обзор результатов решения оптимизацион-
ных задач, связанных с поиском вариантов, обеспечивающих минимальный 
уровень концентрации напряжений в окрестности особых точек. Основным 
содержанием работы является установление взаимосвязи оптимальных ре-
шений в окрестности особых точек с характером сингулярности напряжений 
в этих точках.

2. Точка поверхности со сменой типа граничных условий. Примером задачи, 
в которой есть особые точки, где имеет место смена типа граничных усло-
вий, является представленный на рис. 1, a цилиндр, находящийся под дей-
ствием массовых сил с неподвижной внешней поверхностью и свободной от 
нагрузок внутренней и торцевых поверхностями. Для данного цилиндра была 
решена задача поиска геометрии торцевых поверхностей, обеспечивающих 
минимальные напряжения в окрестности особой точки — пересечение тор-
цевой и внешней поверхности [7]. Оптимизационные задачи решались при 
ограничениях, обеспечивающих поиск геометрии в пределах заданных раз-
меров h, l. Результатом решения оптимизационных задач являются геомет-
рии для соответствующих ограничений h, l. Общим свойством этих геомет-
рий является угол сопряжения свободной торцевой и внешней неподвижной 
поверхностей — a. 

Аналогичная по постановке задача была рассмотрена в работах [8, 9], где 
для цилиндра, представленного на рис. 1, b, необходимо было найти геомет-
рию боковой поверхности в окрестности точек, где имеет место смена типа 
граничных условий, при ограничениях h, l, за пределы которых не может 
выходить искомая геометрия. Были рассмотрены два варианта оптимиза-
ционной задачи. В первом — геометрия должна обеспечивать минимальную 
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интенсивность касательных напряжений, во втором варианте — наименьшее 
отклонение отрывных напряжений на закрепленном торце от их среднего зна-
чения. Основным результатом решения оптимизационных задач является то, 
что все найденные геометрии для соответствующего значения коэффициента 
Пуассона материала имеют одинаковый угол сопряжения свободной от нагру-
зок и неподвижной поверхностей — a.

Для рассматриваемого типа особой точки вывод о наличии сингуляр-
ных решений может быть сделан на основе анализа собственных решений 
для клина (рис. 2, a), одна грань которого неподвижна, а вторая свободна от 
напряжений [10]:
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Рис. 1. Расчетные схемы для цилиндров, находящихся под действием массовых сил (a) и 
растягивающих усилий (b).

Рис. 2. Однородный (a) и составной (b) плоские клинья в полярных координатах.
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Здесь ur
i, uj

i — компоненты вектора перемещений в полярной системе коорди-
нат; xr

i, xji — собственные функции; li — собственные значения.
При наличии среди собственных значений хотя бы одного, удовлетворя-

ющего условию Re li < 1, напряжения в вершине клина принимают беско-
нечные значения. Для данного типа особой точки собственные значения li 
определяются значением угла раствора клина g и значением коэффициента 
Пуассона материала n. На рис. 3 в области параметров g, n приведена кривая, 
которая для первого собственного значения разделяет области решений с син-
гулярностью напряжений (Re li < 1) и решений без сингулярности напряже-
ний (Re li  ≥ 1).

Для рассматриваемого типа особой точки взаимосвязь сингулярных реше-
ний с геометриями, обеспечивающими минимальный уровень концентрации 
напряжений в окрестности особых точек, определяется следующим услови-
ем. Для оптимальных геометрий угол сопряжения свободной и неподвижной 
поверхностей вместе с коэффициентом Пуассона материала являются одной 
из точек на кривой (рис. 3), разделяющей решения с сингулярностью и без 
сингулярности напряжений.

Результат о взаимосвязи сингулярных решений и концентрации напряже-
ний в окрестности особой точки в работе [11] получил экспериментальное 
подтверждение. Цилиндрические образцы из полиметилметакрилата марки 
СТ-1 (рис. 4, a) были испытаны при растяжении и консольном изгибе. Об-
разцы имели выточки на боковой поверхности с разными углами сопряжения 
свободной боковой поверхности и стальной поверхностью, к которой прикле-
ены образцы. Необходимо отметить, что модуль упругости стали почти на два 
порядка больше модуля упругости полиметилметакрилата, то есть в данном 
случае верхнюю поверхность цилиндрического образца можно рассматривать 
как неподвижную. На рис. 4, b представлены зависимости усилия отрыва от 
величины угла a. Результаты эксперимента демонстрируют, что максималь-
ные усилия отрыва, которые можно полагать реализуются при минимальной 
концентрации напряжений, имеют место при угле a ≈ 48°, который вместе со 
значением коэффициента Пуассона полиметилметакрилата (n ≈ 0.45) дает точ-
ку на кривой, разделяющей решения с сингулярностью и без сингулярности 
напряжений. 
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Рис. 3. Области решений с сингулярностью и без сингулярности напряжений  
(угол g в градусах).
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3. Край поверхности соединения различных материалов. В расчетных схемах 
прикладных задач теории упругости достаточно часто имеет место тип особой 
точки, представляющий край поверхности соединения различных материа-
лов. Поведение напряжений в окрестности данной особой точки может быть 
проанализировано на основе анализа собственных решений для составного 
клина (рис. 2, b), боковые грани которого свободны от напряжений, а на по-
верхности соединения различных материалов выполняются условия идеаль-
ного контакта [12]. Собственные значения, определяющие характер сингуляр-
ности напряжений в окрестности особой точки, зависят в данном случае от 
углов раствора g1, g2 частей составного клина, коэффициентов Пуассона n1, n2 
и отношения модулей упругости E2 /E1.

В работе [8] была рассмотрена задача для двухслойного цилиндра, находя-
щегося под действием внутреннего давления (рис. 5). Решалась задача опти-
мизации, связанная с поиском геометрии торцевых поверхностей в окрестно-
сти особой точки — края поверхности соединения различных материа-
лов — обеспечивающей минимальное значение интенсивности касательных 
напряжений в окрестности особой точки. Ограничения h, l1, l2 определяют 
допустимую область изменения геометрии. Результатом решения оптимиза-
ционных задач являются геометрии торцевых поверхностей для разных ком-
бинаций механических характеристик материалов и ограничений h, l1, l2. Для 
каждой из комбинаций механических характеристик материалов найденные 
оптимальные геометрии имеют одинаковые углы сопряжения a1, a2 в осо-
бой точке свободных от нагрузок поверхностей и поверхности соединения 
материалов.
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Рис. 4. Схема испытаний: 1 — стальной грибок, 2 — образец, 3 — нижний захват (a); зави-
симость прочности соединения s (в МПа) от угла стыка a (в градусах)  при нормальном 
отрыве (1) и при консольном изгибе (2) (b).
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Взаимосвязь полученных результатов с сингулярными решениями опре-
деляется следующим образом. Для составного клина для каждой из комбина-
ций значений n1, n2, E2/E1 в области параметров g1, g2 может быть построена 
кривая, разграничивающая области решений с сингулярностью и без сингу-
лярности напряжений. Углы оптимальных поверхностей a1, a2 соответствуют 
точке на этой кривой.

На основе анализа решений для составного клина в работе [13] было экс-
периментально продемонстрировано, что комбинации значений углов и меха-
нических характеристик материалов, соответствующие несингулярному реше-
нию задачи о собственных значениях в вершине составного клина обеспечи-
вают «малонапряженное состояние в окрестности края поверхности контакта 
составного тела». Аналогичные результаты устранения концентрации напря-
жений в окрестности края поверхности контакта соединения различных ма-
териалов на основе выбора геометрий, при которых отсутствуют сингулярные 
решения, приведены в работах [14–18]. Здесь следует выделить работу [14], 
где показано, что среди геометрий с углами из области решений без сингуляр-
ности напряжений наименьший уровень напряжений вдоль поверхности кон-
такта разных материалов наблюдается для геометрии с углом, близким к кри-
тическому (разделяющим решения с сингулярностью напряжений и без нее).

В работе [19] на примере соединения двух трапецеидальных пластин из 
различных материалов (рис. 6) в результате решения оптимизационной задачи 
также было показано, что минимальный уровень напряжений на поверхности 
соединения материалов соответствует границе между решениями с сингуляр-
ностью и без сингулярности напряжений.

В работе [20] проанализирована неединственность значений углов, обес-
печивающих оптимальный вариант. Был рассмотрен составной цилиндр, 
представленный на рис. 7, a. Рассматривалась задача поиска оптимальной 
формы боковой поверхности при использовании в качестве изменяемой ча-
сти боковой поверхности дуг окружности. В качестве критериев оптимизации 
использовались значения интенсивности напряжений в одной из составных 
частей цилиндрического тела, либо условие, обеспечивающее наименьшее от-
клонение напряжений по поверхности соединения от их среднего значения 
на этой поверхности. В одном из рассмотренных вариантов были следующие 
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Рис. 5. Расчетная схема двухслойного полого цилиндра.
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значения упругих постоянных: n1 = n2 = 0.3, E2 /E1 = 10. На рис. 7, b для этого 
варианта представлена кривая, разделяющая в области значений g1, g2 реше-
ния с сингулярностью и без сингулярности напряжений.

Рассмотрены различные варианты оптимизационных задач. Сначала оп-
тимизацию геометрии провели только для верхней, менее жесткой, части 
составного цилиндра. Для рассмотренных критериев оптимизации была по-
лучена одна оптимальная геометрия с углом g1 = 64.05° (точка I на рис. 7, b). 
Другая серия расчетов была выполнена, когда оптимизировалась геомет-
рия нижней, более жесткой, части составного цилиндра. В этом случае па-
раметры оптимальных решений определяют точку II на рис. 7, b. В следу-
ющей серии расчетов оптимизируется геометрия боковых поверхностей 
верхней и нижней частей составного цилиндра. В этой серии использова-
лись три варианта критериев оптимизации. В первом варианте рассмотрено 

α1

α2

Рис. 6. Соединение двух трапецеидальных пластин.

Рис. 7. Расчетная схема для составного цилиндра (a); кривая, разделяющие решения 
с сингулярностью и без сингулярности в плоскости параметров g1 и g2 (для n1 = n2 = 0.3, 
E2/E1 = 10) (b).

α1

α2

I

III

II

IV

Р

Р

γ2

γ1

85

(а) (b)

85

80

80

75

75

70

70
60

60

65

65

Re λi> 1

Re λi< 1



10	 ФЕДОРОВ, МАТВЕЕНКО

использование максимального значения интенсивности напряжений в верх-
ней (менее жесткой) части составного цилиндра. В этом случае значения уг-
лов g1 и g2 у оптимальной поверхности определяют точку III на рис. 7, b. При 
использовании максимального значения интенсивности напряжений в ниж-
ней (более жесткой) части составного цилиндра значения углов g1 и g2 опти-
мальной поверхности соответствуют точке I на рис. 7, b. В третьем варианте 
использовалось условие, обеспечивающее наименьшее отклонение напряже-
ний по поверхности идеального соединения от их среднего значения на этой 
поверхности. В этом случае значения углов g1 и g2 у оптимальной поверхности 
определяют точку IV на рис. 7, b.

При анализе взаимосвязи сингулярных решений и концентрации напря-
жений в окрестности особых точек представляет интерес работа [21], где 
приведены экспериментальные результаты различных вариантов соединения 
двух материалов (рис. 8). Сравнивались усилия разрушения соединения ци-
линдрических образцов из алюминия 6061T6 и эпоксидного клея Epon 815 
при разных углах сферической поверхности контакта. Ключевым параметром 
для этой поверхности контакта является угол a, определяющий геометрию 
в окрестности особой точки. В работе показано существование угла, при кото-
ром обеспечивается наибольшая прочность соединения. Данный угол, в сово-
купности с механическими характеристиками алюминия и эпоксидного клея, 
определяет границу между решениями с сингулярностью и без сингулярности 
напряжений, но такое обобщение в работе отсутствует.

4. Сети поверхностных трещин. На поверхности материалов могут возни-
кать не только одиночные трещины, но и сети трещин, которые встречаются 

α
α

α

RS

Lep

Lal

Lep

Lal

Lep

Lal

RS

D D D

(а) (c)(b)

Рис. 8. Геометрии образцов.
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как на природных, так и на техногенных объектах. На рис. 9 показаны типич-
ные картины поверхностных трещин. Структура трещин имеет повторяюще-
еся систематические рисунки вне зависимости от материала, что привлекает 

1 см

	 (a)	 (b)

	 (c)	 (d)

	 (e)	 (f)

80 m

Рис. 9. Фотографии поверхностных трещин: треснувшая земля в Rann of Kutch (Индия) 
(a); высушенный водный раствор кукурузного крахмала [29] (b); поверхность высохшего 
солончака (Сицилия) (c); трещины на дне ударного кратера на Марсе [30] (d); старая ке-
рамическая поверхность (e); поверхность образца из жаропрочной стали после испытания 
на термическую усталость [26] (f).
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внимание многих исследователей. Опубликовано большое количество работ, 
связанных с изучением механизмов распространения трещин на поверхности 
различных материалов, однако до сих пор нет объяснений, почему получается 
тот или иной узор.

В работах [22–24] отмечается, что сети трещин в основном состоят из 
четырех типов многоугольных фрагментов: треугольников, четырехугольни-
ков, пятиугольников и шестиугольников, при этом наиболее распространен-
ными являются варианты пересечений трех или четырех трещин. Некоторые 
исследователи отметили следующую закономерность в точках пересечения 
трех и четырех трещин на поверхности, а именно: три трещины чаще схо-
дятся под углом ~120° [24–27], а четыре трещины сходятся под углом ~90° 
[24–26, 28].

В работе [31] рассмотрен вариант взаимосвязи сингулярных решений 
с картиной поверхностных трещин на основе пространственной модели кли-
новидных трещин, представляющей пересечение двух, трех, четырех кли-
новидных трещин, вершина пересечения которых является особой точкой 
(рис. 10). Получено сопоставление результатов численного моделирования 
пересечения двух, трех, четырех клиновидных трещин с реальными карти-
нами сеток поверхностных трещин. Для двух трещин, пересекающихся под 
углом j (рис. 10, а), обнаружена корреляция между значением угла j, при 
котором достигается максимум средней плотности энергии деформаций в ма-
лой сфере, центр которой расположен в особой точке и величиной угла изло-
ма линии сетки трещин на поверхности бетона. При этом минимум средней 
плотности энергии деформаций имеет место при минимальном значении по-
казателя, определяющего характер сингулярности напряжений. 

Аналогично для трех трещин рассмотрены две наиболее распространенные 
конфигурации: Y и T. Установлено, что для T-конфигурации максимуму сред-
ней плотности энергии деформаций и наименьшему значению показателя 
сингулярности напряжений отвечает угол j = 90°, что полностью соответству-
ет симметричной T-конфигурации, встречающейся в реальных картинах по-
верхностных трещин. Для X-конфигурации из четырех трещин выявлено, что 
максимум средней плотности энергии деформаций и наименьшее значение 

φ

R

h
φ

R

h
φ

R

h

(а) (c)(b)

Рис. 10. Расчетная схема пересечения двух (a), трех (b) и четырех (c) клиновидных трещин.
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показателя сингулярности имеют место, когда все углы между четырьмя тре-
щинам равны. Это также совпадает с закономерностью, наблюдаемой в ре-
альных картинах трещин.

5. Заключение. В работе представлены результаты классической теории 
упругости, связанные с построением решений в окрестности особых точек, 
где имеет место смена типа граничных условий, край поверхности контакта 
различных материалов, и результаты решения прикладных задач поиска оп-
тимальных вариантов с минимальным уровнем концентрации напряжений 
в окрестности особых точек. Основным результатом работы является конста-
тация взаимосвязи оптимальных решений в окрестности особых точек с ха-
рактером сингулярности напряжений в этих точках, которая заключается 
в следующем: углы, определяющие в окрестности особых точек геометрию 
оптимального варианта, и упругие постоянные материалов в соответствующей 
задаче теории упругости для окрестности особых точек определяют границу 
между решениями с сингулярностью и без сингулярности напряжений. Кроме 
этого, приводятся результаты, позволяющие рассматривать для поверхност-
ных трещин вариант взаимосвязи результатов с сингулярным поведением 
напряжений со структурой поверхностных трещин. 

Работа выполнена в рамках государственного задания, регистрационный 
номер темы 124020700047-3.
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RELATIONSHIP BETWEEN THE RESULTS OF ANALYTICAL 
SOLUTIONS OF ELASTICITY THEORY PROBLEMS AND OF STRESS 

STATE OPTIMIZATION IN THE VICINITY OF SINGULAR POINTS

A. Yu. Fedorov a, *, V. P. Matveenko a, **
aInstitute of Continuous Media Mechanics UB RAS, Perm, Russia 

*e-mail: fedorov@icmm.ru, **e-mail: mvp@icmm.ru

Abstract. The paper presents the results of two directions of the study of the stress-
strain state in the vicinity of singular points of elastic bodies, namely: change of the 
type of boundary conditions; edges of the contact surface of different materials. 
The result of the first direction is the solution of elasticity theory problems in the 
vicinity of singular points, from which the possibility of infinite stresses at these 
points follows. The second direction is associated with the analysis by numeri-
cal and experimental methods of the stress state in the vicinity of singular points, 
which, as a rule, occur when modeling real objects and are potential stress concen-
tration zones. The main content of the article is to establish, based on a comparison 
of the results of the two directions, the relationship between variants with a mini-
mum stress level in the vicinity of singular points with the results on the nature of 
the stress singularity at these points.

Keywords: elasticity, stress singularity, stress concentration, geometry optimiza-
tion, stress distribution at the interfaces
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