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тальными методами напряженного состояния в окрестности особых то-
чек, которые, как правило, имеют место при моделировании реальных 
объектов и являются потенциальными зонами концентрации напряже-
ний. Основным содержанием работы является установление на основе 
сопоставления результатов двух направлений взаимосвязи вариантов с 
минимальным уровнем напряжений в окрестности особых точек с ре-
зультатами о характере сингулярности напряжений в этих точках.
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1. Введение. Одним из результатов классической теории упругости яв-
ляется возможность существования сингулярных решений, связанных с по-
явлением бесконечных значений напряжений в особых точках поверхно-
сти, где имеет место нарушение ее гладкости, происходит смена типа кра-
евых условий, контактируют различные материалы, а также внутри тела, 
в точках нарушения условия гладкости поверхности контакта различных 
материалов. Примером теоретических обоснований появления сингуляр-
ных решений является работа [1], где было показано, что для уравнений 
линейной теории упругости в окрестности угловых точек имеет место ре-
шение вида
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или более сложное, с логарифмическими составляющими в случае кратных 
точек спектра ln. Здесь r — расстояние до угловой точки, Kn — коэффициен-
ты интенсивности напряжений; fn — функции углового распределения поля 
напряжения s в окрестности угловой точки, в плоском случае зависящие от 
одной полярной угловой переменной j при этом c = 0, в пространственном — 
от двух сферических координат j, 0 при c = -0.5. Из представления решения 
(1.1) следует, что если среди ln имеется хотя бы одно, удовлетворяющее усло-
вию Re ln < 1, то напряжения стремятся к бесконечности при r, стремящимся 
к нулю.

Изучением поведения напряжений в окрестностях особых точек занима-
ются многие исследователи. Для двумерных и трехмерных задач линейной 
теории упругости рассмотрены различные варианты особых точек. Достаточ-
но полно результаты, достигнутые в этой области, представлены в обзорных 
работах [2–6].

Особые точки и связанные с ними сингулярные решения с одной сторо-
ны представляют теоретический интерес, а с другой стороны, они достаточно 
часто встречаются в расчетных схемах прикладных задач и их окрестности, 
как правило, являются зонами ярко выраженной концентрации напряжений. 
В настоящей работе представлен обзор результатов решения оптимизацион-
ных задач, связанных с поиском вариантов, обеспечивающих минимальный 
уровень концентрации напряжений в окрестности особых точек. Основным 
содержанием работы является установление взаимосвязи оптимальных ре-
шений в окрестности особых точек с характером сингулярности напряжений 
в этих точках.

2. Точка поверхности со сменой типа граничных условий. Примером задачи, 
в которой есть особые точки, где имеет место смена типа граничных усло-
вий, является представленный на рис. 1, a цилиндр, находящийся под дей-
ствием массовых сил с неподвижной внешней поверхностью и свободной от 
нагрузок внутренней и торцевых поверхностями. Для данного цилиндра была 
решена задача поиска геометрии торцевых поверхностей, обеспечивающих 
минимальные напряжения в окрестности особой точки — пересечение тор-
цевой и внешней поверхности [7]. Оптимизационные задачи решались при 
ограничениях, обеспечивающих поиск геометрии в пределах заданных раз-
меров h, l. Результатом решения оптимизационных задач являются геомет-
рии для соответствующих ограничений h, l. Общим свойством этих геомет-
рий является угол сопряжения свободной торцевой и внешней неподвижной 
поверхностей — a. 

Аналогичная по постановке задача была рассмотрена в работах [8, 9], где 
для цилиндра, представленного на рис. 1, b, необходимо было найти геомет-
рию боковой поверхности в окрестности точек, где имеет место смена типа 
граничных условий, при ограничениях h, l, за пределы которых не может 
выходить искомая геометрия. Были рассмотрены два варианта оптимиза-
ционной задачи. В первом — геометрия должна обеспечивать минимальную 
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интенсивность касательных напряжений, во втором варианте — наименьшее 
отклонение отрывных напряжений на закрепленном торце от их среднего зна-
чения. Основным результатом решения оптимизационных задач является то, 
что все найденные геометрии для соответствующего значения коэффициента 
Пуассона материала имеют одинаковый угол сопряжения свободной от нагру-
зок и неподвижной поверхностей — a.

Для рассматриваемого типа особой точки вывод о наличии сингуляр-
ных решений может быть сделан на основе анализа собственных решений 
для клина (рис. 2, a), одна грань которого неподвижна, а вторая свободна от 
напряжений [10]:

	 ( ) ,ii i
r ru r l= x j  ( ).ii iu r lj j= x j
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Рис. 1. Расчетные схемы для цилиндров, находящихся под действием массовых сил (a) и 
растягивающих усилий (b).

Рис. 2. Однородный (a) и составной (b) плоские клинья в полярных координатах.
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Здесь ur
i, uj

i — компоненты вектора перемещений в полярной системе коорди-
нат; xr

i, xji — собственные функции; li — собственные значения.
При наличии среди собственных значений хотя бы одного, удовлетворя-

ющего условию Re li < 1, напряжения в вершине клина принимают беско-
нечные значения. Для данного типа особой точки собственные значения li 
определяются значением угла раствора клина g и значением коэффициента 
Пуассона материала n. На рис. 3 в области параметров g, n приведена кривая, 
которая для первого собственного значения разделяет области решений с син-
гулярностью напряжений (Re li < 1) и решений без сингулярности напряже-
ний (Re li  ≥ 1).

Для рассматриваемого типа особой точки взаимосвязь сингулярных реше-
ний с геометриями, обеспечивающими минимальный уровень концентрации 
напряжений в окрестности особых точек, определяется следующим услови-
ем. Для оптимальных геометрий угол сопряжения свободной и неподвижной 
поверхностей вместе с коэффициентом Пуассона материала являются одной 
из точек на кривой (рис. 3), разделяющей решения с сингулярностью и без 
сингулярности напряжений.

Результат о взаимосвязи сингулярных решений и концентрации напряже-
ний в окрестности особой точки в работе [11] получил экспериментальное 
подтверждение. Цилиндрические образцы из полиметилметакрилата марки 
СТ-1 (рис. 4, a) были испытаны при растяжении и консольном изгибе. Об-
разцы имели выточки на боковой поверхности с разными углами сопряжения 
свободной боковой поверхности и стальной поверхностью, к которой прикле-
ены образцы. Необходимо отметить, что модуль упругости стали почти на два 
порядка больше модуля упругости полиметилметакрилата, то есть в данном 
случае верхнюю поверхность цилиндрического образца можно рассматривать 
как неподвижную. На рис. 4, b представлены зависимости усилия отрыва от 
величины угла a. Результаты эксперимента демонстрируют, что максималь-
ные усилия отрыва, которые можно полагать реализуются при минимальной 
концентрации напряжений, имеют место при угле a ≈ 48°, который вместе со 
значением коэффициента Пуассона полиметилметакрилата (n ≈ 0.45) дает точ-
ку на кривой, разделяющей решения с сингулярностью и без сингулярности 
напряжений. 

γ
90

75

60

45
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Re λi> 1

Re λi> 1

v

Рис. 3. Области решений с сингулярностью и без сингулярности напряжений  
(угол g в градусах).
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3. Край поверхности соединения различных материалов. В расчетных схемах 
прикладных задач теории упругости достаточно часто имеет место тип особой 
точки, представляющий край поверхности соединения различных материа-
лов. Поведение напряжений в окрестности данной особой точки может быть 
проанализировано на основе анализа собственных решений для составного 
клина (рис. 2, b), боковые грани которого свободны от напряжений, а на по-
верхности соединения различных материалов выполняются условия идеаль-
ного контакта [12]. Собственные значения, определяющие характер сингуляр-
ности напряжений в окрестности особой точки, зависят в данном случае от 
углов раствора g1, g2 частей составного клина, коэффициентов Пуассона n1, n2 
и отношения модулей упругости E2 /E1.

В работе [8] была рассмотрена задача для двухслойного цилиндра, находя-
щегося под действием внутреннего давления (рис. 5). Решалась задача опти-
мизации, связанная с поиском геометрии торцевых поверхностей в окрестно-
сти особой точки — края поверхности соединения различных материа-
лов — обеспечивающей минимальное значение интенсивности касательных 
напряжений в окрестности особой точки. Ограничения h, l1, l2 определяют 
допустимую область изменения геометрии. Результатом решения оптимиза-
ционных задач являются геометрии торцевых поверхностей для разных ком-
бинаций механических характеристик материалов и ограничений h, l1, l2. Для 
каждой из комбинаций механических характеристик материалов найденные 
оптимальные геометрии имеют одинаковые углы сопряжения a1, a2 в осо-
бой точке свободных от нагрузок поверхностей и поверхности соединения 
материалов.
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Рис. 4. Схема испытаний: 1 — стальной грибок, 2 — образец, 3 — нижний захват (a); зави-
симость прочности соединения s (в МПа) от угла стыка a (в градусах)  при нормальном 
отрыве (1) и при консольном изгибе (2) (b).
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Взаимосвязь полученных результатов с сингулярными решениями опре-
деляется следующим образом. Для составного клина для каждой из комбина-
ций значений n1, n2, E2/E1 в области параметров g1, g2 может быть построена 
кривая, разграничивающая области решений с сингулярностью и без сингу-
лярности напряжений. Углы оптимальных поверхностей a1, a2 соответствуют 
точке на этой кривой.

На основе анализа решений для составного клина в работе [13] было экс-
периментально продемонстрировано, что комбинации значений углов и меха-
нических характеристик материалов, соответствующие несингулярному реше-
нию задачи о собственных значениях в вершине составного клина обеспечи-
вают «малонапряженное состояние в окрестности края поверхности контакта 
составного тела». Аналогичные результаты устранения концентрации напря-
жений в окрестности края поверхности контакта соединения различных ма-
териалов на основе выбора геометрий, при которых отсутствуют сингулярные 
решения, приведены в работах [14–18]. Здесь следует выделить работу [14], 
где показано, что среди геометрий с углами из области решений без сингуляр-
ности напряжений наименьший уровень напряжений вдоль поверхности кон-
такта разных материалов наблюдается для геометрии с углом, близким к кри-
тическому (разделяющим решения с сингулярностью напряжений и без нее).

В работе [19] на примере соединения двух трапецеидальных пластин из 
различных материалов (рис. 6) в результате решения оптимизационной задачи 
также было показано, что минимальный уровень напряжений на поверхности 
соединения материалов соответствует границе между решениями с сингуляр-
ностью и без сингулярности напряжений.

В работе [20] проанализирована неединственность значений углов, обес-
печивающих оптимальный вариант. Был рассмотрен составной цилиндр, 
представленный на рис. 7, a. Рассматривалась задача поиска оптимальной 
формы боковой поверхности при использовании в качестве изменяемой ча-
сти боковой поверхности дуг окружности. В качестве критериев оптимизации 
использовались значения интенсивности напряжений в одной из составных 
частей цилиндрического тела, либо условие, обеспечивающее наименьшее от-
клонение напряжений по поверхности соединения от их среднего значения 
на этой поверхности. В одном из рассмотренных вариантов были следующие 

α1

α2

r

h

p

z

l1 l2

Рис. 5. Расчетная схема двухслойного полого цилиндра.
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значения упругих постоянных: n1 = n2 = 0.3, E2 /E1 = 10. На рис. 7, b для этого 
варианта представлена кривая, разделяющая в области значений g1, g2 реше-
ния с сингулярностью и без сингулярности напряжений.

Рассмотрены различные варианты оптимизационных задач. Сначала оп-
тимизацию геометрии провели только для верхней, менее жесткой, части 
составного цилиндра. Для рассмотренных критериев оптимизации была по-
лучена одна оптимальная геометрия с углом g1 = 64.05° (точка I на рис. 7, b). 
Другая серия расчетов была выполнена, когда оптимизировалась геомет-
рия нижней, более жесткой, части составного цилиндра. В этом случае па-
раметры оптимальных решений определяют точку II на рис. 7, b. В следу-
ющей серии расчетов оптимизируется геометрия боковых поверхностей 
верхней и нижней частей составного цилиндра. В этой серии использова-
лись три варианта критериев оптимизации. В первом варианте рассмотрено 

α1

α2

Рис. 6. Соединение двух трапецеидальных пластин.

Рис. 7. Расчетная схема для составного цилиндра (a); кривая, разделяющие решения 
с сингулярностью и без сингулярности в плоскости параметров g1 и g2 (для n1 = n2 = 0.3, 
E2/E1 = 10) (b).

α1

α2

I

III

II

IV

Р

Р

γ2

γ1

85

(а) (b)

85

80

80

75

75

70

70
60

60

65

65

Re λi> 1

Re λi< 1



10	 ФЕДОРОВ, МАТВЕЕНКО

использование максимального значения интенсивности напряжений в верх-
ней (менее жесткой) части составного цилиндра. В этом случае значения уг-
лов g1 и g2 у оптимальной поверхности определяют точку III на рис. 7, b. При 
использовании максимального значения интенсивности напряжений в ниж-
ней (более жесткой) части составного цилиндра значения углов g1 и g2 опти-
мальной поверхности соответствуют точке I на рис. 7, b. В третьем варианте 
использовалось условие, обеспечивающее наименьшее отклонение напряже-
ний по поверхности идеального соединения от их среднего значения на этой 
поверхности. В этом случае значения углов g1 и g2 у оптимальной поверхности 
определяют точку IV на рис. 7, b.

При анализе взаимосвязи сингулярных решений и концентрации напря-
жений в окрестности особых точек представляет интерес работа [21], где 
приведены экспериментальные результаты различных вариантов соединения 
двух материалов (рис. 8). Сравнивались усилия разрушения соединения ци-
линдрических образцов из алюминия 6061T6 и эпоксидного клея Epon 815 
при разных углах сферической поверхности контакта. Ключевым параметром 
для этой поверхности контакта является угол a, определяющий геометрию 
в окрестности особой точки. В работе показано существование угла, при кото-
ром обеспечивается наибольшая прочность соединения. Данный угол, в сово-
купности с механическими характеристиками алюминия и эпоксидного клея, 
определяет границу между решениями с сингулярностью и без сингулярности 
напряжений, но такое обобщение в работе отсутствует.

4. Сети поверхностных трещин. На поверхности материалов могут возни-
кать не только одиночные трещины, но и сети трещин, которые встречаются 

α
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Lep

Lal
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RS

D D D

(а) (c)(b)

Рис. 8. Геометрии образцов.
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как на природных, так и на техногенных объектах. На рис. 9 показаны типич-
ные картины поверхностных трещин. Структура трещин имеет повторяюще-
еся систематические рисунки вне зависимости от материала, что привлекает 

1 см

	 (a)	 (b)

	 (c)	 (d)

	 (e)	 (f)

80 m

Рис. 9. Фотографии поверхностных трещин: треснувшая земля в Rann of Kutch (Индия) 
(a); высушенный водный раствор кукурузного крахмала [29] (b); поверхность высохшего 
солончака (Сицилия) (c); трещины на дне ударного кратера на Марсе [30] (d); старая ке-
рамическая поверхность (e); поверхность образца из жаропрочной стали после испытания 
на термическую усталость [26] (f).
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внимание многих исследователей. Опубликовано большое количество работ, 
связанных с изучением механизмов распространения трещин на поверхности 
различных материалов, однако до сих пор нет объяснений, почему получается 
тот или иной узор.

В работах [22–24] отмечается, что сети трещин в основном состоят из 
четырех типов многоугольных фрагментов: треугольников, четырехугольни-
ков, пятиугольников и шестиугольников, при этом наиболее распространен-
ными являются варианты пересечений трех или четырех трещин. Некоторые 
исследователи отметили следующую закономерность в точках пересечения 
трех и четырех трещин на поверхности, а именно: три трещины чаще схо-
дятся под углом ~120° [24–27], а четыре трещины сходятся под углом ~90° 
[24–26, 28].

В работе [31] рассмотрен вариант взаимосвязи сингулярных решений 
с картиной поверхностных трещин на основе пространственной модели кли-
новидных трещин, представляющей пересечение двух, трех, четырех кли-
новидных трещин, вершина пересечения которых является особой точкой 
(рис. 10). Получено сопоставление результатов численного моделирования 
пересечения двух, трех, четырех клиновидных трещин с реальными карти-
нами сеток поверхностных трещин. Для двух трещин, пересекающихся под 
углом j (рис. 10, а), обнаружена корреляция между значением угла j, при 
котором достигается максимум средней плотности энергии деформаций в ма-
лой сфере, центр которой расположен в особой точке и величиной угла изло-
ма линии сетки трещин на поверхности бетона. При этом минимум средней 
плотности энергии деформаций имеет место при минимальном значении по-
казателя, определяющего характер сингулярности напряжений. 

Аналогично для трех трещин рассмотрены две наиболее распространенные 
конфигурации: Y и T. Установлено, что для T-конфигурации максимуму сред-
ней плотности энергии деформаций и наименьшему значению показателя 
сингулярности напряжений отвечает угол j = 90°, что полностью соответству-
ет симметричной T-конфигурации, встречающейся в реальных картинах по-
верхностных трещин. Для X-конфигурации из четырех трещин выявлено, что 
максимум средней плотности энергии деформаций и наименьшее значение 

φ

R

h
φ

R

h
φ

R

h

(а) (c)(b)

Рис. 10. Расчетная схема пересечения двух (a), трех (b) и четырех (c) клиновидных трещин.
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показателя сингулярности имеют место, когда все углы между четырьмя тре-
щинам равны. Это также совпадает с закономерностью, наблюдаемой в ре-
альных картинах трещин.

5. Заключение. В работе представлены результаты классической теории 
упругости, связанные с построением решений в окрестности особых точек, 
где имеет место смена типа граничных условий, край поверхности контакта 
различных материалов, и результаты решения прикладных задач поиска оп-
тимальных вариантов с минимальным уровнем концентрации напряжений 
в окрестности особых точек. Основным результатом работы является конста-
тация взаимосвязи оптимальных решений в окрестности особых точек с ха-
рактером сингулярности напряжений в этих точках, которая заключается 
в следующем: углы, определяющие в окрестности особых точек геометрию 
оптимального варианта, и упругие постоянные материалов в соответствующей 
задаче теории упругости для окрестности особых точек определяют границу 
между решениями с сингулярностью и без сингулярности напряжений. Кроме 
этого, приводятся результаты, позволяющие рассматривать для поверхност-
ных трещин вариант взаимосвязи результатов с сингулярным поведением 
напряжений со структурой поверхностных трещин. 

Работа выполнена в рамках государственного задания, регистрационный 
номер темы 124020700047-3.
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RELATIONSHIP BETWEEN THE RESULTS OF ANALYTICAL 
SOLUTIONS OF ELASTICITY THEORY PROBLEMS AND OF STRESS 

STATE OPTIMIZATION IN THE VICINITY OF SINGULAR POINTS

A. Yu. Fedorov a, *, V. P. Matveenko a, **
aInstitute of Continuous Media Mechanics UB RAS, Perm, Russia 
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Abstract. The paper presents the results of two directions of the study of the stress-
strain state in the vicinity of singular points of elastic bodies, namely: change of the 
type of boundary conditions; edges of the contact surface of different materials. 
The result of the first direction is the solution of elasticity theory problems in the 
vicinity of singular points, from which the possibility of infinite stresses at these 
points follows. The second direction is associated with the analysis by numeri-
cal and experimental methods of the stress state in the vicinity of singular points, 
which, as a rule, occur when modeling real objects and are potential stress concen-
tration zones. The main content of the article is to establish, based on a comparison 
of the results of the two directions, the relationship between variants with a mini-
mum stress level in the vicinity of singular points with the results on the nature of 
the stress singularity at these points.

Keywords: elasticity, stress singularity, stress concentration, geometry optimiza-
tion, stress distribution at the interfaces
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В работе впервые дается точное решение контактной задачи о не ста-
ционарном воздействии клиновидного, с прямым углом штампа, зани-
мающего первый квадрант, на деформируемое многослойное основа-
ние. Основание, на которое действует жесткий штамп в форме четверти 
плоскости, может быть многослойным анизотропным композитным 
материалом. Предполагается, что для него можно построить функцию 
Грина, что позволяет получить интегральное уравнение контактной за-
дачи. В  качестве параметров, описывающих интегральное уравнение, 
принимаются геометрические декартовы координаты первого квадранта 
и параметр времени, изменяющийся на всей оси. Предполагается, что 
время в рассматриваемой граничной задаче следует из отрицательной 
бесконечности, пересекает начало координат и растет до бесконечности, 
охватывая весь временной интервал. Таким образом, исключено требо-
вание в постановке задачи Коше, когда необходимо задание начальных 
условий. В этой постановке задача сводится к решению трехмерного ин-
тегрального уравнения Винера–Хопфа. Попытки аналитического или 
численного решения этой задачи авторам не известны. Исследование и 
решение контактной задачи осуществлено с использованием блочных 
элементов в варианте, применимым к интегральным уравнениям. Дока-
зывается, что построенное решение точно удовлетворяет интегрально-
му уравнению. Изучены свойства построенного решения. В частности, 
показано, что решение нестационарной контактной задачи имеет более 
высокую концентрацию контактных напряжений на краях штампов 
и в угловой точке штампа, по сравнению со статическим случаем. Это 
соответствует наблюдаемым на практике более эффективным нестаци-
онарным воздействием жестких тел на деформируемые среды, для их 
разрушения, по сравнению со статическим. Результаты могут оказаться 
полезными в инженерной практике, сейсмологии, при оценке воздей-
ствия набегающих волн на фундаменты, в областях использования инте-
гральных уравнений Винера–Хопфа в теории вероятности и статистики 
и других областях. 
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Введение. Смешанные задачи, в том числе, контактные задачи, играют 
важную роль в самых разных областях практики. Они возникают в проблемах 
прочности и разрушения [1], распространения волн в упругих телах [2], аку-
стике [3], неразрушающих методах контроля [4], теории рассеивания электро-
магнитных волн и создании элементной базы электроники [5], теории волн в 
жидкости [6,7], геофизике [8]. Работы [9–21] посвящены исследованиям сме-
шанных, контактных задач теории упругости для неклассических областей, 
как для изотропных сред, так и для анизотропных материалов. Применяемые 
в этих работах методы включают разнообразие аналитических и численных 
подходов. Ряд этих подходов, опирающихся на метод интегральных уравне-
ний, требует достаточно детального анализа свойств ядер интегральных урав-
нений. В то же время разработки и внедрение в инженерную практику новых 
анизотропных композитов, делает ряд перечисленных подходов не эффектив-
ными, что показано ниже. Развитый в [22] метод точного решения двумерного 
интегрального уравнения Винера–Хопфа для изотропной слоистой среды су-
щественно опирался на глубокие знания свойств символа ядра интегрального 
уравнения, функцию K(a,b) преобразования Фурье ядра, который, в случае 
слоистой среды, является мероморфным. Покажем, что в случае анизотроп-
ной среды, такой метод не применим в связи с непреодолимыми сложностя-
ми, возникающими при попытке применения метода изотропного случая [22]. 
В качестве примера приводится случай анизотропной контактной задачи для 
термоэлектроупругого слоя [14]. 

Уравнения состояния имеют вид
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Здесь s – тензор напряжений; ,
ijklcΕ q – тензор упругих постоянных; sij – тензор 

деформаций упругой среды; Ei – компоненты вектора напряженности элек-
трического поля; q = T – T0; q, T и T0 – соответственно относительная, абсо-
лютная и начальная температура; h – плотность энтропии; di – компоненты 
вектора электрической индукции; ki jeq  – тензор пьезомодулей; ,S

ij
qe  – тензор 

диэлектрических проницаемостей; ri
S – пироэлектрические коэффициенты; 

;1
0

Ec T -
ea = r  ceE – удельная теплоемкость при постоянной деформации; r – 

плотность материала.
Исключая из приведенных соотношений все переменные, кроме wi,y,q, 

получаем систему динамических анизотропных уравнений в частных произ-
водных вида
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Вид функции Грина приведен в [14] и совершенно не доступен для построе-
ния разложения символа интегрального уравнения Винера–Хопфа K(a, b), 
в форме, использованной в [22]. 

Тем не менее разработанные в [22] методы решения двумерных инте-
гральных уравнений Винера–Хопфа для изотропного случая подсказали вид 
и способ построения решения трехмерного интегрального уравнения Вине-
ра-Хопфа для анизотропных композитов. В связи с этим был разработан под-
ход, который обходит необходимость детального изучения символа K(a, b) 
интегрального уравнений. Он использует блочные элементы и метод факто-
ризации применительно к интегральным уравнениям.

Область действия штампа описывается осями x, y первого квадранта де-
картовой системы координат, а параметр времени, изменяющейся на всей 
бесконечной оси, описывается координатой t, которая, в дальнейшем, для 
удобства обозначений системы координат, будет переобозначена на z. Таким 
образом, область действия штампа описывается геометрической и временной 
областью ( , , ).0 0 0x y tΩ ≤ ≤ ≤  

...Ниже приводится аналитическое представление решения интегрального 
уравнения Винера–Хопфа в трехмерной геометрико-временной постановке 
в области ( , , ).0 0 0x y tΩ ≤ ≤ ≤  Здесь рассмотрен случай произвольного во вре-
мени воздействия штампа на анизотропный композит в первом квадранте на 
основе нового подхода.

1. Постановка задачи. Рассматривается трехмерное интегральное уравне-
ние Винера-Хопфа, заданное в первом квадранте [22]. Оно имеет вид
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Функция K(a, b, g), в общем случае комплекснозначная, порождается ре-
шением анизотропной граничной задачи в многослойной среде, является не-
прерывной и суммируемой на осях по трем аргументам, с поведением на бес-
конечности вида. 
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	 (1.2)

Примеры материалов, имеющих анизотропную структуру, в том числе, 
композитных, приведены во многих работах, в частности в [9–21]. 

Для интегрального уравнения (1.1) справедливы теоремы единственности 
[14].

Теорема 1. Пусть вещественная или мнимая составляющие функции 
K(a, b, g) знакопостоянные на вещественных осях (a, b, g). Тогда интеграль-
ное уравнение (1.1) имеет единственное решение.

Для случая динамических контактных задач справедлива приведенная 
ниже теорема единственности [14]

Теорема 2. Пусть вещественные полюсы функции K(a, b, g) последователь-
но чередуются с нулями при движении по контурам Г1, Г2, Г3. Тогда инте-
гральное уравнение (1.1) имеет единственное решение.

Доказана.
Теорема 3. В условиях единственности, решение интегрального уравнения 

(1.1) для произвольной с непрерывной и суммируемой на осях первой произ-
водной функции f (x, y, z) дается формулой
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Здесь приняты обозначения [14]
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	 (1.4)

Операторы в фигурных скобках имеют вид
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Здесь Pa
+, Pa

- – комплексные области выше, плюс, и ниже, минус, контура G1, 
Pb

+, Pb
- – области выше, плюс, и ниже, минус, контура G2, Pg

+, Pg
- – области 

выше, плюс, и ниже, минус, контура G3.
Удовлетворение построенного решения (1.3) интегральному уравнению 

(1.1) осуществляется достаточно просто подстановкой его в интегральное 
уравнение и учета свойств факторизованных функций (1.4) в интеграле Фурье.
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2. Свойства решения (1.3) интегрального уравнения (1.1). 1. Покажем, что 
интегральное уравнение (1.1) точно удовлетворяется функцией (1.3), (1.4).

Внесем функцию q(x, y, z) в интегральное уравнение (1.1), представленное 
в виде 

	

[ ( ) ( ) ( )]( , , ) ( , , )

( , , ).

3
0 0 0

1

8
i x y zKq K e q d d d d d d

f x y z

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
- a -ξ +b -h +g -ζ

-∞ -∞ -∞

= a b g ξ h ζ ξ h ζ a b g =
π

=

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

После использования обозначений (1.1) получим представление

	 ( )( , , ) ( , , ) ( , , ).
3

1

8
i x y zKq K Q e d d d f x y z

∞ ∞ ∞
- a +b +g

-∞ -∞ -∞

= a b g a b g a b g =
π ∫ ∫ ∫

Внесем в эту формулу Q(a, b, g) из (1.4) и исследуем интеграл слева. В ре-
зультате не сложного анализа исключения членов, обращающих интеграл в 
ноль, убеждаемся, что получается соотношение

	 ( )( , , ) ( , , ).
3

1

8
i x y zKq F e d d d f x y z

∞ ∞ ∞
- a +b +g

-∞ -∞ -∞

= a b g a b g =
π ∫ ∫ ∫

Применение метода факторизации и блочного элемента доказывает, что 
носителем решения является первый квадрант.

2. Покажем, что полученное решение (1.3) переходит в точное решение 
интегрального уравнения (1.1) для случая, когда уравнение (1.1) распадает-
ся на одномерные уравнения, решаемые традиционным одномерным мето-
дом уравнений Винера–Хопфа [5]. Это происходит, когда в ядре интеграль-
ного уравнения (1.1) имеет место разделение переменных, то есть k(x, y, z) = 
= k1(x)2(y)k3(z). Оно случается при наличии у преобразования Фурье ядра 
K(a, b, g), называемого символом интегрального уравнения, со свойством

( , , ) ( ) ( ) ( ).1 2 3K K K Ka b g = a b g  Выполняя над символом требуемые формулой 
(1.4) вычисления, находим, что все двойные операции над K1(a), K2(b)  и K3(g) 
обращаются в ноль. Остаются решения одномерных интегральных уравнений 
Винера–Хопфа по каждой координате. 

3. Исследуем концентрации контактных напряжений на разных множе-
ствах границы штампа, даваемых полученным решением. 

1) В решениях, представленных формулой (1.4), первые справа члены фор-
мируют вырожденную составляющую решения, описывающую его в зоне, 
дальней от границ четверть плоскости. Поэтому оно не содержит концентра-
ций напряжений. Заметим, что вырожденная составляющая формируется по-
ровну каждой из осей.

2) Вторые члены содержат граничные концентрации напряжений, свой-
ственные одномерным интегральным уравнениям Винера–Хопфа [14]. 

Подобно одномерному случаю [14], они дают на прямолинейных границах 
штампа особенности вида x -1/2, y -1/2 и z -1/2.

3) Третьи члены описывают концентрацию напряжений в угловой точ-
ке штампа, которая свойственна статической двумерной контактной задаче, 
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без нестационарного воздействия. Она формируется в результате оценки 
интеграла

	 ( )( , , ) [ { { } } ]1 1 1
0 3

1

8
i x y zq x y z K K K F e d d d

∞ ∞ ∞
- - - - a +b +g
+a+b +a-b -a +a -b

-∞ -∞ -∞

= a b g
π ∫ ∫ ∫ 	(2.1)

при одновременном предельном переходе x → 0, y → 0, z → 0.
В качестве примера покажем правило формирования первого члена подын-

тегральной функции для случая, когда взят простейший анизотропный сим-
вол K(a, b, g), обладающий свойством (1.2), имеющий вид

	 ( , , ) ( ) , , , .
1

2 2 2 2 2
1 2 1 20 constK s s A A s s

-
a b g = a + b + g + > =

Для общего случая его оказывается достаточно, так как он содержит такие 
же предельные поведения (1.2) на бесконечности. При осуществлении факто-
ризации по какому-нибудь параметру, остальные находятся на вещественной 
оси. Факторизовав функцию K(a, b, g) по параметру a на верхнюю полуплос-
кость, получаем 

	 ( , , ) [ ( ) ] ( ) .
1 1 1

2 2 2 2 2 2
1 2 0K i s s A O A

- -
+a a b g = a + b + g + = a >

Факторизацию функции K+a(a, b, g) по параметру b на правую комплекс-
ную полуплоскость можно выполнить точно, в интегральном виде, норма-
лизовав K+a(a, b, g) по b на бесконечности. Для этого рассмотрим функцию, 
стремящуюся к единице при | b | → ∞. Имеем

	 ( , , ) ( ) ( , , ) , , ( ),
1

2 2 1 2 24
1 21G i c K c s s A-

+aa b g = b + a b g → b →∞ = g +

отсюда по формуле факторизации из (1.5)
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2

1
4 1

2
G

K ic d
i

- +
+a+b b

G

a h
a b g = b + h b∈P

π h - b∫
В результате получаем оценку

	 ( , , ) ( ) ( ), .
1 1
4 4K C ic O

- -
+a+b a b g → b + = b b →∞

Совершенно аналогично оцениваются другие члены со второй фактори-
зацией. Внося эти оценки в (2.1), получим, в результате несложного анализа

	 ( , , ) ( ), .
3

2 2 24
0q x y z O r r x y z

-
= = + +

Заметим, что этот результат близок к вычисленному приближенным ме-
тодом в работе [17].

4) Поведение четвертых членов в (1.4) изучается подобно третьим, но уже 
осуществляется третья факторизация по не тронутому параметру, в частность, 
по параметру g. В результате таких же вычислений, получаем

	 ( , , ) ( ).
1
8K O

-
+a+b+g a b g = g
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Аналогично для других членов с тройной факторизацией. Суммировав 
особенности по всем трем осям, сходящимся в угловой точке штампа, в ре-
зультате получаем описание концентрации контактных напряжений в верши-
не штампа, которая имеет вид 

	 ( , , ) ( ), .
7

2 2 28 0q x y z O r r x y z
-

= = + + →

Сопоставляя варианты 3) и 4) заключаем, что наличие не стационарно-
го воздействия на штамп – увеличивает величину концентрацию контактных 
напряжений в вершине штампа до уровня r  -7/8, в сравнении с r  -3/4 и, тем са-
мым, усиливает его разрушительное воздействие на слой. 

Последнее наблюдается на практике: подвижным ножом легче разрезать 
деформируемую среду, чем при статическом давлении на нож.

Выводы. Полученное решение трехмерного интегрального уравнения Ви-
нера–Хопфа, имеет приложение в сейсмологии. Выявлен наиболее опасный 
участок граница литосферной плиты – угловые множества, а также наиболее 
уязвимые зоны фундаментов – они в углах его площади. Кроме этого, полу-
ченный результат может найти применения в довольно многочисленных при-
мерах приложений одномерного интегрального уравнения Винера–Хопфа, 
приведенных во введении к настоящей статье, в частности, при конструирова-
нии объектов из анизотропных композитов, где возникают такие контактные 
задачи. Возможно, результат окажется полезным и в других областях. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фон-
да и Кубанского научного фонда, региональный проект 24-11-20006.
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ON NONSTATIONARY CONTACT PROBLEMS FOR ANISOTROPIC 
COMPOSITES IN NONCLASSICAL AREAS
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Abstract. For the first time, an exact solution is given to the contact problem of the 
non-stationary action of a wedge-shaped, right-angled stamp occupying the first 
quadrant, which act on a deformable multilayer base. The base, which is affected 
by a rigid stamp in the shape of a quarter plane, can be a multilayer anisotropic 
composite material. It is assumed that it is possible to construct a Green’s function 
for it, which makes it possible to construct an integral equation of the contact 
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problem. The geometric Cartesian coordinates of the first quadrant and the time 
parameter, which varies along the entire axis, are taken as parameters describing 
the integral equation. It is assumed that time in the boundary value problem 
under consideration follows from negative infinity, crosses the origin and grows 
to infinity, covering the entire time interval. Thus, there is no requirement in the 
formulation of the Cochet problem when it is necessary to set initial conditions. In 
this formulation, the problem is reduced to solving the three-dimensional Wiener-
Hopf integral equation. The authors are not aware of any attempts to solve this 
problem analytically or numerically. The investigation and solution of the contact 
problem was carried out using block elements in a variant applicable to integral 
equations. It is proved that the constructed solution exactly satisfies the integral 
equation. The properties of the constructed solution are studied. In particular, 
it is shown that the solution of the non-stationary contact problem has a higher 
concentration of contact stresses at the edges of the stamps and at the angular 
point of the stamp, compared with a static case. This corresponds to the observed 
in practice more effective non-stationary effect of rigid bodies on deformable 
media, for their destruction, compared with static. The results may be useful in 
engineering practice, seismology, in assessing the impact of incoming waves on 
foundations, in the areas of using Wiener-Hopf integral equations in probability 
theory and statistics, and other areas. 

Keywords: contact problems, three-dimensional Wiener-Hopf integral equation, 
wedge-shaped domain, block element, anisotropy, composite, factorization
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Решением неодномерной краевой задачи теории плоских температур-
ных напряжений рассчитывается уровень и распределение температур-
ных напряжений в каждый момент времени процесса проведения техно-
логической операции сборки составного диска горячей посадкой, когда 
охватываемая деталь сборки отлична от круговой пластины. Вычисляют-
ся остаточные напряжения в элементах сборки и итоговый натяг в ней 
после ее остывания до комнатной температуры. Текущие и остаточные 
напряжения рассчитываются в зависимости от предварительного нагре-
ва охватывающего кольца, термомеханических свойств сопрягаемых де-
талей и их изначальной геометрии. Пределы текучести упруговязкопла-
стичеких элементов сборки полагаются существенно зависимыми от 
местной температуры. Обращается внимание на необходимость исклю-
чения сингулярности при постановке граничных условий на поверхно-
стях сопряжения деталей сборки.
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Введение. В машиностроении в числе технологий сборки с натягом [1] 
остается востребованной операция горячей посадки цилиндрических де-
талей. Данная технологическая операция простая в своём производстве: 
холодную охватываемую деталь помещают в предварительно нагретую 
охватывающую (радиус цилиндрических деталей назначают заранее) и 
предоставляют возможность собранной конструкции остыть до комнатной 
температуры. Итогом является достаточно прочное соединение, удовле-
творяющее назначенным функциональном требованиям. Технологическая 
операция горячей посадки таким способом полностью определятся про-
цессом теплопроводности, выравнивающим распределение температуры по 
элементам соединения, доводя ее до однородно распределенной комнатной 
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температуры. В любой момент времени проведения операции посадки уро-
вень и распределение температуры по формирующейся конструкции задают 
в ней соответствующее распределение температурных напряжений. Когда 
температура по сборке выравнивается и отпускается до комнатной, достигну-
тый уровень температурных напряжений в деталях сборки задает натяг в ней, 
определяя таким способом прочностные и иные функциональные качества 
собранной конструкции.

Краевую задачу теории неустановившихся температурных напряжений [2] 
моделирующую процесс горячей посадки называем задачей Гадолина [3–6], 
тем самым подчеркивая определяющую роль академика А.В. Гадолина в по-
становке данной проблемы применительно к сборке двухслойных стволов ар-
тиллерийских орудий [7]. 

Задача Гадолина является задачей расчета термомеханического процесса. 
Обычно [8] такой расчет производится последовательными шагами по време-
ни, на каждом шаге которого разрешается задача о состоянии конструкции, 
то есть рассчитывается напряженно-деформированное состояние элементов 
в зависимости от достигнутого распределения температуры. Рассчитать та-
кие состояния, особенно учитывая неизбежно возникающие области необра-
тимого деформирования, бывает не просто [9–12]. Аналитическим расчетам 
в таких случаях способствует использование [3, 8, 13–15] кусочно-линейных 
пластических потенциалов, то есть классических условий пластичности мак-
симальных касательных напряжений (условие Треска–Сен-Венана) или мак-
симальных приведенных напряжений (условие Ишлинского–Ивлева) [16, 17].

Гладкое условие пластического течения максимальных октаэдрических 
напряжений (условие Мизиса [16, 17]) в качестве средств вычислений темпе-
ратурных напряжений в исследуемый момент времени заставляет обращаться 
к приближенным численным методам. Последние используются часто так-
же выборе условий пластичности Треска–Сен-Венана. Укажем некоторые 
публикации [18-21] разрешающие приближенным численным способом пре-
имущественно одномерные задачи, включая задачу Гадолина о горячей по-
садке. Однако кусочно-линейные пластические потенциалы, помогающие 
аналитически рассчитать в зафиксированный момент времени температур-
ные напряжения, несут в себе иную сложность. В условиях использования в 
расчетах данных потенциалов пластическая область разбивается на части [3, 
5, 15, 22], где пластическое (вязкопластическое) течение подчинено различ-
ным системам уравнений в зависимости от соответствия напряжений разным 
граням или ребрам призм Треска или Ивлева [16, 17] в пространстве главных 
напряжений. Число подобластей в таком разделении может быть несколько; 
с возникновением повторных пластических течений [3, 23] число это только 
возрастает. В расчетах температурных напряжений в рамках одномерных за-
дач Гадолина [3, 8, 14, 22–24] имеется возможность алгоритмически отследить 
моменты зарождения разных областей течения, их развитие с возможным де-
лением, затухание и схлопывание. При решении задач теории температур-
ных напряжений, отличных от одномерных, алгоритмически проследить за 
эволюцией различных областей пластических течений практически невоз-
можно. Использование в расчетах гладкого условия пластичности Мизеса 
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оказывается здесь приемлемой альтернативой [6, 9, 24], так как в этом слу-
чае разделения области пластичности не происходит. В [6] сравниваются ре-
зультаты расчетов, полученные с использованием классических условий пла-
стического течения, максимальных касательных и максимальных октаэдри-
ческих напряжений. 

Граничные условия неодномерных краевых задач теории неустановивших-
ся температурных напряжений могут включать разрывы на граничных поверх-
ностях задаваемых функций [6, 24]. Очевидно, что в процессе расчетов от та-
кой сингулярности следует избавиться. Иначе [24] следует даже качественно 
ошибочный результат. Здесь рассматривается еще один вид сингулярности в 
задаваемых граничных условиях и указывается возможный способ избавления 
от такой особенности.

1. Постановка задачи. Исходные зависимости модели.  Принимаем, что 
круглое тонкое кольцо с внешним радиусом r  = R1 и внутренним r  = R2 наса-
живается на тонкую пластину (рис. 1), две кромки которой АВ и СD прямо-
линейны, а две другие AC  и BD  являются дугами окружности радиуса r  = R3. 
Таким образом сегменты АМВ и СND (рис. 1) материалом не заполнены. 
Пластинку АВDC считаем металлической с известными термомеханически-
ми свойствами и называем далее охватываемой деталью сборки (I – рис. 1). 
Кольцо (II – рис. 1) также считаем изготовленным из металла, отличного от 
металла охватываемой детали I, и называем охватывающей деталью сборки. 
Последняя нагревается до некоторой достаточно высокой однородной тем-
пературы T  = T*, после чего в неё помещается охватываемая деталь I. Начало 
процесса посадки связываем с совпадением размеров R2 = R3 = R. При долж-
ном назначении R2 и R3 данное совпадение происходит достаточно быстро.

Целью расчетов считаем указание распределения изменяющихся темпе-
ратурных напряжений в элементах сборки во все последующие времена t  > 0  
технологической операции, включая распределение остаточных напряжений 
после остывания собранной конструкции до комнатной температуры.
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Рис. 1. Геометрия сборки.
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Принимаем следующие допущения: материалы деталей сборки считаем 
упруговязкопластическими, пренебрегая упрочнением их в условиях воз-
можного вязкопластического течения; пренебрегаем связанностью процес-
сов деформирования и теплопроизводства, считая прирост тепла за счет де-
формирования пренебрежительно малым в сравнении с теплом, нагревшим 
изначально охватывающее кольцо до температуры T* . Принятые допущения 
позволяют провести расчеты в рамках теории неустановившихся температур-
ных напряжений, то есть в рамках несвязанной теории.

Деформации полагаются малыми, массовыми силами пренебрегается. Ис-
пользуется квазистатический подход, то есть силы инерции не учитываются. 
Тогда следствием законов сохранения является соотношения

	 ,0∇ =s 	 (1.1)

	 div ,
d
dt
x

r + = ⋅q s e 	 (1.2)

	 ( ) ,1
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dt t
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= =

∂
u u

n

В уравнении равновесия (1.1) s – тензор напряжений. В уравнении балан-
са внутренней энергии (1.2) r – плотность; x – плотность распределения вну-
тренней энергии; u, n, q – векторы перемещений, скоростей и потока тепла; 
e – тензор скоростей деформации Эйлера, t – текущее время.

Тензор малых деформаций разделяется на обратимую и необратимую (пла-
стическую) составляющие

	 ( ) .1
2

T= ∇ + ∇ = +d u u e p 	 (1.3)
Функцию x(d, s), где s – плотность распределения энтропии, принимаем 

в качестве термодинамического потенциала, для которого ∂x/∂s  = T – тем-
пература. Введем иной термодинамический потенциал y(d,T) = x(d,T) - sT, 
называемый свободной энергией. Принимаем, что плотность распределения 
свободной энергии не зависит от необратимых деформаций: y = y(e,T). Это 
позволяет разделить консервативную и диссипативную составляющие про-
цесса деформирования так, что из (1.2) и (1.3) следует [26]
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Здесь J – вектор потока энтропии, ep – тензор скоростей пластических дефор-
маций.  Полагая материалы сопрягаемых элементов сборки изотропными и 
принимая простейшую (квадратную) зависимость для y(e, T ) от инвариантов 
тензора e из (1.4) получим соотношения закона Дюамеля–Неймана
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	 ( ) ,0tr 3 2T K= l + a q + me I es 	 (1.6) 

	 ( )1
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В (1.6) T0 –  температура свободного состояния  (комнатная температура) 
материалов элементов сборки; l, m, K –  упругие постоянные, параметры Ламе 
и модуль всестороннего сжатия, a – коэффициент линейного температурного 
расширения, I –  единичный тензор.

Если в качестве закона теплопроводности принять линейный закон Фурье 
с постоянным коэффициентом тепловодности, то из уравнения баланса эн-
тропии (1.5) следует уравнение теплопроводности в форме
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Здесь a, n, c – коэффициенты температуропроводности, связанности и удель-
ная теплоемкость; w(x, t) – возможные распределенные источники тепла в де-
формируемом теле (x – радиус вектор места действия источника тепла). При-
нятые допущения позволяют не учитывать в (1.7) источники тепла, произ-
водимого за счет деформирования, поэтому далее используется уравнение 
теплопроводности в форме 
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t
∂q

= ∆q +
∂

x 	 (1.8)

Вязкопластическое течение в материалах деталей сборки происходит 
в условиях соответствия напряжений уравнению поверхности нагружения 
f (s, k) = 0 в пространстве напряжений.  При принятии условий принципа мак-
симума Мизеса или постулата Драккера [16] имеем ассоциированный с по-
верхностью нагружения закон пластического течения 
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В качестве уравнения поверхности нагружения в пространстве напряже-
ний (условия вязкопластического течения) принимаем следующее обобщение 
условия пластичности Мизеса [17] 
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Из (1.9) и (1.10) следует
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В (1.9)–(1.11) k = k(q) – предел текучести в опытах на одноосное растяже-
ние при q = const. Из-за зависимости от местной температуры в разных точках 
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сопрягаемых деталей предел текучести принимает разные значения. Начало 
вязкопластического течения (ep ≠ 0) в точках сборки связано с достижением 
напряженными состояниями поверхности нагружения. Такой начальной по-
верхностью в пространстве главных напряжений sj оказывается боковая по-
верхность наклонного цилиндра Мизеса [16], образующие которого парал-
лельны гидростатической оси: s1 = s2 = s3. Обобщение классического условия 
пластичности связываем с учетом вязкого сопротивления, считая h = const ко-
эффициентом такой вязкости.

Зависимость предела текучести от температуры k = k(q) конкретизируем 
далее в форме

	 ( ) , , .
2

0
p p

p
p p

T T
k k k y y

T

q - q - 
= q = = q = q 
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Здесь Tp – температура плавления, наименьшая из температур плавления ма-
териалов деталей, участвующих в сборке.

2. Условия сборки. Температурная задача. Согласно принимаемой теории 
неустановившихся температурных напряжений уровень и распределение тем-
пературы по элементам сборки рассчитывается первоначально и отдельно. 
Сформируем с этой целью температурную задачу. Уравнение теплопровод-
ности (1.8) запишем в используемой далее цилиндрической системе коорди-
нат (r, j, z) 

	
2 2

2 2 2

1 1
2n n n n

n n na
t r rr r

 ∂q ∂ q ∂q ∂ q
= + + - b q  ∂ ∂∂ ∂j 

	  (2.1)

В (2.1) n  = 1 для охватываемой детали сборки (рис. 1), n  = 2 для охваты-
вающей. Коэффициенты bn, задающие отток тепла с поверхностей пластин 
считаем далее постоянными. 

Часть поверхности r  = R, где сопряжения пластин отсутствует обозначим 
через F1 так, что при j  ∈  F1 имеем: j0 ≤ j ≤ p  -  j0 и p + j0 ≤ j ≤ 2p - j0 (рис. 1). 
Для поверхности сопряжения F2 аналогично запишем: j  ∈  F2; p - j0 ≤ j ≤ p + j0 
и 2p - j0 ≤ j ≤ 2p + j0. Тогда начальные условия температурной задачи запишут-
ся в форме

	
( )

( ) *

sin
, , ,

sin
, , .

0
1 2

2 1

0 0 при и

0 при

r r R

r R r R

j
q j = ≤ j ∈ F

j

q j = q ≤ ≤
 	 (2.2)

	 ( )** .1
0 0T T T-q = -

Условие теплообмена деталей сборки по общей их поверхности сопряже-
ния записываются в виде

	
( ) ( ), , , ,

.
1 2

21 2
1 2

при

r R r R

R t R t

r r= =

q j = q j

j ∈ F∂q ∂q
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∂ ∂
	 (2.3)
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Здесь c1, c2 – соответственно коэффициенты теплопроводности материалов 
деталей сборки.

Теплоотдачу от кромок сопрягаемых пластин в окружающую среду зададим 
с помощью условий
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2
2 2 2 1
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2 2 2 1 1при
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R t
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R t
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	 (2.4)
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∂q ∂q c j + c j = b q j j∂ ∂j = j

Начальные (2.2) и граничные (2.3), (2.4) условия формируют краевую за-
дачу для уравнения теплопроводности (2.1), предназначенную определению 
распределения температуры q1(r, j, t) по охватываемой пластине и темпера-
туры q2(r, j, t) по охватывающему кольцу (рис. 1). В качестве упрощающего 
допущения в (2.1)–(2.4) принимается, что коэффициенты теплоотдачи bn 
(n  = 1, 2) являются постоянными. Разрешая сформированную температурную 
задачу последовательными шагами по времени, устанавливаем достигнутое 
к рассматриваемому моменту времени искомое распределение температуры  
по сопрягаемым элементам сборки.

3. Термомеханическая задача. Принятием условий плоских напряженных 
состояний зависимая переменная uz исключается из числа искомых неизвест-
ных. В числе неизвестных остаются перемещения ur(r, j, t), uj(r, j, t) и ненуле-
вые компоненты деформаций

	 ,rr r rd u= ; ( ),
1

rd r u u-
jj j j= + ; ,

,

.1
2

r
r

r

u u
d r

r r
j j

j

  
 = +     

	 (3.1)

В (3.1) координатой после запятой обозначена частная производная по 
ней. Этими зависимостями деформации в каждый момент времени (квази-
статическое приближение) связываются с перемещениями. С их помощью в 
условиях плоских напряженных состояний (srz = sjz = szz = 0) задаются, следуя 
зависимостям закона Дюамеля–Неймана (1.6), ненулевые компоненты тен-
зора напряжжений
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В выбранной системе цилиндрических координат уравнения равновесия 
(1.1) в рассматриваемом случае записываются [27] в форме
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	 (3.3)

Подстановка (3.2) в (3.3) позволяет записать систему двух дифференциаль-
ных уравнений относительно двух искомых функций ur(r, j, t) и uj(r, j, t).
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	 (3.4)

Дифференциальные уравнения (3.4) справедливы в каждой точке обеих 
деталей сборки, поэтому они не снабжены указанием на выбираемую деталь. 
Материалы элементов сборки продолжают деформироваться обратимо (упру-
го) до поры пока напряжения (3.2) не достигнут поверхности нагружения 
(1.10). До этого момента времени деформированные состояния в каждой точ-
ке материалов сборки в каждый рассматриваемый момент технологической 
операции горячей посадки подчинены системе уравнений (3.4). Также счи-
тается, что в этих уравнениях распределение температуры q = q(r, j, t) найде-
но предварительно и отдельно решением соответствующей температурной 
задачи. 

Расчет возникающих температурных деформаций и напряжений соглас-
но (3.4) требует постановки для этой системы дифференциальных уравнений 
необходимых граничных условий. На контактной поверхности (линии) r  = R 
и j ∈ F2 деталей сборки считаем непрерывными радиальные компоненты век-
тора перемещений и тензора напряжений 
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На свободных кромках сопрягаемых пластин имеем
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	 (3.7) 

Не запрещаем проскальзывания материалов деталей сборки вдоль их по-
верхностей сопряжения. Однако требование закона сухого трения запрещает 
проскальзывание до преодоления напряжениями |sr j| своего некоторого пре-
дельного значения

	 ( ) ( ) ( )( ) ( ), , , , , .1 2
2приr rR t R t g tj js j = s j ≤ j j ∈ F  	 (3.8) 
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Зависимость g(j, t) в (3.8) от координаты j и времени t  определяется зави-
симость этого параметра от местной температуры q = q(R, j, t). Иногда считают, 
что условие (3.8) выполняется в течении всего процесса термодеформирования 
и знак неравенства в нем заменяют равенством. Трение в таком случае оказы-
вается независимым от нормального давления. Опыты показывают, что такое 
положение приемлимо при развитых вязкопластических течениях в условиях 
повышенных температур (закон Зеделя). Но процесс операции горячей посад-
ки, протекающей действительно при высоких q ≤ q* температурах, невозможно 
считать развитым процессом вязкопластического течения. Последний суще-
ствует в материалах элементов сборки ограниченное время. До его зарождения 
и после его остановки по поверхности сопряжения контактируют упругие тела. 
Проскальзывание начинается после преодоления барьера (3.8); закон трения 
скольжения в его общей для процесса форме зададим в виде
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	 (3.9)

Здесь f (j, t) и g(j, t) коэффициенты трения скольжения и вязкого трения 
соответственно. Их зависимость от j  и t вытекает из зависимости от местной 
температуры q(R, j, t).  Принимаем ее в форме 

	 ( ), ,0g t g yj =  ( ), ,0f t f yj =  ( ), ,0t yg j = g  ( ) .
21

p py - = q q - q  	 (3.10)

Граничными условиями (3.5)–(3.9) в каждый рассчитываемый момент вре-
мени формируются разрывы в компонентах srr, sr j и sjj тензора напряжений 
в точках А, В, С, D (рис. 1), то есть в пограничных точках областей F1 и F2 по-
верхности сопряжения r  = R. Алгоритмы приближенных численных расчетов 
должны включать в себя процедуры сглаживания подобных разрывов. В [6, 
24] показано, что если этим не озаботиться специально, то можно получить 
ошибки в расчетах не только количественные, но и качественные. По примеру 
[24] укажем первоначально способ исключения разрывов sr j. C этой целью 
усложним зависимости (3.10), приняв их в форме
	 ( ) ( ), , ,0g t g yj = x j d  ( ) ( ), , ,0f t f yj = x j d  ( ) ( ), , ,0t yg j = g x j d 	  (3.11)

	 ( ) ( ),
2

0
0 0

1 2 - j d + d
x j d = j - j j + j + d 

 при j = jB и j = jC,

	 ( ) ( ),
2

0
0 0

1 2 - j d - d
x j d = j - j j + j + d 

 при j = jA и j = jD.

В (3.11) g0, f0, g0 – постоянные коэффициенты трения при комнатной тем-
пературе. В точках А, В, С и D (рис. 1) переменные параметры трения g, f, g 
равны нулю, но уже в соответствующих соседних точках jA,D + d, jB,C - d тре-
ние восстанавливается (x(jB - d) = 1). Таким способом с помощью специаль-
ного задания параметров трения сглаживаем разрыв в граничных условиях для 
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sr j  в точках А, В, С и D области сопряжения (рис. 1). Параметр отступления d 
от пограничных точек областей F1 и F2 выбираем в ходе вычислений. 

В пограничных точках А, В, С и D (рис. 1) компоненты тензора напря-
жений претерпевают разрыв. В краевых условиях (3.6) и (3.7) следует приве-
сти сглаживание как вдоль поверхности (линии) r  = R для условий (3.6) так 
и вдоль плоскости (прямой) r  = R sin(j0)sin-1(j) для условий (3.7). Поясним 
принимаемую процедуру сглаживания на примере точки B (рис. 1 и рис. 2); 
в других точках сопряжения последующие действия аналогичны. В граничной 
области F1, свободной от нагрузок, выделим малую подобласть j0 ≤ j ≤ j0 + d1, 
считая, что в этой области srr

(2)(R, j, t) изменяется по закону

	 ( ) ( ) ( )( ) , , .2 2 2 0
0 0 1 0 0

1
2 r

rr rR t K K K
s s j = - j - j + j + d - j - j + s d 

 	 (3.12)

В (3.12) K – модуль всестороннего сжатия для материала охватывающей 
детали сборки; d1 – назначаемое увеличение координаты j от j0; s0r – ра-
диальное напряжений srr  в точке B, рассчитанное на предыдущем шаге вы-
числений: ( )( ) , , ;2

0 0r rr R ts = s j  ( )( ) , , .2
0 0 0rr Rs j =  

В точке B(R,j0) напряжения ( )( ) , ,2
0 0r R tjs j =  за счет принятого зако-

на трения (3.9)–(3.11) на сопрягаемых поверхностях. Условия (3.7) требу-
ют в таком случае, чтобы ( )( ) , ,2

0 0rr R ts j =  и ( )( ) , ,2
0 0R tjjs j =  (рис.2). Эти 

условия выполненными быть не могут; в граничных условиях (3.7) в точке 
B возникает разрыв. Сглаживание их производим, назначая отступ от точки 
B до точки B ′  (рис. 2) вдоль прямой BA (r  = R sin(j0)sin-1(j)) на расстояние 

( )cos ( ) sin ( ) ( ) .2 0 0 ctgR BB ′d = j - j j =  Параметр d2 назначается, как и иные 
подобные d и d1 в процессе вычислений. По аналогии с (3.12) добиваемся та-
ким способом, чтобы левые части равенства (3.7) изменялись от приписанных 
им значений ( ), ,0 0rr rR ts j = s  и ( ), ,0 0R tjj js j = s  в точке B отрезка до нуля 
в точке B ′ (рис. 2).

φ0
φ

A B

EE՚

DC

B′

r R

Рис. 2. Область вязкопластического течения: зарождение и развитие.
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Расчеты согласно сформированной задачи для системы уравнений (3.4) с 
граничными условиями (3.5)–(3.12) продолжаем последовательными шагами 
по времени до тех пор, пока не выполнятся условия вязкопластического тече-
ния (1.10) в некоторых точках деформируемой области. Расчеты показываю, 
что впервые эти условия в форме 

	 ( ), 2 2 23
3 0

2 rr rr rf k k kjj jj js = τ ⋅ ⋅τ - = s + s - s s + s - = 	 (3.13)

выполняются в точках E и E ′ сборки (рис. 2). От этих точек по материалу 
охватывающего кольца развиваются область вязкопластического течения. 

В последующие моменты времени эта область может занимать полностью 
область контакта F2 и даже выходить за предел данной области, как это по-
казано на рис. 2 (выделенная область). В рамках такой области соотноше-
ния ассоциированного закона вязкопластического течения (1.11) позволяет 
записать 

( ) ,2p
rr rrh jjε = s - s  ( ) ,2p

rrhjj jjε = s - s  ,p
r rhj jε = s  ( ) ,p

zz rrh jjε = - s + s 	 (3.14)
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2 rr rr rjj jj jΣ = τ ⋅ ⋅ τ = s + s - s s + s

Следствием (1.3) и (1.6) являются уравнения равновесия. В перемещениях 
(аналог (3.4)) уравнения равновесия приводят к соотношениям справедливым 
в областях вязкопластического течения
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	 (3.15)

В отличии от (3.4) уравнения равновесия (3.15) включает в себя накоплен-
ные к рассчитываемому моменту времени необратимые деформации prr, pr j, 
pjj и их производные по пространственным координатам. Если считать, что 
на предыдущем шаге вычислений пластические деформации достигли значе-
ний rrp , rp j , pjj , то для их значений вычисляемого шага расчетов возможно, 
следуя (3.14), записать приближенные зависимости
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Эти соотношения необходимы при формулировке краевых задач для 
уравнений (3.15) с соответствующими граничными условиями в конечных 
разностях.
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4. Некоторые результаты вычислений. Расчеты проводятся последователь-
ными шагами по времени. На каждом таком шаге предварительно рассчиты-
вается уровень и распределение по элементам сборки температуры. Это поз-
воляет рассчитать на этом же шаге параметры напряженно-деформируемых 
состояний в материалах деталей конструкции. С этой целью разрешается ко-
нечно-разностный аналог уравнений равновесия, то есть уравнений (3.4) для 
упругой области либо (3.15) для области вязкопластического течения. Система 
конечно-разностных уравнений учитывает в своей записи граничные усло-
вий (3.5)–(3.12). После расчетов имеем в данный момент времени распре-
деления по сборке температуры, деформаций и температурных напряжений 
и на такой основе производим последующий шаг вычислений. Рассчитывая 
состояние сборки на каждом шаге таких вычислений, устанавливаем время и 
место зарождения и остановки вязкопластического течения, расположение 
упругопластических границ в материалах сопрягающихся деталей. Последние 
могут продвигаться в упругую область, развивая область течения (нагружаю-
щая упругопластическая граница), или в область вязкопластического дефор-
мирования, тормозя течение (разгружающая граница). В процессе остывания 
собранной конструкции продвигающаяся разгружающая упругопластическая 
граница приводит к схлопыванию вязкопластической области, и дальней-
шее деформирование оказывается уже упругим при наличии приобретенных 
необратимых пластических деформаций. Эти деформации приводят к фор-
мированию поля остаточных напряжений при полном остывании сборки до 
комнатной температуры. Расчет процесса релаксации остаточных напряже-
ний выходит за рамки используемой здесь математической модели.

Прежде всего, отметим следствия расчетов, позволяющие сделать некото-
рые выводы качественного характера для процесса проводимой конкретной 
операции посадки:

– вязкопластическому деформированию подвержен только материал охва-
тывающего кольца сборки; материал охватываемой пластины в течение всего 
процесса протекания технологической операции деформируется обратимо 
(упруго);

– развитие областей вязкопластического течения в охватывающем кольце 
начинается от точек E и E ′ (рис. 2) области контакта F2;

– разгружающая упругопластическая граница начинает свое продвижение 
по материалу охватывающего кольца также из точек E и E ′ (рис. 2), области 
деформирования;

– повторных (обратимых) вязкопластических течений в рассматриваемом 
случае процесса посадки не возникает.

Эти выводы справедливы именно для рассмотренной операции посадки. 
Ранее [3, 22] отмечалось, что возможно формирование разгружающей упру-
гопластической границы на поверхности останавливающейся нагружающей 
границы и продвижение её в направление обратном направлению движения 
нагружающей упругопластической границы. Это характерно в случае ис-
пользования в расчетах условий пластичности (вязкопластичности) макси-
мальных приведенных напряжений (условие Ишлинского–Ивлева) [3,23]. 
Повторные пластические течения в условиях плоских напряженных состо-
яниях, как в рассматриваемом случае, не возникают (исключение [15]); они 
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с необходимостью возникают в случае сборки длинномерных конструкций, 
двухслойных валов и труб [3, 6, 8, 22, 23].

Характерное распределение (рис. 3) остаточных напряжений по поверх-
ности охватывающего кольца r  = R, включающей в себя как поверхность 
константа F2, так и свободную поверхность F1, показано на рис. 3. При 
получении графических зависимостей принималось, что охватывающее 
кольцо изготовлено из латуни (l = 66.92 ГПа, m = 44.61 ГПа, k0 = 350 МПа, 
a = 18 · 10-6 м2/с, Tp = 1040  °C, T0 = 400  °C, a = 16.2 · 10-6 (1/°C)), а охваты-
ваемая пластинка из бронзы (k0 = 290 МПа, l = 58.26 ГПа, m = 38.84 ГПа, 
a = 36 · 10-6 м2/с, Tp = 937 °C, T0 = 20 °C, a = 19.1 · 10-6 (1/°C)). Геометрические 
размеры деталей сборки задавались значениями: R = 0.04 м, R1 = 0.05 м, j = p/3.

На  рис. 4 более детально указаны остаточные напряжения в элементах 
сборки при подходе к точке В, разделяющей область контакта F2 и свобод-
ную от нагрузки область F1. Рисунком (рис. 4,a) показаны распределения 
остаточных напряжений при сглаживании разрывов в граничных условиях 
(d = d1 = d2 = 0.01p), в то время как на рис. 4,b) графические зависимости по-
строены в условиях d = d1 = d2 = 0. Присутствие не только количественных, но 
и качественных различий в графических зависимостях, подчеркивает необхо-
димость использования отмеченных здесь процедур сглаживания.

Заключение. Рассмотренная здесь задача Гадолина [7] о сборке с натягом за 
счет горячей посадки цилиндрических деталей, выполненных из упругопла-
стических материалов, является характерным примерам задач, направленных 
на моделирование технологических операций изготовления металлоизделий. 
Технологический процесс рассчитывается за счет разрешения в каждый его 
момент времени краевой задачи теории температурных напряжений в упруго-
пластических материалах. Таким способом прослеживается эволюция темпе-
ратурных напряжений во время проведения операции, включая расчет сфор-
мировавшегося распределения остаточных напряжений. Последние, чаще 
всего, оказываются основной целью проводимых вычислений, так как именно 
они задают функциональные качества итоговой конструкции.
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Рис. 3.  Остаточные напряжения при r  = R в материале охватывающего кольца.

(a) (b)



42	 БУРЕНИН, ТКАЧЕВА

Предполагаемый способ расчета изменяющихся в условиях проведения 
технологической операции температурных напряжений не запрещает учет 
упрочнения материалов сопрягаемых деталей при их пластическом дефор-
мировании как изотропного, так и трансляционного [28]. Учет кинематиче-
ского упрочнения особенно необходим при возникновении повторных пла-
стических течений [3, 29] в процессе разгрузки и остывания сборки.

Для исключения сингулярности в заданных граничных условиях исполь-
зуется искусственный прием сглаживания в разрывах значений задаваемых 
напряжений на граничных поверхностях сопрягаемых деталей. Показывается, 
что иначе следуют ошибочные результаты (сравнение 4,а,b). Именно подоб-
ные ошибки неоднократно встречаются [30–32] в результате расчетов темпе-
ратурных напряжений в собираемых конструкциях. Современная механика 
деформирования твердых тел располагает [33–37] набором средств для избе-
жание ошибочного влияния сингулярности в задаваемых граничных условиях 
на следуемые результаты расчетов. Некоторые такие предложения [33, 34] об-
ладают признаками универсальности. Принятый здесь искусственный способ 
этого лишен. Он только преследует цель показать, что исключение сингуляр-
ности в граничных условиях бывает совешенно необходимо. На разработан-
ном примере это удалось продемонстрировать. 

Работа выполнена в рамках государственно задания Хабаровского Федераль-
ного научного центра Дальневосточного отделения Российской академии наук.
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Abstract. The solution of a non-one-dimensional boundary value problem of the 
theory of plane temperature stresses is used to calculate the level and distribution 
of temperature stresses at each time point during the process of performing the 
technological operation of assembling a composite disk by hot fitting, when the 
enclosed assembly part is different from a circular plate. Residual stresses in the 
assembly elements and the resulting interference fit in it after its cooling to room 
temperature are calculated. Current and residual stresses are calculated depending 
on the preliminary heating of the enclosing ring, the thermomechanical properties 
of the mating parts and their initial geometry. The yield strengths of the elastic-
viscoplastic elements of the assembly are assumed to be essentially dependent on 
the local temperature. Attention is drawn to the need to exclude singularity when 
setting boundary conditions on the mating surfaces of the assembly parts.

Keywords: elasticity, viscoplasticity, temperature stresses, shrink fit, interference 
fit, Gadolin problem.
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В данной статье построен метод решения краевой задачи для эллиптиче-
ского погранслоя, имеющего место в тонкостенных оболочках вращения 
при ударных воздействиях нормального вида на лицевые поверхности. 
Эллиптический погранслой строится в окрестности условного фронта 
поверхностных волн Рэлея и описывается эллиптическими уравнениями 
с граничными условиями, задаваемыми уравнениями гиперболического 
типа. В общем случае оболочек вращения не могут быть использованы 
методы решения уравнений для эллиптического погранслоя, разработан-
ные для оболочек вращения нулевой гауссовой кривизны. Рассматривае-
мая ранее схема использования интегральных преобразований Лапласа и 
Фурье перестаёт работать, поскольку разрешающие уравнения становят-
ся уравнениями с переменными коэффициентами. Предложенный в дан-
ной статье метод решения уравнений эллиптического погранслоя осно-
ван на использовании асимптотического представления изображений 
решения по Лапласу (по времени) в экспоненциальной форме. В работе 
приведён численный расчёт нормального напряжения по полученным 
аналитическим решениям для случая сферической оболочки.

Ключевые  слова:  асимптотический метод, эллиптический погранслой, 
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1. Введение. При ударных воздействиях нормального типа NW (в со-
ответствии с классификацией У.К. Нигула [1,2]), возникает эллиптиче-
ский погранслой, определяющий особый тип нестационарного напряжен-
но-деформированного состояния (НДС) в тонких пластинах и оболочках 
в окрестности условного фронта поверхностных волн Рэлея. Данный по-
гранслой и выделяет нормальный тип ударного воздействия NW среди дру-
гих видов ударных воздействий – продольного, изгибающего типа (LM) и 
продольного, тангенциального типа (LT).
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Асимптотический подход к выводу уравнений теории оболочек был впер-
вые разработан в трудах А.Л. Гольденвейзера [3, 4]. Концепция изменяемо-
сти напряженно-деформированного состояния (НДС) по координатам и её 
количественная оценка через показатели изменяемости позволила сформу-
лировать принципы асимптотического интегрирования точных трёхмерных 
уравнений теории упругости в статике и получить этим методом уточнённые 
уравнения теории оболочек. Также удалось выделить составляющие НДС 
(безмоментная составляющая, простой краевой эффект и др.) как в статике, 
так и стационарной динамике, а также построить асимптотические методы 
их определения.

Разработанный для задач статики и стационарной динамики асимпто-
тический подход дал возможность создать принципиально новую асимпто-
тическую теорию нестационарных процессов деформации тонких оболочек 
[5–8], основанную на варианте метода сращиваемых разложений, позволя-
ющего разделить фазовую область на различные участки, обладающие теми 
специфическими значениями показателей изменяемости и динамичности, 
которые соответствуют известным особенностям поведения нестационарных 
волн. В качестве таких особенностей, отличающих нестационарные задачи от 
задач статики и стационарной динамики, являются различные виды фронтов 
и квазифронтов, отражающих ударный характер приложения нагрузки.

В рамках разрабатываемой асимптотической теории нестационарных волн 
появилась необходимость нахождения новых асимптотических методов вы-
вода приближенных теорий из точных трёхмерных уравнений теории упруго-
сти. Асимптотические уравнения двумерных составляющих, соответствующих 
классической теории Кирхгофа–Лява, получены в работе [5]. Общий подход 
к выводу уравнений для НДС в окрестностях фронтов волн и волновых ква-
зифронтов изложен наиболее полно в работах [6–8]. В итоге были выделены 
безмоментная и изгибная составляющая двумерной теории Кирхгофа–Лява, 
гиперболические погранслои в окрестностях фронтов волн расширения и 
сдвига, параболический погранслой в окрестности квазифронта, связанного 
с ложным фронтом волны растяжения-сжатия по двумерной теории Кирх-
гофа–Лява и эллиптический погранслой в окрестности условного фронта 
поверхностных волн Рэлея. При различных типах ударных воздействий эти 
компоненты применяются в разных комбинациях, но полнота таких представ-
лений доказывается наличием и определением расположения так называемых 
областей согласования соседних составляющих.

Проведённые исследования показали, что ни одна из известных двумер-
ных теорий не может описать полностью рассматриваемую волновую картину 
вследствие высокой изменяемости и принципиально разного поведения не-
стационарного НДС в малых окрестностях фронтов и квазифронтов.

В работах [8, 9] окончательно описано построение асимптотически оп-
тимальных уравнений эллиптического погранслоя в окрестности условного 
фронта поверхностных волн Рэлея. Выявлены уникальные свойства этого 
погранслоя: поведение решения вне лицевых поверхностей оболочки опи-
сывается эллиптическими уравнениями, а на поверхности для потенциаль-
ных функций, определяющих решение, описывается гиперболическими 
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уравнениями. Отметим, что такие качественные свойства решения базиру-
ются на анализе дальнего поля волны Рэлея в случае упругой полуплоскости 
в классической задаче Лэмба [10], объясняющего эффект так называемых по-
верхностных волн. В работе [9] также получено решение для эллиптического 
погранслоя в случае цилиндрической оболочки: используются интегральные 
преобразования Лапласа по времени и Фурье по продольной координате.

В общем случае оболочек вращения, когда разрешающие уравнения со-
держат переменные коэффициенты, метод их решения, разработанный в [9], 
неприменим. В данной статье описывается новый разработанный асимпто-
тический метод решения искомых уравнений в случае нормальной ударной 
нагрузки на лицевые поверхности произвольных оболочек вращения. Исполь-
зуются асимптотические методы в пространстве интегрального преобразова-
ния Лапласа по времени. В качестве примера приведены результаты расчёта 
нормального напряжения для сферической оболочки.

2. Постановка задачи. Рассмотрим оболочку вращения, изображенную на 
рис.1, где система координат (α, θ, z) привязана к срединной поверхности: 
α – длина дуги вдоль образующей, θ – угол в окружном направлении, z – 
внешняя нормаль к срединной поверхности. Напряжения и перемещения 
оболочки обозначим как sij и vi (i, j  = 1, 2). 

Для определенности рассмотрим осесимметричное НДС.
Граничные условия на лицевых поверхностях оболочки выберем в форме, 

аналогичной [9]:
	 ( ), ,    ,  ,33 13 0 приP t z h Ls = - α s = = ± α ≤

	 , ,  ,33 130 0 при z h Ls = s = = ± α >

где h – полутолщина оболочки, t – время, L – ширина кольца нагрузки на 
поверхности. Ударное воздействие P(a, t) определяется следующим образом
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Рис. 1. Полубесконечная оболочка вращения.
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Здесь p – амплитуда нагрузки, а H(t) – единичная функция Хевисайда. При 
этом рассматриваются однородные начальные условия

	 ( )  ,   .0 1 3 при 0i
i

v
v i t

t
∂

= = = =
∂

Разрешающие уравнения эллиптического погранслоя при рассматривае-
мых воздействиях описаны в [8]. В исходной форме они записываются от-
носительно объёмных и сдвиговых потенциалов ji, yi(i  = 1, 2), когда потен-
циальные функции j1, y1 определяют распространение возмущений в поло-
жительном направлении оси z, а j2 и y2 – в отрицательном. Ограничиваясь 
рассмотрением только волны, инициируемой лицевой поверхностью z  = -h, 
выпишем, соответственно, разрешающую систему уравнений только для по-
тенциалов j1, y1 (индекс «1» опускаем) в безразмерной форме в координатах 
x = a/h, z = z/h, t = c2t/h (c2 – скорость волны сдвига). Тогда уравнения, опи-
сывающие НДС рассматриваемого погранслоя, имеют форму 
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и являются уравнениями эллиптического типа, где ;2 21 Ra = - k k  
;21 Rb = - k  ( ) ( ) / / ;2

1 2 1 2 2 2c c= = - n - nk  / ;2R Rc с=k  c1 и cR – скорости 
волн расширения и поверхностных волн Рэлея; n – коэффициент Пуассона. 
Граничные условия на лицевой поверхности описываются уже гиперболиче-
скими уравнениями
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(2.2)

где E – модуль Юнга, e = h/R – малый параметр тонкостенности оболочки, 
R – характерное значение радиусов кривизны, B – расстояние до оси враще-
ния, а постоянные g, kc, Bw определяются выражениями
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Отметим, что поведение НДС в области рассматриваемого погранслоя 
можно наглядно анализировать на примере нормального напряжения s33, 
выражающегося через потенциалы следующим образом:
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3. Асимптотическое решение для эллиптического погранслоя в оболочках 
вращения при ударном воздействии нормального типа на лицевые поверхности. 
В цитируемой работе [8] приведено решение для рассматриваемого эллипти-
ческого погранслоя в случае цилиндрической оболочки. В этом случае урав-
нения (2.1)–(2.2) становятся уравнениями с постоянными коэффициентами, 
и для их решения были применены интегральные преобразования Лапласа по 
временной, а Фурье – по продольной переменной.

Разрешающие уравнения эллиптического погранслоя для рассматривае-
мого общего случая оболочек вращения имеют переменные коэффициенты, 
и поэтому вышеизложенная методика для нашего общего случая не подхо-
дит. Однако переменные коэффициенты являются при этом медленно изме-
няющимися по продольной координате. Это позволяет использовать в на-
шей работе, в качестве ключевого, метод экспоненциального представления 
в пространстве преобразования Лапласа по временной переменной. Глав-
ной особенностью предлагаемого здесь асимптотического подхода является 
определение выражения для изображения по Лапласу искомого решения в 
рассматриваемом случае оболочек вращения через известное решение для ци-
линдрической оболочки.

Рассмотрим сначала поведение потенциала y на границе z = -1, опреде-
ляемое первым уравнением системы (2.2), которое для его изображения по 
Лапласу примет вид

	

( )

, ,
| ,    

,

,   
, ,

2
2 20 0

02

0 1 0 0
0

1

0

L L
L LR

R c

L st L

hd d BB
s k P

B d E bd

p
L

se d P
L

w

∞
-

z=-

+ ny y′
- y + e =

xx

 x ≤y = y y = y t = 
 x >

∫

k
k

	 (3.1)

где s – параметр преобразования Лапласа.
Проанализируем свойства решения для двойного интегрального преоб-

разования (Лапласа по времени и Фурье по продольной координате) гранич-
ного значения потенциальной функции y0 в случае цилиндрической оболоч-
ки. Оно легко получается из (3.1) при B(x0) = const: 
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Обращение преобразования Фурье для изображения (3.2) даёт, в соответ-
ствии с [11], следующее выражение для y0

L: 
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В решении (3.3) слагаемые с 
 
 0 0

R

L
s

e

x ±
±

ek  определяют волны, возбуждае-
мые границами приложения ударной поверхностной нагрузки x0 = ±L0. Так, 
в области x0 > 0 граница x0 = L0 возбуждает прифронтовое поле в окрестно-
сти условного фронта поверхностных волн Рэлея x0 = kRt0 + L0 (слагаемое  
exp{-[(x0 - L0)/(kRe)]s} ) и прифронтовое поле в окрестности фронта 
x0 = L0 – kRt0 (слагаемое exp{[(x0 - L0)/(kRe)]s} ). В этой же области x0 > 0 грани-
ца x0 = -L0 возбуждает прифронтовое поле в окрестности фронта x0 = kRt0 - L0 
(слагаемое exp{-[(x0 + L0)/(kRe)]s} ).

Отметим, что решение (3.3) можно непосредственно получить из (3.1) как 
линейную комбинацию частного решения неоднородного уравнения и общих 
решений уравнения однородного, определяющих вышеописанные волновые 
поля. Проведенный анализ позволяет построить асимптотическое решение 
уравнения (3.1) для общего случая оболочек вращения. Так, решения для вол-
новых составляющих можно получить из однородного уравнения
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методом экспоненциальных представлений с погрешностью O(e) в виде
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l
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где l(s)x0 /e – специальный вид функции изменяемости, C(s) – постоянная 
интегрирования, а Y(x0, s) – медленно изменяющаяся функция интенсивно-
сти, представляемая разложением в степенной ряд по малому параметру e.

Подставляя (3.5) в (3.4), получаем с погрешностью O(e2) следующее 
уравнение
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которое даёт выражение для функции изменяемости
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R
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k

и нулевое приближение для функции интенсивности
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Поскольку частное решение неоднородного уравнения (3.1) с погрешно-
стью O(e) записывается в виде 
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полностью соответствующему такому же частному решению в (3.3), то общее 
решение уравнения (3.1) может быть получено при использовании волновых 
решений (3.5) за счёт выбора постоянных интегрирования C(s) при условии 
его непрерывности в точках x0 = ±L0. В итоге получаем следующее решение:
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Полученное решение (3.6) полностью обобщает соответствующее реше-
ние (3.3) для случая цилиндрической оболочки. Поскольку нас интересуют 
асимптотики только в малых окрестностях условных фронтов волн Рэлея, то 
решение (3.6) можно переписать в форме
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Таким образом, из вида асимптотики решения (3.7) следует, что она связа-
на с соответствующим решением для цилиндрической оболочки следующим 
образом:
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где yL
0,c является соответствующим решением для цилиндрической оболочки.

Перейдём к определению потенциалов j, y в основной области. Анали-
зируем систему (2.1)–(2.2) и выражение (2.3), приходим к выводу, что толь-
ко первое уравнение в граничных условиях (2.2) содержит в асимптотиче-
ски главной части волновой оператор, определяющий НДС в окрестностях 
условных фронтов поверхностных волн Рэлея. Следовательно, только в этом 
уравнении нужно учитывать величины нулевого и первого порядка малости; 
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в остальных же уравнениях достаточно удерживать только асимптотически 
главные величины. Следовательно, аналогично зависимости (3.8), все компо-
ненты НДС могут быть представлены в виде
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где sij,c, vL
i,c соответствующие решения для случая цилиндрической оболочки. 

Следовательно, аналогичные зависимости имеют место и для оригиналов:

	
( )
( )

( )
( ), .0 0

0 0

r rk k

L
ij j c i i

B L B L
v v

B B

   
s = s =   x x   

Окончательно, используя результаты решения задачи об эллиптическом 
погранслое для цилиндрической оболочки [8], получаем следующее решение 
для напряжения s33:
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(3.9)

Асимптотический анализ решения (3.9) показывает, что вне малых 
окрестностей условного фронта волны Рэлея его порядок уменьшается до 
O(e). Отметим также следующую особенность рассматриваемого решения: 
вне узкой прифронтовой зоны эллиптического погранслоя [8,9] порядка 
O(e2) решение для s33 имеет порядок O(1) только в малой приторцевой зоне 
z + 1 = O(e). Следовательно, важнейшее предположение о достаточности 
отдельного рассмотрения волн, инициируемых каждой лицевой поверхно-
стью, полностью оправдывается при построении решения в этой области:
	  ( )( ) ,2

0 0 0R L Ox - t ± = ek

где, как и показывают численные расчёты, имеет место первый скачок напря-
жения s33.

4. Анализ решения для эллиптического погранслоя в случае сферической обо-
лочки. Рассмотрим свойства решения для нормального напряжения s33 в за-
висимости от пространственных переменных и времени на примере сфериче-
ской оболочки. На рис. 2 изображена схема сечения срединной поверхности 
такой оболочки плоскостью, проходящей через центр сферы. Для наглядности 
определения зависимости B (расстояния от текущей точки срединной поверх-
ности до оси вращения) введены следующие обозначения: точка T – пере-
сечение торцевой поверхности со срединной линией; точка A соответству-
ет координате a0; точка O2 – граничная точка оси вращения; a0 – текущая 
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координата; углы qT и qa соответствуют радиусам до точек T и A. Поскольку 
qa = a/R, получаем выражение для B(a0) через a0 и угол qT

	 sin sin . R TB R
R
α = θ = θ + 

 
	 (4.1)
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Рис. 2. Геометрия сечения сферической оболочки.

Рис. 3. График нормального напряжения s33 в малой окрестности условного фронта вол-
ны Рэлея x0 = kRt0 + L0 в момент времени t0 = 1 для значений нормальной координаты 
z = -0.99,-0.96,-0.92.
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Выражение (4.1) даёт возможность полностью определить закон распреде-
ления напряжения s33 по координатам и времени в области действия эллип-
тического погранслоя.

На рис. 3. изображены графики нормального напряжения s33 в малой 
окрестности условного фронта волны Рэлея x0 = kRt0 + L0, возбуждаемого гра-
ницей приложения нагрузки x0 = L0. Здесь кривые 1, 2, 3 соответствуют значе-
ниям нормальной координаты z = -0.99, -0.96, -0.92. Расчёты проведены для 
момента безразмерного времени t0 = 1. Геометрические и механические пара-
метры принимались следующими: L0 = 0.2, qT = 0.93, n = 0.3, kR = 0.93.

Расчёты подтверждают выводы предшествующего параграфа: первый ска-
чок напряжения сосредоточен в узкой прифронтовой зоне и полностью со-
средоточен в малой окрестности лицевой поверхности.

5. Заключение. В данной статье впервые представлен специфический асим-
птотический метод решения задачи для эллиптического погранслоя в произ-
вольных оболочках вращения при ударных поверхностных нагрузках нор-
мального типа. Он основан на решении на первом этапе базовой задачи для 
граничного значения потенциальной функции методом экспоненциальных 
представлений в пространстве интегрального преобразования Лапласа по вре-
менной переменной с последующим представлением компонент НДС через 
соответствующие компоненты эталонной задачи для цилиндрической оболоч-
ки. Проведённые численные расчёты полностью подтверждают правильность 
предложенного асимптотического подхода.
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ELLIPTIC BOUNDARY LAYER IN SHELLS OF REVOLUTION UNDER 
SURFACE SHOCK LOADING OF NORMAL TYPE
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Abstract. This article presents a method for solving the boundary-value problem 
for an elliptic boundary layer occurring in thin-walled shells of revolution under 
impact loads of normal type applied to the face surfaces. The elliptic boundary layer 
is formed in the vicinity of the conditional front of Rayleigh surface waves and is 
described by elliptic equations with boundary conditions determined by hyperbolic 
equations. In the general case of shells of revolution, methods for solving elliptic 
boundary layer equations developed for shells of revolution with zero Gaussian cur-
vature cannot be applied. The previously considered approach using Laplace and 
Fourier integral transforms fails because the governing equations become equations 
with variable coefficients. The method proposed in this article for solving the equa-
tions of the elliptic boundary layer is based on the use of asymptotic representations 
of the Laplace-transformed solutions (in time) in exponential form. Numerical cal-
culations of normal stresses based on the obtained analytical solutions are provided 
for the case of a spherical shell.

Keywords: asymptotic method, elliptic boundary layer, shell of revolution, spheri-
cal shell, front of Rayleigh surface waves, Laplace transform, Fourier transform
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Получено решение связанной краевой задачи о неизотермическом 
деформировании материала, образующего пробку конечной длины 
в  недеформируемой круглой трубе. В условиях жесткого сцепления с 
поверхностью трубы материал деформируется под действием перемен-
ного перепада давления, заданного на торцевых поверхностях пробки. 
Необратимое деформирование связано и с ползучестью, и с вязкопла-
стическим течением материала и вызывает его разогрев. Дополнительно 
учитываются зависимости предела текучести, коэффициента вязкости 
и параметров ползучести материала от температуры. С использованием 
модели больших деформаций изучаются процессы ползучести и вяз-
копластического течения при возрастающем и постоянном перепаде 
давления, торможение течения и разгрузка среды при убывающем давле-
нии, а также остывание материала после полного снятия механической 
нагрузки.

Ключевые  слова: большие деформации, ползучесть, вязкопластическое 
течение, деформационное теплопроизводство, теплопроводность, свя-
занное термодеформирование
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1. Введение. Повышение прочности, пластичности и других механи-
ческих свойств металлов достигается многими способами, одним из ко-
торых является термомеханическая обработка. С другой стороны, многие 
элементы конструкций работают в условиях циклически изменяющихся 
нагрузок, вызывающих упругопластическое деформирование. Вследствие 
этого в элементах конструкций возникают тепловые деформации, которые 
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могут существенно изменять свойства материала и, как следствие, характер 
деформирования. Учет связанности полей деформаций и температуры поз-
воляет качественно и количественно точнее описать поведение таких элемен-
тов конструкций и выявить при этом новые эффекты, однако и значительно 
усложняет модельные соотношения.  Поскольку в областях течения необра-
тимые деформации необходимо большие, то задачи о неизотермических 
течениях требуют рассмотрения в рамках модели больших упругопластиче-
ских деформаций. Подобных подходов к моделированию упругопластических 
свойств существует достаточно много [1–5]. Здесь будем использовать модель, 
в которой согласно формализму неравновесной термодинамики, обратимые 
и необратимые деформации, как термодинамические параметры состояния 
в процессе деформирования, определяются формулированием для них диф-
ференциальных уравнений их изменения (переноса) [6–8]. Обобщение мо-
дели на неизотермический случай содержится в [9], на случай учета вязких 
свойств материала при его пластическом течении – в [10].

Рост обратимых и необратимых деформаций в среде задают источники 
в уравнениях изменения деформаций при выборе соответствующих опреде-
ляющих законов. Здесь будем использовать два определяющих закона, задаю-
щих накопление необратимых деформаций: закон ползучести и закон пласти-
ческого течения. Согласно первому, накопление необратимых деформаций 
с началом деформирования обусловлено вязкими свойствами деформируемо-
го материала. При достижении напряжениями поверхности нагружения дей-
ствует второй определяющий закон. Таким образом, в процессе деформиро-
вания первоначально накапливаются необратимые деформации ползучести, 
а затем они продолжают рост за счет развивающегося пластического течения. 
На границах, отделяющих области течения от областей с деформациями пол-
зучести, происходит смена механизмов накопления необратимых деформаций 
с медленного вязкого на быстрый пластический и наоборот при разгрузке. Та-
кая последовательная смена механизмов производства необратимых деформа-
ций, требующая согласования законов ползучести и пластического течения на 
границах, разделяющих области деформирования на части, для обеспечения 
непрерывности необратимых деформаций рассматривалась в [11–15].

Здесь, следуя аналогичному подходу, приведем решение неизотермической 
краевой задачи о необратимом деформировании материала, образующего 
пробку конечной длины в круглой недеформируемой трубе. Несжимаемый 
упруговязкопластический материал находится в условиях жесткого сцепле-
ния со стенками трубы и подвергается действию изменяющегося со временем 
перепада давления, заданного на торцевых поверхностях пробки. Отметим, 
что связанные задачи о прямолинейных течениях без учета ползучести мате-
риала ранее рассматривались в [16–19]. Производство тепла и необратимых 
пластических деформаций происходило за счет антиплоского деформирова-
ния и пристеночного трения. Здесь рассмотрим случай, когда тепло создается 
внутри только за счет необратимого деформирования (ползучесть и пластич-
ность), то есть приток тепла в среду через ее границу отсутствует.

2. Основные соотношения модели больших деформаций. Движение точек де-
формируемого материала зададим в пространственных переменных Эйлера.  
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Для термодинамических параметров состояния, которыми полагаем темпе-
ратуру T (или плотность распределения энтропии S), обратимые (термоупру-
гие) m и необратимые деформации p согласно математической модели [6–8] 
справедливы дифференциальные уравнения их изменения:
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Здесь u, v – векторы перемещений и скорости; t – время; I – единичный тен-
зор второго ранга; T, T0 – текущая температура и температура свободного со-
стояния (комнатная температура) соответственно; a – коэффициент линей-
ного расширения; D/Dt – объективная производная по времени совершенно 
определенного вида, полученная при выводе дифференциальных уравнений 
изменения термодинамических параметров состояния обратимых и необрати-
мых деформаций. От производной Яумана она отличается наличием нелиней-
ной добавки z(e, m) в тензоре вращений x. Согласно первому уравнению (2.1) 
процессы деформирования, в которых необратимые деформации p неизмен-
ны, определяются равенством нулю источника необратимых деформаций g. 
В таком случае и компоненты тензора необратимых деформаций p изменяют-
ся также как при жестком перемещении тела.

Для тензора полных деформаций Альманси d из (2.1) получаем

  ( ) .1 1
2 2

T T= ∇ + ∇ - ∇ ⋅ ∇ = + - ⋅ - ⋅ - ⋅ + ⋅ ⋅d u u u u m p m m m p p m m p m 	 (2.2)

В качестве термодинамического потенциала используется свободная энер-
гия F(m, T) = E(d, S) - TS, где E(d, S) – плотность распределения внутренней 
энергии. Принимая существенно упрощающую математическую модель ги-
потезу о том, что свободная энергия не зависит от необратимых деформаций, 
считаем, что консервативная часть процесса деформирования задается упру-
гим потенциалом W(m, q) = r0F(m, T ) (r0 – плотность материала в свободном 
состоянии). Далее материал полагаем механически несжимаемым, но изме-
нение его объема возможно за счет линейного расширения. Согласно урав-
нению неразрывности такое условие записывается в виде
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Из закона сохранения энергии получаем формулу Мурнагана, связы-
вающую напряжения с обратимыми деформациями, и уравнение баланса 
энтропии
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В зависимостях (2.4) и (2.5) P1 – неизвестное гидростатическое давление, 
q и J – векторы потока тепла и энтропии:
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Считая среду изотропной, упругий потенциал W(J1, J2, q) принимаем в виде 
разложения этой функции в ряд Тейлора относительно свободного состояния 
деформируемого материла при комнатной температуре T0 [20]
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В (2.6) m – модуль сдвига, k, c – упругие модули более высокого порядка, 
nk(k  = 1, 2, ..., 6) – термомеханические постоянные.

В этом случае из уравнения баланса энтропии (2.5) следует уравнение теп-
лопроводности в форме
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Здесь l – коэффициент температуропроводности. 
Зависимость источника g необратимых деформаций в уравнении их из-

менения от термодинамической силы должна задаваться определяющими 
законами. Далее полагаем, что необратимые деформации p накапливаются 
в материале с начального момента деформирования и за счет вязких свойств 
материала (ползучесть), и за счет его пластических свойств (течение).

Для конкретизации диссипативного механизма, связанного с накоплением 
необратимых деформаций, необходимо задать скорость роста необратимых 
деформаций g в зависимости от напряжений. В случае, пока напряженное 
состояние не достигло поверхности нагружения, считаем g = en, т.е. что на 
данных стадиях процесса деформирования необратимые деформации произ-
водятся в форме деформаций ползучести. В области пластического течения 
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g = ep, то есть источник совпадает с тензором скоростей пластических дефор-
маций. Следовательно, в уравнениях изменения необратимые деформации не 
разделяются на свои составляющие. Их различие состоит в разных механиз-
мах их накопления. В условиях накопления деформаций ползучести выберем 
классический степенной закон Нортона [21]
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	 (2.8)

В соотношениях (2.8) V(s) – термодинамический потенциал; s1, s2, 
s3 – главные значения тензора напряжений; B, n – параметры ползучести 
материала.

Выход напряженного состояния на поверхность нагружения приводит 
к появлению области пластического течения, на границе которой определя-
ющий закон ползучести должен быть заменен на определяющий закон, осно-
ванный на законе пластического течения. На такой граничной поверхности 
напряжения и деформации непрерывны, при таком подходе непрерывны и 
скорости необратимых деформаций. Тогда скорости пластических деформа-
ций связаны с напряжениями ассоциированным законом пластического тече-
ния [22, 23]

	
( ) ( )

,
, , , .0 0 0p f k

fn ∂ s
= - = ϕ s = ϕ >

∂s
y ye e 	 (2.9)

Здесь en0 – тензор скоростей деформаций ползучести в момент начала пла-
стического течения. Накопленные к началу пластического течения деформа-
ции ползучести и их скорости en0 являются начальными значениями для на-
капливающихся далее пластических деформаций.

В качестве поверхности нагружения принимаем условие пластичности 
Треска с учетом вязкого сопротивления пластическому течению [23]:

	 ( ), , max max .2 2i k i j kf y k k ys = s - s - - h 	 (2.10)

В (2.10) yk – главные значения тензора y, k – предел текучести, h – вязкость. 
При температурном воздействии на материал от нее зависят и параметры 

материала. Для параметров ползучести B и n принимаем зависимости в форме 
[24]

	 ( ) ( )
exp , .1 2

11
0 00

1 1n
u

c bQ
B n b

R T T-

 
= - = + + q + qs  

	 (2.11)

В (2.11) c1, s0, b1 и b2 – постоянные материала, Q – энергия активации, 
Ru – универсальная газовая постоянная. Для предела текучести и коэффици-
ента вязкости пластического течения будем использовать соотношения [25]

	 ( ) ( ), exp , ( ) .
21 1

0 0 0 0 01 m m mk k vT T T T- -= - qq h = h - q q = - 	 (2.12)
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В (2.12) Tm – температура плавления деформируемого материала, k0, h0 – 
предел текучести и вязкость материала при комнатной температуре, v – экс-
поненциальная скорость.

Чтобы получить замкнутую систему уравнений квазистационарного неизо-
термического деформирования, к выписанным соотношениям необходимо 
добавить уравнения равновесия ∇s = 0.

3. Постановка задачи и деформирование до вязкопластического течения. 
Рассмотрим пробку длины l, которую образует несжимаемый упруговязкопла-
стический материал в круглой трубе радиуса R с недеформируемыми стенка-
ми. Боковая поверхность пробки находится в условиях жесткого сцепления со 
стенками трубы, а верхняя поперечная граничная поверхность пробки нагру-
жается переменным давлением. Задача в цилиндрической системе координат 
r, φ, z решается в классе функций q = q(r, t), u = uz(r, t), v =vz(r, t), P1 = P1(r, z, t), 
где u и v – отличные от нуля компоненты векторов перемещений и скоро-
сти. Тогда на граничных поверхностях пробки z = u(r, t) и z = l + u(r, t) краевые 
условия имеют вид
	 ( )( ) ( ) ( )( ), , , , , , , ,0 0 0 0 0zz zzu t t p t l u t ts = - s + = 	 (3.1)

где r  = 0 – координата максимального перемещения граничных точек проб-
ки, p(t) – задаваемое давление. Согласно второму условию (3.1) принимает-
ся, что сопротивление продавливанию на свободном конце пробки при r  = 0 
отсутствует, хотя его можно задать и не равной нулю постоянной величиной. 
Условия сцепления на боковой поверхности пробки записываются в форме

	 .0
r R r R

u v= == = 	 (3.2)

Функция p(t), задающая перепад давления, возрастает со временем с нуле-
вого значения, и, пока напряженное состояние не достигло поверхности на-
гружения, необратимые деформации накапливаются в материале в результа-
те медленного процесса ползучести. Необратимое деформирование приво-
дит к разогреву материала, для его изменяющейся температуры принимаем 
условия:

	 ( ) ( ) ( ), ,
, , , .

0

0 0 0 0
r r R

r t r t
r

r r
= =

∂q ∂q
q = = =

∂ ∂ 	 (3.3)

Для отличных от нуля компонент тензора деформаций Альманси согласно 
(2.2) получим

	 , , .21 1
2 2rr rz

u
d u d u u

r
∂

= - = =′ ′ ′
∂

	 (3.4)

Из условия (2.3) и зависимостей (3.4) следует, что в рассматриваемом слу-
чае антиплоского движения тепловое расширение в материале отсутствует, 
таким образом зависимости (2.3), (2.4) и (2.7) справедливы при a = 0.

Согласно соотношениям (2.4) и (2.6) для отличных от нуля компонент тен-
зора напряжений получаем
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	(3.5)

Данные соотношения записаны с точностью до слагаемых первого поряд-
ка малости по компонентам обратимых деформаций mrr и mzz и второго – по 
компоненте mrz [16–19].

Уравнения равновесия в рассматриваемом случае принимают форму

	 , .0 0
rrrz rz zz rzrr

r z r r z r
φφs - s∂s ∂s ∂s s∂s

+ + = + + =
∂ ∂ ∂ ∂ 	 (3.6)

Интегрируя второе уравнение (3.6) с учетом зависимостей для напряжений 
(3.5), получаем

	 ( ) ( ) ( ) ( )
, , .1

1 0 2rz

с t r c t
p с t z p r t

r
= + s = + 	 (3.7)

Из первой формулы (3.7) следует, что p1 является линейной функцией 
координаты z. Функцию интегрирования c1(t) полагаем равной нулю, чтобы 
напряжение srz имело конечное значение при r  = 0, c1(t) найдем из граничных 
условий (3.1). Тогда компонента srz тензора напряжений принимает оконча-
тельный вид

	 ( ), .
2rz
pr

p p t
l

s = - = 	 (3.8)

Потенциал ползучести (2.8) перепишем в следующей форме V(sij) = B((srr - 
- szz)2 + 4srzsrz)n/2. Ограничимся в нем слагаемыми до порядка n по напряжени-
ям, тогда для скоростей деформаций ползучести из (2.8), (3.5) и (3.8) найдем
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- e - e = - e = -e =   	 (3.9)

Уравнение теплопроводности (2.7) при учете соотношений (3.5), (3.8) и 
(3.9) примет форму
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1
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nl p r pr p Bn pr
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   b b∂q ∂ ∂ q ∂q  + b q + + = + -      ∂ ∂ ∂ n  ∂ m - q m - q 
	(3.10)

Дифференциальное уравнение в частных производных (3.10) при условии 
зависимости параметров ползучести материала от температуры (2.11) и на-
чальном и граничных условиях для температуры (3.3) решено численно.

Кинематика среды в рассматриваемом случае описывается зависимостями, 
следующими из соотношений (2.1), (2.2):
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в которых скорости необратимых деформаций равны скоростям деформаций 
ползучести: grr = er

v
r, grz = er

v
z и gzz = ez

v
z.

Из соотношений (3.5), (3.8), (3.9) и (3.11) найдем компоненты тензоров 
обратимых и необратимых деформаций mrz и prz:

	 ( ) , .
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1 0
4

t n

rz rz
pr pr

m p Bn dt
ll l

-
 = - = -   m - q ∫ 	 (3.12)

Для градиента перемещений точек материала пробки из (3.11) получаем
	 ( ).2 rz rzu m p= +′ 	 (3.13)

Перемещения точек материала пробки находятся интегрированием урав-
нения (3.13) с учетом граничного условия (3.2).

Для компонент обратимых деформаций mrr, mzz и необратимых деформа-
ций prr, pzz из кинематических зависимостей (3.11) следует система уравнений
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Интегрируя первое уравнение равновесия (3.6) с учетом граничных усло-
вий (3.1) и соотношений (3.5), получим зависимости, связывающие компо-
ненты тензора напряжений и найденные ранее распределения температуры, 
перемещений и компоненты обратимых деформаций
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Найденное решение неизотермической краевой задачи при возрастающем 
перепаде давления остается справедливым до момента времени t1, в который 
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на боковой границе пробки r  = R впервые выполнится условие пластического 
течения (2.10) в следующем виде

	 ( ) ,1rz r R
k t

=
s =

в котором предел текучести зависит от температуры (первая формула (2.12)). 
Из уравнения p(t1)R = 2lk(t1) находится момент начала течения t1.

4. Вязкопластическое течение материала при возрастающем и постоянном 
перепаде давления. Начиная с момента времени t1 в материале развивается 
область вязкопластического течения m(t) ≤ r  ≤ R. Движущаяся граница r  = m(t) 
отделяет расширяющуюся область течения от сужающейся области 0 ≤ r  ≤ m(t), 
в которой материал продолжает накапливать необратимые деформации пол-
зучести. Зависимости (3.5) для компонент тензора напряжений выполняются 
и в вязкоупругой области 0 ≤ r  ≤ m(t), и в области вязкопластического течения 
m(t) ≤ r  ≤ R, следовательно в обеих областях остается справедливым соотноше-
ние (3.8) для компоненты тензора напряжений srz. 

В вязкоупругой области 0 ≤ r  ≤ m(t) скорости деформаций ползучести имеют 
вид (3.9), а уравнение теплопроводности – (3.10).

Из ассоциированного закона пластического течения (2.9) следует, что 
условие пластичности (2.10) в рассматриваемом случае (srz < 0, e rpz < 0) запи-
сывается в форме

	 ( ).0vp
rz rz rzks = - + h e - e 	 (4.1)

Используя соотношение (3.8), выразим из (4.1) компоненту тензора ско-
ростей пластических деформаций e rpz
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	 (4.2)

Компонента тензора скоростей деформаций ползучести erz
v0 в точке в мо-

мент достижения ее упругопластической границей в текущий момент времени 
t вычисляется по формуле
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v
rz
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-
 e = -    	 (4.3)

Из предположения о непрерывности скоростей необратимых деформаций 
на границе r  = m(t), разделяющей области с разными механизмами накопле-
ния необратимых деформаций следует уравнение
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	 (4.4)

из которого определяется положение границы r  = m(t) в каждый момент 
времени.

Уравнение теплопроводности (2.7) в области вязкопластического течения 
m(t) ≤ r  ≤ R с учетом зависимостей (3.5) и (4.2) принимает вид
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Уравнения теплопроводности (3.10) и (4.5), а также уравнения (4.3) и (4.4) 
составляют систему уравнений относительно неизвестных функций: q в об-
ластях 0 ≤ r  ≤ m(t) и m(t) ≤ r  ≤ R, m(t) и erz

v0. Для решения этой системы необхо-
димы граничные условия для температуры (3.3), начальные условия m(t2) = R 
и erz

v0 (R) = -B(t2)n(t2)(p(t2)R/l)n(t2) -1, условия непрерывности функции q и ее 
производной ∂q/∂r на границе r  = m(t) и условия непрерывности температуры 
в момент начала вязкопластического течения t1. Данная система уравнений 
решена с использованием разработанного на основе конечно-разностного ме-
тода алгоритма.

Для описания кинематики среды используются соотношения (3.11), в 
которых v

rr rrg = e , v
rz rzg = e  и v

zz zzg = e  в вязкоупругой области 0 ≤ r  ≤ m(t) 
и p

rr rrg = e , p
rz rzg = e  и p

zz zzg = e  в области вязкопластического течения 
( ) .m t r R≤ ≤

Для компоненты тензора обратимых деформаций mrz справедлива первая 
формула (3.12) в областях 0 ≤ r  ≤ m(t) и m(t) ≤ r  ≤ R. Компонента тензора необра-
тимых деформаций prz в области 0 ≤ r  ≤ m(t) вычисляется по второй формуле 
(3.12), а в области течения m(t) ≤ r  ≤ R является решением дифференциального 
уравнения, следующего из (3.11) и (4.2),
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При решении этого уравнения используется условие непрерывности 
компоненты необратимых деформаций prz в момент времени t1. Перемещения 
точек материала находятся интегрированием уравнения (3.13) с использова-
нием условия непрерывности перемещений на границе r  = m(t) и граничного 
условия (3.2). Компоненты обратимых деформаций mrr, mzz и необратимых де-
формаций prr, pzz вычисляются из системы уравнений (3.14) при grz = er

v
z в обла-

сти 0 ≤ r  ≤ m(t) и grz = e rpz в области m(t) ≤ r  ≤ R. Напряжения в области 0 ≤ r  ≤ m(t) 
находятся из зависимостей (3.15). Эти же соотношения справедливы и для 
напряжений в области течения m(t) ≤ r  ≤ R, что следует из условия непрерыв-
ности напряжений на границе r  = m(t).

Пусть в некоторый момент времени t2 > t1 перепад давления на граничных 
поверхностях пробки становится постоянным, равным p(t2). Такое измене-
ние режима нагружения приводит к тому, что положение границы r  = m(t) 
перестает изменяться. Области вязкоупругого деформирования 0 ≤ r  ≤ m(t) и 
вязкопластического течения m(t) ≤ r  ≤ R теперь не изменяют своих размеров, 
но необратимые деформации по-прежнему продолжают в них накапливаться. 
Все соотношения данного раздела продолжают выполняться и в данном слу-
чае. Только в уравнениях теплопроводности (3.10) и (4.5) нужно учитывать, 
что ∂p/∂t = 0.
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5.  Течение при убывающем перепаде давления. Разгрузка среды и осты-
вание. Далее в некоторый момент времени t3 > t2 начнем уменьшать давле-
ние p(t). С этого момента времени от неподвижной поверхности r  = m(t3) 
к границе пробки r  = R движется новая граница r  = m1(t), которая разделяет 
уменьшающуюся область вязкопластического течения m1(t) ≤ r  ≤ R и область 
m(t3) ≤ r  ≤ m1(t) с накопленными необратимыми пластическими деформация-
ми. В слоях m(t3) ≤ r  ≤ m1(t) и 0 ≤ r  ≤ m(t3) необратимые деформации теперь на-
капливаются в результате процесса ползучести, поэтому их можно рассматри-
вать как одну область 0 ≤ r  ≤ m1(t).

Компоненты тензора напряжений во всех областях деформирования 
удовлетворяют соотношениям (3.5). Из уравнений равновесия (3.6) с уче-
том условия непрерывности напряжений, получим, что для компонен-
ты srz остается справедливой зависимость (3.8) во всех областях. В области 
0 ≤ r  ≤ m1(t) скорости деформаций ползучести имеют вид (3.9). Компонента 
скорости необратимых деформаций er

p
z в области вязкопластического тече-

ния m1(t) ≤ r  ≤ R вычисляется по формуле (4.2). Уравнение теплопроводности 
имеет вид (3.10) в вязкоупругой области 0 ≤ r  ≤ m1(t) и (4.5) в области течения 
m1(t) ≤ r  ≤ R. 

Из условия непрерывности скоростей необратимых деформаций на грани-
це r  = m1(t) следует уравнение для определения ее положения
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,
.0

2 1
1 1 1

0 1
1

1
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n
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rz
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m t pm pm
k m Bn

l l

- q    - - + e = -   h q     
	 (5.1)

В уравнении (5.1) erz
v0(r) является известной функцией, вычисленной на 

предыдущих этапах задачи. 
Система уравнений (3.10), (4.5) и (5.1) относительно неизвестных функций 

m1(t) и q в областях 0 ≤ r  ≤ m1(t) и m1(t) ≤ r  ≤ R также решена численно с помо-
щью разработанного алгоритма. При ее решении использовались граничные 
условия (3.3), начальное условие m1(t3) = m(t3), условия непрерывности функ-
ции q и ее производной ∂q/∂r на границе r  = m1(t) и непрерывность темпера-
туры q в момент времени t3.

В обеих областях деформирования компонента mrz удовлетворяет первой 
зависимости (3.12). В вязкоупругой области 0 ≤ r  ≤ m1(t) компонента prz вычис-
ляется по второй формуле (3.12), а в области течения m1(t) ≤ r  ≤ R находится 
интегрированием уравнения (4.6). Интегрируя уравнение (3.13) в обеих обла-
стях с учетом граничного условия жесткого сцепления и условия непрерыв-
ности перемещений на границе r  = m1(t), найдем перемещения точек дефор-
мируемого материала.

Компоненты тензора обратимых деформаций mrr , mzz и необратимых де-
формаций prr, pzz в обеих областях определяются из системы уравнений (3.14) 
при grz = er

v
z в области 0 ≤ r  ≤ m1(t) и grz = er

p
z в области m1(t) ≤ r  ≤ R. Компоненты 

тензора напряжений вычисляются из соотношений (3.15) при условии их не-
прерывности на границе r  = m1(t). 

В расчетный момент времени t4 > t3 поверхность r  = m1(t) достигает границы 
пробки r  = R. С этого момента времени вязкопластическое течение в материа-
ле прекращается, а накопление необратимых деформаций теперь происходит 
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только за счет ползучести. Во всем слое уравнение теплопроводности прини-
мает форму (3.10), для компонент mrz и prz справедливы уравнения (3.12), пере-
мещения вычисляются из дифференциального уравнения (3.13). Остальные 
обратимые и необратимые деформации вычисляются из системы уравнений 
(3.14), в которой grz = er

v
z. Для напряжений остаются справедливыми зависи-

мости (3.15).
В момент времени t5, вычисляемый из уравнения p(t5) = 0, перепад давле-

ния становится равным нулю. Также становятся равными нулю компонента 
обратимых деформаций mrz и компонента напряжений srz, а остальные компо-
ненты тензора напряжений перестают зависеть от координаты z. С момента 
времени t5 уравнение теплопроводности принимает форму

	 ( ) .
2

1 2

1
1 q

t r rr

 ∂q ∂ q ∂q
+ b q = + ∂ ∂∂ 

	 (5.2)

Чтобы задать остывание материала пробки, вместо граничных условий 
(3.3) принимаем условия

	
( ) ( ),

, ,
0

0 0
r R

r

r t
h

r =
=

∂q
= dq + q =′

∂ 	 (5.3)

в которых d и h – коэффициент теплопроводности и коэффициент теплоотда-
чи материала соответственно.

Уравнение (5.2) с граничными условиями (5.3) и начальным условием не-
прерывности температуры в момент времени t5 решается численно. С течени-
ем времени материал полностью остывает.

Расчеты проводились в безразмерных переменных r/R и t = a1t/m со следу-
ющей функцией p(t)

	 ( )
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,
,

, ,

1 2

1 2 2 3

1
1 2 2 3 3 5 5 1 2 2 3

0t t t

p t t t t t

t t t t t t t t t-
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= a ≤ <

a - a - ≤ < = a a +

при значениях безразмерных постоянных: b1 = -2.772, b3 = -10, k0m-1 = 
= 2.298 × 10-3, qm = 2.074, l1m-1 = 0.452, lR -1 = 5, gma1

-1R-2 = 2.638 ×104, n2m-1 = 80, 
b1 = 2.518, b2T0

-1 = 1.48, c1ma1
-1 = 4.887 × 104, s0m-1 = 7.199 × 10-6, QRu

-1T0
-1 = 52.37,  

vT0 = 1.212, a2a1
-1 = 2, hRd-1, hRd-1 = 0.01.

На рис. 1 изображены графики изменения границ области вязкопласти-
ческого течения в зависимости от безразмерного времени t: m m R=  в ин-
тервале от t1 = 0.023 до t3 = 0.027 и 1m m R=  в интервале от t3 до t4 = 0.028. Из 
графика видно, что в интервале от t2 = 0.025 до t3, соответствующем постоян-
ному перепаду давления, изменения границы области течения не происходит. 
С момента времени t3 от границы m(t3)/R в обратном направлении движется 
граница m1(t)/R, которая в момент времени t4 достигает границы r  = R и тече-
ние в материале прекращается.
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На рис. 2 показаны графики зависимости безразмерной температуры q от 
радиуса в моменты времени t2 (рис. 2, a) и t4 (рис. 2, b). Из сравнения графи-
ков следует, что при уменьшении перепада давления температура в материале 
снижается.

Рис. 3 иллюстрирует графики перемещений u/R в зависимости от радиуса 
r/R в моменты времени t1, t2, t3, t4 и t5 = 0.0395. Все моменты времени, кроме 
последнего, демонстрируют увеличение перемещений, тогда как в последний 
момент времени t5, соответствующий нулевому перепаду давления, переме-
щения снижаются за счет исчезновения обратимых деформаций.
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Рис. 1. График границы области вязкопластического течения в зависимости от времени.

Рис. 2. Распределение температуры в материале пробки в моменты времени t2 и t4.

Рис. 3. Распределение перемещений в разные моменты времени.
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На рис. 4 представлены распределения компоненты тензора необратимых 
деформаций prz по материалу пробки в моменты времени t2, t3 и t4. На рис. 5 
приведены распределения остаточных напряжений rr rrs = s m , φφ φφs = s m  
и zz zzs = s m  в материале пробки.

6. Заключение. В данной статье получено решение связанной краевой за-
дачи теории больших упругопластических деформаций о неизотермическом 
деформировании пробки конечной длины в круглой недеформируемой тру-
бе под действием перепада давления, сначала возрастающего с течением 
времени, затем постоянного и далее убывающего до нуля. Необратимые де-
формации в материале накапливаются в результате процессов ползучести и 
вязкопластического течения. Разогрев материала происходит только за счет 
процессов необратимого деформирования, так как материал пробки имеет 
жесткое сцепление со стенками трубы, то есть отсутствует трение материала 
о границу, и нет дополнительного притока тепла извне. При таких условиях в 
квазистатическом приближении нагрев материала ожидаемо оказывается не-
значительным, однако даже такое изменение температуры сказывается на всех 
характеристиках напряженно-деформированного состояния рассматриваемо-
го материала. Также интересным оказывается эффект снижения температуры 
в процессе торможения вязкопластического течения при уменьшении нагру-
жающего давления, хотя необратимые пластические деформации и деформа-
ции ползучести при этом продолжают накапливаться.

Разработка математической модели выполнена в рамках государственных 
заданий ИАПУ ДВО РАН (темы № FWFW-2021-0005, FWFW-2022-0002), ко-
нечно-разностная схема и численные расчеты получены при поддержке РНФ 
(проект № 22-11-00163).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1.	  Lee E.H. Elastic-plastic deformation at finite strains // ASME. J. Appl. Mech. 1969. 
V. 36. № 1. P. 1–6. 

	 https://doi.org/10.1115/1.3564580
2.	  Левитас В.И. Большие упругопластические деформации материалов при высоком 

давлении. Киев.: Наук. думка, 1987. 232 с.

Рис. 4. Распределение компоненты 
необратимых деформаций prz в разные 
моменты времени.

Рис. 5. Остаточные напряжения 
в материале.

0 0.5 1.0
Rr

rzp
0

0.022

‒

‒

0.011

2τ

3τ

4τ

0 0.5 1.0
Rr

0

6106 −×

6103 −×

µσ zz

µσrr

µσφφ



74	 КОВТАНЮК и др.

3.	  Xia Z., Ellyin F. A finite elastoplastic constitutive formulation with new co-rotational 
stress-rate and strain-hardening rule // ASME. J. Appl. Mech. 1995. V. 62. № 3. 
P. 733–739. 

	 https://doi.org/10.1115/1.2897008
4.	  Мясников В.П. Уравнения движения упругопластических материалов при больших 

деформациях // Вестн. ДВО РАН. 1996. № 4. С. 8–13.
5.	  Shutov A.V., Ihlemann J. Analysis of some basic approaches to finite strain elasto-plasticity 

in view of reference change // Int. J. Plast. 2014. V. 63. P. 183–197. 
	 https://doi.org/10.1016/j.ijplas.2014.07.004

6.	  Быковцев Г.А., Шитиков А.В. Конечные деформации упругопластических сред // 
Докл. АН СССР. 1990. Т. 311. № 1. С. 59–62.

7.	  Буренин А.А., Быковцев Г.И., Ковтанюк Л.В. Об одной простой модели для упру-
гопластической среды при конечных деформациях // ДАН. 1996. Т. 347. № 2. 
С. 199–201.

8.	  Буренин А.А., Ковтанюк Л.В. Большие необратимые деформации и упругое пос-
ледействие. Владивосток: Дальнаука, 2013. 312 с.

9.	  Ковтанюк Л.В. Моделирование больших упругопластических деформаций в неизо-
термическом случае // Дальневост. матем. журн. 2004.  Т. 5. № 1. С. 110–120.

10.	  Ковтанюк Л.В., Шитиков А.В. О теории больших упругопластических деформаций 
при учете температурных и реологических эффектов // Вестник ДВО РАН. 2006. 
№ 4. С. 87–93.

11.	  Бегун А.С., Буренин А.А., Ковтанюк Л.В. Большие необратимые деформации в усло-
виях изменяющихся механизмов их производства и проблема задания пластиче-
ских потенциалов // ДАН. 2016. Т. 470. № 3. С. 275–278. 

	 https://doi.org/10.7868/S0869565216270086
12.	  Бегун А.С., Ковтанюк Л.В., Лемза А.О. Смена механизмов накопления необрати-

мых деформаций материалов на примере их вискозиметрического деформирова-
ния // Изв. РАН. МТТ. 2018. № 1. С. 103–112.

13.	  Буренин А.А., Панченко Г.Л., Ковтанюк Л.В., Галимзянова К.Н. О согласовании ме-
ханизмов роста необратимых деформаций полого шара при всестороннем сжа-
тии // ДАН. 2018. Т. 482. № 4.  С. 403–406. 

	 https://doi.org/10.31857/S086956520003046-3
14.	  Ковтанюк Л.В., Панченко Г.Л.  Всестороннее гидростатическое сжатие ци-

линдрического слоя в условиях ползучести и пластического течения // Вестн. 
ЧГПУ им. И.Я. Яковлева. Сер. Механика предельного состояния. 2019. № 3 (41). 
С. 76–84. 

	 https://doi.org/10.26293/chgpu.2019.41.3.005
15.	  Begun A.S., Burenin A.A., Kovtanyuk L.V., Lemza A.O. On the mechanisms of production 

of large irreversible strains in materials with elastic, viscous and plastic properties // Arch. 
Appl. Mech. 2020. V. 90. P. 829–845. 

	 https://doi.org/10.1007/s00419-019-01641-x
16.	 Буренин А.А., Ковтанюк Л.В., Панченко Г.Л. Неизотермическое движение упруго-

вязкопластической среды в трубе в условиях изменяющегося перепада давления // 
ДАН. 2015. Т. 464. № 3. С. 284–287. 

	 https://doi.org/10.7868/S0869565215270080



	 ПРОИЗВОДСТВО ТЕПЛА ЗА СЧЕТ ДЕФОРМАЦИЙ ПОЛЗУЧЕСТИ...� 75

17.	 Буренин А.А., Ковтанюк Л.В., Панченко Г.Л. Развитие и торможение вязкопласти-
ческого течения в слое в условиях его нагрева за счет трения о шероховатую плос-
кость // ПМТФ. 2015. Т. 56. № 4. С. 101–111. 

	 https://doi.org/10.15372/PMTF20150410
18.	  Буренин А.А., Ковтанюк Л.В., Панченко Г.Л. Движение упруговязкопластической 

среды в круглой трубе при ее нагреве за счет пристеночного трения // ПММ.  2016.  
Т. 80, № 2. С. 265–275. 

19.	  Буренин А.А., Ковтанюк Л.В., Панченко Г.Л. Деформирование и разогрев упруго-
вязкопластического цилиндрического слоя при его движении за счет изменяюще-
гося перепада давления // Изв. РАН. МТТ. 2018. № 1. С. 6–18. 

20.	  Лурье А.И. Нелинейная теория упругости. М.: Наука, 1980. 512 с.
21.	  Norton F.H. The creep steel of high temperature. Y.: Mc Graw Hill, 1929. 110 p.
22.	  Ишлинский А.Ю., Ивлев Д.Д. Математическая теория пластичности. М.: Физмат-

лит, 2001. 704 с.
23.	  Быковцев Г.И., Ивлев Д.Д. Теория пластичности. Владивосток: Дальнаука, 1998. 

528 с.
24.	  Iost A. The correlation between the power-law coefficients in creep: the temperature 

dependence // J. Mater. Sci. 1998. V. 33. P. 3201–3206. 
	 https://doi.org/10.1023/A:1004368511595

25.	  Pla F., Mancho A.M., Herrero H. Bifurcation phenomena in a convection problem with 
temperature dependent viscosity at low aspect ratio // Phys. D. 2009. V. 238. № 5. 
P. 572–580. 

	 https://doi.org/10.1016/j.physd.2008.12.015

HEAT PRODUCTION DUE TO CREEP STRAINS AND WALL 
VISCOPLASTIC FLOW IN THE PLUG MATERIAL IN A ROUND PIPE 

UNDER THE ACTION OF VARIABLE PRESSURE DIFFERENCE
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Abstract. A solution to the coupled boundary-value problem of non-isothermal 
deformation of a material forming a finite-length plug in an undeformable circular 
tube is presented. Under the conditions of rigid adhesion to the tube surface, the 
material undergoes deformation due to a varying pressure differential applied at 
the end faces of the plug. Irreversible deformation is associated with both creep and 
visco-plastic flow of the material, leading to its heating. Additionally, dependencies 
of the yield strength, viscosity coefficient, and creep parameters on temperature 
are considered. Using a large-deformation model, the study investigates creep 
and visco-plastic flow under increasing and constant pressure differentials, flow 
deceleration and unloading of the medium under decreasing pressure, and the 
cooling of the material after complete removal of the mechanical load.
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В статье рассматриваются задачи динамического изгиба балок полубес-
конечной длины. Для решения таких задач в статье применяется метод, 
основанный на удовлетворении законов сохранения, а именно, закона 
сохранения энергии, закона изменения количества движения и закона 
изменения момента количества движения. Полученные результаты срав-
ниваются с аналитическим решением задачи о движении полубесконеч-
ного стержня, нагруженного на конце поперечной силой. Особенностью 
данного решения является то, что изменение напряжённо-деформиро-
ванного состояния стержня характеризуется волновым фронтом. Счи-
тается, что все изменения в состояния балки происходят с бесконечной 
скоростью. Показано, что в отличие от переноса продольных возму-
щений по длине балки, которые происходят с постоянной скоростью, 
изгибные возмущения распространяются с переменной скоростью, 
причём, с ростом времени эта скорость уменьшается и стремится к нулю 
в бесконечно удаленном положении волнового фронта балки. Обнару-
жено, что скорости распространения волнового фронта при передачи 
сосредоточенной силы и сосредоточенного момента отличается друг от 
друга. При этом скорость передачи поперечной силы почти в два раза 
превосходит скорость волнового фронта от изгибающего момента.

Ключевые  слова: упругий стержень, начально-краевая задача, законы 
сохранения, волновой фронт
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1. Введение. Исследование динамического поведения конструкций и их 
элементов притягивает внимание ученых всего мира. Тем не менее остаёт-
ся ещё много вопросов, которые следуют рассмотреть более внимательно 
и скрупулезно. Следует отметить, что при значительном интересе к таким 
задачам большинство работ относятся к изучению собственных колебаний 
таких конструкции [1–3], в то время как решению волновых уравнений 
уделяется значительно меньшее внимание. 

Хорошо известны задачи о продольных волновых движениях стержней, 
как однородных, так и не однородных, находящихся в условиях разных 
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стеснений [4–10]. В этих работах показано, что в стержне возникает волновой 
фронт, который движется по длине стержня со скоростью звука. При этом 
точка приложения нагрузки (свободный конец) движется также с постоянной 
скоростью, но в противоположную сторону. И это решение не вызывает ни-
каких возражений у исследователей. 

Значительно меньшее количество работ посвящено исследованию дина-
мики стержней, подверженных импульсному воздействию. Можно отметить 
работы [11, 12], выполненные в Санкт-Петербурге под руководством акаде-
мика Н.Ф. Морозова.

В литературе также известно аналитическое решение задачи о движении 
стержня бесконечной длины, нагруженного в некоторой точке поперечной 
силой [13]. Особенностью данного решения является то, что в решении от-
сутствует волновой фронт. Считается, что все изменения напряжённо дефор-
мированного состояния балки распространяются с бесконечной скоростью. 
В литературе нет объяснения этого факта. Можно предположить, что такое 
отличие может быть связано, во-первых, некорректностью описания дан-
ного явления. Во-вторых, это может соответствовать физической сущности 
рассматриваемого явления и все результаты корректны. В статье довольно по-
дробно исследуются эти решения.

В статье применяется метод, основанный на удовлетворении законов 
сохранения, а именно, закона сохранения энергии, закона изменения коли-
чества движения и закона изменения момента количества движения. 

Рассмотрены три задачи о движении однородного полубесконечной длины 
стержня под действием постоянными продольной силы, поперечной силы, а 
также сосредоточенного момента. Полученные результаты сравниваются друг 
с другом и с ранее полученными решениями.

2. Динамическое поведение балки под действием сосредоточенной продоль-
ной силы. Рассмотрим длинный однородный стержень постоянного сечения, 
показанный на рис. 1, у которого один конец расположен в точке x  = 0, а 
другой уходит в бесконечность. Предположим, что продольные напряжения 
в стержне являются преобладающими настолько, что остальными компонен-
тами тензора напряжений можно пренебречь. Материал, из которого сделан 
стержень, характеризуется модулем упругости E. Так, что 
	 ( , ) ( , ) ,x t E x ts = ε 	 (2.1)
где s(x, t) – функция внутренних напряжений, а 

	
( , )( , ) u x t

x t
x

∂
ε =

∂
	 (2.2)

– функция деформаций, возникающих в процессе движения стержня. 
Введем в рассмотрение функцию плотности количества движения p

	 ( , )( , ) .u x t
p x t

t
∂

= r
∂

	 (2.3)

Тогда динамическое уравнение равновесия для стержня, связывающее 
инерционную силу с изменением напряжения по длине стержня, имеет вид
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	 ( , ) ( , ) .0
x t p x t
x t

∂s ∂
- =

∂ ∂
	 (2.4)

Используя соотношения (0.1)–(0.4), можно получить волновое уравнение

	 ,
2 2

2 2
0

u u
E

x t

∂ ∂
- r =

∂ ∂
	 (2.5)

определяющее скорость распространения продольных упругих волн в стержне

	 / .sv E= r 	 (2.6)
Здесь E – модуль Юнга, r – объемная плотность, u – функция перемещений 
точек стержня.

Предположим, что стержень в начальный момент времени находится в по-
кое, т. е.  перемещения и скорости всех точек стержня равны нулю
	 ( , ) ( , ) , .0 0u x t u x t t= = = 	 (2.7)

В этот же момент времени к левому концу стержня (x = 0) прикладывается 
сила s0. Считается, что в процессе движения стержня эта сила не меняется. 
Изучим изменение состояния стержня в процессе его движения. После того, 
как сила была приложена к стержню, он начинает двигаться, растягиваясь 
вслед за силой. При этом возмущение точек стержня, вызванные внешней 
силой распространяется в противоположную сторону. Следовательно область 
возмущения увеличивается в процессе движения.

При этом точки стержня движутся таким образом, что можно выделить не-
которую точку x = x1 и соответствующий момент времени t = t1. Слева от этой 
точки состояние стержня считается возмущённым
	 ( , ) , ( , ) , ( , ) , , ,1 10 0 0u x t u x t x t x x t t≠ ≠ s ≠ < < 	 (2.8)
а справа остается невозмущенным
	 ( , ) , ( , ) , ( , ) , , .1 10 0 0u x t u x t x t x x t t= = s = > > 	 (2.9)

Со временем положение точки x1 изменяется со скоростью vf (скорость 
волнового фронта). 

σ0

х = 0

х = х1

u(х, t) ≠ 0

σ(х, t) ≠ 0

u(х, t) ≠ 0 u(х, t) = 0

σ(х, t) = 0

u(х, t) = 0

t = t1

·

·

Рис. 1. Полубесконечный однородный стержень.



	 ДИНАМИЧЕСКИЙ ИЗГИБ БАЛКИ� 81

Для того чтобы описать динамическое поведение стержня нужно удовле-
творить все законы сохранения, а именно закон сохранения энергии и закон 
изменения количества движения.

Предположим, чтобы удовлетворить всем законам сохранения можно вы-
брав функцию перемещений в виде линейной функции от пространственной 
координаты и времени
	 ( , ) ,u x t a bx ct= + + 	 (2.10)
где a, b и c – неизвестные константы. Очевидно, что функция (2.10) тожде-
ственно удовлетворяет уравнение (2.5). Предположим также, что скорость 
волнового фронта также постоянна vf = const.

Для того чтобы вычислить изменения кинетической DT и потенциальной 
DW энергий, а также работу внешних сил DA, выделим малый элемент стерж-
ня с координатой x = x1 и длиной D x. Используя введенное постоянство скоро-
сти волнового фронта, можно видеть, что справедливо следующее равенство
	 .D = Dfx v t 	 (2.11)
Здесь Dt – временной интервал, в течение которого произошло изменение 
в координате D x. Тогда изменение кинетической энергии DT на этом интер-
вале имеет вид

	 ,
2

2
dv

T xD = r D 	 (2.12)

где vd – скорость деформирования стержня

	 ( , ) .d
u x t

v
t

∂
=

∂
	 (2.13)

Для изменения потенциальной энергии получим следующее выражение

	 .
2
0

2
W x

E
s

D = D 	 (2.14)

При этом прирост совершенной работы внешней силой s0 есть

	 .
2
0A x

E
s

D = D 	 (2.15)

Тогда из закона сохранения энергии DT  + DW  - D A = 0 находится скорость 
деформирования стержня

	 .0
dv

E

s
=

r
	 (2.16)

Закон изменения количества движения позволяет найти скорость волново-
го фронта vf в явном виде. Для изменения количества движения p на заданном 
интервале D x имеем следующее выражение
	 .dp v xD = r D 	 (2.17)

Для приращения импульса силы Df с учетом (2.11) получим
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	 .0 0
f

x
f t

v
D

D = s D = s 	 (2.18)

Равенство правых частей равенств  и  позволяет выразить  скорость волно-
вого фронта vf через скорость деформирования vd

	 .0
f

d
v

v
s

=
r 	 (2.19)

Или с учетом 

	 .f
E

v =
r 	 (2.20)

Сравнение соотношений  и  позволяет сделать вывод, что скорость вол-
нового фронта vf равна скорости распространения продольных упругих волн 
в стержне vs.

Учитывая, что движение точек стержня происходят с постоянной скоро-
стью, то перемещения стержня можно записать в виде

	
( ), ,

, .

0

0

f f

f

u x v t x v t
E
u x v t

s
= - <

= ≥
	 (2.21)

3. Динамический изгиб балки под действием сосредоточенного поперечной 
силы. Рассмотрим, как и в предыдущем случае, прямолинейный стержень 
полубесконечной длины, показанный на рис. 2. Считается, что стержень на-
ходится в покое, то есть перемещения u(x) = 0 и скорости  .u(x) = 0 всех точек 
стержня равны нулю. В начальный момент времени t  = 0 к концу стержня 
с координатой x  = 0 прикладывается сосредоточенная поперечная сила P0 > 0, 
которая воздействует на стержень всё время.

Задача состоит в том, чтобы определить напряжённо деформированное со-
стояние стержня в любой момент времени. 

Сначала кратко приведем основные результаты, полученные ранее [13], 
при решении данной задачи, основываясь на модели балки Эйлера–Бернул-
ли. Из балочного уравнения 

	 ( ),
4 2

14 2

u u
x

x t

∂ ∂
+ = d

∂ ∂
	 (3.1)

где d1(x) дельта функция, с помощью преобразования Фурье по x находим

	
( )cos

cos .
2

2
0

11 z t
u zxdz

z

∞ -
=
π ∫ 	 (3.2)

Здесь единицами измерения длины служит радиус инерции стержня 
r  = (J/S )1/2; времени – r/c0, где c0 = (E/r)1/2; J, S – момент инерции и площадь 
поперечного сечения балки. 
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Дифференцируя интеграл  по времени (здесь дифференцирование под зна-
ком интеграла допустимо), получаем

  { }sin cos ( ) ( ) sin , ,
2 2

2
0

1
2 4 4

u z t zx t x
dz F C

t tz

∞
∂ k π = = k - k + k + k = ∂ π π  ∫ 	 (3.3)

где F (k) и C (k) – интегралы Френеля:

	
sin cos( ) , ( ) .

0 0

1 1

2 2

t t
F dt C dt

t t

k k

k = k =
π π∫ ∫ 	 (3.4)

Интегрируя по частям (0.25) получим

	

[ ] [ ]

sin cos

( ) ( ) ( ) ( ) .

3
2

3
2

2 1
3 4 4

3
1

2

u t

S F F S

 π π   = k + - k k + +    π    

+ πk k - k + πk - k - k

	
(3.5)

Функция перемещений (3.5) представлена на рис. 3 для трех моментов 
времени. Из представленных зависимостей видно, что решение определе-
но на всем диапазоне x > 0, t > 0 и нельзя выделить такую точку x1 (как это 
было сделано в предыдущем разделе), определяющую положение волнового 
фронта. Другими словами, скорость распространения возмущения по длине 
балки равна бесконечности. Также стоит отметить осциллирующий характер 
решения. 

Характерной особенностью полученного решения является то, что оно 
представимо в виде

	 ( ).
2
3u t v= k 	 (3.6)

Амплитуда прогиба растёт пропорционально t3/2, а форма, как функция 
k = x2/4t, остается постоянной (в функции от x, оставаясь подобной самой 
себе, расширяется пропорционально t . При x = 0 (k = 0)

P0

х = 0

х = х1

u(х, t) ≠ 0

u(х, t) ≠ 0 u(х, t) = 0

u(х, t) = 0

t = t1

·

·

Рис. 2. Изгибаемый стержень сосредоточенной силой.
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	 .
3
21 2

3
u t=

π
	 (3.7)

При x → ∞

	
sin

.
3
2

2

41 1
2

u t

π k + 
 ∼ -

π k
	 (3.8)

Таким образом, прогиб стержня описывается осциллирующей функцией. 
Для кривизны балки из  следует, что

	 [ ]cos ( ) ( )
2

2
1

4
u t

F C
x

∂  π  = - k + - πk - k - k  π∂   
	 (3.9)

При k = 0

	 .
2

2 2
u t

x

∂
= -

π∂
	 (3.10)

А при k → ∞

	
sin

.
2

2

41
2

u t

x

π k + ∂  ∼
π k∂

	 (3.11)

Для того чтобы решить эту задачу, удовлетворяя, как и в предыдущем пара-
графе законам сохранения, сделаем два важных предположения. Во-первых, 
в некоторые момент времени t = t1 существует такая точка x = x1 (рис. 3), кото-
рая разделяет стержень на две части. При x  > x1 все точки стержня находятся 

t = 10

t = 1
t = 5

x 
10 20 300

1

2

3

4
5
6
7
8

Рис. 3. Функция перемещений u для моментов времени t = 1, 5, 10.
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в покое (2.9). А при x  < x1 все точки стержня имеют не нулевые перемещения 
и скорости (2.8).

Во-вторых, для всех точек x  < x1 напряжённо деформированное состоя-
ние стержня является однородным и удовлетворяет следующему уравнению 
состояния

	 .- =0 0xxx
P

u
EJ

	 (3.12)

Также будем считать, что положение точки x1 является непрерывной функ-
цией времени t.

Трижды интегрируя уравнение (0.33) по координате x получим следующее 
выражение для функции перемещений

	 ( ) ( )
, ( ) ( ).

3 2
0 1

2 36 2
P x c t x

u x t c t x c t
EJ

= + + + 	 (3.13)

Здесь c1(t), c2(t) и c3(t) есть неизвестные функции времени. В дальнейшем ар-
гументы у функций будут опущены.

Удовлетворяя условие непрерывности функции перемещений в точке 
x  = x1(t) и исключая функцию c3, получим следующую функцию перемещений

	 ( ).
3 3 2 2

1 1
0 1 2 16 2

x x x x
u P c c x x

EJ
- -

= + + - 	 (3.14)

Функция скоростей ut находится простым дифференцированием функции 
перемещений по времени

	 ( ) .
22 2

0 1 11
1 2 1 1 2 1 22 2

t
t t t t t

P x xx x
u c c x x x c x c

EJ
-

= - - - - - 	 (3.15)

После сделанных предположений задача заключается в нахождении 
трех неизвестных функций времени x1, c1 и c2. Для определения этих функ-
ций воспользуемся законами сохранения, а именно, законами сохранения 
энергии, изменения количества движения и изменения момента количества 
движения.

Закон сохранения энергии имеет вид
	 ( ) ( ) ( )0 0 0 0T t t A t+ Π - = 	 (3.16)

Для кинетической энергии имеем следующее выражение
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tx x cr

+

	

(3.17)
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Понятно, что любой квалифицированный исследователь способен выпи-
сать это соотношение в явном виде. Выражение  приведено только для того, 
чтобы продемонстрировать насколько сложно в него входят неизвестные 
функции. 

Потенциальная энергия имеет следующее представление

	
( )( )

.
1 2 2 3

0 0 1
0

0
6 6

x t
P x P x

W dx
EJ EJ

= =∫ 	 (3.18)

И работа внешних сил 

	 ( , ) .
2

1 1 1
0 0 0 1 20

2 6
x c x

A P u t P x c
EJ

 
= = - + +  

 
	 (3.19)

Подстановка выражений (3.17)–(3.19) в равенство  позволяет скомпоно-
вать одно обыкновенное нелинейное дифференциальное уравнение, завися-
щее от трех неизвестных функций x1, c1 и c2.

Выражение для плотности количества движения стержня имеет вид 
	 ( , ) .tp x t u= r 	 (3.20)

Закон изменения количества движения (условие динамического равнове-
сия) дает 
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r r r
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∫
	

(3.21)

Выражение для плотности момента количества движения стержня имеет 
вид 
	 .0 tl u x= r 	 (3.22)

Изменение моментов вычислим относительно точки x  = 0.  Момент от 
силы P0 равен нулю. Тогда выражение dL/dt = 0 ведет к L = const. В начальный 
момент времени L = 0. Отсюда вытекает, что L = 0. Следовательно момент ко-
личества движения не зависит от времени и равен нулю

	 .
1

2 20
0 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 1

0

6
3 12 4 12 0

x

t t t t t
P

L l dx x c x c x x x x c c x
EJ

= = + + + + =∫ 	 (3.23)

Таким образом имеем три нелинейных дифференциальных уравнения, а 
именно, (3.16) с подстановками (3.17)–(3.19), и уравнения (3.21) и (3.23) от-
носительно трех переменных функций x1, c1 и c2. 

Введем в рассмотрение две новые функции x2 и c3 

	 , ,2
2 1 3 1 1x x с с x= = 	 (3.24)
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подстановка которых в систему уравнений приводит компоненты этих урав-
нений к однородному виду относительно степеней функций x2, c2 и c3. Тогда 
используя замену 
	 { }, , ,2 1 3 2 2 3x b t c b t c b t= = = 	 (3.25)
получаем следующую систему нелинейных алгебраических уравнений отно-
сительно параметров { }, ,1 2 3b b b

	
,

2 2
2 2 0 1 2 0 1 3

1 2 1 2 3 1 3

2 3 2
0 1 0 1

0 2 0 32

80 120
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15 160
240 480 0

P b b P b b
b b b b b b b
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P b P b
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EJEJ
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r
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(3.26)

	 ,2
1 2 1 3 0 1 010 18 3 24 0EJb b EJb b P b P EJr + r + r + = 	 (3.27)

	 .2 3 0 115 20 6 0EJb EJb P b+ + = 	 (3.28)
Эта система уравнений имеет единственное аналитическое решение
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	 (3.29)

или приближенное значение

	 . , . , . .0 0
1 2 22 368 1 272 1 665

P PEJ
b b b

EJ EJ

  = = = - r r r  
	 (3.30)

Из решения (3.30) следует, что искомые функции x1(t), c1(t) и c2(t) имеют 
вид

	
/ . .

. , , .
1 4

0 0
1 1 2

0 827 1 665
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P PEJ
x t c t c t

EJEJ EJ

 = = = - r  rr
	 (3.31)

Таким образом функцию перемещений  балки можно представить в виде

. . . . , ,
( , )
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3
3 22
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1

0 167 1 665 0 975 0 413
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 - + + <   = r r r r 

≥

	 (3.32)

Характерное распределение перемещений по длине балки представлено на 
рис. 4. Важно отметить, что присутствует волновой фронт (точка x1). Наличие 
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отрицательных перемещений объясняется тем, что суммарный момент коли-
чества движения балки всегда равен нулю.

Соответственно, для скоростей точек балки имеем следующее 
представление

	
. . . , .

( , )

, .

2

0 1

1

1 664 0 207 1 462

0

t

x t
P x x x

u x t EJ tEJ EJ EJ
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  
  - + + <=  r r r r 


≥

	 (3.33)

При этом скорость волнового фронта vf(t) является величиной переменной 
и равна

	
/

( ) . .
1 4

1
0 769f

EJ
v t

t

 =  r 
	 (3.34)

Важно отметить, что скорость волнового фронта зависит от жесткостных 
и инерционных характеристик балки и не зависит от величины перерезываю-
щей силы P0. Стоит отметить, что с увеличением времени скорость волнового 
фронта уменьшается и стремится к нулю при бесконечном распространении 
возмущения. Скорость точки приложения нагрузки является корневой функ-
цией времени в процессе движения и равна

	
.

( , ) .01 462
0t

P
u t t

EJ
=

r r
	 (3.35)

4.  Динамический изгиб балки под действием сосредоточенного момента. 
Рассмотрим прямолинейный стержень полубесконечной длины, показанный 
на рис. 5. Считается, что стержень находится в покое, то есть перемещения 
u(x) = 0 и скорости ( ) 0u x =  всех точек стержня равны нулю. В начальный 

x 

10

20

30

0 1 2 3 4

Рис. 4. Перемещения балки в момент времени t  = 10 при следующих значениях парамет-
ров EJ = r = M0 = 1.
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момент времени t  = 0 к концу стержня с координатой x  = 0 прикладывается 
сосредоточенный изгибающий момент M0 > 0, который воздействует на стер-
жень всё время t  > 0.

Также введены инерционные (линейная плотность материала r) и жест-
костные (изгибная жёсткость EJ) характеристики стержня. Здесь E – модуль 
Юнга и J – момент инерции сечения. Считается, что все характеристики 
стержня постоянны и не изменяются, как по длине, так и во времени.

Задача состоит в том, чтобы определить напряжённо деформированное со-
стояние стержня в любой момент времени. Для решения этой задачи сделаем 
два важных предположения. Во-первых, предположим, что в некоторые мо-
менты времени t = t1 существует такая точка x = x1 (рис. 5), которая разделяет 
стержень на две части. При x > x1 все точки стержня остаются в покое (2.9). 
А при x < x1 все точки стержня имеют не нулевые перемещения и скорости 
(2.8).  Во-вторых, предполагается, что для всех точек x < x1 напряжённо дефор-
мированное состояние стержня является однородным и удовлетворяет следу-
ющему уравнению состояния
	 .0 0xxEJu M- = 	 (4.1)

Также будем считать, что положение точки x1 является непрерывной функ-
цией времени t. Все, сделанные здесь предположения аналогичны тем, кото-
рые были сделаны в предыдущем параграфе.

Дважды интегрируя уравнение (0.57) по координате x, получим следующее 
выражение для функции перемещений

	 ( ), ( ) ( ).
2

0
1 12

M x
u x t a t x b t

EJ
= - - - 	 (4.2)

Здесь a1(t) и b1(t) есть неизвестные функции времени. Аргументы у функций 
в дальнейшем опускаются. 

Удовлетворяя условие непрерывности функции перемещений в точке x = x1  
и исключая функцию b1, получим следующую функцию перемещений

	
( )

( ).
2 2

0 1
1 12

M x x
u a x x

EJ

-
= + - 	 (4.3)

Рис. 5. Изгибаемый стержень сосредоточенным моментом.

M0

х = 0

х = х1

u(х, t) ≠ 0

u(х, t) ≠ 0·

·
u(х, t) = 0

u(х, t) = 0

t = t1
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Функция скоростей ut находится простым дифференцированием функции 
перемещений по времени

	 ( ) .0 1
1 1 1 1t t t

M x
u a x x a x

EJ
 = - + +  

	 (4.4)

После сделанных предположений задача заключается в нахождении 
двух неизвестных функций времени x1 и a1. Для определения этих функ-
ций воспользуемся законами сохранения, а именно, законами сохранения 
энергии, изменения количества движения и изменения момента количества 
движения.

Закон сохранения энергии запишем в виде

	 ( ) ( ) ( ) ,0 0 0 0T t t A t+ Π - = 	 (4.5)

где T0(t) – кинетическая энергия балки, П0(t) – ее потенциальная энергия, 
A0(t) – работа внешних сил, совершенная над балкой. Все эти величины вы-
числены в момент времени t.

Для кинетической энергии имеем следующее выражение
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Потенциальная энергия имеет следующее представление
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1 2 2

0 0 1
0

0
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x
M M x

W dx
EJ EJ

= =∫ 	 (4.7)

И работа внешних сил

	 .
1

0 0 10
0

x

x x
A u dx M a

=
= = -∫ 	 (4.8)

Подстановка выражений (4.6)–(4.8) в равенство  позволяет скомпоновать 
одно обыкновенное нелинейное дифференциальное уравнение, зависящее от 
двух неизвестных функций x1 и a1.

Выражение для плотности количества движения стержня имеет вид
	 ( )( , ) ,tp x t u x t= r 	 (4.9)

Тогда закон изменения количества движения (условие динамического рав-
новесия) имеет вид dP(t)/dt = F = 0. Следовательно, P(t) = C = const. Начальное 
условие P(0) = 0 позволяет определить константу C = 0. Тогда закон изменения 
количества движения эквивалентен равенству нулю интеграла от скоростей 
балки по ее длине
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Выражение для плотности момента количества движения стержня имеет 
вид
	 .0 tl u x= r 	 (4.11)

Изменение моментов вычислим относительно точки x  = 0,  которое имеет 
вид 
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(4.12)

Таким образом, для нахождения двух неизвестных функций {x1, a1} имеется 
три нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений (4.5), (4.10) и 
(4.12). Найти точное решение такой задачи весьма затруднительно. Это свя-
зано, во-первых, с тем, что уравнения, входящие в систему, являются нели-
нейными. Во-вторых, система уравнений является переопределенной. На три 
уравнения приходится только две переменные. То есть, для того чтобы суще-
ствовало решение этой системы, уравнения должны быть зависимы. Проана-
лизировать эту систему в полном объеме вряд ли удастся. Однако, построить 
некоторое частное решение вполне возможно. 

Для начала, попробуем специальной подстановкой преобразовать к более 
удобному, однородному относительно степеней неизвестных функций виду. 
Введем в рассмотрение две новые функции x2 и a2 

	 , .2
2 1 2 1 1x x a a x= = 	 (4.13)

Используя замену (4.13), уравнения (4.5), (4.10) и (4.12) соответственно 
преобразуются к виду
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Из представления уравнений (4.16)–(4.17)  видно, что переменные x2(t) и 
c2(t) входят однородно (с одинаковыми степенями) в уравнения. Таким об-
разом, подстановка {x2 = b1t, c2 = b2t} сводит систему дифференциальных урав-
нений соответственно к системе нелинейных алгебраических уравнений от-
носительно параметров {b1, b2}

  ,2 2 2 2 3 2 2
1 2 0 1 2 0 1 0 2 0 17 9 3 24 12 0EJ b b EJM b b M b EJ M b EJM br + r + r + + = 	 (4.17)

	 ,0 1 22 3 0M b EJb+ = 	 (4.18)
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Видно, что проще всего разрешить уравнения (4.18) и (4.19). В результате 
имеем 
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Можно убедиться, что подстановка (4.20) тождественно удовлетворяет 
уравнению (4.17).

Из решения (4.20) следует, что искомые функции x1(t) и a1(t) имеют вид
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Таким образом функцию перемещений балки (0.59) можно представить 
в виде
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Характерное распределение перемещений по длине балки представлено 
на рис. 6. Важно отметить, что присутствует волновой фронт (точка x1). На-
личие отрицательных перемещений объясняется тем, что суммарное количе-
ство движения балки всегда равно нулю.

Соответственно, для скоростей точек балки имеем следующее представление
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При этом, скорость волнового фронта vf (t) является величиной перемен-
ной и равна

	 ( ) .3
2f

EJ
v t

t
=

r 	 (4.24)

Важно отметить, что скорость волнового фронта зависит от жесткостных 
и инерционных характеристик балки и не зависит от величины изгибающего 
момента M0. С увеличением времени скорость волнового фронта уменьшает-
ся и стремится к нулю при бесконечном распространении возмущения. Ско-
рость точки приложения нагрузки постоянна в процессе движения и равна

	 ( , ) .00t
M

u t
EJ

= -
r

	 (4.25)

5. Некоторые выводы и сопоставления. 
1. Из условия выполнения интегральных законов, а именно, закона сохра-

нения энергии, закона изменения количества движения и закона изменения 
момента количества движения решены аналитически три задачи нестацио-
нарной динамики стержня.

2. Построены точные выражения для перемещений балки для этих трёх 
задач. Следует отметить, что если при продольных движениях функция пере-
мещений (0.21) точно удовлетворяет волновое уравнение (0.5), то функции 
изгибных перемещений (0.53) и (0.77) не удовлетворяют волновому уравне-
нию (0.22).

3. Все построенные решения характеризуется наличием в балке волнового 
фронта. При этом в аналитическом решении волнового уравнения (0.22) все 
динамические возмущения распространяются по длине балки с бесконечной 
скоростью в отсутствии волнового фронта.

x 
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Рис. 6. Перемещения балки в момент времени t  = 10 при следующих значениях парамет-
ров EJ = r = M0 = 1.
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4. Показано, что в отличие от передачи продольных возмущений по дли-
не балки, которые происходят с постоянной скоростью, изгибные возмуще-
ния распространяются с переменной скоростью, причём, с ростом времени 
это скорость уменьшается и стремится к нулю в бесконечно удаленной точке 
балки.

5. Из представленных решений следует, что скорости распространения 
волнового фронта для передачи сосредоточенной силы и сосредоточенного 
момента отличается друг от друга. При этом скорость передачи поперечной 
силы почти в два раза превосходит скорость волнового фронта от изгибаю-
щего момента.

Работа выполнена в рамках Госзадания № 124012500437-9.
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DYNAMIC BENDING OF A BEAM

V.  V.  Saurina, *
aIshlinsky Institute for Problems in Mechanics RAS, IPMech RAS, Moscow, Russia
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Abstract. The article discusses problems of dynamic bending for beams of semi-
infinite length. To solve such problems, the article uses a method based on the 
implementation of the conservation laws, namely, the law of energy conservation, 
the law of change in momentum and the law of change in angular momentum. 
The results obtained are compared with the analytical solution for the problem of 
a semi-infinite beam motion loaded at the free end with a transverse force. The 
peculiarity of this solution is that the change in the stress-strain state of the rod is 
characterized by a wave front. It is considered that all changes in the state of the 
beam occur at an infinite speed. All designed solutions are characterized by the 
presence of a wave front in the beam. It is shown that, in contrast to the transfer of 
longitudinal disturbances along the length of the beam, which occur at a constant 
speed, bending disturbances propagate at a variable speed, and, with increasing 
time, this speed decreases and tends to zero at an infinitely distant point of the 
beam. It was discovered that the propagation velocity of the wave front during the 
transfer of concentrated force and concentrated moment differs from each other. 
In this case, the speed of transverse force transfer is almost twice as high as the 
speed of the wave front from the bending moment.

Keywords: elastic rod, initial-boundary value problem, conservation laws, wave 
front
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Разработана микроструктурная модель катушечного композитного 
пьезоволоконного дискового (FibrCD) актюатора, который образован 
намоткой большого числа витков тонкого электродированного пьезо-
электрического волокна в виде экранированного одножильного кабеля с 
радиально поляризованным пьезоэлектрическим межэлектродным сло-
ем с последующей пропиткой и континуализацией витков полимерным 
связующим. Получено точное аналитическое решение для электрическо-
го и деформационного полей осесиметричной связанной краевой задачи 
электроупругости на элементарной составной ячейке «пьезоэлектриче-
ский кабель/оболочка связующего». Далее, точное решение для электро-
упругих полей внутри составной ячейки, нагруженной электрическим 
напряжением на электродах кабеля, использовано для нахождения точ-
ных аналитических решений для тензоров эффективных коэффициен-
тов пьезоэлектрических напряжений и линейного пьезоэлектрического 
расширения (деформаций) волоконного композита как гомогенного 
с цилиндрической анизотропией дискового FibrCD-актюатора в рамках 
известной полидисперсной модели структуры композита. Осуществлен 
расчет и численный анализ характеристик FibrCD-актюатора при раз-
личных значениях его макроскопических и структурных параметров, 
в частности, толщины диска (кольца), разности внешнего и внутреннего 
радиусов кольца, относительных размеров радиуса электропроводной 
жилы и толщины прослойки связующего между соседними витками ка-
беля. Подтверждена эффективность FibrCD-актюатора в сравнении с ха-
рактеристиками традиционных актюаторов.
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1. Введение. Пьезоэлектрические элементы широко применяются в каче-
стве сенсоров, генераторов, силовых приводов, преобразователей механиче-
ской энергии в электрическую и наоборот и имеют форму пластин, цилин-
дров, дисков, колец, трубок, сфер из поляризованной керамики, например, 
PZT, ЦТС или полимера PVDF [1–5]. Для расширения функциональных воз-
можностей и увеличения диапазона смещений и/или блокирующих усилий 
используют актюаторы с композитными, в частности, слоистыми структура-
ми типа «пакет» из чередующихся тонких слоев пьезокерамики и электродов, 
например, пьезоэлектрических дисков или колец с электродированными (ме-
таллизированными) поверхностями по границам их соединения. Количество 
слоев в пакетных пьезоэлектрических актюаторах может составлять от 5 до 
200 штук и определяется требуемой амплитудой рабочих перемещений; тол-
щина керамического слоя в пределах 20–100 мкм при толщине внутренних 
поверхностных электродов 3–4 мкм. В пакетных пьезоэлектрических актюа-
торах слои соединены механически последовательно, а электрически парал-
лельно, при этом соседние слои пьезокерамики поляризованы в противопо-
ложных направлениях, поэтому результирующее относительное смещение 
торцов пакета сумма таких смещений всех слоев. Для снижения величины 
управляющего электрического напряжения Ucon между электродами умень-
шают толщину пьезоэлектрических слоев до 0.3–0.6 мм с учетом допустимых 
значений напряженности электрического поля пьезокерамики 1–2 кВ/мм.

Принцип создания «объемных» композитных пьезоэлектрических актюа-
торов пакетного типа ( наличие взаимообратных поляризаций большого числа 
тонких пьезоэлементов, разделенных близко расположенными электродами 
и соединенных в «пакет» механически последовательно, а электрически па-
раллельно) может быть применен к созданию перспективных «пленочных», 
в частности, микроволоконного MFC (Micro-Fiber Composite) [6], мембран-
ного MDS [7], цилиндрического CDS [8, 9], эллипсоиданных, сферических 
и тороидальных [10] пьезоэлектрических актюаторов. MFC-актуаторы [6] 
представляют собой композитный пьезоэлектрический слой с близко уло-
женными в один ряд однонаправленными пьезокерамическими (PZT-5A) 
волокнами в полимерном (эпоксидном) связующем и находят широкое при-
менение в различных областях науки и техники, в частности, в авиации для 
управления геометрией аэродинамических поверхностей лопасти вертолета. 
На верхней и нижней поверхности пьезоэлектрического слоя MFC-актуатора 
установлены друг под другом пленочные «встречно-гребенчатые» взаимодей-
ствующие электроды (IDE). На поверхности пьезоэлектрического слоя рас-
стояние между соседними разнонаправленными прямолинейными узкими 
и тонкими полосками электродов 0.5 мм, при этом полная толщина такого 
пленочного MFC-актуатора 0.3 мм [11–14]. Дополнительное улучшение ра-
бочих характеристик MFC-актюатора возможно с использованием вместо по-
ликристаллических керамических волокон уникальных монокристаллических 
пьезоэлектрических волокон [12]. Этот же «пакетный» принцип расположе-
ния и взаимодействия большого числа чередующихся пьезоэлементов и элек-
тродов использован в мембранном MDS [7], цилиндрическом CDS [8, 9] и 
других криволинейных форм [15] пленочных пьезоэлектрических актюаторах 
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с двойными плоскими или цилиндрическими спиралями взаимодействую-
щих поверхностных или встроенных по толщине пьезоэлектрической пленки 
[16] электродов. Эффективность MDS-актюатора подтверждена результата-
ми численного моделирования в [17], в том числе и при наличии у актюато-
ра периферийного «кольца поджатия» [18]. Представляет интерес обобщение 
принципов функционирования MDS, CDS и др. актюаторов [7, 8, 16] с двой-
ными спиралями взаимодействующих электродов на более мощные объемные 
«катушечные» дисковые пьезоэлектрические FibrCD (Fibrous piezo Composite 
Disk) актюаторы [19], образованные намоткой большого числа витков тонкого 
экранированного одножильного кабеля [20, 21] с радиально поляризованным 
пьезоэлектрическим слоем между электродами) с последующей пропиткой и 
отверждением полимерным связующим, при этом в локальных областях кон-
такта соседних витков также реализуются взаимообратные направления поля-
ризаций. Для изготовления FibrCD-актюаторов [19] могут быть использованы 
различные экранированные одножильные «сигнальные» кабели, например, с 
металлической токопроводящей жилой и полимерным PVDF пьезоэлектри-
ческим слоем [20] или с полимерной токопроводящей жилой с композитным 
пьезоэлектрическим слоем [21–23].

Математическое моделирование функционирования пьезоэлектрических 
устройств: сенсоров и актюаторов различных типов основывается на поста-
новке и решении аналитическими [24–31] или численными методами, напри-
мер, методом конечных элементов [32–35] связанной краевой задачи элек-
троупругости для заданной расчетной области с учетом ее конструктивных 
особенностей, наличия анизотропии, структурной и, как следствие, поляри-
зационной неоднородности пьезоэлектрика при заданных условиях электро-
механического нагружения устройства. Так в [31] получено точное аналити-
ческое решение нестационарной связанной краевой задачи термоэлектро-
упругости для длинного полого пьезокерамического цилиндра, где в качестве 
нагрузки используется температурное поле. Точные аналитические решения 
возможно получить лишь для ограниченного круга задач электроупругости, 
как правило, канонических форм расчетных областей и такие решения эф-
фективно используются для уточненного описания процессов функциониро-
вания, анализа и поиска оптимальных конструктивных параметров разраба-
тываемых устройств и верификации решений, полученных приближенными 
численными методами.

Цель – разработка микроструктурной математической модели катушеч-
ного композитного FibrCD –актюатора [19], постановка и точное аналитиче-
ское решение связанной краевой задачи электроупругости на элементарной 
цилиндрической составной ячейке с пьезоэлектрическим слоем и управляю-
щими электродами, вычисление и анализ эффективных упругих модулей и 
коэффициентов пьезоэлектрических напряжений и линейного расширения 
его трансверсально-изотропной волоконистой структуры.

2. Пьезоволоконный дисковый актюатор. Разрабатываемый пьезоволокон-
ный дисковый (FibrCD) актюатор (рис. 1) [19] представляют собой круговую 
катушку в виде мотка (скрепленного полимерным связующим) гибкого «од-
ножильного экранированного» пьезоэлектрического кабеля (рис. 2), который 
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имеет структуру цилиндрического конденсатора из двух соосных цилиндри-
ческих электродов, разделенных диэлектрическим пьезоэлектрическим слоем 
толщиной d



. Поляризация (рис. 2, а) пьезоэлектрического слоя по радиаль-
ной координате r  ≡ x3 (ось симметрии электроупругих свойств пьезоэлектри-
ка в его главных осях x1, ...,3, табл. 1) осуществляется в результате приложения 
поляризующего значения электрического напряжения Upol к выходам элек-
тродов (рис. 2, b) в цилиндрической системе координат , ,2 1r zq ≡ x ≡ x , где 
ось z совмещена с центральной продольной осью пьезоэлектрического кабеля. 
Определяющие соотношения для пьезоэлектрического слоя составной ячейки 
(рис. 3, а) [1, 2] 

	 ij ijmn mn nij nc e Es = e -


, i imn mn in nD e E= e + l
 

	 (2.1)
или в виде

	 ij ijmn mn nij ns d Ee = s +


, ( ) ,s= s + li imn mn ninD d E
 

	 (2.2)
где s, e – тензоры напряжений и деформаций, ,D



 E


 – векторы индукции и 
напряженности электрического поля, c, s – взаимообратные тензоры упругих 
жесткостей и податливостей, e, d – тензоры пьезоэлектрических модулей, l, 
l(s) тензоры диэлектрических проницаемостей с учетом выражений тензора 
упругих податливостей s ≡ c-1, компонент тензора диэлектрических прони-
цаемостей ( )

in ipq npqin e dsl = l +  при s = 0, компонент nij ijpq npqd s e≡  тензора d 
деформационных пьезомодулей пьезоэлектрического слоя. Электроупругие 
свойства пьезоэлектрического слоя считаем трансверсально-изотропными 
с характеристиками керамики PZT-5 (табл. 1) [1, 2] и матрицей пьезоэлек-
трических модулей 

	
15

15

31 31 33

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0
ij

e

e e

e e e

= 	 (2.3)

Ucon Ucon

(а) (b)

Рис. 1. Дисковый (a) и кольцевой (b) пьезоволоконные FibrCD-актюаторы.

Рис. 2. Поперечное сечение с радиальными направлениями поляризации p (a) пьезоэлек-
трического волокна (кабеля) с электродами 1,2 и однородным (b) или композитным (c) 
полимерным пьезоэлектрическим слоем 3.

Ucon Ucon

(а)

p 1
3 2

1
3 2

(b) (c)
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в главных координатных осях x1, ...,3, где тензорные и матричные индексы свя-
заны между собой соотношениями: 11 → 1, 22 → 2, 33 → 3, 23 и 32 → 4, 13 и 
31 → 5, 12 и 21 → 6, в частности, используем обозначения: c11 = c1111, c12 = c1122, 
c13 = c1133, c33 = c3333, e31 = e311, e33 = e333, l1 = l11, l3 = l33. Пьезоэлектрический 
слой также может быть изготовлен из полимерного пьезоэлектрика PVDF 
(рис. 2, b) [20] или композитного материала (рис. 2, c) [21], в частности, поли-
мера PVDF с высоким наполнением пьезокерамическими частицами. Поля-
ризация композитного пьезоэлектрического слоя (рис. 2, c) также (как и для 
случая однородного пьезоэлектрического слоя) осуществляется в результате 
приложения поляризующего значения электрического напряжения Upol к вы-
ходам электродов пьезоэлектрического кабеля. Композитные FibrCD-актюа-
торы (рис. 1) с волоконной микроструктурой (рис. 1, 2) можно моделировать 
однородным на макроуровне диском (кольцом) с эффективными анизотроп-
ными электроупругими свойствами, характеризующимися тензорами упругих 
c*, пьезоэлектрических e* и диэлектрических l* свойств. Тензоры c*, e*, l* вы-
числяются методами механики композитов, в частности, на ячейке периодич-
ности в рамках модели идеальной периодической, например, гексагональной 
укладки (в плоскости поперечного сечения) соседних витков [36, 37], квази-
периодического случайного расположения витков [22, 23] или, с целью полу-
чения аналитических решений, в рамках полидисперсной модели (рис. 3) [38]. 

Получим точное аналитическое решение связанной краевой задачи элек-
троупругости на составной ячейке (рис. 3, а) и c использованием которого, 
далее, найдем эффективные коэффициенты линейного пьезоэлектрического 
расширения aij*  и пьезоэлектрических напряжений bij*  композитной волокни-
стой структуры FibrCD-актюатора (рис. 1) в рамках полидисперсной модели 
[22, 23, 38] (рис. 3, b). Искомые пьезоэлектрические коэффициенты aij* , bij*  
входят в определяющие соотношения [39] на макроуровне композита в виде

	 * * ,conij ijmn mn ijs Ue = s + a , * * ,conij ijmn mn ijc Us = e - b 	 (2.4)

где c*, s* – взаимообратные тензоры эффективных упругих жесткостей и по-
датливостей, < s >, < e > – тензоры макронапряжений и макродеформаций 
соответственно, < ... > – оператор осреднения по представительному объему 
композита области элементарной составной ячейки (рис. 3, а) при соответ-
ствующих условиях ее нагружения.

Рис. 3. Элементарная составная ячейка (a) полидисперсной модели (b) волокнистой 
структуры пьезокомпозита.

a
a0 b

(а) (b)
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3. Математическая постановка задачи электроупругости на составной ячейке. 
Используем цилиндрическую систему координат r,θ,z, где ось z совмещена 
с центральной продольной осью составной ячейки (рис. 3, а). Область ячейки 
состоит из концентрически расположенных и контактирующих между собой 
цилиндрических подобластей: электропроводной жилы (0 < r  < a0), пьезоэлек-
трического слоя (a0 < r  < a) и внешнего полимерного слоя (a < r  < b) с бесконеч-
но тонкой электродированной прослойкой экранирующим электродом меж-
ду пьезоэлектрическим слоем и полимерным слоем при r  = a. Рассматриваем 
лишь осесимметричное электромеханическое нагружение составной ячейки 
(рис. 3, а) через приложение электрического потенциала φ• = Ucon к электро-
прводной жиле и механическое нагружение внешнего контура при r  = b ячей-
ки нормальным напряжением s• или радиальным смещением u•. При этом 
на внешнем экранирующем электроде при r  = a и внутри внешнего полимер-
ного слоя (a < r  < b) электрические потенциалы равны нулю. Электропровод-
ную жилу и внешний полимерный слой считаем пьезопассивными, упруги-
ми и изотропными. Требуем выполнения условий идеального механического 
контакта, т.е. непрерывности поля перемещений и вектора напряжений на 
межфазных поверхнстях при r  = a0,a составной ячейки. В результате, с уче-
том наличия осевой симметрии для геометрической формы, электроупругих 
свойств (в частности, цилиндрической анизотропии пьезоэлектрического 
слоя) и условий контакта слоев составной ячейки имеем осесимметричную 
краевую задачу электроупругости для области составной ячейки, в целом, от-
носительно искомых деформационного и электрического полей как функций 
радиальной координаты r и с учетом ограниченности решения в центре при 
r  = 0. Отличными от нуля являются лишь радиальная компонента ur векто-
ра перемещения, напряжения srr, sqq, szz, деформации err, eqq, потенциал φ, 
напряженность rE



 и индукция rD


 электрического поля. 
Радиальные srr и окружные sqq напряжения удовлетворяют уравнению 

равновесия

	 ,qqs - ss
+ = 0rrrrd

dr r
	 (3.1)

а радиальные err и окружные eqq деформации выражаются

	 r
rr

du
dr

e = , ru
rqqe = 	 (3.2)

через радиальные перемещения ur как функции от r. Радиальные компоненты 
индукции rD



 и напряженности rE


 электрического поля удовлетворяют урав-
нениям электростатики

	 0r rdD D
dr r

+ =
 

, / .rE d dr= - φ


	 (3.3)

Для пьезоэлектрического слоя определяющие соотношения (2.1) примут 
вид
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	 33 13 33rr rr rc c e Eqqs = e + e -


, ,13 11 31rr rc c e Eqq qqs = e + e -


	 ,13 12 31zz rr rc c e Eqqs = e + e -


	 (3.4)

	 33 31 3r rr rD e e Eqq= e + e + l
 

с учетом радиальной поляризации и трансверсальной изотропии электроупру-
гих свойств пьезоэлектрика (табл. 1) при равенстве нулю компонент 

	 ,0r r rz zr z zq q q qs = s = s = s = s = s =  .0zD Dq= =
 

Для изотропных упругих областей электропроводной жилы и внешнего по-
лимерного слоя определяющие соотношения 

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,11 12e rr e e rr e ec c qqs = e + e  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,12 11e e e rr e ec cqq qqs = e + e  

	 ( ) ( ) ( ) ( )( ),12e zz e e rr ec qqs = e + e  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,11 12m rr m m rr m mc c qqs = e + e  

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,12 11m m m rr m mc cqq qqs = e + e  ( ) ( ) ( ) ( )( ),12m zz m m rr mc qqs = e + e

как частный случай (3.4), где ( ) ( ),11 12e ec c  и ( ) ( ),11 12m mc c  независимые упругие 
константы этих областей, нижние индексы «e» и «m» указывают на принад-
лежность к электропроводной жиле и внешнему полимерному слою (матрице) 
соответственно. Поля напряжений, деформаций и перемещений в электро-
проводной жиле: s(e)rr, s(e)qq, e(e)rr, e(e)qq, u(e)r и во внешнем полимерном слое: 
s(m)rr, s(m)qq, e(m)rr, e(m)qq, u(m)r являются функциями координаты r и удовлетво-
ряют аналогичным (3.1), (3.2) уравнениям равновесия (3.1) и соотношениям 
малых упругих деформаций (3.2).

Электромеханическое нагружение составной ячейки осуществляется через 
задание значений электрического потенциала
	

0 conr a U=φ = , 0r a=φ = 	 (3.5)

напряжения

	 ( )m rr r b •=s = s 	 (3.6)

или перемещения

	 ( ) ,m r r bu u•= = 	 (3.7)

условия идеального контакта на межфазных поверхностях

	 ( ) ,
0 0e rr r a rr r a= =s = s  ( ) ,

0 0e r r a r r au u= == 	 (3.8)

	 ( ) ,rr r a m rr r a= =s = s  ( ) .r r a m r r au u= == 	 (3.9)
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4. Решение задачи электроупругости на составной ячейке.
4.1. Общее решение для пьезоэлектрического слоя. Для пьезоэлектрическо-

го слоя составной ячейки (3.1)–(3.4) имеем систему двух дифференциальных 
уравнений [28]

	
( )

,
2 2

1 2 32 2 2

2 2

3 42 2

0

1 0

r r r

r r

d u du u d d d
a a a

rdr rdr rdrdr r dr

d u du d d
a a

rdr rdrdr dr

 φ φ φ
+ - + + - =  

 
 φ φ

+ + + + =  
 

	 (4.1)

относительно искомых полей перемещения ur(r) и электрического потенциала 
φ(r) как функций радиальной координаты r, где коэффициенты

	 / ,1 11 33a c c=  / ,2 33 33a e c=  / ,3 31 33a e c=  / .4 3 33a e= -l 	 (4.2)
В системе (4.1) первое уравнение домножим на a4, а второе – на a2 и, далее, 

вычтем второе из первого, и в результате получим

	 ( ) [ ( )]
2

3 4 4 2 4 2 3 1 42
1r r rd u du ud

a a a a r a a a a a
dr dr rdr

φ
= - + - + - 	 (4.3)

или после дифференцирования левой и правой частей уравнения (4.3) по r 
в виде 

  ( ) ( ) .
3 22

3 4 4 2 4 2 2 3 1 4 1 42 3 2 2
2 2r r r rd u d u du ud

a a a a r a a a a a a a a
rdrdr dr dr r

φ
= - + - - - + 	 (4.4)

Далее левую и правую части уравнения (4.3) поделим на r и сложим их с 
соответствующими частями уравнения (4.4), что дает

	

( ) ( ) [ ( ) ]

2

3 4 2

3 2

4 2 4 2 2 3 4 2 3 1 43 2
3 3 1r r r

d d
a a

rdrdr

d u d u du
a a r a a a a a a a a a

rdrdr dr

 φ φ
+ =  

 

= - + - - + - + -

или в виде

	
( ) ( )

[ ( ) ( )]

3 2

4 2 4 2 2 3 33 2

4 2 3 1 4 3 3

3 3

1 1 0

r r

r

d u d u
a a r a a a a a

dr dr

du
a a a a a a a

rdr

- + - - + +

+ - + - + + =

с учетом выражения 

	 ( ) ,
22

4 32 2
1r rd u dud d

a a
rdr rdrdr dr

 φ φ
+ = + +  

 
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которое следует из второго уравнения (4.1). Таким образом, приходим к ре-
зультирующему виду дифференциального уравнения

	
3 2

3 2 2
0r r rd u d u duA B

r drdr dr r
+ + = 	 (4.5)

относительно искомой функции радиальных перемещений ur, где 
коэффициенты

	
,

( ) ( )( )

2
3

4 2

4 1 3 2 3

4 2

1
3

1 1

a
A a

a a

a a a a a
B

a a

-
= +

-
- + - +

=
-

	 (4.6)

с учетом (4.2). Частные решения дифференциального уравнения (4.5) ищем 
в виде ur = rn, после подстановки которого в (4.5) получим характеристическое 
уравнение
	 ( )( ) ( )1 2 1 0n n n An n Bn- - + - + =

или в виде

	 [ ] ,2 1 0n n B+ - = 	 (4.7)
корни которого

	 ,1 0n =  ,2 3 1n B= ± - 	 (4.8)
с учетом (4.6). В рассматриваемом случае (для пьезоэлектрической области) 
имеем действительные значения корней n2,3 (4.7), (4.8), поэтому искомое ре-
шение –
	 .32

1 2 3
nn

ru С r С r С= + + 	 (4.9)
Далее в результате подстановки найденного решения (4.9) в уравнение 

(4.3) получим 

	
{( ) ( ) [ ( )] }

{( ) ( ) [ ( )] }

2

3

1
3 4 4 2 2 2 4 2 3 2 1 4 1

1 1
4 2 3 3 4 2 3 3 1 4 2 1 4 3

1 1

1 1

n

n

d
a a a a n n a a a n a a C r

dr

a a n n a a a n a a C r a a C r

-

- -

φ
= - - + - + - +

+ - - + - + - -

или в виде

	 ,32 11 1
1 2 3

nnd
A C r B C r D C r

dr
-- -φ

= + +′ ′ ′

решение которого –

	 ln ,32
1 2 3 4

2 3

nnA B
C r C r C D r C

n n
′ ′

φ = + + +′ 	 (4.10)

где коэффициенты
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,

,

24 2 2 1
2 2

3 4 4 3

24 2 2 1
3 3

3 4 4 3

1

3

a a a a
A n n

a a a a

a a a a
B n n

a a a a

a
D

a

-
= - -′

-
= - -′

= -′

	 (4.11)

с учетом (4.2), C1, ..., C4 константы интегрирования. 
Таким образом, найденные функции ur, φ радиального перемещения ur 

(4.9) и электрического потенциала φ (4.10) являются общим решением осе-
симметричной связанной краевой задачи электроупругости (4.1) для пьезо-
электрического трансверсально-изотропного цилиндрического слоя с ра-
диальной поляризацией. Соответствующие найденным полям ur, φ общие 
решения для деформаций (3.2)

	
,32

32

11
1 2 2 3

11 1
1 2 3

nn
rr

nn

С n r С n r

С r С r С r

--

-- -
qq

e = +

e = + +
	 (4.12)

и электрической напряженности

	 32 11 1
1 2 3

nn
rE C A r C B r C D r-- -- = + +′ ′ ′


	 (4.13)

и, далее, с учетом (3.4) для напряжений

	
( ) ( )

( ),

32 11
1 13 2 33 33 2 13 3 33 33

1
3 13 33

nn
rr С r c n c A e C r c n c B e

С r c D e

--

-

s = + + + + + +′ ′

+ + ′
	

(4.14)

	
( ) ( )

( ),

32 11
1 11 2 13 31 2 11 3 13 31

1
3 11 31

nnС r c n c A e C r c n c B e

С r c D e

--
qq

-

s = + + + + + +′ ′

+ + ′
	 (4.15)

	
( ' ) ( ' )

( ' )

32 11
1 12 2 13 31 2 12 3 13 31

1
3 12 31

nn
zz С r c n c A e C r c n c B e

С r c D e

--

-

s = + + + + + +

+ +
	 (4.16)

и электрической индукции

	
( ' ) ( ' )

( ' ).

32 11
1 31 2 33 3 2 31 3 33 3

1
3 31 3

nn
rD С r e n e A C r e n e B

С r e D

--

-

= + - l + + - l +

+ - l



	 (4.17)

4.2. Общие решения для жилы и внешнего слоя. Общие решения для изотроп-
ных областей электропроводной жилы (0 < r  < a0) и внешнего полимерного 
слоя связующего (a < r  < b) запишем как частные случаи полученных ранее 
решений (4.9), (4.12), (4.14) (4.16) с учетом равенств: a1 = 1, a2 = a3 = 0 (4.2), 
A = 3, B = 0 (4.6), n2,3 = ±1 (4.8) для этих случаев. В частности, с учетом ограни-
ченности решения в центре (r = 0) для электропроводной жилы имеем
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

,

,

( ),

( )

1

1

1 13 33

1 12 13

e r e

e rr e e

e rr e e e e

e zz e e e

u С r

С

С c c

С c c

qq

qq

=

e = e =

s = s = +

s = +

	 (4.18)

и для внешнего полимерного слоя (матрицы)

	 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,

, ,

1
1 2

2 2
1 2 1 2

m r m m

m rr m m m m m

u С r С r

С С r С С r

-

- -
qq

= +

e = - e = +
	 (4.19)

	
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,

( ) ( ) ,

( ) ( ) .

2
1 13 33 2 13 33

2
1 11 13 2 11 13

2
1 12 13 2 12 13

m rr m m m m m m

m m m m m m m

m zz m m m m m m

С c c C c c r

С c c C c c r

С c c C c c r

-

-
qq

-

s = + + -

s = + + -

s = + + -

	 (4.20)

4.3. Определение констант интегрирования. Константы интегрирования: 
C1, ..., C4 (4.9), (4.10), (4.12) (4.17), C(e)1 (4.18), C(m)1, C(m)2 (4.19), (4.20) опреде-
лим из 3-х условий электромеханического нагружения (3.5) (3.7) по заданным 
значениям управляющего электрического напряжения Ucon на электродах, ме-
ханического напряжения s• или перемещения u• на внешнем контуре и 4-х 
условий идеального контакта на межфазных поверхностях (3.8), (3.9).

Таким образом, из условия s(e)rr = srr (3.8) при r  = a0 с учетом вида решений 
(4.14), (4.18) следует равенство

	
( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ,

-

- -

′- + + + + +

′ ′+ + + + + =

2

3

1
1 13 33 1 13 2 33 330

1 1
2 13 3 33 33 3 0 13 330 0

n
e e e

n

С c c С a c n c A e

C a c n c B e С a c D e
	

(4.21)

из условия u(e)r = ur (3.8) с учетом (4.9), (4.18) при r  = a0 

	 ( ) ,- + + + =32
1 0 1 2 30 0 0nn

eС a С a С a С 	 (4.22)

из условия srr = s(m)rr (3.9) с учетом (4.14), (4.20) при r  = a 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ' ) ( ' )

( ' ) ( ) ( ) ,

--

- -

+ + + + + +

+ + - + - - =

32 11
1 13 2 33 33 2 13 3 33 33

1 2
3 13 33 1 13 33 2 13 33 0

nn

m m m m m m

С a c n c A e C a c n c B e

С a c D e С c c C a c c
	

(4.23)

из условия ur = u(m)r (3.9) с учетом (4.9), (4.19) при r  = a 

	 ( ) ( ) ,-+ + - - =32 1
1 2 3 1 2 0nn

m mС a С a С С a С a 	 (4.24)
из условия φ = Ucon (3.5) с учетом (4.10) при r  = a0 

	
' ' ' ln32

1 2 3 0 4 con0 0
2 3

nnA B
C a C a C D a C U

n n
+ + + = 	 (4.25)
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из условия φ = 0 (3.5) с учетом (4.10) при r  = a 

	 ln ,32
1 2 3 4

2 3
0nnA B

C a C a C D a C
n n
′ ′

+ + + =′ 	 (4.26)

из условия s(m)rr = s• (3.6) с учетом (4.20) при r  = b 

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ,2
1 13 33 2 13 33m m m m m mС c c C c c b- •+ + - = s 	 (4.27)

или из условия u(m)r |r = b = u• (3.7) с учетом (4.19) 

	 ( ) ( ) .1
1 2m mС b С b u-

•+ = 	 (4.28)

Константы интегрирования: C1, ..., C4 (4.9), (4.10), (4.12) (4.17), C(e)1 (4.18), 
C(m)1, C(m)2 (4.19), (4.20) определим из системы семи линейных алгебраических 
уравнений (4.21) (4.27)

	
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

,

...
,

11 1 12 1 13 2 14 3 15 4 16 1 17 2 1

71 1 72 1 73 2 74 3 75 4 76 1 77 2 7

e m m

e m m

a С a C a C a C a C a С a С b

a С a C a C a C a C a С a С b

+ + + + + + =

+ + + + + + =
	 (4.29)

где отличные от нуля компоненты матрицы [a] и вектор-столбца {b}:

	 ( ) ( )11 13 33e ea c c= - - , ( ' )2 1
12 13 2 33 330

na a c n c A e-= + + ,

	 ( ' )3 1
13 13 3 33 330

na a c n c B e-= + + , ( ' )1
14 0 13 33a a c D e-= + ,

	 21 0a a= - , 2
22 0

na a= , 3
23 0

na a= , 24 1a = ,

	 ( ' )2 1
32 13 2 33 33

na a c n c A e-= + + , ( ' )3 1
33 13 3 33 33

na a c n c B e-= + + ,	 (4.30)

	 ( ' )1
34 13 33a a c D e-= + , ( ) ( )36 13 33m ma c c= - - , ( ) ( )( )2

37 13 33m ma a c c-= - - ,

	 2
42

na a= , 3
43

na a= , 44 1a = , 46a a= - , 1
47a a-= - ,

	
'

2
52 0

2

nA
a a

n
= , 

'
3

53 0
3

nB
a a

n
= , ' ln54 0a D a= , 55 1a = , 5 conb U= ,

	
'

2
62

2

nA
a a

n
= , 

'
3

63
3

nB
a a

n
= , ' ln64a D a= , 65 1a = ,

седьмая строка для случая 

	 ( )m rr r b •=s = s , 

	 ( ) ( )76 13 33m ma c c= + , ( ) ( )( ) 2
77 13 33m ma c c b-= - , 7b •= s ,	 (4.31)
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или для случая ( )m r r bu u•= =  (3.7) – 

	 76a b= , 1
77a b-= , 7b u•= .	 (4.32)

Отметим, что для пьезоэлектрического слоя выполняется равенство

	
0

con

a

r

a

E dr U=∫


.

5. Эффективные пьезоэлектрические коэффициенты. Тензор эффективных 
пьезоэлектрических напряжений (2.4) композитного FibrCD-актюатора

	 * / conU≡ -b s 	 (5.1)
определим через осредненные или «макроскопические» осесимметричные 
напряжения 〈s〉 составной ячейки

	 ' ' ' ' ' ' ' ' '( )3 3 3i j i j i js = sd + s - s d d 	 (5.2)
для случая 〈e〉 = 0, т.е. при неподвижном внешнем контуре (u• = 0) и непо-
движных торцов составной ячейки (4.32); здесь индекс 3′ соответствует 
направлению продольной оси r3′ ≡ z пьезоэлектрического кабеля и совпадает 
с окружной координатной линией диска актюатора, r1′r2′ плоскость изотро-
пии эффективных трансверсально-изотропных электроупругих свойств во-
локнистого композита, di ′j ′ символы Кронекера. В формуле (5.2) использова-
ны обозначения

	
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

' ( ) ' ( ) ' ( ) '

( ) ( ),2
1 13 33 2 13 33

3 3 3 3

m m m m m mm rr r b

e e p p m m

С c c C b c c

c c c

-
=s ≡ s = + + -

s = s + s + s
	 (5.3)

для случая u• = 0, Ucon ≠ 0 (3.5), (3.7), (4.32). Тензор пьезоэлектрических напря-
жений (5.1) допускает выражение своих компонент

	 * * * *
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' '/ ( )con 1 3 1 3 3i j i j i j i jUb ≡ - s = b d + b - b d d 	 (5.4)

через независимые эффективные продольный b3′
*  и поперечный b1′

*  коэффици-
енты. В (5.3) макроскопическое продольное напряжение s3′ это осредненное 
по поперечному сечению составной ячейки значение, которое рассчитывается 
через величины: ( ) '3es , ( ) '3ps , ( ) '3ms  осредненные по каждой из подобластей: 
жиле, пьезоэлектрическому слою и внешнему полимерному слою значения 
ранее полученых решений s(e)zz (4.18), szz (4.16), s(m)zz (4.20) с учетом равенств 

( ) ' ( ) ' ( )3 3e e e zzs = s = s


 в силу однородности напряженно-деформированного 
состояния электропроводной жилы. Осредненное по пьезоэлектрическому 
(a0 < r  < a) слою величина продольных напряжений имеет вид 

	 ( ) ' ( ' ) ( ' ) ( ' ),3 1 1 12 2 13 31 2 2 12 3 13 31 3 3 12 31p p p pС c n c A e C c n c B e С c D es = κ + + + κ + + + κ +

с учетом (4.16), где коэффициенты
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p p
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a a
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,	 (5.5)

относительные объемные доли 

	
2

0
e

a
c

b
 =  
 

, 
2

p e
a

c c
b

 = - 
 

, 1m e pc c c= - - 	 (5.6)

элементов структуры (слоев) составной ячейки (рис. 3). Эффективный ко-
эффициент пьезоэлектрического расширения в плоскости изотропии r1′r2′ 
композита

	 *
( ) / conm r b Uqq =a = e 	 (5.7)

для случая con 0U ≠ , 0•s =  (3.6), (4.31). Полученное осесимметричное реше-
ние (4.9) (4.32) для области составной ячейки (рис. 3, a) может быть использо-
вано для нахождения лишь двух из пяти независимых эффективных упругих 
констант FibrCD-актюатора

	 * * *
' ' ' '( ) / /( )1 1 1 2 2 2k c c •≡ + =< s > e , * *

' ' ' ' /( )1 3 2 3 2zzc c •= =< s > e 	 (5.8)
при заданных значениях: e• ≡ u•/b ≠ 0, Ucon = 0 с учетом ezz = 0 (3.5), (3.7), (4.32), 
где k* объемный модуль плоской деформации в плоскости r1′r2′ , использованы 
обозначения: * *

' ' ' ' '1 1 1 11 1c c= , * *
' ' ' ' '1 2 1 12 2c c= , * *

' ' ' ' ' '2 3 2 2 3 3c c=  компонент *
' ' ' 'i j m nc  тен-

зора эффективных упругих свойств в координатных осях ',..., '1 3r , '3r  ось сим-
метрии свойств, выполняется равенство * * *

' ' ' ' ' ' ' ' .i j i j m n m ncb = a  Отметим, что пье-
зоэлектрические коэффициенты a*, b* входят в определяющие соотношения 
(2.4) подхода термоаналогии [39], согласно которому величина управляющего 
электрического напряжения Ucon, приложенного к выходам электродов актю-
атора, отождествляется с приращением температуры DT, т.е. «нагревом» го-
могенной области, например, дискового или кольцевого актюатора (рис.1) с 
эффективными “термоупругими” свойствами.

6. Результаты численного моделирования. Осуществим расчет и численный 
анализ упругих и электрических полей внутри составной ячейки при различ-
ных случаях ее электромеханического нагружения (s•, u•, Ucon) и прогнозиро-
вание эффективных упругих k *, c*

1′3′ и пьезоэлектрических a*, b*
1′, b*

3′ констант 
(5.1) (5.8) композитного FibrCD-актюатора (рис.1). Электроупругие посто-
янные керамики PZT-5 приведены в табл. 1 [1, 2], модули Юнга и коэф-
фициенты Пуассона изотропных упругих свойств электропроводной жилы: 
E(e) = 80 ГПа, n(e) = 0.37 (серебро) и эпоксидного связующего: E(m) = 20 ГПа, 
n(m) = 0.35. На рис. 4–6 даны графики распределений электроупругих полей 
по радиальной координате r при значенииях радиусов: a0 = 0.1 мм, a = 0.15 мм, 
b = 0.17 мм и различных условиях нагружения: s• =10 МПа, Ucon = 0 В (рис. 4), 
Ucon ≠ 0 (рис. 5, 6) составной ячейки. На рис. 5 графики функций, полученные 
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Рис. 4. Функции перемещения ur [мкм] (a), электрического потенциала φ [В] (b), напря-
женности rE



 [кВ/мм] (c) и индукции rD


 [мКл/м2] (d) по радиальной координате r пье-
зоэлектрического слоя составной ячейки при s• = 10 МПа, Ucon = 0 В.
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Рис. 5. Функции перемещения ur [мкм] (a), радиальной err и окружной eqq деформаций (b) 
по радиальной координате r составной ячейки при Ucon = 1500 В.
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для различных граничных условий: s• = 0 или u• = 0 на внешнем контуре со-
ставной ячейки при Ucon = 1500 В, обозначены маркерами с заливкой (цвет-
ные) и без заливки (белые) соответственно. При этом для случаев на рис. 6 

(а)
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Dr

r/b r/b
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Рис. 6. Функции электрического потенциала φ [кВ] (a), напряженности rE


 [кВ/мм] (b) 
и индукции rD



 [Кл/м2] (c) по радиальной координате r пьезоэлектрического слоя при 
Ucon =1500 В (○), 500 В ( ); пунктирная линия –линейная аппроксимация (для сравнения).

Рис. 7. Эффективный коэффициент a* [мкВ-1] пьезоэлектрического расширения компо-
зита при a0= 0.1 (○), 0.05 (Δ), 0.01 ( ) [мм].
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(Ucon = 1500 В, 500 В) установлено, что на графики электрического потенциала 
φ (рис. 6,a), напряженности rE



 (рис. 6, b) и индукции rD


 (рис. 6, c) прак-
тически не влияет различие задаваемых граничных механических условий: 
s• = 0 или u• = 0 на внешнем контуре составной ячейки. В табл. 2 численные 
значения эффективных упругих и пьезоэлектрических констант композита 
(рис. 3,b) также получены для случая a0 = 0.1 мм, a = 0.15 мм, b = 0.17 мм. На 
рис. 7, 8 даны графики зависимостей эффективных коэффициентов пьезо-
электрического расширения a* (рис. 7) и пьезоэлектрических напряжений 
b*

1′, b*
3′ (рис. 8) композита от структурного параметра q  = a/b при различных 

значениях радиуса электропроводной жилы a0 с учетом области допустимых 
значений ( ; )0 1q q∈ , где начальное значение q0 = a0/b.

Для случая традиционных схем размещения электродов на поверхностях 
однородных пьезоэлектрических пластин, например, при установке электро-
дов на основаниях пьезоэлемента в виде круглой пластины с поляризацией 
по ее толщине вдоль оси r3 при e33 = 0 аналог коэффициента a* (5.7) запишем 
в виде

(а)

β1
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Рис. 8. Эффективные коэффициенты b1′
*  (a), b3′

*  (b) [МПа/В] пьезоэлектрических напря-
жений композита при a0= 0.1 (○), 0.05 (Δ), 0.01 ( ) [мм].

Таблица 1. Электроупругие свойства пьезокерамики PZT-5

Упругие постоянные, ГПа
Относительные 

диэлектрические 
постоянные

Пьезоэлектрические 
постоянные, Кл/м2

c11 c12 c13 c33 c44 l1/l0 l3/l0 e31 e33 e15

121 75.4 75.2 111 21.1 916 830 -5.4 15.8 12.3
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	 ( ) /31 13 33d d ha ≈ + n 	 (6.1)
где значения деформационных пьезомодулей: d33 = 0.3732 нм/В,  d31 = 
= -0.1704 нм/В (2.2), коэффициент Пуассона n13 = 0.383 для керамики PZT-5 
(табл. 1). Аналоги: 1b , 2b , 3b  коэффициентов * *

1 2b = b , *
3b , где в цилиндриче-

ской системе координат индексы 1 и 2 соответствуют радиальному и осевому, 
а индекс 3 – окружному направлениям координатных линий диска (рис. 1) 
запишем для двух случаев размещения электродов. В первом случае электроды 
установлены на верхнем и нижнем основаниях (торцах) дисковой (рис. 1, a) 
или кольцевой (рис. 1, b) пластины с поляризацией по толщине

	 / ,1 3 31e h′ ′b = b ≈   / ,2 33e h′b ≈ 	 (6.2)
а во втором случае на внутренней и внешней цилиндрических поверхностях 
кольцевой пластины с поляризацией по радиусу (рис. 1, b)

	 '' /1 33 Reb ≈ D , '' '' /2 3 31 Reb = b ≈ D  	 (6.3)
где h – толщина пластины, DR – разность внешнего и внутреннего радиусов 
кольцевой пластины. Преимущество предложенного пьезоэлектрического ка-
тушечного композитного FibrCD-актюатора перед подобными традиционны-
ми дисковыми актюаторами оценим по значениям коэффициентов эффектив-
ности вида: */ ,z ≡ a a  ' * '

' /i i iz ≡ b b  и '' * ''
' /i i iz ≡ b b , в частности, для актюаторов 

с торцевыми плоско-параллельными электродами

	
*

' '1
1

31
h

e
b

z = , 
*

' '1
2

33
h

e
b

z = , 
*

' '3
3

31
h

e
b

z = 	 (6.4)

или концентрическими цилиндрическими электродами

	
*

'' '1
1

33
Re

b
z = D , 

*
'' '1
2

31
Re

b
z = D , 

*
'' '3
3

31
Re

b
z = D 	 (6.5)

где e33, e31 пьезомодули керамики PZT-5 (табл. 1). Например, при значениях 
параметров: h = ΔR = 10 мм имеем для FibrCD-актюатора значения коэффи-
циентов эффективности: z ≈ -107, z1′ = z2′′ ≈ -70, z2′ = z1′′ ≈ 24, z3′ = z3′′ ≈ 105 с уче-
том данных в табл.1, 2; при этом знак этих коэффициентов может быть изме-
нен сменой знака управляющего электрического напряжения Ucon на выходах 
электродов.

Заключение. Разработана микроструктурная модель композитного пье-
зоволоконного катушечного дискового FibrCD-актюатора (рис. 1, 2) [18] и 
с использованием подхода [28] получено точное аналитическое решение 

Таблица 2. Эффективные упругие и пьезоэлектрические константы композита

k* c13
*  = c23

* a* b1
* b3

*

ГПа мкВ-1 МПа/В
64.011 48.295 0.2939 0.0376 –0.0567
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связанной краевой задачи электроупругости для деформационного и электри-
ческого полей внутри его элементарной составной ячейки типа «пьезоэлек-
трический кабель/оболочка связующего» (рис. 3, а) в рамках полидисперсной 
модели (рис. 3, b) волоконной структуры актюатора. Электромеханическое 
нагружение составной ячейки осуществляется приложением управляющего 
электрического напряжения Ucon к электродам кабеля и граничными условия-
ми (s•, u•) на его внешнем контуре. Точные решения для электроупругих полей 
(4.9), (4.10), (4.12)–(4.17) как функций радиальной координаты r внутри со-
ставной ячейки (рис. 3, а) использованы далее для нахождения аналитических 
решений (2.4), (5.1) (5.7) эффективных коэффициентов пьезоэлектрического 
линейного расширения a* и пьезоэлектрических напряжений b*  FibrCD-ак-
тюатора (рис. 1) с цилиндрической анизотропией, когда ось симметрии эф-
фективных электроупругих свойств волокнистонго катушечного композита 
ориентирована по окружной координате актюатора. Графики на рис. 4 ил-
люстрируют существенную нелинейность распределения электрического по-
тенциала φ по радиальной координате r для случая растяжения напряжением 
s• в поперечной плоскости составной ячейки при отсутствии управляющего 
электрического напряжения, Ucon = 0. Установлено, что большие значения за-
даваемого управляющего электрического напряжения Ucon, в частности, 500 
или 1500 В на электродах обусловливают близкое к линейному распределение 
электрического потенциала φ по радиальной координате r (рис. 6, a). Осуще-
ствлен расчет и численный анализ коэффициентов a*, b*

ij FibrCD-актюатора 
в сравнении с аналогичными характеристиками традиционных актюаторов 
(6.1)–(6.5) при различных значениях макроскопических и структурных гео-
метрических параметров FibrCD-актюатора, в частности, толщины h диска 
или кольца, разности внешнего и внутреннего радиусов DR кольца, относи-
тельных размеров толщины слоя полимерного связующего (как минимальной 
гарантированной прослойки связующего между витками) составной ячейки и 
радиуса электропроводной жилы a0 пьезоэлектрического кабеля. Выявлено, 
что при значениях управляющего электрического напряжения Ucon > 0 состав-
ная ячейка, в целом, осесимметрично расширяется, но при этом жила вну-
три ячейки находится в состоянии всестороннего сжатия в трансверсальной 
плоскости (рис. 5). При смене знака управляющего электрического напря-
жения, т.е. при Ucon < 0 имеем сжатие составной ячейки и растяжение жилы в 
трансверсальной плоскости. Зависимости эффективных коэффициентов a*, 
b1

*
′ составной ячейки от параметра q  = a/b относительного значения толщины 

пьезоэлектрического слоя имеют монотонный характер (рис.7, 8, a). Немоно-
тонный характер зависимости от параметра q имеет лишь величина b3

*
′ (рис. 8, 

b) с наличием ярко выраженных экстремумов. Выявлено увеличение абсо-
лютных значений всех коэффициентов a*, b1

*
′, b3

*
′ при уменьшении толщины 

пьезоэлектрического слоя при фиксированном значении внешнего радиуса 
составной ячейки (рис. 7, 8).

Результаты получены при выполнении государственного задания Мини-
стерства науки и высшего образования Российской Федерации на выполне-
ние фундаментальных научных исследований (проект № FSNM-2023-0006).
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ELECTROELASTICITY OF DISC PIEZOFIBROUS ACTUATOR

A. A. Pan’kov a, * 
aPerm National Research Polytechnic University, Perm, Russia

Abstract. A microstructural model of a coiled composite piezofiber disc (FibrCD) 
actuator has been developed. The actuator is formed by winding a large number of 
turns of thin electrode-coated piezoelectric fiber, designed as shielded single-core 
cable with radially polarized piezoelectric interelectrode layers The winding is then 
impregnated and consolidated with a polymer binder. An exact analytical solution 
was obtained for the electrical and deformation fields of an axisymmetric coupled 
boundary problem of electroelasticity on the elementary composite cell "piezoelec-
tric cable/binder shell." This exact solution for the electroelastic fields within the 
composite cell, subjected to an electric voltage applied to the cable electrodes, was 
subsequently used to derive exact analytical solutions for the tensors of effective 
piezoelectric stress coefficients and linear piezoelectric expansion (strain) of the 
fiber composite. These calculations treat the composite as a homogeneous mate-
rial with cylindrical anisotropy, characteristic of the disc-shaped FibrCD actuator, 
based on the well-known polydisperse composite structure model. Calculations 
and numerical analysis of the FibrCD actuator’s characteristics were performed for 
various values of its macroscopic and structural parameters, including the thick-
ness of the disc (ring), the difference between the outer and inner radii of the ring, 
and the relative dimensions of the conductive core radius and the thickness of the 
binder layer between adjacent cable turns. The effectiveness of the FibrCD actua-
tor was confirmed in comparison with the characteristics of conventional actuators.

Keywords: piezoelectric FibrCD actuator, electroelasticity, signal cable, fiber 
composite, effective properties, polydisperse model, numerical modeling.
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Рассматривается напряженно-деформированное состояние и определя-
ется время до разрушения составного растягиваемого стержня при пол-
зучести в активной среде. Влияние активной среды определяется неклас-
сическим диффузионным процессом, при этом проникшее в материал 
активное вещество находится в двух состояниях: свободном и связанном. 
Процесс такой диффузии описывается модифицированным уравнением 
диффузии, учитывающим двухфазное состояние активного вещества 
в материале. Получена система уравнений, моделирующая ползучесть 
составного стержня, в котором его части жестко без проскальзывания 
связаны между собой, а также включающая в себя кинетические урав-
нения накопления поврежденности в частях стержня. Учет влияния ак-
тивной среды производится путем введения в указанные кинетические 
уравнения функции влияния активной среды – функции от интегрально 
средней концентрации. Анализируются распределения напряжений и 
процессы накопления повреждений во времени в различных частях со-
ставного стержня. Проведены расчеты в двух случаях, а именно, рассмат-
ривается классический и неклассический диффузионный процесс. 
Задания данных различий обусловлено выбором соответствующих пара-
метров в рассматриваемой диффузионной модели. Получены зависимо-
сти накопления поврежденности и распределения напряжений в частях 
стержня во времени. В результате определено, что разрушение состав-
ного стержня в классическом случае происходит раньше, чем в случае 
рассматриваемого неклассического диффузионного процесса

Ключевые слова: составной растягиваемый стержень, активная среда, не-
классическая диффузия, ползучесть, кинетическая теория Ю.Н. Работ-
нова, поврежденность, длительное разрушение, время до разрушения
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1. Введение. Актуальность исследований высокотемпературной прочности 
материалов и конструкций [1], в том числе, находящихся в условии воздей-
ствия активных сред [2, 3], не подлежит сомнению. Современные материалы 
и элементы конструкций должны обеспечивать надежность и работоспособ-
ность изделий, выполненных из них, в течение всего срока службы в рабочих 
условиях с учетом их взаимодействия с внешними и/или рабочими средами. 
Наиболее часто для дополнительной защиты элементов конструкций от де-
структивного воздействия внешней активной среды применяются типовые 
элементы составного типа. Внешний слой такой составной конструкции, как 
правило, контактирует с агрессивным веществом и защищает основные эле-
менты конструкции от его разрушительного воздействия. 

Предлагаемая вниманию читателей настоящая статья является продолже-
нием проводимых авторами исследований, но с учетом неклассического диф-
фузионного процесса В статье [4] авторами рассмотрено напряженно-дефор-
мированное состояние, кинетика накопления повреждений в процессе пол-
зучести и определены времена до разрушения составного стержня без учета 
влияние активной среды при различных значениях материальных констант 
в законах ползучести и длительного разрушения его частей. Рассмотренная 
задача являлась предварительным опорным исследованием перспективной за-
дачи о защитном эффекте внешних частей составного стержня при его кон-
такте с рабочей активной средой в условиях длительного действия нагрузки и 
повышенных температур. 

В последующей свое работе авторами для анализа диффузионного про-
никновения активной среды в материалы частей составного стержня исполь-
зуется приближенный метод решения классического уравнения диффузии, 
который основан на введении диффузионного фронта, подробно описанный 
в [2, 3, 5]. Такой подход позволяет разделить весь материал стержня на возму-
щенную (где среда уже проникла в материал) и невозмущенную области (где 
еще нет проникновения среды) и затем определять движение границы меж-
ду этими областями во времени. Решение (распределение концентрации по 
координатам и времени) ищется в виде полинома, коэффициенты которого 
в общем виде являются функциями пространственных координат и времени. 
При этом граничные и начальное условия выполняются точно, а уравнение 
диффузии удовлетворяется интегрально во всем объеме стержня. Относитель-
ная погрешность рассматриваемого приближенного метода по сравнению 
с точным решением в рядах составляет единицы процентов и уменьшается 
с ростом степени применяемого полинома. С учетом того факта, что кривые 
ползучести имеют значительный статистический разброс применение при-
ближенного метода решения уравнения диффузии для решения рассматри-
ваемых задач, вполне допустимо.

Кроме того, в процессе своих исследований авторами проведен обзор ра-
бот по ползучести и длительному разрушению составных конструкций [4], 
в том числе находящихся в активной среде, выявлены основные тенденции, 
применяемые модели при решении такого рода задач, а также меры по кор-
розионной защите поверхностей элементов конструкций.

В настоящем исследовании (в данной статье) влияние активной среды 
определяется неклассическим диффузионным процессом. В данном случае 
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рассматривается диффузия, при этом проникшее в материал активное веще-
ство находится в двух состояниях: свободном и связанном. Процесс диффузии 
в этом случае описывается модифицированным уравнением диффузии, учи-
тывающим двухфазное состояние активного вещества в материале.

В данной работе авторами исследуется напряженно-деформированное 
состояние и проводится моделирование процессов разрушения такой типо-
вой конструкции, как составной стержень, находящийся в условии ползу-
чести [1] при растяжении и воздействии на части стержня активной среды, 
причем влияние активной среды определяется неклассическим диффузион-
ным процессом.

2. Постановка задачи. Рассматривается составной стержень, находящийся в 
состоянии установившейся ползучести под действием постоянной растягива-
ющей силы P, приложенной к его торцам. Стержень имеет прямоугольное по-
перечное сечение, длина стержня L, ширина стержня H и толщина b удовле-
творяют двойному неравенству L >> H >> b. Расположение частей симметрич-
но относительно срединной плоскости, проходящей через геометрическую 
середину ширины H. Центральная часть стержня выполнена из материала, 
обладающего одними свойствами ползучести, две крайних одинаковых ча-
сти выполнены из другого материала, который обладает другими свойствами 
ползучести. Дополнительно примем следующее условие: все части составного 
стержня жестко, без проскальзывания соединены между собой. Расположение 
частей в стержне представлено на рис. 1.

На рис. 1 обозначение h1 соответствует ординате границы первой и второй 
частей в системе координат x0y. При этом толщина первой части равна 2h1.

Рассмотрим ползучесть данного составного стержня, который дополни-
тельно к действию растягивающей силы находится в активной среде, действие 
которой определяется неклассическим диффузионным процессом. При этом 
рассматривается процесс, описываемый модифицированным уравнением 
диффузии следующего вида:

	 ( ) ( ), , , , ,
2

2
0 0 0

с с S S
D c z S z с S

t t tz

∂ ∂ ∂ ∂
= + = = = b - a
∂ ∂ ∂∂

	 (2.1)

где c – концентрация свободной (мобильной) формы активной среды в еди-
нице объема (или на единицу массы) образца; S – концентрация связанной 

y

x
P P

H
2

1

2
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Рис. 1. Схема расположения частей в стержне.
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формы активной среды в единице объема (или на единицу массы) образца; 
a – вероятность перехода в единицу времени связанной формы молекул ак-
тивной среды в свободную форму (a → (S → c)); b – вероятность перехода в 
единицу времени свободной формы молекул активной среды в связанную 
форму (b → (c → S)); D = const – коэффициент диффузии; t – время; z – де-
картовая координата.

Здесь предполагается, что диффузия мобильных молекул соответствует 
простой теории диффузии, дополненной источниками и стоками, как в тео-
рии цепных нейтронных реакций [6].

По мнению авторов статьи рассматриваемая диффузионная модель может 
также моделировать некоторые физико-химические механизмы диффузии в 
оксидах металлов с учетом особенностей их структуры и свойств [7, 8].

Исследуется длительная прочность растягиваемого длинного составного 
стержня с поперечным сечением в виде узкого прямоугольника в активной 
среде, диффузионное влияние которой описывается уравнением (2.1). По-
скольку ширина H поперечного сечения значительно превосходит его толщи-
ну b, то влиянием диффузии со стороны узких сторон прямоугольного сече-
ния можно пренебречь. Длина стержня во много раз превосходит характерные 
размеры его поперечного сечения, поэтому влиянием продольной координаты 
стержня на диффузионный процесс можно также пренебречь. Таким образом, 
процесс диффузии является одномерным и проходит по толщине b вдоль по-
перечной координаты z. Принимаются одинаковые граничные условия диф-
фузионного процесса на широких сторонах прямоугольного поперечного 
сечения, в связи с этим процесс диффузии является симметричным относи-
тельно оси y, проходящей через центр поперечного сечения стержня. Примем 
одинаковые характеристики диффузионного процесса для центральной части 
и двух крайних частей стержня. А именно, пусть активная среда проникает 
в центральную и крайние части с коэффициентом диффузии D = const. Веро-
ятности перехода a связанной формы молекул активной среды в свободную 
и обратный процесс b примем одинаковыми для всех частей стержня. Схема 
воздействия активной среды на составной стержень представлена на рис. 2.

Введем безразмерные переменные:

	 ,2z
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b
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t t
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c D D
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где c0 – равновесная концентрация свободного вещества.
С учетом принятых безразмерных переменных (2.2) уравнение (2.1) преоб-

разуется, в результате распределение концентрации элементов активной сре-
ды в каждой части составного стержня подчиняется одномерному модифици-
рованному уравнению диффузии
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с начальным условием ( ) ( ), ,0 0 0c z S z= =  для 1z < , и с граничными усло-
виями ( ) ( ), ,1 1 1c t c t= - =  .
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Решение уравнения (2.3) рассматривается в статье [9], в которой методом 
преобразования Лапласа [10] получены зависимости ( , )c z t  и ( , ).S z t  

Интегрирование указанных зависимостей по толщине z дает следующее 
выражение для относительной массы поглощенного вещества ( ),m m t=   кото-
рая есть средняя концентрация ( ) ( ),mс t m t≡   зависящая только от времени :t
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где 
(odd)

l

∞

∑  – сумма по нечетным индексам l. В соотношении (2.4) использо-

ваны обозначения:
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Рис. 2. Схема воздействия активной среды на составной стержень.
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где 2δ  – безразмерная толщина, m  = m/m0, m – масса поглощенного веще-
ства, m0 – значение равновесной массы поглощенного вещества.

В настоящем исследовании, учитывая постановку задачи, а именно, ма-
лость поперечных размеров составного стержня по сравнению с его длиной 
и с дополнительным условием симметричности диффузионного процесса от-
носительно центральной плоскости симметрии, принимается одномерный ха-
рактер напряженного состояния. В процессе решения используется гипотеза 
плоских сечений и обобщение принципа Сен-Венана для рассматриваемой 
задачи, что позволяет считать напряженное состояние однородным вдали от 
мест соединения частей составного стержня.

3. Определяющие и кинетические соотношения. Учет влияния активной 
среды в уравнениях модели. Пусть соотношения (3.1) описывают скорость 
деформации ползучести соответственно первой (центральной) части и двух 
крайних частей.

	 1
1 1
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n

p B
s =  - w 

 , ,2
2 2

21

n

p B
s =  - w 

 	  (3.1)

где s1 – напряжение в первой (центральной) части стержня, s2 – напряже-
ние в двух крайних частях стержня, w1 – параметр поврежденности для цен-
тральной части стержня, w2 – параметр поврежденности одинаковый для двух 
крайних частей стержня, B1, B2, n – материальные константы, точка над сим-
волами p1 и p2 означает производную по времени t.

В соотношении (3.1) на основе кинетической теории ползучести и дли-
тельной прочности Ю.Н. Работнова [1] в уравнения, описывающие ползу-
честь каждой части составного стержня, введены структурные параметры – 
параметры поврежденности w1 и w2, которые описывает накопление повре-
ждений в процессе ползучести. 

Введем дополнительные безразмерные переменные:
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где s0 – некоторое характерное напряжение размерности МПа, например, по-
ловина предела кратковременной прочности sb (s0 = 0.5sb) при соответствую-
щей температуре.

Тогда определяющие соотношения (3.1) для центральной и двух крайних 
частей составного стержня соответственно будут иметь следующий вид:
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где k = B2/B1.
Большинство экспериментальных данных показывают, что активная среда 

деструктивно влияет на материал, уменьшает время до разрушения по срав-
нению с эксплуатацией материалов и элементов конструкций в нейтральных 
условиях.
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Процессы разрушения инициируются ростом повреждений в материа-
ле. Учтем влияние активной среды в кинетических уравнениях накопления 
поврежденности:
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  ( ) ( ) **, , ( ) , ( ) ,2 2
2 2 2 2 2 2

2
0 0 1

1

m

m
d

A f c t t t
dt
w s = w = w w = w ≡ w = = - w 

	  (3.4)

где t1
* – время до разрушения центральной части стержня, t2

* – время до раз-
рушения крайних частей стержня. A, m – материальные константы, которые 
определяются на основе опытов на длительную прочность без активной среды 
в нейтральных условиях (при этом ( ) 1mf c ≡ ). Для этих опытов используются 
стандартные образцы, которые изготовлены из материалов соответствующих 
частей составного стержня.

В уравнениях (3.3) и (3.4) введена некоторая возрастающая функция 
от интегрально средней концентрации ( )mf c  соответственно, такая, что 
( ) .0 1mf c = =

С учетом единого для определяющих и кинетических уравнений безраз-
мерного времени t уравнения (3.3) и (3.4) примут следующий вид:

	
( )

( )1 1
1

11

m

mm

d
С f c

dt
w s

=
- w

, 
( )

( ) ,w s
=

- w
2 2

1

21

m

mm

d
С f c

dt
	  (3.5)

где 1 0
1

m nA
С

B
-= s .

Начальные условия: w1(0) = 0, w2(0) = 0. Первое уравнение в (3.5) отвеча-
ет за рост параметра w1 в центральной части составного стержня, находя-
щейся под действием напряжения s1. Второе уравнение в (3.5) отвечает за 
рост параметра w2 в двух крайних частях составного стержня, находящих-
ся под действием напряжения s2. Средняя концентрация cm определяется 
уравнением (2.4).

Примем линейный вид функции f (cm) [11]: 
	 ( ) 1m mf c ac= +  
где a – материальная константа. Способ определения константы a из экспе-
риментов на длительную прочность подробно изложен в [11].

Поскольку кинетические соотношения (3.5) и соотношение (2.4) для сред-
ней концентрации cm записаны в различных безразмерных временах –t  и t  со-
ответственно, то для дальнейших расчетов необходимо перейти к одному еди-
ному безразмерному времени для задачи –t. Напомним читателю статьи, что в 
соответствии с (2.4) выражения для безразмерного времен, характеризуемых 
диффузионными процессами в частях стержня, имеют следующий вид:

	 .
2

D
t t

b
=  
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Связь безразмерного времени –t с реальным временем t определяется в со-
ответствии с (3.2).

Последовательно выражая сначала время t  через время –t, приведем (3.5) к 
виду, записанному в едином безразмерном времени –t. 

Проведя соответствующие выкладки, получим, что связь безразмерных 
времен определяется как ,t K t=  где K = D/(b2B1s0

n). Таким образом, ис-
пользуя решение ( ) ( )mс t m t=   (2.4), учитывая ,t K t=  находим зависимость  

( ) ( )mс t m t=  .
В результате кинетические соотношения для первой (центральной) и двух 

вторых (крайних) частей составного стержня в едином безразмерном време-
ни –t примут следующий вид:

	
( )

( )( )1 1
1

11
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d
С f c t

dt
w s

=
- w

, 
( )

( )( ) ,2 2
1

21

m
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d
С f c t

dt
w s

=
- w

 	  (3.6)

где C1 = (A/B1)s0
m - n. Начальные условия: w1(0) = 0, w2(0) = 0.

Факт наличия жесткого соединении без проскальзывания частей стержня 
приводит к равенству деформаций на их границе. Далее применяется гипо-
теза, что деформации не зависят от поперечной координаты y, что согласно 
гипотезе плоских сечений выполняется наряду с утверждением о неизмен-
ности исходных плоских и нормальных к оси стержня сечений до и после 
деформации.

Данное обоснование дает возможность принять условие равенства де-
формаций ползучести ( ) ( ).1 2p t p t=  С учетом заданного начального условия 
p(0) = 0, получим:
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Аналогично:
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, .2 2 2
2

2 201 1
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dp k
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= =
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Из условия равенства деформаций ползучести p1 = p2 следует:

	
( ) ( )

.1 2

1 20 01 1

t tn n

n n
dt k dt

s s
=

- w - w∫ ∫ 	  (3.7)

Запишем уравнение равновесия
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∫ ∫ 	  (3.8)
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Введем величину 
P

bH
Σ ≡ , тогда 

	 ( )1 21Σ = ξs + - ξ s   , 12h
H

ξ = .

С учетом выражений для безразмерных напряжений s1 и s2 уравнение рав-
новесия (3.8) будет иметь вид:

	 ( ) ,0 1 21Σ = ξs + - ξ s   	 (3.9)
где 0

0 0

P
bH

Σ
Σ = =

s s
. 

Выразим из (3.9) s2

	
[ ]
( )

.
Σ - ξs

s =
- ξ

0 1
2 1

	  (3.10)

С учетом уравнений (3.6), (3.7) и (3.10) замкнутая система уравнений будет 
иметь следующий вид
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	  (3.11)

В уравнениях (3.10), в системе (3.11), а также учитывая ( ) ( )m mc t c K t=   по 
(2.4), использованы константы 

	 ,
2 2b b

D D
a = a b = b , 1 0

1

m nA
С

B
-= s , 2

1 0
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D
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b B
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, 

	 2
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0
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В системе (3.11) из трех уравнений тремя неизвестными являются по-
врежденность w1 = w1( t ) – в центральной части стержня, поврежденность 
w2 = w2( t ) – в двух крайних частях составного стержня, напряжение s1 = s1( t ). 
Напряжение s2 = s2( t ) определяется в соответствии с соотношением (3.10). 
Указанные характеристики напряженного и поврежденного состояния яв-
ляются зависимыми от времени.

Принимаются начальные условия для поврежденностей: w1(0) = 0, w2(0) = 0.
Используем принятый ранее в статье линейный вид функции 

	 ( )( ) ( ) ,1m c mf c t a c t= + ⋅
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где ac – константа, определяемая из эксперимента на длительную прочность 
образцов материала, находящихся в активной среде.

В работе [11] было определено значение данной константы ac = 9,5 для 
опытов по длительной прочности образцов углеродистой стали, находящихся 
в высокотемпературной воздушной среде [12].

Необходимо отметить, что материальные параметры A, B1, B2, m, n, входя-
щие в соотношения (3.1), (3.3), (3.4) и в систему уравнений (3.11), в общем 
случае можно определить на основе обработки экспериментальных данных по 
ползучести и длительной прочности стандартных образцов из материалов, из 
которых изготовлены рассматриваемые части составного стержня.

Критерием разрушения каждой части стержня является условие достиже-
ния параметром поврежденности для соответствующей части стержня значе-
ния, равного единице * *( )1 1 1 1t tw ≡ w = =  и ** ( ) .2 2 2 1t tw ≡ w = =  Общее время 
до разрушения всего составного стержня  t * будем считать минимальной из по-
лученных времен до разрушения отдельных частей стержня: * * *min{ , }.1 2t t t=

Результатом решения задачи будут являться рассчитанные зависимости 
s1 = s1( t ), s2 = s2( t ), w1 = w1( t ), w2 = w2( t ) от безразмерного времени  t .

4. Результаты расчета. Цель проведенного расчета данной модельной за-
дачи было выявление влияния параметров неклассического диффузионного 
процесса на время до разрушения составного стержня. Следует отметить, что в 
ранее проведенном исследовании [4] показано, что на характер распределения 
напряжений и процессы накопления поврежденности (а следовательно, на 
очередность разрушения частей стержня) в аналогичном составном стержне, 
деформируемом при ползучести в нейтральных условиях (без учета влияния 
активной среды), влияет отношение материальных констант k = B2/B1 в опре-
деляющих соотношениях. Причем с ростом показателей n = m при неизмен-
ных других материальных параметрах время до разрушения t * увеличивается.

Проведем расчет для двух вариантов набора констант, отличающихся толь-
ко значениями параметров a и b:
	 1) , , , , , , . , . ,1 01 1 3 2 2 1 0 5 0 5m n k С Ka = b = = = = = = ξ = Σ =

	 2) , , , , , , . , . .1 01 0 3 2 2 1 0 5 0 5m n k С Ka = b = = = = = = ξ = Σ =

Набор параметров 2) соответствует классическому диффузионному про-
цессу, поскольку вероятность перехода в единицу времени свободной формы 
молекул активной среды в связанную форму b = 0, следовательно, концентра-
ция связанной формы активной среды в единице объема (или на единицу мас-
сы) образца S = 0.

Результаты расчетов представлены на рисунках 3–6. На рисунках приняты 
следующие обозначения:

1 – зависимости s1 = s1(t ), w1 = w1(t ) для 1) варианта набора констант;
2 – зависимости s2 = s2(t ), w2 = w2(t ) для 1) варианта набора констант;
3 – зависимости s1 = s1(t ), w1 = w1(t ) для 2) варианта набора констант;
4 – зависимости s2 = s2(t ), w2 = w2(t ) для 2) варианта набора констант;
I – зависимость cm(t ) для a = 1, b = 1;
II – зависимость cm(t ) для a = 1, b = 0.
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Проанализируем полученные результаты. В начальный момент времени 
(когда еще нет влияния среды) соответствующие графики s1 = s1( t ) и s2 = s2( t ) 
выходят из одной точки для рассматриваемых случаев.
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Рис. 3. Зависимости безразмерных напряжений от безразмерного времени в частях со-
ставного стержня при учете неклассического (обозначения: 1, 2) и классического (обозна-
чения: 3, 4) диффузионных процессов.

Рис. 4. Зависимости параметров поврежденности от безразмерного времени в частях 
составного стержня при учете неклассического (обозначения: 1, 2) диффузионного 
процесса.
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Разрушение определяется критериально предельным значением повре-
жденности w* ≡ 1. Разрушение в классическом случае происходит раньше 
(при  t * = 0.147) , чем в случае рассматриваемого неклассического диффу-
зионного процесса (при  t * = 0.216). Этот факт дополнительно подтвержда-
ют зависимости интегрально средней концентрации cm( t ) от безразмерного 

Рис. 5. Зависимости параметров поврежденности от безразмерного времени в частях со-
ставного стержня при учете классического (обозначения: 3, 4) диффузионного процесса.

Рис. 6. Зависимости интегрально средней концентрации от безразмерного времени в ча-
стях составного стержня при учете неклассического (обозначения: I) и классического 
(обозначения: II) диффузионных процессов.
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времени (рис. 6). Для случая классической диффузии график соответствую-
щей зависимости cm( t ) проходит выше, чем аналогичный график для случая 
неклассического диффузионного процесса. То есть, в последнем случае мень-
ше концентрация свободной (диффузионной) составляющей, чем в классиче-
ском случае. Это происходит по причине дополнительного расхода вещества 
на образование связанной формы.

4. Заключение. На основе кинетической теории ползучести и длительной 
прочности Ю.Н. Работнова получены зависимости напряжений и накопления 
поврежденности от времени в центральной и двух крайних частях составно-
го стержня при учете неклассического диффузионного процесса. При этом 
учитывается, что части составного стержня жестко без проскальзывания со-
единены между собой. При таком процессе проникшее в материал активное 
вещество находится в двух состояниях: свободном и связанном. Процесс диф-
фузии в этом случае описывается модифицированным уравнением диффузии, 
учитывающим двухфазное состояние активного вещества в материале.

В результате получена система уравнений, моделирующая ползучесть со-
ставного стержня, а также включающая в себя кинетические уравнения на-
копления поврежденности в частях стержня. Учет влияния активной среды 
производится путем введения в указанные кинетические уравнения функции 
влияния активной среды – функции от интегрально средней концентрации. 

Проведены расчеты в двух случаях, а именно, рассматривается классиче-
ский и неклассический диффузионный процесс. Задания данных различий 
обусловлено выбором соответствующих параметров в рассматриваемой диф-
фузионной модели. Построены зависимости накопления поврежденности и 
распределения напряжений в частях стержня во времени.

Определено, что разрушение составного стержня в классическом случае 
происходит раньше, чем в случае рассматриваемого неклассического диффу-
зионного процесса.

Проведенное исследование имеет фундаментальный характер в развитии 
теории определяющих соотношений ползучести и кинетических уравнениях, 
моделирующих длительное разрушение материалов и элементов конструкций 
в активной среде. В качестве прикладного применения разработанный подход 
и полученные результаты могут быть применены в энергетическом, химиче-
ском машиностроении, судостроении и авиакосмической отрасли.

Работа выполнена при поддержке госбюджетного финансирования, номер 
проекта ЦИТИС АААА-А19-119012990120-9.
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ON THE INFLUENCE OF A NON-CLASSICAL DIFFUSION PROCESS 
ON THE LONG-TERM FRACTURE OF A COMPOSITE TENSILE ROD 

DURING CREEP

L.  V.  Fomina,*, A.A. Dalinkevich a,b**, Yu.  G.  Basalova,***

  aResearch Institute of mechanics of Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia
bFrumkin Institute of Physical Chemistry and Electrochemistry, Russian Academy of Sciences, 

Moscow, Russia
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Abstract. The stress-strain state is considered and the time to fracture of a 
composite tensile rod during creep in an active medium is determined. The 
influence of the active medium is determined by a non-classical diffusion process, 
with the active substance penetrating into the material in two states: free and 
bound. The process of such diffusion is described by a modified diffusion equation 
that takes into account the two-phase state of the active substance in the material. 
A system of equations has been obtained that models the creep of a composite 
rod, in which its parts are rigidly connected to each other without slipping, and 
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also includes kinetic equations for the accumulation of damage in parts of the 
rod. The influence of the active medium is taken into account by introducing 
into the indicated kinetic equations the function of the influence of the active 
medium - a function of the integral average concentration. Stress distributions and 
damage accumulation processes over time in various parts of the composite rod 
are analyzed. Calculations were carried out in two cases, namely, classical and 
non-classical diffusion processes are considered. The setting of these differences is 
determined by the choice of appropriate parameters in the diffusion model under 
consideration. Dependences of damage accumulation and stress distribution in 
parts of the rod over time were obtained. As a result, it was determined that the 
destruction of a composite rod in the classical case occurs earlier than in the case 
of the considered non-classical diffusion process.

Keywords: composite tensile rod, active medium, non-classical diffusion, creep, 
kinetic theory of Yu.N. Rabotnov, damage, long-term fracture, time to fracture
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С использованием трехуровневой конститутивной модели исследуется 
влияние фактора анизотропии кристаллов, коэффициента упрочнения, 
микроскопического предела упругости и функции плотности распреде-
ления предельных упругих деформаций подэлементов на формы диа-
грамм деформирования и условии разрушения поликристалла. Исходя 
на локальном уровне из теории максимальных нормальных напряжений 
на макроскопическом уровне установлен критерий разрушения, в  ко-
тором фигурируют все параметры задачи. Исследуется влияние вида 
напряженного состояния и геометрической формы диаграммы нагруже-
ния на величину необратимой деформации, предшествующей начально-
му процессу разрушения. Из установленного критерия прочности следу-
ет эффект падения пластичности материала с ростом предела текучести. 
Обсуждается вопрос о критическом значении веса разрушенных подэле-
ментов, при котором происходит образование макротрещины приводя-
щее к полному разрушению элемента тела. 

Ключевые слова: структура, напряжение, деформация, разрушение, пла-
стичность, поликристалл, упрочнение, осредненные связи, несоответ-
ствия мер, подэлемент.
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Введение. Из анализа работ по теории необратимого деформирования 
и разрушения видно, что для описания новых эффектов наблюдаемых 
при деформировании твердых тел, работающих в усложненных термоси-
ловых условиях, предлагаются все более сложные феноменологические 
определяющие уравнения [1–3]. Наибольшие успехи при описании слож-
ных явлений, на основе минимальной информации о свойствах материала 
достигнуты в рамках многоуровневых моделей [4–6]. В настоящее время 
широкое применение получили двухуровневые модели [7–10]. Ключе-
вым классификационным признаком моделей предложенным различны-
ми авторами является гипотеза связей микроскопических напряжений и 
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деформаций – ~tij,  
~
dij и макроскопическими напряжениями и деформациями – 

tij, dij. Большинство авторов ограничиваются допущением об однородном де-
формированном состоянии элементов структуры =ij ijd d или об однородном 
напряженном состоянии = .ij ijt t

Впервые модель, учитывающую влияние неоднородностей полей дефор-
маций и напряжений на поведение поликристалла, разработал Кренер [11]. 
В основе модели лежит так называемая «самосогласованная схема», относя-
щаяся к проблеме включения в бесконечную матрицу. Согласно этой схемы 
каждое зерно поликристалла последовательно рассматривается как вклю-
чение в «матрицы» всех других зерен. Поведение поликристалла затем рас-
считывается интегрированием по фактору ориентации зерен. В результате 
установлена линейная зависимость между флуктуациями тензоров напряже-
ний и деформаций. К основным недостаткам моделей, основанных на под-
ходе Кренера [11–13], следует отнести несогласованность с первым законом 
термодинамики (макроскопическая мера энергии деформирования больше 
осредненного значения микромеры) и завышенные внутренние напряжения 
в необратимой области деформирования1.

Экспериментальные исследования при пропорциональном циклическом и 
сложном нагружении [14] выявили комплекс деформационных свойств, ко-
торые не могут быть объяснены в рамках классических подходов, связанных 
с наличием поверхности текучести в многоэлементных моделях. В частности, 
установлено, что интенсивность упрочнения по круговым траекториям на 30–
40% больше, чем при пропорциональном циклическом нагружении (много-
элементные модели, основанные на поверхность текучести, предсказывают 
противоположный эффект); после перехода к нагружению вдоль траектории, 
расположенной под углом 90° к предварительному циклическому пропорци-
ональному деформированию до стабилизации происходит скачкообразный 
рост интенсивности размаха напряжения; последующее пропорциональное 
нагружение после кругового нагружения приводит к разупрочнению. Стати-
стические теории, за исключением [15–18], предсказывают противоположные 
эффекты. Это связанно с разориентацией векторов напряжений в подэлемен-
тах многоэлементной модели при сложном нагружении. На самом деле под 
действием направленного распределения макроскопических напряжений во 
всем конгломерате и в ближайших материальных частицах происходят само-
согласованные процессы необратимых деформаций. Сложная картина внеш-
не не связанных между собой особенностей необратимого деформирования 
материалов, проявляемых при различных программах изменения нагрузки и 
температуры, становится обозримой и взаимосвязанной при использовании 
для её интерпретации принципы термодинамики необратимых процессов, 
осредненных связей, экстремума несоответствия мер и постулат об ортого-
нальности флуктуаций тензоров напряжений и деформаций [15–19]. Установ-
ленные в [19] явления, протекающие при необратимом нагружении поликри-
сталла: циклическое изменение объёмных и максимальных растягивающих 

1  Марина В. Ю. Многоэлементная модель среды, описывающая переменные сложные  
неизотермические процессы нагружения. Дисс. д-ра физ.-мат. наук. Киев, 1991. – 361с.
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напряжений в часть элементов структуры при макроскопическом пропорци-
ональном монотонном нагружении; наибольшие растягивающие напряжения 
возникают в элементе структуры в момент наступления текучести и др., рас-
крывают новые возможности при описании сложной картины деформирова-
ния и разрушения.

Хотя на основе перечисленных принципов возможности модели значи-
тельно расширились, в рамках двухуровневой модели среды не удается опи-
сать в обычных для механики твердого тела терминах явления, связанные 
с площадкой и зубом текучести; влияние фактора анизотропии кристаллов 
на текучести и разрушения поликристалла. В данной работе рассмотрим тре-
хуровневую модель, описывающую с единых позиций как процесс описывае-
мые двухуровневых моделей среды [15–19], так и явления, связанные с нару-
шением монотонности диаграмм деформирования, уменьшения пластично-
сти с увеличением предела текучести и другие эффекты.

1. Общие уравнения трехуровневой конститутивной модели. Фундаменталь-
ные понятия напряжения и деформации вводятся на трёх уровнях структуры: 
материальной анизотропной частицы – ~tij,  

~
dij, подэлемента – t ij, dij предста-

вительного объем – tij, dij. Подэлемент отожествляется со множеством всех 
материальных частиц внутри представительного объема DV0, имеющих оди-
наковый девиатор необратимых деформаций. Частицы, принадлежащие одно-
му и тому же подэлементу, могут иметь различные положения и ориентации 
кристаллической решётки в представительном объёме DV0. Количество всех 
частиц с одинаковым девиатором необратимых деформаций определяет вес 
одного подэлемента, который не меняется в процессе нагружения.

На основе уравнений равновесия и геометрических соотношений Коши 
в работе [20] получены соотношения 

	 ,
0 0

1
= = , = , =ij ij ij ij ij ij ij pq lqV

t t t dV d d t d t d
V DD ∫  

   	 (1.1)

где ~tij,  
~
dij – тензоры напряжений и деформаций в каждой точке области DV0 

соответственно, 〈.〉 – знак осреднения по объёму DV0.
Для учета явления когерентности локальных процессов деформирования 

в [16] сформулирован принцип: все виды взаимодействия между материаль-
ными частицами в представительном объеме формируются под влиянием 
лишь одних осредненных связей. Согласно этому принципу, каждый подэле-
мент непосредственно взаимодействует со средой, наделенной осредненными 
свойствами, а согласованность непрерывной модели с первым законом термо-
динамики обеспечивается на основе постулата об ортогональности тензоров 
флуктуаций напряжений и деформаций [16, 21] 

	 ( )( ) = 0.ij ij ij ijt t d d- -

 	 (1.2)
Разложив компоненты тензоров напряжений и деформаций на девиатор-

ные sij, eij и шаровые составляющие s0dij, e0dij 
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на основе (1.2) установим первый тип уравнений связи макро и 
микросостояний 
	 0 0 0 0( )( ) = 3( )( ).ij ij ij ijs - s e - e s - s e - e   	 (1.3)

Для флуктуаций девиаторных составляющих примем линейные 
зависимости 
	 ( )= ,ij ij ij ijBs - s e - e 	 (1.4)

	 ( )= ,ij ij ij ijB ′s - s e - e 	 (1.5)

где B, B ′ – внутренние параметры, содержащие информацию о характеристи-
ках материальных частиц, которые отражают различие между флуктуациями 
напряжений и флуктуациями деформации на исследованных структурных 
уровнях.

Микроскопические переменные делятся на переменные, усреднение зна-
чений которых зависят единственным образом от данных на поверхности 
представительного объёма, и переменные, зависящие и от элементов струк-
туры материала. В [18, 21] предложен принцип: в реальных взаимодействи-
ях несоответствие между макроскопической меры с подходящим средним 
значением микроскопического аналога, принимает экстремальное значение. 
В частности 

	 0 0 0 0= = Extr, = Extr.ij ij ij ijD s e - s e s e - s e       	 (1.6)

При описании необратимых процессов компоненты девиаторов тензо-
ров деформаций , ,ij ij ije e e  и элементa тела ije  представляются в виде суммы 
обратимых , ,ij ij ije e e  и необратимых компонент – , ,ij ij ijp p p  : =ij ij ije pe +   , 

=ij ij ije pe + , = .ij ij ije pe +  С учетом принятого определения понятия под-
элемента =ij ijp p  соотношение (1.4), можно представить в виде 
	 = ( ).ij ij ij ijB e es - s -  	 (1.7)

Выражение для экстремума несоответствия между макроскопической 
меры с подходящим средним значением микроскопического аналога (1.6) 
примем в виде 
	 = = Extr.′ ′′D D + D 	 (1.8)

	 = , = .ij ij ij ij ij ij ij ije e
W yY

′ ′′D s - s D s e - s e
 	 (1.9)

В формулах (1.9) 〈.〉W – знак осреднения по фактору ориентации кристал-
лической решетки W 

	 = , = , = ,ij ij ij ij ij ijt t d d
W WW
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
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 	 (1.10)

а 〈.〉y – по параметру разброса z 

	 ,
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где y(z) – плотность распределения предельных упругих деформаций 
t = t0 + q · z. Различающий параметр z позволяет проследить за изменением 
предела упругости одного и того же подэлемента при различных условиях ис-
пытания (t0, q – зависят от температуры, скорости нагружения и др.).

Выражения (1.1), (1.3), (1.5), (1.7)–(1.11) не содержат ссылки на свойства 
материала, поэтому справедливы как для описания обратимых, так и необра-
тимых процессов деформирования. На их основе можно построить определя-
ющие уравнения на макроскопическом уровне, если известны определяющие 
уравнения на микроскопическом уровне.

2. Определяющие уравнения на микроскопическом уровне. В обратимой об-
ласти деформирования физические уравнения имеют наиболее простой вид 

	
2

= , = 2 .
3ij ijnm nm ij nn ij ijt C d t K G d Gd

 - d + 
 



 	 (2.1)

На основе системы (1.1), (1.3) и (1.5), (1.12) можно вычислить макроскопи-
ческие константы упругости G, K на основе констант ijnmC  элементов струк-
туры. Для однофазных поликристаллических материалов получены простые 
соотношения [21] 

[ ] .
2

44
44

6( 1) 5 (2 3 )
= = Extr, = , =

3 2 5 2(3 2 5 ) 5 (2 3 )
ij ijA b e A b B

G C b
A Ab CA Ab A b

- - s + +′D
+ ++ + + +

	 (2.2)

Из (2.2) следуют формулы для модуля сдвига G и параметра неоднородно-
сти B [21] 

	

44

44
44

3 2
= = , = ,

5
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= , = = ,

2 3 2 (3 2)

M V R V

V

A
G G G G G C

A
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G C b
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+

+
+ + 	 (2.3)

где GV – модуль сдвига, полученный Войгтом [22] в 1928 году в рамках при-
ближения  ~dij = dij; GR – модуль сдвига, полученный Рейсом [23] в 1929 году 
в рамках приближения  ~tij = tij.

В необратимой области деформирования физические уравнения имеют 
более комплексную структуру. Локальные законы необратимого деформиро-
вания статистического типа, предложенные другими авторами, связываются 
между собой только соотношениями типа (1.5). На самом деле под действием 
направленного распределения макроскопических напряжений во всем кон-
гломерате и в ближайших материальных частицах происходит некоторая по-
теря индивидуальности локального элемента. Принципа осредненных связей 
распространяется не только на кинематические уравнения связей флуктуаций 
напряжений и деформаций (1.3)–(1.5), но и на параметры состояния [16,18]. 
Подэлементы в конгломерате не могут деформироваться сами по себе, а со-
гласованным образом. Явление самосогласования процессов необратимого 
деформирования в рамках принципа осредненных связей представляется 
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в виде закона об одинаковой направленности процессов необратимого де-
формирования подэлементов в конгломерате [18] 

	 = , = , =ij ij
ij ij ij ij

d p dp
p p p p p

d p dp


	 (2.4)

и условием работы подэлементов за пределами упругости (условия текучести) 
[18] 

	
'

0

= ( , , , ) , = ,

1
= ,s = ,

ij
ij ij ij

ij ij

dp dp
e z T s r d dp dp

d d

p p d s
y

t g + λ
λ λ

g Y
′Y ∫



  	 (2.5)

где Y′ – текущий вес необратимо деформированных подэлементов, r – транс-
ляционное упрочнение подэлемента, g – осредненная скорость необратимой 
деформации в подмножестве подэлементов деформируемых за пределами 
упругости, T – температура, s = 〈 s 〉 – структурный параметр, характеризу-
ющий осредненное изотропное упрочнение подэлементов. Таким образом, 
влияние процесса самосогласования процессов необратимого деформирова-
ния на отклик подэлементов в конгломерате отражается путем простой заме-
ны локальных параметров состояния в физических законах подэлементов на 
их средние значения.

Закон об одинаковой направленности процессов необратимого дефор-
мирования подэлементов в конгломерате (2.4) и условие текучести (2.5) до-
полнены постулатом [18], согласно которому в подмножестве необратимо де-
формированных подэлементов в каждый момент времени существует хотя бы 
один подэлемент z  = z*, в котором 

	 .* * *( ,...) = ( ,...) ( )ij
ij ij

dp
e z z ap z

d
t +

λ 	 (2.6)

Равенства (2.4) следует рассматривать как условие о допустимых формах 
траекторий необратимых деформаций подэлементов в конгломерате. Это 
принципиальный новый закон движения локальных деформаций резко от-
личается от классических подходов, связанных с наличием поверхности те-
кучести [15, 18]. В связи с этим изменяется понятие критерия текучести (2.5). 
На основе (2.4)–(2.6) и диаграмм деформирования при пропорциональном 
нагружении, перечисленные в водной части эффекты деформирования при 
сложном нагружении описываются естественным образом.

При построении модели следует выполнить и требование единственно-
сти решения задачи представления реального материала в модели. Для этого 
необходимо установить структуру зависимости t(z, g, T, s). В работе [16] был 
сформулирован закон центрального приращения, согласно которому предель-
ные упругие деформации подэлементов можно представить в виде суммы двух 
независимых частей 
	 ,( , , , ) = ( , , )z T s z T s•t g t g + 	 (2.7)
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где ( , , )z T•t g  – предельныe упругиe деформации подэлементов в структурно 
стабильном состоянии; s – приращение предельных упругих деформаций под-
элементов в результате изменения структуры при необратимом деформирова-
нии. Следуя рекомендациям [9, 16] предельные упругие деформации подэле-
ментов в структурно стабильном состоянии представим в виде 

	 0( , , ) = ( , ) ( , ) ,z T T T z•t g t g + q g 	 (2.8)

где ( , )Tt g


 – наименьший предел упругости в системе подэлементов, q(g,T) – 
параметр, влияющий на форму диаграммы деформирования материала.

Для более полного понимания сути исследуемой в работе трехуровне-
вой конститутивной модели ограничимся случаем пропорционального 
нагружения 

	 = = , = , = , = .ij ij ij
ij ij ij ij ij ij

p
p p p

p

s e
s s s e e e

s e 	 (2.9)

Если к (20) добавить допущение об упругой изотропии подэлементов, вы-
ражение (5) примет вид 
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′s s
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На основе (16) (18)–(20), на участке линейного упрочнения подэлемен-
тов, получим следующие формулы для модулей обратимых и необратимых 
деформаций 

	 ( ) ( ) 0

0

(1 ) (1 b)
, ,, ,

, , = =
2

, > ,

bz z
z zz z b

be z z b
G

z z z

′ ′- c + c + ′′ q + t ≤s  + c′ 
 ′q + t

	 ( )
(1 )(1 )( )

, ,
, , =

0, > ,

b z z
z z

bp z z b

z z

′ ′- c + - ′q ≤ ′′ ′ + c
 ′

	 (2.11)

где c – коэффициент линейного упрочнения подэлементов. Параметр z′ раз-
деляет зоны обратимо и необратимо деформированных подэлементов. Со-
гласно (2.8), (2.10) параметр z′ выражается через наблюдаемые макроскопи-
ческие величины 

	 0 = .
1

b
z e p

b

′
′q + t +

′+
	 (2.12)

При пропорциональном нагружении слагаемое, связанное с изотропным 
упрочнением, не влияет на макроскопические процессы деформирования, 
поэтому при записи формул (2.11) пренебрегли.
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Подставляя (2.11) в (1.12) и интегрируя полученные выражения, установим 
зависимость между макроскопическими модулями девиаторов обратимых и 
необратимых деформаций в следующем параметрическом виде 

	
0

(1 )(1 )
( , ) = ( ), (z') = ( ) ( ) ,

zb
p z b z z z y z dz

b

′′- c + q′ ′ ′ ′j j -
′ + c ∫ 	 (2.13)
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b
e z b z z

b

′- c ′ ′ ′ ′q - j + t ′ + c  	
(2.14)

3. Определение параметров неоднородности полей напряжений и деформа-
ций. В формулах (1.5), (1.7), (2.12)–(2.14) фигурируют неизвестные параметры 
B,B ′ = 2Gb′, которые отражают неоднородности распределения напряжений 
и деформаций. Для определения этих параметров в связанной подстановке 
необходимо построить выражение для несоответствия мер (1.8), которая со-
гласно (1.9) складывается из двух составляющих. Как и в работе [21] будем 
полагать, что выражение для несоответствия (2.2) остается справедливой и 
в необратимую область деформирования. Для составляющей несоответствия 
D″ (1.9) с учетом (21) получим 

	 2 2 2
2

= 2 , = .
(1 )

ij ij
b

G p p p p p
b

′  ′′D -  ′+
	 (3.1)

Если экстремум несоответствия мер рассматривать не в связанной подста-
новке, полагая 

	 = = Extr, = = Extr,ij ij ij ij ij ij ij ije e
W yY

′ ′′D s - s D s e - s e


тогда параметр B можно вычислить на основе (2.3). Для несоответствия D″ из 
(3.1) с учетом (2.11), (2.13) получим выражение [17,18] 

	 2(1 )
= 2 = Extr, = .

( )(1 ) 1
p

p

b u G
u pd p

b b

′- c c′′D - s -
′ ′+ c + - c∫ 	 (3.2)

Так как величина up определяется на основе экспериментальных диаграмм 
материала, при нахождении экстремального значения несоответствия D″, 
предполагается up = const. В этом случае из (3.2) следует формула, полученная 
в [17, 18] 

	 = , = 2 = 2 2 ,b B G G G′ ′c c ⋅


	 (3.3)
где константа c = G

 

/G определяется на основе диаграмм деформирования 
элемента тела на линейных участках упрочнения.

Рассмотрим метод определения параметров b′ и b в предположении b′ = k · b, 
k = const. Подставляя (2.2) и (3.2) в (1.8), получим 
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где 
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Дифференцируя (3.4) по параметру b при условии ue = const, up = const, уста-
новим уравнение связующая неоднородности деформирования и нагружения 
в представительном объеме с физическими характеристиками материальных 
частиц и подэлементов 
	 ( , , ) = V( , ), = / ,Z b A z z z′c t q
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	 (3.7)
где 

  [ ]
. .( ) ( ) ( ) ( ( ) )( , , ) ,

( ) ( ) ( ) (( ) )

1 5 0 5 2 2

2

1 30 1 3 2 2 3

5 3 2 5 2 3 1

kb kb A A A A b
Z b A

Ab A A b k kb

c + + - + - +
c =

+ + + + - c ⋅ ⋅ - c
	 (3.8)

	

2 2

0 0

0 0

( ) ( ) ( ( ) ( ) )
( , ) ,

( ) (1 ( ) )

z z

z z

z z y z dz z z y z dz
V z z

z zy z dz z y z dz

′ ′

′ ′

′ ′- - -
′ =

′+ + -

∫ ∫
∫ ∫





	 (3.9)

	
3 2

, = .
(2 3 )

A
b z

k A A
c t+
≤ ≤

+ q




	 (3.10)

В дальнейшем выражение (3.7) назовём уравнением связанности масштаб-
ных уровней, а параметр k – коэффициент связанности. Отметим, что в левой 
части уравнения связи масштабных уровней (3.7) фигурируют механические 
характеристики материальных частиц (функция Z(A, c, b)): параметр анизо-
тропии A и коэффициент упрочнения c, а в правой части – характеристи-
ки системы подэлементов (функция V(z ′, t



, q)). Из (3.7)–(3.10) следует, что 
параметр неоднородности b в связанной подстановке экстремума несоответ-
ствия мер на уровнях материальных частиц и систем подэлементов изменяет-
ся в процессе необратимого деформирования. Если плотность распределения 
случайного параметра z известна, тогда для заданных A, c из (3.7)–(3.10) опре-
делим z ′ для каждого значения параметра b, а затем из (2.13) установим зави-
симость между макроскопическими напряжениями и деформациями. Если 
в качестве функции плотность распределения предельных упругих деформа-
ций y(z) (t = t + q · z) примем выражение 

	 ( ) 2 ,zy z ze-Q⋅= Q 	 (3.11)
то после интегрирования в (3.5) получим для функции j(z ′) формулу 
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где Q – константа материала, независящая от условий испытания.
Численный анализ соотношений (3.7) c учетом (3.9) и (3.11) показывает, 

что V(z ′, z


) можно с достаточной точностью аппроксимировать выражением 
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Сопоставление функций V(z, z


) и V ′(z, z


) проводилось при n  = 1.5, z1 = 10-3, 
z2 = 7 · 10-3, z



 = 5 · 10-4, z


 = 10-3. Подставляя (3.13) в (3.7), установим простую 
аналитическую зависимость для переменной z ′ 
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Для упрощения записей, аргументы A, c при функции z ′(b, z


)  z ′(b, z


, A, c) 
не указаны.

Из анализа (3.8) следует весьма сложный вид функции M(A, c, b). На рис. 1 
представлены диаграммы Z(b, A, c) → Z(b, A) при двух значениях параметра 
анизотропии A и четырёх значениях коэффициента упрочнения c. Расчеты 
проводились при следующих значениях параметров: Q = 800, t0 = 10-3, k = 0.7; 
c1 = 4 · 10-3, c2 = 10-3, c3 = 10-3 – A = 1.5 (штрих пунктирные линии); c1 = 4 · 10-3, 
c2 = 6.6 · 10-4, c3 = 10-3 – A = 3 (сплошные линии). Согласно представленных на 
рис. 1 диаграмм, коэффициент упрочнения оказывает не только количествен-
ное, но и качественное влияние на поведение модели. Функция Z(A, c, b) в ин-
тервале c2 < c ≤ c1 имеет только одну точку перегиба, а в интервале c3 ≤ c < c2 – 
две точки перегиба. При двух точках перегиба на графике обнаруживаются 
два экстремума. Кроме того, существует и критическое состояние (c = c2), 
в котором 
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На основе (3.16) можно установить границу раздела качественных изме-
нений свойств модели c• = c(A). Если коэффициент упрочнения c > c• тогда 
диаграмма деформирования, построенная на основе (2.13), (3.12) имеет мо-
нотонный вид. При c < c• на диаграмме деформирования появляется зуб те-
кучести, а при c = c• – площадка текучести.

Анализ (3.15) с учетом (3.8), (3.14) показывает резкое уменьшение парамет-
ра b′, при переходе от обратимого деформирования к необратимому дефор-
мированию. Относительные флуктуации деформаций увеличиваются с ростом 
p, а относительные флуктуации напряжений уменьшаются. При c ≤ c• падение 
b′ на начальном этапе течения настолько резкое, что макроскопическая де-
формация растет при постоянном или даже при снижении напряжения. На 
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рис. 2 представлены диаграммы деформирования, рассчитанные на основе 
(2.13), (2.14) с учетом (3.15), для трех значений коэффициента упрочнения: 
c1 = 4 · 10-3 (кривая – 1), c2 = 10-3 (кривая – 2), c3 = 10-4 (кривая – 3). Осталь-
ные параметры имеют следующие значения: t0 = 10-3, Q = 500, A = 3, k = 1, 
C44 = 11.6 · 104 МАа, z



 = 10-3. Заметим, что при замене переменную z′ в (2.13), 
(2.14) на z′(b, z



) (3.15), имеем: p(z′, b′) → p(b′), e(z′, b′) → e(b′), j(z′) → j(b′).

b

Z(b, A)
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2

3
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2  10‒3

0
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4  10‒3+
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Рис. 1. Влияние коэффициента упрочнения на взаимосвязь масштабных уровней.

Рис. 2. Влияние коэффициента упрочнения на вид диаграмм деформирования, s [МПа].
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4. Анализ общей зависимости для максимальных нормальных напряжений 
в системе подэлементов. Представляя шаровые тензоры деформаций в виде 
обратимых e0 =  -s0 /3K и необратимых частей p0, постулат об ортогональности 
тензоров флуктуаций напряжений и деформаций (2) примет вид 

( ) .2 2 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0( )( ) = ( ) , = , =

3
K

K p p p p
B K K

s s
s - s + s - s - s - s e + e + 	(4.1)

Предполагая в (4.1), что необратимое изменение объема пропорционально 
длине траектории необратимой деформации: p0 = k0 p, p0 = 〈p0〉 = k0p, получим 
[19] 
	 ,0 0 = ( )Ms - s s - s 	 (4.2)

	 ( )( ) ( ) ,
( ) ( )( )

2
0 0 2

1 1 4 1 2
2 1 2 3 1 1

b b
M k k

b b

 + + m - m
= - ± +  - m + m + 

	 (4.3)

где m – коэффициент Пуассона, k0 – константа материала. Согласно [19] вы-
бор знака в (4.3) имеет принципиальное значение. При знаке „+” подэлемен-
ты с малыми значениями пределов текучести необратимо деформируются в 
условиях действия высоких растягивающих объемных напряжений, а подэле-
менты с большими значениями пределов текучести подвергаются действиям 
сжимающих объемных напряжений. При отрицательном знаке в (4.3) наблю-
дается обратная картина.

Известно, что объемные необратимые деформации металла малы и яв-
ляются эффектами второго порядка по сравнению с упругим и поэтому вы-
ражение для параметра M можно упростить 

	 ( ) .
( )

1
3 1 2

M
b

+ m
= ±

- m
	 (4.4)

Флуктуации объемных напряжений в системе подэлементов (4.1) с учетом 
(4.4) можно ещё выразить через флуктуации модулей девиаторов необратимых 
деформаций 

	 [ ]( , , , , ) ( , , , ) ( , , , , ) .0 0
2
1

GKb
b z z z p b z z p b z z z

b
′ ′ ′s t = s ± t - t

+     

	 (4.5)

Согласно (4.5) объемные напряжения в упруго деформированных подэле-
ментах ( p(z′, z′, b,t



, z


) = 0) линейно зависят от макроскопической необрати-
мой деформации p = p(z′,b,t



, z


). Коэффициент пропорциональности аннули-
руется только в предельных вариантах b = ∞ (однородное деформированное 
состояние), b = 0 (однородное напряженное состояние) и принимает наи-
большее значение при b = 1. Как следует из (2.3) значение b = 1 соответствует 
чисто упругому поведению изотропного тела.

Главные значения девиаторов напряжений s1 в подэлементах можно вы-
разить через модули s и параметром вида девиатора d 
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  .2
1 0 1 1 3 1 3 1= , = ( ) , ( ) = 1/ 2(1 ), = / = /t D d D d d d ds + s s s + + s s s s 	 (4.6)
Отметим, что виды девиаторов в подэлементах и элементе тела совпада-

ют, поэтому параметр d принимает одинаковые значения для всего множества 
подэлементов и выражается через макроскопические величины. На основе 
(4.5), (4.6) в работе [19] получено общее выражение для максимальных нор-
мальных напряжений –t1 в системе подэлементов. 

	 ( )

( , , ', , ) ( ) ( , , ', , )

, ', , ) ( , , ', , )) .

1 0

2
1

t b z z z D d b z z z

GKb
p b z z p b z z z

b

t = s + s t ±

± t - t  +

   

   

	 (4.7)

Формулы (4.1)–(4.7) были установлены и исследованы (при допущении 
b = const) в [19]. В рамках трехуровневой конститутивной модели, согласно 
(3.15) параметр b становится зависящим от z′ и характеристик материала. При 
этом z′ выражается через b и системы констант материала A, c, t



, z


 в явном 
виде. Тогда формулы для необратимых деформаций и модуля девиатора тен-
зора напряжений можно представить в удобном для анализа виде 

	
( , )

( )( )( , , ) ( , ),

( , ) ( ( , ))
( , ) ,

1 1

2 2
z b z

b
p b z b z

z b

z b z z b z e
b z

′-Q

t - c +
t = j

+ c

′ ′Q - + + Q
j =

Q



  





 



	 (4.8)

	
( , ) ( ) ( , )

( , , ) ,
( )

1
2 1

z b z b b z
b z G

z b z

′ - c j s t = t + - + c 
 

  

 

	 (4.9)

	
/( , , )( , ) .

( ) ( ) ( , , )

2 3
Z b A

z b z
c z d z Z b A

c ′ =  - c 


 

	 (4.10)

Функция Z(b, A, c) при заданных значениях параметров A, c определяется 
на основе формулы (3.8), а коэффициенты c(z



), d(z


)из (3.14). Задавая раз-
личные значения параметра b в интервале неравенства (4.4) из (4.10) находим 
переменную z′(b, z



), а затем из (4.8)–(4.10)  устанавливаем зависимость s ~ p.
Детальное исследование формулы (4.7) в предположении b = const прово-

дилось в работе [19]. Анализ (4.7) с учетом формул (3.3), (4.8), (4.9) показы-
вает, что качественные закономерности изменения наибольших нормальных 
напряжений –t1 в системе подэлементов, установленные в [19] сохраняются 
и при b ≠ const. В зависимости от знака корня уравнения ортогональности 
(4.4) возможны два варианта: наибольшее растягивающее напряжение воз-
никает в граничащем подэлементе, разделяющем текущую зону необрати-
мо деформированных подэлементов от обратимой зоны (M > 0) или в под-
элементе с наименьшим пределом упругости (M < 0). Показано, что в случае 
M > 0 в каждом подэлементе наибольшее нормальное напряжение возникает 
в момент наступления текучести, затем наблюдается уменьшение с ростом 
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необратимой деформации. В данном варианте опасность разрушения подэле-
мента минуется после наступления текучести. В зависимости от прочностных 
характеристик подэлементов при M > 0 возможны все варианты разрушения. 
Если M < 0, возможно только вязкое разрушение.

Численные исследования поведения модели проведем для гипотетического 
материала, диаграммы деформирования которого при трех условиях испыта-
ния (трех разных: скоростей деформирования, температур, размеров зерна). 
На рис. 3 представлены (сплошные линии) диаграммы деформирования, по-
строенные на основе (4.6)–(4.10) при следующих характеристиках материа-
ла: на уровне кристалла – A = 2.6, K = 17.3 · 104 МПа, С44 = 11.6· 104 МПа и на 
уровне систем подэлементов – Q = 500, t0 = 10-3, 2 · 10-3, 2.5 · 10-3; z



 = 1 · 10-3, 
0.67 · 10-3, 0.5 · 10-3, c = 4 · 10-3.

На рис. 4 представлены диаграммы предельных растягивающих напря-
жений в системе подэлементов для материала диаграмма деформирования, 
у которого совпадает с диаграммой – 3 на рис. 3. Сплошные диаграммы со-
ответствуют положительному корню уравнения ортогональности, а прерыви-
стые – отрицательному. Предельная диаграмма изменения –t1(z, z′) совпадает 
с диаграммами нагружения обратимо деформированных подэлементов z = z′ 
если M > 0 (кривая – 1) и с диаграммой нагружения подэлемента с наимень-
шим пределом текучести z = 0, если M < 0 (кривая – 5). Как уже было отмече-
но при M > 0 наибольшее нормальное напряжение в подэлементе возникает 
в момент наступления текучести. Диаграммы деформирования подэлементов 
с исходными пределами текучести: 0= (1 / ) = 0.0025, 0.0041, 0.0085z zt t +



 
для варианта M > 0 на рис. 4 обозначены соответственно цифрами 2, 3, 4, а 
для M < 0 – 6, 7, 8. Наибольшие нормальные напряжения в подэлементах 
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σ

500

1

2

3
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1  103+
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Рис. 3. Диаграммы деформирования при различных условиях испытания, s [МПа].
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с малыми значениями пределов текучести изменяются по более сложным 
законам (кривые – 2, 3 при M > 0 и 6, 7 при M < 0), чем в подэлементах с 
большими значениями пределов текучести (кривая – 4 при M > 0 и кривая – 
8 при M < 0). С ростом необратимой деформации уменьшение наибольшего 
нормального напряжения в часть подэлементов сопровождается изменением 
знака. Эффект циклического деформирования, в часть подэлементов, при мо-
нотонном макроскопическом нагружения, открытый в работе [19] демонстри-
рует с одной стороны степень сложности взаимодействий в представительном 
объеме, а с другой – сложные явления и процессы описываются на основе 
простых и ясных принципов. При M < 0 напряжения в обратимо деформиро-
ванных подэлементах совпадают с текучим напряжением в подэлементе с ми-
нимальным пределом текучести. После наступления текучести в данном под-
элементе нормальное напряжение –t1(z, z′) растет. Интенсивность роста –t1(z, z′) 
с увеличением необратимой деформации затухает, стремясь к постоянному 
значению. Следовательно, поведение модели в случаях M > 0 и M < 0 каче-
ственно различаются. В силу этого спектр возможности исследуемой модели 
значительно шире, чем у других многоэлементных моделей.

5. Описание эффекта снижения пластичности с увеличением прочностных ха-
рактеристик материала. Предельные диаграммы изменения наибольшего нор-
мального напряжения в системе подэлементов определяются на основе (4.7) 
при условии z = z′. В этом случае согласно (2.11) 

	 ( , ) , ( , ) ,0
2

2 1 0
1

z Gb
z z G p p z z

z b
′ s = t + = s + =′ ′ ′ ′  + 


и формула (4.7) для варианта модели M > 0 принимает вид 
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Рис. 4. Предельные растягивающее напряжение в системе подэлементов, t 1 [МПа].
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	 ( ) ( )( , , ) ( ) ( , , ) ( ) , , .1
2

1 2
G Kb

t b z A D d b z bD d p b z
b G

 
t = + s t + + t  +  
     

	 (5.1)

Диаграммы –t1(b, t


, z


) при одноосном растяжении для трех значений систе-
мы параметров t



, z


 (соответствуют характеристикам диаграмм, представлен-
ных на рис. 3) показаны на рис. 5. Кривые, обозначенные одинаковыми циф-
рами на рис. 3 и 5, соответствуют одинаковым механическим характеристикам 
материала. Согласно рис. 5 на диаграммах изменения наибольшего нормаль-
ного напряжения в системе подэлементов выделяются три участка. На на-
чальном этапе необратимого деформирования диаграмма –

t1(b, t


, z


) близ-
ка к линейной. При значениях –

t1(b, t


, z


) > 2000 МПа зависимость –
t1(b, t



, z


) 
также близка к линейной. Нелинейный переход от одного участка к другому 
характеризуется резким падением параметра кинематической связи  как на 
уровне материальных частиц, так и на уровне подэлементов. Если в обрати-
мой области деформирования относительные флуктуации напряжений мало 
отличаются от относительных флуктуаций деформаций, то на начальном 
участке необратимого течения происходит быстрое уменьшение параметра b. 
Вследствие этого относительная неоднородность распределения деформаций 
сильно увеличивается по сравнению с относительной неоднородностью рас-
пределения напряжений.

На втором линейном участке роста наибольшего нормального напряже-
ния –

t1(b, t


, z


) наклон d–
t1/dz′ уменьшается с ростом пологости диаграммы де-

формирования, связанный с параметром q. Если диаграммы деформирования 
отличаются только начальным пределом текучести t0, то диаграммы –t1(b, t



, z


)
при различных значениях t0 параллельны на третьем участке.

Для выявления характера изменения наибольшего нормального напря-
жения –

t1(b, t


, z


) в материале, диаграммы деформирования которого пред-
ставлены на рис. 3, рассмотрим два состояния –

t1 = 2000 МПа, –
t1 = 4000 МПа, 

отмеченные кружочками на рис. 5. При данном значении –
t1 определим со-

ответствующие значения переменой z′(b, z


), а затем из (4.8)–(4.10)  найдем 
координат (s, p). Соответствующие значения координат на диаграммах де-
формирования, представленных на рис. 3, отмечены кружочками. Первые 
точки на диаграммах деформирования соответствуют состоянию, при кото-
ром наибольшее нормальное напряжение в системе подэлементов принимает 
значение –t1 = 2000 МПа, а второе напряжению – –t1 = 4000 МПа. Численные 
результаты показывают, что точки состояния с одинаковым значением наи-
большего нормального напряжения в системе подэлементов на диаграммах 
s ~ p ложатся на одной прямой. Положение точки состояния на диаграмме 
деформирования (при заданном max –t1) с уменьшением предела текучести 
смещается в сторону роста необратимой деформации. Выявленный эффект 
согласуется с установленной в опытах закономерность: с увеличением проч-
ностных характеристик материала пластичность уменьшается.

Факт достижения критического значения max –t1 в одном подэлементе или 
в группе подэлементов предельного состояния ещё не означает разрушение 
элемента тела. Разрушение каждого подэлемента следует отождествлять с по-
явлением новой микротрещины в представительном объеме. Для разрушения 
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элемента тела количество микротрещин должно достичь некоторую критиче-
скую величину, необходимую для слияния и образования макроскопической 
трещины, которое приводит к разрушению. Критическую плотность трещин 
будем связать с весом разрушенных подэлементов. Оценка критического веса 
разрушенных подэлементов выходит за рамки данной работы. Будем предпо-
лагать, что полное разрушение элемента тела происходит при уменьшении 
веса в пределах: DY = 0.05÷0.1. Если предполагать, что предельное значение 
max –t1 = r  одинаково для всего множества подэлементов, тогда условие разру-
шения элемента тела можно представить в виде 

	 z'( ,z ) z'( ,z )
5

z'( ,z )
= 1 = z = z'( ,z )b b

b
yd e b e

∞ -Q -Qy - y + Q ≥ DY∫    

 

 

	(5.2)

где b


 – значение параметра b в момент достижения max –t1 значения r. Для диа-
грамм, представленных на рис. 3, при достижении наибольшего нормального 
напряжения значения max –t1 = 2000 МПа текущий вес обратимо деформиро-
ванных подэлементов принимают значения (диаграмма 1 – 0.218, 2 – 0.395, 
3 – 0.518). При max –t1 = 4000 МПа текущий вес обратимо деформированных 
подэлементов принимают соответствующие значения: 0.048, 0.138, 0.228. Если 
значение max –t1 = 4000 МПа совпадает с напряжением отрыва, тогда полное 
хрупкое разрушение произойдет при достижение на диаграмме – 1 состояния: 
s = 1340 МПа, p = 0.045, а на диаграмме – 2 состояние: s = 1082 МПа,  p = 0.051. 
Когда нагружение элемента тела соответствует условиям диаграммы – 3, в со-
стояние max –t1 = 4000 МПа перестанут воспринимать внешнюю нагрузку толь-
ко группа подэлементов с общим весом 0.048 (4.8%). В результате модуль де-
виатора тензора напряжения (на диаграмме – 3) сначала упадет с s = 721 МПа 
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Рис. 5. Диаграммы наибольших растягивающих напряжений в подэлементах, t 1 [МПа].
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до s = 689 МПа, а затем процесс деформирования будет продолжаться с но-
вым ростом напряжений.

Рассмотрим более общее предположение относительно критического зна-
чения напряжения отрыва подэлементов. Согласно рекомендации [19] крити-
ческое значение напряжения отрыва в отдельном подэлементе следует корре-
лировать с его пределом текучести. В линейном приближении условие разру-
шения подэлемента можно представить в виде 

	 ( ) ( ),2G r hz R z+ ≥ 	 (5.3)

где параметры r и h зависят от накоплений повреждений в подэлементе. Влия-
ние повреждаемости на r и h в данной работе не рассматривается.

В случае, когда предел прочности подэлемента увеличивается с ростом 
его предела текучести, картина разрушения элемента тела претерпевает су-
щественные изменения. При h ≠ 0 внезапное хрупкое разрушение подэлемен-
тов невозможно. В рассматриваемом варианте (M > 0) происходит последова-
тельное хрупкое разрушение подэлементов (предельное состояние достигает-
ся в упругом состоянии подэлемента). Разрушение элемента тела развивается 
как процесс накопления разрушенных подэлементов.

Пусть при z′ = z• выполняется условие разрушения в подэлементе z = z•. 
В силу непрерывности функции (5.3) дальнейший рост макроскопической 
деформации приводит к выполнению условия разрушения в новых подэле-
ментах. Обозначим через z•′ текущее значение z в подэлементе, разделяющим 
зону разрушенных подэлементов от упруго деформированных подэлементов. 
Тогда при расчете напряжений и деформаций подмножество подэлементов 
z• ≤ z ≤ z•′  следует исключить из анализа. Учитывая это при интегрировании 
выражений (2.11) по фактору разброса z получим 
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Взаимосвязь между переменными z•′ и z′ получено в виде 

	 ( ).1 1
1

= ( , ) ( , )
2

z z t b z t b z
Gh• • •′ ′+ - 	 (5.6)

На рис. 6 представлены численные результаты полученные на основе 
(5.4)–(5.6) для пяти условий испытания гипотетического материала: Q = 800, 
c = 0.01, A = 2.6, G = 8.1·  104 МПа, K = 1.8 · 105 МПа; t0 = 10-3(1), 1.4 · 10-3(2), 
1.7 · 10-3(3), 2.3 · 10-3(4), 3 · 10-3(5); q = 1(1), 1.2(2), 1.5(3), 1.7(4), 2(5). Диаграм-
мы на рис. 6 различаются только числовыми значениями параметров t0, q = 
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= t


/z


. К причинам изменения этих параметров могут относиться скорость 
деформирования, температура испытания, размер зерна. В скобках указан но-
мер диаграммы, рассчитанный при соответствующих значениях параметров 
t0, q. Точками на рис. 6 отмечены состояния, в которых количество разру-
шенных подэлементов достигло значение Dy = 0.1. Предполагается, что при 
таком весе (10%) образуется макротрещина, которая приводит к разрушению 
элемента тела. Диаграммы деформирования, представленные на рис. 6, рас-
считаны в предположении отсутствия эффекта слияния и образования макро-
трещин. При абстрагировании от свойств трещин процесс разрушения под-
элементов приводит к падению напряжения до определенного уровня, а затем 
наблюдается новый рост s.

На основе (3.4), (5.1) и (5.3) установим критерий начала процесса разру-
шения. Параметр разброса z в формуле (5.3) можно выразить (в граничащем 
подэлементе) с помощи (3.4) через макровеличины 

	 .
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Учитывая (5.7) в (5.1) после несложных преобразований, установим усло-
вие начала процесса квазихрупкого разрушения 
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Рис. 6. Влияние условий разрушения подэлементов на диаграммы деформирования, s [МПа].
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Представление физических формул в безразмерном виде имеет ряд до-
стоинств. Если, например, сравнить диаграммы деформирования с ГЦК и 
ОЦК-решетками с учетом поправок на модуль сдвига и температуру плавле-
ния, то окажется, что диаграммы для большинства металлов с ОЦК-решет-
кой лежат ниже, чем диаграммы для металлов с ГЦК-решеткой, причем сте-
пень упрочнения также существенно ниже. Можно перечислить много других 
преимуществ.

В условии начала разрушения (5.8) (в дальнейшем назовём критерии 
прочности) фигурируют три вида параметров: t



, z


 – характеризуют формы 
диаграмм деформирования (без разрушения); c, d – влияние вида напряжен-
ного состояния; h, r – прочность материала. В соответствии с (5.8) критерий 
прочности представляет линейную функцию модулей тензоров напряжений 
и необратимых деформаций. Коэффициенты при модулях девиаторов тензо-
ров обратимых e и необратимых деформаций p зависят от вида напряженно-
го состояния и свойства материала. Учитывая, что необратимая деформация 
определяется на основе равенства p = e - s/2G, критерий прочности (5.8) мож-
но представить ещё в виде линейной функции модулей девиаторов тензоров 
напряжений s и деформации e. Таким образом, исходя на локальном уровне 
из критерия наибольшего нормального напряжения, на макроскопическом 
уровне установили критерий прочности, в котором фигурируют как парамет-
ры, отражающие влияние вида напряженно состояния, так и реологические 
свойства материала (параметры t



, z


 предполагаются зависящими от условий 
внешнего воздействия). Важно отметить, что в установленном критерием 
прочности фигурируют только механические характеристики, полученные в 
опытах на одноосное растяжение.

На основе полученного критерия прочности в виде линейной зависимости 
между обратимых и необратимых деформаций или напряжений и необрати-
мых деформаций установим следующее фундаментальное свойство: увели-
чение прочности неминуемо приводит к снижению пластичности. Заметим, 
что для установления причин снижения пластичности с увеличением предела 
текучести, нарушения монотонности диаграмм деформирования на началь-
ном этапе необратимого течения, положения о совпадении среднегеометри-
ческих значений величин найденные в предельных вариантах с величинами 
полученных на основе исследуемой модели, априори не закладывают в модель 
какие-то предпосылки. Подобные эффекты естественным образом вытекают 
из принципов осредненных связей, ортогональности тензоров флуктуаций 
напряжений и деформаций и экстремума несоответствия меры.

Влияние вида напряженного состояния на критерий прочности материала 
(диаграммы деформирования при трех условиях испытания представлены на 
рис. 3, r  = 0.0038, h = 2.56) исследовалось на примере четырех напряженных 
состояний: одноосное растяжение (A = 1/61/2, d = -0.5); двухосное растяжение 
(A = (2/3)1/2, d = -2); одноосное сжатие (A = -1/(6)1/2, d = -2); двухосное сжатие 
(A = -(2/3)1/2, d = -2). Результаты расчетов, выполненные на основе критерия 
(5.8) с учетом формул (4.8), для материала диаграммы деформирования ко-
торого при трех условиях испытания показаны на рис. 3, представлены на 
рис. 7. Диаграммы s ~ e, -e, отмеченные одинаковыми номерами на рис. 7 и 
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рис. 3 соответствуют одним и тем же значениям параметров состояния t


, z


. 
Кружочками на диаграммах s ~ e, -e обозначены начальные моменты разру-
шения (для принятых характеристик прочности материала: r  = 0.0038, h = 2.56) 
при одноосном растяжении и сжатии. Квадратиками на рис. 7 обозначены 
соответствующие состояния при двухосном растяжении и сжатии. На момент 
начала разрушения оказывают влияния первый инвариант напряжений (па-
раметр A = s0 /s) и вид девиатора тензора напряжений (d = s3/s1). Данные па-
раметры оказывают противоположные эффекты на пластичность материала. 
В силу этого из рис. 7 видно, что при двухосном растяжении пластичность 
несколько больше, чем при одноосном растяжении, а при двухосном и одно-
осном сжатии наблюдается обратная картина.

Сопоставляя численные значения пластических деформаций, отмеченные 
кружками на рис. 7 (при чистом растяжении), установим, что в условиях на-
гружения характерных для диаграммы – 1 пластическая деформация в момент 
начала процесса разрушения в 3.4 раза больше, чем в условиях диаграммы – 2 
и в 17 раз больше в условиях, соответствующих диаграммы – 3. Это указывает 
на сильное снижение пластичности с ростом условного предела текучести. 
При переходе от одноосного растяжения к одноосному сжатию пластичность 
материала растет. Сравнение значений пластических деформаций в момент 
начала разрушения при одних и тех же значениях t



, z


 при растяжении и сжа-
тии показывает, что для условий диаграммы – 1 больше в 2.45 раз, для диа-
граммы – 2 в – 4.8 и для диаграммы – 3 в 18.7 раз. Согласно приведенным 
результатам пластичность при сжатии особенно сильно растет в состояниях 
с большими значениями предела текучести. Хрупкий материал при растяже-
нии деформируется, как пластичный при сжатии.
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Рис. 7. Влияние вида напряженного состояния на начальный момент разрушения, s [МПа].
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Важнейшей характеристикой состояния в момент разрушения первого 
подэлемента является текущий вес упруго деформированных подэлементов  
ye (вычисляется на основе формулы (5.2)). При весе ye ≥ DY ~ 0.1÷0.05 проис-
ходит квазихрупкое разрушение. Если ye < Dy появление небольшого количе-
ства трещин в элементе тела не приводит к его разрушению. Приведем данные 
для состояний отмеченные кружочками на рис. 7) при растяжении и сжатии. 
Если процесс деформирования происходит по диаграмме – 1, тогда ye = 0.064  
при растяжении и ye = 0.003 при сжатии. Для диаграммы – 2, ye = 0.409; 0.076, 
а для третьей диаграммы ye = 0.672; 0.174. Первые цифры относятся к испы-
танию материала на растяжении, а вторые – при сжатии. Согласно приведен-
ным значениям веса упругодеформированных подэлементов в момент воз-
никновения первой микротрещины можно сделать следующие выводы. Если 
исходить из допуска, что слияние микротрещин и образование макротрещи-
ны происходит при ye ≥ 0.1, тогда квазихрупкое разрушение произойдет при 
испытании на растяжении в случаях диаграмм 2 и 3. Разрушение в условие 
испытания на сжатии возможно только в случае диаграммы – 3. При допуске 
ye ≥ 0.05 квазихрупкое разрушение возможно для диаграмм – 2, 3 как в испы-
таниях на растяжении, так и на сжатии, а для диаграммы – 1 возможно только 
квазихрупкое разрушение при растяжении.

Таким образом, в рамках исследуемой модели удается описать сложную 
картину влияния вида напряженного состояния на процесс разрушения мате-
риала на основе диаграмм деформирования, полученных в опытах на растяже-
ние или кручение тонкостенных образцов и значений фактора анизотропии и 
коэффициента упрочнения кристаллов. Эффект снижения пластичности ма-
териала с увеличением предела текучести получает естественное описание.

Заключение. Исследована трехуровневая конститутивная модель, описы-
вающая с единых позиций поведение материалов с монотонными и немоно-
тонными диаграммами деформирования. Получено уравнение связанности 
масштабных уровней, в котором фигурируют механические характеристики 
материальных частиц (константы упругости и коэффициент упрочнения кри-
сталлов) и термомеханических характеристик системы подэлементов (плот-
ность распределения предельных упругих деформаций подэлементов). Уста-
новлено, что при переходе от обратимого состояния к необратимому состо-
янию, неоднородность распределения деформаций сильно увеличивается по 
сравнению с неоднородностью распределения напряжений. При значении 
коэффициента упрочнения, характерного для стадии легкого скольжения, па-
дение параметра неоднородности на начальном этапе необратимого течения 
настолько резкое, что макроскопическая деформация может расти при по-
стоянном или даже при снижении напряжения (создаются условия разгрузки 
в часть необратимо деформированных подэлементов).

Проанализирована общая зависимость для растягивающих напряжений 
max –t1 в системе подэлементов. Выражение для наибольшего растягивающе-
го напряжения (при M > 0 возникает в подмножестве обратимо деформиро-
ванных подэлементов) представлено в виде линейной комбинации модулей 
девиаторов напряжений s и необратимых деформаций p. Коэффициент при 
модуле s зависит только от вида напряженного состояния, а при модуле p 
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зависит еще от количества необратимо деформированных подэлементов. 
Данный коэффициент на начальной стадии необратимого деформирования 
уменьшается более, чем в два раза, а затем асимптотически приближается к 
постоянному значению. При p  > 1% наибольшее растягивающее напряжение 
линейно зависит от s и p. Положение точки состояния на диаграмме дефор-
мирования (при заданном max –t1) с увеличением предела текучести смещается 
в сторону уменьшения необратимой деформации.

Исходя на локальном уровне из критерия наибольшего нормального 
напряжения, на макроскопическом уровне установлен критерий прочности, 
в котором фигурируют как механические характеристики материала, полу-
ченные в простых опытах на растяжение, так и параметры вида напряженного 
состояния и девиатора тензора напряжений. Исследовано влияние парамет-
ров, характеризующие вид напряженного состояния на величину необрати-
мой деформации в начальный момент разрушения. Установлены уравнения, 
описывающие зависимость между напряжениями и деформациями на этапе 
роста количества разрушенных подэлементов. Обсуждается вопрос о критиче-
ском значении веса разрушенных подэлементов, при котором происходит об-
разование макротрещины, приводящее к полному разрушению элемента тела.
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DESCRIPTION OF THE PHENOMENON OF DECREASING 
PLASTICITY WITH INCREASING YIELD STRENGTH OF 

POLYCRYSTAL
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Abstract. Using a three-level constitutive model, the influence of the crystal an-
isotropy factor, the hardening coefficient, the microscopic elastic limit and the 
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distribution density function of the limiting elastic deformations of subelements on 
the shape of the deformation diagrams and the fracture conditions of a polycrystal 
is studied. Based on the theory of maximum normal stresses at the local level, a 
failure criterion was established at the macroscopic level, which includes all the 
parameters of the problem. The influence of the type of stress state and the geo-
metric shape of the loading diagram on the magnitude of irreversible deformation 
preceding the initial process of destruction is investigated. From the established 
strength criterion follows the effect of a decrease in the plasticity of the material 
with increasing yield strength. The question of the critical value of the weight of 
destroyed subelements is discussed, at which a macrocrack forms, leading to the 
complete destruction of the body element.

Keywords: structure, stress, deformation, fracture, plasticity, polycrystal, harden-
ing, averaged connections, inconsistencies of measures, subelement
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1. Введение. В настоящее время при решении задач геометрически нели-
нейного деформирования твердых тел при больших деформациях методом 
конечных элементов (МКЭ) наиболее распространен инкрементальный 
подход (метод последовательных нагружений) с возможным итерацион-
ным уточнением [1–18]. Он является наиболее универсальным, однако в 
ряде случаев возможно применение чисто итерационного подхода без от-
слеживания всего пути нагружения: например, когда возможна линеариза-
ция либо полиномиальное приближение каких-то этапов решения [19–21], 
либо когда решаемая задача независима от истории нагружения и пути де-
формирования [22–25]. Это позволяет обойти некоторые проблемы инкре-
ментального подхода [1, 26–31], обусловленные линеаризацией уравнений, 
трудностями прохождения особых точек, вырождением формы конечных 
элементов (КЭ) и др.

Геометрически нелинейные соотношения МКЭ могут базироваться на 
различных формах уравнения состояния и разных определениях меры де-
формации: например, Грина [2, 3, 8, 14, 17, 18, 30], логарифмической [10, 



	 ПРИМЕНЕНИЕ НЕИНКРЕМЕНТАЛЬНОГО ПОДХОДА...� 165

18, 25], Фингера [3, 12]. В качестве неизвестного может рассматриваться вектор 
перемещения [2, 3, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 30] либо радиус-вектор деформиро-
ванного состояния [3, 7, 9, 11, 17, 25]. Последнее позволяет упростить фор-
мулировки для существенно нелинейных задач, не подчиняющихся гипоте-
зе неизменности начальных размеров. Проблему роста уровня громоздкости 
геометрически нелинейных соотношений механики при комбинировании их 
с концепцией МКЭ, позволяет облегчить использование объектно-ориенти-
рованного подхода [32–38]. В рамках этого подхода становится возможной 
реализация МКЭ непосредственно в тензорной форме [2], естественной для 
геометрически нелинейных соотношений, без преобразования к чисто мат-
ричному виду на базе нотации Фойгта [18], часто используемому в реализа-
циях МКЭ. При такой реализации может быть удобно использовать концеп-
цию тензорно-блочной матрицы [39, 40], компонентами которой могут быть 
не только числа, но и тензоры произвольных рангов. Благодаря такой струк-
туре сложность объектов распределяется по уровням абстракции, что должно 
облегчить работу с соотношениями, а также их реализацию. В представляе-
мой здесь работе соотношения геометрически нелинейного МКЭ используют 
матрицы, компонентами которых являются тензоры в безиндексной форме, 
применяется подход на базе уравнения состояния в форме Фингера [41], меры 
деформации Фингера [41], а в качестве неизвестного используется радиус-век-
тор деформированной конфигурации. Для решения системы использована ре-
ализация итерационных методов из библиотеки GNU Scientific Library [42].

2. Используемая формулировка МКЭ. Для решения задачи статического 
нагружения тел из изотропных несжимаемых материалов с учетом больших 
деформаций используется конечноэлементная формулировка [23] на базе ва-
риационного принципа Лагранжа, отнесенного к начальной конфигурации, и 
уравнения состояния в форме Фингера [41]. Несжимаемость материала реали-
зована в виде требования неизменности объема каждого конечного элемента. 
Соответствующая система уравнений, записанная с использованием аппарата 
тензорно-блочных матриц, имеет следующий вид [23]:
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где {f} — столбец узловых нагрузок, {R} и {p} — неизвестные (соответственно, 
столбец узловых радиус-векторов деформированной конфигурации и вспо-
могательный столбец взвешенно усредненных величин давления в конечных 
элементах, обусловленного условием несжимаемости), {K}, [L], [4][M] и {B} — 
векторные и матричные величины (здесь [4][M] — четырехмерная матрица, т.е. 
массив с 4 индексами), имеющие следующие компоненты:
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где нуликом сверху обозначены величины, относящиеся к отсчетной неде-
формированной конфигурации тела, a — номер КЭ, i, j, k, l — номера узлов 
конечноэлементной сетки, Ñ

0   
r — градиент места [41], N[α i] — функция формы, 

принадлежащая a-му КЭ и i-му узлу, III — кубический инвариант тензора 
2-го ранга, 1Y и 2Y — функции от инвариантов меры деформации Фингера из 
уравнения состояния несжимаемого материала a-го КЭ в форме Фингера [41]:

	 T = –p1 + 2 1Y b + 2 2Y b2.	 (2.3)

Здесь T — тензор истинных напряжений Коши, b = (Ñ
0   

r)T · (Ñ
0   

r) — мера дефор-
мации Фингера, 1 — метрический (единичный) тензор.

Система уравнений (2.1) описывает финальное деформированное состо-
яние конечноэлементной модели без использования инкрементального под-
хода и линеаризаций, и может быть решена непосредственно численными 
методами. Для повышения эффективности методы решения требуют задать 
матрицу частных производных этой системы. Система содержит достаточ-
но сложные вложенные соотношения, поэтому для упрощения выведения 
компонентов матрицы производных использование безиндексной формы тен-
зорных объектов является удобным. Аппарат дифференцирования по тензор-
ному аргументу в безиндексной форме развивается и используется в механике 
твердого тела [41, 43–45]. Соотношения в этой области «можно трактовать как 
обобщение правила математического анализа о дифференцировании сложной 
функции» [45]. С использованием этой технологии для системы (2.1) получена 
матрица частных производных [24], применимая к общему трехмерному слу-
чаю, а также к случаю плоской деформации.

Целью данной работы является модификация и проверка практическо-
го применения системы (2.1) и матрицы ее частных производных для случая 
решения осесимметричных задач. Для этого у всех объектов системы требу-
ется произвести переход от общего случая безиндексной тензорной нотации 
к частному случаю использования цилиндрической системы координат. Для 
проверки адекватности полученных результатов рассмотрено численное ре-
шение тестовых примеров.

3. Градиент места для осесимметричного случая. Рассмотрим описание за-
дачи деформирования, когда в качестве материальных координат {q1, q2, q3} 
рассматриваются цилиндрические координаты 0r, 0j, z0. В этом случае ради-
ус-вектор r0 и базисные векторы  0

ei = (∂r
0)/(∂qi) отсчетной конфигурации при-

обретают следующий вид: 

	 ( , , ) cos sin ,
0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 2 3z zr j = r j+ r j+r i i i

	 cos sin
0 0 0

1 2r = j+ je i i , ( sin cos )
0 0 0 0

1 2j = r − j+ je i i , ,
0

3z =e i
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где i1, i2, i3 — орты вспомогательной декартовой системы координат, которые 
отсюда можно выразить так:

	
sincos

0
0 00

1 0r j
j

= j −
r

i e e , 
cossin

0
0 00

2 0r j
j

= j +
r

i e e , .
0

3 z=i e 	 (3.1)

Взаимный базис в цилиндрической системе: 0
er = 0er, 

0
ej = 0ej/ 0r2, 0

ez = 0ez.
Радиус-вектор деформированной конфигурации выразим с учетом 

того, что в случае осевой симметрии перемещение не зависит от угловой 
координаты:

	
( , , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) cos ( , , )

( , , ) sin ( , , ) ( , , ) ,

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1

0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 3

z t z z t u z t v z t

u z t v z t z w z t

   
r j = r j + r = r+ r j+ r +      

     
+ r+ r j+ r + + r          

r r u i

i i

	
(3.2)

где u, v и w — компоненты перемещения u в цилиндрических координатах, t — 
параметр времени. Отсюда, с подстановкой (3.1), получаются выражения для 
базисных векторов деформированной конфигурации ei = (∂r)/(∂qi):

	

( ) ( )

( ) ( )

cos sin
, sin cos ,

cos sin

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

1

1

z

z z

v v z
v v

v v z

z z z

r r j j r j

r j

∂ r ∂ r ∂ r
= + + = −r +

∂r r ∂r ∂r r

∂ r ∂ r ∂
= + +

∂ r ∂ ∂

e e e e e e e

e e e e

Построенные соотношения позволяют определить градиент места:

	

( ) ( )

( )

( )

cos sin

cos
sin cos

sin
.

0 0 0 0 0 0 0 00

0 0 0 0
2

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0
2 3

0 0 0 0

0 0 0

1 1

1

s
s z z

z z

z z z

v v

vz
v v

z

v z

z z

r r j j r r r j

r j r j j r

j

∂ r ∂ r
= = + + = + +

∂r r ∂rr

∂ r∂ r r
+ − + + +
∂r ∂r r

∂ r ∂
+ +
r ∂ ∂

r e e e e e e e e e e e e

e e e e e e e e

e e e e

∇

Сведем задачу к двумерной, для чего зададим соответствие координат 
q1 ≡  0r, q2 ≡  0z, q3 ≡  0j и исключим из рассмотрения деформацию кручения, за-
фиксировав угловую координату:

	
0

00 0 00

const

st s t
s t t sF F

j=j=

= =r e e e e∇ , 
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	 ,

/

0 0

0 0

0
3

0

0

0 0

st

z

z
F

z z

∂r ∂ 
 
 ∂r ∂r
 ∂r ∂ =
 
∂ ∂ 
 
 r r
 

 .

/

0 0

0 0

0

0

0

0 0

s
t

z

z
F

z z

∂r ∂ 
 
 ∂r ∂r
 ∂r ∂ =
 
∂ ∂ 
 

r r 
 

Отметим, что если бы для радиус-вектора деформированной конфигура-
ции в цилиндрических координатах вместо (3.2) использовалась зависимость 
общего вида

	

( , , , ) ( , , , ) cos ( , , , )

( , , , ) sin ( , , , ) ( , , , ),

0 0 0 0 0 0 0 0 0

1

0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 3

z t z t z t

z t z t z z t

r j = r r j j r j +

+ r r j j r j + r j

r i

i i

то это привело бы к выражению для градиента места

	
0 00

ij
i jF=r e e∇ , 

	

cos( ) sin( )

cos( ) sin( ) ,

cos( ) sin( )

0 0

0 0 0 0

0 0

0 0 0 0

0 0

0 0 0 0 0 0
2 2 3

1

1

1 1 1

ij

z

z
F

z z z

z

 
∂ ∂ ∂    r j − j r j − j        ∂r ∂r r ∂r

 
∂ ∂ ∂    = r j − j r j − j       
∂ ∂ r ∂ 

 ∂ ∂ ∂    r j − j r j − j       
∂j ∂j ∂j r r r 

имеющего при φ = j0  = const вырожденную матрицу компонент.
При переходе к конечноэлементной аппроксимации, в плоскости двумер-

ного КЭ компоненты деформированного радиус-вектора выражаются при по-
мощи базисных функций через свои узловые значения: 

	 [ ] [ ] [ ]i i
i

Na a= ∑r R , 

где a — номер КЭ, R[i] — радиус-вектор деформированного состояния i-го 
узла конечноэлементной сетки, суммирование производится по всем узло-
вым точкам расчетной модели. Отсюда, МКЭ-аппроксимация градиента ме-
ста имеет следующий вид:

	 [ ] [ ] [ ]( ) .
0 0 0 03

30i i

i

Na a
r

= +
r

∑r R e e∇ ∇ 	 (3.3)
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4. Другие особенности осесимметричного случая. Градиент места в явной 
либо неявной форме входит во все соотношения (2.2), поэтому применение 
полученного выражения (3.3) позволяет использовать систему уравнений 
МКЭ (2.1) для осесимметричных расчетов. Заметим, что за исключением под-
черкнутого множителя выражение (3.3) совпадает с аналогичным для случая 
плоской деформации [24]. Укажем также и другие моменты, которые следует 
учитывать при применении системы (2.1) в осесимметричном случае — тоже 
с подчеркиванием слагаемых и множителей, отсутствующих в случае плоской 
деформации, что удобно для совместной реализации обоих этих случаев в од-
ном общем приложении.

При вычислении всех компонентов (2.2) в осесимметричном случае инте-
грирование по объему конечного элемента сводится к интегрированию по его 
площади сечения s в локальных координатах элемента:

	

[ ] [ ] [ ]

... ... ... .
0 0

0
00 0 0

2 2

v s s

ds
d v d s d s

d sa
a a a

a

a
= π r = π r∫∫∫ ∫∫ ∫∫

Мера деформации Фингера и ее первый инвариант:

	 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( ) ( ) ( ) ,
20 0 0 0 0 03

30
T

i k i k

i k

N Na a a a a
r = ⋅ = ⋅ +  
r 

∑∑r r R R e eb ∇ ∇ ∇ ∇

	 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]( ) ( )( ) .

2

0 0

0i k i k

i k

I N Na a a a

 
r = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ +

 r 
∑∑ R Rb b1 ∇ ∇ 	 (4.1)

5. Матрица частных производных для осесимметричного случая. Посколь-
ку в соотношениях осесимметричного случая, в сравнении со случаем плос-
кой деформации, появляются дополнительные члены, то следует заново по-
строить также и компоненты матрицы частных производных, необходимой 
для эффективного решения системы (2.1). Дифференцирование дополнитель-
ного слагаемого (r/ 0r) 0e3 

0
e3, имеющегося в выражении (3.3) для градиента ме-

ста, проведем с учетом аппроксимации МКЭ 

	 [ ] [ ] [ ]i i
i

Na ar = r∑ , 

где ρ[i] — узловые r-компоненты радиус-вектора:

	 [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]
.

0 0 01 1i n ns s
i n n n s ns

n n n ni

N N N N N
R

a a a a a

∂r ∂r ∂r∂r
= = = = δ =

∂ ∂ ∂ ∂∑ e e e
R R R

Отсюда, согласно правилам дифференцирования сложных функций,
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[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ]
[ ] [ ] .
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3 33
3 3 30 0 0

0 0 0 0 00 0 0 0 0 0
1 3 1 3 3
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1 1

s
s

n n n n
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n s n s
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N N g

a
a a

   ∂∂ r ∂r r ∂   = + r ⋅ + =
∂ ∂ ∂ ∂  r r r   

= ⋅ = =
r r r

e e
e e e e e e e

R R R R

e e e e e e e e e e e

	

(5.1)

Матрица частных производных системы (2.1) состоит из четырех блоков 
[24]:

	
[ ]

( , ) ,
( , ) 0

p

B

B
p

∂ ∂
∂ ∂

∂
∂

   ∂      =   ∂     

A A
R

R

A
R

	 (5.2)

где для общего трехмерного расчета и случая плоской деформации блок 
[∂A/∂p] имеет компонентами

	

[ ]

[ ] [ ]
[ ]

( ) ,
0

0 0 0
1

i
i

v

N dv
p

a

−
a a

a

∂  = − ⋅  ∂ ∫∫∫
A

r∇ ∇

а слагаемые, составляющие блок [∂A/∂R], если их обозначить следующим об-
разом [24]:

	 [ ] [ ] [ ]( )( )[ ] [ ] [ ]2a a a
a

∂  = + + ∂  ∑A
DK DL DM

R

имеют такие компоненты:
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При получении компонент матрицы (5.2) для осесимметричного расчета, 
с учетом (5.1), выражения для (∂A/∂p)[ia] и DK[αin] останутся без изменений. 
Члены DL[αin] и DM[αin] получим для осесимметричного случая на примере ма-
териала Муни-Ривлина [41], у которого
	 1Y = 1C + 2C I(b),  2Y = – 2C.	 (5.3)

Для этого, продифференцировав 1-й инвариант меры деформации Фин-
гера (4.1):
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а в выражении для DM[αin], очевидно исчезнет слагаемое, обозначенное уг-
ловыми скобками, поскольку для модели Муни–Ривлина (∂2Y[a])/(∂R[n]) = 0.

Чтобы получить компоненты блока [∂B/∂R], перепишем (3.3) в виде
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(по индексам с верхней чертой суммировать до 2), где обозначено 
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Отсюда 
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С учетом того, что 
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получаем:
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Таким образом, для осесимметричного случая получены аналитические 
выражения для всех компонент матрицы частных производных.

6. Численные исследования. Описанные выше теоретические результаты 
были реализованы в виде прототипа приложения, предназначенного для ре-
шения задач небольшой размерности (без учета и использования разреженно-
сти матриц). Были проведены расчеты больших деформаций для некоторых 
задач, позволяющие оценить адекватность соотношений, возможности ме-
тода, а также выявить особенности его практического применения. В расче-
тах использовались изопараметрические четырехугольные сирендиповы КЭ 
первого порядка с четырьмя узлами. Во всех расчетах для решения исполь-
зовались процедуры из библиотеки GNU Scientific Library [42]. Среди пред-
ставленных в ней методов численного решения систем нелинейных уравне-
ний, использующих аналитически задаваемую матрицу частных производных 
(варианты метода Ньютона и гибридного метода Пауэлла), наилучшие свой-
ства по захвату решения и сходимости на рассмотренных здесь примерах по-
казал решатель gsl_multiroot_fdfsolver_gnewton, реализующий модификацию 
метода Ньютона с улучшением глобальной сходимости путем дополнительно 
выполняемой оптимизации размера шага в касательном направлении, мини-
мизирующей евклидову норму невязки [46]. Форма начального приближения 
задавалась из инженерных соображений с точки зрения максимальной бли-
зости к предполагаемому решению. Начальное приближение для величин {p} 
задавалось соответствующим исходному ненагруженному состоянию. В этом 
случае в уравнении состояния (2.3) тензор напряжений Коши T является ну-
левым, а мера деформации Фингера b — единичным тензором, и уравнение 
состояния принимает вид
	 0 = (–p + 2 1Y + 2 2Y) 1
откуда для модели материала Муни–Ривлина (5.3) начальное значение ве-
личины давления в элементах равно 
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	  p = 21C + 42C.

Следует отметить, что такой подход в задании начального приближения 
оказался достаточно результативным: в большинстве случаев решатель уве-
ренно сходится к ожидаемому решению.

Определение состояния вывернутого наизнанку кругового цилиндра отно-
сится к непростым задачам нелинейной упругости [10]. В [23] был рассмот-
рен пример вычисления этого состояния как задача плоской деформации, а 
теперь аналогичный расчет этой же модели был проведен в сечении другой 
координатной плоскости, уже как осесимметричная задача. Расчетная схема 
МКЭ для этой задачи, а также начальное приближение, показаны на рис. 1, a. 
У исходной формы цилиндра внутренний и внешний радиусы равны соот-
ветственно 3 и 12 см, высота 15 см. Константы материала: 1C = 0.15 МПа, 
2C = 0.094 МПа. Граничные условия в перемещениях задавались с точки зре-
ния обеспечения плоской деформации: узлы конечноэлементной сетки, нахо-
дящиеся на нижнем торце исходной конфигурации цилиндра, зафиксированы 
в направлении оси z, а для узлов, находившихся до деформирования на верх-
нем торце, задано в виде ограничения значение z-координаты в деформиро-
ванном состоянии, обеспечивающее сохранение начальной высоты цилиндра. 
Фиксация узлов вдоль радиальной координаты поначалу не производилась, 
поскольку ожидалось, что ее значения будут получены в процессе расчета. Од-
нако при этом выявились проблемы со сходимостью, которая не была достиг-
нута даже после 5000 итераций (этот же эффект наблюдался и в другой задаче, 

z

ρ

Рис. 1. Расчетная модель с формой начального приближения и варианты деформирован-
ного состояния задачи о выворачивании кругового цилиндра.

	 (a)	 (b)	 (c)
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см. ниже). Эти проблемы могут быть связаны с возможной неединственно-
стью решения нелинейной задачи (например, здесь с точки зрения механики 
возможны решения, когда вывернут не весь цилиндр, а только некоторая его 
часть). Когда же в одном из узлов было в качестве ограничения задано переме-
щение по оси r, величина которого взята из решения соответствующей задачи 
плоской деформации [23], то процесс сошелся за 6 итераций. Результат рас-
чета показан на рис. 1, b. Значения радиальных координат ρ[i] слоев узловых 
точек в полученном решении в сравнении с аналогичными величинами из 
решения, вычисленного ранее по теории плоской деформации, приведены в 
таблице: 

Таблица. 1. Результаты расчета координат узлов сетки для задачи выворачи
вания цилиндра

осесимметричный расчет 5.521 9.668 11.770 12.864
плоская деформация [23] 5.532 9.674 11.770 12.864

Очевидно, что по величинам перемещений полученное решение совпада-
ет с результатом решения задачи плоской деформации. Аналогично, реше-
ния совпадают также и при вычислении компонент девиаторов напряжений 
Коши. При вычислении же самих напряжений точность расчетов оказалась 
ниже из-за различия в величинах элементных давлений {p}, которые оказа-
лись заметно меньше (около 30%) полученных по теории плоской деформа-
ции. Можно предположить, что это отличие обусловлено различным пони-
манием смысла этих давлений, являющихся взвешенно усредненными по 
площади КЭ.

Следует заметить, что рассмотренная задача по существу является одно-
мерной: значения всех величин постоянны по координате z, поэтому в расчет-
ной схеме можно было бы для высоты цилиндра ограничиться минимальным 
значением, достаточным для моделирования посредством одного слоя КЭ. 
Однако, если отменить ограничения, обеспечивающие состояние плоской де-
формации, и попытаться рассмотреть ее для случая плоского напряженного 
состояния (т.е. не задавать ограничений по оси z на исходном верхнем крае 
цилиндра), то задача станет уже двумерной. Результат соответствующего рас-
чета показан на рис. 1, c. Здесь можно видеть, что имеет место эффект расши-
рения свободного конца инвертированного цилиндра (явление, достаточно 
проблематичное для теоретического рассмотрения [10]). Поэтому, для полу-
чения плоского напряженного состояния высоту цилиндра следует увеличить 
и рассматривать участок сечения, достаточно удаленный от свободного конца.

Еще два численных примера связаны с расчетом уплотнительных колец 
различных типов поперечного сечения. Расчеты подобных деталей актуальны 
[47, 48] ввиду их широкого промышленного использования. В рассматривае-
мых примерах стенки гнезда, в которое помещается уплотнительное кольцо, 
полагались абсолютно жесткими и задавались в виде граничных условий «в 
перемещениях» (т.е. путем фиксации соответствующего значения коорди-
наты у узлов поверхности кольца, контактирующих со стенкой). Поскольку 
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используемый в данной работе неинкрементальный подход не подходит для 
задач, зависящих от пути нагружения, то наличие сил трения в модели не учи-
тывалось, таким образом предполагается использование смазки.

При задании граничных условий при расчете уплотнительных колец за-
ранее точно не известны границы зон контакта кольца со стенками гнезда. 
Для решения этой проблемы в процессе расчетов сформировался следующий 
эвристический алгоритм:

1. Узлы внешней границы недеформированного кольца, выходящие за пре-
делы габаритов гнезда, включаются в зону контакта, т.е. их ортогональная к 
поверхности стенки гнезда компонента радиус-вектора исключается из числа 
неизвестных и фиксируется значением соответствующей координаты стенки;

2. Производится расчет напряженно-деформированного состояния при 
данном варианте граничных условий. По результатам этого расчета анализи-
руется состояние и корректируется принадлежность узлов внешней границы 
кольца к зоне контакта;

•	если среди граничных узлов, не включенных в зону контакта, появились 
узлы, выходящие за габариты гнезда, то они включаются в зону контакта 
путём фиксации соответствующей компоненты радиус-вектора значением 
координаты стенки;

•	если среди узлов, включенных в зону контакта, обнаруживается узел, 
имеющий в прилегающих конечных элементах положительную (т.е. растяги-
вающую) нормальную компоненту напряжений, ортогональную стенке (т.е. 
«пытающийся отделиться от стенки» вовнутрь гнезда), то он исключается 
из зоны контакта путём освобождения соответствующей компоненты ради-
ус-вектора и возврата ее в число неизвестных.

3. Если среди узлов границы кольца не нашлось таких, которые пере-
числены в п. 2, то расчет завершается и полученный результат считается 

z

ρ

Рис. 2. Расчетная модель и результаты расчетов уплотнительного кольца круглого сечения.
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окончательным. Если же имела место коррекция таких узлов, то снова выпол-
няется переход к п. 2. 

Использование такого подхода в приводимых ниже примерах успешно за-
вершалось (за исключением одного упомянутого ниже эксперимента с гра-
ничными условиями), потребовав около пяти шагов коррекции граничных 
условий.

Рассмотрим пример расчета уплотнительного кольца круглого сечения для 
герметизации фланцевого соединения трубопровода [49]. Кольцо внутренним 
диаметром 6 см и диаметром сечения 3 мм, изготовленное из резины НО-68-1 
с модулем упругости E = 4 МПа, требуется поместить в гнездо с внутренним 
диаметром 58.8 мм, шириной 3.4 мм и высотой 2.2 мм. Ввиду симметрии за-
дачи рассматривается только ее верхняя половина. Поскольку у материала 
Муни модулю упругости закона Гука соответствует величина 6(1C + 2C) [50], 
то для расчетов была выбрана неогуковская модель (2C = 0) с константой 
1C = E/6 = 0.667 МПа. На рис. 2, a показана конечноэлементная модель, у ко-
торой полужирным прямоугольником показаны габариты гнезда. В качестве 
начального приближения использовался результат линейно-упругого расчета 
(вспомогательный осесимметричный линейно-упругий расчет выполнялся 
при помощи студенческой версии пакета ELCUT, использующего треуголь-
ные КЭ [51]). Последовательно проведенные шаги расчета по описанному 
выше алгоритму с коррекцией узлов, входящих в область контакта, потре-
бовали, соответственно, 13, 4, 4, 5 и 5 итераций. Получившееся в результате 
деформированное состояние можно видеть на рис. 2, b. На рис. 2, c показано 
поле компоненты напряжений Tzz . Единицы измерения напряжения на этом 
и других рисунках — МПа. Как известно [49], в деформированном кольце 
распределение контактных напряжений по ширине контакта приближенно 
описывается параболическим законом с максимальным напряжением в точке 
наибольшей деформации, равным 

	 ( )5
6

d hE h d−  = 1.45 МПа, 

где d — диаметр сечения кольца, h — высота гнезда. На рис. 2, d можно уви-
деть соответствующее распределение zz-компоненты, а также других компо-
нент тензора напряжений Коши, по радиальной координате верхней поверх-
ности контакта, полученное в проведенном расчете. Его действительно можно 
считать параболой, имеющей максимум, равный 2.4 МПа, что качественно 
согласуется с приближенной формулой, с учетом того, что значения напряже-
ний в МКЭ-приложениях, основанных на вариационном принципе Лагран-
жа, вычисляются более грубо, чем значения перемещений.

Для рассматриваемого уплотнительного кольца был также проведен те-
стовый расчет, в котором граничные условия были заданы только в осевом 
направлении (ограничение на высоту то же — 2.2 мм), а в радиальном направ-
лении ограничения не ставились. При этом проявились проблемы со сходи-
мостью, аналогичные наблюдавшимся в описываемой выше задаче об ин-
вертировании цилиндра, когда у него тоже не фиксировались перемещения 
в радиальном направлении: невязка в течение итераций убывает чрезвычайно 
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медленно, и при этом текущие приближения принимают непропорционально 
большое значение r-координаты (в частности, для рассматриваемого уплот-
нительного кольца внутренний радиус достигал 48.5 мм). Эти проблемы мож-
но связать с тем, что у данной двумерной расчетной схемы, если ее рассчиты-
вать как задачу плоской деформации, очевидно не должно быть сходимости, 
поскольку без поперечного закрепления становятся допустимыми переме-
щения модели как твердого тела вдоль горизонтальной оси, т.е. отсутству-
ет единственность решения. По-видимому, наличия подчеркнутых членов 
в формулах, отличающих этот случай от плоской деформации, оказывается 
недостаточно для появления сходимости. Таким образом, при решении осе-
симметричных задач предлагаемым способом следует задавать новую r-коор-
динату хотя бы в одной узловой точке модели (в частности, в телах, не име-
ющих сквозных осевых отверстий, это условие выполняется автоматически).

Еще один пример осесимметричного расчета — анализ напряженно-де-
формированного состояния манжетного уплотнителя поршня [52]. В качестве 
материала использован полиуретан СКУ-ПФЛ с константами 1C = 0.83  МПа, 
2C = 2.5  МПа. Рассматривается расчетный случай [48], соответствующий но-
минальному размещению уплотнителя в корпусе цилиндра либо обратному 
ходу поршня [47]. Расчетная схема МКЭ и граничные условия в перемеще-
ниях показаны на рис. 3, a. Размеры гнезда, в котором требуется разместить: 
диаметр внутренний 20 см, внешний 30 см, высота 13 см. В результате при-
менения описанного выше алгоритма окончательный расчет для получения 
решения потребовал 6 итераций. Деформированное состояние уплотнителя, 
полученное в результате расчета, а также картина распределения радиальной 
составляющей тензора напряжения Коши, показаны: без задания ограниче-
ния на высоту гнезда на рис. 3, b, и со всеми ограничениями на рис. 3, c. По 
рисунку можно судить о распределении напряжения вблизи поверхностей 
контакта. Рассматриваемый уплотнитель имеет кромки разного вида: внеш-
нюю практически постоянной толщины и внутреннюю, сужающуюся к концу 
и имеющую малый угол наклона относительно центральной оси. Можно ви-
деть, что максимум сжимающего напряжения по внешней кромке достигается 
на ее конце. У внутренней же кромки напряжение на конце близко к нулю, 
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Рис. 3. Расчетная модель и результаты расчетов манжетного уплотнительного кольца.
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а максимальное значение достигается у ее основания. Такое распределение 
контактных напряжений соответствует известным [53] результатам, когда при 
толщине кромки, уменьшающейся к концу, максимум эпюры находится вда-
ли от конца кромки, а при толщине, близкой к постоянной, максимум напря-
жения смещен к концу кромки.

7. Заключение. Выполненное исследование позволяет сделать следующие 
выводы: 

•	использование тензорно-матричной формы для нелинейного уравнения 
МКЭ позволило относительно легко выполнить аналитические преобразова-
ния (в частности, получение матрицы частных производных) для осесиммет-
ричного случая, благодаря инкапсуляции тензорных операций внутри мат-
ричных компонент;

•	реализация неинкрементального подхода с использованием глобально 
сходящейся модификации метода Ньютона дает путь к отысканию финально-
го состояния существенно нелинейных задач на основе приближенного зада-
ния формы предполагаемого решения из физических соображений;

•	в рамках неинкрементального подхода возможно создание специализи-
рованного приложения для расчета уплотнительных колец с использованием 
последовательной коррекции зоны контакта.
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Abstract. For the tensor-matrix FEM system of equations describing the final state 
of large deformations of an incompressible elastic body, a development to solve 
axisymmetric problems is obtained. Also, analytical expressions for the compo-
nents of the partial derivatives matrix of the system are obtained. Examples of cal-
culating the everted state of a circular cylinder, as well as analysis of sealing rings 
are described.
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В приближении тонкого ослабленного слоя рассматривается задача по-
иска оптимальной ориентации зоны локализованной поврежденности 
в хрупком теле при трехосном сжатии с промежуточным напряжени-
ем, меняющимся от минимального (схема Кармана) до максимального 
(схема Беккера) главных напряжений. Неповрежденный материал опи-
сывается соотношениями линейно-упругого изотропного тела, ослаб-
ленная зона описывается моделью нелинейной упругости академика 
РАН В.П. Мясникова с упругими модулями, линейно зависящими от 
скалярного параметра поврежденности. Ориентация ослабленной зоны 
задается двумя углами относительно направления действия двух глав-
ных напряжений, степень ослабления – величиной параметра повре-
жденности. Поиск оптимальной ориентации зоны для фиксированных 
значений управляющих параметров заключается в максимизации функ-
ционала, определяющего скорость роста поврежденности в этой зоне.  
В результате решения задачи установлены оптимальные ориентации 
зоны локализованной поврежденности при различных соотношениях 
главных напряжений и степени поврежденности. Показано, что с ро-
стом промежуточного напряжения наблюдается уменьшение угла на-
клона зоны относительно направления действия максимального главно-
го напряжения, а также сужение интервала возможной ориентации зоны 
относительно направления действия промежуточного главного напря-
жения. На основе анализа соотношения величин сдвиговых компонент 
тензора напряжений в плоскости зоны локализованной поврежденности 
установлены возможные направления сдвига по этой зоне.

Ключевые слова: истинное трехосное сжатие, зона локализации разруше-
ния, нелинейная упругость, промежуточное главное напряжение, ори-
ентационные эффекты
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1. Введение. Ориентация и величина главных напряжений существенно 
влияют на прочностные свойства и в целом деформационное поведение гор-
ных массивов в процессе подземного строительства и разработки полезных 
ископаемых. В естественных условиях залегания горные породы осадоч-
ной толщи и кристаллического фундамента находятся в трехмерном напря-
женно-деформированном состоянии под действием главных напряжений 
s1 ≥ s2 ≥ s3, где s1, s2, s3 – максимальное, промежуточное и минимальное глав-
ные напряжения. При решении практических задач, как правило, используют 
двумерные критерии прочности (например, критерий Кулона–Мора), пред-
полагая равенство двух из трех главных напряжений, и, таким образом, игно-
рируя влияние на деформационное поведение горных пород промежуточного 
главного напряжения. 

 Условие нагружения s1 > s2 > s3 в отечественной и зарубежной литерату-
ре носит название истинного трехосного сжатия и представляет особый ин-
терес в геомеханике, так как именно истинное трехосное сжатие приводит к 
избирательному характеру активизации и развития трещиноватости в нагру-
женной породе, что, в свою очередь, приводит к существенным вариациям 
ее деформационного отклика [1–9]. Величина и ориентация главных напря-
жений при истинном трехосном сжатии может меняться как при вариациях 
регионального геодинамического режима, так и антропогенного воздействия, 
вызванного бурением, прокладкой туннелей и добычей полезных ископаемых 
[10–15]. В инженерной практике многие явления разрушения горных пород, 
такие как расслоение, скалывание, горные удары, зональная дезинтеграция, 
контролируются истинно трехосным напряжённым состоянием, действую-
щим на породу [16–19]. 

Начиная с пионерских работ Моги [20, 21], усилия научных коллективов 
по всему миру направлены на теоретико-экспериментальные исследования 
поведения горных пород различных литотипов в условиях истинного трех-
осного сжатия. При этом можно выделить несколько магистральных направ-
лений исследований: экспериментальное исследование влияния величины 
промежуточного главного напряжения s2 на деформационное поведение гор-
ных пород [3, 6, 22, 23], разработка новых и обобщение известных критериев 
прочности пород на случай истинного трехосного сжатия [24–28], исследова-
ние влияния неравнокомпонентного трёхосного напряженного состояния на 
проницаемость, фильтрацию и ползучесть горных пород [29–31], определе-
ние условий проявления эффекта памяти (Кайзера) при циклическом непро-
порциональном трехосном сжатии горных пород [32–35]. Необходимо отме-
тить, что вопросу ориентации плоскости разрушения (зоны локализованной 
поврежденности) в условиях истинного трехосного сжатия при различном 
соотношении главных напряжений уделяется недостаточно внимания [36]. 
Хотя именно информация о совокупности ориентации плоскостей сдвига/
скола в полевых условиях может быть использована для оценки действующе-
го регионального поля напряжений (наравне с моделями Кулона–Андерсона 
[37] и Риделя [38] для обстановок чистого и простого сдвига). 

В случае традиционного трехосного сжатия согласно критерию Кулона–
Мора, когда s1 > s2 = s3, разрушение материала происходит вдоль плоскости, 
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на которой действующее касательное напряжение превышает эффективное 
нормальное напряжение, складывающееся из сцепления C и произведения 
давления на коэффициент трения c:
	 .n Ct = cs + 	 (1.1)

Сцепление C является собственной прочностью материала на сдвиг, а ко-
эффициент трения определяется углом внутреннего трения j = tg-1(c). Ори-
ентация плоскости, по которой происходит разрушение материала, опреде-
ляется максимумом кулоновских напряжений | t | - csn и задается углом Ку-
лона–Мора относительно направления действия максимального главного 
сжимающего напряжения (рис. 1):

	 .CM 4 2
p j q = ± - 

 
	 (1.2)

Ранее в работе авторов [39] для случая традиционного трехосного сжатия 
было показано, что использование нелинейной реологической модели де-
формирования хрупкого материала позволяет получить оптимальный с точки 
зрения скорости роста поврежденности угол наклона зоны локализованного 
разрушения близкий к углу Кулона–Мора qCM. При этом степень близости 
определяется величиной параметра поврежденности в зоне локализованного 
разрушения. Настоящая работа является продолжением этих исследований и 
посвящена теоретической оценки ориентации зоны локализованной повре-
жденности в хрупком теле при истинном трехосном сжатии при различных 
соотношениях между главными напряжениями. 

2. Нелинейная реологическая модель деформирования хрупкого тела. Ба-
зовыми особенностями деформационного поведения хрупких матери-
алов со структурными неоднородностями различного типа в поле при-
ложенных напряжений являются зависимость упругих свойств от вида 

A

σ1
σ1

θсм

θсм
σ2=σ3 σ2=σ3

σ2=σ3 σ2=σ3

A

A‒A

Рис. 1. Ориентация зон локализованной поврежденности при традиционном трехосном 
сжатии (s1 > s2 = s3).
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напряженного-деформированного состояния и взаимосвязь процессов сдви-
гового и объемного деформирования, приводящая, в частности, к дилатансии 
такого класса материалов в условиях сдвиговых нагрузок. Начиная с пионер-
ской работы Ю.Н. Работновa [40], в которой была предложена модель упругой 
среды с модулями упругости, зависящими от напряжений, активно начали 
развиваться разномодульные модели деформирования материалов [41–50]. 

Данная работа базируется на неклассической модели нелинейной упру-
гости, предложенной во второй половине прошлого века академиком РАН 
В.П. Мясниковым [51] и получившей свое развитие в работах отечественных 
и зарубежных ученых [52–55]. Согласно данной модели энергия упругой де-
формации имеет вид 

	 ,2
1 2 1 2

1
2

U I I I I
l = + m - g ρ  

	 (2.1)

где l, m – параметр Ламе, g – дополнительный упругий модуль, определяю-
щий степень нелинейности материала, I1 = eii, I2 = eij eij – первый и второй ин-
варианты тензора деформации соответственно. В отличие от традиционных 
моделей нелинейной упругости, которые базируются на включении в выраже-
ние для упругой энергии слагаемых более высоких порядков по деформации 
[56], в этой модели дополнительное слагаемое имеет также второй порядок, 
как и гуковские члены. 

Дифференцирование энергии упругой деформации (2.1) по компонентам 
тензора деформации приводит к определяющему соотношению 

	  1 2
2ij ij ijI

g gx   s = l - δ + m - e   x   
	 (2.2)

c упругими модулями leff = l - g/x, meff = m - gx/2, зависящими от вида напря-
женно-деформированного состояния, определяемого параметром x = I1/√—I2. 
Параметр x меняется от -√–3 для всестороннего сжатия до √–3 при всесто-
роннем растяжении; x = ±1 соответствует одноосному сжатию/растяжению, а 
x = 0 – чистому сдвигу. Таким образом, дополнительное нелинейное слагае-
мое в выражении (2.1) позволяет описывать разномодульность, т.е. скачкооб-
разное изменение упругих модулей при переходе от растяжения к сжатию и 
дилатансию материала при чистом сдвиге [46, 47].

В работах [53, 57] предложена линейная зависимость упругих свойств от 
скалярного параметра поврежденности a, описывающего плотность микро-
трещин, в виде l = l0, m = m0 + m1a, g = g0a, где m1, g0 – материальные параметры. 
С использованием принципов линейной термодинамики необратимых про-
цессов получено кинетическое уравнение для роста поврежденности в виде

	 ( ) ,2 0d
d

C I
dt
a

= x - x 	 (2.3)

где Cd > 0 описывает скорость роста поврежденности при заданном уровне 
деформации, x0 – материальный параметр, контролирующий переход от за-
лечивания микротрещин к их росту (критическая величина параметра вида 
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напряженно-деформированного состояния). Условие x = x0 является анало-
гом критерия Кулона–Мора в пространстве деформаций, величина параметра 
x0 связана с упругими модулями и углом внутреннего трения соотношением:
	

sin sin

0 2
0

0

3 3

9 2 2 3
1

3

x =
lj   + +  j m -  

	
(2.4)

и определяется по результатам традиционных испытаний материала по схеме 
Кармана (одноосное сжатие с боковым подпором). Необходимо отметить, что 
условие начала роста поврежденности x ≥ x0, следующее из (2.3), неоднократно 
подтверждалось в экспериментах по деформированию горных пород различ-
ных литотипов [58–60].

В отличие от традиционных моделей континуальной механики, согласно 
которым разрушение материала наступает при a = 1, в нелинейных моделях 
максимальная поврежденность, характеризующая макроразрушение материа-
ла, определяется условием выпуклости потенциала U. Из условия выпуклости 
потенциала также следует минимально допустимое значение дополнительно-
го упругого модуля g0:
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g =

x -
	(2.5)

Вывод необходимых и достаточных условий локальной строгой выпукло-
сти потенциала (2.1), а также зависимости максимального возможного значе-
ния параметра поврежденности от параметра вида напряженно-деформиро-
ванного состояния представлены в работе [61]. В следующем разделе кине-
тическое уравнение (2.3) будет использовано для определения оптимальной 
ориентации зоны локализованной поврежденности в хрупком материале 
в условиях истинного трехосного сжатия. 

3. Ориентация зоны локализованной поврежденности при истинном трехосном 
сжатии. 3.1. Постановка задачи. Рассмотрим представительный объем хруп-
кого материала c зоной локализованной поврежденности, находящийся в об-
щем случае в условиях истинного трехосного сжатия с (szz = s1) > (syy = s2) > 
> (sxx = s3). Ориентация зоны локализованной поврежденности определяется 
двумя углами: углом q между зоной и направлением действия максимального 
главного напряжения s1, и углом b между зоной и направлением действия 
промежуточного главного напряжения s2 (рис. 2).

В случае упругого изотропного неповрежденного тела компоненты тен-
зора деформации определяются согласно закону Гука для линейно-упругого 
материала как 
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Зона представляет собой сплошной материал с заниженными из-за повре-
жденности упругими свойствами. В приближении тонкого слоя, условие не-
прерывности перемещений и усилий на границах зоны приводит к следующей 
системе равенств для напряжений:
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где sij
* – компоненты тензора напряжений в зоне локализованной поврежден-

ности, s*
ij

el – компоненты тензора напряжений в окружающем зону неповре-
жденном материале в системе координат зоны. С использование трех первых 
равенств в (3.2) для заданного уровня поврежденности a будем искать ezz

* , exz
* , 

exz
* , остальные компоненты тензора деформации совпадают с компонентами 

для окружающего неповрежденного материала. 
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Рис. 2. Геометрия представительного объема с зоной локализованной поврежденности в 
условиях истинного трехосного сжатия (XYZ – глобальная система координат, X*Y*Z*  – 
система координат зоны локализованной поврежденности).
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Оптимальный с точки зрения эффективности диссипации энергии угол 
наклона зоны локализованной поврежденности определяется в результате 
решения задачи максимизации функционала f(k, q, b) 

	
( ) ( ), , max,

,  ,

2 0

0 2
2 2

f k Iq b = x - x →

p p
- ≤ q ≤ ≤ b ≤ p

 	 (3.3)

представляющего собой правую часть кинетического уравнения для парамет-
ра поврежденности a. 

3.2. Результаты решения задачи оптимизации. Зафиксируем величину ми-
нимального главного напряжения s3, а величину промежуточного главного 
напряжения будем искать как s2 = s3 + k(s1 – s3). Таким образом, параметр k 
определяет степень отличия действующего напряженного состояния от тради-
ционного одноосного сжатия с боковым подпором. При k = 0 представитель-
ный объем подвергается одноосному сжатию с боковым подпором (s1 > s2 = s3, 
схема Кармана), при k = 1 – обобщенному трехосному сжатию (s1 = s2 > s3, 
схема Беккера), при k ∈ (0, 1) – непропорциональному трехосному сжатию. 
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Рис. 3. Зависимость функционала f (k, q, b) от углов ориентации зоны локализованной 
поврежденности q, b для параметра k = 0 (а), k = 0.5 (b), k = 1 (c).
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В табл. 1 представлены материальные параметры и параметры нагруже-
ния, использованные для расчета деформаций и решения задачи оптимиза-
ции (3.3). Критический параметр x0, отвечающий за рост поврежденности, для 
заданного угла внутреннего трения и упругих свойств в соответствии с (2.4) 
равен x0 = -0.87. Будем искать оптимальные углы наклона зоны локализован-
ной поврежденности для минимального главного напряжения s3 = 50 МПа, 
а максимальное главное напряжение s1 для фиксированной величины пара-
метра k найдем из условия начала роста поврежденности x = x0. Для принятых 
материальных параметров угол Кулона–Мора, определяющий ориентацию 
зоны локализованной поврежденности в случае k = 0, составляет qСМ = ±27°. 

На рис. 3 представлены зависимости функционала f(k, q, b) от углов ориен-
тации зоны локализованной поврежденности q, b при a = 0.1 для различных 
значений параметра k. Приведенные зависимости нормированы на свое мак-
симальное значение, так как нас интересует положение локальных максиму-
мов на плоскости (q, b), а не их абсолютная величина. 

Видно, что в случае традиционного трехосного сжатия (k = 0) величина 
функционала f (k, q, b) в общем, и его максимальное значение в частности, не 
зависят от угла b (рис. 3, а). Этот результат закономерен и вызван цилиндри-
ческой симметрией приложенных к представительному объему напряжений. 
При k > 0 имеет место периодическое изменение величины f (k, q, b) с ростом 
угла b (рис. 3, b, c). Для всех значений k > 0 период составляет pn, n = 0, 1, ... . 
Таким образом, в случае истинного трехосного сжатия зона локализованной 
поврежденности ориентирована квазинормально к направлению действия 
минимального главного напряжения s3. Необходимо отметить, что для лю-
бой величины параметра k функционал f (k, q, b) имеет локальные максиму-
мы, расположенные симметрично относительно линии q = 0 (соответству-
ющей плоскости нормальной к направлению действия минимального глав-
ного напряжения s3). Поэтому далее будем рассматривать только интервал 
q ∈ [0, p/2], подразумевая наличие симметричного решения.

Ориентация зоны локализованной поврежденности в плоскости XZ опре-
деляется углом q, который при k = 0 близок в углу Кулона–Мора, а при k > 0 
смещается в сторону вертикально ориентированной зоны (q = 0°). Это тенден-
ция отчетливо видна на зависимости нормированного на свое максимальное 
значение функционала f (k, q, 0) при b = 0° от угла q для различных значений 
параметра k (рис. 4). Если для кривой k = 0.5 смещение максимума зависи-
мости относительно кривой k = 0 незначительное, то для кривой k = 0 угол q, 
доставляющий функционалу f (k, q, 0) максимальное значение, почти в 2 раза 
меньше угла q для кривой k = 0. 

Таблица 1. Материальные параметры и параметры нагружения

Упругие модули, 
ГПа

Угол внутреннего 
трения, град.

Критический 
параметр

Минимальное главное 
напряжение, МПа

l0 m0 g0 j x0 s3

30.0 30.0 33.95 36 –0.87 –50
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На рис. 5 представлены зависимости угла q, доставляющего максималь-
ное значение функционалу f (k, q, 0), от параметра k для различного уровня 
поврежденности в зоне. При a = 0.1 в случае k = 0, как было указано ранее, 
оптимальный угол наклона q зоны локализованной поврежденности в плос-
кости XZ, совпадает c углом Кулона–Мора и уменьшается с ростом параметра 
k вплоть до 15° (55% от угла Кулона–Мора). 

С уменьшением величины поврежденности в тонком слое наблюдается 
смещение при k = 0 оптимального угла его наклона qmax в область меньших 
значений и более существенная (по сравнению с a = 0.1) его деградация с ро-
стом параметра k. Так при a = 0.025 в случае одноосного сжатия с боковым 
подпором (k = 0) оптимальный угол qmax доставляющий максимум функцио-
налу f (k, q, 0) равен 25.5°, а при k = 1 эта величина равна qmax = 10°.

3.3. Обсуждение результатов. В результате решения задачи максимиза-
ции (3.3) найдены оптимальные углы q и b наклона зоны локализованной 
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Рис. 4. Зависимость нормированного функционала f(k, q, b) при b = 0°от угла q для раз-
личных значений параметра k.

Рис. 5. Зависимость угла qmax, доставляющего максимальное значение функционалу 
f (k, q, 0), от параметра k для двух значений параметра поврежденности a (черная линия 
соответствует углу Кулона–Мора).
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поврежденности для различных значений параметра k, определяющих ва-
риацию промежуточного главного напряжения от минимального до макси-
мального главного напряжения. Важно отметить, что значения функционала 
f (k, q, b) близкие к его максимуму имеют место для некоторого интервала из-
менения каждого из углов. С точки зрения максимальной скорости повре-
жденности это означает, что в лабораторных экспериментах по деформиро-
ванию горных пород может наблюдаться вариация в некоторых пределах 
ориентации зоны локализованной поврежденности. При этом конкретная 
ориентация зоны разрушения будет определяться, помимо соотношений глав-
ных напряжений, минеральным строением и имеющимися в образцах дефек-
тами сплошности. 

Для учета этого обстоятельства примем за возможные оптимальные углы 
ориентации зоны локализованной поврежденности интервалы их изменения, 
для которых значение функционала f (k, q, b) варьируется относительно гло-
бального максимума в пределах ±1%. Оптимальное решение для двух пре-
дельных случаев s2 = s3 и s1 = s2 представлено на рис. 6. В случае одноосного 
сжатия с боковым подпором (k = 0) зона локализованной поврежденности 
ориентирована в плоскости XZ (относительно направления действия макси-
мального главного напряжения) под углом Кулона–Мора qCM ± 5° и произ-
вольным углом ориентации b относительно направления действия промежу-
точного главного напряжения (ввиду цилиндрической симметрии) (рис. 6, а). 
В случае, когда максимальное и промежуточное главные напряжения совпада-
ют (k = 1) оптимальными ориентациями зоны локализованной поврежденно-
сти являются q ∈ [0°, 25°]  и b = 0° ± 20°. Необходимо отметить, что полученное 
для k > 1 решение для углов q и b соответствует экспериментально наблюдае-
мым данным. Так в экспериментах по истинному трехосному сжатию песча-
ника Darley Dale было показано, что в процессе деформирования происходит 
формирование зоны повышенной трещиноватости, ориентированной пер-
пендикулярно направлению оси минимального главного напряжения (угол 
b) с отклонением не более ±18° [8].

В результате решения задачи поиска оптимальной ориентации зоны повре-
жденности в хрупком твердом теле при истинном трехосном сжатии показано, 
что с ростом величины промежуточного напряжения s2 наблюдается умень-
шение угла ее наклона относительно направления действия максимального 
главного напряжения (рис. 5). Другими словами, с ростом промежуточного 
главного напряжения зона локализованной поврежденности стремится к вер-
тикальной ориентации, субнормальной к направлению действия минималь-
ного главного напряжения. При этом амплитуда изменения угла qmax при ва-
риации промежуточного напряжения s2 от s3 к s1 зависит от величины повре-
жденности в зоне, но не превышает 15°–20°. Данные результаты качественно 
и количественно совпадают с результатами экспериментов по истинному тре-
хосному сжатию горных пород. Так, в работе [62] при испытаниях кубиче-
ских образцов гранита при различных вариациях величины промежуточного 
главного напряжения показано, что разброс значений между минимальным 
и максимальным углом разрушения не превышает 22°, при его уменьшении 
с ростом величины s2. 
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Соотношение сдвиговых компонент тензора напряжений в плоскости 
зоны локализованной поврежденности определяет направление действия 
сдвигового усилия, что в свою очередь позволяет определить направление 
возможной сдвиговой подвижки и охарактеризовать кинематический тип 
этой зоны. Для выбранной геометрии направление сдвига будет определять-
ся значением и знаком компонент sxz и syz. На рис. 7 представлены карты 
направлений сдвига в плоскости зоны локализованной поврежденности в 
диапазоне допустимых углов ориентации q и b для двух значений параметра 
k. Видно, что для большого диапазона изменения углов q и b зона локали-
зованной поврежденности характеризуется сбросовым характером смещения 
блоков рассматриваемого представительного объема, которые она разделяет. 
Для больших значений угла b возможна реализация горизонтального сдвига 
блоков, и сбросо-сдвиговых смещений, как промежуточного режима сдвига 
блоков относительно друг друга. При этом интервал изменения углов q и b, 
соответствующих горизонтальному сдвигу, с ростом величины k также увели-
чивается (рис. 7, а, b). 

На рис. 8 представлены схемы смещений блоков для предельного случая 
равенства максимального и промежуточного главных напряжений (k = 1) для 
трех пар углов q и b, отмеченных на рис. 7 как A1, A2 и A3.

Направление подвижки в этом случае зависит от соотношения величины 
углов q и b. Так при b < 0.94q + 0.106 имеет место сбросовый режим смещения 
блоков по плоскости зоны локализованной поврежденности, характеризую-
щийся вертикальным сдвигом одного блока относительно другого (рис. 8, A1). 
В случае b ≈ 0.94q + 0.106, характеризующимся, с одной стороны, малыми зна-
чениями угла q (квазивертикальная ориентация зоны в плоскости XZ), а с дру-
гой стороны, большими значениями угла b (выход зоны из плоскости YZ), бу-
дет наблюдаться горизонтальный сдвиг одного блока относительного другого 
(рис. 8, A3). В свою очередь, при b ≈ 0.94q + 0.106 будет иметь место промежу-
точный смешанный сбросово-сдвиговой режим смещения блоков относитель-
но друг друга (рис. 8, A2). В случаях A2 и A3 направление горизонтального сдви-
га (правый или левый сдвиг) будет определяться взаимной ориентацией зоны 
локализованной поврежденности и направлением действия промежуточного 
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Рис. 6. Схематичное изображение оптимальных углов ориентации зоны локализованной 
поврежденности для случая k = 0, s2 = s3 (а), k = 1, s1 = s2 (b).
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главного напряжения s2 (b > 0 – левый сдвиг, b < 0 – правый сдвиг). Соответ-
ственно, на рис. 8 (случай A3) представлен левый сдвиг.

4. Заключение. В работе представлено решение задачи определения оп-
тимальной ориентации зоны локализованной поврежденности в хрупком 
твердом теле при истинном трехосном сжатии. Близость промежуточного 
главного напряжения к максимальному главному напряжению определяет-
ся скалярным параметром k, меняющимся от 0 (схема Кармана, минималь-
ное и промежуточные главные напряжения равны) до 1 (схема Беккера, про-
межуточное и максимальное главные напряжения равны). Предполагается, 
что зона локализованной поврежденности представляет собой тонкий слой 
ослабленного материала, деградация упругих свойств которого описывается 
скалярным параметром поврежденности. Напряженно-деформированное со-
стояние ослабленной зоны описывается моделью нелинейной упругости ака-
демика РАН В.П. Мясникова с модулями упругости, линейно зависящими от 
скалярного параметра поврежденности, тогда как окружающий зону материал 
принимается линейно-упругим изотропным.

Согласно модели В.П. Мясникова упругие свойства ослабленной зоны за-
висят от вида напряженно-деформированного состояния, а рост параметра 
поврежденности контролируется параметром вида напряженно-деформиро-
ванного состояния, представляющего собой отношение двух инвариантов 
тензора деформации. Ориентация зоны локализованной поврежденности 
описывается двумя углами: между зоной и направлением действия макси-
мального главного напряжения, между зоной и направлением действия про-
межуточного главного напряжения. Под оптимальной ориентацией зоны 
локализованной поврежденности понимается пара углов, доставляющая ло-
кальный максимум правой части кинетического уравнения для параметра 
поврежденности. Решение задачи максимизации осуществлялось при варьи-
ровании управляющих параметров: параметра k, характеризующего близость 
промежуточного главного напряжения к максимальному главному напряже-
нию, величины поврежденности в ослабленной зоне. 

В результате решения поставленной задачи установлено, что, с одной сто-
роны, в независимости от величины k решение симметрично относительно 
линии, соответствующей плоскости нормальной к направлению действия 
минимального главного напряжения. С другой стороны, при k > 0 локальные 
максимумы имеют периодическое по второму углу расположение с периодом 
pn, n = 0, 1, ... . При k = 0 зона локализованной поврежденности ориентирована 
в плоскости XZ под углом близким к углу Кулона–Мора. Степень близости 
определяется величиной параметра поврежденности. При этом в плоскости 
XY ее ориентация может быть произвольной в виду цилиндрической симмет-
рии приложенных напряжений. С ростом параметра k зона локализованной 
поврежденности стремится к вертикальному положению, ортогональному 
к направлению действия минимального главного напряжения. 

Принимая во внимание обстоятельство, что в природе конкретная ори-
ентация зоны разрушения хрупкого материала будет определяться, помимо 
соотношений главных напряжений, минеральным строением и имеющими-
ся априори дефектами сплошности, были определены интервалы изменения 
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углов ориентации зоны, обеспечивающих близкую (отличие не превосходит 
1%) максимальную скорость роста поврежденности. На основе анализа со-
отношения величин сдвиговых компонент тензора напряжений в плоскости 
зоны локализованной поврежденности показано, что в зависимости от ве-
личины параметра k, и соотношения углов ориентации зоны, может быть ре-
ализован один из трех типов смещений: сброс, горизонтальный сдвиг и сбро-
со-сдвиг. Полученные теоретические решения качественно и количественно 
совпадают с результатами экспериментов по истинному трехосному сжатию 
горных пород, опубликованных в российской и зарубежной литературе. 
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Abstract. The problem of finding the optimal orientation of the localized damage 
zone in a brittle body under triaxial compression with intermediate stress varying 
from the minimum (Karman scheme) to the maximum (Becker scheme) principal 
stress is considered in the thin weakened layer approximation. The undamaged 
material is described by the relations of the linear-elastic isotropic body, the 
weakened zone is described by the model of nonlinear elasticity of Academician 
of the Russian Academy of Sciences V.P. Myasnikov with elastic moduli linearly 
dependent on the scalar parameter of the damage. The orientation of the 
weakened zone is given by two angles relative to the direction of action of the two 
main stresses, and the degree of weakening is given by the value of the damage 
parameter. The search for the optimal orientation of the zone for fixed values of the 
control parameters consists in maximizing the function that determines the rate of 
damage growth in this zone. As a result of the solution of the problem, the optimal 
orientations of the localized damage zone have been established for different ratios 
of principal stresses and damage level. It is shown that as the intermediate stress 
increases, there is a decrease in the angle of inclination of the zone relative to the 
direction of action of the maximum principal stress, as well as a narrowing of the 
interval of possible orientations of the zone relative to the direction of action of the 
intermediate principal stress. Based on the analysis of the ratio of the values of the 
shear components of the stress tensor in the plane of the localized damage zone, 
the possible shear directions along this zone are determined.

Keywords: true triaxial compression, damage localization zone, nonlinear 
elasticity, intermediate principal stress, orientation effects
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На основе энтальпийной формулировки трехмерной нестационарной 
нелинейной задачи теплопроводности для многофазной системы прове-
дено математическое моделирование процесса селективного лазерного 
плавления порошков титановых и алюминиевых сплавов для построения 
металлических изделий. Определены параметры геометрии единичного 
трека, а также однослойной и многослойной систем перекрывающихся 
треков в зависимости от мощности и скорости лазерного луча, что поз-
волило оценить структуру и типы дефектов, возникающих при послой-
ной печати образцов. Для исследования влияния одиночных и множе-
ственных дефектов на усталостную прочность напечатанных образцов 
при высокочастотном нагружении использована предложенная ранее 
мультирежимная модель циклической повреждаемости. Показано, что 
внутренняя неоднородность микроструктуры материалов, напечатанных 
методом селективного лазерного плавления, может приводить к более 
раннему подповерхностному зарождению усталостных трещин и суще-
ственно снижать усталостную прочность и долговечность. Этот эффект 
сильнее проявляется для систем множественных дефектов. Предложен-
ные модели и алгоритмы расчета позволяют рассчитать усталостную 
прочность и долговечность образцов для различных систем дефектов 
микроструктуры, соответствующих заданным характеристикам подвиж-
ного лазерного луча, а также определить диапазон параметров процесса 
селективного лазерного плавления, при котором будут достигаться наи-
лучшие показатели усталостной прочности при высокочастотном нагру-
жении.
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ческой повреждаемости
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1. Введение. Технология селективного лазерного плавления (СЛП) ис-
пользуется в авиационной промышленности для производства некоторых 
реальных конструктивных элементов из алюминиевых и титановых сплавов. 
Прогресс в этой технологии позволил повысить квазистатические свойства 
СЛП материалов до уровня традиционных технологий, таких как экструзия, 
штамповка и т.д. Однако проблемой является относительно низкая цикли-
ческая прочность таких материалов, связанная с их сложной микрострукту-
рой, на которую влияют стратегия лазерного сканирования, параметры ла-
зерного луча, энергия, теплоотдача из зоны плавки, параметры среды в ка-
мере и т.д. Для улучшения усталостных свойств СЛП материалов необходимо 
исследовать механизмы их усталостного разрушения с учетом особенностей 
микроструктуры. 

В первых разделах данной работы исследуется процесс селективного ла-
зерного плавления порошковых титановых и алюминиевых сплавов путем его 
численного моделирования и сравнения результатов с данными эксперимен-
тов. Результатом численного моделирования является построение геометрии 
различных треков – следов отвержденных ванн расплава после прохождения 
лазерного луча в зависимости от его мощности и скорости, а также иных па-
раметров процесса – толщины порошкового слоя, его пористости и харак-
теристик теплопроводности, теплоемкости, плотности всех фаз материала – 
жидкой, твердой, порошковой. Геометрия единичного трека определяется 
формой его сечения, в частности, шириной и глубиной его следа, глубиной 
проникновения в подложку, необходимой для сцепления слоев. Кроме того, 
необходимо получить результаты расчета линейной (однослойной) цепочки 
перекрывающихся треков, а также двух-, трех- и более многослойных цепочек 
наложенных треков. Эту картину, наблюдаемую в экспериментах по нанесе-
нию треков на пластинку при различных параметрах лазерного луча, необхо-
димо иметь для представления о структуре возможных дефектов в напечатан-
ном изделии [1].

Этими дефектами могут являться как недоплавы между треками и подлож-
кой, возникающие по причине недостаточной глубины треков для связи 
с подложкой в случае недостаточной мощности или при слишком быстром 
движении луча, так и недоплавы из-за недостаточного перекрытия соседних 
по горизонтали и вертикали треков, создающих системы пор в материале.

При определенном увеличении мощности луча или его замедлении и при 
достаточном перекрытии соседних по горизонтали и вертикали треков воз-
никают периодические системы зон переплавов. Такая структура, несмотря 
на отсутствие пор, также является в какой-то мере дефектной, поскольку при 
дополнительном переплавлении отвержденных зон меняется строение кри-
сталлической решетки сплава. Исходная альфа-фаза титанового сплава при 
переплавлении переходит в бета-фазу, а при дополнительном переплавлении 
в альфа+бета [2]. Эти состояния имеют отличающиеся механические характе-
ристики, по измерениям микротвёрдости – до 20%. Упругие характеристики 
также могут отличаться на 5–10% [2,3]. Таким образом, материал, получен-
ный с использованием СЛП технологии, в самом благоприятном случае имеет 
слабо неоднородную периодическую структуру, определяемую расположени-
ем зон многократных переплавов.
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Дальнейшее избыточное увеличение мощности и/или уменьшение ско-
рости его движения будет приводить к расплескиванию и испарению ванны 
расплава, нарушать регулярность структуры и создавать более хаотическую 
систему дефектов из недо- и переплавов. Эти эффекты также можно учесть 
в исходной постановке задачи, введя в рассмотрение процесс испарения с по-
верхности жидкой ванны расплава в случае превышения температуры парооб-
разования и учтя соответствующие энергетические затраты в виде удельной 
теплоты парообразования.

Следует отметить, что диапазон параметров мощности-скорости лазерного 
луча для создания относительно благоприятной структуры СЛП материала яв-
ляется достаточно узким и его определение расчетным образом представляет 
собой отдельную серьезную задачу. 

Дальнейшие разделы данной работы посвящены исследованию влияния 
геометрических особенностей и типа дефектов структуры материала, завися-
щих от параметров процесса СЛП, на усталостные характеристики напечатан-
ных образцов при высокочастотном нагружении. Обзор работ этого направле-
ния в области малоцикловой и многоцикловой усталости дан в [4].

Статические прочностные испытания образцов из СЛП сплавов показы-
вают, что их упругие модули и статический предел прочности мало отличают-
ся от макроскопических механических характеристик образцов, полученных 
традиционными технологиями [5]. Однако высокочастотные (20 кГц) цикли-
ческие испытания на пьезоэлектрической установке Lazur [6,7] показали, что 
в режиме сверхмногоциклового усталостного разрушения (СВМУ) [8] долго-
вечность СЛП образцов может падать на один-два порядка для материалов с 
сильно развитой системой дефектов типа недоплавленных пор. Но даже для 
образцов со слабо неоднородной структурой, возникающей за счет периоди-
ческой системы переплавленных зон, долговечность при таких испытаниях 
уменьшается в 2–3 раза [6,7]. Этот эффект можно объяснить более быстрым 
зарождением начальных повреждений на внутренних структурных границах за 
счет повышенной концентрации напряжений, а также повышенной чувстви-
тельностью количества циклов до разрушения к уровню амплитуды напряже-
ний в высокочастотном цикле в режиме СВМУ за счет более пологого ниспа-
дания правой ветви бимодальной усталостной S-N кривой [8,9].

Для исследования усталостной прочности СЛП образцов в режиме СВМУ 
при длительных высокочастотных нагрузках будет использована предложен-
ная ранее мультирежимная модель циклической повреждаемости [9,10]. Раз-
работанные на ее основе вычислительные алгоритмы позволяют рассчитать 
долговечность образцов для различных систем дефектов микроструктуры, 
соответствующих заданным характеристикам подвижного лазерного луча, а 
также определить диапазон параметров процесса СЛП, при котором будут 
достигаться наилучшие показатели усталостной прочности и долговечности.

2. Моделирование процесса селективного лазерного плавления. Графическая 
схема постановки задачи о подвижном тепловом потоке от лазерного луча при 
его воздействии на слой порошка с образованием ванны расплава представ-
лена на рис. 1.

Для математической постановки задачи селективного лазерного плавления 
будем использовать энтальпийную формулировку многофазной нелинейной 
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задачи теплопроводности, не требующую явного выделения неизвестных 
межфазных границ [11,12], и в последние годы используемую различными 
авторами [13–16].

Эта формулировка выглядит следующим образом.
Уравнение для энтальпии:

	
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) .E T E T E T E

k E k E k E
t x x y y z z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     = + +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
	 (2.1)

Граничные условия на гранях параллелепипеда имеют следующий вид.
Верхняя грань z = 0:
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где R – радиус пятна лазерного луча, q0 – полная мощность лазерного луча, 
( ), ( )2 2r x vt y x vt y- = - +  – расстояние до центра лазерного пятна, кото-

рый движется со скоростью v вдоль оси x, H(x) – функция Хэвисайда.
На остальных гранях:
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Рис. 1. Графическая схема задачи о подвижном тепловом потоке от лазерного луча 1 при 
его воздействии на слой порошка 2 с образованием ванны расплава 6. Цифрой 3 обозна-
чена подвижная фазовая граница, 4 – подложка из материала в твердой фазе, 5 – остыв-
ший след лазера в виде материала в твердой фазе.
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Начальные условия:
	 ( , , , ) ( ) ( , , ) ( , , ) ,0 0 0 00t

E x y z t E T x y z c x y z T= = = r 	

где r0(z), c0(z), k0(z) – начальные характеристики плотности, теплоемкости 
и теплопроводности порошковой и твердой фазы, определяемые вертикаль-
ной координатой точки расположения, Text – температура внешней среды, 
b – коэффициент теплопередачи «металл – внешняя среда», например: при 

, ( ) ,0 Sz h z< - r = r  при , ( ) .0 Pz h z> - r = r  Здесь и далее индексами S и P по-
мечены значения параметров порошковой и твердой фаз.

Принимается следующая зависимость температуры от энтальпии, учиты-
вающая возможные фазовые переходы:
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( ) ( ) ,0 0m mE z c z T- = r  ( ) ,0m mE E z l+ -= + r  ( ) ,v L L v m mE c T T E- += r - +  Ev+ = Ev–+ 
+ rVL, где rL, cL и kL – характеристики (плотность, коэффициенты теплоем-
кости и теплопроводности) жидкой фазы, Tm – температура плавления, l – 
удельная теплота плавления, rL, cL, kL – характеристики (плотность, коэффи-
циенты теплоемкости и теплопроводности) газообразной фазы, Tv – темпера-
тура парообразования, L – удельная теплота парообразования.

Зависимость теплопроводности от энтальпии с учетом фазовых переходов 
имеет вид:
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В принятые нелинейные зависимости, по сравнению со стандартными 
формулировками, учитывающими только фазовый переход «твердое тело – 
жидкость», аналогичным образом введены дополнительные ветви, учитыва-
ющие фазовый переход «жидкость–пар» при достижении и превышении тем-
пературы парообразования под воздействием достаточно мощного лазерного 
теплового потока.
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3. Численное моделирование процесса СЛП. 
3.1. Численная схема решения многофазной задачи о формировании ванны рас-

плава и отвержденного трека. Для аппроксимации энтальпийного уравнения 
(2.1) с заданными граничными и начальными условиями используется явная 
разностная схема в варианте метода конечных объемов [17]. Аппроксимация 
во внутренних точках основана на интегрировании уравнения (2.1) по объему 
ячейки с центральной точкой определения неизвестных сеточных функций 

,1n
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ijkT +  на слое n + 1 по времени и имеет вид:
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где l – нумерация граней ячейки, xi, yj, zk – координаты центров ячеек, на ко-
торые разбивается область решения, i = 1..IM, j = 1..JM, k = 1..KM.

В рассматриваемом случае внутренних ячеек-параллелепипедов с гранями, 
параллельными осям декартовой системы координат, тепловые потоки через 
грани ячейки равны:
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и аналогичные выражения для направлений по осям x и y.
Формулы для значений энтальпии во внутренних ячейках в итоге имеют 

вид:
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При этом учитываются принятые зависимости (2.4 – 2.5) для ( ),n n
ijk ijkT E  

( ).n n
ijk ijkk E

Аппроксимация граничных ячеек на примере верхней грани по форме сов-
падает с (3.2) с учетом значения k = KM для граничной ячейки на верхней гра-
ни, но значение потока вычисляется с учетом его граничного значения:

	 ( ) ( , ).b
z ijk extQ T T q x vt y+ = -b - + - 	
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Шаг по времени выбирается из условия устойчивости для выбранной яв-
ной аппроксимации трехмерного нестационарного параболического уравне-
ния и имеет стандартный вид:

	 min( ) /max( /( )) / .2 8
ijk ijk

t h k cD = r 	

3.2. Результаты расчетов для единичного трека и сравнение с эксперимен-
том. Были проведены расчеты единичного затвердевшего трека и ванны рас-
плава в порошковом слое на подложке из титанового сплава Ti-6Al-4V для 
подвижного лазерного луча с мощностью 0 100 Вт,q =  скоростью движения 

,800 мм/сv =  радиусом пятна 40 мкм.R =  Расчеты проводились на сетке со 
сгущением в окрестности ванны расплава и минимальным пространственным 
шагом 2.5 мкм. Физические свойства трёх состояний, представленных в зада-
че и использованных при расчете – твёрдого титанового сплава, порошка из 
него и расплава – представлены в таблице 1.

Таблица 1. Характеристики Ti-6Al-4V и AlSi10Mg

Характеристика Величина

Название Обозна
чение

Размер-
ность Ti-6Al-4V AlSi10Mg

Плотность твёрдой фазы rS кг/м3 4400 2670
Насыпная плотность порошка rP кг/м3 3750 2100
Плотность жидкой фазы rL кг/м3 3900 2460
Температура плавления Tm К 1920 870
Температура испарения TV К 3530 2600
Удельная теплота плавления l кДж/кг 286 440
Удельная теплота 
парообразования

L МДж/кг 4.0 8.0

Теплопроводность твёрдой 
фазы, Т = 300 К

kS Вт/(м · К) 3.9 148.3

Теплопроводность твёрдой 
фазы, T = Tm

kS Вт/(м · К) 28.1 136.5

Теплопроводность жидкой 
фазы, T = Tm

kL Вт/(м · К) 28.6 77.4

Теплопроводность жидкой 
фазы, T = TV

kL Вт/(м · К) 57.7 118.0

Теплопроводность газа, T = TV kV Вт/(м · К) 60.0 120.0
Теплопроводность порошка kP – 0.95 0.90
Теплоёмкость твёрдой фазы CS Дж/кг/К 760 990
Теплоёмкость порошка CP Дж/кг/К 760 990
Теплоёмкость жидкой фазы CL Дж/кг/К 1150 1470
Коэффициент теплопередачи 
металл-воздух

b Вт/м2/К 10–100 10–100
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На рис. 2 представлены результаты расчета формы ванны расплава и еди-
ничного затвердевшего трека. Различным цветом выделены фазовые состоя-
ния материала (синим – порошок, зелёным – расплав, красным – твёрдый 
сплав). Хорошо видно, что при данных параметрах процесса происходит же-
лаемое сплавление трека с подложкой, но с достаточно малой зоной сцепле-
ния, составляющей примерно 20% от общей глубины трека.

На основе серии расчетов были получены данные о ширине и глубине се-
чений сформировавшихся треков и построены их зависимости от скорости 
сканирования лазерного луча в диапазоне 500–1200 мм/c и для различных 
значений мощности из достаточно широкого диапазона 50-200 Вт (рис. 3, за-
крашенные точки). Эти зависимости сравнивались с результатами экспери-
ментов из [1] (рис. 3, полые точки). Для получения этих результатов в зависи-
мостях (2.4)–(2.5) для T(E) и k(E) был учтен фазовый переход жидкость-пар 
при температуре парообразования Tv. При этом учитывались дополнитель-
ные энергозатраты на удельную теплоту парообразования L. В зонах превы-
шения температуры Tv, которые возникали при высоких значениях мощно-
сти лазерного луча, применялись дополнительные коэффициенты теплопро-
водности kV и теплоемкости при значениях L = 4 МДж, kV = 1200 Вт/(м · °С), 
cV  = 1150 Дж/кг/°С. Без учета этого фактора расхождение численных и экспе-
риментальных результатов было существенно выше.

3.3. Результаты для линейной и многослойной системы треков.
3.3.1. Результаты расчетов для алюминиевого сплава. Микроскопическая 

структура напечатанного материала видна на снимках поверхности (выде-
ленный трек, рис. 4, а) и среза сечения (система перекрывающихся треков, 
рис. 4, b), полученных с помощью электронного и оптического микроскопов 
при различных сочетаниях мощности и скорости движения лазерного луча.

Результаты численных расчетов многократного и многослойного прохо-
ждения лазерного луча, дающие представление о структуре формирующейся 
системы дефектов при перекрывающихся треках, показаны на рис. 5.

z x
y

W

d

Рис. 2. Одиночный трек СЛП в титановом сплаве, q0 = 100 Вт, v = 800 мм/с, вид свер-
ху – a), вид на сечение трека и его сплавление с подложкой – b), где w – ширина трека, 
d – глубина.

	 (a)	 (b)
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Рис. 3. Результаты расчётов ширины w – а) и глубины d – b) трека при различных скоро-
стях движения лазерного луча v (мм/с) с учетом испарения с поверхности ванны расплава. 
Экспериментальные данные «1» из работы [1] сравнены с результатами расчета «2».

	 (a)	 (b)

200 µm WD=15.5 mm I Probe=102 pA Data: 10 Apr 2024
Photo No.=601

State Centre
for Flight SafetySignal A = SE1EHT=20.00 kV

Stege at X=23.535 mm Stege at Y=22.096 mm Map=155 X 200 мкм

Рис. 4. Наблюдаемая в электронный микроскоп структура напечатанного алюминиевого 
сплава, а) – вид сверху, q0 = 370 Вт, v = 650 мм/с, электронный микроскоп, b) – сечение 
приповерхностного слоя, q0 = 370 Вт, v = 450 мм/с, оптический микроскоп.
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Рис. 5. Зоны переплавов (синий цвет – 0 переходов, жёлтый – 3 перехода, оранжевый – 
4 перехода) для трехслойной печати – а), четырехслойной печати – b).
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Для трехслойной (рис. 5, a) и четырехслойной (рис. 5, b) печати разным 
цветом показаны области с многократным переходом из жидкого в твердое 
состояние (переплавы, синий цвет – 0 переходов, жёлтый – 3 перехода, оран-
жевый – 4 перехода).

Было проведено прямое численное моделирование процесса создания 
подложки в алюминиевом порошке и сравнение с реально напечатанной 
подложкой (рис. 6). Для создания подложки использовалось селективное 
лазерное плавление со следующими параметрами процесса: диаметр пятна 
80 мкм, мощность 320 Вт, скорость сканирования 1500 мм/с, шаг луча 105 
мкм. Можно сказать, что геометрическая структура перекрывающихся треков 
воспроизводится достаточно хорошо.

3.3.2. Результаты расчетов для титанового сплава. Аналогичные расче-
ты для определения структуры дефектов различного типа были проведены 
для титанового сплава. На рис. 7, а показана смешанная структура дефек-
тов, возникающая при определенных параметрах процесса СЛП, q0 = 50 Вт, 

200 µm

Рис. 6. Геометрическая структура перекрывающихся треков. Верхняя часть – расчет, ниж-
няя часть – эксперимент, оптический микроскоп.
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Рис. 7. Результаты расчета структуры дефектов для титанового сплава, a) – q0 = 50 Вт, 
v = 1000 мм/с, недоплавы, b) – q0 = 50 Вт, v = 500 мм/с, множественные переплавы, 
недоплавы отсутствуют.

	 (a)	 (b)
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v = 1000 мм/с. В начале процесса видны недоплавы (дефекты в виде пор, си-
ний цвет), которые постепенно уходят при многократном многослойном про-
хождении лазерного луча и трансформируются в периодическую структуру 
неоднородностей (переплавов, желтый и оранжевый цвет). На рис. 7, b при 
параметрах  q0 = 50 Вт, v = 500 мм/с, с уменьшением скорости движения луча, 
видны множественные переплавы (желтый и оранжевый цвет), недоплавы 
(поры) отсутствуют.

Таким образом, послойное переплавление перекрывающихся треков со-
здает регулярную, квазипериодическую неоднородную структуру с характер-
ными размерами, по порядку величины совпадающую с поперечными разме-
рами треков, т.е. 100–500 мкм в зависимости от параметров процесса СЛП. 
Размеры дефектов при этом составляют 30–40 мкм. 

Эти данные использованы для дальнейшей оценки наблюдаемого эффек-
та падения усталостной прочности СЛП образцов [6, 7] с помощью модели 
циклической повреждаемости при длительных высокочастотных испытаниях 
[9, 10].

4. Модель циклической повреждаемости образцов при высокочастотном 
нагружении. 

4.1. Формулировка мультирежимной двухкритериальной модели. Развитие 
представлений об усталостном разрушении материалов [18] связано с экспе-
риментальными исследованиями процессов циклического деформирования с 
характерной долговечностью в диапазоне 103 – 105 циклов (режим малоцик-
ловой усталости – МЦУ), и циклическом нагружении, приводящем к разру-
шению в диапазоне 105 – 107 циклов (многоцикловая усталость – МНЦУ). 
Ранее считалось, что эти два диапазона составляют полную кривую усталости 
с выходом на «предел усталости», ниже которого усталостного разрушения 
не происходит. С развитием средств управления нагружающими машинами 
стало возможно проводить высокочастотные усталостные испытания при 
значительно больших долговечностях (порядка 108–1010 циклов) [19]. Оказа-
лось, что при таких наработках материалы могут разрушаться при уровнях 
амплитуд напряжений существенно ниже классического «предела усталости» 
(режим сверхмногоцикловой усталости – СВМУ) [20]. Зарождение трещины 
в этом режиме связано с микроскопическими особенностями строения ма-
териала или наличием внутренних дефектов и происходит под поверхностью 
образца. Результаты испытаний в МЦУ и МНЦУ режимах усталостного раз-
рушения в основном отражают макромасштабные свойства сплавов, тогда как 
высокочастотные испытания в СВМУ режиме отражают микромасштабное 
усталостное поведение. Поскольку при процедуре 3Д-печати по технологии 
селективного лазерного плавления в образце создается довольно сложная ми-
кроструктура с различными особенностями, СВМУ испытания дают хорошую 
возможность исследования микромасштабного усталостного поведения СЛП 
материалов.

Сформулируем связанную задачу о высокочастотном нагружении образца, 
в котором могут развиваться процессы циклической повреждаемости, описы-
ваемые функцией повреждаемости y [10], для случая стационарных гармони-
ческих колебаний: w(x, t) = u(x)e iwt.
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Уравнения движения и закона Гука для стационарных колебаний неодно-
родного образца имеют вид:
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Система уравнений в каждой точке границы дополняется либо кинемати-
ческими граничными условиями: 
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либо динамическими граничными условиями:
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где n и ta(a = 1, 2) – орты нормали и касательных к границе. Заданные на гра-
нице функции отмечены звездочками. Модули упругости Ламе уменьшаются 
в зависимости от накопленной распределенной повреждаемости.

Изменение функции повреждаемости y с ростом циклов нагружения N 
описывается кинетическим уравнением, предложенным в [9,10]:

	 ( , ) /( ),11d dN B g - gy = s Ds y - y 	 (4.3)

где B(s, Ds) – коэффициент, зависящий от напряжённо-деформированного 
состояния в цикле нагружения, Ds – размах циклической нагрузки, g – пара-
метр, определяющий скорость накопления повреждаемости.

Выражения для коэффициентов имеют вид [9]:
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где ( )510 L
u B u

- bDs = s - s  – ширина области бифуркации [9]. Выражения, 
стоящие в треугольных скобках, указывают на соответствующую ветвь уста-
лостной кривой и определяются как 〈 f  〉 = f  H( f ), где H( f ) – функция Хэви-
сайда. Величина g лежит в диапазоне 0 < g < 1.

Разрушение по механизмам отрыва связано с растягивающими компонен-
тами напряжений и отражается в критерии SWT [21]:



222	 НИКИТИН и др.

	 max / ,1 1 2n
eqs = s = s Ds 	

где 〈s1max〉 – величина максимального главного растягивающего напряжения 
и где Ds1/2 – амплитуда главного циклического напряжения.

Для описания развития микротрещин сдвигового типа используется кри-
терий CSV [22], учитывающий особенности их формирования:

	 ( / ) ( / ) ,2 22 3 2eq n n
ts = s = Ds + Dt 	

где Dtn/2 – амплитуда максимального касательного напряжения, действую-
щей на некоторой площадке с нормалью n, 〈Dsn/2〉 – амплитуда циклического 
напряжения в фазе растяжения 

max max min min
( ) ( )n n n n nH HDs = s s - s s , действую-

щего на этой же площадке.
Развитие повреждаемости в материальной частице приводит к эффектив-

ному уменьшению модулей упругости. В предложенном варианте модели – по 
кусочно-линейному закону следующего вида:
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где y* < 1 – критическое значение повреждаемости, при котором наступает 
состояние полного разрушения.

Таким образом, с ростом повреждаемости происходит деградация механи-
ческих характеристик материала, влияющая на напряженно-деформирован-
ное состояние в следующих циклах. Возникающие при этом узкие протяжен-
ные зоны полного разрушения рассматриваются как «квазитрещины» различ-
ного типа – нормального отрыва или сдвига, скорость их развития определяет 
длительность циклического процесса до макроразрушения образца или эле-
мента конструкции.

4.1.1. Нелокальная повреждаемость. При численном решении задач уста-
лостного разрушения в континуальной постановке с использованием функ-
ций циклической повреждаемости включение выбранных критериев SWT или 
CSV определяется классическим пределом усталости su и СВМУ пределом 
усталости  ~su . При этом, как отмечено во многих работах по континуальному 
разрушению [23–25], возникают проблемы обеспечения сходимости инте-
гральных критических нагрузок и долговечности образцов до разрушения при 
измельчении сетки. Поэтому приведенная выше модель усталостного разру-
шения была дополнена уравнениями, которые при численном расчете расши-
ренной системы обеспечивают сходимость расчетных критических нагрузок 
и числа циклов до разрушения при измельчении сетки. Такое расширение 
достигается с помощью введения так называемой нелокальной повреждаемо-
сти, основанной на осреднении функции повреждаемости в пространствен-
ной области с заданным малым линейным размером [24–26]. Его величина 
определяется линейным параметром структуры материала, который можно 
принять равным размеру зерна r0.
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Локальная модель повреждаемости регуляризуется в нелокальный вариант 
дополнительным осреднением. Для этого вводится нормированный оператор 
делокализации, который применяется либо к самой функции повреждаемости 
y, либо к некоторой связанной с ней функции f  = f (y). Этот оператор может 
иметь различные представления, в частности форму [26]:

	 £ £

( ) ( ) ( , ) , ( , ) ( , )/ ( , ) ,

( , ) ( , ) , ( , ) / .

0 0

1 1

2 22 2
0 01

r r

m

f x f x L x y dy L x y L x y L x z dz

L x y r x y r x y x y r

= =

= - = -

∫ ∫

	 (4.5)

Делокализация сводится к процедуре осреднения внутри «колокола» 
с основанием 2r0 и эффективной шириной, определяемой степенным пара-
метром m.

Корректировка модулей упругости (4.4) в этом варианте модели проис-
ходит уже в зависимости от осредненной повреждаемости  ~y, т.е. l = l( ~y), 
m = m( ~y).

При численной реализации такой процедуры существенную роль играет 
расстояние между узлами ячеек сетки h. Если h > r0, то значение повреждаемо-
сти не меняется. Если же h < r0, то происходит осреднение повреждаемости по 
узлам, попадающим в «колокол». Такое осреднение приводит к стабилизации 
ширины квазитрещины на уровне порядка r0 и обеспечивает сходимость дол-
говечности даже при значительном измельчении сетки.

4.1.2. Численный метод решения связанной системы уравнений. Численный 
метод расчета зон повреждаемости состоит в расчете упругого напряжен-
но-деформированного состояния образца по циклам нагружения, численного 
решения нелинейного уравнения (4.3) для повреждаемости y и вычисления 
модулей упругости среды в зависимости (4.4) от y.

Разностная аппроксимация уравнения (4.3) выполняется путем интегри-
рования на интервале между двумя дискретными значениями циклов N n и 
N n + 1. Тогда для функции повреждаемости в каждом пространственном узле 
сетки с заданным шагом по циклам нагружения можно получить аналитиче-
ское решение:

	 ( ) ( )
/ ( )

( ) ,
1 1

21 11 1 2 1n n n n
k k kB N

-g
+ - g 

y = - - y - - g D  
	 (4.6)

где 1n
k
+y  – значение функции повреждаемости в пространственном узле k и 

временном слое n + 1, и где .1n n nN N N+D = -
Шаг расчета по числу циклов определен в [9]:
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Зависимость между значениями упругих характеристик и функции повре-
ждаемости принята в виде (4.4), но с учетом описанного выше расширения 
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модели (4.5) вычисляется в зависимости от нелокальной повреждаемости 
( ):y x

	 ( ) ( )* . ,1 1 1
0 1 0 001n n n

k k kE E H+ + + = - ky y - y + 
  	 (4.7)

где Ek
n +1 – значение модуля упругости Юнга на новом шаге, E0 – модуль Юнга 

неповреждённого материала, k – коэффициент деградации модуля упругости, 
определяется в ходе вычислительных экспериментов. В состоянии полного 
разрушения модуль Юнга принимается равным 0.001 от своего начального 
значения, что позволяет вести расчет сильно неоднородных упругих задач на 
каждом шаге по циклам нагружения для фиксированной сетки.

4.2. Примеры численных расчетов зарождения и развития повреждений для 
стандартных образцов. Схема расчета высокочастотных колебаний образцов 
с использованием модели циклической повреждаемости (4.1)–(4.5) и расчет-
ных формул (4.6)–(4.7), была использована для моделирования их усталостно-
го разрушения. Проверка сходимости численного решения при измельчении 

30 mm

20 mm

54 mm

60°

3mm

16 mm

	 (a)

	 (b)	 (c)

Рис. 8. Образец с острой насечкой без скругления – (a), сетки с характерным размером 
ячейки в окрестности вершины насечки 0.1 мм – (b), с размером 0.05 мм – (c).
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сетки с использованием процедуры делокализации была проведена в [10]. 
Расчеты проводились при следующих значениях параметров модели цикли-
ческой повреждаемости, которые в среднем соответствуют характеристикам 
бимодальной усталостной кривой для стали при коэффициенте асимметрии 
R = -1 (симметричный цикл): E0 = 207   ГПа, sB = 1600 МПа, su = 700 МПа, 
~su = 400 МПа, bL = 0.30, bV = 0.27. 

Для параметров кинетического уравнения по опыту тестовых расчетов вы-
браны значения y* = 0.98, k = 0.05, g = 0.5, r0 = 0.1 мм. На рис. 8, а показана гео-
метрия образца с острой насечкой, подверженного циклическому нагружению 
на растяжение–сжатие. На рис. 8, b и c показаны использованные при расчете 
варианты измельчения сетки с характерным размером ячейки в окрестности 
вершины насечки 0.1 мм, рис. 8, b, и с размером 0.05 мм, рис. 8, c.

Граничные условия во всех вычислительных экспериментах: циклические 
смещения прикладываются по продольной оси к торцам образца с амплиту-
дой D x = 26.5 мкм, касательные напряжения равны нулю. На рис. 9 показаны 
картины зарождения квазитрещины в вершине образца с острой насечкой, 
рис. 9, a, и ее развитие до длины 1 мм, рис. 9, b, и до длины 2 мм, рис. 9, c.

На рис. 10, a представлены графики (пунктиром) для количества циклов 
N0 до зарождения трещины на образце с остроугольной насечкой (нулевой 
радиус закругления) при измельчении сетки от размера r0 до размера r0/16, 
построенные по результатам расчетов с осреднением повреждаемости. На 
рис. 10, b эти же графики нормализованы – отнесены значению N0 при h/r0 
= 1.

Сплошной линией показаны графики для соответствующего числа циклов, 
полученные без процедуры осреднения (делокализации) повреждаемости при 
измельчении сетки. Из графиков видно, что делокализация повреждаемости 
приводит к стабилизации количества числа циклов до зарождения квазитре-
щин или их развития до определенных размеров.

4.3. Примеры численных расчетов зарождения и развития повреждений для 
различных систем дефектов в СЛП образцах. С использованием предложенной 
модели циклической повреждаемости и численного алгоритма были рассчи-
таны высокочастотные нагружения образцов с частотой нагружения 20 кГц и 
амплитудой 25 мкм. На рис. 11 представлена геометрия одной четверти (левой 

(a) (b) (с)

Рис. 9. Примеры расчета зарождения и развития квазитрещин. Зарождение квазитрещи-
ны – a), ее развитие до длины 1 мм – b), ее развитие до длины 2 мм – c).
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верхней) образцов с вертикальными и горизонтальными осями симметрии и 
системами линейных дефектов на горизонтальной оси, которые проявляются 
в виде концентраторов напряжений (красные точки), рис. 11, а. Дефектами в 
данном случае являются «непроплавленные» элементы с характерным разме-
ром 30 мкм и расстоянием между ними 100 мкм, которые имеют модуль упру-
гости Е, составляющий одну треть от модуля основного материала образца 
Е0, Е/Е0 =0.33. На рис. 11, б представлена двухслойная система аналогичных 
дефектов. На этом рисунке видны две линии дефектов, проявляющих себя 

Рис. 10. Количество циклов N до зарождения трещины от острой насечки. Количество 
циклов в зависимости от размера сетки h – a), нормализованное количество циклов – b). 
Кривая 1 – без процедуры усреднения, кривая 2 – с усреднением.
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концентраторами напряжений при заданных параметрах нагружения (крас-
ные точки).

На рис. 12 красным цветом изображены зоны полного разрушения (ква-
зитрещины) в момент зарождения при количестве циклов N = 1.31Е+09, рис. 
12, а, и в момент, когда квазитрещина продвинулась почти на половину рас-
стояния до оси образца при N = 1.33Е+09, рис. 12, b. Эти зоны по расположе-
нию и количеству циклов практически идентичны и для линейной, и двух-
слойной системы дефектов. Число циклов N =1.33Е+09 можно считать соот-
ветствующим макроразрушению образца, так как дальнейшее продвижение 
квазитрещины происходит практически без изменения этого значения с ша-
гом ~105–106 циклов. Большее число слоев с дефектами не рассматривалось, 
так как более удаленные от горизонтальной оси образца дефекты практически 
не влияют на процесс развития повреждений, поскольку расположены в более 
широкой части образца с меньшим уровнем амплитуд напряжений.

Таким образом, описанная вычислительная процедура позволяет по па-
раметрам микроструктуры СЛП материала – заданной геометрии располо-
жения дефектов, их размеров и коэффициентов Е/Е0, отражающих степень 
их непроплава-переплава, определять долговечность образцов, напечатанных 
методом селективного лазерного плавления. Поскольку, как показано в на-
чальных разделах, параметры микроструктуры могут быть рассчитаны в со-
ответствии с характеристиками мощности и скорости подвижного лазерного 
луча, то предложенный комплексный алгоритм позволяет оценить усталост-
ную прочность и долговечность материала с учетом процесса селективного 
лазерного плавления.

4.4. Оценка количества циклов до разрушения СЛП образцов для различных 
систем дефектов. Систематические расчеты высокочастотного циклического 
нагружения образцов при заданной частоте и амплитуде позволили получить 

Рис. 11. Системы дефектов в образце. Концентрация напряжений на линейной системе 
дефектов – a), концентрация напряжений на двухслойной системе дефектов – b).

 
(a)      (b) 
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значения долговечности до разрушения в зависимости от отношения Е/Е0 для 
системы дефектов, которые представлены в табл. 2.

Значение Е/Е0 = 1 соответствует однородному материалу без дефектов. 
Значения Е/Е0 < 1 соответствуют дефектам в виде непроплавленных зон (при-
мерно, как на рис. 7, а) с различной степенью «недоплава», а значения Е/Е0 > 1 
соответствуют дефектам в виде переплавленных зон (как на рис. 7, b). В этом 
случае реальные значения Е/Е0 не превышают 1.20–1.25. Поэтому можно 
сказать, как это из физических соображений и ожидалось, что долговечность 
до разрушения материала с системами непроплавленных дефектов может 
уменьшаться на порядок и более (сравним значения 3.75Е+09 при Е/Е0 =1 и 
3.59Е+08 при Е/Е0 = 0.01). Это падение близко к наблюдаемому при усталост-
ных высокочастотных испытаниях алюминиевых сплавов [6, 7]. При появ-
лении системы переплавленных дефектов долговечность материала до раз-
рушения уменьшается в худшем случае в 1.5–2 раза (3.75Е+09 при Е/Е0 =1, 
2.62Е+09 при Е/Е0 = 1.20 и 1.93Е+09 при Е/Е0 = 1.25). 

Диапазон характеристик мощности и скорости лазерного луча и иных па-
раметров процесса селективного лазерного плавления (радиус лазерного луча, 
толщины слоя порошка, размер перекрытия соседних треков), соответствую-
щий этому, относительно благоприятному сценарию построения материала, 
находится из решения нелинейной задачи теплопроводности в энтальпийной 
формулировке с учетом фазовых превращений исходного порошкового слоя.

5. Заключение. На основе энтальпийной формулировки трехмерной неста-
ционарной нелинейной задачи теплопроводности для трехфазной системы 
проведено математическое моделирование процесса селективного лазерно-
го плавления порошков титановых и алюминиевых сплавов для построения 
металлических изделий. Численно решена задача формирования ванны рас-
плава и затвердевшего трека в порошковом слое на подложке под действием 
подвижного лазерного луча.

Рис. 12. Зарождение и развитие квазитрещины на двухслойной системе дефектов. Заро-
ждение, N =1.31Е+09 – a), развитие, N =1.33Е+09 – b).
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Определены параметры геометрии единичного трека, а также однослойной 
и многослойной систем перекрывающихся треков в зависимости от мощности 
и скорости лазерного луча, что позволило оценить структуру и типы дефектов, 
возникающих при послойной СЛП печати образца. Результаты этих расчетов 
были сопоставлены с данными экспериментов для титанового и алюмини-
евого сплава.

Для исследования влияния одиночных и множественных СЛП дефектов 
на усталостную прочность напечатанных образцов при высокочастотном на-
гружении использована предложенная ранее мультирежимная модель цик-
лической повреждаемости. Эта модель способна достоверно прогнозировать 
области зарождения усталостных квазитрещин, определять их тип, оценивать 
усталостную долговечность и длительность стадии роста трещины, а также 
позволяет получить хорошие качественные и количественные совпадения с 
экспериментальными данными для сложных режимов нагружения. 

Показано, что внутренняя неоднородность СЛП материалов может приво-
дить к подповерхностному зарождению усталостных трещин и существенно 
снижать долговечность. Множественные дефекты снижают долговечность ма-
териала более значительно. Различия в усталостной долговечности материа-
лов с одним и двумя рядами дефектов незначительно, что говорит о высокой 
локализации плоскости максимальных напряжений при СВМУ испытаниях.

Предложенные модели и алгоритмы расчета позволяют рассчитать уста-
лостную прочность и долговечность образцов, напечатанных методом селек-
тивного лазерного плавления, для различных систем дефектов микрострукту-
ры, соответствующих заданным характеристикам подвижного лазерного луча, 
а также определить диапазон параметров процесса СЛП, при котором будут 
достигаться наилучшие показатели усталостной прочности.

 Исследование выполнено в рамках проекта РНФ № 23-19-00640.

Таблица 2. Результаты расчета долговечности образца для различных типов 
дефектов

Дефект 
Е/Е0

Долговечность

0.01 2.11е8
0.10 2.85е8
0.25 4.72е8
0.50 1.08е9
1.00 4.36е9
1.05 4.31е9
1.10 2.78е9
1.15 1.87е9
1.20 1.33е9
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FATIGUE BEHAVIOR UNDER HIGH FREQUENCY LOADING 
OF  MATERIALS PRODUCED BY SELECTIVE LASER MELTING
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aInstitute for Computer Aided Design of the RAS, Moscow, Russia
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Abstract. Based on the enthalpy formulation of a three-dimensional transient non-
linear thermal conductivity problem for a multiphase system, mathematical mod-
eling of the selective laser melting process of titanium and aluminum alloy powders 
was conducted to produce metallic components. The geometric parameters of a 
single track, as well as single-layer and multi-layer systems of overlapping tracks, 
were determined as functions of laser beam power and speed. This enabled the 
evaluation of the structure and types of defects arising during the layer-by-layer 
printing of samples. To investigate the influence of single and multiple defects on 
the fatigue strength of printed samples under high-frequency loading, a previously 
proposed multi-mode cyclic damage model was used. It was demonstrated that 
the internal heterogeneity of the microstructure of materials printed using selective 
laser melting can lead to earlier subsurface initiation of fatigue cracks, significantly 
reducing fatigue strength and durability. This effect is more pronounced in sys-
tems with multiple defects. The proposed models and computational algorithms 
enable the calculation of the fatigue strength and durability of samples for various 
defect systems in the microstructure, corresponding to the specified characteristics 
of the moving laser beam. They also make it possible to identify process parameters 
for selective laser melting that achieve the best fatigue strength performance under 
high-frequency loading. 

Keywords: additive technologies, selective laser melting, defect structure, high-
frequency loading, cyclic damage model
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Получено точное аналитическое решение двумерной задачи о полосе, 
составленной из двух полуполос равной толщины из одинакового ли-
нейно упругого ортотропного материала с главными осями тензора упру-
гости симметрично наклоненными к границе раздела и центральной 
полубесконечной трещиной, проходящей по границе раздела. Сбалан-
сированная система нагрузок предполагается приложенной достаточно 
далеко от вершины трещины. Для четырех независимых активных мод 
нагружения найдены выражения для коэффициентов интенсивности 
напряжений в виде комбинаций элементарных функций либо однократ-
ных интегралов от комбинаций элементарных функций, зависящих от 
трех независимых параметров.

 Ключевые слова: коэффициенты интенсивности напряжений, интеграль-
ные преобразования, метод Винера–Хопфа

DOI: 10.31857/S1026351924050132, EDN: TZNXAB

1. Введение. Задачи, связанные с распространением трещины в полосе 
имеют большое значение как для многочисленных приложений – вычис-
ления коэффициентов интенсивности напряжений (КИН) для стандартных 
испытаний образцов, таких как трехточечный и четырехточечный изгиб, 
исследования процессов расслоения и разрушения многослойных структур, 
так и благодаря их фундаментальному теоретическому значению.

Задача о трещине, параллельной границам полосы (или полуплоскости, 
в предельном случае) имеет давнюю историю, начиная с работы Обреимо-
ва [1], в которой была посчитана скорость высвобождения энергии (СВЭ) 
для отслаиваемого от полуплоскости слоя слюды, моделируемого балкой 
в рамках элементарной теории Бернулли–Эйлера, и сравнением с экспери-
ментальными данными вычислена адгезионная прочность слюды. Задача о 
полубесконечной трещине параллельной границе упругой изотропной по-
луплоскости была решена в [2], где были получены точные аналитические 

x
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выражения для отрывной и сдвиговой мод КИН для трех независимых мод 
нагружения – продольной и поперечной – силами и изгибающим моментом, 
прикладываемыми к отделяемому слою вдали от вершины трещины. В рабо-
те [3] данное решение было обобщено на случай различных упругих свойств 
отделяемой полосы и полуплоскости, хотя и при наличии ограничения на со-
четание упругих параметров, выражающееся в равенстве нулю второго пара-
метра упругого несоответствия Дундурса [4]. 

Аналитические решения задачи о центральной полубесконечной трещи-
не в упругой полосе были получены многими авторами. В частности, следует 
отметить следующие работы. В работе [5] получено решение для случая нор-
мального нагружения берегов трещины парой сил, приложенных на произ-
вольном расстоянии от вершины трещины; однако данное решение нуждается 
в коррекции. Решение для случая нагружения берегов трещины специально 
распределенными нормальными усилиями получено в [6]. Наиболее строгое 
решение для случая нагружения берегов трещины парой нормальных сил по-
лучено в [7]. Нагружение парой не только нормальных, но и тангенциальных 
сил рассмотрено в [8]. В [9] получено решение для случая различных упру-
гих модулей слоев, разделяемых трещиной (хотя и при сохранении равенства 
нулю второго параметра Дундурса).

Задача о полосе, составленной из двух изотропных слоев произвольной 
толщины и упругих свойств с полубесконечной интерфейсной трещиной, 
была рассмотрена в [10] (см. также [11, 12]), где было получено полуаналити-
ческое решение для нагружения осевыми силами и изгибающими момента-
ми, приложенными вдали от вершины трещины. Показано, что произвольная 
нагрузка данного вида может быть представлена в виде суперпозиции двух 
базисных мод нагружения, в качестве которых были выбраны нагружение 
симметрично приложенными моментами и нагружение парой осевых сил и 
компенсирующим изгибающим моментом, приложенным к одной из отсла-
иваемых полос.

 Добавление к рассмотрению нагружения поперечными силами приводит 
к появлению еще двух независимых мод, в качестве которых может быть вы-
брано, например, нагружение двумя поперечными силами, приложенными 
к разделяемым слоям, и нагружение поперечной силой, приложенной только 
к одному из отделяемых слоев и силой такой же величины и противоположно-
го знака, приложенной к целой части составного слоя [13, 14, 15]. Для обеих 
из этих мод, добавляются изгибающие моменты, для компенсации моментов, 
появляющиеся в результате действия поперечных сил. Решения для данных 
мод нагружения были получены с помощью численных методов, в частности 
МКЭ.

Аналогичные решения были получены для ортотропной полосы с главны-
ми осями тензора упругости, совпадающими с геометрическими осями как 
численными методами [13, 14, 16–19], так и аналитическими [20, 21]. Так в 
[20] получено решение для случая нагружения парой сил, приложенных к бе-
регам трещины, и таким образом позволяющее получить решение для нагру-
жения произвольной системой нормальных напряжений, симметрично при-
ложенных к берегам трещины. Аналитические выражения для КИН для всех 
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четырех мод нагружения получены в [21]. В работе [22] с помощью решений 
[3, 9, 21] и процедуры масштабирования были получены решения для состав-
ных ортотропных слоев для некоторых комбинаций упругих констант и отно-
шения толщин, заключающихся в удовлетворении дополнительных условий, 
связывающих отношения упругих констант и толщин составляющих слоев.

Другое возможное обобщение состоит в рассмотрении полосы, состоящей 
из двух полуполос равной толщины и одного ортотропного материала, но с 
главными осями тензора упругости симметрично наклоненными к границе 
раздела. В работе [11] для мод нагружения, соответствующих изгибу момен-
тами и действию продольных сил КИН были получены на основе элементар-
ного балочного решения и соотношения типа ирвиновского для связи КИН 
и СВЭ [23, 24]. Однако, аналогично изотропному варианту, КИН и СВЭ в 
данном случае не могут быть получены из элементарных решений для мод 
нагружения, соответствующих поперечным силам.

Среди работ, в которых рассматриваются межфазные трещины и трещины 
около границы раздела, следует также отметить такие работы, как [25, 26].

Кроме точных аналитических и численных решений в ряде работ были по-
лучены решения с использованием некоторых упрощающих предположений. 
В ряде случаев такие решения могут быть асимптотически точными для не-
которого соотношения параметров. Так существенное упрощение может быть 
получено при рассмотрении отслоения жесткого тонкого слоя от упругого 
основания в приближении одномерной теории (изгиба и растяжения брусьев) 
[27–30], или a priori пренебрегая некоторыми членами в полном наборе урав-
нений [31–33]. В частности, в [34] было показано, что значения СВЭ полу-
ченные на основе теории балок (пластин) асимптотически точны для больших 
отношений модулей упругости тонкого отслаиваемого слоя и основания. 

Методы, используемые для решения задач, включают в себя численные 
методы, в первую очередь метод конечных элементов (МКЭ) [12–14, 18, 19], 
численное решение интегральных уравнений [11], использование элементар-
ных решений теории пластин (балок), дающих в ряде случаев точные решения 
[10, 11, 16], сведение системы к интегральному уравнению (или системе ин-
тегральных уравнений) и последующим применением метода Винера–Хопфа 
[2, 6–9, 21], что позволяет получить выражение для КИН в замкнутой форме. 
Данный подход будет использован в настоящей работе. 

Настоящее исследование посвящено решению плоской задачи теории 
упругости о полосе, составленной из двух слоев равной толщины из одинако-
вого ортотропного материала с главными осями тензора упругости, наклонен-
ными симметрично относительно границы раздела. Для четырех независимых 
мод нагружения путем применения двустороннего преобразования Лапласа 
задача сведена к двум скалярным задачам Винера Хопфа. Получены анали-
тические выражения для двух мод КИН в терминах элементарных функций 
и однократных интегралов от комбинаций элементарных функций, завися-
щие от трех безразмерных параметров: двух комбинаций упругих параметров 
и угла наклона. Решение может рассматриваться как обобщение решения [21] 
на случай симметрично наклоненных главных осей анизотропии.

2. Формулировка задачи. Геометрическая конфигурация и система приклады-
ваемых нагрузок. Рассмотрим полосу -h  <  y  <  h составленную из двух упругих 
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ортотропных полос с главными осями тензора упругости направленными 
симметрично относительно границы раздела под углом φ, и центральной по-
лу-бесконечной трещиной y = 0, x < 0 (рис. 1). Здесь введена декартова система 
координат xy с центром в вершине трещины и осью х, параллельной границам 
полосы. Механическое поведение системы определяется системой двумерных 
уравнений теории упругости, включающих 

– уравнения равновесия: 

	 , ,0 0xy xy yyxx

x y x y

∂s ∂s ∂s∂s
+ = + =

∂ ∂ ∂ ∂
	 (2.1)

где sxx(x, y), syy(x, y), sxy(x, y) – компоненты тензора напряжений; 
– соотношения Коши, связывающие компоненты тензора деформации 

exx(x, y), eyy(x, y), exy(x, y) и смещения u(x, y), v(x, y):

	 , , ;1
2xx yy xy

u v u v
x y y x
∂ ∂ ∂ ∂ e = e = e = + ∂ ∂ ∂ ∂ 

	 (2.2)

– закон Гука, записываемый для анизотропного тела в виде: 

	
,

,

.

11 12 16

12 22 26

16 26 662

xx xx yy xy

yy xx yy xy

xy xx yy xy

e = b s + b s + b s

e = b s + b s + b s

e = b s + b s + b s

	 (2.3)

Здесь bjk – модифицированные коэффициенты податливости в глобальной 
системе координат xy, совпадающие для условий плоского напряженного со-
стояния с обычными коэффициентами податливости sjk, а для условий плос-
кой деформации определяемые как 

	 .3 3

33

j k
jk jk

s s
s

s
b = - 	 (2.4)

Уравнение совместности деформации получается из (2.2) исключением 
компонент смещения 

	 .
2 2 2

2 2
2yy xx xyx yx y

∂ ∂ ∂
e + e = e

∂ ∂∂ ∂
 	 (2.5)

Границы y = ±h и y = 0, x < 0 свободны от напряжений: 

	 ( ) ( )
( ) ( )

, , , ,

, , , .

0

0 0 0 0

yy xy

yy xy

x h x h x

x x x

s ± = s ± = < ∞

s ± = s ± = <
	 (2.6)

Нагрузка в виде трех изгибающих моментов M1, M2, M3, трех продольных 
P1, P2, P3 и трех поперечных сил V1, V2, V3 (рис. 1) приложена на достаточно 
большом расстоянии от вершины трещины (l1 → ∞, l2 → ∞) так, чтобы считать 
его бесконечным. Для компенсации моментов, создаваемых поперечными си-
лами, приложены дополнительные моменты V1l1, V2l1, V3l2. 
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Из девяти нагружающих величин только шесть являются независимыми, 
поскольку должны удовлетворяться три уравнения баланса 

	 , , .1 2
3 1 2 3 1 2 3 1 22

P P
P P P M M M Vh V V= - = - + = -

+
	 (2.7) 

Более того, напряженное состояние вблизи вершины трещины полностью 
определяется лишь четырьмя независимыми силовыми параметрами [13, 14, 
35], так как существуют две комбинации силовых параметров не вызывающие 
раскрытие трещины. Следуя [9, 21, 22] в качестве четырех силовых параметров 
выбраны интегральные значения напряжений, действующих на линии про-
должения трещины

	

( ) ( )

( ) ( )

, , , ,

, , lim , .

0 0

0

0 0

0 0

yy yy

xy xy
x

T

M x x dx V x dx

x dx x

∞ ∞

∞

∞
→∞

τ

= - s = s

= s = s

∫ ∫

∫ 	

(2.8)

Данные величины отличаются от обычно используемых [10–13], однако 
связь между различными наборами параметров находится элементарно из 
условий баланса [21, 35]. Силовые параметры, входящие в (2.8), могут быть 
выражены через параметры нагружения следующим образом 

( ) ( ) ( )
, ,, .2 121 2 2 11 2 13 3

8 42 2 4

P P M M V VM M V
M T V

V
h h∞

+ - -+ +
+ = =τ= = 	(2.9)

Здесь первые три соотношения следуют из условий баланса сил и момен-
тов, четвертое соотношение получается из рассмотрения распределения поля 
напряжений в составной полосе.

Требуется найти поле напряжений вблизи вершины трещины, при условии 
их интегрируемости
	 { } ( ) , , .1 0n

xy O x n x-s = < → + 	

V1

V2

V3

l1

y

h

h

φ

φ

x

l2

P1

P2

P3

M1‒V1l1
M3+V3l2

M2‒V2l1

Рис. 1. Конфигурация и система приложенных нагрузок. 
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3. Коэффициенты податливости. Связь со значениями в собственной системе 
координат. В системе координат, связанной с главными осями тензора упру-
гости и наклоненной к глобальной системе координат xy на угол φ (рис. 1), 
в уравнениях закона Гука остаются четыре константы b1

0
1, b2

0
2, b1

0
2, b6

0
6 причем 

решение задачи в напряжениях определяется двумя безразмерными парамет-
рами [17]

 	 ( ) ( ), ,0 0 0 0 0 0
11 22 66 12 11 222 2l = b b r = b + b b b 	 (3.1)

на которые наложены термодинамические ограничения 0 < l < ∞,  
-1 < r  ≤  ∞.

Используя стандартные формулы преобразования [36], коэффициенты по-
датливости в глобальной системе координат xy с учетом записываются в виде
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1 2
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26 1

2 sin sin

2 sin
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1 2 2

2 1 1 2 2 2

2

2

-

-

- -

-

- -

- -

b = l l φ + lr φ φ + φ

b = l φ + lr φ φ + l φ

b = l + l + lr - + l - lr φ -

b = l + l - lr φ +

b = -l - + l + + l - lr φ

b

b

b b

b b

b φ

bb = l ( )( )cos sin .1 1 2 2 2- l + + l - lr φ φ

	 (3.2)

4. Вспомогательная задача об ортотропной полосе. Рассмотрим на плоскости 
xy верхнюю полуполосу 0 < y < h, | x | < ∞ при следующих граничных условиях:
	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , ,0 0 0yy xy xy x yy yx h x h x q x x q xs = s = s = s = 	 (4.1)
где qx(x), qy(y) – заданные функции, и найдем решение упругой задачи при 
заданных граничных условиях. 

Введем функцию напряжений Эри F(x, y), определяемую как

	 , , .
2 2 2

2 2xx yy xy
F F F

x yy x

∂ ∂ ∂
s = s = s = -

∂ ∂∂ ∂
 	 (4.2)

Уравнения при этом тождественно удовлетворяются, а подстановка в (4.2) 
затем в (2.5) сводит систему уравнений упругости к одному уравнению отно-
сительно одного неизвестного – функции напряжений [36] 

    ( ) .
4 4 4 4 4

22 26 12 66 16 114 3 2 2 3 4
2 2 2 0

F F F F F

x x y x y x y y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
b - b + b + b - b + b =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 	 (4.3)
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Общее решение уравнения (4.3) может быть получено путем применения 
двустороннего преобразования Лапласа, определяемого как 

	 ( ) ( )ˆ , , , .pxf p y f x y e dx p C
∞

-

-∞

= ∈∫ 	 (4.4)

Обратное преобразование определяется следующим образом 

	 ( ) ( )ˆ, , ,1
2

px

L

f x y f p y e dp
i

= -
p ∫ 	 (4.5)

где контур интегрирования L соответствует мнимой оси, и направление ин-
тегрирования сверху вниз. 

Применение преобразования (4.4) к (4.3) приводит к уравнению для образа

	
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

, ,
,

, ,
,

2
4 3 2

22 26 12 66 2

3 4

16 113 4

2 2

2 0

dF p y d F p y
p F p y p p

dy dy

d F p y d F p y
p

dy dy

b - b + b + b -

- b + b =

 



 

	
(4.6)

общее решение которого может быть записано следующим образом

	 ( ) ,ˆ , 31 2 4
1 2 3 4

k pyk py k py k pyp y C e C e C CF e e= + + + 	 (4.7)
где Ci (i = 1÷4) – константы, подлежащие определению из граничных усло-
вий, а ki (i = 1÷4) – корни характеристического уравнения (наиболее просто 
получить данное решение из решения для случая φ = 0, а затем преобразовать 
корни для произвольного φ [36])

, ,
cos sin cos sin

, .
cos sin cos sin

1 1
2 24 4

1 2 3 41 1
2 24 4

1 1

1 1

i i
k k

i i

- -

- -

l r ± r - φ - φ - l r ± r - φ - φ
= =

φ + l r ± r - φ φ - l r ± r - φ

	 (4.8)

Отделяя в ki действительную часть от мнимой, корни можно записать 
в виде:
	 , ,, .1 3 1 1 2 4 2 2k A iB k A iB= ± = ± 	 (4.9)

Для r > 1 коэффициенты A1, B1, A2, B2 принимают вид
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	(4.10)
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Для -1 < r < 1 вид данных коэффициентов достаточно громоздок, однако 
структура (4.9) сохраняется. 

Константы Ci находятся из системы уравнений, определяющих граничные 
условия (4.1), с учетом (4.2) принимают вид
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	(4.11)

Подстановка найденных значений Ci в выражение для образа функции 
напряжений (4.7) дает решение задачи. 

Определим связь между образами производных от смещений по координа-
те x с образами напряжений на границе. Производные компонент смещения

	 ,u v
x x
∂ ∂
∂ ∂

 

выражаются через функцию F(x, y) с использованием (4.2), (2.2), (2.3) как
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 	 (4.12)

Применение к (4.12) преобразования Лапласа (4.4) после подстановки 
(3.2), (4.7), (4.9) и коэффициентов Ci, полученных из решения системы (4.11) 
дает искомую связь 
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 	 (4.13)

Выражения для C11, C12, C21, C22 здесь не выписаны, поскольку они слиш-
ком громоздки, при дальнейших вычислениях будут использованы некоторые 
их комбинации.

5. Сведения задачи к системе уравнений Винера–Хопфа. Рассмотрим преоб-
разование Лапласа (4.4) от следующих величин
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Здесь интервалы интегрирования сокращены, поскольку для x < 0 рав-
ны нулю напряжения, а для x > 0 разности смещений, а следовательно и их 
производные по x. Из равенства нулю подынтегральных выражений в (5.2), 
(5.1) для отрицательных и положительных аргументов следует голоморфность 
F+(p), F-(p) для правой (Re p > 0) и левой (Re p < 0) полуплоскостей комплекс-
ного переменного p, соответственно, включая границу, где данные функции 
могут иметь полюса [8] (см. также [37]). Верхние индексы “+” и “–” в (5.2) 
относятся к смещениям для верхнего и нижнего берега трещины. Соотноше-
ния между образами производных смещений и напряжениями для верхней 
полуполосы определяются выражениями (4.13), аналогичные выражения для 
нижней полуполосы определяются из (4.13) заменой h на -h и φ на -φ. Подста-
новка данной разности в (5.2) приводит к векторному уравнению
	 ( ) ( ) ( ) ,p p p p L- += ∈F K F  	 (5.3)
причем перекрестные члены, определяемые K12, K21 соответствующие влия-
нию нормальных напряжений на разность тангенциальных смещений и ка-
сательных напряжений на разность нормальных смещений сокращаются, что 
очевидно ввиду симметрии задачи. Здесь контур L соответствует мнимой оси, 
или может быть трансформирован в соответствие правилам интегрирования 
по комплексной плоскости. Ненулевые компоненты матрицы K(p) определя-
ются как 
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Кроме того, должны удовлетворяться условия в ключевых точках (нуле и 
бесконечности) 

	 ( )
( )
( )

, Re ,
1

0
1

V Mp o p
p p

p T o∞
+ -

+ +  = → + 
τ + +  

F 	 (5.8)
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	 ( ) ( ), , Re .1p O p p-ν
+ = ν < → +∞F 	 (5.9)

Первое из условий следует из (2.8), второе – из условия интегрируемости 
напряжений (2.10). 

Уравнения (5.3)–(5.9) определяют матричную задачу Римана (Винера–
Хопфа), которая в силу условия K12 = K21 = 0 сводится к двум скалярным зада-
чам: для нормальной и касательной составляющей, в которых положим вре-
менно без нарушения общности h = 1.

6. Решение для нормальной составляющей. Ключевым моментом решения 
является факторизация функции K11(p), т.е. ее представление в виде произве-
дения (отношения) двух функций, голоморфных в левой (Re p > 0) и правой 
(Re p < 0) полуплоскости комплексного переменного p, за исключением, быть 
может, точки (0, 0), 

	 ( ) ( ) ( ).1K p p p-
- += L L 	 (6.1) 

По нахождении функций L±(p), решение находится с помощью обобщен-
ной теоремы Лиувилля (напр., [37]) 

	 ( ) ( ) ( ).1F p p p-
± ±= L P 	 (6.2)

Здесь P(p) – функция, возможно имеющая нули и полюса в нуле и на беско-
нечности, определяемая из условий (5.8), (5.9) в данных точках.

Используя (4.8), (5.4), уравнение (6.1) может быть представлено в виде 

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,1 3
1 1 1 1ctgp p p g G p-
- +L L = - l r φ 	 (6.3)

	 ( ) ( ) ( ) ( )tg , , ,3 1
1 1 11G p p g K p-= l r φ  	 (6.4)
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16 2 1
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g

l r + φ + l φ
-

+ l + lr - l - φ + + l - lr φ
=  	 (6.5)

Здесь коэффициенты tg3(p)  и g1(l, r, φ) в (6.3) выбраны так, чтобы функция 
G1(p) была голоморфна на всей мнимой оси включая точку (0, 0) и стремилась 
к единице при p → ±∞. 

Для -1 < r < 1 радикалы 1r -  в (6.4) и формулах получающихся в даль-
нейшем становятся чисто мнимыми, однако они появляются в сочетании с 
другими мнимыми коэффициентами, так что окончательные выражения оста-
ются действительными. Поэтому нет необходимости отдельно рассматривать 
случай -1 < r < 1. 

Использование интегралов Коши для факторизации G1(p) и стандартное 
представление для котангенса через гамма-функцию G(p) (напр., [37]) позво-
ляет осуществить факторизацию в следующем виде 

	 ( )
( )

( ) ( ) ,
/

3 1

1 13 1

1

1 2

p
p J p

p

-

+ +-

G + p
L =

G + p
	 (6.6)



	 РАССЛОЕНИЕ ПОЛОСЫ, СОСТОЯЩЕЙ ИЗ ДВУХ ОДИНАКОВЫХ...� 245
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∫ 	 (6.8)

При этом L1+(p) в нуле и на бесконечности имеет следующие асимптоти-
ческие разложения

	 ( ) ( ) ( )/ ,1 3 2 2
1 1 11p R pY O p-
+L = p - r +   	 (6.9)
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	 (6.10)

Здесь
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квадратный корень из отношения асимптотик G1(p) в нуле и на бесконечно-
сти, остальные величины есть
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Анализ (6.2), (6.9), (6.10) вместе с (5.8), (5.9) приводит к виду функции P(p)

	 ( ) ( )/ ( , , ) .3 2 1
1 1p R V Y V pM- -P = p + + l r φ   	 (6.13)

Появление в (6.13) членов с отрицательными степенями p привело бы к на-
рушению условия (5.9), в то время как появление членов со степенями больше 
единицы привело бы к нарушению условия (5.8).

Таким образом (6.2), (6.6)–(6.8), (6.13) дают решение поставленной задачи.
Рассмотрим асимптотику p  →  +∞. Подстановка (6.10), (6.13) в (6.2) дает

	 ( ) ( )( ) ( )/ /, , , Re .1 1 2 1 2
1 1 1F p R Y V p o p pM- - -
+ = + l r φ + → +∞ 	 (6.14)

Использование теоремы абелевого типа [37] дает асимптотику напряжения 
при x  →  0+: 

	 ( )/ / /( , , ) ( ).1 2 1 1 2 1 2
1 1yy R Y V x o xM- - - -s = p + l r φ + 	 (6.15)
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Откуда, по возвращении к произвольному h, КИН находится как 

	 ( )( )/ , , .3 2 1
1 12I MK h R Y Vh-= + l r φ 	 (6.16)

Структура выражения (6.16) совпадает со структурой аналогичных выра-
жений [8, 17, 21, 22] для случая ненаклоненных слоев. Для члена, пропорци-
онального моменту, выражение (6.16) совпадает с результатом [10]. 

7. Решение задачи для сдвиговой моды. Аналогично предыдущему случаю, 
используя (4.8), (5.5) аналог выражения записывается следующим образом 

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,1
2 2 2 2ctgp p p g G p-
- +L L = - l r φ 	 (7.1)

	 ( ) ( ) ( ) ( ), , ,1
2 2 22tgG p p g K p-=- l r φ  	 (7.2)
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Факторизация имеет вид
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Со следующими асимптотическими представлениями

	 ( ) ( ) ( )/ , , ,1 1 2 2
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Сравнение (6.2), (7.7), (7.8) вместе с (5.8), (5.9) приводит к 

	 ( ) ( )( )/ , , .3 2 1 1
2 2p R p T Y∞

- - -
∞ P = p τ + + l r φ τ  	 (7.12)

Появление в (7.12) членов степени p-k,  k > 1 привело бы к нарушению усло-
вия (5.8), в то время как появление членов с положительными степенями p 
привело бы к нарушению условия (5.9).

Таким образом, формулы (6.2), (7.4)–(7.6), (7.12) дают решение постав-
ленной задачи.

Рассмотрим асимптотику решения при p → +∞ . Подстановка (7.8), (7.12) 
в (6.2) дает

	 ( ) ( )( ) ( )/ /, , , Re .1 1 2 1 2
1 2 2F p R T Y p o p p+ ∞

- - -= + l r φ τ + → +∞ 	 (7.13)

Используя теорему абелевого типа [37] и возвращаясь к произвольному h, 
получаем асимптотические формулы для напряжений при 0x → +  

	 ( )( ) ( )/ / / /, , .1 2 1 1 2 1 2 1 2
2 2xy R T hY h x o x∞

- - - - -s = p + l r φ τ + 	 (7.14)

Откуда КИН, 
	 ( )( )/ , , .1 2 1

2 22IIK h R T Y h-
∞= + l r φ τ 	 (7.15)

Структура выражения (7.15) совпадает со структурой (6.16). 
8. Результаты численных расчетов. Зависимости КИН от изгибающего мо-

мента и пары продольных сил с компенсирующими моментами определяются 
согласно (6.16), (7.15) алгебраическими функциями от трех параметров l, r, φ 
и с точностью до обозначений совпадают с выражениями [11], полученными 
из анализа элементарных балочных решений с использованием результатов 
[38, 39]. Зависимости КИН от симметрично и несимметрично приложенных 
поперечных сил не могут быть найдены из элементарных решений и опре-
деляются произведением констант (6.11), (7.9) на функции Y1, Y2 от тех же 
трех параметров. Их зависимости от r для φ = p/3 при различных значениях l 
представлены на рис. 2 и 4, зависимости от φ для различных r и l – на рис. 3 
и 5. Отметим, что подобно случаю слоев с главными осями тензоров упруго-
сти, расположенных нормально [21], значения функции Y2 для r близких к -1 
становится отрицательным. Аналогично [21], произвольная нагрузка, прило-
женная достаточно далеко от вершины трещины, может быть представлена 
как суперпозиция рассмотренных случаев. Существенно, что функции Y1, Y2 
являются четными функциями от угла наклона слоев φ, что позволяет избе-
жать ошибок при определении направления его отсчета. Для случая отсут-
ствия наклона слоев φ = 0 выражения (6.16), (7.15) сводятся к результату [21], 
однако в отличие от рассмотренного там случая в рассматриваемой задаче 
оказалось затруднительным выделить некоторую комбинацию параметров в 
функции Y1(l, r, φ), так что подынтегральное выражение осталось зависящим 
от всех трех параметров. Тем не менее, функции Y1, Y2 обладают некоторой 
симметрией: благодаря зависимостям (3.2) можно заключить, что Yk(l, r, φ) = 
= Yk(1/l, r, p/2 - φ), что видно из рис. 3, 5.



248	 УСТИНОВ, БОРИСОВА

9. Заключение. Рассмотрена двумерная задача линейной теории упругости 
о полосе, составленной из двух полуполос равной толщины из одинакового 
ортотропного материала с главными осями тензора упругости, симметрично 
наклоненных к границе раздела и центральной полубесконечной трещиной, 
проходящей по границе раздела. Сбалансированная система нагрузок пред-
полагается приложенной достаточно далеко от вершины трещины, так что 

2

1.0
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5

Y1

4 6 ρ

Рис. 2. Зависимость функции Y1 от r для φ = p/3; сплошные линии – l = 1, пунктирные 
линии – l = 4, точечные линии – l = 1/4.

 Рис. 3. Зависимость функции Y1 от φ: (a) для r = 2, (b) для r = 5, (c) для r = -0.7; сплошные 
линии – l = 1, пунктирные линии – l = 4, штрих-пунктирные линии – l = 8, точечные 
линии – l = 1/4.
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согласно принципу Сен-Венана ее можно считать приложенной на бесконеч-
ности. Система нагрузок характеризуется четырьмя интегральными силовыми 
параметрами (2.8), зависящими от напряжений на продолжении линии тре-
щины. Каждый из данных параметров соответствует одной из четырех мод 
нагружения:

1) парой изгибающих моментов, симметрично приложенным к отслаива-
емым частям полуполос;

Рис. 5. Зависимость функции Y2 от φ: (a) для r = 2, (b) для r = 5, (c) для r = -0.7; сплошные 
линии – l = 1, пунктирные линии – l = 4, штрих-пунктирные линии – l = 8, точечные 
линии – l = 1/4.

Рис. 4. Зависимость функции Y2 от r для φ = p/3; сплошные линии – l = 1, пунктирные 
линии – l = 4, точечные линии – l = 1/4.

4 6

0.5
0.6
0.7

0.4
0.3
0.2
0.1

‒0.1 2

Y2

ρ

0.5

0.5 1.0 1.5

0.6
0.7

0.4
0.3
0.2
0.1

Y2

φ

0.5 1.0 1.5

0.6

0.8

0.4

0.2

Y2

φ

(a) (b)

(с)

0.5

0.5 1.0 1.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Y2

φ



250	 УСТИНОВ, БОРИСОВА

2) противоположно направленными продольными силами, приложенными 
к отслаиваемым частям полуполос;

3) поперечными силами, симметрично приложенными к отслаиваемым 
частям полуполос;

4) поперечными силами, приложенными в одном направлении к отслаива-
емым частям полуполос, и поперечной силой, приложенной к противополож-
ной части составной полосы в противоположном направлении.

Для случаев 2)–4) также прикладываются компенсирующие моменты, так 
чтобы суммарный момент относительно вершины трещины был равным нулю.

Произвольная нагрузка может быть получена как суперпозиция данных 
мод нагружения и двух «неактивных» мод, не вызывающих появления КИН. 

Ставится задача нахождения КИН. 
Путем применения двустороннего преобразования Лапласа задача сведена 

к матричной задаче Римана, в силу симметрии распадающейся на две скаляр-
ные задачи, для которых получены точные аналитические решения. Полу-
ченное решение справедливо для всех термодинамически допустимых значе-
ний упругих констант. Для четырех независимых активных мод нагружения 
найдены выражения для коэффициентов интенсивности напряжений в виде 
комбинаций элементарных функций либо однократных интегралов от комби-
наций элементарных функций, зависящих от трех независимых параметров. 
Значения КИН от изгибающего момента и пары продольных сил с компенси-
рующими моментами определяются алгебраическими функциями трех пара-
метров l, r, φ и с точностью до обозначений совпадают с выражениями [11], 
полученными из анализа элементарных решений, в то время как зависимости 
КИН от симметрично и несимметрично приложенных поперечных сил не мо-
гут быть найдены из элементарных решений и определяются произведением 
комбинации констант (6.11), (7.9) на функции Y1, Y2, выражающиеся через 
однократные интегралы от комбинаций алгебраических функций, зависящих 
от тех же трех параметров l, r, φ. Аналогично случаю слоев с главными ося-
ми тензоров упругости, расположенных нормально [21], значения функции 
Y2 для r близких к -1 могут становиться отрицательным. Функции Y1, Y2 яв-
ляются четными функциями от угла наклона слоев φ. Для случая отсутствия 
наклона слоев φ = 0 выражения (6.16), (7.15), сводятся к результату [21], одна-
ко в отличие от рассмотренного там случая, при произвольном угле наклона 
φ оказалось затруднительным выделить некоторую комбинацию параметров в 
функции Y1(l, r, φ), так что подынтегральное выражение осталось зависящим 
от всех трех параметров. 

Работа выполнена при финансовой поддержке государственного задания 
(№ госрегистрации 124012500441-6) для КБУ.
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SPLITTING OF A STRIP CONSISTING OF TWO IDENTICAL 
ORTHOTROPIC HALF-STRIPS WITH ISOTROPY AXES 

SYMMETRICALLY INCLINED TO THE INTERFACE  

K.  B.  Ustinov a, *, N.L. Borisovab, **
aA.Yu. Ishlinsky Institute for problem in Mechanics RAS, Moscow, Russia 

bFederal State Educational Institution of Higher Education “Prince Alexander Nevsky Military 
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*e-mail: ustinov@ipmnet.ru, **e-mail: nbolo@yandex.ru

Abstract. An exact analytical solution is obtained for the two-dimensional problem 
of a strip composed by two half-strips of equal thickness from the same linearly 
elastic orthotropic material with the main axes of the elasticity tensor symmetrically 
inclined to the interface and a central semi-infinite crack running along the 
interface. A self-balanced system of loads is assumed to be applied sufficiently 
far from the crack tip. For four independent active loading modes, expressions 
for stress intensity factors are found in the form of combinations of elementary 
functions or single integrals of combinations of elementary functions depending 
on three independent parameters.

Keywords: stress intensity factors, integral transforms, Wiener-Hopf method
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