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Аннотация – В статье проводится анализ плоской круглой апертуры и предлагается к использованию новое 
аналитическое выражение, описывающее диаграмму направленности элементарного излучателя апертуры антенны 
в зависимости от времени и угла интегрирования. Представленная в работе формула может применяться к любому 
плоскому участку апертуры без учета его формы. Приведено новое уравнение для первообразной функции импульсной 
характеристики круглой апертуры в виде эллиптического интеграла второго рода. Показано, что теоретически 
рассчитанные по формулам результаты хорошо согласуются с численным моделированием. При анализе численной 
модели использовался метод конечного интегрирования во временной области (FIT). Вследствие требования большого 
вычислительного ресурса численная модель представлялась упрощенной.
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Введение
Апертурные антенны широко используются для 

различных инженерных решений, в первую оче-
редь для спутниковой связи, например парабо-
лические излучатели. Основным преимуществом 
таких антенн является высокий коэффициент уси-
ления, который достигается за счет большого от-
ношения размера антенны к максимальной длине 
волны используемого сигнала [1].

Хотя поля узкополосных антенн были изучены 
и описаны 50–70 лет назад, из-за громоздких рас-
четов с использованием монохроматических сиг-
налов все еще обсуждается большое количество 
вопросов, например критерий дальнего поля. 
Также неопределенности существуют в выборе 
таких параметров измерений диаграммы направ-
ленности в ближней зоне, как расстояние аперту-
ра – зонд, размер области сканирования и т. д.

ЭМ-поля импульсных сигналов апертурных ан-
тенн [2] становятся актуальными для исследова-
ний в связи с постоянным расширением полосы 
рабочих частот систем связи. Для расчета поля 
апертурной антенны на монохроматическом (уз-
кополосном) сигнале обычно используется либо 
апертурный, либо токовый метод расчета поля [1–5].

Метод физической оптики во временной обла-
сти, в котором на поверхности рассеивателя опре-
деляется контур интегрирования, используется в 
[6–18]. Аналогом метода физической оптики во вре-
менной области является апертурный метод [19–24]. 

В апертурном методе элемент Гюйгенса часто 
используется в качестве элемента апертуры. Нор-
мированная амплитудные диаграмма направлен-
ности антенны элемента Гюйгенса определяется 
выражением

( ) ( )( )α = + γ
 , cos  / .ar r 1 2

Здесь r  – радиус-вектор от точки апертуры   ar  
до точки наблюдения; γ  – угол между нормалью 
к поверхности и направлением на точку наблю-
дения. Однако такая диаграмма направленно-
сти действительна только для компонентов поля 
в свободном пространстве. Существуют другие 
представления диаграммы направленности антен-
ны элементарного излучателя ( )α

 , ar r  для разных 
задач. Иногда этот множитель может быть выра-
жен как ( )γcos  [4].

В теории апертурных антенн [1–6] предполага-
ется, что ток на поверхности металла 

eJ  равен 
 =  

 

, ,e SJ n H2  где   n  – вектор нормали к апертуре, 
а 


SH  – магнитное поле на поверхности апертуры. 
Следует отметить, что это выражение верно, если 
поверхность апертуры идеально проводящая и 
имеет бесконечные размеры.

Элемент поверхности апертуры S  можно рас-
сматривать как элементарный электрический 
излучатель (элементарный диполь), если магнит-
ные силовые линии действуют по касательной к 
нему, тогда как тангенциальные электрические 
силовые линии отсутствуют. Таким образом, его 
можно рассматривать как элемент длинного про-
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вода с бесконечной проводимостью. Линейный 
размер 𝑙 элемента должен удовлетворять условию 

λ .l  Согласно граничным условиям при пере-
ходе «идеальный проводник (провод) – свободное 
пространство», тангенциальная составляющая 
вектора 



E  будет равна нулю, а тангенциальная со-
ставляющая вектора 



H  определяется значением 
поверхностной плотности тока.

Пространственная нормированная амплитуд-
ная диаграмма направленности элементарного 
электрического диполя, представленная в виде 
некоторой функциональной поверхности ( )γ ϕ, ,F  
представляет собой трехмерную фигуру. На прак-
тике обычно используют плоские амплитудные 
диаграммы направленности, изображающие за-
висимость значений напряженности поля от на-
правления в одной из двух основных плоскостей 
(рис. 1).

1. Основные уравнения
Из апертурной теории, основанной на физиче-

ской оптике, известно, что передаточная функция 
апертуры с равномерным распределением поля 
может быть найдена с использованием простран-
ственно-частотной зависимости поля излучателя 
от определенной поляризации [1]:

( ) ( ) ( ) ω −αω
ω =

π −∫∫
 

  



 

/, 
, .

a

a

j r r c
a a

aS a

g r r r ejE r dS
c r r2

 (1)

Здесь ω  – круговая частота; c – скорость света; 

aS  – поверхность апертуры; ( )ag r  – функция ос-
вещенности апертуры; ( )α

   , ar r  – поляризацион-
ный множитель, который определяется диаграм-
мой направленности элементарного излучателя 
апертуры.

Для сверхширокополосных импульсных сиг-
налов удобнее работать с временным представ-
лением сигнала. Как показано в [6], можно пред-
положить, что каждая точка апертуры излучала 
δ-импульс в момент времени =t 0 . Первообразная 

импульсной характеристики (ПИХ) ( )ˆ ,E r t  в точке 
r  может быть получена в следующем виде [6]:

( )
( ) ( )

 −
 α δ −
 
 =

π −∫∫

 

  



 

 
, 

ˆ , .
 a

a
a a

aS a

r r
g r r r t

c
E r t dS

c r r
1

2
 (2)

Поэтому если используется принятая нами 
идеализация, то такая форма является представ-
лением поля, в то время как излучаемый сигнал 
представляет собой δ-импульс. Поскольку в дей-
ствительности поле апертуры пропорционально 
частной производной входного тока по времени, 
во многих случаях удобнее работать с производ-
ной от первообразной (импульсной характеристи-
ки), так как это проще и нагляднее.

Будем считать, что энергия импульсного сиг-
нала ( )inS t  сосредоточена в основном в полосе 
частот ω ωmin ω max  и λ max   ,D  где D – диа-
метр круглой апертуры; или λ max   ,R2  где R – ра-
диус апертуры. Хотя выражение (2) было бы фор-
мально неверно, но в данном случае это позволит 
нам получить правильный результат для сигнала 
на входе антенны ( )inS t  (подробнее см. [3] и [6]).

Таким образом, это наиболее удобные ход 
вычисления представления поля излучаемого 
δ-импульса, затем производной ПИХ и, наконец, 
вычисления свертки ИХ и входного импульса по 
формуле (3).

В результате, используя (2) и с заданным сигна-
лом на входе антенны ( ) ,inS t  можно получить вы-
ражение для поля в любой точке перед апертурой, 
учитывая предположение, что вся система линей-
на [6]:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
∂

= ⊗ = ⊗
∂





 

,
, , .

ˆ
in inE

E r t
S r t S t S t h r t

t
 (3)

Здесь ( )ˆ ,E r t  – первообразная импульсной харак-
теристики; функция ( ),h r t  – ИХ апертуры; сим-
вол ⊗  – означает свертку по времени. В [6] было 
показано, что ( )ˆ ,E r t  может быть выражено как

  
 а б
Рис. 1. Диаграмма направленности электрического диполя в горизонтальной (а) и вертикальной (б) плоскостях
Fig. 1. Directional pattern of an electric dipole in the horizontal (a) and vertical (b) planes
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( ) ( ) ( )
ϕ

ϕ

= ∈ α ∈ ϕ
π ∫



  , ,  .a a a aE r t g r C r r C d
2

1

1
2

 (4)

Здесь r  – радиус-вектор от точки на аперту-
ре ar  до точки наблюдения A (рис.  2, a), контур 

aC  представляет собой окружность с радиусом 

( )= − )ctr ct z2 2  (рис. 2, б) с центром в  ,r0  где 
r0  – проекция вектора r  на плоскость апертуры; 
t  – время. Интеграл берется по углу ϕ,  который 
описывает дугу окружности aC  с центром в  .r0  
Пределы интегрирования ϕ ,1  ϕ2  зависят от по-
ложения r  таким образом, что оба значения мо-
гут варьироваться от 0 до 2π. Предположим, что 
распределение амплитуды апертуры является по-
стоянным по всей плоскости апертуры ( ) = .ag r 1  
Перепишем множитель поляризации или зависи-
мость диаграммы направленности апертурного 
элементарного излучателя ( )α

 , ar r  как функцию 
углов γ  и ϕ:

( ) ( ) ( )( )α = α γ ϕ
    ,  ,  , .a a ar r r r r  (5)

Для первообразной импульсной характеристи-
ки следует интеграл:

( ) ( )
ϕ

ϕ

= α γ ϕ ϕ
π ∫

, , .Ê r t d
2

1

1
2

 (6)

Простое выражение для γ можно получить из 
рис. 2:

( )γ =cos / .z ct  (7)
Как было описано выше, ( )γ =cos ( )α γ, 0  пред-

ставляет собой диаграмму направленности вер-
тикально расположенного элементарного диполя 
(или диаграмму направленности элементарного 
излучателя плоской металлической поверхности 
бесконечной проводимости) в вертикальной пло-
скости (рис. 1). В горизонтальной плоскости диа-
грамма такого излучателя постоянна: ( )α ϕ =,  .0 1

Следовательно, во временной области должно 
быть найдено выражение множителя ( ) ( )( )α γ ϕ, ,t t  
которое позволит описать правильное измене-
ние значения ( )ˆ , .E r t  Известно, что диаграмма 
направленности элементарного электрического 
диполя в пространственной форме представляет 
собой круглый тор с центром в середине диполя 
и равными внутренним и внешним радиусами. На 
рис. 3 показан диполь и его диаграмма направлен-
ности в трех измерениях. Допустим, что напря-
женность поля 



E  коллинеарна оси y.
Здесь следует отметить, что при расчете инте-

грала (6) множитель поляризации α  нельзя выне-
сти из-под интеграла, так как для каждого угла ϕ  
в процессе интегрирования фактически необходи-
мо учитывать значение диаграммы направленно-
сти антенны на участке тора вдоль определенного 
направления ( )γ ϕ, .  Это действие обусловлено тем, 
что радиус-вектор ctr  и, соответственно, попереч-
ное сечение диаграммы направленности каждого 
вертикального диполя поворачивается относи-
тельно вертикальной оси y  при прохождении раз-
личных значений угла ϕ.  Следовательно, в каж-
дой точке дуги aC  множитель поляризации имеет 
разную величину, поскольку он описывает длину 
радиуса сечения тора в направлении угла γ.  На 
рис. 3 предполагается, что операция интеграции 
выполняется в первой четверти плоскости YOX.

На рис. 4 показаны относительные положения 
круглой апертуры ,aS  контура интегрирования 

aC  и различных диаграмм направленности ( )α γ ϕ,  
в зависимости от угла интегрирования ϕ.

Следует отметить, что поперечное сечение кру-
глого тора с плоскостью, параллельной его оси 
вращения, хорошо известно и изучено [8]. Такие 
сечения представляют собой кривые Персея или 
овалы Кассини. Каноническое уравнение тора с 
осью симметрии y выглядит следующим образом: 

  
 а б
Рис. 2. Апертура aS  и воображаемая сфера с радиусом ct (а); апертура ,aS  контур интегрирования aC  и угол ϕ  (б)
Fig. 2. Aperture aS  and imaginary sphere with radius ct (a); aperture ,aS  integration contour aC  and angle ϕ  (b)
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 + − = + 
 

,z x Q y q
2

2 2 2 2  (8)

где x, y, z – декартовы координаты; Q – расстояние 
от оси симметрии на формирование круга (в цен-
тре фигуры вращения); Q – радиус образующего 
круга (фигуры вращения). Каноническое уравне-
ние секущей плоскости:

( )= ϕ = ∀∈tan , .y x z  (9)
После некоторых перестановок и преобразова-

ний можно получить выражение для радиуса по-
перечного сечения:

( )= α γ ϕ = − γ ϕ, sin sin .csr 2 21  (10)
Заменив γ из (7), можно записать как:

( ) ( ) ( ) α ϕ = − − ϕ 
 

, / sin .t z ct 2 21 1  (11)

Выражение (11) является новым выражением 
для поляризационного множителя элементарного 
излучателя металлической плоской поверхности с 
бесконечной проводимостью во временной обла-
сти. Отметим, что (11) относится к металлической 
плоской апертуре независимо от ее формы.

Выражение (6) для первообразной импульсной 
характеристики с учетом множителя поляриза-
ции (11) переписывается следующим образом:

( ) ( )
ϕ

ϕ

   = − − ϕ ϕ  π   
∫

, sin .zE r t d
ct

2

1

2
21 1 1

2
 (12)

Если ввести параметр ( ) β = − 
 

/ / ,z ct 21 1  то ин-

теграл (12) можно преобразовать в

( ) ( )
ϕ

ϕ

= β− ϕ ϕ×
πβ ∫

, sinE r t d
2

1

21
2

 (13)

( )
( )

 β + ϕ −   × ϕ   β β + ϕ − 

cos
| .

cos /  
E

b

2 2 1 1

2 2 1

Здесь ( | / )E ϕ β1  – эллиптический интеграл второ-
го рода с параметром β/ .1  Этот интеграл является 
табличным интегралом и не может быть выражен 
в виде элементарных функций. Такие интегралы 
были впервые изучены Джулио Фаньяно и Леонар-
дом Эйлером в середине XVIII века [25]. Второй род 
эллиптического интеграла дает длину дуги эллип-
са. Эллиптические интегралы как первого, так и 
второго рода доступны для расчета в Matlab. В об-
щем случае выражение (13) может использоваться 
для плоской апертуры любой формы. В  каждый 
момент времени t  углы интегрирования ϕ1  и ϕ2  
вдоль части окружности aC  определяются точка-
ми, в которых этот контур пересекается с грани-
цей апертуры   .aS  Отметим, что в некоторых слу-
чаях, таких как прямоугольная апертура, на линии 
интегрирования может быть несколько таких сег-
ментов (см. [10]), тогда интеграл будет состоять из 
суммы интегралов по этим сегментам.

2. Результаты расчетов
Произведем сравнение результатов расчета вре-

менных зависимостей поля, полученных с исполь-
зованием предложенного метода расчета для трех 
различных множителей поляризации, и результа-
тов численного моделирования с использованием 
метода конечного интегрирования (Finite Integra-
tion Technique, FIT). 

Вычисления в модели производились в преде-
лах счетного объема. Расстояние от поверхности 

Рис. 3. Диполь D и его диаграмма направленности в трех из-
мерениях
Fig. 3. Dipole D and its radiation pattern in three dimensions

Рис. 4. Круглая апертура ,aS  контур aC  и различные диаграм-
мы направленности ( )α γ ϕ,  в зависимости от угла интегриро-
вания ϕ
Fig. 4. Circular aperture ,aS  contour aC  and different radiation 
patterns ( )α γ ϕ,  depending on the angle of integration ϕ
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апертуры до границ вдоль оси X и оси Y состав-
ляло 0,5 метра. Коэффициент отражения согласо-
ванных слоев на границах (perfect matched layers) 
составлял − .510  Количество ячеек шестигранной 
сетки, на которые был разделен расчетный объем,  
было 200 миллионов в четвертой части объема. 
Использовалось адаптивное формирование сетки: 
в окрестности неоднородностей структуры созда-
вались более мелкие ячейки. 

Линейно поляризованная плоская волна рас-
пространялась от границы счетного объема пер-
пендикулярно круглой апертуре. Нулевым момен-
том времени анализа считался момент отражения 
от плоской круглой пластины. Перед такой квази-
апертурой помещались бесконечно малые линей-
но поляризованные зонды поля.

В связи с необходимостью ограничения поло-
сы частот в методе FIT для возбуждения плоской 
волны в моделировании использовался биполяр-
ный гауссовский сверхширокополосный (СШП) 
ультракороткий импульс (рис. 5, a) со спектром от 
1 МГц до 10 ГГц по уровню –20 дБ и до 12 ГГц по 
уровню –40 дБ (рис. 5, б).

Сигнал на зонде, полученный численно (пунк-
тирная линия), и свертки входного сигнала 
(рис.  5,  а) с тремя теоретическими ИХ, произво-
дными от выражения (13) для различных множи-
телей поляризации, показаны на рис. 6 и 7.

Зонд расположен в точке = , ,r R0 0 2  = , ,z R0 2  
θ = π / .4  Здесь ,r0  ,z  θ  – цилиндрические коор-
динаты; r0  – расстояние от оси z; θ  – угол от оси x. 
Первый импульс на рис. 6 и 7 является основным 

  
 а б
Рис. 5. Биполярный гауссовский UWB-сигнал (а); спектр этого сигнала (б)
Fig. 5. Bipolar Gaussian UWB signal (a); spectrum of this signal (b)

Рис. 6. Сигналы на зондах, полученные численно с помощью FIT (тонкая черная сплошная линия) и свертки с теоретическими 
IRF для трех различных ( )α γ ϕ,
Fig. 6. Probe signals obtained numerically with FIT (thin black solid line) and convolution with theoretical IRFs for three different ( )α γ ϕ,
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импульсом, 2-й и 3-й импульсы на рис. 6 вызваны 
граничными и краевыми эффектами [6].

На рис. 7 показан увеличенный вид основного 
импульса, представленного на рис. 6. Здесь видно, 
что основная форма импульса практически оди-
накова для всех поляризационных множителей, 
что говорит об импульсе основной волны. Однако 
его максимальная амплитуда и время пересечения 
нуля в середине (приблизительно 6,9 нс) различны. 
Разница по максимальной амплитуде импульса, 
полученного методом FIT, и импульса, вычисля-
емого по формуле (11), составляет около 0,5 %, для 
«косинусного» поляризационного множителя эта 
разница будет около 2,5 %, а для изотропного из-
лучателя – около 4 %.

На оси z, когда = ,r0 0  можно наблюдать только 
два импульса: основной импульс и сумму гранич-
ных и краевых эффектов, которые одновременно 
попадают в эту точку из круглой апертуры. В лю-
бых других случаях внутри апертурного или про-
жекторного луча, когда ≠ ,r0 0  сигнал от аперту-
ры будет иметь три импульса. При рассмотрении 
точки за пределами прожекторного луча будут 
наблюдаться два граничных импульса с противо-
положным знаком – от ближайшей границы и от 
противоположного края.

Сравнение сигналов, рассчитанных методом 
FIT, и предложенным в работе методом показало, 
что амплитуды второго и третьего импульсов, со-
ответствующих задней части первообразной ИХ, 
различны. Самая большая разница наблюдает-
ся вблизи оси z. Эти отклонения определяются и 
объясняются диаграммой направленности антен-
ны элементарного излучателя и эффектом, свя-
занным с затеканием токов на границе апертуры. 

Можно заметить, что амплитуда сигнала на зонде, 
полученная методом FIT, меньше по сравнению с 
теоретическими расчетами. Судя по всему, крае-
вые токи на границе компенсируют/уменьшают 
вторичные импульсы.

Заключение
В работе представлено новое аналитическое 

выражение во временной области (11) для диа-
граммы направленности элементарного излуча-
теля плоской апертуры антенны в зависимости от 
времени и угла интегрирования. Также получено 
новое выражение (13) для первообразной импульс-
ной характеристики круглой апертуры в виде 
эллиптического интеграла второго рода. Послед-
нее выражение может быть применено к плоской 
апертуре любой формы. Форма плоской апертуры 
в (13) определялась только сегментом интегри-
рования или в некоторых случаях несколькими 
сегментами.

Полученные выражения для поля позволяют 
более точно рассчитать поле больших плоских ме-
таллических апертур, где численные методы вы-
числения (FIT, метод моментов и т. д.) становятся 
труднореализуемыми с точки зрения временных 
и вычислительных затрат. Таким образом, с по-
мощью аналитического метода, основанного на 
физической оптике и апертурной теории во вре-
менной области, повышается точность метода для 
линейно поляризованного поля. 

Предложенный метод позволяет проще и с 
большей точностью решить задачи, связанные с 
пространственным распределением линейно по-
ляризованного поля апертурных антенн.

Рис. 7. Сигналы на зондах, полученные численно с помощью FIT (тонкая черная сплошная линия) и свертки с теоретическими 
IRF для трех различных ( )α γ ϕ,
Fig. 7. Probe signals obtained numerically with FIT (thin black solid line) and convolution with theoretical IRFs for three different ( )α γ ϕ,
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Linearly polarized field of a flat aperture
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Abstract – The article analyzes a flat circular aperture and proposes to use a new analytical expression that describes the 
radiation pattern of an elementary radiator of an antenna aperture depending on time and integration angle. The formula 
presented in the paper can be applied to any flat section of the aperture without taking into account its shape. A new equation 
for the antiderivative function of the impulse response of a circular aperture is presented in the form of an elliptic integral of 
the second kind. It is shown that the theoretically calculated results are in good agreement with numerical simulations. In the 
analysis of the numerical model, the method of finite integration in the time domain (FIT) was used. Due to the requirement of a 
large computational resource, the numerical model was simplified.
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Изложены основы физической регуляризации некорректных задач 
электродинамики, связанной с особенностями физических и математи-
ческих моделей задач (физические допущения, некорректные математи-
ческие выкладки, отсутствие предельного перехода). Подход, по мнению 
автора, обладает большими возможностями, чем метод регуляризации 
Тихонова А.Н. интегральных уравнений Фредгольма первого рода, на-
званный в книге методом математической регуляризации. Метод физи-

ческой регуляризации (МФР) применен к анализу волноведущих и излучающих структур, а также 
задачам дифракции электромагнитных волн на некоторых телах. МФР позволил впервые коррек-
тно осуществить анализ полей в ближних зонах некоторых антенн, устранить несамосогласован-
ное приближение Кирхгофа в задачах дифракции, установить связь поверхностной плотности тока 
проводимости с напряженностями электрического и магнитного полей для диполя Герца и т. п.

Для специалистов в области радиотехники и радиофизики СВЧ, электромагнитной совместимости 
РТС, математической теории дифракции и математического моделирования электродинамических 
структур самого широкого назначения. Может быть полезна преподавателям вузов, докторантам, 
аспирантам и студентам старших курсов соответствую щих специальностей.
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