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Применение тонкопроволочного интегрального представления 
электромагнитного поля к решению задачи дифракции 

электромагнитных волн на проводящих телах

Д.П. Табаков, С.В. Морозов, Д.С. Клюев 
Поволжский государственный университет телекоммуникаций и информатики  

443010, Россия, г. Самара,  
ул. Л. Толстого, 23

Аннотация – Статья посвящена численным методам решения задачи дифракции электромагнитных волн на 
проводящих телах. Рассмотрены два подхода к решению задачи. Первый основан на использовании тонкопроволочного 
интегрального представления электромагнитного поля (ТП-метод) для сеточной модели поверхности тела. Второй подход 
связан с использованием базисных функций Рао – Уилтона – Глиссона при решении векторного интегрального уравнения, 
сформулированного относительно плотности электрического тока на поверхности тела (RWG-метод). В качестве тестовой 
задачи рассмотрена дифракция плоской линейно поляризованной электромагнитной волны на сфере. Приведены 
результаты расчетов нормированных диаграмм рассеянного поля. Показано, что для результатов, полученных с помощью 
обоих подходов, визуальные отличия практически отсутствуют. При этом следует отметить, что ТП-метод гораздо проще 
в численной реализации, чем RWG-метод.

Ключевые слова – интегральные представления электромагнитного поля; метод моментов; тонкопроволочное 
приближение; дифракция электромагнитных волн; сеточные структуры.

Введение

Термин «дифракция» дословно означает «откло-
нение». В электродинамике в «широком» смысле 
слова под дифракцией принято понимать все яв-
ления, связанные с распространением электро-
магнитных полей, создаваемых когерентными ис-
точниками, при наличии препятствий различных 
электрических размеров [1]. Благодаря явлению 
дифракции электромагнитные волны могут попа-
дать в область геометрической тени, огибать пре-
пятствия, стлаться вдоль поверхности, проникать 
через малые отверстия в экранах и т. д.

Интерес к подобным задачам возник доволь-
но давно. Традиционная теория дифракции соз-
давалась на протяжении нескольких столетий 
Х.  Гюйгенсом, О. Френелем, Г. Гельмгольцем, 
Г.Р.  Кирхгофом и другими авторами. Для пони-
мания волновых процессов и расчета дифракци-
онных полей большое значение имеет принцип 
Гюйгенса, согласно которому распространение 
волн обусловлено действием вторичных источни-
ков. Френель уточнил принцип Гюйгенса, приняв 
во внимание интерференцию сферических волн, 
излучаемых вторичными источниками. Дальней-
шее уточнение принципа Гюйгенса – Френеля 
принадлежит Кирхгофу, который дал его строгую 
формулировку, основываясь на уравнении Гельм-
гольца. В случае, когда тело, на которое падает 

электромагнитная волна, обладает бесконечно 
большой проводимостью, строгое решение задачи 
дифракции заключается в ее сведении к вектор-
ному интегральному уравнению (ИУ) на поверх-
ности тела. Этот подход часто называют методом 
поверхностных токов. Здесь можно выделить два 
этапа. Первый заключается в вычислении распре-
деления поверхностных токов (внутренняя задача 
электродинамики), а второй – в вычислении поля 
рассеяния, создаваемого поверхностными токами. 
Решение внутренней задачи представляет собой 
достаточно серьезную проблему, в наиболее осно-
вательном случае требующую исследований раз-
решимости ИУ, корректного выбора пространств 
для решений и т. д. [2].

В современных условиях для решения задачи 
дифракции используются системы автоматизиро-
ванного проектирования, такие как CST STUDIO, 
HFSS и FEKO. Они используют разные методы, 
среди которых можно отметить метод момен-
тов  [3]. С помощью метода моментов исходное 
векторное ИУ сводится к СЛАУ относительно не-
известных коэффициентов разложения токовой 
функции в ряд по заранее выбранной системе ба-
зисных функций. В наиболее популярном на се-
годняшний день варианте поверхность тела под-
вергается процедуре триангуляции, позволяющей 
затем использовать в качестве базисных функции 
Рао – Уилтона – Глиссона [4]. Определение коэф-

https://orcid.org/0000-0002-9125-7076
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фициентов матрицы СЛАУ при этом в общем слу-
чае предполагает вычисление интегралов четвер-
той степени кратности в локальных координатах 
треугольников, что представляет собой довольно 
сложную в вычислительном плане задачу. Особым 
образом производится вычисление диагональных 
элементов матрицы СЛАУ.

Решение задачи дифракции можно существен-
но упростить, применяя тонкопроволочное инте-
гральное представление электромагнитного поля 
(ИП ЭМП) [5]. В этом случае следует использовать 
ранее осуществленную триангуляцию, заменив 
грани треугольников на тонкие проводники мало-
го электрического радиуса. При малых электриче-
ских размерах треугольников сетка проводников 
будет эквивалентна сплошной металлической по-
верхности, вследствие чего можно ожидать хоро-
шей аппроксимации решения исходной задачи 
дифракции. Внутренняя задача в данном случае 
с помощью метода коллокаций также сводится 
к СЛАУ, нахождение элементов матрицы кото-
рой заключается в вычислении довольно простых 
одномерных интегралов. Здесь также следует от-
метить, что сеточные структуры – это отдельный 
класс электродинамических структур, а решение 
для них задач дифракции и излучения имеет очень 
важное теоретическое и прикладное значение. Ра-
нее в [6; 7] было показано, что с помощью тонко-
проволочного ИП ЭМП можно успешно решать 
задачи дифракции на некоторых классах мета-
структур [8; 9].

В настоящей статье в качестве тестовой задачи 
рассмотрена задача дифракции плоской электро-
магнитной волны на сфере. Проведено сравнение 

результатов, полученных с использованием RWG-
базиса и с помощью тонкопроволочного ИП ЭМП. 
Также рассмотрено влияние размеров сетки на ха-
рактеристики рассеяния структуры.

1. Основные расчетные выражения
В наиболее общем виде ЭМП в точке наблюде-

ния ,r  создаваемое идеально проводящим телом 
V, ограниченным поверхностью S  (рис. 1) и нахо-
дящемся в однородной изотропной среде, можно 
описать интегральным представлением следу-
ющего вида [1]:

( )m
S

S

W
k G d

ik

G d

+∇∇⋅

∇×

∫
∫

E r J r r

H r J r r

2( ) = ( ') ';

( ) = ( ') '.
 (1)

Здесь mW  и k  – волновое сопротивление и вол-
новое число среды соответственно; J r( ')  – поверх-
ностная плотность электрического тока на ;S ⊃ r'  
r'  – точка источника; ∇  – оператор набла, приме-
няющийся к точке наблюдения,

ikReG G R R
R

-
-

π
r r1= ( ) = , =| ' |

4
 (2)

– функция Грина для свободного пространства. 
Решение внутренней задачи подразумевает опре-
деление функции J  при заданном распределении 
сторонних источников электрического поля extE( )  
на S. Сформулировать внутреннюю задачу в общем 
случае можно с помощью граничного условия для 
идеально проводящей поверхности S:

extS∀ ∈ ⋅ +r E E( )' : ( ) = 0,t  (3)

здесь t  – вектор касательной к S  в точке .r'
Отметим, что аналитически решить внутрен-

нюю задачу можно только в ряде наиболее про-
стых случаев, поэтому на практике используют 
метод моментов [3], в рамках которого неизвест-
ная токовая функция J r( )  представляется в виде 
конечного ряда:

N

n n
n

a∑J r f r
=1

( ) = ( ).  (4)

Здесь nf r( )  – известные векторные базисные 
функции; na  – неизвестные коэффициенты, под-
лежащие определению в процессе решения вну-
тренней задачи.

После подстановки (4) в первое выражение (1), 
скалярного умножения обеих частей на ,mf r( )  
переноса операции дивергенции поля с точки на-
блюдения на точку источника и интегрирования 
по точкам источника получаем формулировку 

Рис. 1. Общая постановка задачи
Fig. 1. General statement of the problem
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внутренней задачи в виде СЛАУ относительно не-
известных коэффициентов :na

N

m n n m
n

z a b m N∑ , = , = 1 .  (5)

Здесь

(
)
ext

m n m nS S

m n

m
m mS

z k

Gd d

W
b d

ik

⋅ -

- ∇ ⋅ ∇ ⋅

- ⋅

∫ ∫

∫

f r f r

f r f r r r

f r E r r

2
,

( )

= ( ) ( ')

[ ( )][ ' ( ')] ' ;

= ( ) ( )

 (6)

– матричные коэффициенты и коэффициенты 
правой части СЛАУ соответственно, оператор  ∇'   
применяется к точке источника. Как правило,  
в  современных САПР сначала осуществляется 
триангуляция поверхности S, а затем в качестве 
базисных используются функции Рао – Уилто-
на – Глиссона (RWG), носителем которых являет-
ся пара треугольных элементов, имеющих общую 
грань. Следует отметить, что определение элемен-
тов m nz ,  в этом случае представляет собой доволь-
но сложную вычислительную процедуру.

Альтернативный подход к решению задачи диф-
ракции на проводящем теле V  можно реализо-
вать на основе тонкопроволочного ИП ЭМП. Для 
этого необходимо использовать полученную ранее 
триангуляцию исходной поверхности S, при кото-
рой образуется BN  граней. Каждую грань можно 
заменить на тонкий проводник jL  радиуса ,λ  
имеющий соответствующую его обозначению дли-
ну ( ).Bj N= 1  Под действием стороннего поля на 
каждом проводнике возникнет распределение 
полного тока .jI l( )  ЭМП, создаваемое такой струк-
турой можно записать в виде [5]:

BN
F

j jLjj
I l l dl F E H′ ′ ′ ≡∑∫F r K r r( )

=1
( ) = ( ) ( , ( )) , , ;  (7)

здесь jI l′( )  – распределение полного тока по обра-
зующей ,jL

( )ˆ ;

ˆ

E m

H

W
k G dl B

ik l

B

 ∂
- - ∂ 

× -

K r r l r r r r r r

K r r l r r r r

( ) 2

( )

( , ') = ' ( , ') ( ') ( , ')

( , ') = ' ( ') ( , ')

 (8)

– ядра ИП ЭМП, j l′r r' = ( )  – векторное уравнение 
образующей ;jL  ˆ ˆ

j l′l l' = ( ) = jd l dl′ ′r ( ) /  – единичный 
вектор касательной, определенный в точке l′  на 
образующей ;jL

G ikRB G
R R R

∂ +
-

∂ 2
1 1= =

– производная функции Грина по R;

R - +r r 2 2= | ' | 

– расстояние, регуляризированное радиусом про-
водников .

Представим каждый проводник в виде совокуп-
ности D +1  узлов:

D
j j j i DL +r r r( )

,1 ,2 , 1: , , , .

Уравнение сегмента, соединяющего соседние 
узлы с номерами m  и ,m +1  может быть записано 
в следующем виде:

ˆs
i m i m i m i m i ml l l+ ∈ -∆ ∆r r l( ) *
, , , , ,( ) = , [ / 2, / 2].

Здесь i m i m i m++r r r*
, , , 1= ( ) / 2  – центр сегмента; i m∆ , =  

i m i m+= -r r, 1 ,| |  – длина сегмента, ˆi m i m i m+ -l r r, , 1 ,= ( ) /
/ i m∆ ,  – единичный вектор касательной на сегмен-
те. Распределение тока на каждом сегменте при 
∆ λ  можно считать равномерным: .i m i mI l I, ,( ) =  
После сегментации всех jL  можно ввести сквоз-
ной индекс k  для сегментов и переписать (7) в 
виде

.
Ns

F s
k k

kk
I l dl F E H

∆
′ ′ ≡∑ ∫F r K r r( ) ( )

=1
( ) = ( , ( )) , ,  (9)

Применяя граничное условие вида (3) в центре 
каждого сегмента, получаем СЛАУ для вычисле-
ния неизвестных амплитуд токов :kI
Ns

p k k k s
k

z I E p N∑ ,
=1

= , = 1 ,  (10)

в которой:

ext

ˆ

ˆ

E s
p k p p k

k

m
k p p

z l dl

W
E

ik

∆
′ ′⋅

- ⋅

∫l K r r

l E r

( ) * ( )
,

( ) *

= ( , ( )) ,

= ( ).
 (11)

Корректное и устойчивое решение СЛАУ в рам-
ках метода коллокаций достигается при выполне-
нии условия:

≤ ∆ ≤2 12   (12)

для любого сегмента [10]. Вне всякого сомнения, 
решение (11) гораздо проще в численном плане, 
чем решение (6). При этом интересным моментом 
является сравнение результатов, полученных дву-
мя описанными методами.

2. Исследуемые переизлучающие 
структуры

В качестве тестовых структур рассмотрим три 
объекта сферической формы (рис. 2), центр O  ко-
торых совпадает с центром декартовой системы 
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координат. Объекты образованы тонкими метал-
лическими проводниками радиуса jL  .λ  Ра-
диус сферы, описанной вокруг рассматриваемых 
объектов, обозначим как r. Возбуждение струк-
тур будем осуществлять плоской электромагнит-
ной волной (ПЭМВ), распространяющейся вдоль 
оси Ox  и поляризованной в направлении оси Oz, 
имеющей единичную амплитуду и нулевую на-
чальную фазу. Совокупность проводников jL  об-
разует поверхность-сетку с ячейками треугольной 
формы, имеющими незначительные отличия по 

форме от равностороннего треугольника, длину 
грани которого мы обозначим как d. Будем счи-
тать, что каждый проводник можно представить 
в виде D  сегментов s  равной длины ,∆ λ  а 
распределение полного тока на каждом из них 
можно считать равномерным ( ,s I l I∀ : ( ) =  здесь 
l  – продольная координата на s). Таким образом, 
от совокупности проводников мы переходим к 
совокупности сегментов, ЭМП которых описы-
вается выражением (9), а решение внутренней 
задачи – выражением (11).

Рис. 2. Геометрия исследуемых переизлучающих структур
Fig. 2. Geometry of the studied reradiating structures

Таблица. Параметры численного моделирования
Table. Numerical simulation parameters

№ структуры D r∆ /  r/  sN
1 1 0,075 0,01 7680
2 4 0,075 0,01 1920
3 8 0,073 0,01 960

а

б
Рис. 3. Сравнение нормированных ДР в меридианной и азимутальной плоскостях: а – ТП-метод; б – МКЭ; RWG-метод;  
1 – , ;r λ= 0 25  2 – , ;r λ= 0 5  3 – ;r λ= 1  4 – r λ= 2
Fig. 3. Comparison of normalized DR in the meridian and azimuth planes: a – TP method; b – FEM; RWG method; 1 – , ;r λ= 0 25   
2 – , ;r λ= 0 5  3 – ;r λ= 1  4 – r λ= 2
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а

  
б

  
в

Рис. 4. Нормированные меридианные (слева) и азимутальные (справа) ДН для структур 1–3 (номер кривой соответствует номеру 
структуры): а – , ;r λ= 0 25  б – , ;r λ= 0 5  в – ,r λ= 1 0
Fig. 4. Normalized meridian (left) and azimuthal (right) RPs for structures 1–3 (curve number corresponds to structure number):  
a – , ;r λ= 0 25  b – , ;r λ= 0 5  c – ,r λ= 1 0
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В случае когда ,d λ  рассматриваемая сет-
ка становится подобна сплошной металлической 
поверхности, образованной треугольными эле-
ментами ,kT  на которых можно ввести распреде-
ления плотности эквивалентных поверхностных 
электрических токов ;kJ r( )  ( ).kT∈r  В этом случае 
для представления поверхностных токов можно 
использовать RWG-базис, ЭМП структуры будет 
определяться выражением (1), а решение внутрен-
ней задачи – выражением (6).

Здесь также следует отметить, что в работе 
Дж. Ми [11] представлено строгое решение задачи 
дифракции ПЭМВ на однородной сфере произ-
вольного диаметра и состава, находящейся в одно-
родной среде.

3. Результаты численного 
моделирования

Параметры численного моделирования удобно 
представить в виде таблицы.

На рис. 3 показано сравнение результатов рас-
чета нормированных диаграмм рассеяния в ме-
ридианной ( )ϕ = 0  и азимутальной плоскостях для 
первой структуры при различных соотношениях 

.r λ/  Графики типа a  получены на основе тонко-
проволочного ИП ЭМП (ТП-метод), графики типа 
b  – на основе решения с помощью эквивалент-
ных токов, представленных в RWG-базисе (RWG-
метод). Как видно из представленных рисунков, 
полученные результаты практически не имеют ви-
зуальных отличий. Небольшие отличия можно за-
метить лишь при максимальном отношении r λ/  
для значений θ  и ,ϕ  соответствующих боковым 
лепесткам излучения.

На рис. 4 показано сравнение результатов рас-
чета нормированных ДР в меридинанной и азиму-
тальной плоскостях для структур 1–3, полученных 
при различных соотношениях .r λ/  Представ-
ленные результаты позволяют оценить влияние 
размеров ячейки на характеристики излучения 
структуры. Из рисунка видно, что наибольшие от-
личия наблюдаются в меридианной плоскости в 
направлениях, отличных от направления главно-
го лепестка. При этом при увеличении размеров 
ячейки увеличивается число лепестков бокового 
излучения, а с ростом частоты их распределение 

становится асимметричным, что связано с погреш-
ностями в геометрии рассматриваемых структур.

Заключение
Таким, образом, в статье проведено сравнение 

двух подходов к решению задачи дифракции на 
проводящих телах. Первый подход предполагает 
замену поверхности тела на совокупность провод-
ников, образующих треугольную сетку, размер 
ячейки которой гораздо меньше длины падающей 
волны. В данном случае сетка становится эквива-
лентом непрерывной металлической поверхности. 
Решение внутренней задачи сводится к определе-
нию амплитуд полных токов на коротких сегмен-
тах, образующих проводники (ТП-метод).

В рамках второго подхода поверхность заменя-
ется на совокупность треугольных элементов, яв-
ляющихся носителями поверхностной плотности 
электрического тока. Решение внутренней задачи 
сводится к вычислению распределений тока на 
треугольных элементах с использованием базис-
ных RWG-функций (RWG-метод). Данный под-
ход широко используется в основе современных 
САПР.

Результаты расчетов полей рассеяния на первой 
структуре подтвердили адекватность ТП-метода к 
решению задачи дифракции: визуальные отличия 
для приведенных диаграмм рассеяния практиче-
ски отсутствуют. При этом следует отметить, что 
ТП-метод гораздо проще в численной реализации 
как с точки зрения решения внутренней, так и с 
точки зрения решения внешней задачи электро-
динамики. Определение элементов матрицы мо-
ментов в данном случае сводится к вычислению 
однократных интегралов, в то время как в рам-
ках RWG-метода необходимо вычислять интегра-
лы четвертой степени кратности. Число базис-
ных функций в рамках обоих методов является 
соизмеримым.

ТП-метод также можно использовать непосред-
ственно для расчета сеточных структур. Соответ-
ствующие результаты были приведены в статье. 
Показано, что с ростом размеров ячейки сетки 
меняются характеристики поля рассеяния – про-
исходит деформация основного лепестка, появ-
ляются дополнительные лепестки, число которых 
увеличивается с ростом частоты.
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Abstract – The article is devoted to numerical methods for solving the problem of diffraction of electromagnetic waves by 
conducting bodies. Two approaches to solving the problem are considered. The first one is based on the use of the thin-wire 
integral representation of the electromagnetic field (TP-method) for a grid model of the body surface. The second approach 
is associated with the use of the basis functions of Rao–Wilton–Glisson when solving a vector integral equation formulated 
with respect to the electric current density on the body surface (RWG-method). The diffraction of a plane linearly polarized 
electromagnetic wave by a sphere is considered as a test problem. The results of calculations of the normalized diagrams of 
the scattered field are presented. It is shown that there are practically no visual differences for the results obtained using both 
approaches. At the same time, it should be noted that the TP method is much simpler in numerical implementation than the 
RWG method.

Keywords – integral representations of the electromagnetic field; the method of moments; thin-wire approximation; diffraction 
of electromagnetic waves; grid structures.
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Особенности применения преобразований Нортона 
при согласовании импедансов с различными 

коэффициентами трансформации
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Аннотация – В работе изучаются особенности и следствия применения преобразований Нортона в процессе 
широкополосного и узкополосного согласований импедансов цепей на основе теории фильтров в случаях с различными 
коэффициентами трансформации. Для преобразований Нортона цепей с различными (больше и меньше единицы) 
коэффициентами трансформации сформулировано дополнительное правило. С использованием обобщенной формы 
записи преобразований Нортона на двух примерах продемонстрировано уменьшение числа элементов в полосовых 
фильтрах. Установлены следствия, которые характерны для узкополосных применений преобразований. Для прямых 
и зеркальных Г-образных цепей на разнотипных реактивностях получены формулы для расчета коэффициентов 
трансформации, которые зависят от частоты. Показано, что данные цепи могут комбинироваться с однотипными 
реактивностями Г-образных цепей с частотно независимыми коэффициентами трансформации. На основе полученных для 
преобразований Нортона следствий синтезированы повышающие и понижающие согласующие цепи комбинированного  
типа.

Ключевые слова – преобразование Нортона; согласующие цепи; коэффициент трансформации.

В процессе проектирования усилительно-пре-
образовательных устройств СВЧ-диапазона важ-
ной задачей является согласование сопротивле-
ний их цепей, особенно с высоким коэффициентом 
трансформации в широком диапазоне рабочих 
частот, который можно достичь в пределах уста-
новленных Боде – Фано ограничений на полосы 
согласований произвольных импедансов [1; 2]. 
Широкополосное согласование цепей можно обе-
спечить, например, с помощью инвертирующих 
трансформаторов импедансов (K-, J-инвертеров) 
[3; 4], а также его можно выполнить, используя пре-
образования Нортона [5; 6] или метод крайних им-
педансов [7]. Чаще широкополосное согласование 
осуществляется на основе теории фильтров [3; 8] 
в сочетании с трансформацией оконечного импе-
данса с помощью преобразования Нортона [9–12]. 
К сожалению, наличие различных, но правильных 
по сути форм записи преобразований Нортона [2; 
5; 6; 8–13] может привести к ошибкам в процессе 
их применения в случаях повышающего или по-
нижающего идеального трансформатора, то есть 
когда его коэффициенты трансформации больше 
или меньше единицы. В частности, коэффициен-
ты пересчета элементов, стоящих за идеальным 
трансформатором, могут не соответствовать вы-
бранной форме записи преобразований Нортона, 
как в публикации [9]. Цель данной статьи – при 

выполнении на основе теории фильтров широко-
полосного и узкополосного согласования импе-
дансов в случаях с различными коэффициентами 
трансформации изучить особенности и следствия 
применения преобразований Нортона.

По аналогии с работой [8] рассмотрим на рис. 1 
и 2 соответственно дуальные П- и Т-образные 
фильтровые структуры, в которых трансформация 
импедансов достигается путем включения идеаль-
ных трансформаторов в любую точку схем в соот-
ветствии с правилами 1 и 2.

Правило 1. Если используется повышающий 
трансформатор с соотношением напряжений в 
обмотках 1:m, то все расположенные после него 
последовательные импедансы умножаются на ве-
личину m2, а параллельные проводимости делят-
ся на m2. На рис. 1 и 2 предполагается, что m > 1.  
Правило 2. Если используется понижающий 
трансформатор с соотношением 1:(1/m), то все 
расположенные после него параллельные прово-
димости умножаются на m2, а последовательные 
импедансы делятся на m2. Схемы, содержащие 
проводимость, параллельную Y, и последователь-
ное сопротивление Z вместе с соответствующими 
идеальными трансформаторами 1:m и 1:(1/m) заме-
няются во всей полосе рабочих частот эквивалент-
ными схемами на рис. 3 и 4 соответственно.

https://orcid.org/0000-0002-0512-7532
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По сравнению с исходными моделями [5; 6] при-
веденные схемы имеют более обобщенный, дуаль-
ный вид [8]. Все элементы схем и формулы их рас-
чета являются взаимно дуальными. Так, величины 
элементов на рис. 3 находятся из выражений:

À C B
( ); ;m m m YZ Z Y

Y Y m
- -

= = =
1 1 , (1)

а величины элементов на рис. 4 рассчитываются 
следующим образом:

À C B
( ); ;m m m ZY Y Z

Z Z m
- -

= = =
1 1 . (2)

Формулы (1) и (2) представляют собой обобщен-
ную форму записи исходных формул, которые по-
лучены впервые Нортоном [5] и чуть позже – Шеа 
[6] для преобразования схем полосовых фильтров. 
Сущность данных преобразований заключается в 
том, что каждый идеальный трансформатор вме-
сте с частью схемы фильтра заменяется эквива-
лентной схемой без такого трансформатора. По-
лученные эквивалентные схемы всегда содержат 
элементы, которые имеют отрицательные вели-
чины сопротивления или проводимости. Поэтому 
преобразование осуществляют так, чтобы указан-
ные сопротивления или проводимости в новой 
схеме оказались бы соединенными последова-
тельно или параллельно с реактивными элемента-
ми такой положительной величины, при которой 
суммарные элементы становятся уже физически 
реализуемыми.

Обобщенные системы уравнений (1) и (2) спра-
ведливы как в случае m > 1, так и тогда, когда 0 <  
< m < 1. В зависимости от первоначального выбо-
ра m уравнения (1) и (2) могут быть представлены в 
разной форме записи. Так, в книге [13] соотноше-
ния Нортона для схемы на рис. 3, а также в публи-

кации [9] эти преобразования для схемы на рис. 4 
полностью совпадают с обобщенными формулами 
(1) и (2). Вместе с тем существуют и другие формы 
записи преобразований Нортона. Например, если 
в выражениях (2) сделать замены m = 1/nТ и Z = 1/Y, 
то получим представленные в работах [2; 5; 6; 10; 
13] формулы для импедансов схемы на рис. 4 в за-
висимости от нового коэффициента трансформа-
ции nТ:

T T
À C B T

T T
; ;

n n
Z Z Z Z Z n Z

n n
= = =

- -

2

1 1
. (3)

Если же в уравнениях (1) сделать те же замены, 
то для сопротивлений элементов схемы на рис. 3 
справедливы соотношения, как в работах [2; 9; 10]:

T T
À C B

T TT

; ;
n n ZZ Z Z Z Z

n nn

- -
= = =

2

1 1
. (4)

С учетом произведенных замен m на nТ транс-
формация импедансов достигается здесь путем 
включения идеальных трансформаторов в любую 
точку схем в соответствии с новым правилом 3.

Правило 3. Если nТ = 1/m при 0 < nТ < 1, то для 
повышающего и понижающего трансформаторов 
правила 1 и 2 меняются местами. То есть при ис-
пользовании понижающего трансформатора с со-
отношением напряжений в обмотках 1:nТ, (0 < nТ <  
< 1) все расположенные после него последователь-
ные импедансы умножаются на (nТ)2, а параллель-
ные проводимости делятся на (nТ)2. Если приме-
няется повышающий трансформатор типа 1:(1/nТ)  
(0 < nТ < 1), то расположенные после него после-
довательные импедансы делятся на величину 
(nТ)2, а  параллельные проводимости умножаются 

Рис. 1. Трансформация сопротивлений с использованием 
П-образной фильтровой структуры
Fig. 1. Transformation of resistances using a U-shaped filter  
structure

Рис. 2. Трансформация сопротивлений с использованием 
Т-образной фильтровой структуры
Fig. 2. Transformation of resistances using a T-shaped filter  
structure

Рис. 3. Эквивалентные преобразования Нортона идеального 
повышающего трансформатора с проводимостью Y в Т-образ-
ную цепь
Fig. 3. Norton equivalent transformations of an ideal step-up 
transformer with conductance Y into a T-shaped circuit

Рис. 4. Эквивалентные преобразования Нортона идеального 
понижающего трансформатора с импедансом Z в П-образную 
цепь
Fig. 4. Norton equivalent transformations of an ideal step-down 
transformer with impedance Z into a U-shaped circuit
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на (nТ)2. Таким образом, в зависимости от выбора 
m и ему соответствующих форм записи равнознач-
ных по сути формул (1), (2) или (3), (4) преобразо-
вания Нортона предполагают применение разных 
правил 1, 2 и 3.

Преобразования Нортона могут быть также ис-
пользованы для уменьшения числа элементов в 
полосовых фильтрах. Рассмотрим примеры умень-
шения элементов, которые являются следствиями 
преобразований Нортона. 

Для начала перед сопротивлением Z в схеме 
понижающего трансформатора на рис. 4 введем 
параллельно входу проводимость Y1. Выберем ее 
величину равной значению YA в выражении (2) 
из условия Y1 + YA = 0. В этом случае полученная 
схема будет эквивалентна зеркальной Г-образной 
цепи на рис. 5, а, два элемента которой находятся 
по формулам:

B C
( ), ,Z m mZ Y m ZY

m Z
-

= = = + 1
1 1 . (5)

Вместе с тем, если на вход повышающего транс-
форматора с проводимостью Y (см. рис. 3) под-
ключим последовательный импеданс Z1, величину 
которого выберем так, чтобы скомпенсировать 
сопротивление ZA в выражении (1), тогда новая 

схема становится эквивалентной Г-образной цепи 
на рис. 6, а, два элемента которой рассчитываются 
по формулам:

B C
( ), ,Y m mY Z m YZ

m Y
-

= = = + 1
1 1 . (6)

Полученные из уравнений (1) и (2) выражения 
(5) и (6) не теряют свои обобщенные и дуальные 
свойства. Они справедливы как в случае m > 1, так 
и при условии 0 < m < 1. В зависимости от перво-
начального выбора m запись уравнений (5) и (6) 
может быть также различной. Так, при m = 1/nТ и 
nТ > 1 элементы эквивалентных схем на рис. 7 и 8 с 
использованием понижающего 1:(1/nТ) и повыша-
ющего 1:nТ трансформаторов связаны следующи-
ми соответствующими им соотношениями, как в 
литературе [2; 10]:

*T
À B T T

T
; ; ,

n
Z Y n Y n Z Y

n Y
-

= = = +
1

1  (7)

*T
À B T T

T
; ; ,

n
Y Z n Z n ZY

n Z
-

= = = +
1

1  (8)

где Z* – последовательное по отношению к пони-
жающему трансформатору 1:(1/nТ) сопротивление; 
Y* – параллельная повышающему трансформатору 
1:nТ проводимость. При получении формул (7) и (8) 
использовано правило 4.

         а            б    в          г 
Рис. 5. Эквивалентная замена идеального понижающего трансформатора с импедансом Z и проводимостью Y1 (а) на зеркальную 
Г-образную цепь (б) и ее разновидности (в, г)
Fig. 5. Equivalent replacement of an ideal step-down transformer with impedance Z and conductivity Y1 (a) for a mirror L-shaped circuit 
(b) and its varieties (c, d)

        а        б  в    г 
Рис. 6. Эквивалентная замена идеального повышающего трансформатора с проводимостью Y и импедансом Z1 (а) на Г-образную 
цепь (б) и ее разновидности (в, г)
Fig. 6. Equivalent replacement of an ideal step-up transformer with conductivity Y and impedance Z1 (a) with an L-shaped circuit (b) and 
its varieties (c, d)

      а              б 
Рис. 7. Эквивалентные замены идеального повышающего трансформатора с импедансом Z и с проводимостью Y* на аналогичную 
схему с проводимостью Y*/(nT)2 (а) и на обобщенную Г-образную цепь (б)
Fig. 7. Equivalent replacements of an ideal step-up transformer with impedance Z and conductivity Y* for a similar circuit with conduc-
tivity Y*/(nT)2 (a) and for a generalized L-shaped circuit (b)
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Правило 4. Два последовательных или па-
раллельных элемента могут меняться местами. 
Величины установленных за идеальным транс-
форматором элементов с учетом коэффициентов 
трансформации согласно правилу 3 – Z*/(nТ)2 и Y*/ 
/  (nТ)2 (см. рис. 8 и 7) – полностью компенсируют 
значения физически не реализуемых элементов 
ZC и YC в формулах (1) и (2) соответственно или об-
нуляют в формулах (3) и (4) отрицательные сопро-
тивления ZC.

Таким образом, для уменьшения числа элемен-
тов в полосовых фильтрах могут быть использова-
ны рассмотренные выше примеры эквивалентных 
преобразований Нортона. Одни преобразования 
предполагают использование параллельной про-
водимости Y1 в схеме на рис. 5, а и последователь-
ного сопротивления Z* в схеме на рис. 7, а, другие 
применяют последовательное сопротивление Z1 в 
схеме на рис. 6, а и параллельную проводимость 
Y* в схеме на рис. 8, а. Ниже отметим следствия 
данных преобразований.

Следствие 1. Параллельная проводимость Y1 в 
схеме на рис. 5, а и последовательное сопротивле-
ние Z* в схеме на рис. 7, а позволяют реализовать 
понижающие трансформаторы с помощью экви-

валентных схем на рис. 5, б и 7, б, где величины 
элементов находятся по формулам (5) и (7). Вместе 
с тем последовательное сопротивление Z1 в схеме 
на рис. 6, а и параллельная проводимость Y* в схе-
ме на рис. 8, а обеспечивают работу повышающих 
трансформаторов с использованием эквивалент-
ных схем на рис. 6, б и 8, б, в которых величины 
элементов рассчитываются по формулам (6) и (8). 
Если предположить, что коэффициенты транс-
формации m и nТ в выражениях (5)–(8) не зависят 
от частоты w, то в ветвях, где располагаются Y1 и 
Z* (или Z1 и Y*), должны находиться одинаковые 
реактивные элементы (или только емкости, или 
только индуктивности, как на рис. 5 и 6 под бук-
вами в и г).

Следствие 2. В свою очередь, если предполо-
жить, что коэффициенты трансформации m и nТ 
в выражениях (5)–(8) могут зависеть от частоты w, 
то расположенные в ветвях схем элементы Y1 и Z* 
(или Z1 и Y*) должны иметь принципиально раз-
ные знаки реактивностей. Каждому индуктивно-
му элементу должен соответствовать емкостнόй 
элемент и наоборот. Данное условие необходимо, 
чтобы коэффициенты трансформации m, nТ были 
вещественными, в том числе и для произведений 

               а       б 
Рис. 8. Эквивалентные замены идеального понижающего трансформатора с проводимостью Y и с импедансом Z* на аналогичную 
схему с импедансом Z*/(nT)2 (а) и на обобщенную зеркальную Г-образную цепь (б)
Fig. 8. Equivalent replacements of an ideal step-down transformer with conductivity Y and impedance Z* for a similar circuit with imped-
ance Z*/(nT)2 (a) and for a generalized mirror L-shaped circuit (b)

    а             б             в        г 
Рис. 9. Варианты реализаций обобщенных прямых и зеркальных Г-образных цепей на рис. 7 и 8 с частотно зависимыми коэффи-
циентами трансформации
Fig. 9. Implementation options for generalized direct and mirror L-shaped circuits in Fig. 7 and 8 with frequency dependent transforma-
tion ratios

           а        б          в         г 
Рис. 10. Комбинированные цепи, использующие рассмотренные на рис. 9 варианты, а также схемы (в, г) на рис. 5 и 6 для устройств 
с коэффициентами трансформации, которые не зависят от частоты
Fig. 10. Combined circuits using those discussed in Fig. 9 options, as well as schemes (c, d) in Fig. 5 and 6 for devices with transformation 
ratios that are independent of frequency



19
Физика волновых процессов и радиотехнические системы. 2022. Т. 25, № 2. С. 15–21
Physics of Wave Processes and Radio Systems, 2022, vol. 25, no. 2, pp. 15–21

комплексных величин в формулах (5)–(8). В этом 
случае схемы на рис. 5, б и 6, б представляются в 
новом виде (см. рис. 9). Для первой дуальной пары 
схем на рис. 9, а, в коэффициенты трансформации 
m1 и m2, а также для второй дуальной пары схем на 
рис. 9, г, б коэффициенты трансформации m3 и m4 
вычисляются следующим образом:

1(2)
x ( )

m
 w
 = -
 w 

2

1 2
1 , (9)

x ( )
3(4)m

 w
= -   w 

2
1 21 , (10)

где wx1(2) – характеристические частоты рассма-
триваемых на рис. 5, а и 6, а LC-цепей, которые 
определяются выражениями:

x
1LC

w =2
1

1 , (11)

x2
1L C

w =2 1 . (12)

В выражениях (11) и (12) буквами C, C1 и L, L1 
обозначены емкости и индуктивности, которые 
соответствуют сопротивлениям Z, Z1 и проводи-
мостям Y, Y1 на рис. 5, а и 6, а. Из анализа полу-
ченных выражений (9)–(12) следует, что при ис-
пользовании элементов цепей с реактивностями 
разного знака можно на основе понижающего 
1:(1/m)-трансформатора реализовать устройство с 
функцией идеального повышающего трансформа-
тора и, наоборот, применяя повышающий транс-
форматор 1:m, можно получить понижающее со-
противление устройство. Причем в том и другом 
случаях максимальная трансформация сопротив-
лений происходит на частотах ω, близких к ха-
рактеристическим частотам wх1 и wх2 либо чуть 
меньшей для LC-цепей на рис. 9, а и в, либо чуть 
большей для LC-цепей на рис. 9, б и г. В отличие 
от следствия 1, второе следствие из-за отмеченной 
частотной зависимости коэффициентов транс-
формации в большей степени имеет отношение к 
процедуре относительно узкополосного согласо-
вания сопротивлений цепей. Рассмотренные на 
рис. 5, 6 и 9 повышающие и понижающие транс-
форматоры сопротивлений могут быть реализова-

ны в виде согласующих цепей с распределенными 
параметрами, если при этом применяются корот-
кие по отношению к длине волны отрезки линий 
передачи [4]. Согласующие цепи на рис. 9, а также 
их распределенные аналоги широко используют-
ся, например, в литературе [14; 15].

Следствие 3. Понижающие сопротивления 
цепи с зависимыми от частоты коэффициентами 
трансформации можно комбинировать с понижа-
ющими сопротивление устройствами, в которых 
коэффициенты трансформации не зависят от ча-
стоты. Данное утверждение справедливо и по от-
ношению к повышающим трансформаторам обо-
их типов. Например, если соединить друг с другом 
повышающие трансформаторы на рис. 6, в и 9, б, 
а также на рис. 6, г и 9, а, то получим повышающие 
согласующие цепи на рис. 10, а и б. Кроме того, 
если объединить вместе понижающие трансфор-
маторы на рис. 9, в и 5, г и аналогичные устрой-
ства на рис. 9, г и 5, в, то реализуем комбинирован-
ные трансформирующие цепи, представленные на 
рис. 10, в и г соответственно. На рис. 10, а–г сум-
марные индуктивности LS и емкости CS находят-
ся из выражений: LS = LC + LB и CS = CCCB / (CC +  
+ CB). Повышающие и понижающие сопротивле-
ния свойства таких комбинированных трансфор-
маторов подтверждены в монографии [7] другим 
способом – с помощью использования метода 
крайних импедансов при анализе аналогичных от-
носительно узкополосных согласующих цепей.

Таким образом, в данной работе при выполне-
нии на основе теории фильтров широкополосного 
и узкополосного согласований импедансов в слу-
чаях с различными коэффициентами трансформа-
ции изучены особенности и следствия применения 
преобразований Нортона. Используя обобщенную 
форму записи преобразований Нортона при со-
гласовании цепей с различными коэффициента-
ми трансформации (больше и меньше единицы), 
отметили новую особенность 3 преобразований, 
обобщили следствие 1, а также установили харак-
терные для узкополосных применений преобразо-
ваний следствия 2 и 3. На основе следствий 2 и 3 
синтезированы комбинированные повышающие и 
понижающие согласующие цепи. 
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Abstract – The paper studies the features and consequences of the use of Norton conversions in the process of broadband 
and narrowband matching of circuit impedances based on filter theory in cases with different transformation ratios. For Norton 
circuits conversions with different transformation ratios (greater than and less than one), an additional rule is formulated. Using 
the generalized form of recording the Norton consequence conversions, two examples of reducing the number of elements 
in bandpass filters are demonstrated. In addition, the consequences that are characteristic of narrow-band applications of 
transformations are established. Formulas for calculating transformation ratios that depend on frequency are obtained for direct 
and mirror Г-shaped circuits with different reactivities. It is shown that these circuits can be combined with similar reactivities of 
Г-shaped circuits with frequency independent transformation ratios. On the basis of the established for the Norton conversions 
consequences, the step-up and step-down matching circuits of the combined type are synthesized.

Keywords – Norton impedances conversion; matching circuits; transformation coefficient.
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Изложены основы физической регуляризации некорректных задач 
электродинамики, связанной с особенностями физических и математи-
ческих моделей задач (физические допущения, некорректные математи-
ческие выкладки, отсутствие предельного перехода). Подход, по мнению 
автора, обладает большими возможностями, чем метод регуляризации 
Тихонова А.Н. интегральных уравнений Фредгольма первого рода, на-
званный в книге методом математической регуляризации. Метод физи-

ческой регуляризации (МФР) применен к анализу волноведущих и излучающих структур, а также 
задачам дифракции электромагнитных волн на некоторых телах. МФР позволил впервые коррек-
тно осуществить анализ полей в ближних зонах некоторых антенн, устранить несамосогласован-
ное приближение Кирхгофа в задачах дифракции, установить связь поверхностной плотности тока 
проводимости с напряженностями электрического и магнитного полей для диполя Герца и т. п.

Для специалистов в области радиотехники и радиофизики СВЧ, электромагнитной совместимости 
РТС, математической теории дифракции и математического моделирования электродинамических 
структур самого широкого назначения. Может быть полезна преподавателям вузов, докторантам, 
аспирантам и студентам старших курсов соответствую щих специальностей.
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Расчет отражений плоской электромагнитной 
волны линейной поляризации от границы раздела 
«воздух – влажная почва» на основе гетерогенных 

моделей Максвелла Гарнетта и Бруггемана

Д.Н. Панин, О.В. Осипов, К.О. Безлюдников
Поволжский государственный университет телекоммуникаций и информатики  

443010, Россия, г. Самара,  
ул. Л. Толстого, 23

Аннотация – В работе проведен расчет модулей коэффициентов отражения плоской электромагнитной волны 
линейной поляризации в зависимости от влажности почвы с относительной комплексной диэлектрической 
проницаемостью, описываемой гетерогенными моделями Максвелла Гарнетта и Бруггемана. Проводится сравнение 
расчетных зависимостей модулей коэффициентов отражения волн E- и H-поляризации от влажности почвы по двум 
предложенным двухкомпонентным моделям. Показана корректность применяемых моделей в пределах влажности почвы 
до 10 %. В пределах изменения влажности почвы от 10 до 50 % наблюдаются незначительные расхождения результатов 
расчета по двум гетерогенным моделям. Уровень отражения электромагнитной волны от поверхности почвы в случае ее 
Н-поляризации меньше, чем в случае E-поляризации. С увеличением влажности почвы наблюдается монотонный рост 
уровня отражения. Предлагаемые гетерогенные модели влажной почвы и методика расчета могут быть использованы при 
дистанционном радиолокационном зондировании поверхности Земли в целях определения влажности в подкоренном 
слое почвы.

Ключевые слова – метаматериал; электромагнитная волна; влажность почвы; коэффициент отражения; гетерогенная 
модель; дистанционное зондирование Земли.

Введение
Оценка влагозапаса в корнеобитаемом слое по-

чвы играет ключевую роль для сельскохозяйствен-
ного мониторинга полей, определяет подходящее 
время для посева, роста растений, прогнозирова-
ния урожайности [1; 2]. Влажность почвы влияет 
на содержание воздуха, температуру, теплоем-
кость, соленость и наличие токсичных веществ, 
регулирует структуру, пластичность и плотность 
почвы [3–5]. В 2010 г. Всемирная метеорологиче-
ская организация добавила влажность почвы в 
список 50  основных климатических параметров, 
рекомендуемых для систематического наблюдения 
[6]. Кроме того, информация о влажности почвы не-
обходима для поддержки более широкого круга на-
учных исследований, например прогнозирования 
наводнений и засухи, климатических прогнозов и 
моделирования углеродного цикла [7; 8].

Доступные методы определения влажности по-
чвы основаны на предварительном отборе образ-
цов почвы с последующим их анализом непосред-
ственно в полевых или лабораторных условиях. 
Подходы к измерению влажности почвы обычно 
подразделяются на прямые, косвенные и дистан-
ционные. Прямые методы заключаются в извлече-
нии воды из образца грунта путем испарения, про-
мывки и химической реакции. Расчет влажности 

почвы в этом случае основан на измерении массы 
извлеченной воды и уровне сухости. Косвенные 
методы включают измерение характеристик по-
чвы в зависимости от содержания воды. К сожале-
нию, взаимосвязь между физическими и химиче-
скими свойствами почвы и влажностью почвы до 
конца не изучена. 

На сегодняшний момент времени наиболее 
перспективными являются дистанционные ме-
тоды измерения влажности почвы, основанные 
на данных об уровне отражения электромагнит-
ного излучения определенного диапазона частот 
от поверхности почвы [9–12]. В данной статье на 
основании ранее предложенной математической 
модели комплексной диэлектрической прони-
цаемости влажной почвы с учетом гетерогенно-
сти  [13] проведен численный анализ отражения 
плоской электромагнитной волны с параллельной 
и перпендикулярной поляризациями от поверхно-
сти влажной почвы.

1. Гетерогенная математическая 
модель комплексной диэлектрической 

проницаемости влажной почвы
Влажную почву по аналогии с метаматериалом 

можно представить как двухкомпонентную среду, 
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состоящую из контейнера из сухого грунта и вне-
дренных в него с определенной концентрацией α  
пористых включений, заполненных водой (рис. 1).

Относительная комплексная диэлектрическая 
проницаемость (КДП) почвы в рамках двух гетеро-
генных моделей описывается выражениями вида:

; ;s cx
MG c x

x s c

e - e+ αe
e = e e =

-αe e + e
1 2
1 2
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( ) ( ){ }

( ) ( )
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где ,MGe  BRe  – относительные КДП сред, описы-
ваемых моделями Максвелла Гарнетта и Бругге-
мана соответственно; ce  – относительная КДП су-
хой почвы; se  – относительная КДП чистой воды.

Концентрация пористых включений, заполнен-
ных водой, связана с влажностью почвы W  и опи-
сывается выражением вида

,d
dw

w
W W

ρ
α = = ρ

ρ
 (3)

где dρ  – плотность сухого грунта; wρ  – плотность 
воды; dwρ  – нормированная плотность, которая 
определяет тип почвы (рыхлая, твердая и т. д.).

Влажность почвы на основе прямых измерений 
рассчитывается по формуле

,sw

s s

m mm
W

m m
-

= =  (4)

где wm  – масса воды в порах; sm  – масса сухой по-
чвы; m  – масса влажной почвы.

2. Отражение плоской 
электромагнитной волны  

от границы раздела «воздух – почва»
Рассмотрим задачу о наклонном падении пло-

ской электромагнитной волны E- или H-поля-
ризации на границу раздела «воздух – почва». Гео-
метрия задачи приведена на рис. 2. Волна падает 

Рис. 1. Влажная почва как двухкомпонентная гетерогенная система
Fig. 1. Moist soil as a two-component heterogeneous system

Рис. 2. Геометрия задачи
Fig. 2. Geometry of the problem
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на границу раздела под углом .θ  Область 1 пред-
ставляет собой вакуум с проницаемостями: ,e =1 1  

.µ =1 1  Влажная почва (область 2) описывается 
материальными параметрами e2  и .µ =2 1  При 

MGe = e2  среда описывается гетерогенной моде-
лью Максвелла Гарнетта; при BRe = e2  – моделью 
Бруггемана.

Для коэффициентов отражения плоской элек-
тромагнитной волны E- или H-поляризации ( ,er  

)hr  известны следующие соотношения [14]:

( ) ( )
( ) ( )
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;
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где 
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e µ

=
e µ

2 1

1 2

Рис. 3. Зависимости модулей коэффициентов отражения электромагнитной волны Е-поляризации от влажности почвы для  
гетерогенных моделей
Fig. 3. Dependences of the modules of the reflection coefficients of the E-polarization electromagnetic wave on soil moisture for  
heterogeneous models

Рис. 4. Зависимости модулей коэффициентов отражения электромагнитной волны Н-поляризации от влажности почвы для  
гетерогенных моделей
Fig. 4. Dependences of the modules of the reflection coefficients of an electromagnetic wave of H-polarization on soil moisture for  
heterogeneous models
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arcsin sin
 e µ
 θ = θ
 e µ 

1 1
2

2 2

– угол прохождения.

3. Результаты расчетов
В ходе расчетов использовались данные по по-

чве, взятые из рекомендаций международного 
союза электросвязи МСЭ-R P.527-4 при темпе-
ратуре 20 градусов по Цельсию [15], а именно: 

se = , ,j-80 2 5  ñe = , .j-4 1 2  Угол падения волны – 
.θ = °45  Полагаем, что почва очень рыхлая, при-

годная для посева, при этом , .dwρ = 1 5
На рис. 3 и 4 представлены графики расче-

тов модулей коэффициентов отражения плоской 
электромагнитной волны E- и H-поляризации 
в зависимости от влажности почвы, КДП ко-
торой описывается моделями Максвелла Гар-
нетта (пунктирная линия) и Бруггемана (сплош-
ная линия). Из графиков, представленных на 
рис. 3, 4, видно, что уровень отражения в случае 
H-поляризованной падающей волны меньше, чем 
для E-поляризованной волны. Из графиков также 
можно сделать вывод, что при значениях влаж-
ности почвы до 10 % модули коэффициентов от-

ражений от границы раздела «воздух – почва» 
практически совпадают по своим значениям при 
применении двух используемых гетерогенных 
моделей; небольшие отклонения в расчетах на-
блюдаются в диапазоне влажности от 10 до 50 %. 
Увеличение влажности почвы усиливает обратное 
отражение электромагнитного излучения.

Заключение

Результаты численных расчетов доказывают 
возможность использования гетерогенных моде-
лей Максвелла Гарнетта и Бруггемана для опре-
деления характеристик влажной почвы. Получен-
ные данные можно использовать для составления 
карт полей распределения влажности в системах 
дистанционного зондирования Земли. 

Результаты работы могут быть полезными при 
разработке программного обеспечения на основе 
нейронных сетей для определения по заданно-
му датасету коэффициентов отражения профиля 
влажности исследуемых образцов почвы, радио-
электронного оборудования, реализации нату-
ральных экспериментов по зондированию почвы 
на опытных полях с помощью БПЛА.
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Abstract – In this work we calculated the reflection coefficients modules of a linear polarization plane electromagnetic 
wave depending on soil moisture with a relative complex dielectric constant described by the heterogeneous Maxwell Garnett 
and Bruggeman models. A comparison is made of the calculated dependences of reflection coefficients for incident E- and 
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H-polarization waves on soil moisture according to the two proposed heterogeneous two-component models. The correctness 
of the applied models is shown within the soil moisture content up to 10 %. Within the limits of soil moisture change from 
10 to 50 %, there are slight discrepancies in the calculation results for two heterogeneous models. The reflection level of an 
electromagnetic wave from the soil surface in the case of its H-polarization is less than in the case of E-polarization. With an 
increase in soil moisture, a monotonous increase in the reflection level is observed. The proposed heterogeneous models of wet 
soil and the calculation method can be used for remote radar sensing of the Earth’s surface in order to determine the moisture 
content in the rooted layer of the soil.

Keywords – metamaterial; electromagnetic wave; soil moisture; reflection coefficient; heterogeneous model; Earth remote sensing.
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Сравнение основных аспектов современных подходов 
к разработке фильтров на поверхностных акустических 

волнах: модель связанных мод и метод конечных элементов

А.С. Койгеров 
Санкт-Петербургский государственный электротехнический университет «ЛЭТИ» им. В.И. Ульянова (Ленина)  
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Аннотация – В настоящей статье рассмотрены основные вопросы проектирования фильтров на поверхностных 
акустических волнах. Представлен тип полосно-пропускающего фильтра на основе продольных резонансных мод. 
Рассмотрены особенности расчета на базе двух подходов: модель связанных мод и метод конечных элементов. Предложены 
практические рекомендации для сокращения времени расчета фильтров при численном моделировании. Приведены 
и сопоставлены результаты расчета и измерения коэффициента передачи фильтра на вытекающих поверхностных 
акустических волнах на подложке 36° YX-среза танталата лития. Выделены и проанализированы основные аспекты и 
направления, по которым можно сравнить рассмотренные в работе способы моделирования. Показано, что использование 
разных подходов моделирования позволяет повысить эффективность разработки, а быстрые аналитические модели 
необходимы для синтеза и оптимизации параметров фильтров.

Ключевые слова – полосно-пропускающие фильтры; поверхностная акустическая волна; фильтр на ПАВ; танталат 
лития; модель связанных мод; метод конечных элементов; пьезоэлектрическая подложка.

Введение

Последние десятилетия фильтры на поверх-
ностных акустических волнах (ПАВ) стали неотъ-
емлемой частью современной техники [1]. Они 
применяются как в составе приборов бытовой 
электроники, так и в военной и специальной тех-
нике с особыми условиями эксплуатации. Устрой-
ства на ПАВ уверенно занимают нишу в диапазоне 
частот от десятков мегагерц до 2,5 ГГц благодаря 
своим габаритам, надежности и отличными радио-
техническим характеристикам. В то же время ра-
стут требования к их характеристикам, и, чтобы их 
достичь, необходимо, как минимум научиться их 
сначала предсказывать на этапе моделирования, 
чтобы с уверенностью переходить к изготовле-
нию. Поэтому актуальна задача повышения каче-
ства расчета и развития средств моделирования. 
Неплохой вариант, когда разработчик применяет 
различные подходы для моделирования, а резуль-
таты расчета при этом совпадают. Тогда можно с 
некоторой уверенностью переходить и к изготов-
лению устройств.

На этапе разработки полосно-пропускающих 
фильтров (ППФ) на ПАВ важно иметь средства 
проектирования и расчета, которые позволяют 
эффективно прогнозировать рабочие характери-
стики, например амплитудно частотную харак-
теристику (АЧХ) фильтра. Сложные взаимосвязи 

между элементами топологии, резонансный ха-
рактер акустических процессов, высокая чувстви-
тельность различных акустических параметров 
к геометрии элементов делают проектирование 
фильтров особенно требовательным к временным 
и материальным ресурсам разработчика.

На сегодняшний день уже известны различные 
методы расчета и моделирования устройств на 
ПАВ. По условной классификации, предложен-
ной в работе [1], их можно разделить на несколько 
групп: простейшие аналитические – импульсные 
модели и подходы на основе дельта-функций [2], 
более строгие аналитические модели, численные 
методы и комбинированные подходы. На рис. 1 
представлена данная условная классификация. 

В последние годы с ростом вычислительных 
мощностей компьютеров растет интерес к чис-
ленным моделям на основе метода конечных 
элементов (МКЭ) [3]. В этом случае необходимы 
значительные временные затраты и ресурсы ком-
пьютера, и хотя продолжительность расчета за-
висит от различных параметров модели, но уйти 
от большого числа конечных элементов сетки без 
потери точности оценки и увеличения погрешно-
сти не получится. С другой стороны, для расчета 
рабочих характеристик можно использовать хо-
рошо зарекомендовавшие себя быстрые эффек-
тивные аналитические методы, такие как метод 
эквивалентных схем (МЭС) [4], модель связанных 

https://orcid.org/0000-0002-6602-0528
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мод (МСМ) [5] и ряд дискретных моделей [6]. Отли-
чительной особенностью их является то, что дан-
ные методы требуют предварительного анализа 
параметров, которые, например, можно получить 
как раз на основе численных методов, но уже на 
основе анализа простых ячеек и конструкции, не 
требующих большого времени и ресурсов. Причем 
точность расчета на основе МКЭ и МСМ будет со-
поставима при использовании адекватных пара-
метров и физико-математической модели, кото-
рая их будет учитывать. Поэтому аналитические 
методы остаются в строю и помогают прогнозиро-
вать характеристики на этапе моделирования.

Есть еще ряд сложных комбинированных под-
ходов на основе различных матричных вычисле-
ний с включением методов конечных и граничных 
элементов (Finite Element Method/ Boundary Ele-
ment Method – FEM/BEM). К их числу можно отне-
сти подход, основанный на методе функции Грина 
в матричной форме [7], и иерархическое каскади-
рование на основе B-матриц [8; 9].

Цель работы – показать современное состояние 
и основные особенности расчета ППФ на ПАВ на 
основе двух подходов: модели связанных мод и 
метода конечных элементов. В качестве образца, 

на основе которого будет проходить сравнение ре-
зультатов расчета, выбрана конструкция фильтра 
на продольных модах на подложке 36° YX-срезе 
танталата лития (36°  YX LiTaO3), где в качестве 
основного типа волны используется вытекающая 
ПАВ.

1. Модифицированная 
модель связанных мод

В рамках подхода МСМ устройство на ПАВ 
удобно рассматривать в виде четырехполюсни-
ка (рис. 2, а), который описывается как набор 
Y-параметров. Матрица Y-параметров описывает 
поведение любой линейной электрической сети, 
которую можно рассматривать как «черный ящик» 
с рядом портов. Порт в этом контексте – это пара 
электрических выводов, по которым протекают 
токи и между которыми имеется определенное 
напряжение. 

На рис. 2, б приведена топология резонаторного 
фильтра, состоящего из одного входного встреч-
но-штыревого преобразователя (ВШП), двух вы-
ходных ВШП и отражательных структур (ОС), 
расположенных с двух сторон от выходных пре-
образователей. Данная топология относится к так 

Рис. 1. Методы расчета и моделирования устройств на ПАВ
Fig. 1. Methods for calculating and modeling SAW devices
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называемому фильтру, работающему на продоль-
ных резонансных модах (в англ. литературе – это 
dual-mode SAW filters (DMS)) [1]. Отдельными блока-
ми выделены зазоры между ВШП, поскольку они 
отвечают за синфазное возбуждение продольных 
мод, и, таким образом, от них сильно зависят ха-
рактеристики фильтра. Зазоры между ВШП и 
ОС равны нулю и не указаны на рисунке. Число 
электродов и апертуры ВШП и ОС выбирают та-
ким образом, чтобы выполнялись требования по 
реализации необходимых характеристик фильтра: 
полосы пропускания, минимальных вносимых по-
терь, заграждения, неравномерности АЧХ и др.

Отдельно взятый блок рассматривается как 
устройство с двумя акустическими и одним элек-
трическим входом. МСМ основан на рассмотре-
нии двух связанных между собой плоских волн. 
Общая методология данного подхода предложена 
в работе [1], где рассматривается линейная систе-
ма с двумя плоскими, линейно связанными в об-
ластях ограниченной протяженности волнами, 
распространяющимися во встречных направлени-
ях. На основе комплексной амплитуды мод может 
быть выражен поток мощности, исходящий из 
блока либо падающий на рассматриваемый блок.

Следуя идеологии метода Р-матрицы, тополо-
гию фильтра можно представить в виде, показан-

  
 а б

в
Рис. 2. Эквивалентное представление фильтра на ПАВ: a – в виде четырехполюсника; б – топология; в – акустоэлектрическая 
схема для МСМ
Fig. 2. Equivalent representation of a SAW filter: a – in the form of a quadripole; b – topology; c – acoustoelectric circuit for MSM

ном на рис. 2, в. Один из ВШП является входным 
преобразователем и подключен к входному порту. 
Электрические порты по выходным ВШП соеди-
нены параллельно. Акустические порты блоков 
соединены последовательно друг с другом в соот-
ветствии с топологическим описанием. Акусти-
ческая связь между преобразователями, а также 
отражательными структурами определяется рас-
пределением поля акустических волн в направле-
нии соответствующих структур. К входному порту 
приложен потенциал U1, к выходному – U2, через 
них текут токи I1 и I2 соответственно.

Последовательность действия при использова-
нии метода Р-матриц состоит в следующем:

– составляется эквивалентная акустоэлектриче-
ская схема выбранной конструкции (рис. 2, в);

–  вычисляются Р-матрицы всех элементарных 
звеньев устройства (рис. 3);

– вычисляется суммарная Р-матрица (P∑), опре-
деляющая связь комплексных амплитуд волн на 
входе и выходе ПАВ-структуры в целом.

Компоненты суммарной Р-матрицы акустиче-
ского канала (P∑) могут быть вычислены перемно-
жением соответствующих компонентов для ОС и 
ВШП. Условно запишем:

P∑ = PОС × PВШП-1 × Pзазор ×
× PВШП-2 × Pзазор × PВШП-3 × PОС.
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Суммарная матрица определяет связь ком-
плексных амплитуд волн на входе и выходе ПАВ-
фильтра. Из нее можно сформировать матрицу 
проводимостей устройства. Причем необходимо 
вычислить суммарные матрицы относительно 
входного и выходного порта из следующего физи-
ческого соображения:

j

,

( )i k Uik

P P Pb a
a P P P b
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S S S

S S S

S S S
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где b1, b8, a1, a8 – амплитуды волн на входе и выхо-
де акустических портов одиночного звена DMS; Ii, 
Uk, Uj, i, k, j = 1, 2 – токи и напряжения на входном 
и выходном электрических портах, j ≠ k; ( )ikPS

33  – 
элемент суммарной матрицы, определяющий ис-
комую проводимость ВШП в зависимости от со-
стояния электрических портов.

Известно, что свойства четырехполюсника на 
одной частоте полностью описываются двумя 
уравнениями. В матричной форме рассматрива-
емый ПАВ-фильтр как четырехполюсник, пред-
ставленный на рис. 2, а, можно описать с помощью 
интересующей нас матрицы проводимостей:

,
I Y Y U
I Y Y U
     
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где Ii и Ui, i = 1, 2 – токи и напряжения на входных 
и выходных электрических портах соответствен-
но, элементы Y11, Y12, Y21, Y22 – Y-параметры че-
тырехполюсника, их необходимо определить с по-
мощью МСМ. 

Для пассивного четырехполюсника передаточ-
ные проводимости Y12 = Y21, таким образом, в ма-
трице Y-параметров - три независимых параметра.

Для успешной реализации МСМ на базе 
P-матриц необходимо знать: 1) физическую ин-
терпретацию всех P-компонент [10]; 2) правила 
каскадирования P-матриц [5; 10]; 3) переход от на-
бора Y-параметров к S-параметрам [11]; 4) способ 
определения COM-параметров, чем пойдет речь  
ниже.

При разработке акустоэлектронных устройств 
необходимо знание следующих основных пара- 
метров:

 ● скорость ПАВ на свободной и металлизиро-
ванной поверхности;

 ● скорость ПАВ под элементами ВШП и ОС;
 ● коэффициент отражения ПАВ от электрода;
 ● коэффициент прохождения ПАВ через 

электрод;
 ● коэффициент акустоэлектронного преобра- 

зования;
 ● затухание ПАВ в подложке (в том числе и с 

учетом потерь за счет генерации объемных волн);
 ● статическая емкость электрода;
 ● фазовый сдвиг между центром отражения и 

возбуждения ПАВ.
Следует также отметить, что некоторые из пе-

речисленных параметров имеют зависимость от 
частоты, а для ряда параметров необходимо до-
полнительно учитывать вязкостные потери мате-
риала. Причем при определении этих параметров 
приходится учитывать довольно большое число 
степеней свободы, относящихся к топологиче-
ским, конструктивным и технологическим осо-
бенностям устройств. Это такие факторы, как

 ● геометрия (в частности, профиль) одиночно-
го электрода ВШП или ОС;

 ● тип электродной ОС (закороченная или 
электрически разомкнутая);

 ● тип элементарного отражателя в ОС (элек-
трод или канавка);

 ● геометрия шин ВШП и контактных площадок;
 ● коэффициент металлизации электродных 

структур;
 ● толщина металлизации.

Наиболее распространенными способами по-
лучения COM-параметров являются два способа: 
1) извлечение параметров из экспериментальных 
данных c последующим построением эмпири-
ческих зависимостей необходимых параметров 
[12]; 2) получение параметров с помощью раз-

Рис. 3. Представление электродов ВШП в виде элементарных 
блоков P-матриц
Fig. 3. Representation of IDT electrodes in the form of elementary 
blocks of P-matrices
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личных расчетов методом конечных элемен-
тов без проведения многочисленных реальных 
экспериментов [13]. 

Такие программные пакеты, как COMSOL Multi-
physics [3] или ANSYS [14], работа которых основана 
на методе конечных элементов, позволяют моде-
лировать устройства на ПАВ и анализировать раз-
личные параметры волн. Например, в работах [15; 
16] представлен способ численного извлечения 
COM-параметров. 

2. Метод конечных элементов

Известно, что особенностью распространения 
ПАВ в пьезоэлектрических подложках является 
тот факт, что волна механических смещений со-
провождается волной электрического потенциала, 
распространяющего с той же фазовой скоростью. 
Причем в отдельных случаях для акустических 
волн (Рэлея и псевдо ПАВ) вместо двух появляют-
ся три ортогональные компоненты механического 
смещения (две сдвиговых и одна продольная). Учет 
всех этих физических особенностей возможен при 
анализе распространения ПАВ только численным 
методом. В этом случае задача распространения 
ПАВ определяется дифференциальными уравне-
ниями и решается с учетом геометрии устройства, 
свойств материалов и граничных условий.

Уравнения пьезоакустики в тензорной форме [17]:
Tij = Cijkl Skl – ekij Ek,

Di = eij Ej + eijk Sjk ,

где T, S – тензоры напряжений и деформаций; E, 
D – векторы напряженности и индукции электри-
ческого поля; C, e, e – тензоры модулей упругости, 
пьезомодулей и диэлектрической проницаемости 
соответственно.

Уравнения движения в пьезоэлектрической сре-
де также можно представить в виде [17]:

;i l
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где показана связь компонент механического сме-
щения ui в декартовой системе координат xi и элек-
трического потенциала ,Φ  ρ  – плотность матери-
ала. Заметим, что для каждого узла сетки ищется 
4 неизвестных – 3 механические компоненты сме-
щения (u1, u2, u3) и Φ  – электрический потенциал. 
При условии задания соответствующих начальных 
и граничных условий данные уравнения полно-
стью определяют возможные волновые процессы 
в объеме упругого анизотропного тела, облада-
ющего пьезоэлектрическими свойствами. Таким 
образом, в кристалле волну можно характеризо-
вать смещениями и потенциалом .Φ

В отличие от одномерного рассмотрения зада-
чи по МСМ МКЭ, моделирование позволяет полу-
чить необходимые параметры и характеристики 
в 3D-размерности, в том числе точно получить 
информацию по рассеиванию волны в глубину 
подложки. А также получить информацию о всех 
возбуждаемых акустических модах в конкретной 
топологии. По своей сути такое 3D-моделирование 
будет наиболее точным с точки зрения описания 
всех акустических процессов, но и самым «ре-
сурсозатратным» как по требованию к ресурсам 
компьютера, так и по времени. Но существует ме-
тод, который позволяет существенно сократить 
модель. В этом случае рассмотрим несколько до-
пущений. Во-первых, преобразователь не должен 
иметь аподизацию, во-вторых, профиль волны, 
распространяющейся в поперечном направлении, 
будем считать плоским. Это допущение возмож-
но при апертуре ВШП более 10 длин волн, в этом 
случае можно пренебречь волноводным эффектом 
[18]. А в случае, если расстояние между соседни-

Рис. 4. Переход от полной 3-D модели к упрощенной модели
Fig. 4. Transition from a full 3-D model to a simplified model
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ми блоками (ВШП и ОС) незначительно, можно не 
рассматривать и дифракцию [19]. Понятно, что эти 
допущения существенно сужают круг анализиру-
емых топологий, но в то же время подходят для 
класса фильтров DMS.

Принцип перехода от полной 3D-модели к упро-
щенной модели показан на рис. 4. Предполагаем, 
что полученное решение на малом участке апер-
туры будет распространяться на весь преобра-
зователь с точностью до множителя апертуры. 
Предполагаем также, что волны, исходящие от 
преобразователя, имеют прямоугольный профиль, 
в том числе во всех точках, обусловленных пере-
крытием апертуры. 

Конечной целью расчета является задача найти 
один из наборов параметров, который полностью 
описывает четырехполюсник. Такими параметра-
ми могут быть Z-, Y- или S-параметры четырехпо-
люсника. С помощью МКЭ удобно рассчитывать 
набор Y-параметров, а по уже известным форму-
лам перейти к набору S-параметров [11]. Таким 
образом, необходимо найти зависимости в ча-
стотной области реальной и мнимой части прово-
димости Y11, Y12, Y21, Y22. Поскольку фильтры на 
ПАВ относятся к классу линейных цепей, то необ-
ходимо найти минимум три независимых компо-
нента, как и в подходе МСМ, поскольку (Y12 = Y21).

Решение задачи по расчету фильтра с помощью 
МКЭ можно свести в блок-схему (рис.  5), кото-
рая разбивает одну большую задачу на несколько 
этапов.

1. Анализ технических требований на фильтр. 
Анализ позволяет установить основные ограни-
чения на размеры конструкции и ограничения на 
материалы с учетом температурных уходов.

2. Выбор геометрии фильтра. На данном этапе 
на основе сформулированных технических тре-
бований надо определиться с типом геометрии 
фильтра, профилем электродов, толщиной и ко-
эффициентом металлизации электродов. В от-
дельных случаях необходимо также определиться 
с материалом подслоя и его толщиной. 

3. Прорисовка геометрии устройства. 
4. Выбор материалов подложки и электродов. 

Выбор для каждой области необходимых материа-
лов. Для описания пьезоэлектрических подложек 
потребуются матрицы коэффициентов упругости, 
пьезоэлектрических констант, диэлектрических 
констант и плотность. Их можно взять или из до-
ступной библиотеки, или ввести вручную из из-
вестных источников, например [20]. Необходимые 
углы Эйлера приведены в [19].

Рис. 5. Блок-схема методики расчета фильтра на ПАВ с помо-
щью метода конечных элементов в Comsol
Fig. 5. Block diagram of the method for calculating the SAW filter 
using the finite element method in Comsol
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5. Настройка граничных условий и начальных ус-
ловий. Необходимо указать условия свободной 
поверхности сверху и периодические граничные 
условия по апертуре (апертура )/W = λ 16  при ра-
боте с «упрощенной» моделью (рис. 6, а). Гранич-
ные условия подразделяются на механические и 
электрические.

6. Настройка электрических портов. На грани-
цах между электродами и пьезоэлектрической 
подложкой задаются потенциалы (1, 0) в зависи-
мости от типа анализируемых характеристик Y11, 
Y12, таким образом, осуществляем поочередную 
коммутацию входных и выходных портов.

7. Построение сетки. Необходимо сформиро-
вать сетку, то есть разбить модель на конечные 
элементы. В данной работе будем рассматривать 
соотношение по размеру конечных элементов 

/ ,m = λ 12  где m – размер стороны конечного эле-
мента, λ  – акустическая длина волны.

8. Выбор типа анализа. В данном случае нас ин-
тересует анализ в частотной области. И переходим 
к выбору диапазона частотного анализа и числу 
точек.

9. Расчет Y-параметров. В результате расчета 
мы имеем большой набор решений по числу сте-
пеней свободы (англ. Degree of freedom – DOF) для 
каждого параметра (3 компоненты механического 
смещения (рис. 6, в) и потенциал (рис. 6, б)) с учетом 
степени дискретизации конечных элементов. Вну-
тренними средствами можно перейти к интересу-
ющим параметрам устройства, в нашем случае это 
проводимость, например это реальная и мнимая 
части проводимости. В конечном итоге необходи-
мо получить полный набор Y-параметров.

10. Конвертация из Y-параметров к набору S-па-
раметров. Очень удобно описывать четырехпо-
люсник не в виде набора Y-параметров, а в виде 
элементов матрицы рассеяния или S-параметров, 

поскольку рабочие характеристики фильтров 
описываются как раз такими характеристиками 
(например, АЧХ). Чаще всего S-параметры опре-
деляются в тракте с величиной волнового сопро-
тивления, равной Z0 = 50 Ом. Физический смысл 
S11 – коэффициент отражения на входе, S21 – ком-
плексный коэффициент передачи. Y0 = 1/Z0. 

11. Вывод и анализ рабочих характеристик устрой-
ства (АЧХ, групповое время запаздывания (ГВЗ) 
и др.) на соответствие техническим требованиям.

В случае несоответствия можно варьировать 
различными параметрами топологии, такими как: 
число пар ВШП и ОС, величина зазора, апертуры 
преобразователя, толщина металлизации и коэф-
фициент металлизации. В общем случае можно 
менять любые входные данные и пересчитывать 
характеристики.

Необходимо отметить, что при моделировании 
с помощью МКЭ не были учтены следующие эф-
фекты: резистивные потери в электродах ВШП, 
дифракция акустической волны, потери за счет 
вязкостных свойств материала, учет контактных 
площадок и шин. Это делается по нескольким 
причинам. Во-первых, полноценный учет дифрак-
ции и резистивных потерь возможен, но тогда по-
требуется прорисовать полноценную 3D-модель, 
однако такой подход потребует слишком большо-
го числа элементов сетки и, соответственно, числа 
степеней свободы и, как следствие, больших ре-
сурсов компьютера, к тому же очень сильно воз-
растет время расчета. Во-вторых, учет потерь на 
распространение требует введения соответству-
ющих коэффициентов, которые нужно отдельно 
вносить в модель, при этом нужно быть уверен-
ными в их значениях, чтобы не получить допол-
нительную «ошибку» при расчетах. Поэтому имеет 
смысл сравнить оба подхода, но без учета данного 
вида потерь. Таким образом, можно анализиро-

   

 а б в
Рис. 6. Пример отображения для участка геометрии фильтра DMS: а – построенной сетки; б – распределения потенциала; в – рас-
пределения механического смещения
Fig. 6. Display example for the DMS filter geometry section: a – constructed mesh; b – potential distributions; c – distribution of mechani-
cal displacement
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вать все источники потерь отдельно. И поскольку 
аналитический МСМ является намного более бы-
стрым, то все источники потерь удобно добавлять  
именно там.

3. Результаты

Представим результаты расчета входной про-
водимости и АЧХ одного звена фильтра DMS, вы-
полненные на основе двух представленных подхо-
дов: аналитического – МСМ и численного – МКЭ. 
Основные результаты и особенности расчета све-
дем в табл. 1.

На характеристках входной проводимости (рис. 7), 
рассчитанной двумя способами, присутствует не-
большое расхождение в области крайней правой 

резонансной моды, что, по-видимому, связано с 
большей величиной утечки акустической энергии 
на верхних частотах, присущей вытекающим ПАВ. 
Несмотря на это, результаты анализа полосы про-
пускания на АЧХ (рис. 8) свидетельствуют, что 
данное расхождение не столь значительно.

В расчетах с помощью МКЭ не стояла задача 
оптимизации по времени расчета, поэтому был 
использован прямой решатель, число элементов 
сетки было порядка 208 461, плотность сетки – 
12 элементов на длину волны. В целом оба расчета 
показали приблизительно одинаковый результат, 
что является хорошим показателем для предва-
рительной оценки выходных характеристик. Ну и 
самое главное отличие состоит в том, что расчет 
на основе МКЭ занял порядка 20 часов, а расчет на 
основе МСМ – порядка 3 секунд.

 а б
Рис. 7. Входная проводимость Y11 одного звена фильтра DMS, рассчитанная с помощью МCМ (а) и МКЭ (б): 1 – Re(Y11), 2 – Im(Y11)
Fig. 7. Input conductivity Y11 of one section of the DMS filter, calculated using MCM (a) and FEM (b): 1 – Re(Y11), 2 – Im(Y11)

Таблица 1. Сравнение результатов расчета 
ППФ на основе 2 подходов: МКЭ и МСМ 
Table 1. Comparison of the results of calculating 
the PPF based on 2 approaches: FEM and MSM

МКЭ МСМ
Дискретизация сетки, 
длин волн 1/12 –

Число элементов 
(областей) сетки 208401 –

Требуемая оперативная 
память, Гб 39 –

Число степеней свободы 
(DOF) 4103169 –

Число частотных точек 201 201
Время расчета 20 ч 3 сек
Полоса пропускания по 
–3 дБ, МГц 25,46 26,2

Вносимые потери, дБ –0,321 –0,39
Центральная частота, 
МГц 977,33 977,33

Рис. 8. Расчетная АЧХ одного звена фильтра DMS без учета 
ряда источников потерь: 1 – МСМ, 2 – МКЭ
Fig. 8. Calculated frequency response of one DMS filter section 
without taking into account a number of loss sources: 1 – MSM, 
2 – FEM
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Далее сравним результаты расчета с имеющи-
мися результатами эксперимента для фильтра, по-
лученного на основе каскадного включения двух 
звеньев DMS (рис.  9). Такое включение является 
довольно типичным для данного класса резона-
торных фильтров на продольных резонансных мо-
дах и пользуется популярностью у производите-
лей акустоэлектронных изделий на ПАВ. В основу 
расчета возьмем МСМ, но подключим к расчету 
некоторые виды источников потерь, а именно ре-
зистивные потери, потери на распространение, 
потери на утечку основной акустической моды в 
объем подложки и учет возбуждения ПАВ после 
некоторой частоты отсечки. Кроме того, можно 
варьировать в небольших пределах паразитные 
LС-элементы.

Рис. 9. АЧХ 2-каскадного фильтра DMS: 1 – расчет МСМ,  
2 – эксперимент
Fig. 9. Frequency response of a 2-stage DMS filter: 1 – calculation 
of MSM, 2 – experiment

Таблица 2. Сравнение основных аспектов методов моделирования устройств на ПАВ
Table 2. Comparison of the main aspects of modeling methods for SAW devices

Характеристики модели МКЭ 
полное 3D

МКЭ 
усеченный 

вариант
МСМ

Эффекты, учитываемые в модели

Нагруженное произвольное сопротивление Zн + + +

Сигнал тройного прохода + + +

Многократные переотражения + + +

Излучение объемных волн + + +*

Дифракция + – +*

Волноводный эффект + – +*

Затухание в подложке + + +

Учет глубины проникновения волны в подложку + + –

Влияние контактных площадок и шин + – –

Резистивные потери + – +

Паразитные LC-элементы + + +*

Профиль электрода + + +*

Расчет основных элементов конструкции

ВШП, ОС + + +

Ответвители + – +

Непериодические структуры + + +

Амплитудная аподизациия + – +

Емкостное взвешивание + – +

Взвешивание удалением электродов + + +

Некоторые особенности расчета

Набор Y-параметров + + +

Расчет на новых материалах + + –**

Различные типы волн: Рэлея, LSAW, STW + + +

Быстрый синтез, ручной ввод, изменение параметров топологии – – +

Скорость расчета – – +

Готовый пакет + + –***

* для МСМ требуются отдельные «модули», решающие и учитывающие данные эффекты
** для расчета новых материалов требуется знание всех новых COM-параметров
*** по МСМ существуют лишь «авторские» пакеты и программы, которых нет в свободном доступе
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Основные параметры. Вносимые потери: –2,5 дБ. 
Относительная полоса пропускания по уровню 
–3 дБ: 2,5 %. Гарантированное подавление в полосе 
заграждения: –45 дБ. Сопоставление результатов 
расчета показывает, что отклонение в полосе про-
пускания не более 0,2 дБ, в полосе заграждения – 
не более 5 дБ от прогнозируемых величин.

4. Сравнение методов моделирования 
устройств на ПАВ

Накопленный опыт проектирования устройств 
на ПАВ позволяет выделить некоторые аспекты 
и направления, по которым можно сравнить рас-
смотренные в работе способы моделирования и 
свести их в табл. 2.

Как видно из представленной табл. 2, для каж-
дого подхода можно сделать некоторые выводы о 
его преимуществах и недостатках

Моделирование различных физических про-
цессов на основе МКЭ в режиме 3D возможно с 
помощью таких готовых программ, как ANSYS и 
COMSOL Multiphysics. К недостаткам МКЭ в ре-
жиме 3D можно отнести то, что данный подход 
требует значительных затрат машинного времени 
и существенных вычислительных ресурсов. Но зато 
возможен учет множества параметров и эффектов 
при моделировании реальных полноапертурных 
устройств. Поэтому данный подход больше под-
ходит для анализа устройств на финальной стадии 
разработки, где мы можем реальный эксперимент 
заменить качественным мультифизическим моде-
лированием. Удобный вывод результатов модели-
рования в графическом и числовом формате по-
зволяет использовать их для дальнейших расчетов 
в других пакетах, таких, например, как MATLAB.

Некоторые сложности и недостатки, присущие 
пакету в режиме полного 3D, компенсируются вы-
сокой точностью расчета, а также возможностью 
решать частные задачи, например, в усеченных 
моделях. 

Но все-таки наиболее быстро и эффективно 
можно считать устройства на ПАВ с помощью 

МСМ, для учета большего числа «вторичных» эф-
фектов требуются некоторая модификация и раз-
витие МСМ, но зато этот подход незаменим на 
стадии синтеза топологии. 

У разработчика есть возможность совмещать 
несколько подходов по модерированию устройств, 
например набор параметров распространения 
акустических волн, т.  е. COM-параметры брать 
из численного метода расчета на базе COMSOL, 
а непосредственно рассчитывать устройство с по-
мощью МСМ.

Заключение
Проведен сравнительный анализ результатов 

численного моделирования и расчета на основе 
модели связанных мод. Предложены практиче-
ские рекомендации для сокращения времени рас-
чета устройств на ПАВ при моделировании на ос-
нове метода конечных элементов.

Представленные подходы к проектированию, 
результаты расчета и эксперимента ППФ на ПАВ 
показали высокий уровень проектирования и тех-
нологии. Дальнейшее совершенствование мето-
дов проектирования ППФ на ПАВ должно быть 
направлено на создание новых конструкций и их 
моделей, позволяющих придерживаться тенден-
ций развития фильтров на ПАВ, а именно умень-
шения вносимых потерь, обеспечения широких 
полос пропускания, минимизации неравномерно-
сти АЧХ и ГВХ в полосе пропускания и повыше-
ния селективности.

Использование разных подходов моделирова-
ния позволяет повысить эффективность разра-
ботки, но быстрые и эффективные аналитические 
модели необходимы для синтеза и оптимизации 
параметров фильтров.
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Abstract – This article discusses the main issues of designing filters based on surface acoustic waves. A type of band-pass 
filter based on longitudinal resonant modes is presented. The features of the calculation based on two approaches are considered: 
the coupled mode model and the finite element method. Practical recommendations are proposed for reducing the time of 
filter calculation in numerical simulation. The results of calculating and measuring the transmission coefficient of a filter on 
a leaky surface acoustic waves on a 36° YX-cut lithium tantalate substrate are presented and compared. The main aspects and 
directions in which the considered modeling methods can be compared are highlighted and analyzed. It is shown that the use 
of different modeling approaches increases the development efficiency, and fast analytical models are required for the synthesis 
and optimization of filter parameters.
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Параметрический синтез динамических звеньев 
для вариантов их включения между нелинейной 

частью и нагрузкой автоматических систем 
радиоуправления с общей обратной связью

А.А. Головков , В.А. Головков
ВУНЦ ВВС «Военно-воздушная академия имени профессора Н.Е. Жуковского и Ю.А. Гагарина»  

394064, Россия, г. Воронеж,  
ул. Старых Большевиков, 54а

Аннотация – Введение: анализ известной литературы показывает, что использование различных типов согласующих 
четырехполюсников (реактивных, резистивных, комплексных, смешанных) и охватывающей нелинейный элемент цепи 
обратной связи позволяет увеличить область физической реализуемости заданных форм частотных характеристик. 
Цель работы: увеличение области физической реализуемости заданных форм частотных характеристик за счет 
оптимизации параметров согласующих смешанных четырехполюсников и использования дополнительной цепи обратной 
связи, охватывающей нелинейный элемент и смешанный четырехполюсник. Одна часть таких четырехполюсников 
состоит только из резистивных элементов, а вторая – только из реактивных элементов. Материалы и методы: 
теория четырехполюсников, матричная алгебра, метод декомпозиции, метод синтеза управляющих устройств СВЧ, 
схемотехнический метод анализа характеристик радиоустройств. Результаты: получены математические модели 
согласующих смешанных четырехполюсников в виде взаимосвязей между элементами их матрицы передачи и 
зависимостей сопротивлений их двухполюсников от частоты, оптимальных по критерию обеспечения заданных форм 
частотных характеристик. Заключение: сравнительный анализ теоретических результатов (АЧХ- и ФЧХ-усилителей), 
полученных путем математического моделирования в системе MathCad, и экспериментальных результатов, полученных 
путем схемотехнического моделирования в системах OrCad и MicroCap, показывает их удовлетворительное совпадение.

Ключевые слова – параметрический синтез согласующих смешанных четырехполюсников; заданные формы частотных 
характеристик усилительных звеньев.

Введение
В работе [1] предложен алгоритм параметриче-

ского синтеза динамических звеньев [2] автомати-
ческих систем радиоуправления [3] в виде согла-
сующих смешанных четырехполюсников (ССЧ), 
оптимальных по критерию обеспечения заданных 
характеристик различных усилительных звеньев с 
учетом наличия нелинейной части, состоящей из 
нелинейного элемента (НЭ) и охватывающей его 
обратной связи. 

Цель работы состоит в расширении функцио-
нальных возможностей усилительных звеньев путем 
включения дополнительной цепи обратной связи 
(ЦОС), охватывающей и нелинейную часть и ССЧ. 

Для достижения этой цели делается попытка опре-
делить минимальное количество и значения па-
раметров ССЧ, при которых обеспечиваются за-
данные формы АЧХ и ФЧХ (зависимости модуля 
m и фазы ϕ  передаточной функции H от частоты) 
усилительных звеньев с дополнительной общей 
обратной связью в одном из режимов работы НЭ 
(аргументы опущены):

(cos sin ).H m j= ϕ+ ϕ  (1)

Для составления исходных уравнений, удовлет-
воряющих (1), выделим в явном виде нелинейную 
часть (НЧ), которая может быть выполнена из 
трехполюсного нелинейного элемента с обратной 
связью или без нее, цепь прямой передачи (ЦПП) 
из НЧ и ССЧ, а также общую ЦОС сопротивле-
ния источника сигнала z r jx= +0 0 0  и нагрузки 

í í íz r jx= +  (рис. 1, 2).

1. Алгоритм параметрического синтеза

Для отыскания передаточных функций исследу-
емых радиоустройств используем известные пра-
вила применения матриц различных параметров 
для описания четырехполюсников и их соедине-
ний, а также условия нормировки общей матрицы 
передачи узла «НЧ–ЦОС–ССЧ» [4; 5]. Тогда пере-
даточную функцию для структуры с параллель-
ной по напряжению ЦОС, показанной на рис. 1, а, 
можно записать в следующем виде:

[ ( ) ]

( - )

oc
í y yz y db a b

H
aA bB cC dD ad bc E H

+ +
=

+ + + + +
21

0 0 0 0 0 0

1
, (2)

где
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[ ( )]oc
í y yA z c z a y z= + +0 0 11 01 ;

[ ( )( )]oc oc oc oc
í í yB y y z z y z y z a B= + + - +0 12 21 0 11 0 22 011 1 ;

( )oc
ó íB c z y z= -01 0 221 ;

[ ( )]oc
í y yC z d z b y z= + +0 0 11 01 ;

[ ( )( )]oc oc oc oc
í í yD y y z z y z y z b D= + + - +0 12 21 0 11 0 22 011 1 ;

( )oc
ó íD d z y z= -01 0 221 ;

( )oc
í y y y yE y z z a d b c= - -0 21 0 ;

oc
íH y z z=0 12 0 ;

,ya  ,yb  ,yc  yd  – известные зависимости комплекс-
ных элементов классической матрицы передачи НЧ 
от частоты; ,ocy11  ,ocy12  ,ocy21  ocy22  – известные зависи-
мости элементов матрицы проводимостей ЦОС от ча-
стоты; a, b, c, d – искомые зависимости комплексных 
элементов классической матрицы передачи ССЧ.

Если положить ,ocy =11 0  ,ocy =12 0  ,ocy =21 0  ,ocy =22 0  
то предлагаемый алгоритм синтеза оказывается 
справедливым и для усилительных динамических 
звеньев без ЦОС [1]. При синтезе ССЧ без ЦОС 
и НЧ надо дополнительно принять ,ya = 1  ,yb = 0  

,yc = 0  .yd = 1  Если (1) означает обеспечение квази-
линейного склона зависимости модуля передаточ-
ной функции от частоты, излагаемый материал 
применим и для синтеза высокочастотной части 
демодуляторов сигналов с угловой модуляцией.

Подставим (2) в (1). Получим комплексное урав-
нение, решение которого приводит к взаимосвязи 
элементов классической матрицы передачи ССЧ, 
оптимальной по критерию (1):

( )C c B b D a C c C
d

C a D
+ + + +

=
+

1 1 2

1
, (3)

где
oc

ó í r xB a y z B M b jb= - = +21 0 ;

í r xC z H M c jc= - = +0 ;

r xC E M c jc= = +1 0 1 1 ;

r xC C M c jc= - = +2 0 2 2 ;

oc
ó í r xD D M b y z d jd= - = +0 21 ;

r xD A M d jd= - = +1 0 1 1 .
При использовании последовательной по току 

ЦОС (рис. 1, б) передаточную функцию можно 
представить следующим образом:

[ ( ) ]

( - )

oc
í y yz z ac cd

H
aA bB cC dD ad bc E H

+ +
=

+ + + + +
21

0 0 0 0 0 0

1
, (4)

где

[( )( - ) ] ( - )oc oc oc oc oc
í y y íA z z z z z z c a z z= + + +0 0 11 22 12 21 22 ;

( )oc
y yB a c z z= + +0 0 11 ;    ocH z=0 12 ; 

[( )( ) ] ( )oc oc oc oc oc
í y y íC z z z z z z d b z z= + - + + -0 0 11 22 12 21 22 ;

( )oc
y yD b d z z= + +0 0 11 ;    ( )oc

y y y yE z a d b c= - -0 21 ;

,ocz11  z ,oc
12  z ,oc

21  zoc
22  – известные зависимости элемен-

тов матрицы сопротивлений ЦОС от частоты.
Взаимосвязь между элементами классической 

матрицы передачи ССЧ, оптимальную по крите-
рию (1), можно также представить в форме (3), но 
при следующих уточнениях:

r xB B M b jb= - = +0 ; (5)

í r xC z H M c jc= - = +0 ;    r xC E M c jc= = +1 0 1 1 ;
oc

ó í r xC d z z C M c jc= - = +2 21 0 2 2 ; 

r xD D M d jd= = +0 ; 
oc

ó í r xD c z z A M d jd= - = +1 21 0 1 1 . 

При использовании последовательной по на-
пряжению ЦОС (рис. 2, а): 

[ ( ) ]

( - )

oc
í y yz h bc dd

H
aA bB cC dD ad bc E H

+ +
=

+ + + + +
21

0 0 0 0 0 0

1
, (6)

где

[ ( )]oc
í y yA z a c z h= + +0 0 11 ;

zoc
íH h=0 12 ;

[( )( ) ]oc oc oc oc
ó í íB B c h z z h h h z= + - + +0 01 22 0 11 12 211 ;

( )oc
í yB h z a= -01 221 ;

     
а                                                б

Рис. 1. Структурные схемы усилительных звеньев с параллель-
ной по напряжению (а), последовательной по току (б) общими 
цепями обратной связи и ССЧ
Fig. 1. Structural diagrams of amplifying links with parallel  
voltage (a), series current (b) common feedback circuits and SFS

     
а                                                б

Рис. 2. Структурные схемы усилительных звеньев с последова-
тельной по напряжению (а), параллельной по току (б) общими 
цепями обратной связи и ССЧ
Fig. 2. Structural diagrams of amplifying links with serial  
voltage (a), parallel current (b) common feedback circuits and SFS
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[ ( )]oc
í y yC z b d z h= + +0 0 11 ;

[( )( ) ]oc oc oc oc
ó í íD D d h z z h h h z= + - + +0 01 22 0 11 12 211 ;

( )oc
í yD h z b= -01 221 ;    z ( )oc

í y y y yE h a d b c= -0 21 ;

,och11  ,och12  ,och21  och22  – известные зависимости элемен-
тов смешанной матрицы H ЦОС от частоты. 

Коэффициенты для взаимосвязи (3) между эле-
ментами классической матрицы передачи ССЧ, 
оптимальной по критерию (1):

oc
ó í r xB c h z B M b jb= - = +21 0 ; (7)

í r xC z H M c jc= - = +0 ;

r xC E M c jc= = +1 0 1 1 ;

r xC C M c jc= - = +2 0 2 2 ;
oc

ó í r xD D M d z h d jd= - = +0 21 ;

r xD A M d jd= - = +1 0 1 1 . 

При использовании параллельной по току об-
ратной связи (рис. 1, г): 

[ ( ) ]
,

( - )

oc
í y yz f aa b c

H
aA bB cC dD ad bc E H

+ +
=

+ + + + +
21

0 0 0 0 0 0

1
 (8)

где

[ ( )( )]oc oc oc oc
í yA f f z f z z f a A= + + - +0 12 21 0 11 0 22 011 ;

( )oc
ó íA c z z f= -01 0 22 ;    ( )]oc

y yB a f z z c= + +0 11 0 01 ;

[ ( )( )]oc oc oc oc
í yC f f z z f f z b C= + - + +0 12 21 0 22 11 0 011 ;

( )oc
ó íC d z z f= -01 0 22 ;    ( )oc

y yD d z b f z= + +0 0 11 01 ;

z ( )oc
y y y yE f a d b c= -0 21 0 ;    ocH f z=0 12 0 ;

,ocf11  ,ocf12  ,ocf21  ocf22  – известные зависимости элемен-
тов смешанной матрицы F  ЦОС от частоты. 

Коэффициенты для взаимосвязи (3) для этого 
варианта:

r xB B M b jb= - = +0 ; (9)

í r xC z H M c jc= - = +0 ;    r xC E M c jc= = +1 0 1 1 ;
oc

ó í r xC b z f C M c jc= - = +2 21 0 2 2 ;

r xD D M d jd= = +0 ;
oc

ó í r xD a z f A M d jd= - = +1 21 0 1 1 . 

Для отыскания выражений для определения па-
раметров типовых схем ССЧ необходимо найти эле-

менты a, b, c, d [4; 5], выраженные через сопротивле-
ния или проводимости двухполюсников, а также 
коэффициенты ,B  ,C  ,C1  ,C2  ,D  D1  с выбранным 
типом обратной связи и подставить их в (3). Затем 
это комплексное уравнение надо разделить на дей-
ствительную и мнимую части и решить получен-
ную таким образом систему двух алгебраических 
действительных уравнений относительно сопро-
тивлений или проводимостей двух двухполюсни-
ков выбранной схемы ССЧ. В результате получа-
ются зависимости сопротивлений резистивных 
и реактивных двухполюсников от частоты, опти-
мальные по критерию (1). Задача реализации этих 
частотных характеристик в ограниченной полосе 
частот решена в работе [4].

2. Результаты параметрического 
синтеза

Здесь приводятся некоторые из решений, полу-
ченных для типовых схем ССЧ при использова-
нии варианта структурной схемы с параллельной 
по напряжению обратной связью (рис. 1, а). Если 
в качестве ССЧ используется последовательно 
включенные резистивный двухполюсник с сопро-
тивлением R  и реактивный двухполюсник с со-
противлением jX  (рис. 3, а), то зависимости этих 
сопротивлений от частоты определяются следу-
ющим образом:

( ) ( )

( )
r r r r r x x x x x

r x

c c d d b c c d d b
R

b b

- - + + - - +
=

- +
1 1 1 1

2 2
; (10)

( ) ( )

( )
x x x x r r r r r x

r x

c c d d b c c d d b
X

b b

- - + - - - +
=

- +
1 1 1 1

2 2
.

ССЧ в виде параллельно включенных двухполюс-
ников R  и jX  (рис. 3, б):

( )
( ) ( )

r x

r r r r r x x x x x

c c
R

c c d d c c c d d c
- +

=
- - + + - - +

2 2
2 2

1 1 2 1 1 2
; (11)

( )
( ) ( )

r x

r r r r x x x x x r

c c
X

c c d d c c c d d c
- +

=
- - + - - - +

2 2
2 2

1 1 2 1 1 2
.

ССЧ в виде Г-образного соединения двухполюс-
ников R  и jX  (рис. 3, в):

                  
а                           б                           в

Рис. 3. Примеры синтезированных ССЧ с двумя двухполюсни-
ками
Fig. 3. Examples of synthesized SFSs with two two-terminal net-
works

                
а                           б                           в

Рис. 4. Примеры синтезированных ССЧ с двумя двухполюсни-
ками (продолжение)
Fig. 4. Examples of synthesized SFSs with two two-terminal net-
works (continued)
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r x

r r r r x

c Xd
R

c c d d Xb
+

=
- + - +

2

1 1
; (12)

( )
( )

x x x x x r r x x

r x x r

X c c d d d b c b c Q
X

b d b d
+ - - + + + -

=
- -

0 1 1 2 2
2

;

( )r r r r rX c c d d d= - - +0 1 1 ;

2

Q= [( )

( ) c c ] ;

r r r r r

x x x x x r r x x

c c d d d

c c d d d b b Q

± - - + +

+ - - + + + -

1 1

1 1 2 2 0

[( )

( ) ] ;
x x x x r

r r r r x

Q c c d d c

c c d d c Q

= - - + -

- - - +
0 1 1 2

1 1 2 1

4

( )r x x rQ b d b d= -1 .

ССЧ в виде Г-образного соединения двухполюс-
ников jX  и R  (рис. 4, а):

( )r x x x x

r x

c X c c d d
R

d Xb
+ - + -

=
+

2 1 1 ; (13)

( )
[ ( ) ( )]

x x x x x r r x x

r x x x x x r r r r

X c c d d d b c b c Q
X

b c c d d b c c d d
+ - - + + + -

=
- - + - + - - +

0 1 1 2 2

1 1 1 12
;

( )r r r r rX c c d d d= - + -0 1 1 ;

2

Q= [( )

( ) ] ;

r r r r r

x x x x x r r x x

c c d d d

c c d d d b c b c Q

± - - + +

+ - - + + + -

1 1

1 1 2 2 0

[ ( )

( )] .

r x x x x

x r r r r

Q b c c d d

b c c d d

= - - + +

+ - + -

0 1 1
2

1 1

4

ССЧ в виде обратного Г-образного соединения 
двухполюсников R  и jX  (рис. 4, б): 

( )x x x x r

r x

X c c d d c
R

d Xb
- + - -

=
-

1 1 2

1
; (14)

( )
[ ( ) ( )]

x x x x x r r x x

x r r r r r x x x x

X c c d d d b c b c Q
X

b c c d d b c c d d
+ - - + - - +

=
- - + + - + -

0 1 1 1 2 2

1 1 1 12
;

( )r r r r rX c c d d d= - - +0 1 1 1 ;

[( )

( ) ] ;

x x x x x

r r r r r r r x x

Q c c d d d

c c d d d b c b c Q

= ± - + - +

+ - + - + + -

1 1 1

2
1 1 1 2 2 0

[ ( )

( )](c c ).
x r r r r

r x x x x r x x r

Q b c c d d

b c c d d d d

= - - + -

- - - + -
0 1 1

1 1 2 1 2 1

4

ССЧ в виде обратного Г-образного соединения 
двухполюсников jX  и R  (рис. 4, в):

r x

r r r r x

c Xd
R

c c d d Xb
-

=
- + - +

2 1

1 1
; (15)

( )
( )

r r r r r r r x x

r x x r

X c c d d d b c b c Q
X

b d b d
- - + - + + +

=
-

0 1 1 1 2 2

1 12
;

[( )x x x x xQ c c d d d= ± - - + +1 1 1

[c ( )

( )] ;

( ) ] ;

r x x x x

x r r r r

r r r r r r r x x

Q c c d d

c c c d d Q

c c d d d b c b c Q

= - - + -

- - - +

+ - - + + + +

0 2 1 1

2 1 1 01

2
1 1 1 2 2 0

4

( )x x x x xX c c d d d= - + -0 1 1 1 ;    r x x rQ b d b d= -01 1 1 .

ССЧ в виде Т-образного соединения двухполюс-
ников jX1 , jX2 и R3  (рис. 5, а). При выборе комби-
нации ,X1  X2  имеем:

B B A C
X

A
- ± -

=
2

1 1 1 1
1

1

4
2

; (16)

B B A C
X

A
- ± -

=
2

2 2 2 2
2

2

4
2

,

где

( )r x r r x xA R b b b d b d= + + +2 2
1 3 1 1 ;

( )( )

( )( )
x x r r r

r r x x x

B d R b c c d

d R b c c d

= + - + -

- + - + +
1 1 3 1

1 3 1

( ) ( )r x x x r rb c R d b c R d+ - - -2 3 2 3 ;

( )( )r r r r r rC c c d d c R d= - - + - +1 1 1 2 3

( ) ( )r r x x r r x xR b c b c R b d b d+ + - + +2
3 2 2 3

( )( )x x x x x xc R d c c d d+ - - - +2 3 1 1 ;

( ) ( )

( ) ;
r x x x x x x

r r r r r

A R b b c c d d b

c c d d b

= + + - - + +

+ - - +

2 2
2 3 1 1

1 1

( )( ) ( )( )x x r r r r x xB d R b c c d R b c c= + - - + - +2 1 3 1 1 3 1

r x x r r x x rb c b c d d d d+ - - +2 2 1 1 ;

r r x xC c d c d= - +2 2 1 2 1

( ) ( ).r r x x r r x x r r x xR b c b c d d d d R b d b d+ + - - - +2
3 2 2 1 1 3

Далее при смене сочетаний по два из общего числа 
двухполюсников типовых схем ССЧ всюду изменяют-
ся коэффициенты ,A1  ,B1  ,C1  ,A2  ,B2  C2  и смысл 
сопротивлений ,X1  X2  в (16). При выборе комбина-
ции ,jX1  R3  (рис. 5, а) надо в (16) положить ;X X=1 1  

,X R=2 3  и изменить указанные коэффициенты: 

( )x r r x r xA b d b d X b b= - - +2 2
1 1 1 2 ;

r r x x r r x xB b c b c d d d d= + + + -1 2 2 1 1

( ) [ ( )

( )] ;
r x x r r r r

r x x x x

X b b b c c d d

b c c d d X

- + + - - + +

+ - + -

2 2 2
2 1 1

1 1 2

2 2

2 2

( )( )x r x x x xC X d X b c c d d= - - - + +1 2 2 1 1

( ) ( )r r x x r xX b c b c X d X b+ + - - ×2 2 2 2 2

( ) ;r r r r r x x rc c d d c d c d× - + - - +1 1 2 2

( )r r x xA b d b d= - +2 ;
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[ ( ) ( )]x r r r x xB b c c b c c X= - + - +2 1 1 2

( )r x r r x x r r x xX b b b c b c d d d d+ + + + - -2 2 2
2 2 2 1 1 ;

( )( )r x x x xC X d X b c c d= - - + -2 2 1 2 1

( )( ) ( )x r r r r r x x rX d X b c c d X b c b c- + - + + - +2 1 2 1 2 2 2

( )r r x x r r x xX b d b d c d c d+ + + +2
2 1 1 2 1 2 1 .

При выборе комбинации ,jX2  R3  (рис. 5, а) надо в 
(16) положить ;X X=1 2  :X R=2 3

( )

( ) ( );

x r r r r

r x x x x r x

A b c c d d

b c c d d X b b

= - - + -

- - - + - +

1 1 1
2 2

1 1 1

( )( )

( )( )
x r x x x x

r x r r r r

B d X b c c d d

d X b c c d d

= - - - + +

+ + - - + +
1 1 1 1

1 1 1

( )

[( ) ( ) ];
r r x x r x

x x r r r x

b c b c X b b

X d d b d d b

+ + - + -

- - - -

2 2 2
2 2 1

1 1 1

(

) ;
r r x x

r r x x r x x r

C C X b c b c

d d d d c d c d

= + + +

+ + - +
1 0 1 2 2

1 1 2 2

( )x r r xC X b d b d= -2
0 1 1 1 ;    ( )r r x xA b d b d= - +2 ;

( ) ( )

( )

r r r r r x x x x x

r r x x r x

B d c c d d d c c d d

b c b c X b b

= - - + + - - + +

+ + + + +

2 1 1 1 1
2 2 2

2 2 1

[ ( ) ( )]r x x x x r r rb c c d b c c d X+ - - + - +1 1 12 2 ;

[ ( ) ( )r x x x x r r rC X d c c d d c c d= - + + - + +2 1 1 1 1 1 1

] ( )

( ) ( ).
r x x r r r x x

r r r r r x x x x x

b c b c X b d b d

c c c d d c c c d d

+ - + + +

+ - - + + - - +

2
2 2 1 1 1

2 1 1 2 1 1

ССЧ в виде Т-образного соединения двухполюсни-
ков ,jX1  jX3  и R2  (рис. 5, б). При выборе комбина-
ции ,jX1  R2  в (16) X X=1 1 ; :X R=2 2

( )r x r x x rA X b b b d b d= + + -2 2
1 3 1 1 ; (17)

( )x x x x xB c c d d d= - - + +1 1 1 1
[( )x x x x rX c c d d b+ - - + -3 1 12 2

( )] ( )x r r r r r r r r rb c c d d c c d d d- - - + + - - + -1 1 1 1 12 2

( )r r x x r xb c b c X b b- - + +2 2
2 2 3 ;

( )( )r r r r x rC c c d d c X d= - - + - -1 1 1 2 3

( ) ( )r r x x r x x rX b c b c X b d b d- + - - -2
3 2 2 3

( )( )x x x x r xc c d d c X d- - - + +1 1 2 3 ; 

( ) ( )x x x x x r r r r rA c c d d b c c d d b= - - + + - - +2 1 1 1 1 ;

( ) [( )r x x x x rB X b b c c d b= + + - + -2 2 2
2 3 1 12

( )] ( )xc r r r r r r r rb c c d X c c d d d- - + + - - + -1 1 3 1 1 12

( )x x x x x r r x xd c c d d b c b c- - + - + +1 1 1 2 2 ;

( )r x x r r x x rC X b c b c d d d d= - - + -2 3 2 2 1 1

( )r r x x r r x xX b d b d c d c d- + + +2
3 2 1 2 1 .

При выборе комбинации ,jX1  jX3  (рис. 5, б) надо 
в (16) положить ;X X=1 1  :X X=2 3

( )r x r r x xA R b b b d b d= + + +2 2
1 2 1 1 ;

r x x r r x x rB b c b c d d d d= - + - +1 2 2 1 1

[( ) ( )]x x x r x r r rR c c d b b c c d+ - - + - +2 1 12 2 ;

( )r r x xC R b c b c= + -1 2 2 2

( )( )r r r r r rR d R b c c d d- - - - + -2 2 1 1

( )( )x x x x x xR d R b c c d d- - - - + -2 2 1 1

( )r r x xc d c d- +2 2 ;

( )r x r r x xA R b b b d b d= + - -2 2
2 2 ;

[ ( )r x x r r x x xB b c b c R b c c d= - + - + -2 2 2 2 1 12

( )]x r r r x r r xb c c d d d d d- - + + -1 1 1 12 ;

[( )( )x x x x x xC R d R b c c d d= + - - + +2 2 1 2 1 1

]r r x x r r x xb c b c c d c d+ + + + +2 2 2 1 2 1

( )( )r r r r r rR d R b c c d d+ + - - +2 1 2 1 1 .

При выборе комбинации ,R2  jX3  (рис. 5, б) надо в 
(16) положить ;X R=1 2  :X X=2 3

( ) ( )x x x x x r r r r rA b c c d d b c c d d= - - + + - - +1 1 1 1 1 ;

( ) ( )x x x x x r r r r rB d c c d d d c c d d= - - + + - - + +1 1 1 1 1

( )r x r r x x r r x xX b b b c b c d d d d+ + + + - - +2 2 2
1 2 2 1 1

[( ) ( )]r r r x r x x xX c c d b b c c d+ - + - - +1 1 12 2 ;

X ( )r x x r r x x rC b c b c d d d d= - + - -1 1 2 2 1 1

( )r r x x r r x xc d c d X b d b d- - + +2
2 2 1 1 1 ;

( )r x r x x rA X b b b d b d= + - +2 2 2
2 1 ;

( )( )x r x xB d X b d d= - - +2 1 12

( )( ) ( )( )r x r r x x x rd X b d d c c d X b+ + - - - - -1 1 1 12

( )( ) ( )r r x x r x r r r xb c b c d X b c c X b b- - - + - + +2 2 2
2 2 1 1 1 ;

( )( )x r x x x xC X d c c c d d= - - - + +2 1 1 2 1 1

( ) ( )r x x r r r x xX b d b d X b c b c+ - - + +2
1 1 1 1 2 2

( )( )x r r r r rc X d c c d d+ + - - +2 1 1 1 1 .

ССЧ в виде Т-образного соединения двухпо-
люсников ,R1  ,jX2  jX3  (рис. 5, в). При этом в (16) 

;X R=1 1  :X X=2 2

r r x xA b d b d= +1 1 1 ; (18)

( ) ( )r r r r r x x x x xB c c d d d d c c d d= - - + - - + - +1 1 1 1 1 1 1

( )r r x x r xb c b c X b b+ + + + +2 2 2
2 2 3

[( ) ( )]r r r x r x x xX c c d b b c c d+ - - + - +3 1 1 1 12 2 ;
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( )( )x r x x xC c X d c c d= - - + +1 2 3 1 1

( ) ( )r x x r r r x xX b c b c X b d b d+ - - + -2
3 2 2 3

( )( )r r x x r x r r rc d c d c X d c c d- - + + - +2 2 2 3 1 1 ;

( )x r r r rA b c c d d= - - + -2 1 1

( ) ( )r x x x x r xb c c d d X b b- - - + - +2 2
1 1 3 ;

( )( )r x r r r r x xB d X b d d b c b c= - - + + -2 3 1 2 22

( )( ) ( )( )x r x x r r r xd X b c c c c d X b- + - - - - -1 3 1 1 1 3

( ) ( )( )r x x r x xX b b d X b d d- + + + -2 2 2
3 1 3 12 ;

( )r r x x r r x xC X b c b c d d d d= + + + +2 3 2 2 1 1

( )r x x r r x x rc d c d b d b d X+ - + - 2
2 1 2 1 3 .

При выборе комбинации ,R1  jX3  (рис. 5, в) надо в 
(16) положить ;X R=1 1  :X X=2 3

r r x xA b d b d= +1 1 1 ;

( )r x r r x xB b b X b c b c= + + + +2 2 2
1 2 2 2

[( ) ( )]r r x r x x r r x xX c c b b c c d d d d+ - - - - -2 1 1 1 1 ;

[( )r r r r rC c c d d b= - - + +1 1 1

( )] [x x x x x r x x rb c c d d X b c b c+ - - + + - +2
1 1 2 2 2

( ) ( )]x x x r x r r rc c d d d c c d X+ - + - - + -1 1 1 1 2

r r x xc d c d- -2 2 ;

( )r x x r r xA b d b d X b b= - - +2 2
2 2 ;

[( ) ( )x x x x r r xB X c c d d b b b X= - + - - + +2 2 2
2 2 1 1 22 2

( )]x r r r rb c c d d+ - - + +1 12 2

r r x x r r x xb c b c d d d d+ + + +2 2 1 1 ;

( )r r x xC b c b c X= + -2 2 2 2

( )( )r x r r r rX d X b c c d d- - - - + -2 1 2 1 1

( )( )x r x x x x r x x rX d X b c c d d c d c d- + - - + + -2 1 2 1 1 2 1 2 1 .

При выборе комбинации ,jX2  jX3  (рис. 5, в) надо 
в (16) положить ;X X=1 2  :X X=2 3

( ) ( )r x r r r r rA b b R c c d d b= + + - - + +2 2
1 1 1 1

( )x x x x xb c c d d+ - - +1 1 ;

( )( ) ( )( )x x r r r r x xB R b d c c d R b c c= - - + - - +1 1 1 1 1

r x x r r x x rb c b c d d d d+ - + -2 2 1 1 ;

( )r r x xC R b d b d= + +2
1 1 1 1

( )r r x x r r x x r r x xR b c b c d d d d c d c d+ + - - - -1 2 2 1 1 2 2 ;

( )r x r r x xA R b b b d b d= + - -2 2
2 1 ;

( )x x x r r x x rB c c d d b c b c= - - + - +2 1 2 2

[( ) ( )]x x x r x r r rR c c d b b c c d+ - + - - + +1 1 1 1 12 2

( )x r r rd c c d+ - +1 1 ;

( )( )x x x x x xC c R d c c d d= + - - + +2 2 1 1 1 1

( )( )r r r r r rc R d c c d d+ + - - + +2 1 1 1 1

( ) ( )r r x x r r x xR b c b c R b d b d+ + + +2
1 2 2 1 1 1 .

ССЧ в виде П-образного соединения двухполюсни-
ков ,jX1  jX2  и R3  (рис. 6, а). При этом в (16) ;X X=1 1  

:X X=2 2
[( )( )x x x x x xA d R b c c d d= + - - + +1 1 3 1 1  (19)

] [( )r r x x r rb c b c R d R b+ + + + ×2 2 3 1 3

( )]r r r r r r x xc c d d R c d c d× - - + + +1 1 3 2 1 2 1 ;

[( ) ( )r r r x r x x xB c c d d d c c d= - - + - + +1 1 1 1 1

] [( )r x x r r r r xb c b c R c c d c+ - + - + -2
2 2 3 1 1 22

( )]r x x xc c c d R- - +2 1 1 32 ;

( ) ( )r x r r x xC R c c R c d c d= + - +2 2 2
1 3 2 2 3 2 2 ;

( )r r x x r r x xA b c b c d d d d R= + - - -2 2 2 1 1 3

( )r r x x r r x xb d b d R c d c d- + + +2
3 2 1 2 1 ;

[( ) ( ) ]x x r r r xB c c c c c c R= - + - +2 1 2 1 2 3

[ ( )r x x r r x x xR b c b c d c c d+ - + - - +2
3 2 2 1 1

( )]x r r rd c c d+ - +1 1 ;

[( )x x x x xC c c d d c= - - + +2 1 1 2

( )] ( )r r r r r r xc c c d d R R c c+ - - + + +2 2 2
2 1 1 3 3 2 2 .

При выборе комбинации ,jX1  R3  (рис. 6, а) надо в 
(16) положить ;X X=1 1  :X R=2 3

(c )( )x r r r r rA X d c c d d= + - - + +1 2 2 1 1 1

( ) ( )r x x r r r x xX b d b d X b c b c+ - - + -2
2 1 1 2 2 2

            
а                           б                           в

Рис. 5. Примеры синтезированных ССЧ с тремя двухполюсни-
ками
Fig. 5. Examples of synthesized SFSs with three two-terminal net-
works

            
а                             б                             в

Рис. 6. Примеры синтезированных ССЧ с тремя двухполюсни-
ками (продолжение)
Fig. 6. Examples of synthesized SFSs with three two-terminal net-
works (continued)
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( )( )r x x x x xc X d c c d d- - - - +2 2 1 1 1 ; 

[( )x x x x rB X c c d d c= - + - +1 2 1 1 22 2

( )]x r r r rc c c d d+ - - + -2 1 12 2

( )r r x x r r x x r xX b c b c d d d d c c- + + + + +2 2 2
2 2 2 1 1 2 2 ;

( ) ( )r x r x x rC X c c X c d c d= + + -2 2 2
1 2 2 2 2 2 2 ; 

[( ) ( )x x x r x r r rA c c d d d c c d= - - + - + +2 1 1 1 1

] ( )r x x r r r x xb c b c X b d b d X+ - - + +2
2 2 2 2

( ) ( )r r r r r x x x x xc c d d c c c c d d+ - - + + - - +1 1 2 2 1 1 ;

( )r r x x r r x x r xB b c b c d d d d X c c= + - - + + -2 2 2
2 2 2 1 1 2 2 2

[( ) ( )]r r x r x xc c c c c c X- - - -1 2 2 1 2 ;

( )r r x xC c d c d X= + 2
2 2 1 2 1 2 .

При выборе комбинации ,jX2  R3  (рис. 6, а) надо в 
(16) положить ;X X=1 2  :X R=2 3

( ) (r x x r r rA X b d b d X b c= - - +2
1 1 1 1 1 2

)x x r r x x r x x rb c d d d d c d c d+ + + + -2 1 1 2 2 ;

[( )( )x r r r r rB c d X c c d d= + - - + -1 2 1 1 1 1

( )( )]r x x x x xc d X c c d d X- - - - + -2 1 1 1 1 1

( ) [ ( )r r x x x r rX b c b c X c d d- + - - -2
1 2 2 1 2 1

( )]r x x r xc d d c c- - + +2 2
2 1 2 2 ; 

[( )x x x x rC c c d d c= - + - +1 1 1 2

( )] ( )x r r r r r xc c c d d X X c c+ - - + + +2 2 2
2 1 1 1 1 2 2 ; 

[( )x x x x xA c c d d b= - - + +2 1 1

( )]r r r r r r r x xb c c d d X c d c d+ - - + - - +2
1 1 1 2 2

[( ) ( )r r r x r x x xc c d d d c c d+ - - + - + +1 1 1 1

]r x x rb c b c X+ -2 2 1 ; 

[( )x x x x xB c c d d d= - - + -2 1 1 1

( ) ]r r r r r r r x xd c c d d b c b c X- - + - + + +2
1 1 1 2 2 1

[( )r x x x x rc c c c d c+ + + - - +2 2
2 2 1 1 22

( )]x r r rc c c d X+ - +2 1 1 12 ;

( )r r x xC c d c d X= + 2
2 2 1 2 1 1 .

ССЧ в виде П-образного соединения двухполюсни-
ков ,jX1  R2  и jX3  (рис. 6, б). При выборе комбина-
ции ,jX1  R2  в (16) надо положить ;X X=1 1  :X R=2 2

[( )( )r x r r r rA X d X b c c d d= - - - + +1 3 1 3 1 1  (20)

( )( )]x r x x x xd X b c c d d+ + - - + -1 3 1 1

( )r r x x r x x rX b c b c c d c d- + - +3 2 2 2 1 2 1 ;

[ ( ) ( )]r x r x x x r rB c c c d d c d d X= + + - - - +2 2
1 2 2 2 1 2 1 3

[( )( )x r r r r rc d X c c d d+ - - - + -2 3 1 1

( )( )]r x x x x xc d X c c d d- + - - + -2 3 1 1

( )r r x xX b c b c- +2
3 2 2 ;

( ) ( )r x r x x rC X c c X c d c d= + + -2 2 2
1 3 2 2 3 2 2 ;

( ) (r r x x r x x rA X b d b d X b c b c= - + + - -2
2 3 3 2 2

)r x x r r r x xd d d d c d c d- + + +1 1 2 1 2 1 ;

( )r r x xB X b c b c= + +2
2 3 2 2

[( ) ( )]x x x r x r r rc c d c c c c d X+ - + - - + +1 2 2 1 32 2

[( )r x x x x x xc c X c c d d d+ + + - - + +2 2 2
2 2 3 1 1

( )]r r r r rd c c d d+ - - +1 1 ;

[( )r r r r rC X c c d d c= - - + +2
2 3 1 1 2

( )]x x x x xc c c d d+ - - +2 1 1 .

При выборе комбинации jX1 , jX3  в (16) надо по-
ложить X X=1 1 ; X X=2 3  (рис. 6, б):

( )( )x x x x x xA c R d c c d d= + - + - -1 2 2 1 1 1

( ) ( )r r x x r r x xR b c b c R b d b d- + - + -2
2 2 2 2 1 1

( )( )r r r r r rc R d c c d d- + - - +2 2 1 1 1 ;

( )x r r x r x x rB b c b c d d d d R= - - + +2
1 2 2 1 1 2

[( ) ( )]x x x r x r r rR c c d c c c c d+ - + - - +2 1 1 2 2 1 12 2 ;

( ) ( )r r x x r xC R c d c d R c c= + - +2 2 2
1 2 2 2 2 2 2 ;

( )( )x x x x x xA c R d c c d d= - - - + +2 2 2 1 1

( ) ( )r r x x r r x xR b c b c R b d b d+ + - + +2
2 2 2 2

( )( )r r r r r rc R d c c d d+ - - - +2 2 1 1 ;

( )r x x r r x x rB b c b c d d d d R= - - + +2
2 2 2 1 1 2

[( ) ( )]r r r x r x x xc c d c c c c d R+ - - + - +1 2 2 1 22 2 ;

( ) ( )r r x x r xC R c d c d R c c= + + +2 2 2
2 2 2 1 2 1 2 2 2 .

При выборе комбинации R2 , jX3  в (16) надо по-
ложить X R=1 2 ; X X=2 3  (рис. 6, б): 

( )x r r x r x x rA b c b c d d d d X= - - + +1 2 2 1 1 1

( )r r x x r r x xc d c d X b d b d+ + - +2
2 2 1 1 1 ;

[ ]r r x x r r x xB b c b c d d d d X= - + - - +2
1 2 2 1 1 1

[( )( )r x x x xc X d c c d+ - - + -2 1 1 1 1

( )( )]x r r r r r xc X d c c d c c- + - + - - +2 2
2 1 1 1 1 2 2

( )r x x rX c d c d+ -1 2 1 2 1 ; 

[( )r r r r rC X c c d d c= - - - + +2
1 1 1 1 2
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( )]x x x x xc c c d d+ - - +2 1 1 ;

[r x x r r r x xA c d c d b c b c= - - + +2 2 2 2 2

( )( )]r x r r r rd X b c c d d X+ + - - + +1 1 1 1

( )( )x r x x x xd X b c c d d X+ - - - +1 1 1 1 ; 

[( )( )x r r r r rB c d X c c d d= + - - + -2 2 1 1 1 1

( )] [ ( )r r x x r x xX b c b c X c d d- + + - -1 2 2 1 2 1

( )( )r x x x x xc d X c c d d- - - - + -2 1 1 1 1

( )]x r r r xc d d X c c- - + +2 2
2 1 1 2 2 ;

( ) ( )r x r x x rC X c c X c d c d= + - -2 2 2
2 1 2 2 1 2 1 2 1 . 

ССЧ в виде П-образного соединения двухполюсни-
ков R1 , jX2  и jX3  (рис. 6, в). При выборе комбина-
ции R1 , jX2  в (16) надо положить X R=1 1 ; :X X=2 2

[( )r r r r rA c c d d b= - - + +1 1 1  (21)

( )]x x x x xb c c d d X+ - - + +2
1 1 3

[( ) ( )r r r x r x x xX c c d d d c c d+ - - + - + +3 1 1 1 1

]r x x r r r x xb c b c c d c d+ - + +2 2 2 1 2 1 ;

c [( )r x r r r r rB c c c d d d= + + - - + +2 2
1 2 2 1 1

( ) ]x x x x x r r x xd c c d d b c b c X+ - - + + + +2
1 1 2 2 3

[( ) ( )]r r r x r x x xc c d c c c c d X+ - - + - +1 2 2 1 32 2 ;

( )r r x xC X c d c d= - +2
1 3 2 2 ;

[ ( )x r r x r r x xA X X b d b d b c b c= - - - -2 3 3 2 2

]r r x x r x x rd d d d c d c d- - - +1 1 2 1 2 1 ;

[( )( )x r r r r rB c d X c c d d= - - - + -2 2 3 1 1

( )]r r x xX b c b c X- + +3 2 2 3

[ ( )( )r x x x x xc d X c c d d+ - + - - + +2 3 1 1

( ) ( )]r x x x r rc d d c d d X+ - - - +2 1 2 1 3

r xc c+ +2 2
2 2 ;

[( )r r r r xC X c c d d c= - - + -2
2 3 1 1 2

( )] ( )r x x x x r xc c c d d X c c- - - + + +2 2
2 1 1 3 2 2 .

При выборе комбинации R1 , jX3  (рис. 6, в) в (16) 
надо положить X R=1 1 ; :X X=2 3

[( ) ( )r r r x r x x xA c c d d d c c d= - + - - + +1 1 1 1 1

] ( )r x x r r r x xb c b c X b d b d X+ - + + +2
2 2 2 1 1 2

( )c ( )r r r r r x x x x xc c d d c c c d d+ - - + + - - +1 1 2 2 1 1 ;

( )r r x xC X c d c d= - +2
1 2 2 2 ;

( )r r x x r r x xB X b c b c d d d d= + - - +2
1 2 2 2 1 1

[ ( ) ( )]r x x r r r x xc c X c c c c c c+ + - - - -2 2
2 2 2 2 1 2 1 ; 

( )( )r r r r x rA c c d d c d X= - - + - -2 1 1 2 2

( ) ( )r r x x r x x rX b c b c X b d b d- + - - -2
2 2 2 2

( )( )r x x x x xc d X c c d d- + - - +2 2 1 1 ;

[( )x x x x rB X c c d d c= - + - +2 2 1 1 22 2

( )]x r r r rc c c d d+ - - + -2 1 12 2

( )r r x x r r x x r xX b c b c d d d d c c- + + + + +2 2 2
2 2 2 1 1 2 2 ;

( ) ( )r x r x x rC X c c X c d c d= + - -2 2 2
2 2 2 2 2 2 1 2 1 .

При выборе комбинации jX2 , jX3  (рис. 6, в) в (16) 
надо положить X X=1 2 ; :X X=2 3

( )r r x x r r x xA b c b c d d d d R= + + - -1 2 2 1 1 1

( )r r x x r r x xc d c d b d b d R- - + + 2
2 2 1 1 1 ;

[( )r r r x r xB R c c d d b c= - + + -2
1 1 1 1 2

( )]x r r x x xb c d c c d- - - + -2 1 1

[( ) ( )]r r x r x xR c c c c c c- - - -1 1 2 2 1 ;

( ) [( )r x r r r r rC R c c R c c d d c= + + - - + +2 2 2
1 1 2 2 1 1 1 2

( )]x x x x xc c c d d+ - - +2 1 1 ;

( ) ( )r r x x r r x xA b c b c R c d c d= + - + -2 2 2 1 2 2

[( )( )r r r r r rd R b c c d d- - - - + +1 1 1

( )( )]x x x x x xd R b c c d d R+ - - - +1 1 1 1 ;

[( ) ( )r r r x r x x xB c c d d d c c d= - - + - + +2 1 1 1 1

] [( )r x x r x x x rb c b c R R c c d c+ - + - + -2
2 2 1 1 1 22

( )]x r r rc c c d- - +2 1 2 ;

( ) ( )r x r r x xC R c c R c d c d= + + +2 2 2
2 1 2 2 1 2 1 2 1 .

3. Математическое и схемотехническое 
моделирование динамических звеньев

На рис. 7–10 для примера показаны резуль-
таты теоретических и экспериментальных ис-
следований принципиальной и эквивалентной 
схем узкополосного усилителя, соответствующих 
структурной схеме рис. 1, а, в виде их частотных 
характеристик. 

В качестве НЭ использован транзистор типа 
BFQ17PH,  включенный по схеме с общей базой 
по высокой частоте (рис. 7, а). Схема НЧ выполне-
на в виде параллельно соединенных НЭ и ЦОС с 
П-образным соединением трех элементов ,C22  ,C23   

.R36  Схема общей ЦОС построена в виде П-образного 
соединения трех элементов ,C25  ,C26  .R46  Нагрузка 
выполнена на элементе .R47  Сопротивление источ-
ника сигнала сформировано с помощью элемента 

.R30  Схема ССЧ собрана в виде П-образного четы-
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рехполюсника на элементах ,L2  ,C24  ,R45  параме-
тры которых определялись по формулам (16), (19).

Эквивалентная схема транзистора выполнена в 
виде перекрытого Т-образного четырехполюсни-
ка на элементах ,L12  ,R10  ,C20  ,R13  ,R11  ,C21  ,R9  
L5  (рис. 9). 

Схема НЧ реализована в виде параллель-
но соединенных эквивалентной схемы нели-
нейного элемента и цепи обратной связи из 
П-образного соединения трех элементов ,C8  

,C15  .R19  Схема общей ЦОС построена в виде 

П-образного соединения на основе трех эле-
ментов ,C18  ,C19  ,R23  а схема ССЧ – на основе 
П-образного соединения трех элементов ,L14   

,R24  .C13

Заключение
Анализ показывает, что экспериментальные 

(рис. 8, а) частотные характеристики (АЧХ и ФЧХ) 
принципиальной схемы узкополосного усилителя 
(рис. 7) удовлетворительно совпадают с характери-
стиками эквивалентной схемы (рис. 9) усилителя, 

Рис. 7. Принципиальная схема узкополосного усилителя (а), 
соответствующая первой структурной схеме (рис. 1, а). АЧХ- и 
ФЧХ-усилители, полученные в системе MicroCap (б) и в систе-
ме MathCad (в), показаны на рис. 8
Fig. 7. Schematic diagram of a narrow-band amplifier (a), corre-
sponding to the first block diagram (Fig. 1, a). The frequency re-
sponse and phase response of the amplifier obtained in the Micro-
Cap system (b) and in the MathCad system (c) are shown in Fig. 8

     
а                                                    б

Рис. 8. АЧХ- и ФЧХ-усилители (рис. 7), полученные в системе 
MicroCap (а) и в системе MathCad (б)
Fig. 8. Frequency response and phase response of the amplifier 
(Fig. 7), obtained in the MicroCap system (a) and in the MathCad 
system (b)

Рис. 9. Эквивалентная схема (а) узкополосного усилителя 
(рис. 7), соответствующего первой структурной схеме (рис. 1, а). 
АЧХ и ФЧХ, полученные в системе OrCad, показаны на рис. 10
Fig. 9. Equivalent circuit (a) of a narrow-band amplifier (Fig. 7) 
corresponding to the first block diagram (Fig. 1, a). The frequency 
response and phase response obtained in the OrCad system are 
shown in Fig. 10

а

б
Рис. 10. АЧХ (а) и ФЧХ (б) эквивалентной схемы (рис. 9), полу-
ченные в системе OrCad
Fig. 10. Frequency response (a) and phase response (b) of the equiv-
alent circuit (Fig. 9), obtained in the OrCad system
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полученные расчетным путем (рис. 8, б) и экспе-
риментально (рис. 10). Резонансная частота экви-
валентной схемы f ≈ 800  МГц (рис. 8, б и 10) не-
значительно отличается от резонансной частоты 
принципиальной схемы f ≈ 812  МГц (рис. 8, а). 
Произведение коэффициента усиления на полосу 
частот составляет примерно 200 МГц. 

Таким образом, полученные математические 
модели ССЧ (10)–(21) могут быть использованы 

для технического проектирования различных 
динамических звеньев автоматических систем 
управления с обратной связью с заданными ча-
стотными характеристиками. Результаты можно 
также использовать для формирования заданных 
АЧХ- и ФЧХ-фильтров и квазилинейных склонов 
АЧХ высокочастотных частей (до фильтра ниж-
них частот) демодуляторов сигналов с угловой 
модуляцией.
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Parametrical synthesis of dynamic links for variants of their 
inclusion between a nonlinear part and loading of automatic 

systems of radio management with the general feedback

Alexander A. Golovkov , Vladimir A. Golovkov
Military Educational and Scientific Centre of the Air Force N.E. Zhukovsky and Y.A. Gagarin Air Force Academy (Voronezh) 

the Ministry of Defence of the Russian Federation  
54a, Staryh Bolshevikov Street,  

Voronezh, 394064, Russia

Abstract – Introduction: the analysis of the known literature shows that the use of various types of matching quadripoles 
(reactive, resistive, complex, mixed) and the feedback circuit covering the non-linear element makes it possible to increase the 
area of physical feasibility of the given forms of frequency characteristics. The purpose of the work is to increase the area of 
physical feasibility of given forms of frequency responses by optimizing the parameters of matching mixed quadripoles and using 
an additional feedback circuit covering a nonlinear element and a mixed quadripole. One part of such quadripoles consists only of 
resistive elements, and the second – only of reactive elements. Materials and methods: theory of four-terminal networks, matrix 
algebra, decomposition method, method of synthesis of microwave control devices, circuit engineering method for analyzing 
the characteristics of radio devices. Results: Mathematical models of matching mixed quadripoles are obtained in the form of 
relationships between the elements of their transmission matrix and the dependences of the resistances of their two-terminals 
on frequency, which are optimal in terms of the criterion for providing specified forms of frequency characteristics. Conclusion: 
a comparative analysis of the theoretical results (frequency response and phase response of amplifiers) obtained by mathematical 
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modeling in the MathCad system and experimental results obtained by circuit simulation in the OrCad and MicroCap systems 
shows their satisfactory agreement.

Keywords – parametrical synthesis matching by the mixed two-port networks; the set forms of frequency characteristics of 
intensifying links.
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В.А. Неганов, А.А. Потапов. – М.: Радиотехника, 2009. – 235 с., ил.
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В монографии рассмотрены явления детерминированного хаоса и 
фрактальности в дискретно-нелинейных системах на примере устройств 
импульсной силовой электроники, приведены некоторые основные 
определения современной нелинейной динамики и некоторые матема-
тические методы целочисленных и дробных мер.

Представленные явления стохастической работы могут наблюдаться 
в широком классе систем с переменной структурой, действие которых 
может быть описано системами дифференциальных уравнений с пере-

менными коэффициентами, скачкообразно меняющими свои значения с течением времени в за-
висимости от состояния системы. Объектами исследования явились импульсные стабилизаторы 
напряжения различных типов и структур. Научной новизной является применение как фракталь-
ных, так и мультифрактальных мер детерминированного хаоса к анализу стохастической работы 
импульсных стабилизаторов.

Для специалистов, интересующихся проблемами детерминированного хаоса, численным моделирова-
нием дискретно-нелинейных систем.
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Параметрический синтез комплексных четырехполюсников 
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Аннотация – Введение: анализ известной литературы показывает, что использование различных типов согласующих 
четырехполюсников (реактивных, резистивных, комплексных, смешанных) и охватывающей нелинейный элемент цепи 
обратной связи позволяет увеличить область физической реализуемости заданных форм частотных характеристик. Цель 
работы: увеличение области физической реализуемости заданных форм частотных характеристик за счет оптимизации 
параметров согласующих комплексных четырехполюсников и использования дополнительной цепи обратной связи, 
охватывающей нелинейный элемент и смешанный четырехполюсник. Каждый двухполюсник таких четырехполюсников 
состоит как из резистивных элементов, так и из реактивных. Материалы и методы: теория четырехполюсников, матричная 
алгебра, метод декомпозиции, метод синтеза управляющих устройств СВЧ, схемотехнический метод анализа характеристик 
радиоустройств. Результаты: получены математические модели согласующих комплексных четыреполюсников в виде 
взаимосвязей между элементами их матрицы передачи и зависимостей сопротивлений их двухполюсников от частоты, 
оптимальных по критерию обеспечения заданных форм частотных характеристик. Заключение: сравнительный анализ 
теоретических результатов (АЧХ- и ФЧХ-усилителей), полученных путем математического моделирования в системе 
MathCad, и экспериментальных результатов, полученных путем схемотехнического моделирования в системах OrCad и 
MicroCap, показывает их удовлетворительное совпадение.

Ключевые слова – параметрический синтез согласующих комплексных четырехполюсников, заданные формы 
частотных характеристик усилителей.

Введение

В работе [1] предложен алгоритм параметри-
ческого синтеза согласующих комплексных че-
тырехполюсников (КЧ), включенных в заданные 
структурные схемы усилителей, с учетом наличия 
нелинейной части (НЧ), состоящей из нелинейно-
го элемента (НЭ) и охватывающей его параллель-
ной или последовательной по току или напряже-
нию обратной связи. 

Цель данной работы состоит в расширении 
областей физической реализуемости заданных 
АЧХ- и ФЧХ-усилителей путем включения допол-
нительной цепи обратной связи ЦОС, охватыва-
ющей и НЧ, и КЧ. 

Для достижения этой цели делается попытка 
определить минимальное количество двухпо-
люсников и значения параметров КЧ, при ко-
торых обеспечиваются заданные частотные ха-
рактеристики (зависимости модуля m и фазы ϕ  
передаточной функции H от частоты) усилителей 
с дополнительной обратной связью в одном из ре-
жимов работы нелинейного элемента (здесь и да-
лее аргументы опущены):

(cos sin )H m j= ϕ+ ϕ . (1)

Для составления исходных уравнений, удовлет-
воряющих (1), выделим в явном виде НЧ, кото-
рая может быть выполнена в виде НЭ с обратной 
связью или без нее, цепь прямой передачи (ЦПП) 
из КЧ и НЧ, а также общую ЦОС сопротивле-
ния источника сигнала z r jx= +0 0 0  и нагрузки 

í í íz r jx= +  (рис. 1, 2). 

1. Алгоритм параметрического синтеза
Для отыскания передаточных функций исследу-

емых усилительных звеньев будем использовать 
известные правила применения матриц различ-
ных параметров для описания четырехполюсни-
ков и их соединений, а также условия нормиров-
ки общей матрицы передачи узла «КЧ–НЧ–ЦОС» 
[1; 2]. На основании этого запишем передаточную 
функцию для структуры с параллельной по напря-
жению ЦОС, показанной на рис. 1, а, в следующем 
виде:

[ ( ) ]

( - )

oc
í y yz y ab bd

H
aA bB cC dD ad bc E H

+ +
=

+ + + + +
21

0 0 0 0 0 0

1
, (2)

где
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[ ( )( )]oc oc oc oc
í í yA y y z z y z y z b= + + - +0 12 21 0 11 0 221 1

( )oc
ó ía z y z+ + 11 01 ;    [ ( )]oc

ó í y íC z a z b y z= + -0 0 221 ;

[ ( )( )]oc oc oc oc
í í óB y y z z y z y z d= + + - +0 12 21 0 11 0 221 1

( )oc
ó íc z y z+ + 11 01 ;    [ ( )]oc

ó í ó íD z c z d y z= + -0 0 221 ;

oc
íH y z z=0 12 0 ;    ( )oc

í y y y yE y z z a d b c= - -0 21 0 ;

,ya  ,yb  ,yc  yd  – известные зависимости комплекс-
ных элементов классической матрицы передачи НЧ от 
частоты; ,ocy11  ,ocy12  ,ocy21  ocy22  – известные зависимости 
элементов матрицы проводимостей ЦОС от частоты; 
a, b, c, d – искомые зависимости комплексных элемен-
тов классической матрицы передачи КЧ от частоты. 
Если положить ,ocy =11 0  ,ocy =12 0  ,ocy =21 0  ,ocy =22 0  
то предлагаемый алгоритм синтеза оказывается 
справедливым и для усилителей без ЦОС и зада-
ча синтеза сводится к ранее решенной в [1] задаче. 
При синтезе КЧ без ЦОС и НЧ надо дополнитель-
но принять ,ya = 1  ,yb = 0  ,yc = 0  .yd = 1  Этот слу-
чай соответствует задаче синтеза неуправляемых 
динамических звеньев, согласующе-фильтрующих 
и корректирующих устройств. Если (1) означает 
обеспечение квазилинейного склона зависимости 
модуля передаточной функции от частоты, излага-
емый материал применим и для синтеза высоко-
частотной части демодуляторов сигналов с угло-
вой модуляцией. 

Подставим (2) в (1). Получим комплексное урав-
нение, решение которого приводит к взаимосвязи 
элементов классической матрицы передачи КЧ, 
оптимальной по критерию (1):

( )C c B b D d C c C
a

C d D
+ + + +

=
+

1 1 2

1
, (3)

где
oc

ó íB d y z B M= -21 0 ;    íC z H M= - 0 ;

C E M=1 0 ;    C C M= -2 0 ;    oc
ó íD A M b y z= -0 21 ;

D D M= -1 0 ;    (cos sin )M m j= ϕ+ ϕ .

При использовании последовательной по току 
ЦОС (рис. 1, б) передаточную функцию можно 
представить следующим образом:

[ ( ) ]

( - )

oc
í y yz z a c c d

H
aA bB cC dD ad bc E H

+ +
=

+ + + + +
21

0 0 0 0 0 0

1
, (4)

где

( )oc
ó ó íA b a z z= + -0 22 ;    ( )oc

ó ó íB d c z z= + -0 22 ;

( )[ ( )]oc oc oc oc
ó ó í óC z z b a z z a z z= + + - +0 0 11 22 12 21 ; 

( )[ ( )]oc oc oc oc
ó ó í óD z z d c z z c z z= + + - +0 0 11 22 12 21 ;

( )oc
y y y yE z a d b c= - -0 21 ;    ocH z=0 12 ;

,ocz11  ,ocz12  ,ocz21  ocz22  – известные зависимости эле-
ментов матрицы сопротивлений ЦОС от частоты.

Взаимосвязь между элементами классической 
матрицы передачи КЧ, оптимальную по крите-
рию (1), можно также представить в форме (3), но 
при следующих уточнениях:

B B M= - 0 ;    íC z H M= - 0 ;    C E M=1 0 ; (5)
oc

ó íC a z z C M= -2 21 0 ;    D A M= 0 ;
oc

ó íD c z z D M= -1 21 0 . 

При использовании последовательной по на-
пряжению ЦОС (рис. 2, а): 

[ ( ) ]

( - )

oc
í y yz h b c d d

H
aA bB cC dD ad bc E H

+ +
=

+ + + + +
21

0 0 0 0 0 0

1
, (6)

где

( )oc
ó í ó íA a z b h z= + -0 221 ;

( )oc
ó í ó íB c z d h z= + -0 221 ;

z ( )oc
í y y y yE h a d b c= -0 21 ;

( )[ ( )]oc oc oc oc
ó í ó í ó íC z h a z b h z b h h z= + + - +0 0 11 22 12 211 ;

( )[ ( )]oc oc oc oc
ó í ó í ó íD z h c z d h z d h h z= + + - +0 0 11 22 12 211 ;

zoc
íH h=0 12 ;

    
а                                                б

Рис. 1. Структурные схемы усилительных звеньев с параллель-
ной по напряжению (а), последовательной по току (б) общими 
цепями обратной связи и КЧ
Fig. 1. Structural diagrams of amplifying links with parallel voltage 
(a), series current (b) common feedback circuits and HF

    
а                                                б

Рис. 2. Структурные схемы усилительных звеньев с последова-
тельной по напряжению (а), параллельной по току (б) общими 
цепями обратной связи и КЧ
Fig. 2. Structural diagrams of amplifying links with serial voltage 
(a), parallel current (b) common feedback circuits and HF



53
Физика волновых процессов и радиотехнические системы. 2022. Т. 25, № 2. С. 51–59
Physics of Wave Processes and Radio Systems, 2022, vol. 25, no. 2, pp. 51–59

,och11  ,och12  ,och21  och22  – известные зависимости элемен-
тов смешанной матрицы H ЦОС от частоты. 

Коэффициенты для взаимосвязи (3) между эле-
ментами классической матрицы передачи ССЧ, 
оптимальной по критерию (1):
B B M= - 0 ;    íC z H M= - 0 ;    C E M=1 0 ; (7)

oc
ó íC b z h C M= -2 21 0 ;    D A M= 0 ;

oc
ó íD d z h D M= -1 21 0 . 

При использовании параллельной по току об-
ратной связи (рис. 2, б): 

[ ( ) ]

( - )

oc
í y yz f a a c b

H
aA bB cC dD ad bc E H

+ +
=

+ + + + +
21

0 0 0 0 0 0

1
, (8)

где

[ ( )]oc
ó ó íC b a f z z= - -0 22 0 ;

[ ( )]oc
ó ó íD d c f z z= - -0 22 0 ;

z ( )oc
y y y yE f a d b c= -0 21 0 ; 

( )[ ( )]oc oc oc oc
ó ó í óA f z b a f z a f f z= + - - +0 11 0 22 12 21 01 ;

( )[ ( )]oc oc oc oc
ó ó í óB f z d c f z c f f z= + - - +0 11 0 22 12 21 01 ;

ocH f z=0 12 0 ;

,ocf11  ,ocf12  ,ocf21  ocf22  – известные зависимости эле-
ментов смешанной матрицы F  ЦОС от частоты. 

Коэффициенты для взаимосвязи (3) для этого 
варианта: 

oc
ó íB c z f B M= -21 0 ;    íC z H M= - 0 ; (9)

C E M=1 0 ;    C C M= -2 0 ;
oc

ó íD A M a z f= -0 21 ;    D D M= -1 0 .
Для отыскания выражений для определения пара-

метров типовых схем КЧ необходимо взять известные 
элементы a, b, c, d [1; 2], выраженные через сопро-
тивления двухполюсников, а также коэффициенты 

,B  ,C  ,C1  ,C2  ,D  D1  из (3), (5), (7), (9) с выбранным 
типом обратной связи и подставить их в (3). Реше-
ние сформированных таким образом комплекс-
ных уравнений определяется в виде зависимостей 
сопротивлений двухполюсников выбранных схем 
КЧ от частоты, оптимальных по критерию (1) на 
всех частотах. Эти зависимости в сплошной поло-
се частот (даже очень узкой) полностью реализо-
вать невозможно. Однако возможно определение 
значений параметров квазиоптимальных двухпо-
люсников, реальные частотные характеристики 
которых совпадают с оптимальными на заданном 
количестве частот и с заданными погрешностями 
в окрестностях этих частот (см. ниже). 

2. Результаты параметрического 
синтеза

Здесь в качестве примера приводятся некото-
рые из новых решений, полученных для типовых 
схем КЧ и структурной схемы, показанной на 
рис.  1,  а. Число независимых решений равно ко-
личеству двухполюсников выбранных типовых 
схем КЧ. При соответствующем выборе характера 
свободных параметров результаты синтеза можно 
использовать при проектировании динамических 
звеньев радиоэлектронных систем автоматиче-
ского управления [3–5]. Если в качестве КЧ исполь-
зуется последовательно включенный одиночный 
комплексный двухполюсник с сопротивлением z1  
(рис. 3, а), то зависимость этого сопротивления от 
частоты определяется следующим образом:

C C D D
z

B
- + -

= 1 1
1 . (10)

КЧ в виде параллельно включенного двухполюс-
ника с сопротивлением z1  (рис. 3, б): 

C
z

C C D D
=

- + -
2

1
1 1

. (11)

КЧ в виде Г-образного соединения двухполюс-
ников ,z1  z2  (рис. 3, в):

C D z
z

C C D D Bz
+

=
- + - -

2 1 2
1

1 1 2
; (12)

( )z C C D D C
z

D Bz
- + - -

=
+

1 1 1 2
2

1 1
.

КЧ в виде обратного Г-образного соединения 
двухполюсников ,z1  z2  (рис. 4, а):

( )C z C C D D
z

D Bz
+ - - +

=
-

2 2 1 1
1

2
; (13)

C Dz
z

C C D D Bz
-

=
- + - -

2 1
2

1 1 1
.

КЧ в виде Т-образного соединения двухполюс-
ников ,z1  ,z2  z3  (рис. 4, б):

( )
( )

z C C D D Bz C z D
z

D B z z
- - + + + +

=
- +

2 1 1 3 2 3 1
1

2 3
; (14)

( )
C Dz D z Bz z

z
C C D D B z z

- + +
=

- + - - +
2 1 1 3 1 3

2
1 1 1 3

;

( )
( )

z C C D D Bz z D C
z

D B z z
- + - - + -

=
+ +

2 1 1 1 1 2
3

1 1 2
.

КЧ в виде П-образного соединения двухполюс-
ников ,z1  ,z2  z3  (рис. 2, е): 

[ ( ) ]
( )

z C z D C z
z

C z D z C C D D Bz
- + +

=
- + - - + +

3 2 2 1 2 2
1

2 2 3 1 1 2
; (15)
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[ ( )]
( )

C z z C z C C D D
z

z D z D Bz C
+ + - - +

=
- + -

2 1 3 2 1 1 1
2

1 3 1 1 2
;

( )
( )

z z D C C z
z

C z D z C C D D Bz
- -

=
+ + - - + +

1 2 2 2 2
3

2 2 1 1 1 1 2
.

КЧ в виде перекрытого Т-образного соединения 
двухполюсников ,z1  ,z2  ,z3  z4  (рис. 5, а): 

{
}

( )( )

( ) ( ) /

/ [( )( ) ];

z z z z C C D D

z C z D z C z z B

z z C C D D z B C z D

= + - - + +

+ + + +

- + - - + + + -

1 2 3 4 1 1

3 2 4 1 4 2 2 3

2 3 1 1 4 2 4

 (16)

{
}

( )

( ) ( ) /

/ [( )( ) ( )];

z z z C C D D z B

z z z C z z D z D

C C D D z z z z B z z

= - - + + +

+ + + + -

- - - + + + + +

2 1 3 1 1 4

1 3 4 2 4 3 1 1

1 1 1 3 4 4 1 3

{
} {

}

( )[ ( )]

( ) / [( )

( ) ] ;

z z z C z C C D D

z z D z B C C D D z B

z z C z D

= + + - - + -

- - - - - + + ×

× + + +

3 1 4 2 2 1 1

1 4 2 1 1 4

1 2 2 4 1

{
} {

}

( )[ ( ) ]

( ) / ( )( )

( ) ( ) .

z C C D D z z z z z

C z z D z B z z C

D z z C C z B z

= - - - + + + +

+ + + + + -

- + + - +

4 1 1 1 2 1 2 3

2 1 3 1 1 2 3 2

1 2 1 3 2

КЧ в виде двух Г-образных соединений двухпо-
люсников ,z1  ,z2  ,z3  z4  (рис. 5, б): 

{
}

[( )( ) ] /

/ ( ( ) ]

( ) ;

z C z D z z z z D

C C D D z z B z

C z D z D z B

= - + + +

- - + + + +

+ - + +

4 2 4 1 2 3 2 3 1

1 1 2 4 3

2 2 4 1 2

 (17)

{
}

( )

( )( ) / [( )

( ) ];

z z z C C D D z B

C z D z z D z B

z z C z D

= - - - + + +

+ + + - + ×

× + + -

2 1 3 1 1 4

2 4 1 1 3 1 1

3 4 2 1

[( )( ) ( )]
( ) ( )( )

C z D z z z z D z B
z

C C D D z C z z D z B
- + + - -

=
- - + + + + +

2 4 1 1 2 1 2 4
3

1 1 1 2 2 4 1 1
;

{
}

[ ( )]

( )( ) ( ) /

/ [( )( ) ].

z C z C C z B z

C z D z z z D z z

D z B z z z D

= + - + +

+ - + + +

- + + +

4 2 3 1 2 1

2 1 2 3 3 1 1 2

1 1 2 3 1 1

КЧ в виде двух обратных Г-образных соедине-
ний двухполюсников ,z1  ,z2  ,z3  z4  (рис. 3, в): 

{
}

{ }

( )( )

( ) ( ) /

/ ( )( ) ;

z C z D z z C z

z D z z z z C C z B

D z B z z z D

= + + + -

- + + - +

- + +

1 2 4 1 2 3 2 4

2 3 4 2 4 1 3

4 2 3 4

 (18)

[( )( ) ( )]
( ) ( )( )

C z D z z z z D z B
z

C C D D z C z z z B D
- - + + +

=
- - + + + + -

2 1 3 4 3 4 1 1
2

1 1 4 2 1 3 4
;

( )( ) ( )
[( )( ) ]

C z D z z z z C C D D z B
z

z B D z z C z D
- + + - - + +

=
- - + + +

2 1 2 4 2 4 1 1 1
3

4 1 2 2 4 1
;

{ }
{

}

( )( ) /

/ [( ( ) ]

( ) .

z z D C z z z z D

C C D D z z B z

z D z B C z D

= - + +

- - + + + +

+ + + -

4 1 2 2 3 2 3

1 1 1 3 2

3 1 1 2 1

КЧ в виде каскадно-соединенных Г-образного и 
П-образного соединений двухполюсников ,z1  ,z2  

,z3  ,z4  z5  (рис. 3, г): 
{[ ( ) ]( ) ( )}

;
[ z ( )]( )

z z z z z C z D z C z z
z

C z D D Bz z z Z
- + + + + +

=
- + + + +

4 2 3 2 3 2 5 1 5 2 2 3
1

2 2 5 1 2 3 4 01

[ ( )] [ ( ) ]Z z C z C C z B D z z z z z= + - + - + +01 5 2 3 1 4 3 4 5 2 5 ;

[( ) ]
[( )( ) ( )( )]
C C D D z B z C z D z z Z

z
z z z C z D z D z B z z
- - + + + - +

=
- + + - + + +

1 1 4 5 2 4 1 3 02
2

3 4 5 2 1 5 1 1 3 4
;

( )[ ( ) ]Z z z C z z z z D= + + +02 1 3 2 4 5 4 5 1 ;

{[ ( ) )]( ) }
[ ( )]( )

C z z z z D z z Z
z

C z D z D z B z z Z
- + + + -

=
- + + + +
2 4 5 4 5 1 1 2 04

3
2 1 5 1 1 2 4 03

;

( ) ( )Z C z z z z C C D D= + + - - +03 2 1 5 1 5 1 1 ;

[ ( ) )]Z z z D z z z z B= + -04 1 2 4 5 4 5 ;
( )z ( ) [z ( ) ]

{[C Dz z ( )]( ) }
C z D z z C z z z z Z

z
D z B z z Z

- + + + + +
=

- - + + + +
2 1 5 2 3 2 3 1 2 1 5 05

4
2 1 5 1 1 2 3 06

;

          
а                             б                             в

Рис. 3. Примеры синтезированных КЧ
Fig. 3. Examples of synthesized CNs

        
а                             б                             в

Рис. 4. Примеры синтезированных КЧ (продолжение)
Fig. 4. Examples of synthesized CNs (continuation)

          
а                                        б       б

Рис. 5. Примеры синтезированных КЧ (продолжение)
Fig. 5. Examples of synthesized CNs (continuation)

    
Рис. 6. Примеры синтезированных КЧ (продолжение)
Fig. 6. Examples of synthesized CNs (continuation)

(19)
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[ ( ) ( )]Z z z z C C D z D z B z z z D= - + + + -05 3 5 1 1 1 2 1 1 1 2 3 ;

{( )[z ( ) ] z ( )}
[ ( )]

C z D z z z z C z z
z

C C D D B z z z z Z
- - + + + +

=
- - + + + +

2 1 2 3 4 3 4 2 1 3 4
5

1 1 2 4 1 3 07
;

( ) [( )

( ) ] ( ).

Z C z z z D z z z

z z z z z D Bz

= + + + + +

+ + - -
07 2 1 2 3 1 1 3 4

3 4 2 1 2 4

Частичную реализацию оптимальных частот-
ных характеристик (10)–(19) будем проводить пу-
тем оптимизации параметров обобщенных ква-
зиоптимальных реактивных двухполюсников, 
включенных в состав квазиоптимальных ком-
плексных двухполюсников. Пусть требуется опре-
делить зависимости сопротивлений X0  и X  реак-
тивных двухполюсников от частоты, оптимальные 
по критерию обеспечения заданной зависимости 
комплексного сопротивления z r jx= +  от частоты 
всех обобщенных двухполюсников, показанных на 
рис. 7. 

Приравняем оптимальное комплексное сопро-
тивление ,z r jx= +  определенное в соответствии 
с (10)–(19), реальной зависимости сопротивления 
двухполюсника (рис. 4, а) от частоты :

( )RjXR jX R jX
R jX

r jx
RjXR jX R jX

R jX

 
+ + + + + =
+ + + +

+

0 0 1 1

0 0 1 1

. (20)

После разделения (20) на действительную и мни-
мую части получим систему двух уравнений, реше-
ние которой имеет вид:

( ) ( )

( ) ( )

x R X X r x Q
X

R r X x

+ - + +
=

- + -

2 2 2 2
1 1 1

0 2 2
1 1

; (21)

{
}

/ ( )[( ) ( ) ]

( ) ( ) ;

X QR R R R r X x

R r x r R X

= + - + - +

+ + - +

2 2
0 1 1

2 2 2 2
1 1 1

{[( ) ( ) ]

( ) ( )} ;

Q R r X x R

R r x r R X Q

= ± - - + - +

+ + - +

2 2
1 1 0

2 2 2 2
1 1 1 0

( )[( ) ( ) ]

( ) ( ).

Q R R R r X x

R r x r R X

= + - + - +

+ + - +

2 2
0 0 1 1

2 2 2 2
1 1 1

Аналогично для второго двухполюсника (рис. 4, б): 

( )
R jXRjX R jX

R jX R jX
r jx

R jXRjX R jX
R jX R jX

 
+ +  + + + =
+ + +

+ +

0 0
1 1

0 0

0 0
1 1

0 0

; (22)

B B A C
X

A
- ± -

=
2

1 1 1 1
0

1

4
2

; (23)

B B A C
X

A
- ± -

=
2

2 2 2 2

2

4
2

,

где

[ ( ) ] [ ( ) ]A RR x R r X x R r= + - + + - -2 2 2 2 2 2
1 0 1 1 0

( )R rR R xX R xR X R- + - +2 2 2
0 1 1 0 0 12 2

[ ( )](r x )R R R R R R+ + + + -2 2 2 2
1 1 0 12

{ ( ) [( ) ]}R rR X R r R R r x- - - - - +2 2 2 2 2
1 1 0 0 1 ;

[( ) ( )]B RR r x X x R X= + - +2 2 2 2 2
1 0 1 1 12 ;

{( )[( ) ] ( )}C r x R X R R R rR R X R= + + + - +2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 0 ;

{[( ) ] ( ) }( )A R R X R R R R r x= + + + + + +2 2 2 2 2
2 1 1 0 1 0

[ ( ) ( )]R R R rR R R rR+ - + - -2 2 2
1 0 0 0 02

( )( )RR R r X x R R- + + +0 1 1 02

[ ( ) ( )]R X R R r R R r+ - + -2
0 1 0 2 ;

R [( ) ( )]B R r x X x R X= + - +2 2 2 2 2
2 0 1 1 12 ;

{ ( ) ( )[ ( )]}C R R R r x R X rR R r x= + - + - +2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 1 0 1 1 0 0 .
Для третьего двухполюсника (рис. 8, а): 

( )

( )
( )

R jX R
jX

R jX R
r jx R jX A

R jX R
jX

R jX R

-
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, (24)

где
( )

( )

R jX R
jX

R jX R
A R jX

R jX R
jX

R jX R

 +
 

+ + = + + +
 + + + 

0 0

0 0
1 1

0 0
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.

Коэффициенты для (23):

    
а                                               б

Рис. 7. Обобщенные квазиоптимальные комплексные двухпо-
люсники
Fig. 7. Generalized quasi-optimal complex two-terminal networks

               
а                                       б

Рис. 8. Обобщенные квазиоптимальные комплексные двухпо-
люсники (продолжение)
Fig. 8. Generalized quasi-optimal complex two-port networks 
(continued)
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( )(r ) ( )A R R RR RX x rR R X= + + + - +2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 ;

B =1 0 ;

[( )( ) ]( )C RR R R r x RR r R X= + + - + +2 2 2 2
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( )R R R r x+ +2 2 2 2
1 0 ;

( )( )C R R R X r x= + +2 2 2 2 2
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( ) ( )R X R R R r X x× + - +2 2 2
1 1 0 1 12 ;

[( ) ( )]B R R r x X x R X= + - +2 2 2 2 2
2 0 1 1 12 ;

Для четвертого двухполюсника (рис. 8, б): 
( )( )

( )

( )( )

R jX R jX
R jX

R jX R jX
r jx

R jX R jX
R jX

R jX R jX
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. (25)

Коэффициенты для (23):

[( ) ( ) ] ( ) ( )A R r X x R R r x r R X= - + - + + - +2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 ;

[( ) ( )]B R r x X x R X= + - +2 2 2 2
1 1 1 12 ;

[( )( ) ( )]( )C R R r x rR R R R X= + + - + + +2 2 2 2
1 0 0 0 1 12

[ ( ) ( )]RR R R r X X x+ - + - +2
0 1 1 1 12 2

( )[ ( ) ]R r x R R R RR+ + + -2 2
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( )( ) ( )( )A r x R R R X R r= + + + + - -2 2 2 2
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( )R R r X x- +0 1 12 ;

[( ) ( )]B R r x X x R X= + - +2 2 2 2
2 0 1 1 12 ; 

( )[ ( ) ( )]C r x R R R X R R= + + + + +2 2 2 2
2 0 1 1 0  

( )[ ( ) ( )]r x RR R R R R R r xX+ + + - + +2 2 2
1 1 0 1 12

[ ( ) ]( )R R r rRR R X+ - - +2 2 2
0 0 1 12 .

Таким образом, по крайней мере, для рассмо-
тренных вариантов обобщенных квазиоптималь-
ных двухполюсников (рис. 7, 8) задача обеспечения 
заданной зависимости комплексного сопротив-
ления z r jx= +  от частоты может быть сведена к 
задаче обеспечения необходимых (вспомогатель-
ных, дополнительных) зависимостей сопротив-
лений X0 и X реактивных двухполюсников от ча-
стоты, входящих в состав этих квазиоптимальных 
комплексных двухполюсников. Параметры реак-
тивных двухполюсников, оптимальные по крите-
рию обеспечения заданных частотных характери-
стик сопротивлений реактивных двухполюсников, 
определены в работе [1]. Количество частот, на 
которых может быть реализовано совпадение ре-
альных и оптимальных характеристик комплекс-
ных двухполюсников, увеличивается до четырех. 
Полоса частот возрастает. Возможны и другие ва-
рианты квазиоптимальных комплексных двухпо-
люсников, оптимизированных таким же образом. 
Для узкополосных усилителей использование это-
го этапа алгоритма параметрического синтеза не 
обязательно.

3. Математическое и схемотехническое 
моделирование усилителей

На рис. 9–12 в качестве примера показаны экс-
периментальные и теоретические характеристики 
эквивалентной и принципиальной схем узкопо-
лосного усилителя, соответствующих структурной 
схеме рис. 1, а. В качестве НЭ использован транзи-
стор типа BFQ17PH,  включенный по схеме с об-
щей базой по высокой частоте (рис. 9). Схема НЧ 
выполнена в виде параллельно соединенных НЭ и 

Рис. 9. Принципиальная схема узкополосного усилителя, со-
ответствующая первой структурной схеме (рис. 1, а). АЧХ- и 
ФЧХ-усилители показаны на рис. 10
Fig. 9. Schematic diagram of a narrow-band amplifier correspond-
ing to the first block diagram (Fig. 1, a). The frequency response 
and phase response of the amplifier are shown in Fig. 10

  
а                                                б      б

Рис. 10. АЧХ- и ФЧХ-усилители (рис. 9), полученные в системе 
MicroCap (а) и в системе MathCad (б)
Fig. 10. Frequency response and phase response of the amplifier 
(Fig. 9), obtained in the MicroCap system (a) and in the MathCad 
system (b)
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ЦОС с П-образным соединением трех элементов 
,C22  ,R36  .R50  

Схема общей ЦОС выполнена в виде П-образного 
соединения трех элементов ,C25  ,R46  .R49

Нагрузка и сопротивление источника сигнала 
выполнены на элементах R30  и R47  соответствен-
но. Схема КЧ собрана в виде Т-образного четырех-
полюсника на элементах ,L8  ,C26  ,R51  ,R52  пара-
метры которых определялись по формулам (14).

Эквивалентная схема НЭ выполнена в виде 
перекрытого Т-образного четырехполюсника на 
элементах ,L12  ,R10  ,L16  ,R13  ,R11  ,C22  ,R9  L5  
(рис. 6, а). 

Схема НЧ выполнена в виде параллельно со-
единенных эквивалентной схемы НЭ и ЦОС с 
П-образным соединением трех элементов ,C8  

,R19  .R26  Схема общей ЦОС выполнена в виде 
П-образного соединения трех элементов ,C18  ,R23  

.R25  Схема КЧ выполнена в виде Т-образ ного со-
единения четырех элементов ,L14  ,C21  ,R24  .R27

Заключение
Анализ показывает, что экспериментальные 

(рис. 10, а) частотные характеристики принципи-
альной схемы узкополосного усилителя удовлет-
ворительно совпадают с характеристиками экви-
валентной схемы (рис. 11) усилителя, полученные 
расчетным путем (рис. 10, б) и экспериментально 
(рис. 12). Резонансная частота эквивалентной схе-
мы f ≈ 1000  МГц (рис. 10, б и 12) незначительно 
отличается от резонансной частоты принципиаль-
ной схемы f ≈ 992  МГц (рис. 10, а). Произведение 
коэффициента усиления на полосу частот состав-
ляет примерно 200 МГц. 

Таким образом, полученные математические 
модели КЧ (10)–(25) могут быть использованы для 
технического проектирования различных радио-
технических устройств с общей обратной связью, 
охватывающей нелинейную часть и согласующий 
КЧ, в интересах реализации заданных частотных 
характеристик.

Рис. 11. Эквивалентная схема (а), узкополосного усилителя (рис. 9), соответствующего первой структурной схеме (рис. 1, а). АЧХ- и 
ФЧХ-усилители, полученные в системе OrCad, показаны на рис. 12
Fig. 11. Equivalent circuit (a) of a narrow-band amplifier (Fig. 9) corresponding to the first block diagram (Fig. 1, a). The frequency re-
sponse and phase response of the amplifier obtained in the OrCad system are shown in Fig. 12

  
Рис. 12. АЧХ (а) и ФЧХ (б) эквивалентной схемы усилителя (рис. 11), полученные в системе OrCad (б)
Fig. 12. Frequency response (a) and phase response (b) of the equivalent amplifier circuit (Fig. 11), obtained in the OrCad system (b)
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Parametrical synthesis of the complex two-port networks 
for variants of their inclusion between a source of a signal 
and a nonlinear part by criterion of maintenance of the set 

characteristics amplifiers with the general feedback

Alexander A. Golovkov , Vladimir A. Golovkov
Military Educational and Scientific Centre of the Air Force N.E. Zhukovsky and Y.A. Gagarin Air Force Academy (Voronezh) 

the Ministry of Defence of the Russian Federation  
54a, Staryh Bolshevikov Street,  

Voronezh, 394064, Russia

Abstract – Introduction: the analysis of known literature shows that the use of various types of matching quadripoles (reactive, 
resistive, complex, mixed) and a feedback circuit covering a non-linear element makes it possible to increase the area of physical 
feasibility of given forms of frequency characteristics. The purpose of the work is to increase the area of physical feasibility of 
given forms of frequency characteristics by optimizing the parameters of matching complex quadripoles and using an additional 
feedback circuit covering a nonlinear element and a mixed quadripole. Each two-terminal network of such four-terminal 
networks consists of both resistive and reactive elements. Materials and methods: theory of four-terminal networks, matrix 
algebra, decomposition method, method of synthesis of microwave control devices, circuit engineering method for analyzing the 
characteristics of radio devices. Results: Mathematical models of matching complex quadripole networks are obtained in the form 
of relationships between the elements of their transmission matrix and the dependences of the resistances of their two-terminal 
circuits on frequency, which are optimal in terms of the criterion for providing specified forms of frequency characteristics. 
Conclusion: a comparative analysis of the theoretical results (frequency response and phase response of amplifiers) obtained 
by mathematical modeling in the MathCad system and experimental results obtained by circuit simulation in the OrCad and 
MicroCap systems shows their satisfactory agreement.

Keywords – parametrical synthesis matching by the complex two-port networks, the set forms of frequency characteristics of 
amplifiers.
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Описание цифровых систем различными схемами построения
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Аннотация – В статье рассматриваются способы описания цифровых систем различными схемами, приводится 
сравнительная характеристика этих схем, указываются достоинства и недостатки разных схем. Описанные в статье 
четыре схемы построения цифровых систем являются эквивалентными, т.  к. при одном и том же входном сигнале 
выходной сигнал для всех схем будет одинаковым, хотя внутри этих схем будут циркулировать разные сигналы. При 
выборе между прямой и канонической схемами предпочтение следует отдать канонической, так как в ней требуется 
в 2 раза меньше регистров памяти. Для построения адаптивных цифровых систем предпочтение следует отдавать схемам в 
пространстве состояний, т. к. в них проще осуществляется регулировка параметров цифровой системы. При выборе между 
последовательной и параллельной схемами предпочтение следует отдавать параллельной схеме, если коэффициенты в ней 
являются действительными. При комплексных коэффициентах реализация параллельной схемы усложняется, поэтому в 
этом случае следует выбирать последовательную схему в пространстве состояний, в ней все коэффициенты действительные.

Ключевые слова – цифровые системы; разностные уравнения; схемы построения цифровых систем; прямая и 
каноническая схемы цифровых звеньев; описание цифровых систем в пространстве состояний; последовательная и 
параллельная схемы в пространстве состояний; сравнение различных схем цифровых систем.

Введение
В многочисленной литературе, посвященной 

описанию цифровых устройств и систем [1–10], 
приводятся разные варианты схем реализации 
этих систем. В данной статье приводятся опи-
сание четырех схем построения цифровых си-
стем, алгоритмы пересчета из одних схем в дру-
гие, рассматриваются достоинства и недостатки 
различных схем, даются рекомендации по вы-
бору той или иной схемы реализации цифровых  
систем.

1. Описание цифровых систем 
с помощью разностных уравнений

Известно, что аналоговые системы описыва-
ются дифференциальными уравнениями, а циф-
ровые системы – разностными уравнениями [3]. 
В разностных уравнениях время изменяется через 
конечный временной интервал Т, называемый пе-
риодом дискретизации. Покажем на примере, как 
от дифференциального уравнения перейти к раз-
ностному уравнению. Аналоговое инерционное 
звено с передаточной функцией вида:

( )W p
pa

=
+
1

1
,

где а – постоянная времени звена, описывается 
дифференциальным уравнением первого порядка:

( )y( ) ( )
( )

dy tt x t a
d t

= - .

Так как
( ) ( ) ( )
( )

dy t y t y t T
d t T

- -
= ,

то, введя в дифференциальное уравнение вместо 
непрерывного времени t дискретное время nT, по-
лучим следующее разностное уравнение первого 
порядка:

y( ) ( ) ( ) (( ) ),a anT x nT y nT y n T
T T

= - - -1

где n = 1, 2, 3, … – номера отсчетов цифровых сигна-
лов x(n) и y(n). Этим уравнением описывается циф-
ровое инерционное звено первого порядка.

Чтобы перейти от дифференциального уравне-
ния порядка m к разностному уравнению, в диффе-
ренциальном уравнении вида

( ) ( )m mi i

i ii i
i i

d y t d x ta b
dt dt= =

=∑ ∑
0 0

производные i-го порядка для входного сигнала 
( )i

i
dx t

dt
 и выходного сигнала ( )i

i
dy t

dt
 заменяют выра-

жениями для их конечных разностей i-го порядка. 
Часто в разностных уравнениях период дискрети-
зации Т принимают равным единице, т.  е. Т = 1. 
При этом запись формул для конечных разностей 
и разностного уравнения в целом упрощается. Для 
порядков производных i = 1, 2, 3 выражения для 
производных входного сигнала х(t) и соответству-
ющих им конечных разностей имеют следующий 
вид:

https://orcid.org/0000-0003-2572-5254
https://orcid.org/0000-0002-4402-1597
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( ) ( ) ( )dx t x n x n
dt

= - -1

– первая конечная разность,

( ) ( ) ( ) ( )d x t x n x n x n
dt

= - - + -
2

2
2 1 2

– вторая конечная разность,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d x t x n x n x n x n
dt

= - - + - - -
3

3
3 1 3 2 3

– третья конечная разность и т. д.
Для производных выходного сигнала y(t) эти вы-

ражения имеют аналогичный вид, только буква х 
заменяется на букву у. Если заменить в приведен-
ном выше дифференциальном уравнении порядка 
m i-е производные выходного и входного сигналов 
на соответствующие им конечные разности и при-
вести подобные, то получим разностное уравне-
ние порядка m следующего вида:

( ) ( ),
m m

i i
i i

a y n i b x n i
= =

- = -∑ ∑
0 0

где n – номера отсчетов; i – величина задержки 
отсчетов цифровых сигналов по тактам; m – по-
рядок разностного уравнения, равный максималь-
ной задержке отсчетов сигналов и совпадающий 
с порядком исходного дифференциального урав-
нения. Отметим, что коэффициенты ai и bi в этом 
разностном уравнении не равны аналогичным 
коэффициентам в дифференциальном уравнении. 
По  описанному алгоритму осуществляется пере-
ход от дифференциальных уравнений к разност-
ным уравнениям при их решении на ЭВМ.

2. Связь между системными 
функциями и разностными 

уравнениями
По аналогии с передаточными функциями для 

аналоговых систем для цифровых систем введено 
понятие системных функций, которые по опреде-
лению есть отношение Z-преобразования от вы-
ходного цифрового сигнала к Z-преобразованию 
от входного цифрового сигнала, т. е.

( )(z)
( )

Y zW
X z

= .

Системные функции W(z) цифровых звеньев 
представляются в двух формах: в виде отношения 
полиномов с положительными степенями ком-
плексной переменной z, а также в виде отношения 
полиномов с отрицательными степенями z. Вто-
рая форма записи W(z) удобнее [7], поэтому при-

равняем это выражение к определению системной 
функции и получим:

( )
( )

m
i i

i
m

i i

i

b z
Y z
X z

a z

-

=

-

=

=
∑

∑
0

0

,

откуда после перемножения крест-накрест имеем:

( ) ( ) .
m m

i i i i

i i
Y z a z X z b z- -

= =

=∑ ∑
0 0

Введем сомножители Y(z) и X(z) под знаки сумм, 
после чего возьмем от левой и правой частей этого 
уравнения обратное Z-преобразование и с учетом 
двух теорем Z-преобразования: теоремы линей-
ности и теоремы смещения по тактам цифрово-
го сигнала [3] – получим следующее разностное 
уравнение:

( ) ( ),
m m

i i
i i

a y n i b x n i
= =

- = -∑ ∑
0 0

при коэффициенте а0 = 1 это уравнение можно пе-
реписать в виде

( ) ( ) ( ).
m m

i i
i i

y n b x n i a x n i
= =

= - - -∑ ∑
0 1

По этому уравнению можно составить схему вы-
числения разностного уравнения.

3. Прямая и каноническая 
схемы цифровых систем

Рассмотрим построение этих схем на примере 
цифровых звеньев второго порядка. Системные 
функции звеньев второго порядка описываются 
выражением

z z
( ) .

b b b
W z

a z a z

- -

- -

+ +
=

+ +

1 2
0 1 2

1 2
1 21

Если по описанному выше алгоритму осуще-
ствить переход от этой системной функции к раз-
ностному уравнению, то можно убедиться, что 
системной функции звена второго порядка соот-
ветствует следующее разностное уравнение:

y( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ).

n b x n b x n b x n

a y n a y n

= + - + - -

- - - -
0 1 2

1 2

1 2

1 2

Вычисление этого разностного уравнения осу-
ществляется по схеме цифрового звена, приведен-
ной на рис. 1.

Левая часть схемы на рис. 1 называется нере-
курсивной, а правая часть схемы с обратными  
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связями – рекурсивной. Нерекурсивной части со-
ответствует числитель выражения W(z), а  рекур-
сивной части – знаменатель выражения W(z). Схе-
му на рис. 1 называют прямой схемой реализации 
цифрового звена второго порядка. Блоки z–1 – это 
регистры, на них осуществляется задержка отсче-
тов цифровых сигналов на один такт.

Выражение W(z) можно представить в виде двух 
сомножителей:

( ) ( ) ( ),í ðW z W z W z=

где ( )íW z b b z b z- -= + +1 2
0 1 2  – системная функция 

нерекурсивной части схемы,

( )ðW z
a z a z- -

=
+ +1 2

1 2

1

1

– системная функция рекурсивной части схемы. 
Так как от перестановки сомножителей произ-
ведение не меняется, то выражение Wi(z) можно 
представить в виде

(z) (z) ( ).ð íiW W W z=

Этому выражению соответствует схема цифро-
вого звена второго порядка, приведенная на рис. 2. 
Так как в этом случае цифровые линии задержки 
рекурсивной и нерекурсивной частей схемы идут 
параллельно, то их объединяют в одну линию за-
держки. Сигналы v(n – 1), v(n – 2) – это цифровые 
сигналы на выходах регистров цифровой линии 
задержки. Схема на рис. 2 получила название ка-
нонической, в ней число регистров в 2 раза мень-
ше, чем в схеме на рис. 1.

4. Описание цифровых систем 
в пространстве состояний 
(последовательная схема)

Дифференциальные уравнения порядка m мо-
гут быть представлены в виде системы из m диф-
ференциальных уравнений первого порядка. Раз-
ностные уравнения также подчиняются этому 
правилу [7]. При этом разностное уравнение по-
рядка m вида

Рис. 1. Прямая схема цифрового звена второго порядка
Fig. 1. Direct scheme of the digital link of the second order

Рис. 2. Каноническая схема цифрового звена второго порядка
Fig. 2. The canonical scheme of the digital link of the second order
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( ) ( ) ( )
m m

i i
i i

y n b x n i a x n i
= =

= - - -∑ ∑
0 1

заменяется уравнением выхода
( ) ( ) ( )y n g n B x n= +1 0

и системой из m разностных уравнений первого 
порядка. При этом первые m – 1 уравнений имеют 
следующий вид:

( ) ( ) ( ),i i ig n g n B x n++ = +11
где i = 1, 2, …, m – 1, а последнее разностное урав-
нение имеет более сложную правую часть и имеет 
вид:

( ) ( ) ( ).
m

m m i i m
i

g n a g n B x n
-

- +
=

+ = - +∑
1

1
0

1

В этих уравнениях ( )ig n  и ( )ig n +1  – переменные 
состояния на очередном и последующем тактах, 

iB  – новые коэффициенты, подлежащие расчету.
Покажем переход к описанию цифровой систе-

мы в пространстве состояний на примере разност-
ного уравнения второго порядка (при m = 2):
y( ) ( ) ( ) ( )

(( ) ( ).

n b x n b x n b x n

a y n a x n

= + - + - -

- - - -
0 1 2

1 2

1 2

1 2
 (1)

Для этого введем переменные состояния g1(n), 
g2(n) и запишем уравнение выхода
y( ) ( ) ( )n g n B x n= +1 0  (2)
и систему из двух разностных уравнений первого 
порядка

( ) ( ) ( ),g n g n B x n+ = +1 2 11  (3)
( ) ( ) ( ) ( ).g n a g n a g n B x n+ = - - +2 2 1 1 2 21  (4)

Докажем эквивалентность уравнений (2), (3) и (4) 
исходному разностному уравнению (1) и устано-
вим связь между коэффициентами ai, bi, и Bi, обе-
спечивающую эту эквивалентность (рис. 3).

Из (2) имеем:
( ) ( ) ( ).g n y n B x n= -1 0  (5)
На следующем такте уравнение (5) будет иметь 

вид
( ) ( ) ( ).g n y n B x n+ = + - +1 01 1 1  (6).
Тогда из (3) c учетом выражения (6) получим:
( ) ( ) ( ) ( ).g n y n B n B x n= + - + -2 0 11 1  (7)
На предыдущем такте уравнение (3) имеет вид
( ) ( ) ( ),g n g n B x n= - + -1 2 11 1  (8),

а на 2 такта ранее уравнение (4) будет равно
( ) ( ) ( ) ( ).g n a g n a g n B x n- = - - - - + -2 1 2 2 1 21 2 2 2  (9)
Из (2) и (7) на 2 такта ранее получим:
( ) ( ) ( ),g n y n B x n- = - - -1 02 2 2  (10)
( ) ( ) ( ) ( ).g n y n B x n B x n- = - - - - -2 2 12 1 1 2  (11)
Используя полученные выражения (7)–(10) и (11), 

из уравнения выхода (2) получим следующую по-
следовательность разностных уравнений:

( ) ( ) ( ) ( )y n B x n B x n g n= + - + - =0 1 21 1  (12)
( ) ( ) ( )B x n B x n B x n= + - + - -0 1 21 2
( ) ( )a g n a g n- - - - =2 1 1 22 2

( ) ( ) ( ) ) )

( ) ( )

B x n B x n B x n a y n

a B x n a y n

= + - + - - - +

+ - - - +
0 1 2 2

2 0 1

1 2 2

2 1

( ) ( )a B x n a B x n+ - + - =1 0 1 11 2

( ) ( ) ( )B x n B a B x n= + + - +0 1 1 0 1

Рис. 3. Последовательная схема цифрового звена второго порядка в пространстве состояний
Fig. 3. Sequential scheme of the second-order digital link in the state space
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( ) ( )

( ) ( ).

B a B a B x n

a y n a y n

+ + + - -

- - - -
2 2 0 1 1

1 2

2

1 2

Из сопоставления правых частей исходного раз-
ностного уравнения (1) и полученного итогового 
разностного уравнения (12) установим связь меж-
ду коэффициентами ai, bi и Bi:

,b B=0 0

,b B a B= +1 1 2 0

,b B a B a B= + +2 2 2 0 1 1

откуда

,B b=0 0

,B b a B= -1 1 1 0

.B b a B a B= - -2 2 2 0 1 1

Из этих формул просматривается общая зако-
номерность связей между коэффициентами ai, di 
и Bi при любом порядке разностных уравнений m. 
Так при m = 3 получим:

,B b=0 0

,B b a B= -1 1 1 0

,B b a B a B= - -2 2 2 0 1 1

.B b a B a B a B= - - -3 3 3 0 2 1 1 2

На рис. 3 приведена последовательная схема звена 
второго порядка в пространстве состояний, состав-
ленная в соответствии с уравнениями (2), (3) и (4).

Такое название эта схема получила потому, что 
в ней разностные уравнения вычисляются после-
довательно. Из рис. 3 видно, что последовательная 
схема в пространстве состояний также содержит 
2 элемента задержки, как и каноническая схема. 
Сигналы на выходах элементов задержки в схеме 
на рис. 3 являются переменными состояния.

5. Параллельная схема цифровой 
системы в пространстве состояний

Последовательная схема цифровой системы в 
пространстве состояний  не является единствен-
но возможной. В теории дробно-рациональных 
функций доказывается, что системная функция 
W(z) может быть представлена в виде суммы из m 
элементарных дробей [3]:

( ) ,

m
i i

m
i i
m

iii i

i

b z
A

W z
z z

a z

-

=

=-

=

= =
-

∑
∑

∑
0

1

0

 (13)

где zi – корни характеристического уравнения

,
m

i
i

i
a z-

=

=∑
0

0

называемые полюсами функции W(z). Из выраже-
ния для характеристического уравнения видно, 
что оно получается в результате приравнивания 
к нулю знаменателя передаточной функции W(z). 
Для перехода к характеристическому уравнению 
с положительными степенями z нужно левую и 
правую части уравнения умножить на zm. Решение 
характеристического уравнения дает m корней 
(полюсов). В общем случае полюсы функции W(z) 
могут быть действительные и комплексные, раз-
ные и кратные. Коэффициенты Аi находятся через 
коэффициенты аi и bi различными методами: ме-
тодом неопределенных коэффициентов, методом 
подстановки численных значений или методом 
предельных значений [3].

Помножим левую и правую части (13) на изобра-
жение входного сигнала Х(z) и получим:

( )
( ) ( ) ( ) .

m
i

ii

A X z
W z X z Y z

z z
=

= =
-∑

1
 (14)

Введем обозначение

( )
( ) ,i

i
i

A X z
F z

z z
=

-
 (15)

из которого получим:
( ) ( ) ( ).i i i izF z A X z z F z= +

Применим обратное Z-преобразование для 
левой и правой частей этого выражения и полу-
чим систему из m разностных уравнений первого 
порядка:

( ) ( ) ( ).i i i if n A x n z f n+ = +1  (16)

Здесь i = 1, 2, …, m.
На основании (14) с учетом (15) имеем:

( ) ( ).
m

i
i

Y z F z
=

=∑
1

Применим к этому выражению обратное 
Z-преобразование и получим уравнение выхода:

( ) ( ),
m

i
i

y n f n
=

=∑
1

 (17)

где fi(n) – переменные состояния цифровой систе-
мы при параллельной схеме описания в простран-
стве состояний.

На рис. 4 приведена параллельная схема циф-
рового звена второго порядка в пространстве со-
стояний, в которой реализуется параллельное вы-
числение разностных уравнений (16) и уравнения 
выхода (17) при m = 2.
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Заключение

Описанные четыре схемы построения цифро-
вых систем являются эквивалентными, т.  к. при 
одном и том же входном сигнале x(n) выходной 
сигнал y(n) для всех схем будет одинаковым, хотя 
внутри этих схем будут циркулировать разные 
сигналы. Возникает вопрос о том, какую схему 
лучше всего использовать? При выборе между 
прямой и канонической схемами предпочтение 
следует отдать канонической, так как в ней тре-
буется в 2 раза меньше регистров памяти. Если же 
память не критична, то можно выбирать любую 

из этих схем. Для построения адаптивных циф-
ровых систем [5–6] предпочтение следует отда-
вать схемам в пространстве состояний, т. к. в них 
проще осуществляется регулировка параметров 
цифровой системы. При выборе между последо-
вательной и параллельной схемами предпочтение 
следует отдавать параллельной схеме, если коэф-
фициенты zi в ней являются действительными. 
При комплексных коэффициентах zi реализация 
параллельной схемы усложняется, поэтому в этом 
случае следует выбирать последовательную схему 
в пространстве состояний, в ней все коэффициен-
ты действительные.

Рис. 4. Параллельная схема цифрового звена второго порядка в пространстве состояний
Fig. 4. Parallel circuit of the second-order digital link in the state space
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Abstract – The article discusses ways of describing digital systems with various schemes, provides a comparative characteristic 
of these schemes, indicates the advantages and disadvantages of different schemes. The four schemes for constructing digital 
systems described in the article are equivalent, since with the same input signal, the output signal for all circuits will be the same, 
although different signals will circulate inside these circuits. To build adaptive digital systems, preference should be given to 
state-space circuits, since in them it is easier to adjust the parameters of the digital system. When choosing between serial and 
parallel circuits, preference should be given to the parallel circuit if the coefficients in it are valid. With complex coefficients, the 
implementation of the parallel scheme becomes more complicated, therefore, in this case, one should choose a sequential scheme 
in the state space, all the coefficients are real.
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Аннотация – В данной работе рассматривается негативный одновременный эффект быстрых релеевских замираний 
в канале и взаимных частотных сдвигов поднесущих между передающей и приемной сторонами канала, вызывающих 
нарушение ортогональности между сигналами отдельных подканалов системы OFDM. Нарушение ортогональности 
проявляется в возникновении на приемной стороне канала взаимного интерференционного сигнала в каждом подканале 
OFDM. В статье оценивается совместное влияние быстрых замираний и частотных сдвигов на величину переходной 
помехи между подканалами, а также достаточно подробно исследовано проявление переходных помех между отдельными 
субканалами, вызываемых нарушениями ортогональности каждым из двух приведенных факторов по отдельности. 
В данной работе рассмотрено одновременное воздействие обоих факторов и их влияние на величину межканальной 
переходной помехи.

Ключевые слова – системы беспроводной связи; частотные сдвиги поднесущих OFDM; быстрые релеевские замирания, 
межканальная переходная помеха.

Введение
Хорошо известно, что отдельные субканалы си-

стемы OFDM теряют взаимную ортогональность, 
когда канал изменяется в течение длительности 
символа OFDM, т. е. когда доплеровское рассеива-
ние в частотной области составляет значительную 
часть расстояния между поднесущими субканалов. 
Кроме того, в силу высокой степени спектральной 
эффективности OFDM оборотной стороной этой 
эффективности выступает сильная чувствитель-
ность характеристик OFDM к взаимным «сдвигам 
частот поднесущих» между передающей и прием-
ной сторонами канала. В публикациях достаточно 
подробно исследовано проявление переходных 
помех между отдельными субканалами (МКП), 
вызываемых нарушениями ортогональности каж-
дым из двух приведенных факторов по отдельно-
сти. В данной работе рассмотрены одновременное 
воздействие обоих факторов и их влияние на ве-
личину МКП. 

1. Постановка задачи
В непрерывном случае, без учета дискретизации 

по времени, OFDM-сигнал имеет вид

( ) , ,k
N

j f t
k

k
S t S e t Tπ

=

= ≤ ≤∑ 2

1
0  (1)

где

k
kf f k f f
T

= + ∆ = +0 0 ;

, ;k S m m mr mjS E d d d jd= = +2

kS  – передаваемый на k-й поднесущей комплекс-
ный сигнал; md  – символ передаваемых данных с 
нулевым математическим ожиданием дисперсией 
( ) ;mD d = 1  , ,k rd  ,k id  – статистически независимы, 

идентично распределены и имеют математиче-
ские ожидания, равные нулю.

Рассмотрим характеристики МКП, возника-
ющие в канале с частотно-селективными, быстры-
ми релеевскими замираниями [1]. Полагаем канал 
стационарным в широком смысле с некоррелиро-
ванными рассеивателями на интервале локальной 
стационарности и факторизуемой двумерной кор-
реляционной функцией:

( ) ( ) ( ), ,R f R R k lτ = τ -1 2  (2)

где ( )R τ1  – корреляционная функция во времени; 
( )R k l-2  – корреляционная функция по частоте 

между поднесущими k-го и l-го субканалов. 
Импульсная характеристика (ИХ) субканала k-й 

поднесущей:

( ) ( ) ( ), ,k kh t tτ = β δ τ  (3)

где ( )δ τ  – дельта-функция.

https://orcid.org/0000-0001-6761-8292
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2. Ухудшение качества каналов 
для OFDM-сигналов

Далее используем возможность представления 
( )k tβ  рядом Тейлора, введенного Bello и учитывая 

сравнительно небольшую скорость изменения ка-
нала на интервале длительности OFDM-символа 
ограничимся линейной аппроксимацией:

( ) ( ) ( )( ) ,k kt t t t t′β = β +β -0 0 0 0  (4)

где t T=0 2 .
Присутствующий в канале аддитивный белый 

гауссовский шум ( )n t  имеет одностороннюю 
спектральную плотность мощности N0  [Вт/Гц].

Для , ...k N= 1  ( )k tβ  обладают идентичными ста-
тистическими характеристиками гауссова вида с 
нулевым средним и комплексными значениями. 

Принимаемый сигнал OFDM имеет вид

( ) ( ) ( ),
N

k
k

y t t S t
=

= β∑
1

 (5)

и сигнал на выходе m-го субканала с учетом (1), (5):

( ) ( )

;

m k

TN
j f f t

m k k
k

N

m m k k
k
k m

Y t e dt S
T

g S g S

- π -

=

-
=
≠

 
 = β = 
  

= +

∑ ∫

∑

2

1 0

0
1

1

 (6)

где

( ) ,
T

j l ft
l kg t e t

T
- π ∆β α∫ 2

0

1
  (6а)

,i
lg g e lϕ= =0

0 0  – коэффициент передачи субка-
нала для полезного сигнала; ,li

lg e lϕ ≠ 0  – ком-
плексный коэффициент взаимного влияния 
субканалов.

Если в канале присутствует «частотный сдвиг», 
то в (6) добавляется фазовый множитель

( ) ,j ft tu t e eπα∆ θ= =2  (7)

где ,f fα = δ ∆  fδ  – «сдвиг частот», вызванный 
расхождением частот передачи и приема.

Суммарный эффект, вызываемый совместным 
влиянием доплеровского рассеивания и частот-
ным сдвигом поднесущих, может быть оценен по 
величине ,klα  коэффициента влияния k-го субка-
нала на m-й субканал:

( ) ( ) ,
T

j l f
kl k t u t e t

T
- π ∆α = β α∫ 2

0

1  (8)

здесь и далее ;l m k= -  ;k N= -1  .m N= -1

Получаем для (8) с учетом (4):

( )

( ) ( )' .

T T
j t j l ft

kl k

T T
j t j l ft

k

t e e t
T

t t t e e t
T

θ - π ∆

θ - π ∆

α = β α +

+ β - α

∫ ∫

∫ ∫

2
0

0 0

2
0 0

0 0

1

1
 (9)

Для первого слагаемого в (9) можно видеть из [2], 
что оно равняется

( ) ( )
( )

( )sin j l
k

l
t e

l
- π -απ -α

β
π -α0  (10а)

или эквивалентно

( ) ( )
( )

sin
.j

k
l

t e
l

πα π
 β -
 π -α 

0  (10b)

Представим второе слагаемое (9) в виде суммы 
двух интегралов. В результате получим, используя 
свойства ряда Фурье [10]:

( ) ( ) ( )' ' ,
T T

lj t j l ft
k k

l

dS w
t te e dt j t

T dw
θ - π ∆β = β∫ ∫ 2

0 0
0 0

1  (11)

где ( )lS w  – спектральная плотность [2] функции, 
определяемой в (7), где .lw l f= π ∆2

Второе слагаемое из суммы интегралов равно

( ) ( ) .k lt t S w-β 0 0  (12)

3. Оценка мощности МКП 
с моделируемым влиянием 

доплеровского распространения 
и смещения частоты

Введем следующие обозначения с учетом :
f

t
∆

= 1
0 2

 

( )
( )

( )
( )

sin sin
; ;j j

l
l

F e F e
l

πα παπ πα
= - =

π -α πα0

( )

( ) ( )
( )

( )

'

sin
;

l
l

l

j j

dS w
F j

dw

l
je e

l f l l
πα πα

= =

 πα
= + 

∆ π -α π -α  2

 (13)

( )
( )

( )
' sin

.
jeF

j f

πα  πα
= - 

α ∆ πα  
0 1

2

Теперь выразим составляющую переданного 
символа ˆ :md

( ) ( ) ( ) ( )
' ' '

ˆ

,

m

m m m l k l

d

d t F t F t F
f

=

 
= β +β -β 

∆  
0 0 0 0

1
2

 (14)

и составляющую межканальной помехи ( ) :
m

ÌÊÏ
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( )

( ) ( ) ( ) ( )
' ' ' .

m
N

k k l k l k l
k
k m

ÌÊÏ

d t F t F t F
f=

≠

=

 
= β +β -β 

∆  
∑ 0 0 0

1

1
2

 (15)

Для вычисления мощностей (14) и (15) соглас-
но  [1] используем следующие статистические 
свойства случайных величин ,kβ  ' ,kβ  :kd  все сум-
мируемые слагаемые в (14) и (15) являются взаим-
но независимыми, так как:

а) гауссовские случайные величины ,kβ  ' :kβ

( ) ( )', , , ;äëÿ âñåõk kM t t k m N   β β = ∈   0 0 0 1

б) произведения ( ) ( )m kt tβ β0 0  – это произведе-
ния взаимно независимых от ,m kd d  для которых 
математическое ожидание ( ) .kM d = 0

Если спектр доплеровского рассеивания име-
ет вид рассеивания Джейкса [1; 2], то дисперсия 

( )'
k tβ  равняется

( )' ,k dM t F
 
β = π 

 

2 2 22  (16)

где dF  – максимальное значение рассеивания 
Доплера.

Выполнив алгебраические преобразования и 
приведения подобных членов и обозначив норми-
рованную величину максимального значения доп-
леровского рассеивания ,dF

f∆
β =  получаем [9]:

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

sin

sin sin
,

mM d
 πα  = +    πα  

    πα πα    + πβ + -    πα παπα     

2
2

2 2
2

2
1 1

 (17)

и для средней мощности МКП:

( )
( ) ( ){sin

ÌÊÏ
N

k
k m

Ð ÌÊÏ

k m=
≠

= =

= πα + πβ ×
π - -α

∑

2

22
22

1

1  (18)

( ) ( )
( )

( )
( )( )

( ) ( )
( )

sin

sin
cos .

k m

k mk m

 πα
 × πα - +
 π - 


 πα πα + πα +  

π -   π - 

2
2

22

2

1

Графики, иллюстрирующие зависимости (17) и 
(18), приводятся на рис. 1–3 соответственно для 

.N = 64

Рис. 1. Графики, иллюстрирующие (17) от β
Fig. 1. Graphs illustrating (17) from β

Рис. 2. Графики, иллюстрирующие (17) от α
Fig. 2. Graphs illustrating (17) from α

Рис. 3. Графики, иллюстрирующие (18) от α
Fig. 3. Graphs illustrating (18) from α
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Величина отношения мощностей сигнал/МКП, 
рассчитанная делением (17) на (18) и обозначенная 

/ ,dm ÌÊÏP P  иллюстрируется графиком рис. 4.

4. Результаты ухудшения 
производительности OFDM-систем

Помехоустойчивость цифровых систем связи, в 
частности систем OFDM, – это функция аргумен-
та – величины SNR, определяемой отношением cP  
мощности сигнала к nP  мощности аддитивного 
шума в канале. Появление МКП, величина мощ-
ности которой не зависит от ,nP  учитывается вве-
дением показателя SINR-отношения мощностей 
сигнала к n ÌÊÏP P+  [7; 8]:

,c

n ÌÊÏ

P
SINR

P P
=

+
 (19)

Легко видеть меру уменьшения величины SINR 
относительно величины SNR в системе OFDM, не 
подверженной воздействию доплеровского воз-
действия и сдвигу частот субканалов:

.
ÌÊÏ

N

SNR SNR SINR SNR
P

P

 
 
 ∆ = - = - 

+  
 

11
1

 (20)

В формуле (20) учтено, что в данной работе пред-
полагались величина мощности передаваемого 
символа, равная 1, и неизменной величина мощ-
ности шума. Ниже на графиках рис. 4 приведены 
результаты расчетов по формулам (20) и (18). Расче-
ты SNR∆  для канала в отсутствие доплеровского 
рассеивания ( ),β = 0  выполненные по (20) с учетом 
β = 0  в (17) и (18), проиллюстрированы графиком 
рис. 5. А расчеты SNR∆  для канала с быстрыми 
замираниями и с нулевым частотным рассогласо-
ванием получены при ,ÌÊÏP  позаимствованной 
из [3–6], график рис. 6. 

Заключение
Сравнивая полученные результаты, можно оце-

нить, насколько сочетанное влияние обоих рассмо-
тренных источников нарушения ортогональности 
субканалов в системе OFDM увеличивает МКП и 
уменьшает отношение сигнал/шум по сравнению 
со случаями парциального воздействия каждого 
источника по отдельности. Что, в свою очередь, 
открывает возможность определения, насколько 
должны быть ужесточены требования к точности 
согласования частот при работе систем OFDM 
в каналах с быстрыми замираниями, т.  е. при 
высоко скоростной мобильности пользователей.

Рис. 4. Зависимость отношения мощностей сигнал/МКП и 
/dm ÌÊÏP P

Fig. 4. Dependence of the signal/MCP power ratio and /dm ÌÊÏP P

Рис. 5. SNR∆  в отсутствие доплеровского рассеивания, β = 0
Fig. 5. SNR∆  in the absence of Doppler scattering, β = 0

Рис. 6. SNR∆  для канала с быстрыми замираниями и с нуле-
вым частотным рассогласованием
Fig. 6. SNR∆  for a channel with fast fading and zero frequency 
mismatch
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Abstract – In this paper, we consider the negative simultaneous effect of fast relay fading in the channel and mutual frequency 
shifts of subcarriers between the transmitting and receiving sides of the channel, causing violation of orthogonality between 
the signals of individual subchannels of OFDM system. Violation of orthogonality is manifested in the appearance of mutual 
interference signal at the receiving end of the channel in each OFDM subchannel. The paper evaluates the joint effect of fast 
fading and frequency shifts on the magnitude of the transient interference between subchannels and investigates in sufficient 
detail the manifestation of transient interference between individual subchannels caused by orthogonality violations each of the 
two factors cited separately. In this paper, we consider the simultaneous effect of both factors and their influence on the value of 
the interchannel transient interference.

Keywords – wireless communication systems; carrier frequence offset; fast Rayleigh fading; Doppler speading; inter-channel 
interference.
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Исследование цифрового диаграммообразования 
для оптимального помехо- и шумоподавления в антенных 

решетках различной формы с направленными излучателями
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Аннотация – В статье исследуется цифровое диаграммообразование по азимуту и углу места, что способствует 
более точному формированию нулей и максимума. Рассматриваются статистически оптимальный алгоритм минимума 
дисперсии, алгоритм обращения корреляционной матрицы с применением регуляризации, а также управления нулями 
на выходе цилиндрической, полусферической и планарной решеток. Проведена оценка отношения мощности полезного 
сигнала к результирующей мощности активной помехи и шума и вероятности битовой ошибки на выходе цифровых 
антенных решеток в зависимости от коэффициента направленного действия антенных элементов, числа выборок 
усреднения. Установлено, что полусферная антенная решетка позволяет значительно повысить надежность передачи 
в сравнении с рассматриваемыми, что снизит вычислительную нагрузку без привлечения усложненных алгоритмов 
диаграммообразования.

Ключевые слова – моделирование; цифровые антенные решетки; диаграммообразование; цилиндрические антенные 
решетки; направленные излучатели; КНД; вероятность битовой ошибки.

Введение
Цифровое формирование диаграммы направ-

ленности антенными решетками (АР) для усиле-
ния полезного радиосигнала и подавления шума 
и помех представляет серьезный исследователь-
ский интерес в таких областях, как радиолокация, 
гидролокация и беспроводные телекоммуникаци-
онные системы [1]. Различаются антенные решет-
ки, пригодные для азимутального и угломестно-
го сканирования [2–5], являющиеся в настоящее 
время актуальным направлением применения 
для цифрового диаграммообразования. Так, в за-
дачах сверхвысокочастотной связи такие подходы 
применяются для построения сетей связи пятого 
поколения для более точной пространственной 
фильтрации [6]. Кроме того, для коротковолновой 
связи также необходимо точное формирование 
нулей и максимумов диаграммы направленности 
по углу места, т. к. известны суточные колебания 
волн, отраженных от ионосферы [7]. Однако рас-
пространенной причиной снижения характе-
ристик адаптивных алгоритмов является недо-
статочная изученность влияния характеристик 
отдельных антенных элементов (АЭ) на форми-
рование цифровой диаграммы направленности 
(ДН) в азимутальной и угломестной плоскостях. 

Для  осуществления всех перечисленных преиму-
ществ цифровых антенных решеток (ЦАР) необ-
ходимо формирование ДН заданной формы, что 
означает определение весовых коэффициентов. 
Статистически оптимальный алгоритм подавления 
помех и шума [8], а также алгоритм управления ну-
лями и обращения пространственной корреляци-
онной матрицы остаются довольно популярными 
для этой цели. Можно утверждать, что представ-
ляется актуальным исследование АР с направлен-
ными элементами в совокупности с алгоритмами 
адаптивного диаграммообрзования по азимуту и 
углу места для выбора оптимальной конфигурации 
цифровой антенной решетки, снижающей ошибки 
при передаче инфокоммуникационных сигналов.

1. Основные предположения
Предположим, что M радиосигналов приходят 

на антенную решетку с различных направлений 

{ }, ,M
m m m

-
=

ϕ θ
1
0

 где ϕ  – угол места; θ  – азимут. Для 
произвольной геометрической конфигурации ком-
плексный вектор сигналов на выходе АР описыва-
ется выражением [9]:

( ) ( ) ( ),t t t= ⋅ +x A s n   (1)

где ( )tx  – N-мерный вектор, описывающий сиг-
налы на выходе каждого антенного элемента АР; 
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( )ts   – М-мерный вектор сигналов; ( )tn  – N-мер-
ный вектор шума; A  – N × M матрица направля-
ющих векторов. 

Рассмотрим структуру цилиндрической (ЦиАР) 
и других антенных решеток, состоящих из направ-
ленных излучателей (рис. 1).

Обозначим ( ,  ,  )ig w θ ϕ -усиление и фазу АЭ в за-
висимости от частоты и направления, тогда век-
тор распределения фазы и амплитуды АР:

( ,  ,  ) ( ,  ,  )

( ,  ,  ) ( ,  ,  ) ,

Tj

T Tj j N
N

g e

g e g e


w θ ϕ = w θ ϕ


w θ ϕ w θ ϕ 

kr

kr kr

a 1
1

2
2 

 (2)

где

( ) ( ), , sin cos , sin sin , cosx y zk k kπ
= = ϕ θ ϕ θ ϕ

λ
k 2

– волновое число, описывающее скорость измене-
ния фазы распространяющейся волны в направ-
лениях x, y, z, T

n =r ( ,  ,  )Tn n nx y z  - радиус-вектор к 
n-му АЭ и ( ,  )ng θ ϕ  – коэффициент усиления n-го 
АЭ. Направляющие векторы антенных решеток в 
форме полусферы (рис. 1, а), цилиндра (рис. 1, б) 
и на плоскости (рис. 1, в) достаточно громоздки и 
описаны в более ранних работах [10].

Для исследования эффекта влияния коэффи-
циента направленного действия (КНД) на харак-
теристики цифрового диаграммообразования 
необходимо иметь модель диаграммы излучения 
гипотетической антенны. Предполагается, что ДН 
симметрична в трехмерной плоскости, тогда мо-
дель ДН по мощности в дальней зоне относитель-
но изотропной антенны представляется как [11]: 

( ) ( )( )sin cos ,

, , , ,

m
m

m
D nG

N

n N

  π
θ = + ϕ + θ-  

  
= -

21 1
2

0 1 1

 (3)

где D – коэффициент направленного действия.

2. Цифровое диаграммообразование
Цель формирования ДН при приеме, учитывая 

пространственную характеристику интересующе-
го пользователя, состоит в том, чтобы получить 
сигнал от этого отправителя (полезный сигнал) без 
изменения, с максимально возможным подавле-
нием помех и шума. Пространственная характе-
ристика может быть оценена заранее, с использо-
ванием, например, методов из [9].

В телекоммуникационных системах выходной 
сигнал в момент времени k получается линейной 
комбинацией данных с N антенных элементов:

( ) ( ),Hy k k= w x   (4)
где w  – вектор весовых коэффициентов. Изме-
няя ,w  можно расположить луч диаграммы на-
правленности в любом направлении и адаптивно 
управлять ее формой, чтобы суммарная мощность 
помех и аддитивного шума были минимальны при 
несущественных искажениях полезного сигнала, 
т. е. [12]:

min { }H
i nw

E +w x


   при ,H =w a1 1  (5)

где i n+x  – сигнал с элементов АР, содержащий 
только помехи и шум. 

3. Управляющий нулями 
формирователь ДН

Данный алгоритм используется, чтобы погасить 
помехи, приходящие с известных координат пу-
тем формирования нулей ДН в определенных на-
правлениях. Весовой вектор получается, исходя из 
следующих условий:

( , ) ,

( , ) ,

, ..., ,

H

H

i M

θ ϕ =

θ ϕ =

= -

w a

w a

0 0

1 1

1

0

1 1



  (6)

   

 а б в
Рис. 1. Схематическое изображение антенных решеток с направленными излучателями: а – полусферная; б – цилиндрическая; 
в – плоская
Fig. 1. Schematic representation of antenna arrays with directional emitters: a – hemispherical; b – cylindrical; c – flat
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где ( , )θ ϕa 0 0
  – направляющий вектор полезного 

сигнала; ( , )i iθ ϕa  – направляющий вектор помех. 
В  случае, когда количество сигналов M, прибыв-
ших на АР, меньше, чем число АЭ N, было пред-
ложено решение [13]:

( ) ,H T H H
ne -= + σw A AA I2 1

1
   (7)

где I – единичная матрица N × M.
Хотя ДН, полученная этим формирователем, 

имеет нули в направлениях помех, данный метод 
не разрабатывался для минимизации некоррели-
рованного шума на выходе АР. Этого возможно 
достичь, выбирая значения ,Hw  которые миними-
зируют среднюю выходную мощность в зависимо-
сти от выше обозначенных ограничений. Варианты 
применения схемы управления нулями ДН для ка-
кой-либо мобильной коммуникационной системы, 
размещенной на базовой станции, описан в [14–16]. 

4. Оптимальный алгоритм 
диаграммообразования

Зачастую требуется подавить как шум, так и ак-
тивные помехи. Решением для этих ограничений 
является формирователь ДН, который максими-
зирует отношение выходного сигнала к помехе и 
шуму.

Тогда отношение мощности сигнала к сумме 
мощностей помех и шума (ОСПШ) на выходе 
АР [17]:

ÎÑÏØ .
H

ss
H

i n+

=
w R w

w R w

 

 

 (8)

Выражение, которое максимизирует ОСПШ, 
может быть получено составлением функциона-
ла Лагранжа и приравниванием его градиента 
к нулю. И тогда вектор весовых коэффициентов 
принимает вид [18]:

MV
( , )

.
( ) ( , )

i n
H

i n

-
+

-
+

θ ϕ
=

θ θ ϕ

R a
w

a R a

1
0 0
1

0 0 0





 

 (9)

Выражение (9) является статистически опти-
мальным в отношении выходного ОСПШ. Однако 
данный алгоритм требует большого объема вы-
числений для получения обратной матрицы .i n+R

5. Алгоритм обращения выборочной 
корреляционной матрицы

В практических приложениях истинная матри-
ца i n+R  обычно неизвестна и вместо нее исполь-
зуется оценочная версия ˆ ,R  получаемая из набора 
K временных отсчетов [4]:

ˆ ( ) ( ).
K

H

k
k k

K
=

= ∑R x x
1

1    (10)

Основной идеей алгоритма обращения выбо-
рочной корреляционной матрицы (SMI-Sample 
matrix inversion) является замена i n+R  на ˆ.R  Тог-
да весовые векторы SMI могут быть получены [19]:

ˆ ( , )
.

ˆ( ) ( , )H

-

-

θ ϕ
=

θ θ ϕ

R a
w

a R a

1
0 0

1
1 0 0





 

 (11)

Оценка весового вектора требует инверсии ма-
трицы ˆ ,R  тогда процесс получения обновленной 
матрицы ˆ -R 1  выполняется следующим образом [20]:
ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ,
ˆ( ) ( ) ( )

H

H

k k

k k k k

k k k

- -

- -

-

= - -

- -
-

+ -

R R

R x x R

x R x

1 1

1 1

1

1

1 1

1 1

 

 

 (12)

где

ˆ ( ) ,- =
e

R I1

0

10  .e >0 0

И, таким образом, весовой вектор ŵ  известен в 
любой момент времени k.

Известно, что использование R̂  вместо i n+R  вы-
зывает некоторое снижение характеристик ЦАР в 
случае, когда полезный сигнал присутствует в от-
счетах вектора .x  С увеличением количества выбо-
рок значения элементов матрицы R̂  приближаются 
к величинам теоретической матрицы ,R  получаю-
щейся усреднением бесконечного числа непрерыв-
ных временных отсчетов. При условии отсутствия 
компонент полезного сигнала в выборках, и когда 
направляющий вектор полезного сигнала точно из-
вестен, оцениваемые весовые коэффициенты при-
ближаются к своим оптимальным значениям, т. е. 

,k →∞  ˆ ( )i n k+ →R ,R  MV MV
ˆ ( )k →w w   [20].

Поскольку на практике в матрице R̂  содержат-
ся как компоненты полезного сигнала, так и поме-
хи с шумом, использование алгоритма SMI сопря-
жено с опасностью подавления информационного 
сообщения, поскольку полезный сигнал воспри-
нимается алгоритмом как помеха. Для снижения 
уровня боковых лепестков и устранения подавле-
ния полезного сигнала необходимо провести регу-
ляризацию матрицы R̂ [21]:
ˆ ˆ ,DL e= +R R I  (13)

где e – коэффициент регуляризации, снижающий 
уровень боковых лепестков ДН.

6. Результаты моделирования
В данном разделе будут рассматриваться ци-

линдрические, полусферные и плоские цифровые 
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антенные решетки (рис. 1), N = 6, межэлементное 
расстояние составляет / .λ 2  Будем оценивать диа-
грамму направленности в трехмерной плоскости, 
т.  е. по азимуту и углу места. В частности, будут 
подвергаться пристальному вниманию отноше-
ние сигнал/помеха + шум (8) и вероятность битовой 
ошибки на выходе ЦАР соответствующих решеток. 

Далее будем рассматривать на выходе цифровой 
антенной решетки статистически оптимальный 
алгоритм подавления помех и шума (выражение 
(9), «SNIR» на рис. 2 и 5), управляющий нулями (вы-
ражение (7), «Null» на рис. 2 и 5), а также алгоритм 
обращения выборочной корреляционной матри-
цы с применением регуляризации (выражение (13), 
«Rrr01» и «Rrr1» на рис. 2 и 5), описываемый форму-
лой (11) («Rrr» на рис. 2 и 5). В случае использования 
(9) в отсчетах присутствуют только компоненты по-
мех и шума, а в случае SMI для получения матрицы 
(10) добавляется помимо помех и шума также и по-
лезный сигнал.

Кроме того, предполагается использовать АЭ, 
у которых КНД установлен от 1 (всенаправленный 
излучатель) до 15, т. е. остронаправленного излуча-
теля. Сделано это для оценки влияния характери-
стик направленности каждой конкретной антенны 
на общую ДН цифровой антенной решетки в целом 
в азимутальной и угломестной плоскости. При 
этом на ЦАР подаются полезный сигнал, коорди-
наты которого заданы по азимуту ,θ = °0  углу места 

,ϕ = °45  а также активная помеха с ,θ = °25  .ϕ = °45  
Данные сообщения моделируются как комплекс-
ные с единичной мощностью с гауссовским рас-
пределением, отношение сигнал/шум (ОСШ) на 

входе ЦАР составляет 0 дБ. При этом предполага-
ется, что используется 100 выборок с выходов АЭ 
для получения пространственных матриц. 

Из графиков на рис. 2 можно сделать несколько 
выводов. В первую очередь необходимо отметить, 
что явна зависимость от направленности отдель-
ного элемента в характеристиках антенной ре-
шетки в целом. Очевидно, что отношение сигнала 
к помехе с шумом на выходе ЦАР зависит от ха-
рактеристик направленности каждого излучателя, 
при этом в противоположном друг для друга на-
правлении полусферной геометрии АР от осталь-
ных форм. Из рис. 2, а видно, что при использо-
вании плоских и цилиндрических АР отношение 
сигнал/помеха + шум на выходе ЦАР увеличивается 
с ростом КНД элементов от 1 до 6 дБ, в этом случае 
разница ОСПШ практически в 2 раза между дан-
ными значениями направленности. Дальнейшее 
повышение КНД элементов свыше 6 дБ приводит 
к снижению ОСПШ на выходе ЦиАР после циф-
рового диаграммообразования также двукратно 
от 10 до 5 дБ. В то же самое время использование 
полусферной АР для цифровых антенных решеток 
вызывает практически линейный подъем ОСПШ 
на выходе от 6 до 24 дБ при пропорциональном из-
менении направленности элементов. 

На графиках из рис. 2, б показаны вероятности 
битовой ошибки рассматриваемых антенных ре-
шеток и алгоритмов диаграммообразования в за-
висимости от направленности элементов. Из рис. 2 
видно, что кривые а и б взаимно обратные. Так, 
к  примеру, битовая ошибка полусферных реше-
ток снижается от 10-3 до 10-9 с увеличением КНД 

  
 а б
Рис. 2. Характеристики цифровых антенных решеток в зависимости коэффициента направленного действия отдельного элемен-
та: а – ОСПШ; б – битовая ошибка QPSK
Fig. 2. Characteristics of digital antenna arrays depending on the directivity of an individual element: a – SINR; b – QPSK bit error
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антенн. При этом использование АР цилиндри-
ческой и планарной геометрий вызывает волно-
образный характер изменения появления ошибок 
QPSK-сигнала, т.  е. колебание в пределах 10-3 до 
10-5 для ЦиАР и 10-3 до 10-8 для плоской АР.

На следующих графиках из рис. 3 показаны ха-
рактеристики цифровых антенных решеток в за-
висимости от положения полезного сигнала и 
активной помехи в пространстве. Месторасполо-
жение данных равномощных источников по ази-
муту фиксировано, но при этом они смещались 
по углу места от 0° и 90°, наряду с этим ОСШ = 
= –10 дБ. Оценивалось ОСПШ на выходе ЦАР для 
оптимального алгоритма (9) для рассматриваемых 
форм решеток.

При смещении источников сигналов в угломест-
ной плоскости от 0° до 90° происходят значитель-
ные колебания отношения сигнал/помеха + шум на 
выходе ЦАР. Так, если источники полезного сиг-

нала имеет координату по углу места, равную 0°  
(т.  е. над цифровой антенной решеткой), то при 
использовании цилиндрической АР ОСПШ име-
ет отрицательные или близкие к нулю значения 
(рис. 3, а), другими словами, тогда уровень сигна-
ла много ниже уровня негативных воздействий. 
При этом плоская антенная решетка имеет мак-
симальные значения по уровню полезного сиг-
нала (рис.  3,  в). При этом данные две формы АР 
значительно влияют на ОСПШ в зависимости от 
КНД элементов. Значения сигнал/помеха + шум 
заметно повышаются при смещении от ϕ = °0  до 
45°. При дальнейшем перемещении источников 
сигналов сверх ,ϕ = °45  ОСПШ повышается от 20 
до 30 дБ для ЦиАР. Плоская форма размещения 
АЭ дает зеркальные значения цифрового диа-
граммообразования в сравнении с цилиндриче-
ской АР. Полусферная форма антенной решетки 
имеет более плавные значения на выходе ЦАР 

  
 а б

  
 в г
Рис. 3. Отношение мощности полезного сигнала к сумме мощностей помехи и шума на выходе ЦАР в зависимости от направле-
ния на источник по углу места и КНД отдельного элемента для: а – кольцевой АР; б – полусферной АР; в – плоской АР; г – вероят-
ность битовой ошибки, D = 6 дБ
Fig. 3. The ratio of the useful signal power to the sum of the interference and noise powers at the CAR output depending on the direction 
to the source in terms of elevation and the directivity factor of an individual element for: a – ring AA; b – hemispherical AR; c – flat AR; 
d – bit error probability, D = 6 dB
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в зависимости от положения по углу места. Так, 
при КНД элемента, равного 6 дБ, изменения отно-
шения сигнал/помеха + шум находятся в пределах 
20÷25 дБ (рис.  3,  б). Вероятность битовой ошибки 
полусферной АР значительно меньше, чем при 
других рассматриваемых типов, т. е. 0,02÷0,0022 и 
0,45÷0,09 соответственно.

На следующих графиках из рис. 4 показаны ха-
рактеристики цифровых антенных решеток в зави-
симости от положения равномощных источников 
по азимуту от 0° до 90° и 50° до 140° соответствен-
но, координаты по углу места фиксированы на 45°, 
отношение сигнал/шум на входе ЦАР составляет 
–10 дБ.

Как видно из графиков на рис. 4, при смещении 
источников сигнала в азимутальной плоскости 
от 0° до 90° происходят колебания параметров. 
Изменчивость величин происходит не линейно, 
а  волнообразно в зависимости от покрытия тем 

или иным элементом определенного сектора. Осо-
бенно при увеличении направленности антенного 
элемента. Так, если КНД элементов равно 15 дБ, 
то при цифровом диаграммообразовании ЦиАР 
колебания выходного ОСПШ составляют 8 дБ, 
а при использовании полусферной АР – 16 дБ. При 
снижении направленности отдельного элемента 
до 6  дБ колебания выходного отношения сигнал/ 
помеха + шум для ЦиАР находятся в пределах 1 дБ, 
а полусферной решетки – 3 дБ. В этом смысле пло-
ская антенная решетка схожа по своему поведению 
с последней. При этом вероятность битовой ошиб-
ки полусферной АР также значительно меньше, 
чем у других рассматриваемых типов, в частности 
ЦиАР, т. е. 0,003÷0,03 и 0,11÷0,09 соответственно.

Рассмотрим зависимость от числа отсчетов ус-
реднения шумовой корреляционной матрицы (10). 
В этом случае моделировались два источника рав-
ной мощности, при этом отношение сигнал/шум 

  
 а б

  
 в г
Рис. 4. Отношение мощности полезного сигнала к сумме мощностей помехи и шума на выходе ЦАР в зависимости от направле-
ния на источник по азимуту и КНД отдельного элемента для: а – кольцевой АР; б – полусферной АР; в – плоской АР; г – вероят-
ность битовой ошибки, D = 6 дБ
Fig. 4. The ratio of the useful signal power to the sum of the interference and noise powers at the CAR output, depending on the direc-
tion to the source in azimuth and the directivity factor of an individual element for: a – ring AA; b – hemispherical AR; c – flat AR; d – bit 
error probability, D = 6 dB
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на входе ЦАР составляет –10 дБ. КНД отдельного 
элемента фиксировано на D = 6 дБ.

Из рис. 5 видно, что если в каналах присутствуют 
только помехи и шум, т. е. используется алгоритм  
(9), выходное отношение сигнал/помеха + шум прак-
тически не зависит от числа отсчетов (рис.  5,  а). 
Однако при использовании алгоритма SMI, когда 
к выборкам подмешивается полезный сигнал, что, 
как правило, происходит в реальных приложени-
ях, выходные значения ОСПШ зависят от их числа 
прямо пропорционально. К примеру, происходит 
повышение от 6 до 22 дБ при увеличении числе от-
счетов от 10 до 1000 при коэффициенте регуляри-
зации, равном 0,1 (рис. 5, а). 

Кроме того, разница между ОСПШ в зависимо-
сти от коэффициента регуляризации (13) состав-
ляет 3 дБ при e = 0,1 и 7 дБ при e = 1 относитель-
но ситуации, когда e = 0 (рис. 5. а). Из рис. 2 и 5, б 
видно, что если угол склонения составляет 45°, то 
плоская АР имеет лучшую вероятность битовой 
ошибки, чем кольцевая, при этом больше, чем по-
лусферная. Например, считая установившийся ре-
жим при K = 100, 0,1128 (плоская), 0,1855 (ЦиАР) и 
0,0395 (полусфера).

Заключение
В статье исследованы алгоритмы цифрового ди-

аграммообразования в составе цилиндрических, 
полусферных и планарных АР в зависимости от 
коэффициента направленного действия антенно-
го элемента. Цифровое формирование диаграммы 
направленности производится с помощью опти-
мального накопительного алгоритма подавления 

помех и шума, в том числе с применением регуля-
ризации пространственной матрицы. Важнейшие 
характеристики диаграммообразования, такие как  
отношение мощности полезного сигнала к сум-
ме помехи и шума, а также вероятность битовой 
ошибки на выходе ЦАР оцениваются для идеаль-
ных изотропных, а также направленных элемен-
тов для рассматриваемых форм АР и алгоритмов. 
С помощью компьютерной симуляции установле-
но, что значительное понижение ошибок переда-
чи данных, а также высокий коэффициент ОСПШ 
могут быть достигнуты, если использовать под-
ходящее значение коэффициента направленно-
го действия оптимальным образом подобранной 
формы расположения антенных элементов. 

В ходе исследования выявлено, что вероятность 
битовой ошибки сигнала с модуляцией QPSK по-
сле применения полусферной ЦАР также на не-
сколько порядков ниже и данные значения много 
стабильнее во всем диапазоне нахождения источ-
ников сигналов в пространстве, чем у других рас-
сматриваемых АР. Колебания выходного ОСПШ в 
угломестной и азимутальной плоскости у послед-
ней значительно меньше, и в целом полученные 
значения превышены на 5–10 дБ относительно 
цилиндрических и планарных цифровых АР. Оп-
тимальным выбором числа отсчетов усреднения 
пространственной корреляционной матрицы яв-
ляются значения свыше 100, но не превышающие 
1000, т. к. дальнейшее увеличение числа выборок 
приведет к росту вычислительной сложности диа-
граммообразования без существенного выигрыша 
отношения сигнал/помеха + шум и вероятности 
битовой ошибки.

  
 а б
Рис. 5. Характеристики ЦАР в зависимости числа отсчетов усреднения корреляционных матриц для: а – рассматриваемых алго-
ритмов; б – антенных решеток после использования SMI, e = 1
Fig. 5. Characteristics of the CAR depending on the number of samples of averaging the correlation matrices for: a – considered algo-
rithms; b – antenna arrays after using SMI, e = 1
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Таким образом, можно сказать, что опти-
мальным выбором коэффициента направленно-
го действия для высокой мощности полезного 
сигнала и подавления шума и помех является 
значение в пределах 6–8 дБ с полусферным рас-
положением антенных элементов. В качестве 

подхода для формирования ДН предпочтитель-
но использовать алгоритм управления нуля-
ми либо обращения пространственной корре-
ляционной матрицы с числом выборок около 
100÷200 и коэффициентом регуляризации 0,1 и 
выше.
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Study of digital diagram formation for optimum 
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of different shapes with directional radiators

Yury B. Nechaev1, Ilya V. Peshkov2 
1 Voronezh State University  
1, Universitetskaya Square,  
Voronezh, 394018, Russia 

2 Bunin Yelets State University  
28, 1, Kommunarov Street,  

Yelets, Lipetsk region, 399770, Russia

Abstract – In the paper the digital beamforming is examined in azimuth and elevation, which allows more accurate formation 
of nulls and maximum of the radiation pattern. The minimum variance distortionless response beamformer, the sample matrix 
inversion algorithm using regularization, and the null steering algorithms at the output of cylindrical, hemispherical and planar 
lattices are considered. The ratio of the useful signal power to the active interference plus noise resulting power and the bit error 
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ratio at the output of digital antenna arrays are estimated depending on the directivity of the antenna elements and the number 
of averaging samples. It has been established that a hemispherical antenna array can significantly increase the transmission 
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Аннотация – Сформулированы и проанализированы показатели эффективности антенно-волноводного тракта 
многодиапазонной зеркальной антенны, в виде частных коэффициентов комплексной амплитуды входного сигнала, 
векторов поляризационного сигнала и шумов во входном сигнале в каждом из совмещаемых диапазонов. Рассмотрены 
примеры реализации антенно-волноводного тракта многодиапазонных антенн на основе различных компоновок. 
Сделаны выводы о достоинствах и недостатках представленных способов.

Ключевые слова – антенно-волноводный тракт; показатель эффективности; зеркальная антенна.

Введение
Постоянный рост объемов передаваемой ин-

формации и расширение рынка спутниковых ин-
формационных услуг приводят к необходимости 
освоения новых диапазонов частот и использова-
ния поляризационного уплотнения передаваемых 
сигналов в системах спутниковой связи (ССС). При 
этом для снижения стоимости наземных прием-
ных комплексов ССС широкое распространение 
находят многодиапазонные зеркальные антенны 
(МЗА), осуществляющие в каждом из совмещае-
мых диапазонов частот прием сигналов ортого-
нальных поляризаций.

Использование таких антенн приводит к необ-
ходимости решения вопросов построения антен-
но-волноводных трактов (АВТ), обеспечивающих 
эффективное разделение принимаемых сигналов 
по частоте и поляризации. При этом под эффек-
тивностью разделения сигналов следует понимать 
отношение сигнал/(помеха + шум) на выходе соот-
ветствующего частотно-поляризационного кана-
ла МЗА при заданном распределении мощностей 
принимаемых сигналов и шумов по частотным ди-
апазонам и поляризациям. Помехой в этом случае 
являются сигналы того же или близких диапазо-
нов частот других поляризаций.

Различные варианты построения АВТ и входя-
щих в их состав устройств для разделения при-
нимаемых сигналов по частоте и поляризации 
рассматривались в ряде работ, например [1–4]. Од-
нако в этих работах отсутствует системный анализ 
эффективности применения того или иного спо-
соба разделения сигналов, что не позволяет в пол-

ной мере использовать результаты выполненных 
исследований. Вследствие этого возникает не-
обходимость системного рассмотрения способов 
разделения и реализации их в АВТ МЗА ССС [4–8].

Целью работы является системный анализ эф-
фективности применения различных способов ча-
стотно-поляризационного разделения сигналов в 
АВТ МЗА ССС.

Решаемые задачи:
1. Формулировка показателя эффективности 

применения АВТ в составе МЗА ССС.
2. Анализ эффективности применения спо-

соба разделения принимаемых сигналов по 
частоте-поляризации.

3. Анализ эффективности применения спо-
соба разделения принимаемых сигналов по 
поляризации-частоте.

1. Формулировка показателя 
эффективности применения 

АВТ в составе МЗА ССС
В многодиапазонной антенне ССС, предназна-

ченной для совмещенного приема K  сигналов 
нескольких диапазонов частот и поляризаций, на 
вход АВТ поступает сигнал, представляющий со-
бой сумму M  ( M K≥ ) сигналов различных диапа-
зонов частот и поляризаций

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ),
M

âõ âõ ø
âõ m m

m
s N

=

w ≈ w ⋅ + w∑S e
1

 (1)

где ( )âõ wS  – частотная зависимость комплексной 
амплитуды входного сигнала; ( )ms w  и ,m ie  – со-
ответственно, частотная зависимость комплекс-
ной амплитуды и вектор одной из возможных 
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поляризаций m-го входного сигнала ( , ..., ,m M= 1  
, ..., );i = 1 4  ( ) ( )øN w  – частотная зависимость шумов 

во входном сигнале.
Антенно-волноводный тракт в МЗА ССС пред-

ставляет собой устройство с одним входом и K  
выходами, в каждом из которых формируется сиг-
нал одного диапазона частот и одной поляриза-
ции ( )

, ( ),âûõ
ls w1  …, ( )

, ( )âûõ
ls w4  ( )

,( ( )âûõ
l is w  – выделенный 

на выходе АВТ сигнал l-го частотного диапазона 
одной из четырех возможных видов поляризаций). 
Каждый из сигналов на выходе АВТ соответству-
ет приему сигнала с k-м набором частотно-поля-
ризационных характеристик ( , ..., )k K= 1  и может 
быть представлен с использованием следующего 
выражения

( , )( ) ( )
, , ,

( ) ( ) ( )
, , ,

( ) ( ) ( )

( ) ( ),

i iâûõ âõ
l i l i l l

âõ ÀÂÒ ø
l i l i l i

s s a

N

w = w ⋅ w ×

× ⋅ w + we e
 (2)

где ( , )
, ( )i i

l la w  – обобщенный коэффициент передачи 
сигнала l-го диапазона частоты i-й поляризации 
из входного сигнала на соответствующий ему вы-
ход АВТ; ( )

,
ÀÂÒ

l ie  – поляризационный базис канала 
АВТ l-го диапазона частот i-й поляризации.

Выражение (2) позволяет учитывать как согласо-
вание входов АВТ с облучателем МЗА и выходов 
АВТ с приемным устройством, так и совпадение 
поляризации принимаемого сигнала и поляриза-
ционного базиса соответствующего канала АВТ.

Сигналы всех остальных диапазонов частот и 
поляризаций на выходе канала, соответствующего 
выделению сигнала l-го частотного диапазона i-й 
поляризации, по аналогии с выражением (2) могут 
быть записаны следующим образом:

( )( ) ( )
, , ,

( ) ( ) ( )
, ,,

( ) ( ) ( )

( ) ( ).

jâûõ âõ
m j m j m l

âõ ÀÂÒ ø
m j m jl i

s s a

N

w = w ⋅ w ×

× ⋅ w + we e
 (3)

Выбор параметров АВТ выбирается таким об-
разом, чтобы обеспечить наилучший прием сиг-
налов всех совмещаемых диапазонов частот, что 
математически может быть представлено как

argmax ,Ý=P  (4)
где

( ) ( ) ( ) ( )
, , ,

( ) ( )
, ,

( ) ( ) ( )

;

( ) ( )

k

m k

âõ i âõ ÀÂÒ
k k k k i k iK

M
k âûõ ø

k i k i
m
m k

s a d

Ý

s d N d

∆w

=

= ∆w ∆w
≠

 
 

w ⋅ w ⋅ ⋅ w w 
 
 =
 
 w w+ w w
 
 
 

∫
∏

∑ ∫ ∫

e e
2

2 21

1

P  – вектор, элементами которого являются пара-
метры АВТ.

С физической точки зрения предлагаемый по-
казатель эффективности представляет собой из-
менение ОСШ на выходе МЗА, обусловленное 
структурой и параметрами АВТ.

Предложенный показатель эффективности мо-
жет использоваться для проведения системного 
анализа различных способов построения АВТ, ко-
торые принципиально могут быть выделены в две 
группы:

 – разделение по частоте – разделение по по-
ляризации, при котором на первом этапе из при-
нимаемого сигнала выделяются сигналы, соответ-
ствующие совмещаемым частотным диапазонам, 
на втором этапе проводится их поляризационное 
разуплотнение;

 – разделение по поляризации – разделение по 
частоте, при котором на первом этапе выполняет-
ся поляризационное разуплотнение принимаемой 
совокупности сигналов совмещаемых диапазонов 
частот, на втором этапе – частотная селекция сиг-
налов выделенных поляризаций.

2. Анализ эффективности применения 
способа разделения принимаемых 
сигналов по частоте-поляризации

Рассмотрим реализацию АВТ МЗА, построен-
ного на основе принципа «разделение по частоте – 
разделение по поляризации». Указанный способ 
построения АВТ, структурная схема которого при-
ведена на рис. 1, реализуется следующим образом:

 – принимаемый сигнал с выхода облучателя 
попадает на вход частотного диплексера первого 
(низшего из совмещаемых) диапазона частот, в ко-
тором обеспечивается:

 ● прохождение сигнала первого диапазона 
частот на первый выход, к которому подключено 
устройство поляризационного преобразования и 
селекции первого диапазона;

 ● прохождение сигналов более высоких диапа-
зонов частот на второй выход, к которому подклю-
чен второй диплексер;

 – во втором частотном диплексере аналогич-
ным образом на первом выходе выделяется сигнал 
второго частотного диапазона, а сигналы более 
высоких диапазонов частот со второго выхода по-
ступают на вход третьего частотного диплексера;

 – в K -1 -м частотном диплексере на первом 
выходе выделяется сигнал K -1 -го диапазона 
частот, который поступает на вход устройства 
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поляризационного преобразования и селекции  
K -1 -го частотного диапазона, а на втором выходе 
формируется сигнал K-го частотного диапазона, 
который поступает на вход устройства поляри-
зационного преобразования и селекции соответ-
ствующего диапазона частот.

Возможность частотного разноса совмеща емых 
диапазонов частот определяется, как следует из 
приведенной схемы, построением первого ди-
плексера. Возможность максимального разноса 
частот в диплексере на практике не превышает 5:1 
[2]. Дальнейшее расширение полосы частот приво-
дит к возбуждению высших мод верхнего диапазо-
на частот и, соответственно, снижению амплиту-
ды основной моды верхнего из диапазонов.

В частном случае совмещения двух диапазонов 
возможен вариант первичного отбора второго ча-
стотного диапазона, а сигнал первого диапазона 
поступает на выход частотного диплексера.

Достоинством данного варианта построения 
АВТ является типовое построение устройств по-
ляризационного преобразования и селекции в 
каждом из частотных диапазонов, недостатком  – 
необходимость использования K -1  частотных 
диплексеров и K  однодиапазонных устройств по-
ляризационного преобразования и селекции со-
ответствующих диапазонов частот. С учетом этого 
возможное число совмещаемых диапазонов частот 
определяется параметрами частотных диплексе-
ров. Кроме того, при отсутствии технологических 
погрешностей изготовления АВТ рассогласова-
ние вектора поляризации принимаемого сигнала 

и поляризационного базиса соответствующего 
канала АВТ отсутствует, т.  е. ( ) ( )

, , ( ) ,âõ ÀÂÒ
k i k i⋅ w =e e 1  

( ) ( )
, , ( ) .âõ ÀÂÒ

m i k i⋅ w =e e 1  В этом случае выражение, опре-
деляющее эффективность АВТ, упрощается и при-
нимает вид

( ) ( )
,

( ) ( )
,

( )
,

( ) ( ) /

( ) ( )

( ) .

k

m

m

K
âõ i

l l i
k

M
âõ i

m m j
m
m k

M
ø

m j
m

Ý s a d

s a d

N d

= ∆w

= ∆w
≠

= ∆w


= w ⋅ w w



 w ⋅ w w+


  + w w  

∏ ∫

∑ ∫

∑ ∫

2

1

2

1

2

1

 (5)

Анализ способов частотно-поляризационного 
разделения сигналов проведен на основе двух ва-
риантов построения трехдиапазонного АВТ.

1. Трехдиапазонный АВТ построен путем под-
ключения к оптимальному по критерию (5) двух-
диапазонному АВТ устройства поляризационного 
преобразования и селекции третьего частотного 
диапазона с сохранением параметров устройств 
(неоптимизированного трехдиапазонного АВТ). 
При этом в качестве исходного двухдиапазонного 
АВТ может рассматриваться как тракт с совмеще-
нием двух нижних диапазонов частот с подключе-
нием более высокочастотного тракта, так и тракт 
с совмещением двух верхних диапазонов частот с 
подключением тракта нижнего диапазона частот.

2. Трехдиапазонный АВТ построен путем под-
ключения к двухдиапазонному АВТ устройства 
поляризационного преобразования и селекции 

Рис. 1. Блок-схема способа разуплотнения в многодиапазонном АВТ «разделение по частоте – разделение по поляризации»
Fig. 1. Block diagram of the decompression method in a multi-band AWT «frequency separation – polarization separation»
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третьего частотного диапазона и оптимизации 
трехдиапазонного АВТ в целом по критерию (5).

На рис. 2 приведены результаты измерений 
частотных зависимостей обобщенных коэффи-
циентов передачи сигналов в трехдиапазонном 
АВТ для приема сигналов с центральными часто-
тами ,f =1 3 80   ГГц, ,f =2 6 2   ГГц, ,f =3 11 7  ГГц 
и полосами частот ,f∆ =1 0 8   ГГц, ,f∆ =2 0 9   ГГц, 

,f∆ =3 2 0   ГГц соответственно. Рассмотрено по-
строение трехдиапазонного тракта на основе оп-
тимального АВТ с совмещением двух нижних 
диапазонов частот путем подключения тракта 
третьего диапазона. 

Сплошной линией на рис. 2 обозначены характе-
ристики трех однодиапазонных трактов в каждом 
из совмещаемых диапазонов частот. Штриховой 
линией обозначены характеристики неоптими-
зированного трехдиапазонного тракта, который 
состоит из оптимизированного двухдиапазонно-
го тракта 3,4–4,2/5,8–6,6 ГГц и присоединенного к 
нему без оптимизации входных устройств третье-

го тракта диапазона 10,7–12,7 ГГц. Характеристи-
ки оптимизированного трехдиапазонного тракта 
3,4–4,2/5,8–6,6/10,7–12,7 ГГц представлены точеч-
ной линией.

Как следует из приведенных зависимостей, под-
ключение без оптимизации входных устройств 
тракта диапазона частот f3  к двухдиапазонному 
тракту практически не влияет на характеристики 
в нижнем диапазоне частот (рис. 2, а), но приво-
дит к ухудшению во втором (рис. 2, б) и в наиболь-
шей степени в третьем (рис. 2, в) из совмещаемых 
диапазонов частот. При оптимизации параметров 
трехдиапазонного АВТ в целом происходит ухуд-
шение в нижнем диапазоне. Однако во втором и 
третьем диапазонах характеристики улучшают-
ся, что обуславливает повышение эффективности 
АВТ в целом. Достигаемый выигрыш в эффектив-
ности применения АВТ составляет 0,4 дБ.

При построении трехдиапазонного АВТ на ос-
нове оптимального двухдиапазонного тракта, 
обеспечивающего совмещение диапазонов с цен-

  
 а б

в
Рис. 2. Частотные зависимости обобщенного коэффициента передачи: а – в диапазоне частот 3,4–4,2 ГГц; б – в диапазоне частот 
5,8–6,6 ГГц; в – в диапазоне частот 10,7–12,7 ГГц
Fig. 2. Frequency dependences of the generalized transfer coefficient: a – in the frequency range of 3,4–4,2 GHz; b – in the frequency range 
5,8–6,6 GHz; c – in the frequency range 10,7–12,7 GHz
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тральными частотами f2  и f3  путем подключе-
ния тракта диапазона с центральной частотой ,f1  
характеристики АВТ остаются практическими 
неизменными в самом высокочастотном из совме-
щаемых диапазоне. В диапазонах с центральными 
частотами f1  и f2  происходит уменьшение коэф-
фициента передачи. При оптимизации трехдиа-
пазонного АВТ в целом наблюдается уменьшение 
коэффициента передачи в диапазоне с централь-
ной частотой ,f3  но повышение коэффициента 
передачи в диапазонах с центральными частотами 
f1  и .f2  Достигаемое при этом повышение эф-

фективности применения АВТ по отношению к 
неоптимизированному составляет 0,37 дБ.

3. Анализ эффективности применения 
способа разделения принимаемых 
сигналов по поляризации-частоте

При реализации АВТ МЗА, построенного на ос-
нове способа «разделение по поляризации – раз-
деление по частоте» выполняется следующая по-
следовательность операций:

 – принимаемый сигнал с выхода облучателя 
поступает на вход устройства поляризационного 
преобразования и селекции, на выходе которого 
формируется совокупность сигналов, каждый из 
которых представляет собой совокупность сиг-
налов одной поляризации различных диапазонов 
частот;

 – сформированные сигналы поступают на вхо-
ды соответствующих частотных фильтров, на вы-
ходе каждого из которых формируются сигналы 
требуемых поляризаций в совмещаемых частот-
ных диапазонах.

Структурная схема АВТ, реализующего дан-
ный способ, приведена на рис. 3. Достоинством 

данного варианта построения АВТ является от-
сутствие диплексеров совмещаемых диапазонов 
частот, недостатком – ограничения по реализации 
устройства поляризационного преобразования и 
селекции, работающего в широкой полосе частот, 
включающей совмещаемые частотные диапазоны.

Как следует из приведенной схемы, число и 
ширина полосы совмещаемых диапазонов опре-
деляется полосой рабочих частот устройства по-
ляризационного преобразования и селекции. Как 
правило, верхняя âf  и нижняя íf  границы тако-
го частотного диапазона удовлетворяют условию 

â íf f ≈ 2  [2]. Таким образом, совмещаемые диа-
пазоны частот должны удовлетворять условию 
( / ) /â âf f+ ∆ 2 ( / ) .í íf f- ∆ ≈2 2  Характерным для ча-
стотных зависимостей таких устройств являются 
участки, где частотная зависимость имеет резо-
нансный характер, что приводит к дополнитель-
ным ограничениям по построению МЗА на основе 
таких АВТ.

На рис. 4 для устройства поляризационного 
преобразования и селекции приведены результа-
ты измерений частотной зависимости обобщен-
ного коэффициента передачи в полосе частот 3,4–
6,8 ГГц. В полосе частот 4,3–5,45 ГГц наблюдается 
ярко выраженная резонансная зависимость ко-
эффициента передачи, вследствие чего возможно 
совмещение только двух диапазонов с централь-
ными частотами 3,85 и 6,1 ГГц и полосами частот 
0,9 ГГц и 1,4 ГГц соответственно.

Приведенные результаты различных способов 
частотно-поляризационного разделения сигна-
лов позволяют проводить научно обоснованный 
выбор способов построения АВТ МЗА в соответ-
ствии с требованиями к числу и ширине рабочей 
полосы совмещаемых диапазонов частот.

Рис. 3. Блок-схема способа разуплотнения в многодиапазонном АВТ «разделение по поляризации – разделение по частоте»
Fig. 3. Block diagram of the decompression method in a multi-band AVT «polarization separation – frequency separation»
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Заключение
1. Проведенный анализ взаимосвязи параме-

тров АВТ и ОСШ на выходе МЗА позволил раз-
работать показатель эффективности применения 
АВТ в составе МЗА в виде отношения на соответ-
ствующем выходе МЗА в требуемой полосе частот 
мощности выделяемого сигнала к сумме мощно-
стей сигналов с другими частотно-поляризацион-
ными характеристиками и шумов.

2. Анализ способа построения АВТ МЗА с 
разделением сигналов по частоте-поляризации 
показал:

 – достоинством способа построения АВТ МЗА, 
обеспечивающего разделение принимаемых сиг-
налов по частоте и поляризации, являются типо-
вое построение устройств поляризационного пре-
образования и селекции в каждом из частотных 
диапазонов, возможность совмещения диапазонов 
с отношением центральных частот, близким 5:1;

 – недостатком данного способа построения 
АВТ является необходимость использования 
K -1  частотных диплексеров и K  однодиапазон-
ных устройств поляризационного преобразования 
и селекции соответствующих диапазонов частот.

3. Анализ способа построения АВТ МЗА с 
разделением сигналов по поляризации-частоте 
показал:

 – достоинством данного варианта построе-
ния является упрощение АВТ, обусловленное от-
сутствием диплексеров совмещаемых диапазонов 
частот;

 – недостатком являются ограничения, связан-
ные с шириной рабочей полосы частот устройства 
поляризационного преобразования и селекции, 
определяемой на практике соотношением верх-
ней и нижней полосы частот 2:1, и наличие резо-
нансных участков частотной зависимости в преде-
лах данной полосы частот.

Рис. 4. Частотная зависимость обобщенного коэффициента передачи устройства поляризационного преобразования и селекции 
в полосе частот 3,4–6,8 ГГц
Fig. 4. Frequency dependence of the generalized transfer coefficient of the device for polarization conversion and selection in the fre-
quency band 3,4–6,8 GHz
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Abstract – The performance indicators of the antenna-feed path of a multiband reflector antenna are formulated and analyzed 
in the form of partial coefficients of the complex amplitude of the input signal, vectors of the polarization signal and noise in 
the input signal in each of the combined ranges. Examples of implementation of antenna-feed path multiband antennas based 
on various layouts are considered. Conclusions are drawn about the advantages and disadvantages of the presented methods.
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