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Введение
Защита узлов радиоаппаратуры от электро-

магнитного излучения является крайне важной, 
особенно в случае специальных применений [1–5]. 
Данная задача в основном решена для низкочастот-
ных радиодиапазонов, СВЧ- и КВЧ-диапазонов, 
но для рентгеновского диапазона исследования 
находятся в начальной стадии. Трудности защиты 
от рентгеновского излучения обусловлены малой 
длиной волны и, следовательно, высокой энерги-
ей кванта.

Для решения задачи защиты от излучения с 
высокоэнергетическими фотонами существует 
необходимость создания композитных структур, 
состоящих из обычных или искусственных ма-
териалов. Принцип действия данных структур 
должен быть основан на частичном отражении и 
сильном поглощении энергии падающей на них 
электромагнитной волны. 

Статья посвящена рассмотрению методов рас-
чета характеристик различных вариантов за-
щитных покрытий и обсуждению результатов 
расчетов с помощью программ, составленных на 
основе алгоритмов, разработанных с использова-
нием этих методов.

1. Постановка задачи о прохождении 
плоской волны через многослойную 
плоскопараллельную структуру на 

основе электродинамической модели
Многослойная структура состоит из нескольких 

плоскопараллельных диэлектрических слоев. 
Расчет коэффициентов прохождения и отраже-

ния волн в многослойных структурах осуществля-
ется на основе строгого метода двусторонних гра-
ничных условий [6], когда диэлектрический слой 
рассматривается как слой конечной толщины с 
комплексной диэлектрической проницаемостью. 
Поскольку электромагнитное поле в диэлектри-
ческом слое можно представить в виде суперпози-
ции парциальных волн, к рассмотрению вопроса о 
записи граничных условий на верхней и нижней 
границах диэлектрического слоя II можно подой-
ти с позиции задачи о прохождении плоской вол-
ны через диэлектрический слой, для которой при-
меняются законы геометрической оптики.

Рассмотрим плоскопараллельный диэлектри-
ческий слой II, рис. 1, разделяющий две области, 
характеризуемые параметрами ,e1  m1  и ,e3  .m3  
Диэлектрическую и магнитную проницаемости 
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области II полагаем равными ,e2  .m2  В обла-
сти над центральным диэлектрическим слоем 
две волны (прямая – 1 и отраженная – 2), внутри 
слоя  II также две волны (прошедшая через верх-
нюю границу z = 0  волна 3 и волна 4, отраженная 
от нижней границы ).z = ∆  В области III – одна 
прошедшая волна 5.

Полагая комплексные амплитуды электриче-
ского поля указанных волн в плоскостях (x, z) и  
(y, z) равными, соответственно, iA  (для p-поляри-
зации) и iB  (для s-поляризации), выражаем через 
них компоненты напряженностей электрического 
и магнитного полей [6] и подставляем в граничные 
условия при :z = 0

,x x x xE E E E+ = +1 2 3 4  (1)
,x x x xH H H H+ = +1 2 3 4

,y y y yE E E E+ = +1 2 3 4

y y y yH H H H+ = +1 2 3 4

и при :z = ∆

, ,

, .
x x x x x x

y y y y y y

E E E H H H

E E E H H H

+ = + =

+ = + =
3 4 5 3 4 5

3 4 5 3 4 5
 (2)

Полученные при этом уравнения образуют си-
стему относительно восьми неизвестных: ,A2  

,B2  ,A3  ,B3  ,A4  ,B4  ,A5  .B5  Амплитудные ко-
эффициенты падающей волны A1  и B1  полагаем 
заданными. 

По заданным коэффициентам A1  и B1  нахо-
дим остальные неизвестные коэффициенты. Ис-
пользуя найденные амплитудные коэффициенты, 
рассчитываем компоненты напряженностей элек-
трического и магнитного полей. По рассчитан-
ным напряженностям прошедшей и отраженной 
волн находим коэффициенты отражения и про-

хождения R  и T  плоской электромагнитной вол-
ны через слой толщины :∆

, .
EE

R T
E E

= = 52

1 1
 (3)

На основе приведенного выше алгоритма стро-
ится алгоритм решения задачи о расчете коэф-
фициентов отражения и прохождения плоской 
электромагнитной волны для многослойной 
структуры. Каждый слой представлялся в виде че-
тырехполюсника с матрицей рассеяния:

i

i

i

i i

S S
S

S S
= 11 12

21 22

. (4)

Матрица рассеяния переводилась в матрицу пе-
редачи по формуле

 

     

   

i

i i

i i i

i i

i

i

S

S S
T

S S S
S

S S

-

=

-

22

21 21

11 11 22

12

21 21

1

. (5)

Для получения матрицы передачи многослой-
ной структуры производилось перемножение ма-
триц передачи отдельных слоев:

.
N

N i
i

T T T T T T TΣ
=

= = ∏1 2 3 4
1

  (6)

Используя элементы общей матрицы передачи 
TΣ  (1.9), вычислялись элементы общей матрицы 
рассеяния по формуле

,

t t t
t

S S t t
S

S S t

t t

Σ Σ Σ
Σ

Σ Σ Σ Σ

Σ Σ Σ

Σ

Σ

Σ

-

= =

-

21 12 21

22

11 12 11 11

21 22 12

11 11

1
 (7)

где SΣ
11  – общий коэффициент отражения; SΣ

21   – 
общий коэффициент передачи многослойной 
структуры. 

2. Постановка задачи о прохождении 
плоской волны через многослойную 

плоскопараллельную структуру 
на основе теории графов

Анализ и расчет цепей СВЧ- и электродинами-
ческих устройств значительно упрощается при 
использовании метода ориентированных графов. 

Рис. 1. Падение плоской электромагнитной волны на плоско-
параллельный слой
Fig. 1. Incident of a plane electromagnetic wave on a plane-parallel 
layer
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Наглядность графического изображения и бы-
строта получения конечного результата являют-
ся существенными преимуществами данного ме-
тода над другими. Анализ сложного устройства 
методом графов не требует решения граничной 
электродинамической задачи и составления си-
стемы алгебраических уравнений, а также по-
зволяет избежать громоздких математических 
преобразований.

Линейный ориентированный граф изображает 
линейную зависимость между несколькими пере-
менными. Он имеет вид цепи, состоящей из уз-
лов, соединенных ветвями. Узлы характеризуют-
ся узловыми сигналами, например комплексной 
напряженностью поля волны в соответствующей 
точке системы. Ветви определяются коэффициен-
том передачи T  и направлением передачи. Сово-
купность ветвей, проходящих через каждый узел 
не более одного раза, называется путем, jT  – пере-
дача j-го пути, равная произведению передач всех 
пройденных ветвей. Замкнутый путь называется 
контуром первого порядка, ( )I

jL   – передача j-го 
контура первого порядка. Контур n-го порядка – 
совокупность n  контуров первого порядка, у ко-
торых нет общих узлов; его передача ( )n

mL  опреде-
ляется произведением передач входящих в него 
контуров первого порядка. Коэффициент переда-
чи kmS  – отношение комплексных напряженно-
стей поля волны, пришедшей в k-й узел, и волны от 
источника, находящегося в m-м узле. Если ,m k=  
то kkS  представляет собой комплексный коэффи-
циент отражения. Эти коэффициенты определя-
ются с помощью правила Мэзона (правила некаса-
ющихся контуров) [7]:

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

=

  - + - +    =
- + - +…

∑ ∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑

     

     

. ..
,

km

j i i ij j j j

i i ij j j

íê íê íê

S

T L L L

L L L

1 2 3

1 2 3

1

1

 (8)

где jT  - передача j-го пути из узла m  в узел k; 
( )n
iL  - передача i-го контура n-го порядка.
В знаменателе этой формулы суммирование вы-

полняется по всем контурам, в числителе – только 
по контурам, не касающимся j-го пути.

Решение задачи о прохождении плоской волной 
плоскопараллельной пластины методом ориенти-
рованных графов позволяет учесть многократные 
отражения волны от границ слоя [8]. 

Особенностью рентгеновского излучения явля-
ется то, что показатели преломления сред очень 
близки к единице. Поэтому коэффициент отраже-
ния по мощности от одиночного слоя составляет 
сотые доли процента. В случае многослойной пе-
риодической структуры образуется брэгговская 
решетка (разновидность дифракционной решет-
ки). В этом случае между каждым слоем коэффи-
циент отражения мал, однако при соответству-
ющем расположении слоев электромагнитные 
волны интерферируют между собой так, что коэф-
фициент отражения существенно увеличивается, 
несмотря на то что отличие в показателях прелом-
ления сред невелико.

Построим ориентированный граф прохождения 
электромагнитной волны через периодическую 
многослойную структуру, рис. 2. 

Падающая волна E+
1
  из среды 1 частично от-

ражается с коэффициентом ,Γ12  а частично про-
ходит во вторую среду с коэффициентом .Ò12  Оба 
коэффициента определяются формулами Френе-
ля  [9]. Далее электромагнитная волна из среды 2 
будет проходить в среду 3 с показателем прелом-
ления ,n3  затем снова во вторую среду с показате-
лем преломления n2  и так далее. Таким образом 
обеспечивается многократное повторение слоев.

Получив матрицу рассеяния всей структуры, 
можно исследовать зависимости коэффициентов 
отражения и прохождения от длины волны, числа 
и толщин слоев.

Рис. 2. Ориентированный граф падения и отражения плоской волны с количеством слоев N
Fig. 2. Oriented graph of incidence and reflection of a plane wave with N layers
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3. Результаты решения задачи 
о прохождении плоской 

волны через многослойную 
плоскопараллельную структуру 

Рассмотрим результаты расчета коэффициен-
тов отражения и прохождения для многослойных 
структур, полученные с использованием описан-
ных в пп. 1 и 2 алгоритмов. Для расчета характери-
стик многослойных плоскопараллельных струк-
тур с использованием приведенных алгоритмов 
были написаны программы расчета коэффициен-
тов прохождения и отражения на языке C# в ин-
тегрированной среде разработки программного 
обеспечения MS Visual Studio. Программы позво-
ляют рассчитать зависимости коэффициентов от-
ражения и прохождения для многослойной струк-
туры от длины волны для разных углов падения 
плоской электромагнитной волны. 

В качестве исходных данных загружаются за-
висимости добавок к показателю преломления 
веществ от длины волны ,jδ  ,jβ  с помощью ко-
торых находятся показатели преломления слоев 

.j j jn i= - δ - β1  Относительная диэлектрическая 
проницаемость .ne = 2  Зависимости в опреде-
ленном диапазоне длин волн берутся на специ-
ализированном сайте  [10]. Кроме того, задаются 
толщина слоев, количество слоев и угол падения, 
диэлектрические проницаемости внешней среды 
и подложки.

Сравнение результатов расчетов, полученных с 
использованием двух указанных методов, произ-
водилось для различного количества слоев много-
слойной структуры, углов падения в диапазоне 
длин волн от 10 до 20 нм. Отличие в результатах 
расчетов не превысило 5 %.

Многослойные плоскопараллельные структуры 
изготавливают из разных веществ: Mo – молибден, 

Si – кремний, B4C – карбонат бора, Co – кобальт, 
Ni – никель, Sb – сурьма, Sc – скандий и другие. 
Эти вещества используются в парах.

Наилучшие результаты по величине коэффици-
ента отражения показывает пара Sb / B4C, которая 
обеспечивает отражение в диапазоне длин волн 
(8-13)  нм порядка  10  % при нормальном падении 
излучения. 

Для расчета была взята многослойная структу-
ра, состоящая из таких материалов, как сурьма Sb 
и карбонат бора B4C. Пара веществ подбирается 
таким образом [11], чтобы отражение от каждой 
границы раздела было максимальным, по этой 
причине различие между показателями преломле-
ния у соответствующих веществ должно быть как 
можно большим. Пары материалов, из которых 
формируется многослойная структура, не долж-
ны быть подвержены взаимному влиянию друг на 
друга и должны обеспечивать наилучший коэф-
фициент отражения в рентгеновском диапазоне, 
то есть диффузия между выбранными веществами 
должна быть минимальна. 

Для того чтобы слои были параллельны друг 
другу и не искривлялись, первичная поверхность 
подложки, на которую наносятся плоскопарал-
лельные слои веществ, должна быть ровной, глад-
кой, без шероховатостей.

На рис. 3, а представлены зависимости добавок к 
показателю преломления для сурьмы, на рис. 3, б - 
для карбоната бора в диапазоне так называемого 
«мягкого» рентгеновского излучения. На рис. 3 
сплошной линией показана зависимость добавки к 
действительной части показателя преломле ния  δ   
от длины волны, пунктирной линией  – мнимая 
часть показателя преломления .β

Корректность работы алгоритма была провере-
на по выполнению баланса энергии для случая от-
сутствия потерь в материалах. 

  
 а б
Рис. 3. Зависимость добавок к показателю преломления для: а – сурьмы (Sb) и б – карбоната бора (B4C) от длины волны
Fig. 3. Dependence of additives to the refractive index for: a – antimony (Sb) and b – boron carbonate (B4C) on the wavelength
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На рис. 4 приведены зависимости от длины 
волны модулей коэффициентов отражения и мо-
дулей коэффициентов прохождения при разном 
количестве слоев пары веществ сурьма/карбо-
нат бора (Sb / B4C), толщина слоев ,d = 3 3  нм, при 
нормальном угле падения.

Из рис. 4 видно, что с увеличением числа сло-
ев многослойной структуры, состоящей из пары 
веществ сурьма/карбонат бора (Sb / B4C), появля-
ется явно выраженный максимум. При числе сло-

ев N = 50  максимум коэффициента отражения 
равен 0,35, который приходится на длину волны 
12,6 нм. При дальнейшем увеличении числа слоев 
величина коэффициента отражения не меняется. 
Положение максимума коэффициента отражения 
определяется периодом структуры.

Из рис. 4 также видно, что с увеличением чис-
ла слоев многослойной структуры, состоящей из 
пары веществ сурьма/карбонат бора (Sb / B4C), 
коэффициент прохождения уменьшается во всем 

  
 а б
Рис. 4. Зависимости: а – модулей коэффициентов отражения и б – прохождения от длины волны при разном количестве слоев 
пары веществ сурьма/карбонат бора (Sb / B4C)
Fig. 4. Dependences: a – modules of reflection coefficients and b – transmission from wavelength for different number of layers of a pair 
of substances antimony / boron carbonate (Sb / B4C)

а

б
Рис. 5. Зависимости квадратов модулей коэффициентов отражения от длины волны (для углов падения плоской электромаг-
нитной волны 0°, 10°, 20°, 30°, 40°) для структуры, состоящей из слоев пары сурьма/карбонат бора (Sb / B4C): а – s-поляризация; 
б – p-поляризация
Fig. 5. Dependences of the squares of the moduli of the reflection coefficients on the wavelength (for angles of incidence of a plane 
electromagnetic wave 0°, 10°, 20°, 30°, 40°) for a structure consisting of layers of an antimony/boron carbonate (Sb / B4C) pair:  
a – s-polarization; b – p-polarization
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рассматриваемом диапазоне длин волн, так как 
увеличивается поглощение в материалах слоев.

На рис. 5 приведены зависимости квадратов 
модулей коэффициентов отражения от длины вол-
ны для углов падения плоской электромагнитной 
волны 0°, 10°, 20°, 30°, 40° для структуры, состоя-
щей из слоев пары сурьма/карбонат бора (Sb / B4C), 
количество пар периодов Sb / B4C 50, величина пе-
риода 6,6 нм (3,3 нм – Sb, 3,3 нм – B4C).

Из рис. 5 видно, что при увеличении угла паде-
ния максимумы квадрата модуля коэффициента 
отражения смещаются в длинноволновую область. 
Увеличение длины волны, на которую приходит-
ся максимум коэффициента отражения, связано 
с тем, что удлиняется оптический путь, который 
проходит луч в слоях, что эквивалентно росту тол-
щины слоя.

На рис. 6 приведены зависимости квадратов 
модулей коэффициентов прохождения от дли-

ны волны для различных углов падения плоской 
электромагнитной волны для структуры, состоя-
щей из слоев пары сурьма/карбонат бора (Sb / B4C), 
количество пар периодов Sb / B4C – 50, толщина 
периода 6,6 нм (3,3 нм – Sb, 3,3 нм –B4C). 

Очевидно, что при определенном значении угла 
падения должно выполниться условие полно-
го отражения на границе воздух – многослойная 
структура. Это значение зависит от длины волны 
падающего излучения. Во всем рассматриваемом 
диапазоне длин волн полное отражение будет вы-
полняться при углах падения больше .°83  Однако 
при значительно меньших значениях угла падения 
коэффициент прохождения волны через много-
слойную структуру начинает резко уменьшаться. 
Исследуем данный эффект более внимательно. 
Для этого рассмотрим структуру, состоящую из 
двух периодов Sb / B4C, величина периода 6,6 нм.

а

б
Рис. 6. Зависимость квадратов модулей коэффициентов прохождения от длины волны для структуры, состоящей из слоев пары 
сурьма / карбонат бора (Sb / B4C) s-поляризация (a) и p-поляризация (б) для углов падения плоской электромагнитной волны: 1 – 0°, 
2 – 20°, 3 – 40°, 4 – 50°, 5 – 60°, 6 – 65°
Fig. 6. Dependence of the squared moduli of the transmission coefficients on the wavelength for a structure consisting of layers of an 
antimony / boron carbonate (Sb / B4C) pair s-polarization (a) and p-polarization (b) for the angles of incidence of a plane electromagnetic 
wave: 1 – 0°, 2 – 20°, 3 – 40°, 4 – 50°, 5 – 60°, 6 – 65°
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На рис. 7 приведена зависимость квадрата мо-
дуля коэффициента прохождения от угла падения 
на длине волны l = 15  нм. При угле примерно °65  
наблюдается резкое уменьшение коэффициента 
прохождения для волн обеих поляризаций. 

Чтобы разобраться в этом вопросе, рассмотрим 
условия возбуждения пленочных волн на основе 
модели, изображенной на рис. 8. Условием воз-
буждения пленочных волн является выполнение 
условий полного внутреннего отражения на верх-
ней и нижней границах слоя с показателем пре-
ломления .n2  При этом n1  должен быть меньше, 
чем .n2

При выборе материалов структуры, изображен-
ной на рис. 8, принимались во внимание значения 
показателя преломления на выбранном интерва-
ле длин волн, положение границ поглощения, со-
вместимость их с учетом химического взаимодей-
ствия. Сформулировать аналитический критерий, 
который указывал бы на пару веществ, оптималь-

ную для решения поставленной задачи, не удается, 
поэтому подбор пар материалов осуществлялся, 
исходя из наличия у рассматриваемых материа-
лов монотонной зависимости показателя прелом-

а

б
Рис. 7. Зависимость квадрата модуля коэффициента прохождения от угла падения плоской электромагнитной волны на длине 
волны 15 нм для двух периодов пар Sb / B4C: a – s-поляризация; б – p-поляризация
Fig. 7. Dependence of the square of the modulus of the transmission coefficient on the angle of incidence of a plane electromagnetic wave 
at a wavelength of 15 nm for two periods of Sb / B4C pairs: a – s-polarization; b – p-polarization

Рис. 8. К расчету угла падения волны на рассматриваемую 
структуру
Fig. 8. To the calculation of the probability of falling on the in-
tended environment
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ления от длины волны и сохранения выполнения 
неравенства n n>2 1  во всем рассматриваемом ин-
тервале длин волн.

В ходе выполнения работы были рассмотрены 
следующие материалы [10]: C60 (фуллерен) - моле-
кулярная форма углерода; C H3 6  (пропилен) - ор-
ганическое вещество, ненасыщенный углеводород 
из класса алкенов; Si N3 4  (нитрид кремния) - об-
ладает полезными для многих применений меха-
ническими и физико-химическими свойствами; 
Au  (золото) - один из самых инертных металлов, 
стоящий в ряду напряжений правее всех других 
металлов; AgBr  (бромид серебра) - кристалли-

ческое вещество, нерастворимое в воде, имеет 
ионное строение; BN  (нитрид бора) - бинарное 
соединение бора и азота. В результате проведен-
ного сравнения зависимостей модулей показа-
телей преломления рассмотренных материалов 
от длины волны были выбраны следующие пары 
материалов для создания многослойной струк-
туры, направляющей волны рентгеновского диа-
пазона: C ( ) /n60 1 C H ( ),n3 6 2  Si N ( ) /n3 4 1 Au( )n2  и 
BN( ) / AgBr( ).n n1 2

Для того чтобы волна, падающая на рассматри-
ваемую структуру, направлялась ее центральным 
слоем (и затухала в нем), на его поверхности дол-

а

б

в
Рис. 9. Зависимости углов падения на рассматриваемую структуру A2 и на центральный слой A1 рассматриваемой структуры 
от длины волны, при которых волна становится направляемой: а – C60 / C3H6; б – Si3N4 / Au; в – BN / AgBr
Fig. 9. Dependences of the angles of incidence on the considered structure A2 and on the central layer A1 of the considered structure 
on the wavelength at which the wave becomes guided: a – C60 / C3H6; b – Si3N4 / Au; c – BN / AgBr

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B5%D1%85%D0%B0%D0%BD%D0%B8%D1%87%D0%B5%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B5_%D1%81%D0%B2%D0%BE%D0%B9%D1%81%D1%82%D0%B2%D0%B0_%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B5%D1%80%D0%B8%D0%B0%D0%BB%D0%BE%D0%B2
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B5%D1%85%D0%B0%D0%BD%D0%B8%D1%87%D0%B5%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B5_%D1%81%D0%B2%D0%BE%D0%B9%D1%81%D1%82%D0%B2%D0%B0_%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B5%D1%80%D0%B8%D0%B0%D0%BB%D0%BE%D0%B2
https://ru.wikipedia.org/w/index.php?title=%D0%A4%D0%B8%D0%B7%D0%B8%D0%BA%D0%BE-%D1%85%D0%B8%D0%BC%D0%B8%D1%87%D0%B5%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B5_%D1%81%D0%B2%D0%BE%D0%B9%D1%81%D1%82%D0%B2%D0%B0&action=edit&redlink=1
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%AD%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%82%D1%80%D0%BE%D1%85%D0%B8%D0%BC%D0%B8%D1%87%D0%B5%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9_%D1%80%D1%8F%D0%B4_%D0%B0%D0%BA%D1%82%D0%B8%D0%B2%D0%BD%D0%BE%D1%81%D1%82%D0%B8_%D0%BC%D0%B5%D1%82%D0%B0%D0%BB%D0%BB%D0%BE%D0%B2
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%91%D0%BE%D1%80_(%D1%8D%D0%BB%D0%B5%D0%BC%D0%B5%D0%BD%D1%82)
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D0%B7%D0%BE%D1%82
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жен выполняться закон полного внутреннего от-
ражения. Определим угол падения волны из воз-
душного пространства на пленку, используя закон 
Снеллиуса sinA =2 sin ,n A1 1  где sinA =1 / .n n1 2  
На рис. 9 представлены полученные в результате 
расчета зависимости углов падения на рассматри-
ваемую структуру A2  и на центральный слой A1  
этой структуры от длины волны, при которых вол-
на становится направляемой.

Закон изменения амплитуды пленочной волны 
вдоль оси распространения в общем виде можно 
записать так:

( ) ,zm mV z V e ′′β= 0  (9)
где mV 0  – амплитуда волны в точке ;z = 0  ′′β  –
коэффициент затухания плоской волны в среде.  

Погонное затухание волны может быть рассчита-
но по формуле

/ lg lg( ) , ,äÁ ì m

m

V
e

V
′′β 

′′ ∆ = = = β    
 

0

1
20 20 8 686  (10)

где mV 1  – амплитуда волны в точке z = 1  м.
Результаты расчета погонного затухания пле-

ночной волны для различных пар материалов, из 
которых состоит исследуемая структура, показа-
ны на рис. 10.

Из рис. 10 видно, что наибольшее затухание в ди-
апазоне длин волн (10–40) нм обеспечивает струк-
тура, состоящая из пары материалов BN / AgBr.  
Структуры C / C H60 3 6  и Si N / Au3 4  обеспечивают 
почти одинаковое затухание.

а

б

в
Рис. 10. Зависимости погонного затухания пленочной волны от длины волны: а – C60 / C3H6; б – Si3N4 / Au; в – BN / AgBr
Fig. 10. Dependences of the linear attenuation of a film wave on the wavelength: a – C60 / C3H6; b – Si3N4 / Au; c – BN / AgBr
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В качестве одного из вариантов выполнения 
защитного покрытия можно рассмотреть одно-
слойную структуру, выполненную из материала с 
большим атомным весом. На рис. 11 изображены 
зависимости квадрата коэффициента отражения 
и квадрата коэффициента прохождения от длины 

волны для одного слоя золота толщиной 330  нм 
в логарифмическом масштабе.

Таким образом, для защиты от электромаг-
нитного излучения мягкого рентгеновского диа-
пазона можно использовать как однослойные, 
так и многослойные структуры. При этом важно,  

a

б
Рис. 11. Зависимости: а – квадрата модуля коэффициента отражения и б – квадрата модуля коэффициента прохождения  
от длины волны для одного слоя золота Au толщиной 330 нм в логарифмическом масштабе
Fig. 11. Dependences: a – of the square of the modulus of the reflection coefficient and b – of the square of the modulus  
of the transmission coefficient on the wavelength for one layer of Au gold 330 nm thick on a logarithmic scale
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что однослойные структуры изготавливать проще, 
чем многослойные. 

4. Составление дисперсионного 
уравнения волн цилиндрического 

воздушного волновода, окруженного 
средой из редкоземельного элемента

Известно [10], что в рентгеновском диапазоне 
относительная диэлектрическая проницаемость 
материалов становится меньше единицы. В связи 
с этим воздушный канал в материале можно рас-
сматривать как волновод, работающий на основе 
принципа полного внутреннего отражения. Как 
один из вариантов композитного материала мож-
но рассмотреть пленку, выполненную из одного из 
редко земельных элементов (они в рассматрива-

емом диапазоне длин волн обладают большим по-
глощением), имеющую в своей структуре воздушные 
каналы, изогнутые под прямым углом с радиусом 
изгиба, превышающим критический, при кото-
ром нарушается полное внутреннее отражение.  
В таких волноводах волны, как показали расчеты, 
имеют очень большое погонное затухание. Они 
будут возбуждаться на границе «защитное по-
крытие – воздух» и уносить с собой значительную 
часть энергии падающей волны в направлении, 
параллельном пленке. Чтобы оценить потери в 
таком волноводе, рассмотрим в качестве модели 
воздушный цилиндр I радиуса a  с диэлектриче-
ской проницаемостью ,e1  окруженный однород-
ной неограниченной средой II с диэлектрической 
проницаемостью .e2

а

б
Рис. 12. Зависимости: а – действительной и б – мнимой частей коэффициента преломления иттербия от длины волны
Fig. 12. Dependences: a – real and b – imaginary parts of the refractive index of ytterbium on the wavelength
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Краевая задача ставится на однородном урав-
нении Гельмгольца относительно продольных со-
ставляющих электрического и магнитного векто-
ров Герца , :e m

zΠ
, , .e m e m
zi zi∆Π + emw Π =2 0  (11)

Решения уравнения Гельмгольца для каждой из 
двух областей запишем в виде:

( )
( )

cos ,

sin

i ze
nz

i zm
nz

A J r n e

B J r n e

- β

- β

 = α ϕΠ


= α ϕ Π

1 11

1 11

 (12)

в области I,

( )
( )

( )

( )
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sin

i ze
nz

i zm
nz

A H r n e

B H r n e

- β

- β

 = α ϕΠ


= α ϕ Π

2
2 22

2
2 22

 (13)

в области II, где ,α1 2  – поперечные волновые чис-
ла первой и второй областей, которые связаны с 
продольным волновым числом β  соотношением

, , , ,e m w = α + β2 2 2
1 2 1 2 1 2  (14)

nJ  – цилиндрические функции первого рода, 
( )
nH
2  – функции Ханкеля второго рода.
Диэлектрическая проницаемость первой об-

ласти e = e1 0  (воздух). Диэлектрическая проница-
емость e2  второй области, в качестве материала 
которой взят, например, иттербий (Yb), зависит от 
длины волны и рассчитывается по формуле

( )( )( ) ,ie = - δ l - β l
2

2 1  (15)

где ( )δ l  и ( )β l  – параметры, зависящие от длины 
волны, взятые из [10].

Выражая через векторы Герца компоненты элек-
трического и магнитного полей и подставляя их в 
граничные условия при ,r a=  получаем систему из 
четырех однородных уравнений относительно че-
тырех неизвестных амплитудных коэффициентов. 
Для того чтобы система имела нетривиальные 
решения, необходимо, чтобы определитель систе-
мы был равен нулю. Таким образом, условие не-
тривиальности решения системы приводит к дис-
персионному уравнению волн рассматриваемого 
волновода, которое решается на комплексной пло-
скости продольного волнового числа iβ = β + β1 2  
комбинированным методом поиска (совокупность 
метода Мюллера и метода вариации фазы) [12–14].

На основе описанного алгоритма были произ-
ведены расчеты характеристик дисперсии и за-
тухания волн воздушного волновода, окруженного 
средой из иттербия. На рис. 12 приведена зависи-
мость действительной и мнимой частей коэффи-
циента преломления иттербия n n in= +1 2  от дли-
ны волны. 

На рис. 13 приведены а – дисперсионные харак-
теристики и б – характеристики затухания пер-
вых трех гибридных волн электродинамической 
структуры (порядок функции Бесселя ),n = 1  кото-
рая представляет собой воздушный цилиндр ради-
усом a = 30  нм, окруженный иттербием. Цифрами 
обозначены дисперсионные характеристики волн 
и соответствующие им характеристики затухания.

С увеличением радиуса воздушного цилиндра 
увеличивается число волн, распространяющихся в 
рассматриваемом диапазоне. На рис. 14 приведе-
ны зависимости затухания гибридных волн с ази-
мутальным индексом n = 1  при длине волновода 
1 нм.

5. Расчет характеристик 
взаимодействия рентгеновского 

излучения с композитными 
материалами с использованием 

специализированных САПР
Для решения различных задач электродинами-

ки мощным инструментом, позволяющим про-
изводить трехмерное моделирование электро-
магнитных процессов, являются современные 
системы автоматизированного проектирования 
(САПР). Рассмотрим возможность и эффектив-
ность применения САПР при проектировании 
композитных покрытий, предназначенных для 
защиты от электромагнитного излучения рент-
геновского диапазона: многослойных пленочных 
покрытий и однослойных покрытий, имеющих 
двумерную периодическую «дырчатую» структуру.

САПР CST Studio не позволяет производить 
расчеты на частотах, соответствующих мягкому 
рентгеновскому диапазону, поэтому при модели-
ровании применялся принцип электродинами-
ческого подобия: уменьшали частоту, увеличивая 
при этом геометрические размеры. При этом ча-
стотные зависимости параметров материалов бра-
ли из интересующего нас мягкого рентгеновского 
диапазона (значениям параметров на крайних рас-
четных частотах ставили в соответствие значения 
на крайних частотах рентгеновского диапазона и 
между крайними частотами воспроизводили ча-
стотные зависимости). Для моделирования струк-
туры бесконечного размера с периодически по-
вторяющимися фрагментами были использованы 
каналы Флоке [15]. Для выбранных размеров ячей-
ки Флоке можно определить минимальное число 
мод - фундаментальные типы волн Флоке ( , )TE 0 0  
и ( , ),TM 0 0  что соответствует моделированию  
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падающей на поверхность плоской волны. Направ-
ление падения плоской волны задается перпенди-
кулярным поверхности многослойного покрытия.

Расчет показал наличие аномальных пиков в ха-
рактеристиках, что говорит о недостаточной точ-
ности вычислений. Для их устранения приходится 
уменьшать размеры ячеек вычислительной сетки. 
Параметр точности определяется как количество 
ячеек разбиения на одну длину волны. Увеличение 
количества ячеек на одну длину волны производи-
лось от 8 до 24. По-видимому, для расчета ослабле-
ния излучения при прохождении одно- и много-

слойных структур производить расчеты данной 
САПР нецелесообразно ввиду очень высоких вре-
менных затрат.

Рассмотрим применение указанной САПР для 
исследования прохождения излучения через мате-
риал с двумерно-периодической системой цилин-
дрических воздушных каналов, рис. 15. Метод ана-
лиза с граничными условиями в направлениях X  
и Y  Unit Cell позволяет анализировать структуру, 
бесконечно достраиваемую в этих направлениях.

Исследовались свойства слоя из редкоземель-
ного материала – иттербия. Свойства материала 

а

б
Рис. 13. Характеристики: а – дисперсии и б – затухания первых трех волн воздушного цилиндрического волновода радиусом  
a = 30 нм, окруженного иттербием
Fig. 13. Characteristics: a – dispersion and b – attenuation of the first three waves of an air cylindrical waveguide with a radius a = 30 nm, 
surrounded by ytterbium
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были взяты в диапазоне длин волн (10–20)  нм и 
перенесены по принципу электродинамического 
подобия в диапазон длин волн (1–2) мм. Отверстия 
в материале представляли собой цилиндры, рас-
положенные перпендикулярно слою материала. 

Размеры ячейки в направлении X  и Y  
a b= = 2  мм. Радиус отверстия ,R =1 0 6  мм (в рент-
геновском диапазоне с учетом коэффициента по-
добия это соответствует 6 нм) был подобран так, 
чтобы на меньшей из рассматриваемых частот 
150  ГГц осуществлялся режим распространения 
основного типа волны в круглом волноводе. Тол-
щина слоя d = 2  мм. 

На рис. 16 приведены сравнительные характе-
ристики зависимостей потерь (в дБ/мм) мощности 
плоской волны при прохождении сплошного слоя 
Yb  и такого же слоя с отверстиями. Введение 
сплошных цилиндрических отверстий, перпенди-
кулярных к поверхности слоя, приводит лишь к 
уменьшению потерь в материале. Следовательно, 
защитные свойства слоя в целом становятся ниже. 
Но знания о погонных потерях в подобных мате-
риалах можно использовать для более сложных 
структур, к примеру, в которых волноводы будут 
иметь загиб в материале на .°90  Такой вырез в 
материале позволит «увести» волну в нужном на-
правлении. Возникает вопрос о том, каким дол-
жен быть критический радиус изгиба для подоб-
ного волновода. 

В литературе [16] обсуждается, каким должен 
быть допустимый радиус кривизны изогнутых 

Рис. 14. Характеристики затухания семи волн воздушного волновода радиусом a = 50 нм, окруженного иттербием, при длине 
волновода 1 нм
Fig. 14. Attenuation characteristics of seven waves of an air waveguide with a radius a = 50 nm, surrounded by ytterbium, with a wave-
guide length of 1 nm

Рис. 15. Модель защитного материала с отверстиями с выде-
ленной единичной ячейкой Флоке
Fig. 15. Model of a protective material with holes with a selected 
single Floquet cell

Рис. 16. Погонные потери (в дБ/мм) для сплошного слоя и слоя 
с отверстиями
Fig. 16. Linear loss (in dB/mm) for a continuous layer and a layer 
with holes
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пленочных диэлектрических слоев. Радиус кри-
визны должен быть достаточно большим: 

/ ( cos ),dr - θ1  (16)

где d - толщина слоя, θ  - угол падения, удовлет-
воряющий условию полного внутреннего отраже-
ния. При этом условии оба угла θ  на верхней и 
нижней границах близки друг к другу. 

Показатель преломления n2  выбираем наи-
меньшим в рассматриваемом диапазоне частот. 
Если , ,n =2 0 943  то ,r 2 9  мм, что соответству-
ет 29 нм в интересующем в данном исследовании 
диапазоне.

Заключение
Рассмотрены методы расчета некоторых воз-

можных вариантов исполнения композитных 
покрытий, призванных защищать радиоэлек-
тронную аппаратуру от воздействия электромаг-
нитного излучения в мягком рентгеновском диа-
пазоне. Показано, что для анализа прохождения 
плоской волны через многослойную плоскопарал-
лельную структуру с одинаковой расчетной эф-
фективностью и точностью можно использовать 
подходы на основе электродинамической модели 

и модели, составленной с использованием тео-
рии графов. Применять САПР для расчета таких 
структур нецелесообразно, ввиду того что при 
уменьшении размера ячейки Флоке по отноше-
нию к длине волны значительно увеличивается 
время счета.

Как один из вариантов композитного материала 
предлагается использовать пленку, выполненную 
из редкоземельного элемента, имеющую в сво-
ей структуре воздушные каналы, изогнутые под 
прямым углом с радиусом изгиба, превышающим 
критический. В таких волноводах волны, как по-
казали расчеты, имеют очень большое погонное 
затухание. Они будут возбуждаться на границе 
«защитное покрытие – воздух» и уносить с собой 
значительную часть энергии падающей волны в 
направлении, параллельном пленке. 

На основе электродинамической модели может 
быть рассмотрен одиночный воздушный волно-
вод. При использовании САПР возможен расчет 
двумерно-периодической системы воздушных 
отверстий в материале. Однако существенным 
недостатком является то, что в САПР нельзя рас-
смотреть падение на структуру плоской волны под 
произвольным углом.
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Approaches to mathematical modeling of coatings that protect 
against electromagnetic radiation in the soft X-ray range
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Abstract – The objects of study are composite structures that protect agaist electromagnetic radiation in the soft X-ray 
range. The purpose of this work is to propose approaches to the mathematical modeling of coatings based on these structures, 
to calculate the reflection and transmission characteristics of a homogeneous plane wave incident at different angles on such 
coatings. Research methods - electrodynamic modeling, graph theory, three-dimensional electromagnetic modeling in CAD. 
Mathematical models of multilayer structures obtained on the basis of the electrodynamic approach and using graph theory, the 
results of calculations of the reflection and transmission characteristics of a homogeneous plane wave incident at different angles 
on such structures are presented. The prospects for the use of film coatings with air holes are considered. The results obtained in 
the course of the work may be used to create coatings that protect electronic equipment from the effects of X-rays.

Keywords – multilayer structures; CAD; electrodynamic analysis; composite materials; Х-ray range.
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Аннотация – Представлен алгоритм генерации квазигармонических автоколебаний с однородно уширенной 
спектральной линией. Алгоритм основан на уравнении движения ДВ-осциллятора томсоновского типа, в которое 
введено случайное воздействие в виде полосового белого шума. Реализовано два типа воздействий: аддитивное 
и параметрическое. Спектральные характеристики генерируемых автоколебаний проанализированы методом численного 
эксперимента. Показано, что аддитивный алгоритм формирует автоколебания с амплитудно-частотными флуктуациями. 
Флуктуации частоты задают лоренцеву (резонансную) форму центральной части спектра мощности автоколебаний, 
флуктуации амплитуды образуют шумовой пьедестал спектральной линии. На основе анализа статистических 
характеристик флуктуаций частоты ДВ-осциллятора с аддитивным шумовым воздействием предложен параметрический 
алгоритм генерации квазигармонических автоколебаний. В нем случайным возмущениям подвержена резонансная 
частота колебательной системы томсоновского ДВ-осциллятора. Приведены результаты численных экспериментов 
с генераторами квазигармонических колебаний.

Ключевые слова – автоколебания; спектральная линия; однородное уширение; флуктуации частоты; дискретное время; 
разностное уравнение автоколебаний; случайные возмущения.
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Введение
При математическом моделировании радио-

электронных устройств и систем часто приходит-
ся иметь дело с квазигармоническими случай-
ными процессами, воспроизводящими сигналы 
физически существующих источников колебаний. 
Такие сигналы подвержены случайным измене-
ниям – флуктуациям. Различают флуктуации ам-
плитуды и частоты. Амплитудные флуктуации 
«зашумляют» спектр вдали от средней частоты ав-
токолебаний и формируют пьедестал спектраль-
ной линии. Спектральная форма пьедестала во 
многом зависит от схемы автогенератора. 

Флуктуации частоты проявляются в уширении 
спектральной линии автоколебаний. При этом 
имеют место два типа уширения – однородное и 
неоднородное. Эти термины характерны для оп-
тического диапазона излучений. В радиодиапазо-
не уширения чаще обозначаются, соответственно, 
как естественное и техническое. 

Однородно уширенная спектральная линия 
имеет лоренцеву форму вне зависимости от кон-
кретной физической реализации автоколеба-
тельной системы. В электронных генераторах 
радиодиапазона механизм однородного уширения 
связан с тепловыми и дробовыми шумами носи-
телей заряда. В квантовой электронике считается, 

что уширенным спектром излучения обладает в 
равной степени каждый из излучателей (атом или 
молекула) вследствие конечного времени их ко-
герентного взаимодействия с электромагнитным 
полем. Ограничение времени взаимодействия  
обусловлено, в частности, спонтанными перехода-
ми между уровнями энергии атомов, упругими со-
ударениями атомов и другими факторами [1].

Основы теории естественной ширины спек-
тральной линии автоколебаний изложены в клас-
сических работах по статистической и квантовой 
радиофизике [2–6]. В рамках феноменологических 
представлений механизм уширения описывает-
ся путем введения в динамическую систему (ак-
тивный осциллятор) внешнего случайного воз-
действия. Такой подход реализован в настоящей 
статье: автоколебания в дискретном времени 
генерируются с учетом воздействия на актив-
ный осциллятор полосового белого шума. Дис-
кретная динамическая система представлена ДВ-
осциллятором томсоновского типа [7].

1. Аддитивная ДВ-модель уширения 
спектральной линии автоколебаний
В соответствии с основными положениями те-

ории численное моделирование эффекта одно-
родного уширения проведем, реализовав внешнее 
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случайное воздействие на ДВ-осциллятор, вве-
денный в рассмотрение в работе [7] (см. также [8]). 
В  этом случае осциллятор описывается следу-
ющим уравнением движения:

( )cosn n nx x x- -- pΩ + =0 1 22 2  (1)

( )( ) ,n n npS x x- - -= pν - + eξ1 1 12 1 

( )cos ,n n nx x x- - -= pΩ -1 0 1 22

где Ω0  и /Qν = Ω0  – собственная частота и по-
лоса осциллятора (Q – добротность), p – параметр 
превышения порога генерации. Для дифференци-
альной крутизны ( )S x  примем модель с насыще-
нием [8]:

( ) tanh ,S x x 
= -  

 
2 31

2

где ( )tanh   – гиперболический тангенс.
В уравнение (1) введено внешнее воздействие в 

виде фильтрованного дискретного белого шума 

nξ  с амплитудой .e  Полоса фильтрации в окрест-
ности частоты Ω0  имеет порядок .ν  Оценка 
спектральной плотности мощности (СПМ), вы-
численная методом периодограмм Бартлетта c 
512-точечным преобразованием Фурье по реали-
зации длиной N = 262144, показана на рис. 1. Ре-
зультатом полосовой фильтрации также является 
то, что первоначальное вероятностное распреде-
ление значений шума становится нормальным.

Приведем результаты моделирования автоколе-
баний в ДВ-осцилляторе с параметрами , ,Ω =0 0 18  

,Q = 1000  ,p = 2  , .e = 0 2  Осциллограмма фрагмен-
та реализации автоколебаний показана на рис. 2. 
Случайная модуляция амплитуды видна непо-
средственно из рис. 2.

Для выявления эффекта уширения спектраль-
ной линии проведены оценки СПМ методом 
усреднения периодограмм Бартлетта. Оценка, 

выполненная по реализации длиной N = =192  
= 524388  c 32768-точечным преобразованием 
Фурье, показана на рис.  3 точками. Непрерыв-
ная линия – это аппроксимация СПМ методом 
наименьших квадратов с помощью лоренцева 
форм-фактора:

( ) ,L
a

DP w =
 w - Ω

+  
∆w 

2

1

 (2)

где ,aΩ ≡ Ω0  ∆w  и D  – параметры аппроксимации. 
Рис.  3 демонстрирует хорошее соответствие 

данных численного эксперимента теоретиче-
ской модели – лоренцевой (резонансной) фор-
ме (2) однородно уширенной спектральной линии. 
Относительная ширина линии равна / a∆w Ω =

, ,-= ⋅ 45 72 10  что по порядку величины соответ-
ствует значению / .Q1

Следует отметить, что при практическом спек-
тральном анализе необходимо учитывать ушире-
ние спектральных линий из-за конечности длины 
обрабатываемой реализации (вклад временного 
окна). На рис. 4 в логарифмическом масштабе на-
ряду со спектральной линией в анализируемой 
модели приведена оценка СПМ ДВ-генератора (1) 
без внешнего шумового воздействия ( ).e = 0  Как 
видно из рис. 4, вклад временного окна в уши-
рение спектральной линии при оценивании с  
32768-точечным преобразованием Фурье прене-
брежимо мал.

Реализация автоколебаний с лоренцевой фор-
мой центральной части спектральной линии на 
рис.  2 отчетливо указывает на наличие флуктуа-
ций амплитуды. Разделить амплитудные и фазо-
вые (частотные) флуктуации позволяет теория ана-
литического сигнала (см., например, [9]). На рис. 2 
непрерывной линией отмечена амплитуда (огиба-

Рис. 1. СПМ белого шума в полосе резонатора
Fig. 1. PSD of white noise in the resonator band

Рис. 2. Осцилляции автоколебаний ДВ-генератора
Fig. 2. Oscillations of self-oscillations of a DW generator
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ющая) .nA  С использованием выделенной огиба-
ющей можно сформировать АМ-сигнал вида

( ) cos( ).am
n n aX A n= pΩ2  (3)

Оценка СПМ сигнала (3) показана на рис. 5, где 
она сопоставлена с оценкой СПМ монохроматиче-
ских автоколебаний ( ).e = 0  Сопоставление оценок 
подтверждает известное теоретическое положе-
ние о том, что амплитудные флуктуации не приво-
дят к уширению спектральной линии автоколеба-
ний, но формируют ее пьедестал.

Обратимся теперь к анализу фазовых (частот-
ных) флуктуаций. Цифровая обработка осцилля-
ций состоит в выделении в них последователь-
ности значений полной фазы nΨ  и вычислении 
фазовых флуктуаций по формуле 

.n n anψ = Ψ - pΩ2

Результаты вычислений для трех численных экс-
периментов отражает рис. 6.

Случайная последовательность nψ  – типичный 
дискретный винеровский процесс (процесс диф-
фузии) [10]. Подтверждением этому может служить 
представленный на рис. 7 равномерный (в полосе 
частот) спектр мощности флуктуаций частоты 

( ) .g n n
n

-ψ - ψ
Ω =

p
1

2
На основе процесса nψ  можно сформировать 

сигнал с однородно уширенной (лоренцевой) 
спектральной линией, свободный от флуктуаций 
амплитуды:

( ) cos( ),fm
n a a nX A n= pΩ + ψ2  (4)

где aA  – средне значение амплитуды (в анализи-
руемом эксперименте , ).aA = 2 62  Спектральная 
плотность мощности осцилляций (4) представле-
на на рис. 8. Факт уширения спектральной линии, 
как видно из рис. 8, подтверждается. Рис. 9 демон-
стрирует лоренцеву форму спектральной линии 
осцилляций (4).

Описанную выше модель однородного уши-
рения назовем аддитивной, т.  к. она основана на 
аддитивном воздействии шума на автоколебатель-
ную систему. Как альтернативу можно предло-
жить мультипликативную модель.

2. Параметрическая ДВ-модель 
уширения спектральной линии

Анализ процессов в аддитивной модели ушире-
ния спектральной линии показывает, что часто-

Рис. 3. Форма спектральной линии автоколебаний
Fig. 3. Shape of the spectral line of self-oscillations

Рис. 4. Уширенная и монохроматическая линии
Fig. 4. Broadened and monochromatic lines

Рис. 5. Оценка СПМ АМ-сигнала (3)
Fig. 5. Estimation of PSD AM signal (3)

Рис. 6. Диффузия фазы автоколебаний
Fig. 6. Diffusion of the phase of self-oscillations
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та автоколебаний испытывает низкочастотные 
флуктуации с равномерным спектром (см. рис. 7) 
в полосе частот ≤ w ≤0 max ,Ω  где максимальная 
частота в спектре maxΩ  много меньше частоты 
генерации. Эти флуктуации введем в уравнение 
движения в качестве внешнего шумового воздей-
ствия nζ  на частоту Ω0  (см. также [11]. Получим 
следующее разностное уравнение:

( )cos ( )n n n nx x x- - -- p Ω + mζ + =0 1 1 22 2  (5)

( )( ) ,n npS x x- -= pν -1 12 1 

( )cos ,n n nx x x- - -= pΩ -1 0 1 22

где m  – амплитуда шума.

Модель (5) назовем параметрической (мульти-
пликативной) моделью однородного уширения 
спектральной линии автоколебаний. Рассмотрим 
некоторые результаты моделирования для ДВ-
генератора с теми же параметрами, что и ранее: 

, ,Ω =0 0 18  ,Q = 1000  .p = 2  Для шумового воздей-
ствия nmζ  примем следующие характеристики 

max , ,Ω = 0 02  , .m = 0 01
Оценка СПМ случайного процесса nζ  показана 

на рис. 10.

Рис. 7. СПМ флуктуаций частоты автоколебаний
Fig. 7. PSD of fluctuations in the frequency of self-oscillations

Рис. 8. Оценка СПМ ФМ-сигнала (4)
Fig. 8. Estimation of the PSD of the PM signal (4)

Рис. 9. Центр спектральной линии ФМ-сигнала (4)
Fig. 9. Center of the spectral line of the FM signal (4)

Рис. 10. СПМ полосового шума на низких частотах
Fig. 10. PSD of bandpass noise at low frequencies

Рис. 11. Автоколебания осциллятора (5)
Fig. 11. Self-oscillations of the oscillator (5)

Рис. 12. Форма спектральной линии осциллятора (5)
Fig. 12. The shape of the spectral line of the oscillator (5)
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Отрезок реализации автоколебаний и их огиба-
ющая показаны на рис.  11. Отчетливо видно по-
стоянство амплитуды в параметрической модели (5).

Уширение спектральной линии и его соответ-
ствие лоренцеву форм-фактору (2) отражено на 
рис.  12: точки  – спектральная оценка, непрерыв-
ная линия – лоренцева функция.

Таким образом, параметрическая модель (5) по-
зволяет генерировать квазимонохроматические 
автоколебания с флуктуациями частоты, но без 
флуктуаций амплитуды.

Заключение
Предложенные алгоритмы (аддитивный и муль-

типликативный) генерации автоколебаний с одно-
родно уширенной спектральной линией позволя-
ют моделировать реальные источники сигналов в 
численных экспериментах с радиоэлектронными 
системами. Совокупность N осцилляторов (5) со 
случайными частотами ( )nΩ0  (при задании соот-
ветствующей статистики частот) позволяет моде-
лировать излучение с неоднородным уширением 
спектральной линии.
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Abstract – An algorithm for generating quasi-harmonic self-oscillations with a uniformly widened spectral line is presented. 
The algorithm is based on the equation of motion of the Thomson-type DT-oscillator, which introduced a random effect in 
the form of band-pass white noise. Two types of effects are implemented: additive and parametric. Spectral characteristics of 
generated self-oscillations were analyzed by numerical experiment. The additive algorithm is shown to generate self-oscillations 
with amplitude-frequency fluctuations. Frequency fluctuations set the Lorentz (resonant) shape of the central part of the self-
oscillation power spectrum, amplitude fluctuations form a noise pedestal of the spectral line. Based on the analysis of statistical 
characteristics of fluctuations in the frequency of the DT-oscillator with additive noise impact, a parametric algorithm for 
generating quasi-harmonic self-oscillations is proposed. In it, the resonance frequency of the oscillating system of the Thomson 
DT-oscillator is subject to random perturbations. The results of numerical experiments with generators of quasi-harmonic 
oscillations are given.

Keywords – self-oscillation; spectral line; uniform widening; frequency fluctuations; discrete time; difference equation of self-
oscillations; random perturbations. 
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Спектральное решение для системы с запаздыванием 
с гиперэрланговскими распределениями
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Поволжский государственный университет телекоммуникаций и информатики  
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Аннотация – Статья посвящена построению математической модели задержки требований в очереди в виде системы 
массового обслуживания, описываемой двумя потоками с законами распределения временных интервалов, сдвинутыми 
вправо гиперэрланговскими распределениями второго порядка. В теории массового обслуживания исследования 
систем G/G/1 актуальны в связи с тем, что не существует решения в конечном виде для общего случая. Поэтому в 
качестве произвольного закона распределения G при исследовании таких систем используют различные частные законы 
распределений. В данном случае использование сдвинутого гиперэрланговского закона распределения обеспечивает 
коэффициент вариации интервалов поступлений входного потока и времени обслуживания на всем интервале (0, ∞). Для 
решения поставленной задачи использован метод спектрального решения интегрального уравнения Линдли, который 
играет важную роль в теории массового обслуживания. Данный метод позволил получить решение для средней задержки 
требований в очереди для рассматриваемой системы в замкнутой форме. Как известно, остальные характеристики 
системы массового обслуживания являются производными от средней задержки требований.

Ключевые слова – сдвинутое гиперэрланговское распределение; интегральное уравнение Линдли; метод спектрального 
разложения; преобразование Лапласа.
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Введение
Для моделирования трафика современных се-

тей телекоммуникаций широко используются си-
стемы G/G/1 при частных законах распределений, 
т. к. не существует решения для таких систем в 
конечном виде для общего случая. Для исследова-
ния таких систем используют метод спектрально-
го разложения решения интегрального уравнения 
Линдли, который наиболее доступно представлен 
в [1]. В русскоязычной научной литературе анало-
гом этого метода является метод факторизации с 
использованием характеристических функций [2].

Настоящая статья посвящена анализу СМО 
HE2/HE2/1 со сдвинутыми вправо от нулевой точ-
ки гиперэрланговскими (HE2) входными распре-
делениями второго порядка и является продолже-
нием исследований [3–6]. В результате этого будем 
иметь новую СМО с запаздыванием во времени, 
которую обозначим через 2 /HHE /E 1- -

2  в отличие 
от обычной системы HE2/HE2/1, рассмотренной в [5].

В общем случае гиперэрланговский закон рас-
пределения порядка R задается плотностью 
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и обозначается HER [1]. Гиперэрланговское рас-
пределение представляет собой вероятностную 
смесь нормированных распределений Эрланга 
порядка k с функцией плотности вида
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1

1
и является наиболее общим распределением не-
отрицательных непрерывных случайных величин, 
поскольку имеет коэффициент вариации ct  в ин-
тервале от 0 до ∞ [8]. 

В данной работе мы ограничимся гиперэрлан-
говским распределением второго порядка при 

ik = 2  с функцией плотности 

( ) ( )t tf t p te p te- l - l= l + - l1 22 22 2
1 24 4 1

в связи с тем, что при ik ≥ 3  дальнейшие выкладки 
становятся чрезвычайно трудоемкими.

Для системы 2 /HHE /E 1- -
2  интервалы поступле-

ний и времени обслуживания описываются функ-
циями плотностей сдвинутых вправо от нулевой 
точки гирерэрланговских законов распределений 
второго порядка:

( ) ( )( ) t ta t p t t e- l -= l - +1 022
1 04  (1)

( ) ( )( ) ,t tp t t e- l -+ - l - 2 022
2 04 1

( ) ( )( ) t tb t q t t e- m -= m - +1 022
1 04  (2)

( ) ( )( ) ,t tq t t e- m -+ - m - 2 022
2 04 1
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где t ≥0 0  – параметр сдвига закона распределения.
Кроме метода спектрального решения в статье 

использован опыт аппроксимации законов рас-
пределений [7–12]. Результаты современных ис-
следований по системам массового обслуживания 
приведены в работах [13–15].

1. Постановка и решение задачи
В статье ставится задача нахождения реше-

ния для задержки требований в очереди в СМО 

2 /HEHE /1.- -
2  Вкратце решение интегрального 

уравнения Линдли методом спектрального разло-
жения состоит в нахождении для выражения

( )
( )

* *( ) ( )  
s

A s B s
s

+

-
- ⋅ - =

ψ

ψ
1

представления в виде произведения двух множи-
телей, которое давало бы рациональную функцию 
от s. Здесь ( )*A s  и ( )* ,B s  соответственно, преоб-
разования Лапласа функций плотности распреде-
ления интервалов входного потока ( )a t  и времени 
обслуживания ( ),b t  ( )s+ψ  и ( )s-ψ  компоненты 
спектрального разложения – некоторые рацио-
нальные функции от s, которые можно разложить 
на множители. 

Преобразования Лапласа функций (1) и (2) будут 
соответственно:
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Тогда спектральное разложение решения ин-
тегрального уравнения Линдли для рассматрива-
емой системы
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s

A s B s
s

+

-

ψ
- ⋅ - =

ψ
1

примет вид

( )
( ) ( ) t ss

p p e
s ss

+

-

 ψ    l l = + - ×       l - l -ψ     
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-
    m m × + - - =       m + m +    

0

2 2
1 2

1 2

2 2
1 1

2 2

( )p p
s s
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( ) .q q
s s
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1 2
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Выражение (3) получено на основании теоре-
мы о запаздывании в теории преобразования Ла-
пласа. Здесь показатели степени у экспонент с 
противоположными знаками в спектральном раз-
ложении обнуляются, и таким образом операция 
сдвига во времени нивелируется. Следовательно 
спектральные разложения решения интегрально-
го уравнения Линдли для системы со сдвинутыми 
распределениями 2 /HHE /E 1- -

2  и для обычной си-
стемы HE2/HE2/1 будут идентичными. Тогда мы 
можем использовать результаты, полученные в [5] 
для обычной системы HE2/HE2/1, и сразу записать 
компоненты спектрального разложения, не повто-
ряя выкладки в [5]:

( )( )( )(
( )

)

[( ) (
,

) ]

s s s s s s s s s

s s
s+

+ + + +

+
=

m m
ψ

+
1 2 3 4

2 2
1 22 2

 (4)

( ) ( ) ( )
.

( )( )( )
s s

s
s s s s s s-

l - l -
ψ = -

- - -

2 2
1 2

5 6 7

2 2

В выражениях (4) ,s- 1  ,s- 2  ,s- 3  s- 4  – корни 
многочлена (5) седьмой степени с отрицательны-
ми вещественными частями, а ,s5  ,s6  s7  – корни с 
положительными вещественными частями. Мно-
гочлен в числителе разложения (3), содержащий 
92 слагаемых после приведения подобных членов, 
имеет вид

- - - - - - -s c s c s c s c s c s c s c7 6 5 4 3 2
6 5 4 3 2 1 0  (5)

и собран с помощью символьных операций 
Mathcad. Его коэффициенты:
c a b a b= - - l l m m ×0 0 1 1 0 1 2 1 2256  (6)

[ ( ) ( )],× l l m + m - m m l + l1 2 1 2 1 2 1 2

( )[c a b a b a b= - + - l l m + m +2 2 2 2
1 0 2 1 1 2 0 1 2 1 264

( )]+ m m l + l - l l m m ×2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2256

( ),× l l - l m - l m - l m - l m + m m1 2 1 1 1 2 2 1 2 2 1 2

{[ ( )]c a b a b= - - l l + m m l + l ×2 2 2 2
2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 264

( ) ( )( )× m + m - l l + l l m + m +2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2

( )]} ( ),+ m m l + l + l l m m l + l - m - m2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2256

[ ( )( )]c a b= - l l + m m + l + l m + m +2 2 2 2 2 2 2 2
3 2 2 1 2 1 2 1 2 1 216

[( )( )( )+ l + l m + m l l + m m -1 2 1 2 1 2 1 264

( ) ( ) ],- l l m + m - m m l + l - l l m m2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 24
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[( )( ) ( )c = l + l l l + m m - m + m ×4 1 2 1 2 1 2 1 216 4

( ) ( )( )],× l + l + l l + m m + l + l m + m2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 24

[( )( )c = l + l m + m - l l -5 1 2 1 2 1 216

( )],- m m - l + l + m + m2 2 2 2
1 2 1 2 1 24

( ).c = l + l - m - m6 1 2 1 24

Коэффициенты (6) для сокращения их записи 
содержат промежуточные параметры:

,a = l l2 2
0 1 216     ( )[ ],a p p= l l l + - l1 1 2 1 216 1

( )[ ],a p p= l + - l2 2
2 1 24 1     ,b = m m2 2

0 1 216

( )[ ],b q q= m m m + - m1 1 2 1 216 1

( )[ ].b q q= m + - m2 2
2 1 24 1

И все они зависят от параметров распределений 
(1) и (2).

Исследование многочлена числителя разло-
жения, нахождение его нулей, а также полюсов 
разложения – это главное в спектральном реше-
нии интегрального уравнения Линдли. Далее по 
методике спектрального разложения определим 
постоянную

( )
lim
s

s
K

s
+

→

ψ
= =

0

( )( )( )( )
lim .

( ) ( )s

s s s s s s s s s s s s

s s→

+ + + +
= =

+ m + m m m
1 2 3 4 1 2 3 4

2 2 2 20
1 2 1 22 2 16

Через нее определяем преобразование Лапласа 
ФРВ времени ожидания
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+
Φ = =

ψ
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.
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s s s s s s

s s s s s s s s s

+ m + m
=

m m + + + +

2 2
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1 2 1 2 3 4
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16

Тогда преобразование Лапласа функции плот-
ности времени ожидания будет

( )* ( ) ( )
,

( )( )( )( )

s s s s s s
W s

s s s s s s s s

+ m + m
=

m m + + + +

2 2
1 2 3 4 1 2

2 2
1 2 1 2 3 4

2 2

16
 (7)

а его производная со знаком минус в т. s = 0  дает 
среднее время ожидания

( )*
.

s

dW s
ds s s s s

=

- = + + + - -
m m1 2 3 4 1 20

1 1 1 1 1 1

Окончательно, среднее время ожидания требо-
ваний в очереди будет выражаться формулой 

.W
s s s s

= + + + - -
m m1 2 3 4 1 2

1 1 1 1 1 1  (8)

2. Методика использования 
расчетной формулы (8)

Для практического использования формулы (8) 
необходимо определить входящие в нее параме-
тры. Для этого нужно найти неизвестные пара-
метры сдвинутых распределений (1) и (2), а через 
них – коэффициенты (6) многочлена (5). Неизвест-
ные параметры сдвинутых распределений най-
дем методом моментов, которые, в свою очередь, 
определяем с помощью преобразований Лапласа 
функций (1) и (2). Первые два начальных момента 
распределения (1) имеют вид

( ) ,p p t- -
lt = l + - l +1 1

1 2 01  (9)

( ) ( )[ ] .p p p pt tl
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l l l l

2 2
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1 2 1 2

1 3 3 12
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Через них найдем квадрат коэффициента 
вариации
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2
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Аналогично для распределения (2) запишем 
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Неизвестные параметры ,l1  ,l2  ,p  ,m1  ,m2  q 
для сдвинутых распределений (1) и (2) определим 
из уравнений моментов (9)–(12) тем же способом, 
как они в [5] найдены для обычных распределений. 
Для этого положим

,
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0

2     
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-
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p
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и после их подстановки в (10) получим уравнение 
4-й степени относительно p, и после исключения 
тривиальных решений p =  0 ,  p =  1  остается ква-
дратное уравнение, корни которого равны
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Аналогично для распределения (2):
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Выражения для вероятностей p и q определяют 
область применимости системы 2 /HHE /E 1- -

2  через 
коэффициенты вариаций

,
t

cl
l

≥ -
t
01     ( )

t
cm

m
≥ -

t
01 1

2
при .t m< < t00

Таким образом, алгоритм расчета среднего вре-
мени ожидания при заданных входных параме-
трах ,lt  ,mt  ,cl  ,cm  t0  сводится к последователь-
ному решению уравнений (9)–(12) для нахождения 
параметров распределений (1) и (2) ,l1  ,l2  p, ,m1   

,m2  q. Далее определяем коэффициенты много-
члена (6) и находим нужные корни с отрицатель-
ными вещественными частями ,s- 1  ,s- 2  ,s- 3  ,s- 4   
а после применяем формулу (8).

3. Результаты вычислительных 
экспериментов

В таблице приведены данные расчетов для си-
стемы 2 /HHE /E 1- -

2  для случаев малой, средней 
и высокой нагрузки , ;r = 0 1  0,5; 0,9; при фикси-
рованном значении c cl m= = 2  для обычной си-
стемы HE2/HE2/1. Заметим, что обычная система 
HE2/HE2/1 применима при /cl ≥ 1 2  и / ,cm ≥ 1 2  
а система 2 /HHE /E 1- -

2  – при cl > 0  и .cm > 0  Та-
ким образом, система 2 /HHE /E 1- -

2  применима 
для широкого диапазона изменения параметров, 
чем обычная система HE2/HE2/1 и расширяет ее 
возможности.

В правой колонке таблицы для сравнения приве-
дены результаты для обычной системы HE2/HE2/1.  

Коэффициент загрузки в данном случае определя-
ется отношением средних интервалов / .m lr = t t  
Расчеты, приведенные в таблице, проведены для 
удобства для нормированного времени обслужи-
вания .mt = 1

Заключение

Таким образом, по результатам работы можно 
сделать следующие выводы.

Операция сдвига во времени уменьшает коэффи-
циенты вариаций интервала между поступления-
ми и времени обслуживания требований. В связи с 
тем что среднее время ожидания в системе G/G/1 
связано с коэффициентами вариаций интервалов 
поступления и обслуживания квадратичной за-
висимостью, среднее время ожидания в системе с 
запаздыванием будет многократно меньше, чем в 
обычной системе при одинаковом коэффициенте 
загрузки. Например, для системы 2 /HHE /E 1- -

2  при 
загрузке ,r = 0 9  и параметре сдвига = ,t0 0 99  ко-
эффициент вариации интервалов поступления cl  
уменьшается с 2 для обычной системы до 1,109, ко-
эффициент вариации времени обслуживания cm  
снижается с 2 до 1,01, а время ожидания уменьша-
ется с 36,21 единицы времени для обычной систе-
мы до 4,87 единицы времени для системы с запаз-
дыванием. Таким образом, имеем многократное 
уменьшение средней задержки в очереди.

С уменьшением значения параметра t0  среднее 
время ожидания в системе 2 /HHE /E 1- -

2  стремится 

Таблица. Результаты экспериментов для СМО 2 /HHE /E 1- -
2  при c cl m= = 2  для обычной СМО НE2/НE2/1

Table. Results of experiments for QS 2 /HHE /E 1- -
2  at c cl m= = 2  for ordinary QS НE2/НE2/1

Входные параметры Среднее время ожидания

r cl cm t0
для СМО 

HE / HE /- -
2 2 1

для СМО  
НE2/НE2/1

0,1

1,999 1,99 0,01 0,33

0,34
1,99 1,90 0,1 0,30
1,95 1,50 0,5 0,17
1,901 1,01 0,99 0,06

0,5

1,995 1,99 0,01 3,93

3,98
1,95 1,90 0,1 3,51
1,75 1,50 0,5 1,91
1,505 1,01 0,99 0,53

0,9

1,991 1,99 0,01 35,84

36,21
1,91 1,90 0,1 32,53
1,55 1,50 0,5 19,33
1,109 1,01 0,99 4,87
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к среднему времени ожидания в обычной системе 
НE2/НE2/1. Это полностью подтверждает адекват-
ность построенной математической модели мас-
сового обслуживания.

Основным преимуществом системы со сдвину-
тыми распределениями является расширение ди-
апазона применимости по сравнению с обычной 
СМО. 
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Abstract – The article is devoted to the construction of a mathematical model for delaying claims in a queue in the form of 
a queuing system described by two flows with the laws of distribution of time intervals shifted to the right by hyper-Erlang 
distributions of the second order. In the queuing theory, the study of systems G/G/1 is relevant because there is no solution in the 
final form for the general case. Therefore, various partial distribution laws are used as an arbitrary distribution law G in the study 
of such systems. In this case, the use of the shifted hyper-Erlang distribution law provides the coefficient of variation of the input 
flow arrival intervals and service time over the entire interval (0, ∞). To solve the problem, we used the method of spectral solution 
of the Lindley integral equation, which plays an important role in the queuing theory. This method made it possible to obtain 
a solution for the average delay of requests in the queue for the considered system in a closed form. As is known, the remaining 
characteristics of the queuing system are derivatives of the average delay of requests in the queue.
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Повышение помехоустойчивости  
OFDM-систем в каналах с замираниями
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Аннотация – В работе предложен способ повышения помехоустойчивости OFDM-систем в многолучевых 
каналах связи. Предлагаемый способ состоит в применении фильтра Калмана для оценки и интерполяции частотной 
характеристики канала с использованием пилотных символов, расположенных по «блочной» схеме. Эффективность 
алгоритма исследована в двух различных каналах, рекомендованных стандартами GSM/EDGE для тестирования систем:  
типовом канале в условиях городской застройки и типовом канале для маленьких сот. Проведено сравнение характеристик 
предложенного алгоритма с другими известными методами. Рассмотрено влияние доплеровского сдвига на эффективность 
предложенного алгоритма. Проведено компьютерное моделирование для оценки зависимости вероятности битовой 
ошибки от отношения сигнал/шум. Показано, что предложенный алгоритм обеспечивает меньшую вероятность битовой 
ошибки в медленно меняющихся каналах, но его эффективность уменьшается с ростом доплеровской частоты.

Ключевые слова – OFDM; помехоустойчивость; многолучевой канал; фильтр Калмана.
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Введение
В большинстве встречающихся на практике 

радиоканалов условия распространения радио-
волн со временем изменяются, что приводит к 
изменению во времени уровня сигнала в точке 
приема. Примером канала с многолучевым рас-
пространением и замираниями может служить 
тропосферный канал связи. В нем распростране-
ние вызывается переизлучением (рассеянием или 
отражением) волн неоднородностями в атмосфе-
ре. Сами же неоднородности непрерывно видоиз-
меняются во времени, появляются и исчезают, что 
приводит к замираниям сигнала [1]. Другой при-
мер – распространение радиоволн в мобильной 
связи. Радиоволны многократно отражаются от 

наземных объектов (холмов, лесов, домов и т. д.), 
а движение приемника относительно передатчи-
ка приводит к изменению пути распространения 
сигнала [2]. Таким образом, повышение помехо-
устойчивости систем связи в многолучевых кана-
лах связи является актуальной задачей. 

В системах связи на основе OFDM-сигналов 
для оценки характеристики канала связи к пере-
даваемой неизвестной информации добавляются 
известные на приемной стороне данные, так на-
зываемые пилот-символы. Они образуют решет-
ку в частотно-временной области, которая может 
иметь структуру, в частности изображенную на 
рис. 1. Жирными точками обозначены пилот-сим-
волы, выколотыми – информационные символы, 
m – количество информационных символов между 
двумя пилотными символами. Такое расположе-
ние пилотов известно в литературе как «блоко-
вое»: характеристика канала оценивается для каж-
дой поднесущей и интерполируется по времени. 
В настоящей работе предлагается использовать 
фильтр Калмана для оценки и интерполяции ха-
рактеристики канала.

1. Фильтр Калмана для оценки 
характеристики канала связи

Фильтр Калмана основан на представлении ли-
нейной динамической системы в пространстве со-
стояний и решает задачу оптимальной линейной 
фильтрации в рекурсивной форме. Рекурсивное 
решение позволяет обновлять оценку вектора со-

Рис. 1. Расположение пилот-сигналов
Fig. 1. Location of pilot signals
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стояния, используя предыдущую оценку и новые 
данные, таким образом, нет необходимости хра-
нить все наблюдаемые данные. Более того, алго-
ритм фильтрации Калмана вычислительно более 
эффективен, чем алгоритм, основанный на пря-
мом пересчете оценки с использованием новых и 
всех предыдущих данных.

В литературе предложено множество вариантов 
применения фильтра Калмана к задаче оценки 
канала в OFDM-системах [3–5]. Применительно 
к дискретной линейной динамической системе 
алгоритм можно описать следующим образом. 
Запишем уравнение системы в пространстве 
состояний:

, ,k k k k k+ += +x F x w1 1  (1)
.k k k k= +y C x v  (2)

В этих уравнениях вектор xk – состояние систе-
мы, минимально необходимый набор параметров, 
позволяющий описать систему; индекс k – дис-
кретное время. Матрица Fk+1,k – матрица перехода 
состояния xk из времени k ко времени k + 1. Вектор 
wk – вектор шума процесса с равномерной плот-
ностью мощности, нормальным распределением 
и корреляционной матрицей:

, ;
, ,
kH

n k
n k
n k

 =< >=  ≠

Q
w w

0

где верхний индекс H означает эрмитово сопря-
жение. Уравнение 1 представляет собой уравне-
ние процесса и описывает изменение системы во 
времени. Уравнение 2 есть уравнение наблюдения, 
в нем вектор yk – вектор наблюдения в момент вре-
мени k, а матрица Ck – матрица измерений. Вектор 
vk – вектор шума измерений с равномерной плот-
ностью мощности, нормальным распределением 
и корреляционной матрицей: 

, ;
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kH

n k
n k
n k
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при этом шум измерений не коррелирован с шу-
мом процесса. С учетом введенных обозначений 
задачу фильтрации можно сформулировать следу-
ющим образом: используя все наблюдения y1, y1, …, 
yk, найти для каждого k ≥ 1 оценку состояния xi 
с минимальной среднеквадратической ошибкой.

Алгоритм, решающий поставленную задачу, со-
стоит из следующих шагов.

Для k = 1, 2, … вычислить [6; 7]:

, ˆ ;k k k k- -=x F x1 1

, , ;H
k k k k k k k- - - -= +P F P F Q1 1 1 1


( ) ;H H
k k k k k k k

-= +G P C C P C R 1
 

ˆ ( );k k k k k k= + -x x G y C x 

( )k k k k= -P I G C P

Начальные значения при k = 0 можно выбрать: 
ˆ ,=< >x x0 0  ( )=< - < >P x x0 0 0 ( ) .H- < > >x x0 0  В ал- 
горитме через x  обозначена априорная оценка 
(экстраполяция) вектора состояния, x̂  – апосте-
риорная оценка состояния, ( )k k k=< - < >P x x



( )Hk k- < > >x x  – корреляционная матрица ошиб-
ки предсказания состояния, ˆ( )k k k=< - < >P x x

ˆ( )Hk k- < > >x x  – корреляционная матрица апо-
стериорной ошибки оценки состояния.

Для применения алгоритма к оценке канала 
необходимо знать закон, по которому меняется 
канал. В работе использовалась модель канала, 
состоящая из дискретных лучей, каждый из ко-
торых замирает по закону Рэлея. При этом число 
лучей, их задержки, количество и средние значе-
ния огибающей не менялись во времени. Частоты 
Доплера всех лучей считались одинаковыми и от-
носительно малыми: Tsymfd ~ 0,001, где Tsym – дли-
тельность OFDM-символа, fd – частота Доплера. 
Тогда искажения, вызванные межканальной ин-
терференцией, малы, и ими можно пренебречь [8].

В работе применялась авторегрессионная (АР) 
модель второго порядка. Согласно выбранной 
модели, коэффициент передачи на каждой под-
несущей OFDM-сигнала меняется следующим 
образом:

* * ,k k k kh a h a h w- -= + +1 1 2 2

где a1, a2 – параметры АР модели, wk – отсчеты бе-
лого порождающего шума, k – временной индекс. 
Параметры модели и дисперсию порождающе-
го шума можно найти, решив систему уравнений 
Юла – Уокера:

*

* *
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где rt(k) – отсчеты корреляционной функции фе-
динга во времени, корреляционная функция за-
дается согласно модели Джейкса и имеет вид 

)(tr t∆ = ).( dJ f tp ∆0 2  Выражение для дисперсии по-
рождающего шума:
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Элементами вектора состояния были выбраны 
коэффициенты передачи на пилотных символах:
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Матрица перехода F не зависит от времени 
и имеет вид

* *
.
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F 1 2
1 0

Матрица шума процесса:

.
 
 =
  

σ
Q

2 0
0 0

Наблюдаемой величиной являлись принятые 
пилотные символы, соответствующая матрица на-
блюдений будет иметь вид

,kp =  Ñ 0

где pk – известный пилот-сигнал.

2. Результаты компьютерного 
моделирования

Для того чтобы сравнить различные алгорит-
мы эквализации для OFDM-систем в каналах с 
частотной селективностью и замираниями, было 
проведено компьютерное моделирование пред-
ложенного алгоритма, а также других известных 
алгоритмов: MMSE-алгоритма [9], алгоритма ZF с 
линейной (LINEAR на графиках) интерполяцией 

и  интерполяцией ближайшим значением (NEA-
REST на графиках). Дополнительно на графиках 
изображена кривая, соответствующая «идеаль-
ной» оценке канала с учетом МКИ. Оценка канала 
с использованием фильтра Калмана проводилась 
для каждой поднесущей отдельно. Отношение 
сигнал/шум и частота Доплера считались извест-
ными величинами. Остальные параметры систе-
мы связи приведены в таблице 1.

Сигнал с указанными параметрами был пропу-
щен через два различных канала связи, рекомен-
дованных стандартами GSM/EDGE для тестирова-
ния соответствующих систем. После прохождения 
канала на сигнал накладывался белый шум, затем 
сигнал эквализировался различными алгорит-
мами и демодулировался. Результатом модели-
рования являются кривые зависимости частоты 
появления ошибки на выходе демодулятора от от-
ношения сигнал/шум. Параметры каналов сведе-
ны в таблицы 2 и 3.

Для работы в канале 1 длина циклического пре-
фикса выбрана Tcp = 7/8 Tsym, для выполнения усло-
вия отсутствия межсимвольной интерференции.

Для работы в канале 2 длина циклического пре-
фикса выбрана Tcp = 1/8 Tsym. Оба канала являют-
ся рэлеевскими, и имеют доплеровский спектр 
Джейкса.

Таблица 1. Параметры сигнала в системе связи с OFDM
Table 1. Signal parameters in an OFDM communication system

Вид модуляции Параметры сетки 
пилот-сигналов

Число 
использованных 
поднесущих, N

Размерность 
БПФ, Nfft

Частота 
дискретизации, Fs

QAM-4, QAM-16 m = 4 36 64 10 МГц

Таблица 2. Типовой канал в условиях городской застройки
Table 2. Typical channel in urban areas

Канал 1. Типовой канал в условиях городской застройки
Номер луча 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Задержка, мкс 0 0,1 0,3 0,5 0,8 1,1 1,3 1,7 2,3 3,1 3,2 5
Средняя 

относительная 
мощность, дБ

–4 –3 0 –2,6 –3 –5 –7 –5 –6,5 –8,6 –11 –10

Таблица 3. Типовой канал для маленьких сот
Table 3. Typical channel for small cells

Канал 2. Типовой канал для маленьких сот
Номер луча 1 2

Задержка, мкс 0 0,4
Средняя относительная 

мощность, дБ 0 0
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На рис. 2–4 приведены кривые, полученные для 
системы с модуляцией QAM-4 в канале 1 и часто-
тами Доплера 50, 150 и 450 Гц соответственно. Из 
анализа кривых видно, что с увеличением частоты 
Доплеровского сдвига с 50 до 150 Гц рабочее от-
ношение сигнал/шум по вероятности ошибки 0,01 
для фильтра Калмана ухудшается с 17,3 до 17,8 дБ, 
при этом ухудшение для других алгоритмов соста-
вило 0,2–0,3 дБ. При увеличении частоты Доплера 
до 450 Гц рабочее ОСШ фильтра Калмана увели-
чивается еще на 1,4 дБ. Ухудшение для других ал-
горитмов составило 0,1–0,3 дБ.

В канале 2 с повышением частоты фединга 
практически ничего не поменялось. Так как одна 

реализация сигнала и шума обрабатывалась раз-
ными алгоритмами, можно сделать вывод, что 
эффективность алгоритма Калмана с повышени-
ем частоты ухудшилась: в первом случае разница 
в помехоустойчивости по сравнению с идеальной 
оценкой канала составляла 0,5 дБ, а во втором – 
0,7, тогда как MMSE-алгоритм не демонстрирует 
такого эффекта. Соответствующие кривые изо-
бражены на рис. 5 и 6.

Результаты моделирования с использованием 
модуляции более высокого порядка, QAM-16, для 
канала 1 демонстрируют те же закономерности, 
что и для модуляции QAM-4. С повышением ча-
стоты фединга рабочее ОСШ для системы с алго-
ритмом Калмана уменьшается на 0,7 дБ, тогда как 
для остальных алгоритмов этот показатель прак-
тически не изменился. 

Для модуляции QAM-16 в канале 2 с повыше-
нием частоты Доплера эффективность фильтра 
Калмана относительно алгоритма, использующе-
го идеальную оценку, как и в системе с модуляци-
ей QAM-4, уменьшилась. Так, разница в рабочем 
отношении сигнал/шум между этими методами 
увеличилась с 0,5 до 1,4 дБ, а относительно MMSE-
алгоритма уменьшилась с 0,3 до 0,1 дБ. 

В таблице 4 собраны полученные результаты 
моделирования систем связи. В нее внесены зна-
чения рабочих отношений сигнал/шум по уров-
ню вероятности ошибки 0,01 для частот Допле-
ра 50/150/450 Гц в канале 1 с модуляцией QAM-4 
и 50/150 Гц во всех остальных случаях.

В таблице 5 собраны дополнительные сведения 
о параметрах компьютерного моделирования. 

Рис. 2. Кривая помехоустойчивости, канал 1, QAM-4, fdop = 50 Гц
Fig. 2. Noise immunity curve, Channel 1, QAM-4, fdop = 50 Hz

Рис. 3. Кривая помехоустойчивости, канал 1, QAM-4, fdop = 150 Гц
Fig. 3. Noise immunity curve, Channel 1, QAM-4, fdop = 150 Hz

Рис. 4. Кривая помехоустойчивости, канал 1, QAM-4, fdop = 450 Гц
Fig. 4. Noise immunity curve, Channel 1, QAM-4, fdop = 450 Hz
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В графе «Доплеровский сдвиг» даны два зна-
чения, соответствующие абсолютному значению 
сдвига в герцах и относительному, вычисляемого 
как произведение длительности символа на ча-
стоту сдвига. Так как для работы в канале 1 не-
обходим больший циклический префикс, то дли-
тельность символа увеличивалась соответственно, 
поэтому одному абсолютному значению допле-
ровского сдвига соответствуют разные относи-

тельные величины для канала 1 и канала 2. Вре-
мя когерентности канала указано для различных 
частот Доплера и рассчитывается как продолжи-
тельность корреляционной функции фединга по 
уровню 0,707.

Заключение
Предложенный алгоритм Калмана показал луч-

шие из всех рассмотренных алгоритмов результаты 

Рис. 5. Кривая помехоустойчивости, канал 2, QAM-4, fdop = 50 Гц
Fig. 5. Noise immunity curve, Channel 2, QAM-4, fdop = 50 Hz

Рис. 6. Кривая помехоустойчивости, канал 2, QAM-4, fdop = 150 Гц
Fig. 6. Noise immunity curve, Channel 2, QAM-4, fdop = 150 Hz

Таблица 4. Результаты компьютерного эксперимента
Table 4. Results of computer experiment

Системы
Рабочее отношение сигнал/шум, дБ

QAM4 QAM16
Канал 1 Канал 2 Канал 1 Канал 2

KALMAN 17,3/17,8/19,2 17/17 23,3/24 23,3/23,8
MMSE 18,4/18,6/18,7 17,2/17 24,3/24,4 23,6/23,9

LINEAR 18,7/18,9/19 18,5/18,5 24,6/24,6 24,4/24,8
NEAR 19,6/19,9/20,2 19,4/19,5 25,5/25,6 25,1/25,6

Идеальная оценка 16,7/16,8/16,8 16,5/16,3 22,6/22,7 22,8/22,4

Таблица 5. Параметры компьютерного моделирования
Table 5. Computer simulation parameters

Канал 1 Канал 2

Доплеровский сдвиг, Гц 50 (0,0006), 150 (0,0018),  
450 (0,0054) 50 (0,00036) 150 (0,0011)

Время когерентности  
канала, мс

3,59 (50 Гц), 1,19 (150 Гц),  
0,4 (450 Гц) 3,59 (50 Гц), 1,19 (150 Гц)

Время моделирования  
для фиксированного ОСШ, с 1,42 0,85

Количество бит  
для расчета BER 6800000 6800000



44
Аверина Л.И., Лафицкий А.Ю. Повышение помехоустойчивости OFDM-систем в каналах с замираниями

Averina L.I., Lafitskiy A.Yu. Increasing of bit error rate performance for OFDM systems over fading channels

в каналах с медленными замираниями – при отно-
сительной частоте Доплера ~0,0004 помехоустойчи-
вость приема уменьшалась не более чем на 0,7 дБ 
относительно случая, когда характеристика канала 
точно известна. Более того, алгоритм пересчитыва-

ет характеристику канала на каждом новом симво-
ле, что позволяет отказаться от деления принятого 
сигнала на кадры. Основными недостатками алго-
ритма являются его чувствительность к федингу и 
игнорирование частотной корреляции в канале.
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Abstract – A method for increasing performance of OFDM systems in multipath channels is proposed. The proposed method 
uses Kalman filter based channel estimator with block type pilot structure. Performance of the proposed method has been 
demonstrated for GSCM/EDGE channel models, typical for urban area and very small cells. The characteristics of the proposed 
algorithm are compared with other well-known methods. The impact of Doppler spread is considered. A computer simulation 
has been carried out to evaluate the required signal-to-noise ratio in case of fixed bit error probability. It is shown, that proposed 
method leads to lower bit error ratio for slow fading case, but its performance degrades with increasing Doppler frequency.
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Введение
Публикации прошлых лет [1; 2], а также литера-

турные источники последних лет [3–8] свидетель-
ствуют о наличии постоянного интереса к усили-
телям и автогенераторам, работающим в режимах 
Е-класса на частотах с заходом в СВЧ-диапазон. 
Для таких усилителей и автогенераторов пред-
ложены модели, рассчитаны величины элемен-
тов их входных и выходных цепей, при которых 
электронный КПД устройств стремится к макси-
мально возможной величине. Вместе с тем оцен-
ка фазочастотных характеристик выходных цепей 
устройств Е-класса в литературе отсутствует. Цель 
данной статьи – выполнить такую оценку и на ее 
основе дать рекомендации по коррекции извест-
ных методик проектирования выходных цепей 
устройств Е-класса.

Ход исследования
Рассмотрим на рис. 1 типовую модель устройства 

Е-класса. Транзисторный элемент с источником 
питания представим в виде ключа с внутренним 
активным сопротивлением rк, величина которо-
го меняется скачком от нуля до бесконечности. 
Характерной для реальных СВЧ-транзисторов 
емкостью ключа в данной модели пренебрежем. 
Выходная цепь является реактивной и обычно 
содержит соединенные последовательно форми-
рующий qf1 и фильтрующий f1 контуры. С ее по-
мощью на выходе ключевого активного элемента 

формируются необходимые для работы класса Е 
импедансы нагрузок Zk(fk) на основной частоте f1 
и ее гармониках fk. Формирующий контур, кото-
рый в q-раз расстроен относительно частоты воз-
буждения, в этом процессе играет главную роль. 
Благодаря этому контуру в моменты включения 
(выключения) транзисторного ключа реализуются 
условия равенства нулю либо тока, протекающего 
через ключ, и его производной, либо напряжения 
на ключе и его производной. Другими словами, 
реализуется режим «переключения при нулевом 
напряжении или при нулевом токе» [1]. В результа-
те устраняются коммутационные потери в момен-
ты либо включения транзистора, либо его выклю-
чения соответственно. Нагрузкой выходной цепи 
является специально рассчитанное для работы в 
классе Е сопротивление RE, которое принципи-
ально отличается от сопротивлений стандартных 
трактов. Типовое устройство Е-класса может так-
же содержать (а может и не содержать) цепь согла-
сования этого сопротивления RE со стандартной 
50-омной нагрузкой.

Если обратимый (взаимный) реактивный че-
тырехполюсник, каким является выходная цепь 
на рис. 1, описать унитарной [S]-матрицей, то для 
него при S12 = S21 и ϕ = ϕ12 21  выполняется выра-
жение [9]:

,ϕ + ϕ = ϕ ± p11 22 122  (1)

где ,ϕ11  ,ϕ22  ,ϕ12  ϕ21  – аргументы соответству-
ющих элементов [S]-матрицы.
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В терминах [S]-матрицы входной коэффициент 
отражения Гвх четырехполюсника определяется 
через коэффициент отражения Гн от его нагрузки 
RE так:

í
âõ

í
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Γ = +
- Γ
12 21
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221

 (2)

Тот же входной коэффициент отражения âõΓ  
можно определить через входной импеданс че-
тырехполюсника Zвх(fk) и сопротивление rк по-
другому [10]:
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В режиме полного согласования выходной на-
грузки RE, когда в выражении (2) í ,Γ = 0  уравне-
ние (3) при *

âõ ( ) ( )k k kZ f Z f=  запишем следующим 
образом:

*
ê

11 *
ê

( )
,

( )
k k

k k

Z f r
S

Z f r

-
=

+
 (4)

где * – знак комплексного сопряжения.
Учитывая выражение (4), а также то, что ,ϕ =22 0  

так как в рассматриваемой на рис. 1 модели RE 
является чисто активной величиной, перепишем 
уравнение (1) в новом виде:
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Уравнение (5), которое получено на основе ус-
ловия унитарности [S]-матрицы выходной цепи 
устройства класса Е на рис. 1, представляет собой 
аргумент коэффициента передачи S12 выходной 
цепи (или ее фазочастотные характеристики на 
любой k-й гармонике) в виде функции импеданса 
нагрузки ключа Zk(fk) на основной частоте и ее гар-
мониках, а также как зависимость от существенно 
нелинейного активного сопротивления rк ключа, 
работающего принципиально в двух состояниях, 

соответствующих либо нулевому, либо бесконеч-
ному сопротивлению.

Импедансы нагрузок ключа Zk(fk) для четырех 
известных усилителей мощности класса Е и ду-
альных им устройств сведены в таблицы, которые 
опубликованы в монографиях [5; 6]. Для одной 
выбранной среди таких усилителей пары рассмо-
трим в качестве примера их характеристики Zkи(fk) 
и Zk(fk), представленные в таблице. В отличие от 
дуального устройства в исходном усилителе эти 
импедансы снабжены в таблице дополнитель-
ным индексом «и». Для обоих типов устройств в 
таблице приведены также их электронные КПД, 
которые рассчитаны в работах [5; 6] при различ-
ных числах k используемых гармоник. Очевидно, 
что в усилителях мощности Е-класса 100%-ный 
электронный КПД имеет место, если в их работе 
принимает участие максимальное число гармо-
ник .k → ∞  Используя табличные данные в выра-
жении (5) для каждого из условий êr = 0  и ê ,r = ∞  
одновременно оценим поведение фазочастотных 
характеристик выбранных устройств Е-класса.

Для рассматриваемой пары усилителей Е-класса 
нетрудно установить, что при любых значениях 
Zk(fk) (или Zkи(fk)) в таблице и работе всех их клю-
чей в двух состояниях, когда êr = 0  и ê ,r = ∞  спра-
ведливо приближенное равенство

( ) .kfϕ ≈ ± p12 0  (6)

Более того, можно показать также, что уравне-
ние (6) выполняется и для других отмеченных в 
[5; 6] дуальных пар усилителей мощности Е-клас-
са. При помощи равенства (6) дается оценка ве-
личины фазы коэффициента передачи на любой 
гармонике основной частоты для показанной на 
рис. 1 модели устройства, работающего в режиме 
Е-класса. Очевидно, если в этой модели учесть для 
реальных транзисторов избыточную величину их 
выходной емкости, которая превышает расчетное 
для Е-класса значение, то в уравнении (6) фазовые 
длины ϕ12  на гармониках могут отличаться от 
нуля или от величин .±p  Необходимость выполне-
ния условия (6) является основанием для коррек-

Рис. 1. Типовая модель устройства Е-класса
Fig. 1. Typical model of an E class device
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ции известных методик проектирования выход-
ных цепей устройств Е-класса [5; 11]. Например,  
в  усилителях мощности Е-класса кроме реализа-
ции табличных значений нагрузок ключей на ос-
новной частоте и ее (в идеале – всех) гармониках эти 
методики необходимо дополнить введением более 
«тонкой настройки» разрабатываемых выходных 
цепей. Данная настройка заключается в выборе 
параметров элементов выходных цепей, где в наи-
большей степени соблюдается равенство  (6) при 
использовании максимально возможного числа 
гармоник k.

Для подтверждения сделанных на основе равен-
ства (6) выводов используем экспериментальные 
результаты, которые получены в работе [5] для ис-
ходного усилителя мощности Е-класса с такими 
же, как в таблице, импедансами нагрузок ключей. 
Рассмотрим тот же макет усилителя мощности, 
который разработан на транзисторе FLL120MK 
с минимальной выходной емкостью 6,5 пФ. Ис-
пользуя рекомендации книги [12], получим для 
рассматриваемого усилителя Е-класса его частот-
ные зависимости выходных КСВНвых и модуля 
коэффициента отражения |S22|. Одновременно с 

Таблица. Электронные КПД и нагрузочные импедансы ключей дуальной пары усилителей мощности Е-класса
Table. Electronic efficiency and load impedances of switches of a dual pair of class E power amplifiers

Номер 
гармоники

Нормированные импедансы 
нагрузок ключа в исходном 

усилителе класса Е

Нормированные импедансы 
нагрузок ключа в дуальном 

усилителе класса Е

Электронные КПД 
дуальной пары 

усилителей класса Е
k Zkи при RЕи = 1 Zk при RЕ = 1 КПД, %
1 1,527 + j1,106 0,429 – j0,311 7,9
2 –j2,723 j0,367 66,6
3 –j1,816 j0,551 75,6
4 –j1,361 j0,735 83,8
5 –j1,089 j0,918 86,3
6 –j0,908 j1,102 89,5
7 –j0,778 j1,285 90,6
8 –j0,681 j1,469 92,4
9 –j0,605 j1,652 92,9
10 –j0,545 j1,836 94

k → ∞ Åè
è

( )
k

R
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Рис. 2. Зависимости КСВНвых (кривая 1) и модуля коэффициента отражения на выходе |S22| (кривая 2) от частоты
Fig. 2. Dependences of VSWRout (curve 1) and module of reflection coefficient at the output |S22| (curve 2) on frequency
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этим проведем оптимизацию фаз коэффициентов 
передачи выходной цепи усилителя на гармони-
ках. Регулируя параметры элементов выходных 
цепей данного усилителя, эти фазы в соответствии 
с уравнением (6) оптимизируются на каждой из 
гармоник при максимально возможном числе k. 
В результате для такого усилителя одновременно 
получены на рис. 2 зависимости КСВНвых(f) (кри-
вая 1) и |S22|(f) (кривая 2), а также на рис. 3 – ампли-
тудно-частотная |S12|(f) (кривая 1) и фазочастотная 

( )fϕ =12 ( )12argS f  (кривая 2) характеристики.
Из приведенных на рис. 2 графиков видно, что 

на рабочей частоте 915 МГц имеет место практи-
чески идеальное согласование импеданса * ( )Z f1 1  
с трактом на выходе 50 Ом, так как |S22| = –59,4 дБ. 
Более того, до восьмой гармоники включительно 
КСВНвых > 8,5. При выбранных в усилителе струк-
туре и параметрах элементов выходной цепи та-
кие высокие значения КСВНвых свидетельствуют 
о режимах «холостого хода», которые реализуются 
на его гармониках. Кроме того, частотные зави-
симости на рис. 2 практически совпадают с ана-
логичными зависимостями, которые получены в 
работах [5; 11].

Приведенная на рис. 3 амплитудно-частотная 
характеристика усилителя подтверждает его иде-
альное согласование на основной частоте. Вместе 
с тем из анализа фазочастотной характеристики 
выходной цепи усилителя следует, что значения 
фаз на тех же, что и на рис. 2, частотах гармоник 
близки к нулевым величинам или значениям .±p  
Это подтверждает теоретические выводы, кото-

рые сделаны на основе полученных выше уравне-
ний (5) и (6). Однако некоторые отклонения (осо-
бенно на частотах высших гармоник) фаз ( )kfϕ12  
от теоретически установленных пределов связаны, 
очевидно, с тем, что избыточные величины выход-
ной емкости выбранного СВЧ-транзистора прояв-
ляются в большей степени именно с ростом k.

Заключение

Таким образом, для устройства Е-класса на ос-
нове унитарности [S]-матрицы его выходной цепи 
дана оценка аргументов ее коэффициентов пере-
дачи на любой гармонике основной частоты. По-
лучены формулы (5) и (6) для приблизительных 
фазочастотных характеристик модели устройства 
Е-класса с ключом, который работает в двух со-
стояниях, соответствующих его нулевому и беско-
нечному активным сопротивлениям. На примере 
представленных фазочастотных характеристик 
разработанного в [5; 11] макета усилителя мощно-
сти Е-класса подтверждена справедливость при-
близительного равенства (6). С учетом следующих 
из выражений (5) и (6) выводов сформулированы 
рекомендации для внесения дополнений в извест-
ные методики проектирования устройств Е-клас-
са [5; 6; 11]. Данные методики можно дополнить 
введением настройки параметров элементов вы-
ходных цепей, для которых в наибольшей степе-
ни соблюдается равенство (6) при использовании 
максимально возможного числа гармоник k.

Рис. 3. Амплитудно-частотная |S12| (кривая 1) и фазочастотная 12S∠  (кривая 2) характеристики выходной цепи
Fig. 3. Amplitude-frequency |S12| (curve 1) and phase-frequency 12S∠  (curve 2) characteristics of the output circuit
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Abstract – Based on the unitarity of the E-class device circuit [S]-matrix, the phase frequency characteristics are estimated 
for the output circuit at any harmonic of the fundamental frequency. Formulas are derived for approximate phase frequency 
characteristics of an E-class device model with a switch that operates in two states corresponding to either zero or infinite active 
resistances. Using the example of the presented phase-frequency characteristics of the E-class power amplifier layout, the validity 
of the formulas obtained is confirmed. Taking into account the conclusions drawn from the formulas, recommendations are 
formulated for making additions to the well-known methods of designing E-class devices. These techniques can be supplemented 
by the introduction of parameter settings of the elements of the output circuits, for which the established estimated values of 
the phase frequency characteristics of the output circuit on harmonics are most respected with the maximum possible number 
of them.

Keywords – E-class devices; output circuit; phase frequency characteristics.

Информация об авторе
Баранов Александр Владимирович, 1961 г. р., радиофизик, доктор технических наук, ведущий научный сотрудник АО «НПП 

“Салют”», г. Нижний Новгород, Россия. Автор и соавтор 86 научных работ, в том числе трех книг и 14 патентов РФ на изобретения.
Область научных интересов: разработка в СВЧ-диапазоне усилителей мощности, усилителей-ограничителей, автогенераторов, 

а также сопутствующих им пассивных цепей.
E-mail: baranov.micros@yandex.ru

Information about the Author
Alexander V. Baranov, was born in 1961, radiophysicist, Doctor of Technical Sciences, leading researcher at JSC «RPE “Salute”», 

Nizhny Novgorod, Russia. Author and co-author of 86 scientific papers, including three books and 14 RF patents for inventions.
Research interests: development of power amplifiers, limiting amplifiers, self-oscillators, as well as their accompanying passive circuits 

in the microwave range.
E-mail: baranov.micros@yandex.ru

Антипов, О.И.
Детерминированный хаос и фракталы в дискретно-нелинейных системах / О.И. Антипов, 
В.А. Неганов, А.А. Потапов. – М.: Радиотехника, 2009. – 235 с., ил.

ISBN 978-5-88070-237-4

УДК 530.1:621.372+621.396
ББК 32.96

В монографии рассмотрены явления детерминированного хаоса и 
фрактальности в дискретно-нелинейных системах на примере устройств 
импульсной силовой электроники, приведены некоторые основные 
определения современной нелинейной динамики и некоторые матема-
тические методы целочисленных и дробных мер.

Представленные явления стохастической работы могут наблюдаться 
в широком классе систем с переменной структурой, действие которых 
может быть описано системами дифференциальных уравнений с пере-

менными коэффициентами, скачкообразно меняющими свои значения с течением времени в за-
висимости от состояния системы. Объектами исследования явились импульсные стабилизаторы 
напряжения различных типов и структур. Научной новизной является применение как фракталь-
ных, так и мультифрактальных мер детерминированного хаоса к анализу стохастической работы 
импульсных стабилизаторов.

Для специалистов, интересующихся проблемами детерминированного хаоса, численным моделирова-
нием дискретно-нелинейных систем.
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Аннотация – Для стерилизации медицинских инструментов анализируется технология их иммерсионной 
термообработки интенсивным СВЧ-излучением на частоте 2,45 ГГц. Показаны преимущества данной технологии по 
сравнению с традиционными методами. Построена электродинамическая модель микроволнового стерилизатора 
хирургических инструментов, учитывающая зависимость комплексной диэлектрической проницаемости иммерсионной 
среды (воды) от температуры. В качестве его базового элемента был использован прямоугольный резонатор с волноводным 
элементом возбуждения. С помощью численной модели на методе конечных элементов определены величины отраженной 
и поглощенной мощности, а также темп нагрева воды в стерилизаторе для рабочей мощности 600 Вт. Анализ тепловых 
процессов, выполненный по упрощенной методике, показал достаточно высокую эффективность такого устройства, 
обеспечивающего высокий темп нагрева на заданной частоте.
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Введение
Процессы высокотемпературного воздействия 

энергией электромагнитных (ЭМ) волн на различ-
ные объекты лежат в основе не только терапевти-
ческих, но и некоторых вспомогательных меди-
цинских технологий. Одним из примеров таких 
вспомогательных технологий является стерили-
зация медицинских инструментов, которая чаще 
всего проводится путем либо их кипячения в воде 
традиционными методами, либо обработки горя-
чим воздухом или специальными химическими ве-
ществами, что бывает не всегда удобно. При этом 
продолжительность стерилизации инструментов 
может оказаться значительной: горячим возду-
хом – до нескольких десятков минут, в автоклаве 
при давлении 0,8...3,5 Бар – порядка 15 мин. В ряде 
случаев, когда важнейшим фактором успешного 
хирургического вмешательства становится вре-
мя, ускорить процесс стерилизации позволяет ис-
пользование для этих целей высокоинтенсивного 
микроволнового излучения.

Для микроволновых технологий подобного 
типа выделены специальные частоты: 915 МГц, 
2,45 ГГц, 5,8 ГГц, 24,125 ГГц, получившие назва-
ние ISM-частоты (industrial, scientific, medicine). Как 
известно [1], интенсивность СВЧ-нагрева прямо 
пропорциональна частоте излучения, но с увели-
чением частоты снижается глубина проникно-

вения ЭМ-поля в диэлектрик с потерями. Чаще 
всего в системах микроволновой термообработки 
встречается частота 2,45 ГГц, обеспечивающая не-
обходимый компромисс.

Процессы микроволновой стерилизации меди-
цинских инструментов существенно отличаются 
от аналогичных процессов тепловой обработки в 
области пищевых технологий, где нагрев образ-
цов пищевых изделий осуществляется при тем-
пературе 121,2°, которая необходима для унич-
тожения одной из самых опасных бактерий типа 
Salmonella [2].

В данной работе рассматривается технология 
высокоинтенсивного воздействия ЭМ-излучения 
с частотой 2,45 ГГц на медицинские инструменты, 
погруженные в иммерсионную среду, в качестве 
которой используется обычная водопроводная 
вода.

1. Постановка задачи

В качестве базовых элементов микроволновых 
стерилизаторов чаще всего предлагаются [3–5] 
прямоугольные резонаторные СВЧ-камеры со 
стоячей волной, возбуждаемые стандартным пря-
моугольным волноводом WR340 с размерами по-
перечного сечения a × b = x × y = 86 × 43 мм и рабо-
чей частотой 2,45 ГГц. Рассмотрим аналогичную 
конфигурацию микроволнового стерилизатора, 
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внутри которого, как показано на рис. 1, на специ-
альной диэлектрической подставке располагается 
контейнер с инструментами, заполненный обыч-
ной водопроводной водой. Контейнер и поставка 
выполняются из радиопрозрачного материала, на-
пример PTFE. Медицинские инструменты пред-
ставляют собой конфигурационно сложные ме-
таллические объекты (рис. 2), количество которых 
в контейнере может быть произвольным.

Распределение ЭМ-полей в резонаторной каме-
ре с объемно-неоднородным диссипативным за-
полнением в общем виде описывается системой 
уравнений Максвелла: 
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Здесь r  – радиус-вектор точки трехмерного про-
странства; t  – время.

Свойства воды как диссипативной среды по 
отношению к ЭМ-полю определяются комплекс-
ной диэлектрической проницаемостью (КДП) 

j′ ′′e = e - e  (здесь ′e  – диэлектрическая прони-

цаемость, ′′e  – коэффициент диэлектрических 
потерь) и комплексной магнитной проницаемо-
стью j′ ′′m = m - m  ( ′m  – магнитная проницаемость, 

′′m  – коэффициент магнитных потерь), а также 
электропроводностью.

Принимая во внимание тот факт, что магнитные 
свойства воды ( ,′m = 1  )′′m = 0  не оказывают влия-
ния на процессы рассеяния и поглощения ЭМ-
волн внутри резонатора, а КДП воды на фиксиро-
ванной частоте зависит только от температуры (Т), 
перепишем уравнения Максвелла с использовани-
ем метода комплексных амплитуд [6]:
rot ( ) ,ñòH j T E J= we e +0
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где , -= ⋅e0
128 85 10  Ф/м, , -m = ⋅ 6

0 1 257 10  Г/м, E  и 
H  – комплексные амплитуды электрического и 
магнитного полей в заданной точке пространства: 

( ) ( ;)Re jEÅ e wtt =   ( ) ( ).Re jHH e wtt = 

На частоте 2,45 ГГц диэлектрические свойства 
воды являются функцией температуры, и в интер-
вале 0 ≤ Т °С ≤ 100 их можно оценить с помощью 
соотношений, полученных в [7]:
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Используя подход, описанный в [8; 9], преобра-
зуем уравнения (5)–(8) в уравнение Гельмгольца 
для термопараметрических сред:
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где k = w e m2 2
0 0 0  – волновое число свободного 

пространства.

Рис. 1. Модель микроволнового стерилизатора: прямоуголь-
ный резонатор (1), волновод (2), контейнер с водой (3), медицин-
ский инструмент (4) и подставка (5)
Fig. 1. Microwave sterilizer model: rectangular resonator (1), wave-
guide (2), water container (3), medical instrument (4) and stand (5)

Рис. 2. Хирургические инструменты
Fig. 2. Surgical instruments
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В случае ñòJ = 0  уравнение (11) преобразуется в 
хорошо известное из литературы [10] однородное 
уравнение Гельмгольца для сред, свойства кото-
рых зависят от Т °С:

 ′∇ + e + e = e 



 


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( )
EE k T E T
T

2 2
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Решения этого уравнения должны удовлет-
ворять граничным условиям на металлических 
стенках:

,tE = 0  / ,nE n∂ ∂ = 0  (13)
где nE  и tE  – нормальная и тангенциальная ком-
поненты напряженности электрического поля, а и 
на границе раздела сред при неоднородном запол-
нении СВЧ-камеры должно выполняться условие

,i i
t tE E += 1
   (14)

где i – номер среды заполнения.
На входе стерилизатора должен быть задан ис-

точник ЭМ-поля в виде
( ) exp( ) exp( ),E M j z S M j z= β + - β1

11 11 11 11 11
  (15)

где М11 – собственные функции ЭМ-волны, рас-
пространяющейся в ПрВ; S11 – коэффициент от-
ражения; β11  – фазовая постоянная ЭМ-волны на 
входе камеры. Для основной волны Н10 ПрВ:

sin ,xM E
a
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 
11 0
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где а – размер широкой стенки входного волново-
да, E0

  – максимальное значение амплитуды поля 
в поперечном сечении волновода.

2. Анализ тепловых процессов
Общепринятый подход к анализу процессов 

взаимодействия ЭМ-волн с диссипативными сре-
дами связан с решением так называемой связан-
ной краевой задачи электродинамики и тепло-
массопереноса для термопараметрических сред, 
алгоритм которого хорошо известен [11]. В случае 
СВЧ-термообработки жидких сред формулировка 
такой задачи включает в себя уже не уравнение 
теплопроводности, а уравнение энергии и уравне-
ния гидродинамики, учитывающие потоки жид-
кой среды внутри нагреваемого объема под дей-
ствием тепловых источников [9].

Важнейшим параметром, оказывающим влия-
ние на формирование теплового поля в области 
взаимодействия ЭМ-поля с жидкими средами, 
оказывается кинематическая вязкость ( ),tν  входя-
щая в дифференциальные уравнения гидродина-
мики, которая связана с динамической вязкостью 
m( )t  как [12]:

( ) ( ) ( ),t t tT T Tm = ν r  (17)

где tr  – плотность вещества.
Анализ вариаций этого параметра для воды 

[12]: , -⋅ ≤30 282 10 ,tm  Па·с , -≤ ⋅ 31 52 10  – в интер-
вале температур ≤0  Т °С ≤ 100  показывает, что 
высокие скорости гидродинамических потоков 
внутри жидкости приводят к практически мгно-
венному выравниваю температуры по всему объ-
ему. То есть в случае интенсивного воздействия 
СВЧ-излучения на воду можно пренебречь гра-
диентами температур в области взаимодействия. 
Это, в свою очередь, позволяет ограничиться рас-
смотрением только электродинамической части 
связанной задачи, осуществляя оценку тепловых 
процессов в зоне нагрева по упрощенной методи-
ке [13], согласно которой темп нагрева

( )
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v

t t

q T
T T

C T T
t = t +

r 0  (18)

, ( ) ,vq T E′′= we e 2
00 5   (19)

где tC  – теплоемкость воды, qv – плотность тепло-
вых источников, Т0 – начальная температура.

При этом для расчета qv можно использовать мето-
ды теории диссипативных СВЧ-многополюсников:

,ï
v

P
q

V
=  (20)

( ) ,ïP S P= - 2
11 01  (21)

где Рп – поглощенная СВЧ-мощность, Р0 – входная 
(рабочая) мощность, V – объем нагреваемой жид-
кости, S11 – коэффициент отражения.

Плотность воды при ее нагреве от 20 °С до 
100 °С лежит в пределах: , ,t≤ r958 4  кг/м3 , ,≤ 998 2  
а теплоемкость – , ,tÑ≤4 18  кДж/(кг·K) ,≤ 4 22  
[12], поэтому в первом приближении мы можем 
использовать их усредненные значения: tr =  

,= 978 3  кг/м3 и tÑ = ,4 2  кДж/(кг·K).

3. Численное моделирование
Для численной реализации электродинамиче-

ской модели микроволнового стерилизатора в 
данной работе были использованы метод конеч-
ных элементов (МКЭ) и пакет программ на его ос-
нове COMSOL V.5.2.

Геометрическая модель стерилизатора включа-
ет в себя прямоугольный резонатор размером x ×  
× y × z = 30 × 19 × 30 см с элементом возбуждения в 
виде волновода WR340, расположенным в центре 
боковой стенки резонатора, как показано на рис. 1. 
В центре резонатора на высоте 25 мм от нижней 
стенки на специальной подставке из PTFE разме-
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щается кювета с водой размером x × y × z = 150 ×  
× 30 × 200 мм, нагрев которой осуществляется СВЧ-
излучением с частотой 2,45 ГГц мощностью 600 Вт. 
Влияние толщины стенок кюветы не учитывалось, 
чтобы снизить вычислительные затраты [14].

Сеточная 3D-модель всей электродинамиче-
ской системы включала в себя более 4·104 тетра-
эдрических векторных элементов Уитни первого 
порядка. Плотность сетки в зоне взаимодействия 
задавалась выше, чем в остальных областях резо-
натора. На входе волновода задавались условия 
распространения волны Н10 ПрВ и основные па-
раметры СВЧ-сигнала.

Численная полноволновая модель была допол-
нена функциональными зависимостями (9) и (10) 
для термопараметрической среды, и были найдены 
распределения ЭМ-поля в объеме стерилизатора. 
На рис. 3 показана структура электрического поля 
в резонаторе на рабочей частоте стерилизатора 
для температуры иммерсионной среды 95 °С. Да-

лее были установлены значения коэффициента от-
ражения и коэффициента поглощения (А), причем

( ).A S= - 2
111  (22)

Температурные зависимости этих двух пара-
метров на частоте 2,45 ГГц приведены на рис. 4. 
Из этих данных видно, что с ростом Т °С отражен-
ная мощность плавно снижается почти в два раза, 
а поглощаемая мощность минимальная величина 
которой составляет Рп = 543 Вт при комнатной 
температуре 20 °С, плавно возрастает примерно в 
1,06 раза и достигает величины 578 Вт. Интересно 
отметить, что этот эффект наблюдается, несмотря 
на уменьшение параметра ( ).Ò′′e

Расчет темпа нагрева по упрощенной методике 
с учетом вариаций диэлектрических свойств воды 
от температуры показал квазилинейную зависи-
мость Т(τ). При этом рабочая температура 100 °С 
достигается менее чем за 9 минут.

Рис. 3. Распределение электрического поля в вертикальной плоскости симметрии yz стерилизатора на частоте 2,45 ГГц
Fig. 3. Distribution of the electric field in the vertical plane of symmetry yz of the sterilizer at a frequency of 2,45 GHz

Рис. 4. Электродинамические характеристики стерилизатора
Fig. 4. Electrodynamic characteristics of the sterilizer
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Заключение
Таким образом, с помощью электродинамиче-

ской модели (12)–(16) и методики приближенной 
оценки тепловых процессов в области взаимо-
действия были установлены эксплуатационные 
характеристики микроволнового стерилизатора 
медицинских инструментов с рабочей частотой 
2,45 ГГц. Конечно-элементное моделирование 
стерилизатора на базе прямоугольного резонато-
ра с волноводным элементом возбуждения и объ-
емно-неоднородным диссипативным заполнени-
ем показало приемлемый уровень согласования 
источника с нагрузкой на уровне , ,S <11 0 31  то 
есть менее 10 % отраженной мощности. Кроме 
того, было найдено, что при объеме кюветы с во-
дой V = 900 см3, которая используется в качестве 
иммерсионной среды для нагрева инструментов, 
темп нагрева составляет примерно 10 °С в минуту 

при входной мощности 600 Вт, что позволяет на-
греть воду до 100 °С менее чем за 9 мин. Здесь не-
обходимо отметить, что при заполнении кюветы 
медицинскими инструментами объем иммерси-
онной среды уменьшается и в реальных условиях 
будет достигнут более высокий темп нагрева. Для 
интенсификации таких процессов и повышения 
эффективности микроволновой стерилизации 
в качестве иммерсионной среды могут быть ис-
пользованы солевые растворы различной концен-
трации. Однако при этом возможно увеличение 
такого параметра, как вязкость, и для оценки те-
пловых процессов в области взаимодействия не-
обходимо решать более сложную связанную кра-
евую задачу [9].

Работа выполнена при финансовой поддерж-
ке гранта Российского научного фонда (проект 
№ 22-19-00357).
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Modeling of electrodynamic parameters of microwave sterilizer
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Abstract – For the sterilization of medical instruments, a technology for their immersion heat treatment with intense 
microwave radiation at the frequency of 2,45 GHz is analyzed. The advantages of this technology in comparison with traditional 
methods are shown. An electromagnetic model of a microwave sterilizer for surgical tools was built, taking into account the 
temperature dependence of the complex dielectric permittivity of the immersion medium (water). A rectangular cavity with a 
waveguide excitation was used as its basic unit. With the help of a numerical model on the finite element method, the values 
of the reflected and absorbed power, as well as the heating rate of water in the sterilizer for an operating power of 600 W, were 
determined. The analysis of thermal processes, performed according to a simplified method, showed a rather high efficiency of 
such device, which provides a high heating rate at a given frequency.

Keywords – electromagnetic field; microwave radiation; sterilization; medical tools; mathematical modeling.
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Физическая регуляризация некорректных задач электродинамики: линии передачи, антенны, 
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УДК 537.87
ББК 32.84
Н 41

Изложены основы физической регуляризации некорректных задач 
электродинамики, связанной с особенностями физических и математи-
ческих моделей задач (физические допущения, некорректные математи-
ческие выкладки, отсутствие предельного перехода). Подход, по мнению 
автора, обладает большими возможностями, чем метод регуляризации 
Тихонова А.Н. интегральных уравнений Фредгольма первого рода, на-
званный в книге методом математической регуляризации. Метод физи-

ческой регуляризации (МФР) применен к анализу волноведущих и излучающих структур, а также 
задачам дифракции электромагнитных волн на некоторых телах. МФР позволил впервые коррек-
тно осуществить анализ полей в ближних зонах некоторых антенн, устранить несамосогласован-
ное приближение Кирхгофа в задачах дифракции, установить связь поверхностной плотности тока 
проводимости с напряженностями электрического и магнитного полей для диполя Герца и т. п.

Для специалистов в области радиотехники и радиофизики СВЧ, электромагнитной совместимости 
РТС, математической теории дифракции и математического моделирования электродинамических 
структур самого широкого назначения. Может быть полезна преподавателям вузов, докторантам, 
аспирантам и студентам старших курсов соответствую щих специальностей.
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Анализ нагрева печатных проводников печатных 
плат на металлическом основании для приборов 

космических аппаратов при импульсном токе
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Аннотация – В статье приводятся результаты анализа нагрева печатных проводников печатных плат, установленных 
на металлическое основание, бортовых приборов космических аппаратов при протекании через них импульсного тока. 
Рассматриваются тепловые переходная и импульсная характеристики системы, состоящей из печатного проводника 
и печатной платы. Приводится анализ зависимости скорости нарастания температуры печатных проводников и 
длительности протекания переходных процессов от линейных размеров элементов системы. В статье отмечено, 
что сильнее всего время протекания переходных процессов зависит от толщины слоя изоляционных материалов. 
Все результаты получены в процессе моделирования переходных процессов в ANSYS 2019 R1 модуль Transient Thermal. 
Даны практические рекомендации по учету тепловых переходных процессов в печатных проводниках при проектировании 
печатных плат.

Ключевые слова – печатная плата; печатный проводник; импульсный ток; космический аппарат; металлическое 
основание; температура.
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Введение

В настоящее время в радиоэлектронной аппа-
ратуре широко используются печатные платы. 
Причем повышение требований к снижению га-
баритов и массы аппаратуры и расширению ее 
функциональных возможностей привело к не-
обходимости применения многослойных печат-
ных плат с высокой степенью интеграции радио-
элементов и элементов проводящего рисунка. 
Не исключением являются и бортовые приборы 
космических аппаратов. Для них указанные выше 
требования более жесткие, чем для наземных. 
При проектировании печатных плат таких при-
боров необходимо выбирать оптимальную шири-
ну печатных проводников (ПП). Если ширина ПП 
будет слишком малой, то он может перегреться и 
расплавиться. Это приведет к отказу канала или 
прибора в целом. Если он будет слишком широ-
ким, то это может повлечь увеличение габаритов 
платы и прибора в целом. Это менее критично, но 
нежелательно.

Ширина ПП главным образом определяется 
током, протекающим через него. Отечественная 
[1; 2] и зарубежная [3; 4] нормативно-техническая 
документация дает указания по расчету ширины 
ПП. В литературе, такой как [5–7], также имеют-
ся указания по расчету ширины ПП. Однако ука-
зания по расчету ПП при протекании через них 

импульсного тока в литературе и стандартах осве-
щены слабо. В космическом приборостроении по-
лучили широкое распространение печатные пла-
ты на металлическом основании. Причем такие 
платы чаще всего работают в условиях отсутствия 
конвекции. В некоторых публикациях приводятся 
формулы для расчета ПП печатных плат на метал-
лическом основании, но работающих в условиях 
естественной конвекции [1]. В публикациях автора 
настоящей статьи [9–11] описываются методики 
расчета ширины ПП именно для приборов, рабо-
тающих на борту космических аппаратов. Но они 
не рассматривают импульсный режим ПП. В  це-
лом для таких плат указаний по расчету ПП при 
протекании через них импульсного тока практи-
чески нет. Выходом может служить расчет по по-
стоянному току. При этом значение постоянного 
тока приравнивается к максимальному значению 
импульсного тока. В ряде случаев это приведет к 
избыточной ширине ПП. Для разработки более 
точной методики необходимо понимание проте-
кания процессов нагрева ПП.

Ход исследования
Автором настоящей статьи была проведена ра-

бота, целью которой являлся анализ нагрева ПП 
печатных плат на металлическом основании для 
приборов космических аппаратов при импульс-
ном токе.
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Для достижения цели были решены следующие 
задачи:

 ● Построена уточненная математическая мо-
дель процесса кондуктивного теплообмена между 
ПП и металлическим основанием;

 ● Рассмотрены переходная и импульсная харак-
теристики системы, состоящей из платы и ПП (да-
лее – система);

 ● Проведен анализ зависимости скорости на-
растания температуры ПП и длительности проте-
кания переходных процессов;

 ● Разработаны практические рекомендации по 
учету тепловых переходных процессов в ПП.

Как и в [9; 10], разделим ПП на внутренние и 
внешние. Рассмотрим бесконечно длинный пря-
мой ПП. Для удобства расчетов, как и в работах 
[9–11], предположим, что тепловыделяющий ПП 
в рассматриваемой области только один. Других 
ПП либо нет, либо они не выделяют тепло. Даже 
если они есть, но тепло не выделяют, их можно 
не учитывать. Их тепловое сопротивление будет 
значительно меньше теплового сопротивления 
изоляционных материалов. Главным образом это 
связано с разницей в коэффициентах теплопро-
водностей. Они отличаются на три, в редких слу-
чаях на два порядка. Предположим, что тепло от 
него отводится только на металлическое основа-
ние через слои изоляционных материалов между 
ними. При этом посредством излучения отвод 
тепла отсутствует. Температура окружающего ПП 
пространства будет отличаться от его темпера-
туры незначительно, а степень черноты поверх-
ностей будет не всегда высокой. Поэтому отвод 
тепла на металлическое основание будет гораздо 
эффективнее излучения.

Процесс такого отвода тепла можно описать 
уравнениями теплопроводности. Поскольку тем-
пература будет зависеть только от двух коорди-
нат (вдоль ПП распределение температур будет 
равномерным), то и уравнение будет двумерным. 
Для расчета значения температуры ПП в нестаци-
онарном режиме необходимо решить следующую 
систему уравнений:
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где Тi(х, у, )t  – температуры в i-м слое изоляци-
онного материала как функция от координат х и y 
и времени ;t  ТПj(х, у, )t  – температуры в ПП j-го 
проводящего слоя как функция от координат х и y 
и времени ;t  . ( )jÏqν t  – объемная мощность тепло-
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выделения ПП j-го проводящего слоя как функ-
ция времени ;t  аi, аПj – коэффициенты темпера-
туропроводности материала соответствующего 
слоя; W – ширина изоляционных слоев; j – номер 
текущего проводящего слоя; tj – ширина ПП j-го 
проводящего слоя; n – общее число слоев изоляци-
онного материала; nj – слой изоляционного мате-
риала, в котором находится ПП j-го проводящего 
слоя; i – номер текущего слоя изоляционного ма-
териала (i = 1…n, в том числе nj); yminj – значение 
координаты y для нижней границы ПП j-го про-
водящего слоя; ymaxj – значение координаты y 
для верхней границы ПП j-го проводящего слоя; 

jÏl  – коэффициент теплопроводности материала 
j-го проводящего слоя; hi – толщина i-го слоя изо-
ляционного материала. 

Температуропроводность является справочным 
параметром материала, но часто задается через 
коэффициент теплопроводности, плотность и 
удельную теплоемкость.

Расположение осей системы координат, геоме-
трические размеры и нумерация слоев показаны 
на рис. 1. В рассматриваемой системе источником 
тепла является ПП, за его пределами объемная 
мощность тепловыделения равна нулю.

Важно отметить, что на рис. 1 ПП изображен 
так, что он не примыкает к слоям nj + 1, nj – 1. Это 
сделано для удобства записи (1). В реальных ПП 
один из слоев nj + 1 или nj – 1 будет фольгирован-
ным диэлектриком. Если фольгированный диэлек-
трик – это слой с номером nj – 1, то yminj = h1 + h2 +  
+ … + hnj–1. Если фольгированный диэлектрик слой 
с номером nj + 1, то ymaxj = h1 + h2 + … + hnj+1. Толщи-
на ПП в общем случае состоит из толщины слоя 
фольги и толщины слоя гальванической меди. В [9; 10] 
показано, что их можно представить как единый 
слой с одинаковыми тепловыми и электрически-

ми характеристиками. При этом ошибка в расче-
тах будет несущественная. Тогда ymaxj = yminj + hj.

Следует отметить, что система (1) описывает 
случай симметричного расположения ПП относи-
тельно краев печатной платы. То есть расстояние 
от края ПП до края слоев изоляционных материа-
лов с одной и другой стороны равны.

Для решения дифференциальных уравнений 
важно задать граничные условия. Для внешних и 
внутренних ПП они будут отличаться. Рассмотрим 
граничные условия для внешних ПП. На внешних 
границах тепловой поток будет отсутствовать
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где T0 – температура основания.

  
Рис. 1. Геометрия печатной платы с привязкой к системе координат для внешнего (а) и внутреннего (б) ПП
Fig. 1. The geometry of the printed circuit board with reference to the coordinate system for the external (a) and internal (b) PCB
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Между изоляционными слоями тепловые пото-
ки и температуры на границе равны:

...

( , , )

i

i
i

y h h h

T x y
y

= + + +

∂ t
l =

∂
1 2

 (4)

...

( , , )
  ,

i

i
i

y h h h

T x y
y

+
+

= + + +

∂ t
l

∂
1 2

1
1

+= + + + = + + +
t = t

.... ....
( , , ) ( , , ) ,

i i
i iy h h h y h h h
T x y T x y

1 2 1 2
1  (5)

где il  – коэффициент теплопроводности i-го слоя 
изоляционного материала.

Между ПП и слоем n тепловые потоки и темпе-
ратуры на границе равны:
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Рассмотрим граничные условия для внутренне-
го ПП. На внешних границах тепловой поток бу-
дет отсутствовать:
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У основания справедливо уравнение (3). Между 
слоями справедливы уравнения (4) и (5). Между 
ПП и слоем nj тепловые потоки и температуры на 
границе равны:
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Уравнения с (4) по (7) и с (9) по (16) с математи-
ческой точки зрения записаны несколько неточ-
но, так как определяют температуры и тепловые 
потоки в точках, где Ti(x, y, )t  и TПj(x, y, )t  не су-
ществуют одновременно, согласно (1). Правильнее 
использовать пределы. Однако неточности в запи-
си на результат не повлияют.

Не менее важно при решении нестационарной 
задачи задать начальные условия. В момент вре-
мени t = 0  температура всей системы равна тем-
пературе основания.

Решать систему (1) аналитическим методом 
весьма сложно, особенно при проведении техни-
ческих расчетов. Целесообразнее воспользовать-
ся численным методом. Для этого используем  
ANSIS 2019 R1 модуль Transient Thermal. T0 целе-
сообразно принять равной нулю. Тогда программа 
будет возвращать значения перегрева ΔTПj(x, y, )t  
(разницу между температурами основания и ПП). 
Причем считать можно в °С. Разница температур 
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в °С и K будет одинакова. При этом не будет учтен 
температурный коэффициент сопротивления, но 
его можно учесть, как указано в [12]. 

Предположим, что . ( )jÏqν t = . ( )jÏqν ⋅ t1  (единич-
ный скачок с амплитудой . ).jÏqν  Возьмем точку 
объема ПП с максимальным перегревом. Разде-
лим зависимость этого перегрева от времени на 
его же значение jÏT∆  в стационарном режиме 
(при ).t → ∞  Получим переходную характери-
стику системы ( ).jÏh t  Вычислив производную 
по времени от переходной характеристики по-
лучим импульсную характеристику ( ).jÏg t  Зная 
импульсную характеристику, можно рассчитать 
температуру в условиях воздействия импульса 
произвольной формы:

.( ) ( ) ( ) ,Ïj Ïj V Ïj ÏjT T f s g s ds
t

∆ t = ∆ t -∫
0

 (17)

где fV.Пj(s) – нормированная зависимость . ( )V jÏq t  
(разделенная на амплитудное значение), s – пере-
менная интегрирования.

На рис. 2 показаны графики зависимости пере-
ходных характеристик ПП от времени в услови-
ях воздействия единичного скачка. Проводник 
внешний. При этом t = 1 мм; 5 мм; 10 мм, W =  
= 10  мм, ymin = 0,578 мм (соответствует толщи-
не пакета: стеклотекстолит СТФ-2-35-0,25, сте-
клоткань СТП-4-0,062, 4 слоя, пленка клеевая  
ПКС-171 0,08 × 400). Коэффициент теплопроводно-
сти материала ПП принят равным 390 Âò / ì Ê.⋅  

Коэффициенты теплопроводности изоляционных 
материалов приняты равными 0,3 Âò / ì Ê.⋅  Удель-
ная теплоемкость материала ПП принята равной  
380 Äæ / êã Ê.⋅  Удельная теплоемкость изоляцион-
ных материалов принята равной 1600 Äæ / êã Ê.⋅  
Плотность материала ПП принята равной  
8930 êã / ì .3  Плотность изоляционных материалов 
принята равной 1800 êã / ì .3  Теплофизические ха-
рактеристики материала ПП соответствуют меди. 
Теплофизические характеристики изоляционных 
материалов соответствуют стеклотекстолиту. Тол-
щина печатного проводника равна 55 мкм (35 мкм 
фольги и 20 мкм гальванической меди).

На рис. 3 показаны графики зависимости пере-
ходных характеристик ПП от времени в условиях 
воздействия единичного скачка. Та же система. 
При этом t = 0,0625 мм; 0,3125 мм; 0,625 мм, W =  
= 0,625 мм.

Из рис. 2 и 3 видно, что времена протекания пере-
ходных процессов слабо зависят как от t, так и от W. 
Отличается лишь форма графиков. Чем меньше 
соотношение t/W, тем выше скорость нарастания 

( )jÏh t  в начальный момент времени (примерно 
от 0 до 1,5 с). При этом в последующие моменты 
времени (свыше 1,5 с) скорость нарастания ( )jÏh t  
снижается с повышением t/W. Примерно после 
8 с наступает стационарный режим. Если сравни-
вать рис. 2 и 3, то можно видеть и тот факт, что 
чем ближе значение t к значению W, тем слабее за-
висимость ( )jÏh t  от W и t. Возможно, это связано 

Рис. 2. Графики зависимости переходной характеристики от времени при W = 10 мм и разных значениях t
Fig. 2. Graphs of the dependence of the transient response on time at W = 10 mm and different values of t

Рис. 3. Графики зависимости переходной характеристики от времени при W = 0,625 мм и разных значениях t
Fig. 3. Graphs of the dependence of the transient response on time at W = 0,625 mm and different values of t
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с тем, что при W = t система уравнений (1) стано-
вится одномерной и зависимость от координаты 
х пропадает. Соответственно, W и t не влияют ни 
на что. Для того чтобы понять, как зависит дли-
тельность переходного процесса от толщины сло-
ев изоляционных материалов, проведем расчеты 
для плат разной толщины. А коэффициент тепло-
проводности слоев изоляционных материалов 
оставим равным 0,3 Âò / ì Ê.⋅  При этом W = 10 мм, 
t = 1 мм. По результатам расчетов построим зави-
симость времени протекания переходных процес-
сов по уровню 0,95 ,( )∆t0 95  от толщины слоя изо-
ляционных материалов. Результат представлен на  
рис. 4.

Из рис. 4 видно, что время протекания переход-
ных процессов сильно зависит от толщины слоя 
изоляционных материалов. Причем эта зависи-
мость практически линейная.

Таким образом, процесс нагрева ПП достаточ-
но инертный по сравнению с процессами в элек-
трических цепях. Однако и в электрических цепях 
бывают процессы, которые протекают достаточ-
но медленно. Примером может служить включе-

ние питания или подключение нагрузки к шине 
питания. Переходной процесс протекает быстро, 
но далее следует длительный стационарный про-
цесс. В течение стационарного процесса ПП успе-
вает прогреться до максимальной температуры. 
Если такой стационарный процесс превышает 8 с, 
то можно считать, что температура ПП не зависит 
от времени. Она может быть найдена как темпера-
тура при протекании постоянного тока.

Рассмотрим протекание тока в виде периоди-
ческой последовательность импульсов. В этом 
случае ПП не будет успевать нагреваться и охлаж-
даться, причем чем выше частота, тем изменение 
температуры будет меньше. При достаточно ма-
лых длительностях это изменение температуры 
будет настолько мало, что температуру можно 
будет считать постоянной. Она может быть най-
дена как температура при протекании действу-
ющего значения силы тока. Длительности импуль-
сов, при которой это условие будет выполняться, 
должна быть меньше 10 мс. При этом время паузы 
между импульсами не должно быть меньше 10 мс. 
Эти значения определены из условия того, что 

Рис. 4. Зависимость времени протекания переходных процессов по уровню 0,95 от толщины слоя изоляционных материалов
Fig. 4. Dependence of the time of transient processes at the level of 0,95 on the thickness of the layer of insulating materials

Рис. 5. Зависимость температуры ПП от времени в условиях воздействия периодической последовательности импульсов тока 
со скважностью, равной 2, и периодом следования 1 с
Fig. 5. Temperature dependence of the PCB on time under the influence of a periodic sequence of current pulses with a duty cycle equal 
to 2 and a repetition period of 1 s
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перегрев ПП шириной 0,0625 мм за это время не 
должен превысить более чем 0,1 от максимально-
го значения (значения при постоянном токе, рав-
ном амплитуде импульса). Если ширина ПП будет 
меньше, то и длительность импульса необходимо 
брать меньше. На практике такие случае редки. 
Даже ширина 0,0625 соответствует седьмому клас-
су точности, согласно [1]. Платы класса точности 
больше пятого встречаются крайне редко. Ана-
логичные выводы можно сделать для одиночного 
импульса.

Ситуация несколько осложняется, если оба при-
веденных выше условия не выполняются, тогда 
зависимость температуры ПП будет иметь вид, 
представленный на рис. 5.

В таком случае разница между максимальным 
и минимальным значениями температуры бу-
дет весьма велика. Для определения максималь-
ной температуры можно воспользоваться фор-
мулой (17). Для этого необходимо знать ( ).jÏg t   
Если  ( )jÏg t  задана численно, то интеграл в фор-

муле (17) нужно решать численно. Задача это весь-
ма непростая, поэтому делать это необходимо в 
исключительных случаях. В общем случае есть 
смысл рассмотреть импульсный сигнал как по-
стоянный ток, значение которого равно значению 
амплитуды импульса.

Заключение

В результате проделанной работы были полу-
чены данные, позволяющие проанализировать 
тепловые процессы, проходящие в ПП рассма-
триваемых плат в условиях протекания через них 
импульсных токов. Проведен анализ и выработа-
ны некоторые рекомендации для разработчиков 
печатных плат. Материалы настоящей работы 
можно в дальнейшем использовать для разработ-
ки инженерной методики выбора ширины ПП в 
условиях протекания по ним импульсных токов.

Таким образом, в процессе работы были реше-
ны все поставленные задачи, а цель достигнута. 
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mounted on a metal base, on-board device of spacecraft when pulsed current flows through them. Thermal transient and impulse 
characteristics of a system consisting of a printed conductor and a printed circuit board are considered. The analysis of the 
dependence of the temperature rise rate of printed conductors and the duration of transient processes on the linear dimensions of 
the system elements is given. It is noted in the article that the time of transient processes most strongly depends on the thickness 
of the layer of insulating materials. All the results were obtained in the process of modeling transients in the ANSYS 2019 R1 
Transient Thermal module. Practical recommendations on the consideration of thermal transients in printed conductors in the 
design of printed circuit boards are given.

Keywords – printed circuit board; printed conductor; pulse current; spacecraft; metal base; temperature.

Информация об авторе
Костин Алексей Владимирович, кандидат технических наук, старший преподаватель кафедры конструирования и технологии 

электронных систем и устройств Самарского национального исследовательского университета имени академика С.П. Королева, 
г. Самара, Россия.

Область научных интересов: конструирование радиоэлектронной аппаратуры космических аппаратов.
E-mail: electrodynamics27@yandex.ru

Information about the Author
Alexey V. Kostin, Candidate of Technical Sciences, senior lecturer of the Department of Design and Technology of Electronic Systems 

and Devices, Samara National Research University, Samara, Russia.
Research interests: design of radio-electronic equipment of spacecraft.
E-mail: electrodynamics27@yandex.ru



Физика волновых процессов и радиотехнические системы
2022. Т. 25, № 4. С. 67–73

 © Полуэктова Н.А. и др., 2022 daria.lizunkova@yandex.ru (Шишкина Дарья Александровна)

DOI 10.18469/1810-3189.2022.25.4.67-73 Дата поступления 21 января 2022
УДК 535.215.4 Дата принятия 22 февраля 2022

Исследование электрических свойств фоточувствительных 
структур пониженной размерности на основе кремния 
с покрытиями из фторидов редкоземельных элементов
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Аннотация – В данной работе рассмотрено влияние пористого кремния и пленок фторида диспрозия на вольт-амперные 
характеристики фоточувствительных структур пониженной размерности на основе кремния. Описаны процессы создания 
и исследования полученных фоточувствительных структур. Приведены вольт-амперные характеристики структур до 
и после нанесения покрытия. В исследовании обнаружено положительное влияние пористого кремния и покрытия 
фторида диспрозия на вольт-амперные характеристики структур как с пористым кремнием, так и без него. Получены 
значения оптимальной толщины покрытия фторида диспрозия для пористых фоточувствительных структур. Показано, 
что покрытия фторида диспрозия оказывают не всегда положительное влияние на такие параметры фоточувствительных 
структур, как ток короткого замыкания и напряжение холостого хода, поскольку это связано с неравномерностью 
нанесения пленки на поверхность структуры.
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Введение
В настоящее время исследования в сфере тех-

нологий создания фоточувствительных структур 
на основе кремния с целью улучшения их харак-
теристик и повышения коэффициента полезного 
действия (КПД) являются актуальными в силу ши-
рокого использования фотоэлектрических преоб-
разователей (ФЭП) в качестве солнечных батарей 
в различных сферах человеческой деятельности.

Особый интерес представляют ФЭП, рабочий 
слой которых состоит из нанокристаллического 
кремния [1]. Исследование полученных структур 
показывает лучшие фотоэлектрические характе-
ристики по сравнению с ФЭП без наноструктур 
за счет увеличения поглощающей поверхности 
и расширения спектральной чувствительности,  
обусловленного квантово-размерным эффектом в 
нанокристаллах.

Однако КПД таких солнечных элементов можно 
еще повысить путем нанесения антиотражающих 
покрытий на основе соединений редкоземель-
ных элементов, позволяющих снизить потери не 
только за счет снижения отражения, но и за счет 
уменьшения токов рекомбинации [2]. Для кремни-
евых солнечных элементов по своим оптическим 
характеристикам (показатель преломления, коэф-
фициент прозрачности) наиболее подходящими 
являются фториды редкоземельных элементов, 

которые к тому же обладают пассивирующими 
свойствами [3]. В данной работе показаны резуль-
таты исследования электрических свойств фото-
чувствительных структур со слоем нанострук-
турированного кремния и покрытием фторида 
диспрозия различной толщины.

1. Методики эксперимента

1.1. Методика изготовления образцов
В данной работе использовались пластины 

монокристаллического кремния с готовым p-n-
переходом, имеющие поверхностную структуру, 
состоящую из правильных четырехгранных пира-
мидок, расположенных плотно друг к другу. Это 
позволяет увеличить количество света, поглоща-
емого поверхностью за счет уменьшения рассея-
ния света и увеличения площади взаимодействия.

Методом анодного электрохимического травле-
ния на n-типе был сформирован пористый слой на 
всех образцах [4]. Травление проводилось в спир-
товом растворе плавиковой кислоты. Плотность 
тока составляла 10мА/см2. Толщина пористого 
слоя – около 10 мкм.

Алюминиевые контакты наносились в два эта-
па на установке ВУП-4: на p-сторону был нанесен 
сплошной контакт, на n-сторону – контакт в виде 
гребенки.

https://orcid.org/0000-0003-4189-6192
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Процесс напыления покрытия осуществлялся 
путем термического испарения в вакууме порош-
кообразного фторида диспрозия, масса которого 
предварительно измерялась. Покрытие напыля-
лось на часть подложки поверх контактов, так что 
на одной пластине были расположены структура с 
покрытием и без него, что удобно для сравнения 
их характеристик.

1.2. Методика определения толщины покрытия
Для определения толщины покрытия фторида 

диспрозия применялся цветовой метод [5]. Дан-
ный метод используется для экспресс-контроля 
толщины пленок SiO2 и Si3N4 до 1,5 и 0,33 мкм со-
ответственно. Он основан на окрашивании пленок 
разных толщин в различные цвета за счет интерфе-
ренции в них одной из составляющих белого цве-
та, длина волны которой кратна толщине пленки. 
Точность определения толщины пленки данным 
методом 100–200 А. Вычисление толщины пленки 
фторида диспрозия осуществлялось по формуле

3

3 2
2

DyF
DyF SiO

SiO
,

n
S S

n
=

где SDyF3– толщина пленки фторида диспрозия, 
SSiO2 – толщина пленки оксида кремния. 

Результаты измерения толщин пленок фторида 
диспрозия приведены в таблице.

2. Методика исследования
В качестве имитатора солнечного излучения 

была использована ртутная лампа. Мощность па-

дающего излучения составила 1000 Вт/м2. Были 
исследованы световые вольтамперные характери-
стики полученных пластинок. 

Для обработки результатов измерений исполь-
зовалось программное обеспечение Matlab, при 
помощи него были построены графики вольт-
амперных характеристик, полученные данные 
были аппроксимированы методом наименьших 
квадратов. 

3. Анализ результатов

3.1. Влияние покрытия
На рис. 1 представлены ВАХ четырех структур: 

на подложке кремния, не подвергшегося травле-
нию (Si), Si с нанесенным слоем просветляющего 
покрытия из фторида диспрозия (Si + DyF3), пори-
стого кремния, полученного путем травления той 
же подложки (por-Si), и этого por-Si с нанесенной 
пленкой фторида диспрозия (por-Si + DyF3).

Сравнение графиков показывает, что покрытия 
оказывают существенное влияние на ток коротко-
го замыкания как образцов без пористого слоя (ток 
увеличивается примерно в 3 раза), так и образцов 
с пористым слоем (увеличение вдвое). Это связано 
с более активной генерацией носителей зарядов 
в фоточувствительных структурах, вызванной в 
результате уменьшения рекомбинационных цен-
тров. Из рисунка также видно положительное вли-
яние создания пористого слоя, что увеличивает и 
ток короткого замыкания почти вдвое, и напряже-
ние холостого хода примерно в 6 раз.

Таблица. Масса и толщина пленки DyF3
Table. DyF3 film weight and thickness

№ 
образца Масса DyF3, г Толщина пленки 

DyF3, мкм
1 0,1 0,37
2 0,09 0,29
3 0,08 0,27
4 0,07 0,17
5 0,06 0,11
6 0,05 0,096
7 0,04 0,089
8 0,03 0,06
9 0,02 0,025
10 – –
11 0,01 0,019
12 – –
13 – –
14 0,05 0,1

Рис. 1. ВАХ образца № 15 без пористого слоя (исх. – 1, с по-
крытием – 2) и образца № 8 с пористым слоем (пористый – 3, 
пористый с покрытием – 4)
Fig. 1. CVC of sample No. 15 without a porous layer (original – 1, 
coated – 2) and sample No. 8 with a porous layer (porous – 3, porous 
coated – 4)

1

2 3
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Рис. 2. ВАХ образца № 1 до и после нанесения пленки фторида 
диспрозия толщиной 0,37 мкм
Fig. 2. CVC of sample No. 1 before and after deposition of a film 
of dysprosium fluoride with a thickness of 0,37 μm

Рис. 3. ВАХ образца № 2 до и после нанесения пленки фторида 
диспрозия толщиной 0,29 мкм
Fig. 3. CVC of sample No. 2 before and after deposition of a film 
of dysprosium fluoride with a thickness of 0,29 μm

Рис. 4. ВАХ образца № 4 до и после нанесения пленки фторида 
диспрозия толщиной 0,17 мкм
Fig. 4. CVC of sample No. 4 before and after deposition of a film 
of dysprosium fluoride with a thickness of 0,17 μm

Рис. 5. ВАХ образца № 5 до и после нанесения пленки фторида 
диспрозия толщиной 0,11 мкм
Fig. 5. CVC of sample No. 5 before and after deposition of a film 
of dysprosium fluoride with a thickness of 0,11 μm

Рис. 6. ВАХ образца № 6 до и после нанесения пленки фторида 
диспрозия толщиной 0,096 мкм
Fig. 6. CVC of sample No. 6 before and after deposition of a film 
of dysprosium fluoride with a thickness of 0,096 μm

Рис. 7. ВАХ образца № 7 до и после нанесения пленки фторида 
диспрозия толщиной 0,089 мкм
Fig. 7. CVC of sample No. 7 before and after deposition of a film 
of dysprosium fluoride with a thickness of 0,089 μm
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3.2. Влияние толщины покрытия на ВАХ струк-
тур с пористым слоем

На рис. 2–10 изображены ВАХ образцов, 
имеющих и пористый слой, и слой фторида 
диспрозия.

Сравнительный анализ графиков на рис. 2–10 
показывает, что влияние покрытия на ВАХ 
структур зависит от толщины. Структуры с 
толщинами покрытий от 0,096 мкм (№ 6) до 
0,37  мкм (№  1) демонстрируют положительное 
влияние покрытия: увеличение тока короткого 
замыкания составляет от 30 % (№ 6) до более чем 
200 % (№ 4). Структуры с более тонкими покры-
тиями, от 0,025  мкм (№ 9) до 0, 089 мкм (№ 7), 
демонстрируют примерно 30 %-ное уменьшение 
тока короткого замыкания. Это может быть свя-
зано с тем, что более тонкие слои не образуют 
сплошного покрытия и не полностью блокиру-
ют центры рекомбинации, а также тем, что при 
напылении DyF3 проникает в крупные поры и 
препятствует токопереносу или блокирует кон-
такты. Последний фактор может объяснить и 
практически полное исчезновение фототока в 
образце № 2. Исключение составляет образец 
№ 11 с покрытием толщиной 0,019 мкм, демон-
стрирующий примерно 30 %-ное увеличение 
тока. Его пример показывает, что и тонкая плен-
ка может образовать сплошное покрытие при 
отсутствии крупных пор.

Таким образом, можно сделать вывод, что 
нанесение просветляющего покрытия положи-
тельно влияет на генерируемый образцом фото-
ток, что подтверждает теоретические сведения. 
Однако следует учесть, что не любые толщины 
пленок будут положительно влиять на характе-
ристики образцов.

Заключение

Пористый кремний демонстрирует более высо-
кие электрические характеристики в сравнении с 
монокристаллическим, что доказывает перспек-
тивность его применения в фоточувствительных 
структурах.

Из полученных данных можно сделать вывод, 
что наибольшим увеличением КПД после напы-
ления пленки DyF3 обладает образец № 4 с тол-
щиной покрытия 0,17 мкм.

Рис. 8. ВАХ образца № 8 до и после нанесения пленки фторида 
диспрозия толщиной 0,06 мкм
Fig. 8. CVC of sample No. 8 before and after deposition of a film 
of dysprosium fluoride with a thickness of 0,06 μm

Рис. 9. ВАХ образца № 9 до и после нанесения пленки фторида 
диспрозия толщиной 0,025 мкм
Fig. 9. CVC of sample No. 9 before and after deposition of a film 
of dysprosium fluoride with a thickness of 0,025 μm

Рис. 10. ВАХ образца № 11 до и после нанесения пленки фтори-
да диспрозия толщиной 0,019 мкм
Fig. 10. CVC of sample No. 11 before and after deposition of a film 
of dysprosium fluoride with a thickness of 0,019 μm
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Abstract – In this paper, we consider the effect of porous silicon and dysprosium fluoride films on the current-voltage 
characteristics of low-dimensional photosensitive structures based on silicon. The processes of creating and studying the resulting 
photosensitive structures are described. The current-voltage characteristics of the structures before and after coating are given. 
The study found a positive effect of porous silicon and dysprosium fluoride coating on the current-voltage characteristics of 
structures both with and without porous silicon. Values of the optimal thickness of the dysprosium fluoride coating for porous 
photosensitive structures are obtained. It is shown that dysprosium fluoride coatings do not always have a positive effect on such 
parameters of photosensitive structures as short-circuit current and open-circuit voltage, since this is due to the non-uniformity 
of film deposition on the surface of the structure.
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Аннотация – Получены аналитические соотношения, определяющие зависимость между точностью позиционирования 
объектов-абонентов связи по сигналам ГНСС и точностью измерения псевдодальностей. На основе данных 
соотношений выявлена взаимосвязь между точностью позиционирования и распределением излучаемой антеннами 
мощности в пространстве, что позволяет оценить погрешность наведения лучей антенн в пространстве. Вывод данных 
соотношений основан на предположении о релеевском канале распространении сигналов ГНСС. Показано, что точность 
позиционирования объектов при погрешности определения псевдодальности 1 м и ширине луча ДН 2 градуса определяет 
среднее снижение мощности сигнала в радиоканале, обусловленное погрешностями позиционирования объектов, 
не более 0,25  дБ, нормированное значение среднеквадратического отклонения –13,5  дБ. Вследствие погрешностей 
позиционирования возможно снижение мощности сигнала в радиоканале до 1 дБ.

Ключевые слова – сети 5G; позиционирование объектов в ГНСС; взаимное положение объектов; распределение 
мощности сигнала; статистические характеристики.
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Введение
Процесс формирования Глобальной информа-

ционной системы на базе Internet предполагает 
необходимость устойчивого доступа к широкопо-
лосным сетям связи со скоростью передачи более 
10  Гб/с для мобильных абонентов независимо от 
места их нахождения [1]. Обеспечение устойчиво-
го соединения в сетях 5G обуславливает жесткие 
требования на точность определения координат 
абонентов, что связано с высокой плотностью 
распределения абонентов и, соответственно, с ис-
пользованием антенн с узкими диаграммами на-
правленности (ДН) для выполнения требований 
электромагнитной совместимости абонентов 
[2–5]. В отличие от сетей 4G, где формирование 
луча антенны MIMO осуществляется для группы 
абонентов, в сетях 5G луч формируется для каж-
дого из абонентов [6]. Указанное обстоятельство 
требует формирования узкого лепестка ДН для 
обеспечения электромагнитной совместимости, 
что, в свою очередь, обуславливает необходи-
мость определения положения мобильного або-
нента с высокой точностью. Последнее может 
быть обеспечено, как правило, с использованием 
спутников ГНСС. Однако взаимосвязь точности 

определения положения мобильных абонентов с 
энергетическими характеристиками радиоканала, 
необходимыми для устойчивого функционирова-
ния сетей 5G, хотя и рассмотрена в [7; 8], проана-
лизирована не в полной мере.

Целью статьи является анализ взаимосвязи точ-
ности получаемых значений псевдодальностей 
абонентов по сигналам спутников ГНСС с энер-
гетическим потенциалом радиоканала между мо-
бильными объектами.

Задачи, связанные с достижением цели работы, 
включают:

1) Анализ точности позиционирования мо-
бильных абонентов по сигналам ГНСС;

2) Исследование взаимосвязи точности пози-
ционирования мобильных объектов с использо-
ванием ГНСС и энергетических характеристик 
канала связи в сетях 5G.

1. Анализ точности 
позиционирования мобильных 
абонентов по сигналам ГНСС

Рассмотрим радиоканал, формируемый дву-
мя абонентами сети, расположенными в точках 
с  предполагаемыми координатами ( ) ( ) ( ){ , , }x y z0 0 0

1 1 1  

https://orcid.org/0000-0002-9883-8826
https://orcid.org/0000-0001-8383-6003
https://orcid.org/0000-0002-2884-8121
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75
Физика волновых процессов и радиотехнические системы. 2022. Т. 25, № 4. С. 74–78
Physics of Wave Processes and Radio Systems, 2022, vol. 25, no. 4, pp. 74–78

и ( ) ( ) ( ){ , , }x y z0 0 0
2 2 2  в геоцентрической системе коор-

динат .Oxyz  Положение мобильных объектов мо-
жет быть оценено по сигналам спутников ГНСС на 
основе представления псевдодальностей мобиль-
ного объекта от спутника ГНСС. Такая оценка для 
каждого из объектов легко может быть получена 
из соотношений:

( ) ,i i ix x x= + ∆0     ( ) ,i i iy y y= + ∆0  (1)
( ) ,i i iz z z= + ∆0     ( , ),i = 1 2

где ( ) ,ix
0  ( )

iy
0  и ( )

iz
0  – предполагаемые координа-

ты i-го объекта; ,ix∆  iy∆  и iz∆  – соответствующие 
уточняющие поправки координат.

Оценки ,ix∆  iy∆  и iz∆  для каждого из объектов 
( , ),i = 1 2  образующих радиоканал, находятся из 
решения соответствующей переопределенной си-
стемы уравнений [9]:

( ) ( ) ( )

,( ) ( ) ( )
, , ,

,i j i j i j
i i i i j

i j i j i j

x X y Y z Z
x y z D

D D D

- - -
∆ + ∆ + ∆ = δ

0 0 0

0 0 0
 (2)

( , ,i = 1 2  , ..., ),j J= 1
где ,jX  ,jY  jZ  – геоцентрические координаты j-го 
спутника ГНСС, по отношению к которому опре-
деляется псевдодальность i-го объекта;

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
,i j i j i j i jD x X y Y z Z= - + - + -

2 2 20 0 0 0

– предполагаемое значение псевдодальности по-
сле учета поправок на распространение сигнала 
в атмосфере; ,i jDδ  – погрешности определения 
псевдодальности, связанные с шумами при при-
еме сигналов ГНСС.

Система уравнений (2) для определения попра-
вок для каждого из абонентов может быть пред-
ставлена в матричной форме:

,i i i⋅ =A P D∆ δ     ( , ),i = 1 2  (3)
где iA  – матрица размерности ;J× 3  iP∆  – вектор-
столбец размерности ;×3 1  iDδ  – вектор-столбец 
размерности .J×1

Матрица ,iA  вектор-столбец, iP∆  и вектор-
столбец iDδ  могут быть представлены в виде

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
, , ,

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
, , ,

... ... ... ,

i i i

i

i J i J i J

J J J

x X y Y z Z

D D D

x X y Y z Z

D D D

 - - - 
 
 
 =
 

- - - 
 
 
 

A

0 0 0
1 1 1

0 0 0
1 1 1 1 1 1

0 0 0

0 0 0
1 1 1

 (4)

,
i

i i

i

x
y
z

 ∆
 

= ∆ 
 ∆ 

P∆     
,

,

... .
i

i

i J

D

D

 δ
 

=  
 δ 

D
1

δ

Искомое решение записывается следующим 
образом:

( ) ,T T
i i i i i

-
= ⋅ ⋅ ⋅P A A A D

1
∆ δ     ( , ).i = 1 2  (5)

Статистические характеристики поправок ,ix∆  

iy∆  и ,iz∆  в частности среднеквадратические 
отклонения и ковариации их совместного рас-
пределения, определяются в соответствии с [10] 
соотношениями:

( )
, , ,ix i D iQσ = σ2 2

11     ( )
, , ,iy i D iQσ = σ2 2

22  (6)

( )
, , ,i
z i D iQσ = σ2 2

33     ( , ),i = 1 2

где ,D iσ2  – дисперсия однократного измерения 
псевдодальности для i-го абонента; ( )i

jjQ  – диаго-
нальные элементы матрицы iQ  ( , ..., ):j = 1 3

( ) .T
i i i

-
= ⋅Q A A

1
 (7)

С учетом соотношений (5)–(7) истинное (опреде-
ляемое с учетом поправок ,ix∆  iy∆  и )iz∆  поло-
жение объектов в геоцентрической системе Oxyz  
координат определяется соотношениями (1) и (5).

Поправки к положению мобильных объектов 
,ix∆  iy∆  и iz∆  определяются с погрешностя-

ми ,ixδ  iyδ  и ,izδ  что приводит, как отмечалось 
выше, к ошибкам наведения луча антенны и, соот-
ветственно, к снижению мощности принимаемого 
сигнала.

С учетом возникающих погрешностей опреде-
ления координат объектов направление взаимно-
го положения между абонентами определяется с 
ошибками δθ  и ,δϕ  которые могут быть выявле-
ны следующими соотношениями:

( )
( ){ ( )

( )
z z R x

z z R

 δθ = - ∂ - ∂ × 
- -

2 12
2 1

1

1
 (8)

( ) ( ) ( )( )x x z z R y y y × δ - δ + ∂ - ∂ δ - δ + 2 1 2 1 2 1

( ) ( )}( ) ,z z R z z z + ∂ - ∂ δ - δ 2 1 2 1

( )( )x x r
δϕ = - ×

- -
2

2 1

1

1

( ) ( ){ ( )x x r x x x × ∂ - ∂ δ - δ + 2 1 2 1

( ) ( )}( ) .x x r y y y + ∂ - ∂ δ - δ 2 1 2 1

Частные производные в (4) имеют вид

( ) ( )( )
( ) ,

z z
z z R

R

- l - l
∂ - ∂l = - 2 2 2 2

2 1 3
 (9)

( ) ( ) ( )
( ) ,

x x y y
z z R z

R

- + -
∂ - ∂ =

2 2
2 1 2 1

2 1 3
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( ) ( )
( ) ,r

r

ξ - ξ
∂ ξ - ξ ∂ξ =

2
2 1

2 1 3

( ) ( )( )
( ) .r

r

ξ - ξ ζ - ζ
∂ ξ - ξ ∂ζ = 2 1 2 1

2 1 3

где ,i ixl =  ,iy  ( , ),i = 1 2  ,xξ =  ;y  ,xζ =  .y

2. Исследование взаимосвязи точности 
позиционирования мобильных 

объектов с использованием ГНСС 
и энергетических характеристик 

канала связи в сетях 5G
Будем считать, что сечение нормированной ДН 

антенны по мощности каждого абонента картин-
ной плоскостью представляет собой эллипс, полу-
оси которого, равные i∆Θ  и :i∆Φ

( ), , .i i
i

i i

F
 θ ϕ
 θ ϕ = - +
 ∆Θ ∆Φ 

2 2

2 2
1 0 5  (10)

Суммарные потери в радиоканале G∆  опреде-
ляются формулой

( ) ( ), , .G F F∆ = δθ δϕ δθ δϕ
2 2

1 2  (11)

С использованием полученных соотношений 
проведены исследования зависимости снижения 
мощности сигнала в радиоканале сетей 5G от по-
грешности позиционирования мобильных объек-
тов. Предполагалось, что расстояние мобильного 
абонента от базовой станции составляет 280  м. 
Ширина ДН антенных систем принята равной 

,°2  что соответствует плотности размещения або-
нентов 100  км–2 (без учета устройств Интернета 

вещей). Позиционирование абонента проводит-
ся с использованием шести спутников ГНСС при 
точности измерения псевдодальности 1  м. Канал 
распространения сигналов ГНСС предполагался 
релеевским.

Результаты исследований приведены на рисун-
ке, где показано нормированное распределение 
мощности сигнала в радиоканале G∆  в зависи-
мости от изменяемых значений δθ  и .δϕ  Норми-
рование проводилось по значению, соответству-
ющему точному наведению антенн обоих абонентов 
( ).δθ = δϕ = 0

Как показывают приведенные результаты, 
среднее значение нормированного распределе-
ния мощности сигнала составляет –0,25  дБ, нор-
мированное значение среднеквадратического 
отклонения (СКО) –13,5  дБ. Однако, несмотря на 
малое значение СКО, возможны случаи снижения 
мощности сигнала на 0,8–0,9  дБ. Распределение 
мощности сигнала перестает быть нормальным. 
Этот  результат показывает, что формируемый 
между двумя мобильными абонентами канал свя-
зи не является релеевским.

Заключение

1. Рассмотренные вопросы позиционирования 
объектов по сигналам ГНСС позволили выявить 
в удобной форме зависимости точности позицио-
нирования объектов-абонентов связи с точностью 
измерения псевдодальностей. На основе данных 
зависимостей получены соотношения, устанавли-
вающие взаимосвязь между точностью позицио-
нирования и погрешностью наведения лучей ан-
тенн в радиоканале.

2. Проведенные при характерных значениях 
параметров сетей 5G исследования показали, что 
точность позиционирования объектов при по-
грешности определения псевдодальности 1  м и 
ширине луча ДН °2  определяет:

 – среднее снижение мощности сигнала в радио-
канале, обусловленное погрешностями позицио-
нирования объектов, не более 0,25 дБ;

 – нормированное значение среднеквадрати-
ческого отклонения –13,5 дБ. Несмотря на малое 
значение СКО, возможны случаи снижения мощ-
ности сигнала на 0,8–0,9 дБ;

 – распределение мощности сигнала перестает 
быть нормальным, следовательно, формируемый 
между двумя мобильными абонентами канал свя-
зи становится не релеевским.

Рис. Нормированное распределение мощности сигнала в радио-
канале
Fig. Normalized signal power consumption in the radio channel
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Характеристики обнаружения и особенности обработки сигналов 
воздушных объектов на радиолокационных изображениях 

космических радиолокаторов с синтезированной апертурой
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Аннотация – В статье рассмотрены возможности обнаружения воздушных движущихся целей космическими 
радиолокаторами с синтезированием апертуры, использующими режим интерферометрии вдоль пути. Описана методика 
расчета отношения сигнал – шум, характеристик обнаружения воздушных целей в режиме селекции движущихся целей. 
На основании расчетов показано, что динамика подстилающей поверхности, вызванная колебаниями травы, листвы 
или взволнованной морской поверхности, существенно снижает возможности по обнаружению воздушных объектов 
космическими радиолокаторами с синтезированием апертуры в режиме селекции движущихся целей. Показано 
на примерах существующих космических радиолокаторов с синтезированием апертуры, что при использовании 
метода интерферометрии вдоль пути, как минимум двух интерферометрических баз и дофокусировки по отметкам 
ярких движущихся целей в канале селекции движущихся целей эффективность процедуры обнаружения может быть 
достаточной для практических применений. Однако область малых значений радиальной скорости остается «слепой» 
зоной при любых конфигурациях мультибазовой схемы и может быть уменьшена только повышением энергетического 
потенциала радиолокаторов с синтезированием апертуры.

Ключевые слова – радиолокатор с синтезированием апертуры; космическое базирование; обнаружение воздушных 
целей; интерферометрия вдоль пути; вероятность правильного обнаружения.
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Введение
В настоящее время радиолокационные изобра-

жения, получаемые космическими радиолокато-
рами с синтезированной апертурой (РСА), находят 
широкое применение в различных приложениях 
дистанционного зондирования Земли (ДЗЗ) [1]. 
К числу наиболее успешных практических приме-
нений можно отнести экологический мониторинг, 
контроль трафика морских судов в прибрежных 
акваториях, контроль ледовой обстановки. Сов-
местно с оптической информацией радиолока-
ционные изображения с успехом используются 
для различных картографических приложений 
[1; 2]. Реализация в космических РСА интерферо-
метрических режимов съемки поперек пути обе-
спечивает доступ к прямому измерению рельефа 
поверхности суши в любых погодных условиях с 
высокими точностями в локальном и глобальных 
масштабах [2; 3; 16–18].

В последние годы в радиолокационных системах 
ДЗЗ широко используется режим селекции дви-
жущихся целей (СДЦ) [4–7; 12]. Реализация данно-
го режима основана на методе интерферометрии 
вдоль пути, в котором предполагается получение 
серии изображений вдоль траектории движения 
РСА синхронно (см. подробнее в [1]). Для этого в 

космической РСА должно быть реализовано не 
менее двух приемных каналов регистрации отра-
женных сигналов. Данная технология позволяет 
обнаружить движущиеся наземные цели в случае, 
когда вектор скорости движущейся цели имеет 
радиальную компоненту.

Задача обнаружения воздушных судов играет 
ключевую роль в управлении аэропортами и в обе-
спечении специальной деятельности [8; 9].

При обнаружении неподвижных воздушных 
судов по радиолокационным изображениям су-
ществуют две проблемы: точечный характер этих 
изображений и наличие интерференции от окру-
жающего фона, которая приводит к появлению 
ложных элементов (ярких точек) на радиолока-
ционных изображениях. В работах [9–11] рассмо-
трены результаты применения некоторых ал-
горитмов обнаружения неподвижных объектов 
авиатехники по их РЛИ.

При обнаружении воздушных объектов, нахо-
дящихся в движении на аэродроме или в полете, 
у РСА возможно использование режима СДЦ. 
В этом случае на качество обнаружения воздушно-
го объекта, помимо мощности сигнала РСА, про-
странственного разрешения и длины волны, будут 
влиять модуль и ориентация вектора скорости 
цели в пространстве, флуктуации эффективной 
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площади рассеяния цели в процессе регистрации 
отраженных сигналов РСА, наличие и динамика 
фона.

В настоящей работе рассматриваются характер 
влияния перечисленных факторов на характе-
ристики обнаружения воздушных целей, а также 
особенности обработки сигналов РСА в режиме 
СДЦ.

1. Математическая модель 
сигнала РСА в режиме СДЦ

Рассмотрим классический случай двухканаль-
ной космической РСА при наблюдении в интер-
ферометрическом режиме с базой вдоль пути дви-
жущейся в пространстве точечной цели. Данная 
задача рассмотрена в литературе [1; 4; 5]. Пред-
ставим известный подход в соответствии с пред-
ложенной в [13] моделью РЛИ. В этом случае изо-
бражение точечной цели на РЛИ в отсутствие 
атмосферных и траекторных искажений можно 
представить в следующем виде:

( ), , ,Ψ θ σ θ σ =0 0
  (1)

( ) ( )( )( )
/

/

exp , ,
s

s

T

T

j t kT t kT
-

= w ∆ - θ σ - ∆ - θ σ ×∫ 0 0

2

0
2

( ) ( )( ), , ,ct kT t kT dkT× Φ ∆ - θ σ - ∆ - θ σ0 0 0


где

( ) ( ) ( )*  R Rt K K t dΦ = ∫ t t - t0
 

– функция неопределенности РСА по задержке.
Для θ =0 0  получим изображение точечной 

цели в режиме телескопического обзора для од-
ного приемопередающего канала РСА. Движение 
цели задается составляющими: rV  – радиальной 
составляющей вектора скорости и tV  – продоль-
ной (тангенциальной) составляющей вектора ско-
рости, в плоскости, в которой лежат вектор на-
клонной дальности до цели и вектор скорости 
космического аппарата в приближении прямоли-
нейного равномерного движения. Для анализа ра-
боты канала СДЦ ограничимся коэффициентами 
разложения траекторной фазы 2-го порядка:
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Функцию изображения точечной цели для вто-
рого приемного канала РСА, получим в виде

( ), , ,Ψ θ σ σ =2 00  (4)

( ) ( )( )
/

/

, , ,
s

s

T

c
T

t kT t kT dkT
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= Φ ∆ - ∆θ σ - ∆ - θ σ∫ 0 0

2

2



где / ,d V∆θ =  d  – интерферометрическая база 
вдоль пути, расстояние между фазовыми центра-
ми приемных антенн РСА.

Распишем аргумент функции неопределенности 
зондирующего сигнала РСА в выражении (2):

( ) ( ), ,t kT t kT∆ σ - ∆ - θ σ ≈0  (5)
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Тогда аргумент функции неопределенности зон-
дирующего сигнала РСА в выражении (4):

( ) ( ), ,t kT t kT∆ - ∆θ σ - ∆ - θ σ ≈0  (6)
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В канале СДЦ формируется разностное радио-
локационное изображение

( ) ( ), , , , , ,Ψ θ σ σ - Ψ θ σ σ =1 0 2 00 0   (7)
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В этом выражении

( ) ( )*, , , , , ,Ψ θ σ σ Ψ θ σ σ =1 0 2 00 0  (8)

( )( ) ( )( )( )
/

/

exp , exp
s

s

T

T

j j t t
-

= ∆ϕ θ σ w α θ + β ×∫
2

2
0 1

2

( ) ( )( )t t dt× Φ σ θ + α θ - σ + β ×2
0 01 1


( )( )( )
/

/

exp
s

s

T

T

j t t
-

× - w α θ + β ×∫
2

2

2
2

0

( ) ( )( )* t t dt× Φ σ θ + α θ - σ + β =2
0 02 2

( ) ( ) ( )*exp , , ,j I I= ∆ϕ θ σ θ - δθ σ - δσ

где

( )
,tr V VV

c ñ

 +∆θ ∆ϕ = -w + ∆θ  σ 

2
2

0 2
0

22
 (9)

( ) ( )
,

V

ñ
σ θ = σ - θ

σ

2
2

01 0 2

2
 (10)

( ) ( ) ( )
,tr V V VV

c ñ ñ

+
σ θ = σ + ∆θ + ∆θ - θ

σ σ

2 2
2 2

02 0 2 2
0

2 22

( ) ( )
,r VV

c ñ

θ
α θ = +

σ

2

1 2

42
 (11)

( ) ( ) ( )
,tr V V VV

c ñ ñ

θ + ∆θ
α θ = + -

σ σ

2 2

2 2 2
0

4 42

( ) ( )
,tV V V

ñ ñ

+
β = -

σ σ

2 2

2 2
0

2 2
 (12)

( ) ( )( ) ( )
,tr V VV

c ñ

+
δσ = σ θ - σ θ = ∆θ + ∆θ

σ

2
2

01 02 2
0

22
 (13)

( ) ( )( ) ( )
,tV Vñ

V V

σ + ∆θσ
δθ = α θ - α θ =

σ

22

1 22 2
04

 (14)

( ) ( )( )( )
/

/

, exp
s

s

T

T

I j t t
-

θ σ = w α θ - β ×∫ 0 1

2

2

2
  (15)

( )( ) .t t dt× Φ α θ - β - σ2
0 1


В выражении (15) учитывается, что
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На РЛИ изображение движущейся цели ( ),I θ σ  
отличается от изображения неподвижной цели. 
Появление на РЛИ движущейся цели со скоростя-
ми rV  и tV  приведет к тому, что: 1) Отметка цели 
сдвигается по путевой дальности на значение 

/rR V0 ;V2  2) Отметка цели смещается по наклон-
ной дальности на значение /rR V2

0 ;V22  3) Отметка 
цели «размывается» по азимуту на значение, про-
порциональное .tV

При получении 2-го изображения в паре дви-
жущаяся цель сдвигается по дальности на δσ ≈

/ ,rV d cV≈ 2  и по азимуту на δθ = ( )σ + σ/tV V d V2
0  

относительно первого изображения. 
Для организации режима СДЦ принципиаль-

но, чтобы эти смещения в виде / cδσ2  и Vδθ  не 
превосходят соответствующие значения разреша-
ющей способности РСА по наклонной и путевой 
дальности соответственно. При соблюдении этого 
условия комплексное разностное РЛИ содержит 
информацию о движущейся цели, а разность фаз 
двух изображений в элементе разрешения для 
движущейся цели имеет вид
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Если d R<< 0  и ,rV V  ,tV V  то влиянием 
квадратичной составляющей в (16) можно прене-
бречь, а разность фаз двух комплексных пикселей 
изображений в элементе разрешения для движу-
щейся цели описать выражением [2]:

.rV d
V

p
∆ϕ ≈

l
4

 (17)

Тогда РЛИ в канале СДЦ можно представить в 
виде

( ) ( ), , , , , ,Ψ θ σ σ - Ψ θ σ σ =1 0 2 00 0   (18)

( )
( )

( ) ( )
* ,

, exp .
,

I
I j

I

θ - δθ σ - δσ
= θ σ - - ∆ϕ

θ σ
1



В окрестности пика движущейся цели разност-
ное РЛИ можно аппроксимировать в виде

( ) ( ), , , , , ,Ψ θ σ σ - Ψ θ σ σ ≈1 0 2 00 0   (19)

( )

( )

,

exp ,

I

j
θ σ

≈ θ σ ×

     pδθ pδσ  × - - + - ∆ϕ        ∆ ∆       

2 2
1 2 21 1
6



где /θθ ≤ ∆ 2  и / .σσ - σ ≤ ∆0 2
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Для неподвижной цели

( ) ( ), , , , , , .Ψ θ σ σ - Ψ θ σ σ ≠1 0 2 00 0 0 

Поэтому необходимо дополнительно сдвинуть 
второе изображение по азимутальной координате 
на величину .∆θ

Используя колоколообразную модель основно-
го лепестка функции неопределенности РСА [15] 
модель изображения точечной движущейся цели 
в канале СДЦ получим в виде

( ) ( ) ( ), , , , , , exp jΨ θ σ σ - Ψ θ + ∆θ σ σ w ∆θ ≈1 0 2 0 00 0   (20)

( ) ( ), exp ,II k j≈ θ σ - - ∆ϕ1

( )
.Ik

θ σ

   p δθ - ∆θ  pδσ   = - +      ∆ ∆      

2 221 21
6

2. Расчет характеристик обнаружения 
воздушных целей в РСА

Расчет основных тактико-технических характе-
ристик РСА предполагает оценку мощности отра-
женного сигнала от точечной цели по следующим 
известным соотношениям [1; 15]:

( )
im s

ö
n

,
G P BN

P
R L

l σ
=

p

2 2

3 44
    s ,RN

x

l
=

∆ 22
 (21)

( ) ( ) ( )e e e e cos ,R R H R R H R= + + - + α2
0 02

где G – коэффициент усиления антенны, Pim – 
импульсная мощность РСА, B – база сигнала, 
Ns  – число обрабатываемых отсчетов, σ  – ЭПР 
точечной цели, R – расстояние, Ln – коэффициент 
потерь в тракте и атмосфере, Re – радиус Земли, 
H0 – высота полета космического аппарата.

Как было отмечено выше, изображение цели 
размывается по азимутальной координате на ве-
личину, пропорциональную ,tV  при этом ампли-
туда уменьшается на значение, пропорциональное 

/ .tV1  Пренебрегая миграцией для режима СДЦ, 
амплитуду отметки можем оцененить в виде 

( ) ( )( ) ( )
/

/

exp
s

s

T

t
T

I V j t t dt
-

= w β Φ β ≈∫ 2
0

2

2

2
0

   (22)

( )
/

cos .
sT

t dt≈ w β∫ 2
0

0

2

2

Отношение сигнал – шум в канале СДЦ можно 
записать в виде

( ) ( )öö exp
.t I

n n

P I V k jP
P P

- ∆φ
=

2 2
1

1

1

2



 (23)

В этом выражении учтено, что в элементе раз-
решения сигналы неподвижного фона компенси-
руются, аддитивные шумы в независимых каналах 
приема складываются.

В случае динамичного фона, например, взволно-
ванной морской поверхности отношение сигнал – 
шум в канале СДЦ можно записать в виде

( ) ( )
( )

- ∆φ
=

+



öö exp
,t I

n n f

P I V k jP
P P P

2 2
1

1

1

2
 (24)

где fP  – мощность сигнала фона в элементе раз-
решения РСА.

Для анализа вероятностных характеристик ал-
горитма обнаружения рассчитаем вероятности 
правильного обнаружения цели при фиксирован-
ном значении вероятности ложной тревоги, вос-
пользовавшись следующими известными выраже-
ниями [14]:

ëò exp ,hp
 
 = -
 
 

2

2
 (25)

( ) ( )
ïî exp ,

h t q
p tI qt dt

 + = - 
 ∫

2

0
0

2

где q  – отношение сигнал – шум, h  – модифици-
рованный порог.

На рис. 1 показана зависимость отношения сиг-
нал – шум в канале СДЦ от составляющих вектора 

Рис. 1. Отношение сигнал – шум в канале СДЦ [дБ] в зависи-
мости от ,tV  ∈ - 300 300  [м/с], ,rV  ∈ - 300 300  [м/с] (на изобра-
жении индекс по осям меняется от 1 до 100), при наблюдении 
цели с ЭПР σ = 6  м2, базе интерферометра 2 м, пространствен-
ное разрешение 6 м
Fig. 1. Signal-to-noise ratio in the SDC channel [dB] depending on 

,tV  ∈ - 300 300  [m/s], ,rV  ∈ - 300 300  [m/s] (in the image, the in-
dex along the axes varies from 1 to 100), when observing a target 
with RCS σ = 6  m2, interferometer base 2 m , spatial resolution 6 m
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скорости воздушной цели. При расчете этой диа-
граммы мы предполагаем, что РЛИ произвольно 
движущихся целей могут быть расфокусированы. 
При расчетах здесь и далее мы используем пара-
метры космической РСА, соответствующей пара-
метрам системы TerraSAR-X.

Как видно из рис. 1, отношение сигнал – шум 
в поле скоростей воздушной цели неоднородно, 
особенно глубокие провалы наблюдаются по оси 
радиальной скорости, что, соответственно, при-
водит к снижениям вероятности правильного 
обнаружения.

На рис. 2 и 3 показаны зависимости ïîp  при 

ëò ,p = 0 01  для неподвижного и динамичного фона 
с удельной ЭПР –10дБ соответственно.

Как видно из проделанных расчетов, динамика 
фона существенно снижает возможности по обна-
ружению воздушных объектов космическими РСА 
в режиме СДЦ. 

Уменьшить площадь слепых зон можно, если 
использовать режим СДЦ с несколькими базами, 
переключая в приемной АФАР соответствующие 
панели в процессе работы РСА.

На рис. 4 показаны результаты соответству-
ющих расчетов для совместной обработки сигналов 
двух баз 2 и 2,5 м. Видно, что конфигурация слепых 

Рис. 2. ïîp  в зависимости от ,tV  ∈ - 300 300  [м/с], 
,rV  ∈ - 300 300  [м/с] (на изображении индекс по осям меняется 

от 1 до 100), при наблюдении цели с ЭПР σ = 6  м2, базе интер-
ферометра 2 м, пространственное разрешение 6 м
Fig. 2. ïîp  depending on ,tV  ∈ - 300 300  [m/s], ,rV  ∈ - 300 300  
[m/s] (in the image, the index along the axes varies from 1 to 100), 
when observing a target with EPR σ = 6  m2, interferometer base 
2 m, spatial resolution 6 m

Рис. 3. ïîp  в зависимости от ,tV  ∈ - 300 300  [м/с], 
,rV  ∈ - 300 300  [м/с] (на изображении индекс по осям меняется 

от 1 до 100), при наблюдении цели с ЭПР σ = 6  м2, базе интер-
ферометра 2 м, пространственное разрешение 6 м на динамич-
ном фоне с удельной ЭПР минус 10 дБ
Fig. 3. ïîp  depending on ,tV  ∈ - 300 300  [m/s], ,rV  ∈ - 300 300  
[m/s] (in the image, the index along the axes changes from 1 to 100), 
when observing a target with EPR σ = 6  m2, interferometer base 
2 m, spatial resolution 6 m on dynamic background with specific 
RCS minus 10 dB

Рис. 4. ïîp  в зависимости от ,tV  ∈ - 300 300  [м/с], ,rV  ∈ - 300 300  
[м/с] (на изображении индекс по осям меняется от 1 до 100), при 
наблюдении цели с ЭПР σ = 6  м2, базе интерферометра 2 м, про-
странственное разрешение 6 м для случая одновременного при-
ема на 2 базы
Fig. 4. ïîp  depending on ,tV  ∈ - 300 300  [m/s], ,rV  ∈ - 300 300  
[m/s] (in the image, the index along the axes changes from 1 to 100), 
when observing a target with EPR σ = 6  m2, the base of the in-
terferometer is 2 m, the spatial resolution is 6 m for the case of 
simultaneous reception on 2 bases
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зон в области малых значений тангенциальной 
скорости существенно улучшилась, однако расфо-
кусировка отметки цели при увеличении танген-
циальной составляющей скорости намного сни-
жает вероятность правильного обнаружения.

На рис. 5 показаны результаты расчетов для со-
вместной обработки сигналов двух баз 2 и 2,35 м 
в случае, когда изображения движущихся целей в 
канале СДЦ дофокусируются алгоритмами авто-
матической фокусировки, эффективными для яр-
ких точечных целей, например, описанными в [13]. 
Видно, что при тех же параметрах моделирова-
ния, что и для случая, показанного на рис. 4, кон-
фигурация слепых зон становится практически 
идеальной для обнаружения воздушных целей, 
т. е. провал зависимости вероятности правиль-
ного обнаружения ïî ,p < 0 9  наблюдается толь-
ко в области rV < 20  [м/с], в остальной области 

ïî, .p< <0 9 1  Область малых значений радиаль-
ной скорости остается «слепой» зоной при любых 
конфигурациях мультибазовой схемы и может 
быть уменьшена только повышением энергопо-
тенциала РСА.

Заключение
Анализ возможности использования режима 

СДЦ для обнаружения воздушных целей косми-
ческими РСА показывает, что при использовании 
метода интерферометрии вдоль пути, как мини-
мум двух баз и дофокусировки по отметкам дви-
жущихся целей эффективность процедуры обна-
ружения может быть высокой. То есть, например, 
для РСА типа TerraSAR-X при скорости воздуш-
ной цели с ЭПР 6 м2 выше 5 м/с и менее 300 м/с она 
может быть обнаружена с вероятностью правиль-
ного обнаружения больше 0,9 при вероятности 
ложной тревоги 0,01.

Рис. 5. ïîp  в зависимости от ,tV  ∈ - 300 300  [м/с], 
,rV  ∈ - 300 300  [м/с] (на изображении индекс по осям меняется 

от 1 до 100), при наблюдении цели с ЭПР σ = 6  м2, базе интер-
ферометра 2 м, пространственное разрешение 6 м для случая 
одновременного приема на две базы и использования режима 
автоматической фокусировки мобильных целей
Fig. 5. ïîp  depending on ,tV  ∈ - 300 300  [m/s], ,rV  ∈ - 300 300  
[m/s] (in the image, the index along the axes changes from 1 to 100), 
when observing a target with EPR m2, the base of the interferometer 
is 2 m, the spatial resolution is 6 m for the case of simultaneous recep-
tion on 2 bases and using the auto focus mode of mobile targets
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Анализ и прогнозирование поведения временных рядов: бифуркации, катастрофы, синерге-
тика, фракталы и нейронные сети / О.И. Антипов, В.А. Неганов. – М.: Радиотехника, 2011. – 350 с.

ISBN 978-5-88070-294-7

УДК 530.1:621.372+621.396
ББК 32.96

Монография посвящена объединению нескольких направлений в на-
уке: бифуркаций в нелинейных динамических (или детерминированных) 
системах, причем внимание уделяется бифуркациям-кризисам, которые 
отождествляются с катастрофами в синергетике – науке о самоорганиза-
ции в сложных системах, где велика роль коллективных, кооперативных 
эффектов, возникновения порядка – фрактальных структур в турбулент-
ности (или хаосе). В синергетике общим является принцип подчинения, 
который позволяет исключать большое число переменных в сложных 

системах и описывать в них сложные процессы. Использование в роли одной из основных коли-
чественных характеристик катастроф фрактального показателя Херста связывает фракталы с би-
фуркациями. Объединение этих четырех направлений позволяет упростить проектирование про-
гнозирующих нейронных сетей, которое в настоящее время отчасти является искусством.

Даны авторские модификации некоторых известных фрактальных методов, позволяющие про-
водить более глубокий анализ хаотических процессов. Эти результаты, на наш взгляд, должны яв-
ляться необходимой частью полного алгоритма построения прогностических моделей, описанно-
го в книге. В частности, описан авторский алгоритм определения временного лага, необходимого 
для реконструкции аттрактора динамической системы, и модификация метода ближайших лож-
ных соседей, которую можно использовать в качестве индикатора приближающейся катастрофы.

Приведены конкретные примеры из таких областей науки, как радиотехника, экономика и ме-
дицина.

Монография представляет интерес для научных работников, аспирантов и докторантов, работа-
ющих в области прикладных задач анализа, моделирования и прогнозирования хаотических процессов в 
нелинейных системах из различных отраслей науки и техники.
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Аннотация – На основе теории возбуждения Л.А. Вайнштейна получены простые и удобные итерационные соотношения 
для возбуждения резонатора в виде прямоугольного параллелепипеда с диэлектрическим слоем через несколько окон 
связи в его стенках. Использовано разложение поля по полной системе соленоидальных функций прямоугольного 
резонатора. Соленоидальность обусловлена тем, что электрические поля возбуждения в раскрывах прямоугольных 
волноводов на стенках резонатора, питаемых через коаксиально-волноводные переходы, являются касательными к 
границам нагреваемого диэлектрического слоя. Получены простые формулы для коэффициентов разложения и расчета 
полей. Полученные неявные формулы удобно решать итерационно, при этом возможен учет как линейного диэлектрика, 
так и нелинейного диэлектрика, диэлектрическая проницаемость которого зависит от квадрата электрического поля. 
Алгоритм реализован для моделирования конвейерной установки СВЧ-нагрева. Возможна модификация алгоритма путем 
введения потенциальных базисных подсистем функций для случае моделирования сложных диэлектрических включений. 
Результаты пригодны для моделирования других нелинейных включений, а также в задачах при использовании объемных 
заданных источников вместо поверхностных. При заданных электрических полях в окнах связи входящая в резонатор 
мощность рассчитывается на основе вектора Пойнтинга.

Ключевые слова – возбуждение резонатора; СВЧ-нагрев; конвейерная обработка; СВЧ-фильтр; диафрагма в волноводе.
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Введение
Теория возбуждения резонаторов в форме Вайн-

штейна [1; 2] или Маркова [3] широко используется 
для стационарных и нестационарных задач элек-
тродинамики и оптики (см., например, [4‒8]). По 
сути, эти теории используют построение резоль-
венты на основе базиса самосопряженного опера-
тора [9]. В случае наличия диссипации собственные 
значения (частоты) перестают быть действитель-
ными, базисы – полными, а оператор Максвелла –  
самосопряженным [10]. При этом становится воз-
можным появление непрерывного спектра (на-
пример, для открытых граничных задач). В случае 
учета реальных металлических стенок резонатора 
в [1] предложено продлить оболочку вглубь метал-
ла на глубину нескольких скин-слоев, где можно 
поставить нулевые граничные условия и исполь-
зовать полный ортогональный базис нового резо-
натора с расширенной оболочкой. Для этого в [1] 
предложено использовать такие «расширенные» 
собственные функции, а собственные частоты 
считать комплексными и определять по мето-
ду возмущений, например, как в работе [11]. Это 
приближенный подход, а строгий подход требует 
учета слоя с комплексной диэлектрической про-

ницаемостью металла, которая в модели Друде – 
Лоренца может быть весьма большой по модулю. 
В ряде задач необходимо учитывать диэлектри-
ческие тела внутри резонаторов, причем часто с 
существенными потерями, а иногда и с нелиней-
ными свойствами. В этом случае строгая теория 
возбуждения резонатора формулируется в виде 
интегральных уравнений [4‒7]. 

В данной работе на примере прямоугольного 
резонатора предложен простой метод решения 
такой задачи о возбуждении, основанный на ите-
рационном алгоритме. Метод прост в реализации, 
позволяет решать как линейные, так и нелиней-
ные задачи и явно реализован для прямоугольно-
го резонатора.

В конвейерной установке СВЧ-нагрева НПП 
фирмы «Этна плюс» в качестве камеры использо-
ван отрезок многомодового желобкового волново-
да (ЖВ) [12; 13]. Такие секции ЖВ соединены в пе-
риодическую структуру посредством щели подачи 
продукта на транспортере и расположены гори-
зонтально. В конструкции используются две сек-
ции фильтров на прямоугольных волноводах (ПВ), 
подсоединенные на входном и выходном окне для 
ввода транспортера с продуктом, а также кониче-
ские трансформаторы типов мод с моды H10 ПВ 
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к моде H11 ЖВ. Трансформаторы нужны для под-
ключения магнетронных источников излучения с 
коаксиально-волноводными переходами (КВП) и с 
выходом на ПВ. Трансформаторы мод подключе-
ны к торцам секций ЖФ по два на каждую [14; 15]. 
Для увеличения вводимой мощности и равномер-
ности нагрева рассмотрен вариант дополнитель-
ного подключения источников к верхнему желобу. 
Рассмотренная конструкция достаточно крупно-
габаритная и металлоемкая.

Поскольку габариты указанной установки 
весьма велики, в данной работе рассматривается 
возможность снижения в несколько раз метал-
лоемкости и габаритов резонаторной камеры с 
несколькими источниками с использованием те-
ории возбуждения резонатора. Для этого камера 
предполагается выполненной как прямоугольный 
резонатор с размерами a, b, c, имеющий вид длин-
ного отрезка прямоугольного волновода (рис. 1). 
В  двух противоположных малых стенках ( )a b×  
резонатора при z = 0 и z = c прорезаны щели, че-
рез которые входит транспортер с продуктом. 
Длина транспортера в камере и максимальный 
ее размер  c порядка нескольких метров, как и в 
описанной выше установке. Щели переходят в два 
заграждающих фильтра, препятствующих излуче-
нию из камеры. Фильтры выполнены в виде вол-
новода с диафрагмами, имеющими поглощающие 
элементы. Магнетронные источники питания 
подключаются непосредственно на боковые стен-
ки камеры рис. 1 через окна 1‒6 на стенке x = 0 и 
симметричные им окна на стенке x = a. Также та-
кие же источники подключаются на верхней стен-
ке камеры (окна 1‒4). Внутри камеры расположена 
лента транспортера с диэлектрическим продук-
том, имеющим максимальную толщину t порядка 
3 см. Высота узкой стенки b = 10‒15 см (в расчетах 
использовано значение b = 10 см), размер широкой 

стенки a = 90  см, размер верхней и нижней сте-
нок a c× , причем длина камеры c может меняться 
в широких пределах до нескольких метров (в за-
висимости от числа подключаемых источников). 
Для подключения используются стандартные ПВ 
a =0 90   мм b =0 45  мм с магнетронными источ-
никами на частоте 2,45 ГГц, включенными через 
КВП. 

Целью работы является получение простой и 
строгой электродинамический модели, пригод-
ной для инженерного расчета, включая расчет 
КПД нагрева, температуры нагрева, нелинейных 
свойств, интегральных параметров. Строгая элек-
тродинамическая модель анализа полей в рабо-
чей камере с прямоугольными границами может 
быть реализована на основе метода интегральных 
уравнений [4]. Абсолютно строгий подход требу-
ет как расчета полей в многомодовом режиме в 
самой камере (резонаторе), так и в питающих его 
отрезках волноводов с учетом отражений от маг-
нетронов и потерь в стенках. Описывая магнетрон 
и КВП эквивалентной схемой активного двухпо-
люсника с неким резонансным контуром, опре-
деляющим добротность, и заданным активным 
нелинейным элементом (например, источником 
тока, зависящим от напряжения на контуре), та-
кую модель формально можно записать, но реа-
лизовать в виде программы достаточно сложно. 
В коммерческих программных пакетах типа HFSS, 
CST и в ряде других реализуется линейный режим 
задания амплитуды падающей основной волны 
полубесконечного ПВ без отражений от источни-
ка, но с учетом отражения от резонатора. Более 
сложная модель – задание коаксиальных пор-
тов на КВП и рассмотрение полей внутри КВП. 
Даже для прямоугольной камеры СВЧ-нагрева с 
несколькими окнами такие программы считают 
распределение полей достаточно долго, тем более 

Рис. 1. Схематический вид конвейерной камеры СВЧ-нагрева: 1 – отрезок волновода с продуктом; 2, 3 – окна ввода энергии через 
боковые стенки (номера окон: 1, 2, 3, 4, 5, 6); 4 – устройства ввода энергии через верхнюю стенку (КВП) (1, 2, 3, 4 – окна связи на 
верхней стенке)
Fig. 1. Schematic view of the microwave heating conveyor chamber: 1 – waveguide section with the product; 2, 3 – windows for energy 
input through the side walls (window numbers: 1, 2, 3, 4, 5, 6); 4 – devices for introducing energy through the upper wall (TWT) (1, 2, 3, 
4 – communication windows on the upper wall)
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это касается оптимизации. Они не позволяют оце-
нивать КПД нагрева, рост температуры со време-
нем, интегральный баланс реактивной и активной 
мощностей, нелинейные эффекты и ряд других 
интегральных и локальных параметров. Расчет 
усложняется при наличии рупорных трансформа-
торов мод ПВ к ЖВ. Указанные трансформаторы 
важны при согласовании в режиме бегущей вол-
ны, однако реально имеет место резонаторный 
режим низкодобротного резонатора с движением 
энергии к продукту. В этом случае целесообразно 
оценить возбуждение без трансформаторов не-
посредственно через окна связи. При включении 
нескольких окон и большой длине (рис. 1) щели в 
виде окна подачи продукта влияют слабо, излуче-
ние через них в силу наличия продукта и фильтров 
мало, поэтому можно считать их отсутствующими. 
Излучение в фильтр на входе продукта (где боль-
ше влажность) существенно меньше, чем на выхо-
де. Фильтры рассчитаны на подавление порядка 
100 дБ, что также позволяет считать окна закоро-
ченными. Таким образом, конвейерная установка 
моделируется как резонатор с диэлектрическим 
слоем и идеально проводящими стенками с не-
сколькими боковыми и верхними прямоугольны-
ми окнами, на которых задан поток мощности.

1. Постановка задачи 
и формулы возбуждения

Рассмотрим прямоугольную камеру с металли-
ческими стенками (прямоугольный параллелепи-
пед) с размерами a, b, c. Пусть в его двух боковых 
и в верхней стенке прорезаны прямоугольные 
окна, запитываемые ПВ одинакового поперечно-
го сечения. Конструктивно удобно подключать 
КВП. Можно поворачивать ПВ на одной стенке на 
90 градусов, изменяя поляризацию вводимого из-
лучения, но это усложняет модель, не принося в 
данном случае реального выигрыша. Магнетроны 
имеют полосу генерации (нестабильность часто-
ты) порядка 1 % и не фазированы, что существен-
но улучшает равномерность поля. На двух гранях 
a b×  реализован ввод продукта. Считаем ширину 
продукта равной a  (реально лента и продукт не-
сколько меньше), а его толщину – равной t. На двух 
гранях ,b c×  а также на верхней грани a c×  име-
ются периодически расположенные окна. Можно 
запитывать окна синфазно, противофазно и раз-
дельно во времени относительно каких-то других 
окон. Однако для расчета мощностных характе-
ристик удобно считать ввод энергии одновремен-

ным с одинаковыми фазами. Считаем, что на 
каждом из окон задан бегущий режим волновода 
с одной основной модой. Окна расположены так, 
что электрическое поле в них имеет компоненту 

zE  (вдоль движения продукта). Касательное элек-
трическое поле запитываемого от магнетрона 
окна есть заданный поверхностный магнитный 
ток на электрической стенке камеры. Этот ток 
возбуждает резонатор, при этом мощность, втека-
ющая в него, есть интеграл от вектора Пойнтинга 

=S *Re( ) /×E H 2  по поверхности окна. Для окна на 
боковой поверхности это втекающая плотность 
мощности xS = / .zZ E 2

10 2  Здесь / /Z = m e10 0 0

( )/ / k a- p
2

0 01  ‒ волновой импеданс основной 
моды ПВ. В локальной системе координат окна 
имеем ( )zE y = ( )sin / .E y ap0 0  Задавая вводи-
мую мощность, мы определяем E0  и тем самым 
компоненту поверхностного магнитного тока 

( ) ( ),h
y zj y z E y= = ( )sin / .E y ap0 0  Формально мож-

но ввести объемный магнитный ток с плотностью 
( ), ,h

yJ x y z = ( ) ( ) .h
yj y xδ  Аналогично на верхней 

стенке вводятся магнитные поверхностные токи 
( ) ( ),h

x zj x z E x= - = ( )sin / .E x a- p0 0  Модель можно 
модифицировать, когда часть окон неактивны. 
Окно с подключенным, не работающим в данный 
момент магнетроном есть импедансная поверх-
ность с поверхностным импедансом, удовлетворя-
ющим соотношению t =E .sZ ×Hν  Энергия через 
нее как бы вытекает из резонатора и поглощается 
в резонаторе магнетрона. Однако поскольку до-
бротность последнего существенно выше, мож-
но считать этот импеданс реактивным и равным 
импедансу короткозамкнутого отрезка ПВ в КВП. 
Его влияние мало, и им можно пренебречь. Мы не 
рассматриваем режим, когда какие-либо из окон 
не работают на излучение.

Для решения задачи применим метод возбужде-
ния резонатора в сочетании с теоремой Пойнтин-
га [2]. Теория возбуждения резонатора основана на 
представлении полей в виде

( ) ( ) ( ), , ,k k k
k

∞

=

w = α w w∑E r E r
1

 (1)

( ) ( ), , .k k k
k

∞

=

w = β w∑H r H r
1

Удобно вводить только соленоидальные поля 
полого резонатора, считая, что диэлектрик эк-
вивалентен некому заданному току поляризации 

( ),p w =J r ( ) ( ), ,iwe e - wE r0 1  также возбуждающе-
му поле. Потери в стенках считаем отсутствующи-
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ми. Тогда поля (1) полны, ортогональны и удовлет-
воряют однородным уравнениям Максвелла

( ) ( ), , ,k k k k ki∇× w = - m w wE r H r0  (2)

( ) ( ), , .k k k k ki∇× w = e w wH r E r0

Введем полную плотность магнитного тока 

( ) ( ), , ,h h
j

j
w = w∑J r J r

где в сумме учтены все плотности, создаваемые 
поверхностными источниками в виде касатель-
ных электрических полей на окнах связи рис. 1. 
Уравнения Максвелла приобретают вид

( ) ( ) ( ), , , ,hi∇× w = - m w w - wE r H r J r0  (3)

( ) ( ) ( ), , , .pi∇× w = e w w + wH r E r J r0

Подставляя в них разложения (2) и пользуясь ор-
тогональностью функций по объему резонатора, 
выразим коэффициенты разложения. В результате 
получим представления полей через токи в виде 
функций Грина

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ, , , ,ee p eh h

V

drw w
 ′ ′ ′ ′ ′w = Γ + Γ  ∫E r r r J r r r J r  (4)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ, , , .he p hh h

V

drw w
 ′ ′ ′ ′ ′w = Γ + Γ  ∫H r r r J r r r J r  (5)

Четыре тензорные функции Грина приведены, 
например, в работах [4‒8; 16]. Они построены из 
собственных функций резонатора (содержат диа-
ды типа

( ),k kw ⊗E r ( )* , ,k k′ wE r     ( ),k kw ⊗H r ( )* , ,k k′ wH r

( ),k kw ⊗E r ( )* , ,k k′ wH r     ( ),k kw ⊗H r ( )* , ).k k′ wE r

Собственные функции прямоугольного резонато-
ра известны и могут быть определены как E-моды 
и H-моды ПВ относительно оси z [2; 3; 11]. Соб-
ственные частоты даются формулой

lmn kw = w = ( ) ( ) ( ) ( )-
e m p + p + p

/ / / /l a m b n c1 2 2 2
0 0  

с учетом диапазона изменения индексов. Уравне-
ния (4) и (5) перепишем в виде

( ) ( ) ( ) ( )ˆ, , , , ,

d

ee p

V

drw ′ ′ ′w = w + Γ w∫E r E r r r J r0  (6)

( ) ( ) ( ) ( )ˆ, , , , .

d

he p

V

drw ′ ′ ′w = w + Γ w∫H r H r r r J r0  (7)

Здесь выделенные индексом ноль поля созданы 
поверхностными источниками, т. е. они извест-
ны. Эти поля требуют однократного определения. 
Интегралы дают вклад от тока поляризации. Эти 
уравнения являются интегральными, поскольку 

неизвестное электрическое поле входит под ин-
тегралы. Решение (6), (7) следует искать только в 
области диэлектрика Vd. Поскольку она мала по 
сравнению с объемом резонатора, весьма точным 
является приближенное решение с подстановкой 
вместо поля E под интегралы выделенного поля:

( ) ( )
( ) ( ) ( )

, ,

ˆ , , ,

d

ee

V

i drw

w = w +

′ ′ ′+ w e - Γ w∫
E r E r

r r E r

0

01  (8)

( ) ( )
( ) ( ) ( )
, ,

ˆ , , .

d

he

V

i drw

w = w +

′ ′ ′+ w e - Γ w∫
H r H r

r r E r

0

01  (9)

Уравнения (8), (9) для расчета полей явные. Мощ-
ность потерь определяется выражением

( ),Pe w =r ( ) ( )( )*Re , , /Pw wE r J r 2

или

( ),Pe w =r ( ) ( ), , / .′′we e w wr E r
2

0 2

Заданное поле E0 и H0 в (8) и (9) можно записать 
как поверхностные интегралы от известных по-
верхностных источников и легко вычислить, ис-
пользуя при этом разложения (1) и следующие 
формулы для коэффициентов: 

( )

( )
,h

k kk
k k S

i dS
N

-
α = w

w - w
∫ j H0

2 2 

 (10)

( )

( )
.h

kk
k k S

i dS
N

-
β = w

w - w
∫ j H0

2 2 

Диэлектрический продукт описываем поляриза-
цией e =P ( )( ) ,e e w - E0 1  которая при возбуждении 
резонатора функционирует как поглощающий 
энергию ток поляризации с плотностью ( ),p w =J r

( )( ) .i= we e w - E0 1
Рассмотрим интегральный баланс мощности в 

виде комплексной теоремы Пойнтинга:

*

,

Re

/ .

n m

j

d

n m
n mS S

p
d

j S V

dS dS

dS dV
=

 - -


- - =


∑ ∑∫ ∫

∑ ∫ ∫

S S

S EJ
1 2

2 0

ν ν

ν
 (11)

Здесь индексом n обозначены все прямоугольные 
окна (и соответствующие векторы Пойнтинга), че-
рез которые мощность втекает, индексом m обо-
значены оставшиеся окна, поглощающие мощ-
ность (к ним относятся окна с неработающими 
магнетронами), а индексом j – окна подачи про-
дукта). Нормаль ν  считаем направленной вдоль 
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потока мощности (т. е. внутренней при втекании и 
внешней при вытекании). В первом приближении 
поглощающие окна можно не учитывать, посколь-
ку поглощение в них пренебрежимо мало по срав-
нению с поглощением продукта. Поток мощности 

jd
S  поглощается диэлектриком в окне его подачи. 
Считаем, что канал подачи между двумя секция-
ми достаточно протяженный, и попавшая в него 
мощность поглощается, не доходя до следующей 
секции. В этом случае можно использовать квази-
периодическую модель и рассчитывать секцию 
из одного периода, что упрощает модель в случае 
длинной камеры. В (11) взята внутренняя нормаль 
и рассматривается втекающая мощность. Моды 
прямоугольного резонатора приведены в работе 
[11]. Будем их рассматривать как Emnl- и Hmnl-
моды (ТМ и ТE) относительно оси z. Индексы lmn 
обозначим мультииндексом k. Они пробегают зна-
чения ,l m = , , ...,1 2 3  n = , , ...0 1 2  для первых и ,l m =

, , ...0 1 2  (за исключением )l m= = 0  и n = , , , ...1 2 3  
для вторых [11]. Соответствующие комплексные 
поля будем писать как ,ekE  e

kH  и ,hkE  .hkH  Считая 
толщину продукта малой по сравнению с разме-
ром b, можно пренебречь потенциальными поля-
ми и оставить только соленоидальные. Тогда не 
нужно решать уравнение Пуассона для наведен-
ных на поверхности диэлектрика зарядов и свя-
занных объемных зарядов (в случае неоднородно-
го диэлектрика) и сразу записать полные поля в 
виде разложений по соленоидальным базисам

( ),e e h h
k k k k

k
A A+= ∑E E E     ( ).e e h h

k k k k
k
B B= +∑H H H  (10)

Отметим, что представления (1) и (10) для солено-
идальных полей (полого резонатора) эквивалент-
ны, поскольку колебания резонатора вырождены, 
а в (1) они предполагаются невырожденными и 
ортонормированными. Подход к задаче возбужде-
ния с использованием потенциальных подсистем 
сложно реализуем [2; 4; 10]. Далее использован ме-
тод, не требующий нахождения потенциальных 
полей. В нем влияние диэлектрика рассмотрено 
как ток поляризации, что является строгим подхо-
дом и не требует учета потенциальных подсистем 
базисных функций.

ДП влажного продукта запишем в виде

( )e w = ( ) ( ) ,w w wc ce - + e w1

где e  ‒ ДП сухого продукта, которую считаем по-
ложительной константой больше единицы, wc  ‒ 
положительный коэффициент влагосодержания 
( ),wc≤ <0 1  ( )we w  ‒ ДП воды. Пусть Sk  ‒ соленость 
воды (концентрация солей в граммах на литр). 

Для морской воды соленость 3,47  % (в промилях 
34,7  ‰), т. е. в литре морской воды содержится 
примерно 35 граммов солей. Считая, что вся соль –  
это NaCl, получаем 0,6 моль/литр, т. е. при дис-
социации в литре содержится , ⋅ 233 6 10  зарядов. 
Поэтому для квадрата плазменной частоты полу-
чим ,pw = ⋅2 232 5 10  Гц2. В обрабатываемых продук-
тах соленость на 1‒3 порядка меньше. Поскольку 
вода  – весьма плотно упакованная жидкость, ча-
стота столкновений для водных растворов обычно 
порядка плазменной. Используя формулу Дебая и 
формулу Друде, для воды получим

( )
( ) ( )

.p
w s

c

i k
i

wκ κwt
e w = + - +

w - ww+ wt + wt

2

2 2 2
1

1 1
 (11)

Здесь sk  ‒ величина безразмерная и равная отно-
шению веса солей к весу воды. Формула (11) удобна 
для моделирования ДП при сушке, если ее исполь-
зовать с коэффициентом влагосодержания wk  и 
ДП de  сухого продукта. Тогда

( ) ( )( )d wke w = + e - - +1 1 1 ( )( ) .w wk e w - 1

В процессе движения продукта он высыхает, т. е. 
влагосодержание ( )wk z  уменьшается и стано-
вится зависимым от продольной координаты. 
Определить указанную зависимость можно, зная 
скорость движения, выделяемую плотность мощ-
ности, удельную теплоемкость воды и теплоту 
параобразования. Для начального определения 
плотности мощности в первом приближении бе-
рем влагосодержание постоянным и равным вход-
ному ( ) .wk 0  Далее можно использовать одну-две 
итерации. Таким способом рассмотренная модель 
была адаптирована к процессу сушки, для которо-
го при заданной мощности для получения требу-
емого влагосодержания на выходе весьма важна 
скорость движения. 

Итак, есть три пути расчета полей. Первый – 
пренебречь влиянием диэлектрика, т. е. взять 
поля с индексом нуль (нулевое приближение). 
Второй – применить метод возмущений в первом 
порядке (первое приближение) и рассчитать поля 
(8), (9). Третий – строго численно решать систему 
интегральных уравнений (6), (7). Поскольку коэф-
фициенты разложений полей зависят от источни-
ков и стоков, которые сами зависят от полей, воз-
никает задача типа интегральных уравнений или 
интегральных соотношений. Решить такую задачу 
можно на введенном базисе. Проекционный или 
вариационный подходы приводят к бесконечной 
системе линейных алгебраических уравнений 
(СЛАУ), разрешенной относительно неизвестных 
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в форме =X ˆ .M +X Y  Здесь вектор X составлен из 
коэффициентов ( , ) ,e h

kA  ( , )e h
kB  или kα  и .kβ  Источ-

ники определяются вектором Y. Решать такую си-
стему удобно путем редукции итерационным ме-
тодом, например методом минимальных невязок 
[17]. Для этого следует умножить систему уравне-
ний на эрмитово сопряженную матрицу ˆ ˆ( ) .HI M-

В работе выбран третий подход, но с исполь-
зованием формул возбуждения, что приводит к 
более простому алгоритму, чем матричный. При-
мененим разложение (1). Для окон сечения a b×0 0  
в локальной координатной системе бокового окна 
имеем

zE = ( )sin / ,E y ap0 0     yH = ( )sin / .Z E y ap10 0 0
Тогда нормальная компонента вектора Пойнтинга

xS = ( )sin / .Z E y ap2 2
10 0 0

Интегрируя по окну, получаем

nP = / .Z E b a2
10 0 0 0 4

Это мощность магнетрона, которая в среднем по-
ступает в секцию. Здесь

Z =10 ( )/ / ,k a  m e - p    
22

0 0 0 01

поэтому известна амплитуда .E0  Собственные 
моды Ek и Hk имеют компоненты:

( ) ( ) ( )cos sin sin ,xk lmn l m nE A k x k y k z=  (12)

( ) ( ) ( )sin cos sin ,yk lmn l m nE B k x k y k z=

( ) ( ) ( )sin sin cos ,zk lmn l m nE C k x k y k z=

( ) ( ) ( )sin cos cos ,xk lmn l m nH A k x k y k z= 

( ) ( ) ( )cos sin cos ,yk lmn l m nH B k x k y k z= 

( ) ( ) ( )cos cos sin .zk lmn l m nH C k x k y k z= 

В силу уравнений Максвелла k =H ( )k ki -
- w m ∇×E1

0  
коэффициенты подчинены соотношениям:

( )
,m lmn n lmn

lmn
k

k C k B
A

i
-

=
- w m0

  (13)

( )
,l lmn n lmn

lmn
k

k C k A
B

i
-

= -
- w m0



( )
.l lmn m lmn

lmn
k

k B k A
C

i
-

=
- w m0



Поскольку имеет место вырождение колебаний, 
вводим комбинацию E-мод и H-мод, обозначая

( ) ( )/lmn l n lmn m lmn l mA k k C k k C k k′= - - +2 2
0  

и ( ) ( )/ .lmn m n lmn l lmn l mB k k C k k C k k′= - + +2 2
0

Как нетрудно видеть, такое представление 
удовлетворяет тождеству ,k∇ ⋅ =E 0  т. е. поля со-
леноидальные. Оставшиеся два произвольных 
коэффициента подчиняем условию lmn lmnC C′ =  и 
нормируем собственные колебания. Для норми-
ровки берем условие

( )

( ) ( ) ,

e h
k k k k

V V

lmn l

lmn m lmn n

N dV N dV

abc
A

B C

= = e = - = -m =

e = + δ +

+ + δ + + δ 

∫ ∫E H2 2
0 0

20
0

2 2
0 0

1

1
8

1 1

откуда имеем

( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

/

/ .

lmn l l n m l m

m m n l l m n

C k k k k k k
abc

k k k k k k
-


= + δ - + +e 


+ + δ + + + + δ 



222 2 2
0 0

0
122 2 2

0 0 0

8 1

1 1

Норма пропорциональна энергии колебания. Те-
перь магнитные функции нормированы условием 

h
kN = -1  (см. [2], стр. 357). Отрицательная норма 

соответствует наличию мнимой единицы в зна-
менателях соотношений (13) и означает переход 
в разные полупериоды электрической энергии 
колебаний в энергию магнитную и наоборот, т. е. 
сдвиг по фазе p.  Тем самым мы получили невы-
рожденные ортогональные системы соленоидаль-
ных векторных функций.

Рассмотрим два симметричных излучателя на 
боковых стенках (при x = 0 и x = a) с магнитной по-
верхностной плотностью тока

( ),h
syj y z = ( )( ) ( )sin / , ,sE y y a z zp - Π0 0 0  

т. е. с объемной плотностью
h
syJ = ( ) ( ) ( )( ), .h

syj y z x x aδ + δ -

Здесь ( ),sz zΠ  ‒ прямоугольная функция (форм-
фактор), равная единице в области sz z≤ ≤ sz b+ 0  
и нулю в оставшейся. Индекс s = , , ..., sN1 2  вы-
полняет нумерацию боковых диафрагм (для рис. 1 

).sN = 6  Выполняя интегрирование с ( ), ,ykH y z0  и 
( ), , ,ykH a y z  имеем вклад в коэффициенты

( ) ( )

( )( ) ( )
( )

sin sin
,

l
lmn kks

n s n s m

e
k n k

iE B

k z b k z I

N k

 α = - + - w × 
 

 + - ×
w - w

0
0

0

2 2

1 1

2



 (14)

( ) ( )

( )( ) ( )
( )

sin sin
,

l
lmnks

n s n s m

e
k n k

iE B

k z b k z I

N k

 β = + - w× 
 

 + - ×
w - w

0
0

0

2 2

1 1

2
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 (15)
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где обозначены интегралы, приведенные в При-
ложении (П. 1). Рассмотрим теперь излучатель на-
верху. Для него

( ),h
pxj y z = ( )( ) ( )sin / , ,pE x x a z zp - Π0 0 0

и вклад в коэффициенты разложения полей вы-
числяется как интеграл с ( ), ,xkH x b z  в виде

( ) ( )

( )( ) ( )
( )

sin sin
,

m
lmn kkp

n p n p l

e
k n k

iE A

k z b k z I

N k

α = - w ×

 + -  ×
w - w

0
0

0

2 2

1

2



( ) ( )

( )( ) ( )
( )

sin sin
,

m
lmnkp

n p n p l

e
k n k

iE A

k z b k z I

N k

β = - w×

 + -  ×
w - w

0
0

0

2 2

1

2



( ) ( )( )sin sin / .
x a

l l
x

I k x x x a dx
+

= p -∫
0 0

0

0 02

Здесь , , ..., pp N= 1 2  соответствует верхним окнам 
(в нашем случае ),pN = 4  а интеграл дается той же 
формулой (П.1) lI = ( ), , .lI k a x0 0  Теперь имеем ко-
эффициенты разложений

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,
p ps s

N NN N

k ks kp k ks kp
s p s p= = = =

α = α + α β = β + β∑ ∑ ∑ ∑0 0 0 0 0 0

1 1 1 1

учитывающие вклад от всех окон ввода энергии. 
Нулевой порядок теории возмущений означает 

( ) ,k kα = α
0  ( ) .k kβ = β

0  Компоненты плотности тока 
поляризации имеют вид

( )

( ) ( ) ( )cos sin sin ,

p
x k lmn

k

l m n

J i A

k x k y k z

= we e - α ×

×

∑0 1
 (16)

( )

( ) ( ) ( )sin cos sin ,

p
y k lmn

k

l m n

J i B

k x k y k z

= we e - α ×

×

∑0 1

( )

( ) ( ) ( )sin sin cos .

p
z k lmn

k

l m n

J i C

k x k y k z

= we e - α ×

×

∑0 1

Множитель ( )e - 1  отличен от нуля только в об-
ласти диэлектрика ( ) /b t y- < <2 ( ) / .b t+ 2  Ин-
тегрируя по этой области, получаем поправки к 
полям, обусловленные заполнением. Указанные 
поправки определяются коэффициентами kdα  
(П. 2) и kdβ  (П. 3). Уточненные поля определяются 
коэффициентами ( )

kα =1 ( ) ,kd kα + α 0  ( )
kβ =1 ( ) .kd kβ + β 0  

Полагая kα = ( ) ,kα 1  kβ = ( ) ,kβ 1  имеем первый по-

рядок теории возмущений. Его можно использо-
вать, чтобы снова пересчитать плотности тока по-
ляризации (16) и коэффициенты (П. 2), (П. 3). При 
этом пересчитывать коэффициенты ( ) ,kα 0  ( )

kβ 0  не 
нужно, они вычисляются один раз, что определя-
ет простоту метода. В случае не слишком большой 
величины e - 1  и малого коэффициента заполне-
ния /t b 1  возмущение поля диэлектриком мало, 
и итерационный процесс сходится весьма быстро 
за 1‒2 итерации. Интегралы в (16) вычисляются 
весьма просто в виде однократных сумм:

( )

( ) ,
d

p
xk x xk

V

l k lmn lm n xmm
m

i ac
I J E dxdydz

A A I′ ′
′

we e -
= = ×

× + δ α

∫

∑

0

0

1
8

1
 (17)
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p
yk y yk
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k lmn lm n ymm
m

I J E dxdydz
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′
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= α
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∑0 1
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p
zk z zk

V

n k lmn lm n zmm
m

i ac
I J E dxdydz

C C I′ ′
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we e -
= = ×

× + δ α

∫

∑

0

0

1
8

1

где обозначенные интегралы приведены в (П. 4), 
(П. 5).

2. Результаты и выводы
На рис. 2‒4 приведены результаты расчета ква-

драта поля |E|2 в плоскости /y b= 2  от x и z в ка-
мере длиной 2 м, шириной 0,9 м и высотой 0,1 м 
с продуктом толщины 3 см и , ie = -3 0 3  при 6 ок-
нах ввода энергии на каждой из боковых стенок 
и 4  окнах ввода сверху для линейной частоты 
2,45 ГГц. Вводимая мощность через каждое окно 
полагалась равной 500 Вт, т. е. полная мощность  
равнялась 8 кВт. Результат сходится для трех ите-
раций. В приведенном расчете использовано 11 ва-
риаций по каждой из осей, т. е. более 1000 мод, 
что привело ко времени счета порядка несколь-
ких секунд на персональном компьютере малой 
производительности. Моды высоких порядков 
вносят малый вклад, поэтому в расчетах можно в 
несколько раз снизить число используемых мод и 
существенно понизить время счета при сохране-
нии порядка точности. Поле симметрично отно-
сительно плоскостей /x a= 2  и / .z c= 2  На рис. 4 
также приведены результаты моделирования той 
же структуры в CST Microwave Studio с заданием 
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портов в глубине отрезков волноводов. Как видно, 
имеют место хорошее совпадение и относительно 
равномерный нагрев. Также имеет место хорошее 
соответствие распределения E 2  в сечениях для 
рис. 2 и 3. Моделирование в CST занимает при-
мерно час времени на компьютере высокой про-
изводительности. Предложенный метод удобен 
тем, что позволяет легко оптимизировать кон-
струкцию, изменяя положение окон, поскольку не 
требует большого времени счета.

Результаты моделирования приводят к следу-
ющим выводам. При движении транспортера вдоль 
оси z каждая точка продукта проходит через ло-
кальные минимумы и максимумы (рис. 2), при 
этом среднее (усредненное) поле почти не меня-
ется, что обеспечивает в среднем однородный на-
грев. При некоторых координатах z вдоль оси x ре-
ализуется достаточно однородное распределение 
выделяемой мощности, а неравномерность нагре-
ва на других линиях x компенсируется за счет дви-
жения, поскольку каждая точка проходит области 
минимумов и максимумов (рис. 3). В целом движе-
ние для распределения поля (рис. 4) обеспечивает 
достаточно равномерный нагрев. Реально темпе-
ратура при близко расположенных чередующихся 
многочисленных локальных минимумах и макси-
мумах выравнивается за счет теплопроводности. 
Следует учесть разброс (нестабильность) порядка 
1 % частот генерации магнетронов и случайность 
их фаз, что приводит к перестройке во времени 
распределений поля. Улучшить равномерность 
нагрева можно, механически меняя граничные  

условия, например вводя вентилятор с металличе-
скими лопастями, улучшающий также конвекцию 
и вывод влажного воздуха. 

Заключение

В работе получена модель возбуждения резона-
тора, имеющая ряд достоинств. Кроме весьма ма-
лого объема памяти и малого объема вычислений 

Рис. 3. Зависимость | |E 2  (В2 / м2) от координаты x (м) при раз-
ных значениях координаты z (м): 0,25 (кривая 1), 0,3 (2), 1,0 (3), 
1,75 (4), 1,7 (5) и y = b / 2
Fig. 3. Dependence of | |E 2  (V2 / m2) on the x coordinate (m) for 
different values of the z coordinate (m): 0,25 (curve 1), 0,3 (2), 1,0 (3), 
1,75 (4 ), 1,7 (5) and y = b / 2

Рис. 4. Распределение | |E 2  (В2 / м2) в плоскости x, z при  
y = b / 2 на основе теории возбуждения (сверху) и моделирова-
ние в пакете CST (снизу)
Fig. 4. Distribution of | |E 2  (V2 / m2) in the x, z plane at y = b / 2 
based on excitation theory (top) and CST modeling (bottom)

Рис. 2. Зависимость | |E 2  (В2 / м2) от координаты z (м) при раз-
ных значениях координаты x (м): 0,0 (кривая 1), 0,1 (2), 0,2 (3) и 
y = b / 2
Fig. 2. Dependence of | |E 2  (V2 / m2) on the z coordinate (m) for 
different values of the x (m) coordinate: 0,0 (curve 1), 0,1 (2), 0,2 (3) 
and y = b / 2
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отметим следующие. Учет диэлектрика не требует 
пересчета коэффициентов ( )

kα 0  и ( ) ,kβ 0  а пересчет 

kdα  и kdβ  занимает существенно меньше ресур-
сов. Неравномерный нагрев может приводить 
к локальному изменению ДП в зависимости от 
мощности, например за счет расширения диэлек-
трика или уменьшения влажности. Эти явления 
легко учесть в алгоритме как неоднородную ДП, 
при этом интегралы по области диэлектрика сле-
дует определять численно. Это же относится и к 
использованию нелинейного диэлектрика в виде

( )e =r ( ) ,l
 e + e 
 

E r 2


где le  ‒ линейная часть ДП, ( ) .e =0 0  Изначаль-
но однородный диэлектрик при введении в поле 
становится неоднородным и влияет на само поле. 
Если функция e  возрастающая, то в силу вытал-
кивания поля из диэлектрика и ограниченной 
мощности возникает насыщение поля. Примером 
сильно нелинейного диэлектрика на СВЧ может 
служить слабо ионизированная газовая плазма 
низкого давления в стеклянной колбе. Большая 
длина свободного пробега электронов позволяет 
им приобретать за полупериод поля энергию по-
рядка 15‒20 эВ и более, достаточную для ударной 
ионизации нейтральных атомов. Это приводит к 
«поджигу» плазмы СВЧ-полем даже в относитель-
но слабых полях, что может быть применено для 
магнетронного плазменного напыления из газо-
вой фазы [18]. Предложенная модель может быть 
использована для моделирования магнетронного 
напыления на достаточно большую поверхность в 
прямоугольном СВЧ плазменном реакторе.

Предложенный метод анализа возбуждения эф-
фективен, если известны собственные функции 
области (для параллелепипеда, цилиндра, сферы). 
Например, можно анализировать возбуждение 
полосковой структуры в прямоугольном экране 
на подложке дельта-током в зазоре полоска, че-
рез окна связи или любыми другими заданными 
линейными, поверхностными или объемными ис-
точниками. При этом форма диэлектрика может 
быть произвольна: соответствующие интегралы 
для определения коэффициентов разложения тог-
да вычисляются численно.

Таким образом, в работе предложены модель 
и итерационный алгоритм для решения задачи о 
возбуждении объема в виде прямоугольного па-
раллелепипеда с диэлектриком через окна ввода 
энергии, которую можно использовать как в ли-
нейном, так и в нелинейном случаях. Алгоритм 
реализован для моделирования установки СВЧ-
нагрева. Учет потерь в стенках возможен как вве-
дение дополнительных поверхностных стоков с 
импедансными условиями Лентовича – Щукина. 
Более точный учет неидеальных стенок требует ис-
пользования базиса расширенной области и вклю-
чения в рассмотрение поверхностного слоя ди-
электрика с толщиной 2–3 скин-слоя. Полученная 
модель требует минимальных вычислительных 
ресурсов и удобна для численной оптимизации 
(см. приложение). 
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Приложение
Интегралы в (14) и (15) имеют вид

( ) ( )( )sin sin /
y a

m m
y

I k y y y a dy
+

= p -∫
0 0

0

0 02

и значение

( )
( )( )( ) ( )( )

( )( )( ) ( )( )

, ,

sin / / sin / /

/

sin / / sin / /
.

/

m m

m m

m

m m

m

I I k a y

k a y a y a k a y y a

k a

k a y a y a k a y y a

k a

= =

- p + + p - - p + p
= -

- p

+ p + - p - + p - p
-

+ p

0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0

Коэффициенты, учитывающие влияние диэлектрика для разложений (16), определены как

(П. 1)
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Excitation of a rectangular resonator through communication 
windows in the conveyor installation of microwave heating
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Abstract –Based on the excitation theory of L.A. Vainstein obtained simple and convenient iterative relations for excitation 
of a resonator in the form of a rectangular parallelepiped with a dielectric layer through several coupling windows in its walls. 
The expansion of the field in terms of the complete system of solenoidal functions of a rectangular resonator is used. Solenoidality 
is due to the fact that the electric fields of excitation in the openings of rectangular waveguides on the resonator walls, fed 
through coaxial-waveguide transitions, are tangent to the boundaries of the heated dielectric layer. Simple formulas for expansion 
coefficients and calculation of fields are obtained. It is convenient to solve the obtained implicit formulas iteratively; in this case, 
it is possible to take into account both a linear dielectric and a nonlinear dielectric, the permittivity of which depends on the 
square of the electric field. The algorithm is implemented to simulate a conveyor installation of microwave heating. It is possible 
to modify the algorithm by introducing potential basic subsystems of functions for the case of modeling complex dielectric 
inclusions. The results are suitable for modeling other nonlinear inclusions, as well as in problems when using volumetric given 
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sources instead of surface ones. For given electric fields in the coupling windows, the power entering the resonator is calculated 
on the basis of the Poynting vector.

Keywords – resonator excitation; microwave heating; conveyor processing; microwave filter; diaphragm in the waveguide.
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Эквивалентная схема замещения дросселя 
на нанокристаллическом сердечнике с большой 

магнитной проницаемостью
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Аннотация – По измеренным частотным характеристикам сопротивления дросселя на основе тороидального 
сердечника, навитого из тонкой (18 мкм) нанокристаллической ленты, с разным количеством витков обмотки была 
построена эквивалентная схема замещения в широком диапазоне частот (0 Гц – 500 МГц). Данная схема замещения была 
построена с учетом физических процессов, протекающих в дросселе: влияние сопротивления провода, влияние материала 
сердечника, взаимное влияние провода и материала сердечника. В статье была сделана попытка объяснить, почему 
частотные характеристики (модуль и фаза) комплексного сопротивления дросселя имеют такой характер в широкой 
полосе частот (до 500 МГц). Показано, что для построения схемы замещения дросселя (структуры и параметров) измерения 
только модуля сопротивления дросселя недостаточно, необходимо измерять также фазу комплексного сопротивления 
дросселя, что во многих работах по синтезу схемы замещения дросселя игнорируется. Показано принципиальное отличие 
работы нанокристаллического сердечника от ферритового в применении к ВЧ-фильтрам.

Ключевые слова – дроссель; нанокристаллический сердечник; схема замещения; комплексное сопротивление; 
комплексная магнитная проницаемость.
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Введение

Любая современная радиоэлектронная аппа-
ратура (РЭА) не обходится без реактивных эле-
ментов. Одними из важных и наиболее сложных 
(в расчете и производстве) реактивных элементов 
являются дроссели. Они служат частью сглажи-
вающего фильтра и фильтра радиопомех (ФРП) 
в  современных импульсных источниках электро-
питания. Поэтому при проектировании РЭА 
разработчикам необходимо знать частотные 
характеристики импедансов (комплексных со-
противлений) дросселей, а также их точные вы-
сокочастотные эквивалентные электрические 
структурно-параметрические схемы замещения 
(поведенческие модели) в широком диапазоне ча-
стот до 100 МГц и выше, хорошо адаптируемые к 
современным вычислительным программам схе-
мотехнического моделирования.

Современное развитие измерительной техни-
ки позволило измерять комплексное сопротивле-
ние дросселя в широкой области частот (больше 
10 МГц). Но данные измерения комплексного со-
противления дросселя стали производить сравни-
тельно недавно [1; 2]. Измерение частотных харак-
теристик комплексного сопротивления реального 

дросселя в широком диапазоне частот (до 500 МГц) 
[3–6] позволило увидеть, что реальный дроссель 
в широкой области частот представляет собой 
сложное устройство и использование «старых» 
НЧ-схем замещения не всегда корректно при про-
ектировании РЭА.

В [7] была построена схема замещения дросселя 
с тороидальным ферритовым сердечником, т. к. 
именно этот материал наиболее часто использу-
ется в силовой электронике. Данная схема заме-
щения была построена с учетом физических эф-
фектов (влияние сопротивления провода, влияние 
материала сердечника, взаимное влияние провода 
и материала сердечника), т. е. была сделана попыт-
ка объяснить, почему частотные характеристики 
(модуль и фаза) комплексного сопротивления так 
ведут себя в широкой полосе частот (до 500 МГц). 
Она отличается от схемы замещения, предло-
женной в [1; 2], тем, что является более высоко-
частотной и при ее расчете рассматривалась фаза 
комплексного сопротивления дросселя; это позво-
лило лучше объяснить физические процессы, про-
текающие в дросселе.

В данной статье рассматривается построение 
схемы замещения дросселя на основе тороидаль-
ного сердечника, навитого из тонкой (18 мкм) 
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нанокристаллической ленты. Подобные маг-
нитные материалы имеют принципиальные от-
личия от традиционных ферритов, пермаллоев, 
магнитодиэлектриков.

Аморфные сплавы производятся по технологии 
сверхбыстрого охлаждения расплава со скоростью 
охлаждения более миллиона градусов Цельсия в 
секунду. За счет высокой скорости охлаждения 
в металле не успевает сформироваться кристал-
лическая решетка, и он застывает в виде ленты с 
аморфной внутренней структурой, свойственной 
стеклу и жидкостям. Аморфная структура сплава 
обеспечивает хорошую подвижность магнитных 
доменов, не связанных кристаллической решет-
кой, что определяет отличные магнитомягкие 
свойства.

Структура аморфных сплавов имеет ближний 
порядок, т. е. состоит из упорядоченных микро-
группировок атомов. Другим представителем 
нового класса метастабильных быстро охлажден-
ных сплавов и активным соперником аморфных 
сплавов являются нанокристаллические сплавы. 
«Материнской» основой нанокристаллического 
сплава служит исходный аморфный сплав опре-
деленного состава (Fe-Cu-Nb-Si-B). Методом по-
лучения наноструктуры является прецизионный 
отжиг – регулируемая кристаллизация из исход-
ного аморфного состояния. Структура нанокри-
сталлического сплава представляет собой двух-
фазную систему, одной из фаз которой выступают 
нанокристаллы, а другой – остаточная аморфная 
матрица. Свойства наносплава зависят от состава, 
размера и количества нанокристаллов, а также их 
соотношения с аморфной фазой. По своим свой-
ствам нанокристаллический сплав превосходит 
аморфный сплав на основе кобальта при меньшей 
цене. Имея высокую индукцию насыщения (1,2 Тл 
против 0,6 Тл), высокую температуру Кюри (560 °С 
против 235 °С), обеспечивая высокую рабочую 
температуру (180 °С против 100 °С), а также хоро-
шую температурную стабильность в широком диа-
пазоне рабочих температур от -60 °С до +155 °С 
(изменение проницаемости не более 15 %), новый 
нанокристаллический материал на основе желе-
за представляет большой интерес для различных 
применений. Одним из самых массовых примене-
ний этих материалов являются синфазные дроссе-
ли, широко используемые в фильтрах радиопомех 
и импульсных источниках питания различного 
назначения. В данном применении высокая про-
ницаемость материала позволяет резко сократить 
длину провода, собственные характеристики ко-

торого на высоких частотах имеют важное значе-
ние, что будет показано в данной статье.

В [1; 2] была предложена схема замещения для 
подобного нанокристаллического дросселя, но 
она, как и в случае с ферритовым сердечником, 
имеет те же недостатки: не является достаточно 
высокочастотной (до 100 МГц) и при ее расчете 
не рассматривалась фаза комплексного сопро-
тивления дросселя. Кроме того, в схеме замеще-
ния дросселя, используемой в [1; 2], применяются 
длинная линия, параметры которой неясно, как 
выбирать, и предложенную схему замещения до-
статочно сложно модернизировать для создания 
схемы замещения для двух- или трехобмоточно-
го дросселя или трансформатора – приходится с 
нуля создавать новую схему замещения [8].

В данной статье производится построение схе-
мы замещения дросселя с учетом физических эф-
фектов (влияние сопротивления провода, влияние 
материала сердечника, взаимное влияние провода 
и материала сердечника), т. е. делается попытка 
объяснить, почему частотные характеристики (мо-
дуль и фаза) комплексного сопротивления так ве-
дут себя в широкой полосе частот (порядка 1 ГГц).

1. Комплексное сопротивление 
дросселя на феррите

В [7] были проведены измерения модуля и фазы 
полного (комплексного) сопротивления дроссе-
лей, использующего в качестве сердечника коль-
цевой сердечник из феррита N87. Измерения про-
водились на анализаторах импеданса Keysight 
E4982A (в диапазоне частот от 1 МГц до 3 ГГц) и 
Е7-28 (в диапазоне частот 1 кГц до 1 МГц). На рис. 1 
(цифра 1) показаны измерения модуля и фазы ком-
плексного сопротивления дросселя с одним вит-
ком. После этого совместно с сотрудниками НТЦ 
СЗЛ (г. Санкт-Петербург) были измерены модуль и 
фаза комплексных сопротивлений дросселей, на-
мотанных на том же самом сердечнике, но другой 
партии, с большим количеством витков. На рис. 1 
(цифры 2 и 3) показаны модуль и фаза комплекс-
ного сопротивления этих измеренных дросселей с 
одним и семью витками соответственно. Кольце-
вой сердечник имел размеры 50 × 28,6 × 20,3 мм. 
Провод был длиной 60 см и ∅ = 0,95 мм.

Как было описано в [7] и видно из рис. 1, из-
менение количества витков (с одного до семи) 
в дросселе на феррите приводит к изменению как 
модуля, так и фазы комплексного сопротивления 
дросселя. Это обуславливает построение схемы 
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замещения данного дросселя со сложной зависи-
мостью от количества витков. Как было описано 
в [7], это связано с тем, что сердечник дросселя 
после частот выше единиц МГц уже не представ-
ляет собой магнитный материал, поскольку ком-
плексная магнитная проницаемость (веществен-
ная и мнимая составляющие) резко уменьшается, 
а вещественная составляющая становится отри-
цательной. Кроме того, надо учитывать высоко-
частотный (сотни МГц) всплеск комплексного со-
противления дросселя (рис. 1), возникающий из-за 
того, что начинает проявляться эффект длинных 
линий, т. к. геометрические размеры провода ста-
новятся соизмеримы с длиной волны электромаг-
нитного колебания на частотах в сотни МГц [7].

2. Комплексное сопротивление 
дросселя на сердечнике 

из нанокристаллического сплава

В ПАО «Мстатор» (г. Боровичи) были проведены 
измерения модуля и фазы комплексного сопро-
тивления дросселей (рис. 2), намотанных на нано-
кристаллическом кольцевом сердечнике MSFN-
25S-TH с разным количеством витков и длиной 
провода (рис. 3). Измерения проводились на ана-
лизаторах импеданса Keysight E4982A (в диапазо-
не частот от 1 МГц до 3 ГГц) и Keysight E4980AL 
(в  диапазоне частот 100 Гц до 1 МГц). Кольцевой 
сердечник, навитый из нанокристаллической лен-
ты АМАГ 200С на основе железа, имел размеры 
25 × 16 × 10 мм. Для защиты магнитного материа-

б
Рис. 1. Измеренные модуль (а) и фаза (б) комплексного сопротивления дросселя (сердечник N87) с различным количеством витков 
и длиной провода: 1) 1 виток (15 см), 2) 1 виток (60 см), 3) 7 витков (60 см)
Fig. 1. Measured magnitude (a) and phase (b) of inductor impedance (N87 core) for different numbers of turns and wire length: 1) 1 turn 
(15 cm), 2) 1 turn (60 cm), 3) 7 turns (60 cm)

а
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ла от давления провода и для изоляции использо-
вался пластмассовый контейнер. Размеры в кон-
тейнере 27,7 × 13,8 × 12,5 мм. Провод был разной 
длины (6 см и 38 см) и ∅ = 1,5 мм.

Измеренные частотные характеристики ком-
плексного сопротивления дросселя (рис. 2) позво-
ляют заключить, что изменение количества витков 
дросселя, использующего данный тип сердечника, 
приводит лишь к изменению модуля комплексно-
го сопротивления дросселя, в отличие от дросселя, 
использующего ферритовый сердечник (рис.  1). 
Изменение фазы комплексного сопротивления 
дросселя связано с наличием емкости, зависящей 
лишь от длины провода (рис. 2). Это, скорее всего, 
связано с тем, что начинает проявляться эффект 
длинных линий, что далее более подробно будет 

рассмотрено в статье. Из вышесказанного следу-
ет, что достаточно сделать схему замещения для 
одновиткового дросселя, а далее ее будет легко 
масштабировать для любого количества витков 
и размеров сердечника. По аналогии с [7] для по-
нимания методики составления схемы замещения 
реального дросселя частотные характеристики  
модуля и фазы его измеренного комплексного со-
противления были разбиты на шесть принципиаль-
но отличающихся характерных участков (рис.  4),  
в которых проявляются различные физические ха-
рактеристики реального дросселя.

Для данного сердечника (MSFN-25S-TH) по из-
меренному сопротивлению одновиткового дрос-
селя (рис. 2, кривая 1) была определена комплекс-
ная проницаемость материала сердечника (рис. 5)

б
Рис.  2. Измеренные модуль (а) и фаза (б) комплексного сопротивления дросселя (сердечник MSFN-25S-TH) с различным  
количеством витков и длиной провода: 1) 1 виток (6 см), 2) 1 виток (38 см), 3) 7 витков (38 см)
Fig. 2. Measured magnitude (a) and phase (b) of inductor impedance (MSFN-25S-TH core) for different numbers of turns and wire length: 
1) 1 turn (6 cm), 2) 1 turn (38 cm), 3) 7 turns (38 cm)

а



104
Дмитриков В.Ф. и др. Эквивалентная схема замещения дросселя на нанокристаллическом сердечнике ...

Dmitrikov V.F. et al. Equivalent circuit of an inductor on a nanocrystalline core ...

Рис.  3. Дроссель (сердечник MSFN-25S-TH) с различным количеством витков и длиной провода: а – 1 виток (6 см);  
б – 1 виток (38 см); в – 7 витков (38 см)
Fig.  3. Inductor (MSFN-25S-TH core) with different numbers of turns and wire length: a – 1 turn (6 cm); b – 1 turn (38 cm);  
c – 7 turns (38 cm)

Рис. 4. Разбивка на области модуля и фазы комплексного сопротивления дросселя
Fig. 4. Magnitude and phase of inductor impedance (partition into areas)

а

б в
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( ) '( ) "( ),j j j jm w = m w - m w  (1)

где m’, m” – вещественная и мнимая составляющие 
комплексной магнитной проницаемости материа-
ла, которые определяются как

( )( )L
L

Ô ÇÀÏ

( )
'( ) sin arg ( ) ,

Z j
j Z j

Ê Ê
w

m w = w
wm0

 (2)

( )( )L
L

Ô ÇÀÏ

( )
"( ) cos arg ( ) ,

Z j
j Z j

Ê Ê
w

m w = w
wm0

 (3)

где ZL – измеренное комплексное сопротивление 

дросселя; Ô lnh RÊ
r

=
p2

 – коэффициент формы, 

введенный в [7], характеризующий геометрические 
размеры сердечника: h – высота тороидального 
сердечника, R – наружный радиус тороидального 
сердечника, r – внутренний радиус тороидального 
сердечника; KЗАП – коэффициент заполнения тора 
сердечника материалом (для этого материала по 
ТУ KЗАП = 0,72).

Низкочастотная область (участки 1 и 2 на 
рис. 4). Из измеренных частотных характеристик 
комплексного сопротивления дросселя можно 
сделать вывод, что реальный дроссель представ-
ляет собой идеальную катушку индуктивности 
лишь в достаточно узком интервале частот: от 
150 Гц – 1,5 кГц (рис. 4). Это соответствует участ-
ку 2 на рис. 3, что хорошо видно по фазе комплекс-
ного сопротивления (когда фаза близка 90°). Это 
также соответствует области частот, в которой 
магнитная проницаемость материала практиче-
ски постоянна, т. е. ( )jm w ≈ m  (рис. 5). В этом случае  

индуктивность дросселя с тороидальным сердеч-
ником определяется классической формулой [9] 
с учетом коэффициента заполнения KЗАП (особен-
ность витых ленточных магнитопроводов):

Ô ÇÀÏ,L n K K= m m 2
0  (4)

где m0 = 4p×10–7 Гн/м – магнитная постоянная, m – 
относительная магнитная проницаемость сердеч-
ника, n – количество витков.

Для данного сердечника (25 × 16 × 10 мм) вы-
числяем KФ = 0,71×10–3. При магнитной проница-
емости сердечника m = 1,37×105 (рис. 5) и KЗАП =  
= 0,72 получаем расчетное значение индуктивности 
одновиткового дросселя L = 88 мкГн, практически 
близкое индуктивности L = 89,2 мкГн, полученной 
из частотных характеристик экспериментально 
измеренного комплексного сопротивления дрос-
селя (рис. 4). Причина такого небольшого разли-
чия полученных значений индуктивностей будет 
рассмотрена в статье позже.

На частотах значительно ниже 150 Гц начинает 
сказываться сопротивление провода (для одновит-
кового дросселя), и реальный дроссель представ-
ляет собой последовательное сопротивление ре-
зистора RW (сопротивление провода) и идеальной 
катушки индуктивности L (рис. 6). Условие, когда 
реальный дроссель можно считать идеальной  

Рис. 5. m’(jw) и m”(jw) для сердечника MSFN 25S-TH (из измерения сопротивления дросселя)
Fig. 5. m’(jw) and m”(jw) of MSFN 25S-TH core (obtained from measured inductor impedance)

Рис. 6. Низкочастотная схема замещения дросселя
Fig. 6. Low-frequency inductor equivalent circuit
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катушкой индуктивности, можно записать следу-
ющим образом [7]:

W ,f f≥  где ( ) W
W .

R
f

L
= -9 10  (5)

Сопротивление провода RW было измерено: 
3,2 мОм (для провода 38 см). Тогда, используя (5), 
получаем частоту fW порядка 300 Гц (для одновит-

кового дросселя с длиной провода 38 см). Так как 
частота fW определялась из условия отличия фазы 
от 90° на 1-2° [7], то во многих практических при-
менениях ее можно разделить на 2, что и видно по 
рис. 4. Таким образом, получаем fW = 150 Гц.

Определение верхней частоты fC (рис. 4), ког-
да дроссель можно считать еще идеальным,  

а б
Рис. 7. Провод разной длины: а – 6 см; б – 38 см
Fig. 7. Wire of different length: a – 6 cm; b – 38 cm

б
Рис. 8. Модуль (а) и фазы (б) комплексного сопротивления провода (∅ = 1,5 мм) разной длины (6 см и 38 см): измеренное значение 
в сравнении со схемой замещения
Fig. 8. Magnitude (a) and phase (b) of wire (∅ = 1,5 mm and different length: 6 cm and 38 cm) impedance: measured value versus different 
equivalent circuit data

а



107
Физика волновых процессов и радиотехнические системы. 2022. Т. 25, № 4. С. 100–121
Physics of Wave Processes and Radio Systems, 2022, vol. 25, no. 4, pp. 100–121

тоже  следует вычислять по фазе комплексного 
сопротивления дросселя. Если рассчитывать эту 
частоту по графику модуля, то получим значение 
порядка 10–20 кГц. А на этих частотах фаза уже со-
ставляет порядка 75–60° (рис. 4). То есть дроссель 
представляет собой RL-контур на этих частотах. 
Таким образом, только фаза комплексного сопро-
тивления позволяет корректно определить, когда 
реальный дроссель можно считать идеальной ин-
дуктивностью, и измерять индуктивность дрос-
селя нужно только в этом диапазоне частот. Из-
мерения на всех остальных частотах будут давать 
некорректный результат.

Комплексное сопротивление провода. Для ис-
пользуемого провода диаметром 1,5 мм, длиной  
6 и 38 см (рис. 7) было измерено комплексное со-
противление (рис. 8), из которого видно, что провод 
на частотах выше единиц кГц уже нельзя считать 
резистором, а начиная с 1 МГц – это уже идеаль-
ная индуктивность. Из экспериментально изме-
ренных модуля и фазы комплексного сопротивле-
ния дросселя (рис. 6) были определены параметры 
схемы замещения провода (рис. 7): LW = 0,27 мкГн,  
RW = 3,2 мОм, CR = 2,5 пФ, RR = 10 кОм (для прово-
да длиной 38 см) и LW = 0,023 мкГн, RW = 0,4 мОм, 
CR = 0,8 пФ, RR = 10 кОм (для провода длиной 6 см). 
Измерения проводились для проводов в виде пло-
ской петли (рис. 7).

Сопротивление провода можно рассчитать по 
известной формуле:

W ,lR
r

= r
p 2

 (6)

где r – удельное сопротивления вещества провода 
(для меди оно равно 0,0175 Ом/(мм2×м)), l – длина 
провода в м, r – радиус поперечного сечения про-
вода в мм.

Для провода диаметром 1,5 мм и длиной 38 см, 
используя (6), получаем сопротивление 3,76 мОм, 
что достаточно близко значению, определенному 
в схеме замещения (3,2 мОм) из условия близости 
частотных характеристик схемы замещения и экс-
периментально измеренных частотных характе-
ристик провода (рис. 8). Аналогично для провода 
длиной 6 см получаем сопротивление 0,59  мОм. 
Но оно уже отличается от значения, определенно-
го в схеме замещения (0,4 мОм). Из рис. 8 видно, 
что при малой длине (6 см) провода видим ошибку 
в определении ФЧХ, что говорит о погрешности 
измерения провода малой длины в этой области 
частот данным прибором (Keysight E4980AL), ко-
торая и дает ошибку в вычислении сопротивления 
провода порядка 30 %.

Индуктивность прямолинейного провода кру-
гового сечения можно определить по следующей 
формуле [10]:

W ln ,
l lL

r
m   

= -  p   
0 2 3

2 4
 Гн,  (7)

или W , ln ,lL l
d

  
= -  

  

4 30 2
4

 мкГн,

где d – диаметр провода.
Для провода диаметром 1,5 мм и длиной 38 см, 

используя (7), получаем индуктивность 0,469 мкГн, 
что значительно расходится с индуктивностью, 
определенной в схеме замещения (0,27 мкГн). Для 
провода длиной 6 см, применяя (7), выводим ин-
дуктивность 0,043 мкГн, что также расходится с 
индуктивностью, определенной в схеме замеще-
ния (0,023 мкГн). Измерения индуктивности про-
вода на приборе Е7-5 (измерительный мост) дали 
похожие результаты для проводов 38 см и 6 см: 
0,27 мкГн и 0,02 мкГн.

Данные различия значений полученных индук-
тивностей с индуктивностями, рассчитанными по 
формуле (7), связаны с тем, что все измерения про-
водов осуществлялось для проводов в виде пло-
ской петли (рис. 7), а формула (7) дана для прямо-
линейного провода. Измерить же прямолинейный 
провод указанных длин на известных приборах не 
представляется возможным.

Влияние материала сердечника дросселя (уча-
сток 3 на рис. 4). На частотах выше 1,5 кГц (рис. 4) 
характер комплексного сопротивления дросселя 
зависит от изменения магнитных свойств мате-
риала сердечника (рис. 5). Это связано с тем, что 
относительная магнитная проницаемость матери-
ала является не константой m, а частотно-зависи-
мой комплексной величиной ( )jm w  [11–13].

Снижение фазы комплексного сопротивления 
дросселя начинается с 1 кГц (рис. 4). Это связано с 
проявлением резистивных (тепловых) потерь в сер-
дечнике – падением вещественной и увеличением  

Рис. 9. Схема замещения провода
Fig. 9. Wire equivalent circuit
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 а б
Рис. 10. Схемы замещения дросселя, учитывающие влияния сердечника
Fig. 10. Core-behavior inductor equivalent circuits

б
Рис. 11. Модуль (а) и фазы (б) комплексного сопротивления дросселя: измеренное значение в сравнении с различными схемами 
замещения: 1) рис. 10, а, 2) рис. 10, б, 3) рис. 10, в
Fig.  11. Magnitude (a) and phase (b) of inductor impedance: measured value versus different equivalent circuit data: 1) fig.  10, a,  
2) fig. 10, b, 3) fig. 10, c

а
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мнимой составляющей комплексной магнитной 
проницаемости материала сердечника (рис. 5). 
На этом участке частот дроссель можно заменить 
параллельным RL-контуром (рис. 10, а). Тогда со-
противление дросселя будет определяться по 
формуле

( )arctg
L

C
( ) ,jj L LZ j e

j L R
°- wtw w

w = =
+ w + w t

90

2 21 1
 (8)

где CL Rt =  - постоянная времени.
В этом случае частотные характеристики сопро-

тивления схемы замещения и измеренные имеют 
хорошее совпадение до 60 кГц (рис. 11, кривая 1). 
Параметры полученной модели (рис. 10, а): L  = 
= 89,2 мкГн, RC = 22 Ом. Чтобы получить хорошее 
совпадение на более высоких частотах (рис.  11, 
кривая 2), необходимо вместо постоянного со-
противления RС (рис. 10, а) использовать частот-
но-зависимое сопротивление, т. е. в схему заме-
щения надо добавить RL-контур (рис. 10, б). Тогда 
сопротивление дросселя будет вычисляться по  
формуле

C1 C2

C1 C2
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где L L= 1  - индуктивность дросселя;
t =1 C1 ,L R1     t =2 C2 ,L R2
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- постоянные времени.
В этом случае частотные характеристики со-

противления схемы замещения и эксперимен-
тально измеренные имеют хорошее совпадение до 
600 кГц (рис. 11, кривая 2). Параметры полученной 
модели (рис. 10, б): L1 = 89,2 мкГн, L2 = 14 мкГн, 
RC1 = 22 Ом, RC2 = 20 Ом. Для дальнейшего совпа-
дения частотных характеристик необходимо еще 
несколько RL-контуров (рис. 10, в). В этом случае 
получаем достаточно хорошее совпадение частот-
ных характеристик (измеренных и схемы замеще-
ния) до 10 МГц. Далее (выше 10 МГц) начинается 
следующий участок (№ 4) комплексного сопротив-

ления дросселя (рис. 4). Параметры полученной 
модели (рис. 10, в): L1 = 89,2 мкГн, L2 = 14 мкГн, L3 = 
= 4 мкГн, L4 = 0,5 мкГн, RC1 = 22 Ом, RC2 = 20 Ом, 
RC3 = RC4 = 30 Ом.

В [1; 2] данное поведение модуля и фазы ком-
плексного сопротивления дросселя объяснялось 
действием скин-эффекта. Но это не может быть 
скин-эффектом, т. к. скин-эффект – это явление 
при протекании тока в проводнике, а данная харак-
теристика комплексного сопротивления опреде-
ляется только комплексной магнитной проница-
емостью сердечника (причина такой комплексной 
магнитной проницаемости сердечника  – это уже 
другой вопрос), и при скин-эффекте из-за пере-
менного магнитного поля возникает переменное 
электрическое поле, выталкивающее электриче-
ские заряды из проводника, а на частотных харак-
теристиках комплексного сопротивления дроссе-
ля в этой области частот (где фаза больше нуля) 
наблюдается превосходство действий магнитного 
поля над действием электрического поля.

Определим частоту fС (рис. 4), начиная с кото-
рой необходимо учитывать влияние изменения 
магнитных свойств материала сердечника. Для 
этого воспользуемся фазой комплексного сопро-
тивления дросселя, т. е. arg(Z(jwC)) < 89°. Используя 
(8), получаем arctg wt > 1° или

C C , .L Rw > 0 0175  (10)

Тогда частота, начиная с которой необходимо учи-
тывать влияние изменения магнитных свойств 
материала сердечника, определяется как

C,f f>  где C
C ,

R
f

L
=

360
 (11)

что аналогично формуле, полученной в [7] для 
ферритового сердечника. В нашем случае (L = 
= 89,2 мкГн, RC = 22 Ом) получаем fC = 623 Гц. Так 
как частота fC определялась из условия отличия 
фазы от 90° на 1°, то во многих практических при-
менениях ее можно увеличить в 2 раза, что и вид-
но по рис. 4, 11. Таким образом, fC = 1,2 кГц.

Высокочастотная область (участки 4 и 5 на 
рис. 4). После 10 МГц происходит увеличение мо-
дуля и фазы комплексного сопротивления дроссе-
ля (рис. 4). Это равносильно тому, что в схеме за-
мещения дросселя добавляется последовательно 
включенная индуктивность LW (рис. 12). Величина 
этой индуктивности равна индуктивности прово-
да LW = 0,27 мкГн, то есть в этом диапазоне частот 
комплексное сопротивление, определяемое сер-
дечником, уже будет соизмеримо с комплексным 
сопротивлением провода (влияние индуктивности 
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Рис. 12. Схема замещения дросселя с учетом индуктивности провода
Fig. 12. Inductor equivalent circuit taking into account the wire inductance

б
Рис. 13. Модуль (а) и фазы (б) комплексного сопротивления дросселя: измеренное значение в сравнении с различными схемами 
замещения провода: 1) с учетом только индуктивности провода, 2) с учетом всех параметров провода
Fig. 13. Magnitude (a) and phase (b) of inductor impedance: measured value versus different wire equivalent circuit data: 1) with wire 
inductance only, 2) with all parameters of wire equivalent circuit

а
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провода). Чтобы суммарная индуктивность не из-
менилась, необходимо на эту величину уменьшить 
индуктивность L1 (рис. 12). В этом случае имеем 
хорошее совпадение измеренных модуля и фазы 
комплексного сопротивления дросселя с частот-
ными характеристиками схемы замещения дрос-
селя до 80–90 МГц (рис. 13, кривая 1).

При дальнейшем увеличении частоты наблюда-
ется ВЧ-резонанс комплексного сопротивления 
дросселя на частоте 180 МГц (рис. 4, 13). Данная 
частота близка частоте ВЧ-резонанса (198 МГц) 
комплексного сопротивления провода (рис. 8). 
Из этого следует, что на комплексное сопротивле-

ние дросселя на частотах от 10 МГц до 80–90 МГц 
(участок 4 на рис. 4) начинает оказывать влияние 
индуктивность провода, а на частотах выше 80–
90 МГц (участок 5 на рис. 4) начинают влиять па-
раметры схемы замещения провода: CR = 2,5 пФ, 
RR = 10 кОм. В этом случае схема замещения дрос-
селя (рис. 14) дает частотные характеристики, до-
статочно близкие измеренным частотным характе-
ристикам комплексного сопротивления дросселя до 
400–500 МГц (рис. 13, кривая 2).

Разделение влияние провода и сердечника 
в схеме замещения дросселя. Как было сказано 
в начале статьи, изменение количества витков 

Рис. 14. Схема замещения дросселя с учетом параметров провода
Fig. 14. Inductor equivalent circuit taking into account the wire parameters

Рис. 15. Схема замещения дросселя с произвольным количеством витков
Fig. 15. Inductor equivalent circuit with various number of turns
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дросселя с использованием сердечника из нано-
кристаллического сплава на основе железа при-
водит лишь к изменению модуля комплексного 
сопротивления дросселя (рис. 2). Для масштабиро-
вания схемы замещения одновиткового дросселя 
(рис. 14) на любое количество витков разнесем по 
отдельным схемам влияние сердечника и прово-
да дросселя и свяжем их зависимым источником 
напряжения E1, зависящим от напряжения, созда-
ваемого сердечником, и зависимым источником 
тока G1, зависящим от тока, протекающего в про-
воде (рис. 15).

Уточнение схемы замещения дросселя. До 
этого момента рассматривалось комплексное со-
противление с разным количеством витков, но 
с одинаковой длиной провода. В реальности же 
меньшее количество витков имеет более короткую 
длину провода. Поэтому скорректируем схему за-
мещения дросселя (рис. 15) для случая одного вит-
ка минимальной длины (6 см). На рис. 2, кривая 1 
представлены измеренные модуль и фаза ком-
плексного сопротивления этого дросселя.

Для этого случая была скорректирована схе-
ма замещения сердечника дросселя: добавлен  
RL-контур (рис. 16), и были получены частотные 
характеристики получившейся схемы замещения, 
которые достаточно близки измеренным моду-
лю и фазе комплексного сопротивления дросселя 

(рис. 17). Параметры получившейся модели сер-
дечника дросселя: L1 = 88,9 мкГн, L2 = 14 мкГн, L3 =  
= 4 мкГн, L4 = 0,5 мкГн, L5 = 0,075 мкГн, RC1 = 22 Ом, 
RC2 = 20 Ом, RC3 = RC4 = 30 Ом, RC5 =15 Ом.

В этом случае (для одновиткового дросселя) по-
лучаем те же самые частотные характеристики 
комплексного сопротивления дросселя (рис.  18, 
кривые 1, 2). Чтобы вычислить частотные харак-
теристики для дросселя с 7 витками, в данной 
схеме замещения дросселя (рис. 16) необходи-
мо только изменить параметр К с 1 до 49. Кроме 
этого, нужно скорректировать значение сопро-
тивления RR (с 10 кОм до 500 кОм). В этом случае 
получаем частотные характеристики схемы заме-
щения дросселя достаточно близкими измерен-
ным частотным характеристикам комплексно-
го сопротивления дросселя с 7 витками (рис. 18,  
кривые 3, 4).

Таким образом была получена схема замеще-
ния дросселя, которая легко пересчитывается для 
любого количества витков (коэффициент К равен 
квадрату витков обмотки). В случае использова-
ния сердечника с другими геометрическими раз-
мерами необходимо в коэффициент К добавить 
сомножитель, равный отношению нового коэффи-
циента формы КФ к старому коэффициенту фор-
мы КФ (для данного сердечника (25 × 16 × 10 мм) 
КФ = 0,71×10-3).

Рис. 16. Схема замещения дросселя
Fig. 16. Inductor equivalent circuit
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Определение комплексной магнитной прони-
цаемости материала сердечника. Кроме выше-
описанных преимуществ такое разделение схемы 
замещения дросселя на влияние провода и влия-
ние сердечника позволяет по отдельности рассма-
тривать влияние провода и сердечника без зави-
симости от количества витков, т. е. можно сразу 
из схемы замещения определить комплексную 
проводимость сердечника. Для этого необходимо 
в схеме замещения (рис. 16) поделить напряжение 
на источнике тока G1 на ток в источнике тока G1, 
т. е. надо найти G1( )Z jw = G1 G1( ) ( ).U j I j= w w   Тогда 
частотные зависимости m’(jw) и m”(jw) будут вы-
числяться по формулам (2) и (3), только вместо 
ZL надо использовать ZG1. Получаем следующую 
комплексную магнитную проницаемость матери-
ала, рассчитанную из схемы замещения (рис. 19,  

«схема замещения») в  сравнении с рассчитан-
ной магнитной проницаемостью материала, 
определенной из измеренного комплексного со-
противления одновиткового дросселя (рис. 19,  
«измерения»).

Тогда получаем скорректированное значение 
магнитной проницаемости сердечника m = 1,383 ×  
× 105 (рис. 19), дающее расчетное значение индук-
тивности одновиткового дросселя L = 88,9 мкГн, 
которое на значение индуктивности провода  
(LW = 0,27 мкГн) меньше полученной индуктивно-
сти (L = 89,2 мкГн) из измеренных частотных ха-
рактеристик комплексного сопротивления дрос-
селя. Таким образом, данная схема замещения 
дросселя (рис. 16) позволяет разделить влияние 
провода и сердечника. Для более точной модели 
дросселя необходимо напрямую измерить ком-

б
Рис. 17. Модуль (а) и фазы (б) комплексного сопротивления одновиткового дросселя (6 см): измеренное значение в сравнении 
со схемой замещения (рис. 16)
Fig. 17. Magnitude (a) and phase (b) of 1-turn (6 cm) inductor impedance: measured value versus different equivalent circuit data (fig. 16)

а
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плексную магнитную проницаемость материала 
сердечника и уже на основании этих частотных 
характеристик скорректировать параметры сер-
дечника в модели дросселя (рис. 16).

Различие в определении комплексной магнит-
ной проницаемости можно разделить на 3 участ-
ка: низкочастотная область (до единиц кГц) – при 
вычислении m’ и m” из измерения комплексного  
сопротивления дросселя оказывают влияние ин-
дуктивность и сопротивление провода (рис.  19); 
среднечастотная область (от единиц кГц до 
500  МГц) – только погрешность схемы замеще-
ния сердечника (рис. 19); высокочастотная об-
ласть (выше 500 МГц) – при вычислении m’ и m” 
на расчет из измерения комплексного сопротив-
ления дросселя влияют индуктивность и емкость  

провода (рис. 19). Как видно из рис. 19, m’ матери-
ала сердечника стремится к единице (на часто-
те 1  ГГц), а m” материала сердечника порядка  30 
(на частоте 1 ГГц). Значит, сердечник на этой ча-
стоте теряет магнитные свойства и работает толь-
ко на поглощение (нагрев), а дроссель становится 
резистором (если не учитывать свойства провода). 
Поэтому начиная с частот 500–600 МГц комплекс-
ное сопротивление данного дросселя  – это ком-
бинация комплексного сопротивления провода и 
небольшого активного сопротивления, характе-
ризующего тепловые потери в сердечнике. Таким 
образом, такое разделение в схеме замещения 
дросселя (рис. 16) позволяет вычислить m’ и m” ма-
териала сердечника без влияния параметров про-
вода и количества витков.

б
Рис. 18. Модуль (а) и фазы (б) комплексного сопротивления дросселя с разным количеством витков (1 и 7): измеренное значение 
в сравнении со схемой замещения (рис. 16)
Fig. 18. Magnitude (a) and phase (b) of inductor with different turns (1 and 7) impedance: measured value versus different equivalent  
circuit data (fig. 16)
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Преимущество такого разделения схемы заме-
щения дросселя на влияние провода и сердечника 
заключается в том, что на основании этой схемы 
замещения дросселя можно небольшими измене-
ниями сделать схему замещения двух- или трех-
обмоточного дросселя, а также трансформатора. 
Для этого необходимо в схему замещения дроссе-
ля (рис. 16) добавить еще параметры провода каж-
дой новой обмотки, скорректировать коэффици-
енты в зависимых источниках и добавить влияние 
индуктивности рассеивания.

Определение ВЧ-емкости (участок 5 на рис. 4). 
Рассмотрим подробнее эффект ВЧ-емкости в 

дросселе с одним витком с разной длиной прово-
да (6 и 38 см) и в дросселе с семью витками с дли-
ной провода 38 см (рис. 17, 18). Считается, что в 
одновитковом дросселе причина возникновения  
ВЧ-емкости – это емкость в схеме замещения 
провода, моделирующая первый резонанс сопро-
тивления провода из-за того, что провод на этих 
частотах (80–220 МГц) уже представляет собой 
длинную линию (рис. 20). Проверим, так ли это. 
В общем случае длина волны электромагнитного 
колебания l равна

,
CC

f f
l = =

em
0  (12)

б
Рис. 19. m’(jw) и m”(jw) для сердечника MSFN-25S-TH, рассчитанные разным способом
Fig. 19. m’(jw) and m”(jw) of MSFN 25S-TH core (obtained by different ways)
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где C = e m ≈ ⋅ 8
0 0 01 3 10  м/с – скорость света в ва-

кууме, e и m – диэлектрическая и магнитная про-
ницаемости материала.

Для провода длиной 38 см наблюдается резо-
нанс комплексного сопротивления на частоте по-
рядка 1,98×108 Гц (рис. 8). Так как провод находит-
ся в воздухе (e = m = 1), то получаем длину волны  
l = 3×108 / 1,98×108 = 1,5 м. Следовательно, на этой 
частоте в длину провода укладывается 1/4 длины 
волны электромагнитного колебания. Но провод 
длиной 38 см можно представить длинной линией 
длиной меньше 19 см, т. е. половины длины про-
вода (рис. 20). Это означает, что если представить 
провод длинной линией, то ее длина будет состав-
лять 0,13l, а то и меньше. Таким образом, данный 
ВЧ-резонанс сопротивления провода можно объ-
яснить эффектом длинной линии лишь с большой 
натяжкой, то есть мы еще находимся на границе 
рассмотрения провода как цепи с сосредоточен-
ными параметрами.

Для одновиткового дросселя с проводом дли-
ной 38 см наблюдается ВЧ-резонанс комплексно-
го сопротивления (рис. 13) на частоте (1,8×108 Гц), 
близкой к резонансной частоте комплексного 
сопротивления отдельного провода (1,98×108 Гц). 
Кроме того, значение емкости CR в схеме заме-
щения дросселя (рис. 16) совпадает со значением 
емкости CR в схеме замещения провода (рис. 9). 
Это означает, что в формулу (12) надо вставлять 
не диэлектрическую и магнитную проницаемости 
материала сердечника, а e и m окружающей среды 
(воздуха). Получается, что сердечник не оказывает 
влияния на электромагнитное поле, создаваемое 
проводом, а влияет только на электромагнитное 
поле, создаваемое витками провода, и получивша-
яся емкость CR в схеме замещения дросселя – это 
емкость CR в схеме замещения провода (2,5  пФ 
для 38 см и 0,8  пФ для 6 см). Таким образом,  
ВЧ-резонанс сопротивления дросселя можно 
объяснить эффектом длинной линии тоже лишь 

с большой натяжкой. В [7] данный ВЧ-резонанс 
объяснялся эффектом длинной линии, т. к. в выра-
жение (12) подставляли e и m сердечника, что, как 
было показано выше, некорректно.

На рис. 21 представлены зависимости индуктив-
ности провода LW и емкости провода CR, опреде-
ленные из измеренных частотных характеристик 
комплексного сопротивления провода. Измерения 
проводились при различных длинах провода (6 см, 
21 см, 38 см, 69 см) и соответствующего им коли-
чества витков дросселя (1, 3, 7, 14). На рис.  21,  а:  
кривая 1 соответствует индуктивности провода, 
посчитанной по формуле (7), кривая 2 – измерен-
ной индуктивности провода, кривая 3 – расчетное 
значение индуктивности провода с учетом взаим-
ной индуктивности разных кусков провода (провод 
представляет плоскую петлю – рис. 7). Согласно 
[10], два параллельных провода длиной l, расстоя-
ние между которыми h, при протекании через них 
тока образуют взаимную индуктивность, равную

MW = (13)

, ln ,l l h l h hl
h l l

  + + +  = - +
  

  

2 2 2 2
0 2  мкГн.

В качестве l была взята половина длины про-
вода, а в качестве h – 1,3 см (чуть больше высоты 
контейнера – 12,5 мм). Учет взаимной индуктивно-
сти двух кусков провода дает неплохое совпадение 
расчетного значения индуктивности провода и из-
меренного (рис. 21, а). Данные кривые приведены, 
чтобы показать, что необходимо более подробно и 
внимательно исследовать индуктивность провода 
в дросселе.

Из рис. 21, б видно, что увеличение длины про-
вода приводит к увеличению емкости дросселя и 
что емкость провода практически соответствует 
емкости дросселя. Получается, что межвитко-
вая емкость здесь ни при чем: работают только 
геометрические размеры намотки – чем больше 

Рис. 20. Представление провода в виде длинной линии
Fig. 20. Representing a wire as a long line
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длина провода, тем больше его емкость, причем 
зависимость практически логарифмическая. 
Для более подробного определения зависимо-
сти этой емкости от длины провода, количества 
витков, способа намотки (однослойная, много-
слойная, секционная) требуются дополнительные  
исследования.

Причина ВЧ-всплесков (участки 5, 6 на рис. 3). 
Попробуем понять причину возникновения этой 
емкости в схеме замещения дросселя. При про-
текании переменного тока в проводнике у него 
всегда возникают тепло, переменное магнитное 
поле и переменное электрическое поле. При пре-
обладании теплового действия тока имеем только 
резистор в качестве провода (низкие частоты – до 
1 кГц – рис. 8), при преобладании магнитного поля 
провод представляет собой идеальную индук-
тивность (100 кГц – 100 МГц для провода длиной 
38  см – рис. 8), после 180 МГц (для провода дли-

ной 38 см – рис. 8) начинает преобладать действие 
электрического поля. Данное электрическое поле 
в проводе есть всегда при протекании переменно-
го электрического тока. Наличие его в проводе и 
создает скин-эффект, выталкивающий заряды из 
проводника. Но оценить это электрическое поле 
можно только на высоких частотах, когда энергия 
электрического поля будет соизмерима с энергией 
магнитного поля. А если есть энергия электриче-
ского поля, то возникает емкость в схеме замеще-
ния провода. Этот эффект возникновения емко-
сти в схеме замещения провода дуален эффекту 
возникновения индуктивности в схеме замещения 
диэлектрика, описанному в [14]: электрическое 
поле меняется на магнитное.

В [14] было объяснено, что дальнейшие ВЧ-ре-
зонансы в комплексном сопротивлении диэлек-
трика (рис. 22) не связаны с эффектом длинных ли-
ний (геометрические размеры диэлектрика были 

б
Рис. 21. а – значение LW: рассчитанное по (7) – «1», полученное из измеренного комплексного сопротивления провода – «2» и рас-
считанное с использованием (7) и (13) – «3»; б – значение CR: полученные из измеренных комплексных сопротивлений провода 
различной длины (6–69 см) и дросселя с различным количеством витков (1, 3, 7, 14)
Fig. 21. a – LW value: calculated by (7) – «1», obtained from the measured wire impedance – «2» and calculated using (7) and (13) – «3»; 
b – CR value: obtained from the measured wire of various lengths (6–69 cm) impedance and an inductor with a different number of turns 
(1, 3, 7, 14) impedance

а



118
Дмитриков В.Ф. и др. Эквивалентная схема замещения дросселя на нанокристаллическом сердечнике ...

Dmitrikov V.F. et al. Equivalent circuit of an inductor on a nanocrystalline core ...

достаточно малы), а возникают из-за наличия двух  
магнитных потоков (собственного и отраженного), 
которые влияют друг на друга, как в случае с транс-
форматором, т. е. происходят переотражения маг-
нитных потоков диэлектрика, которые создают 
всплески комплексного сопротивления диэлек-
трика. Кроме того, при этих всплесках комплекс-
ного сопротивления диэлектрика фаза меняется 
не на 180° (значительно меньше), т. е. нет смены 
действия магнитного и электрических полей. Это 
также может быть объяснением того, что здесь не 
эффект длинных линий, а влияние электрического 
поля при превалировании магнитного поля.

По аналогии с последующими ВЧ-резонансами 
в комплексном сопротивлении диэлектрика 
(рис. 22) последующие ВЧ-резонансы в комплекс-

ном сопротивлении провода тоже не могут быть 
объяснены с помощью эффекта длинных линий, 
т. к. длина предложенной длинной линии (рис. 20) 
значительно меньше длины волны и фаза ком-
плексного сопротивления при этих резонансах не 
меняется на 180° (рис. 8). То есть также получаем 
случай дуальности комплексных сопротивлений 
провода и диэлектрика: происходят переотра-
жения электрического поля на разных участках 
провода, что и создает всплески комплексного 
сопротивления провода. Лишь после 1 ГГц про-
вод длиной 38 см можно, скорее всего, считать 
длинной линией (рис. 20), т. к. теперь в длину этой 
линии (15–19 см) должна укладываться полови-
на длины волны электромагнитного колебания  
(l = 30 см).

б
Рис. 22. Модуль (а) и фаза (б) комплексного сопротивления измеренного диэлектрика Н90 9250 и его схемы замещения (взято из [14])
Fig. 22. Magnitude (a) and phase (b) of measured dielectric Н90 9250 impedance versus obtained value from dielectric equivalent circuit 
(taken from [14])

а
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Заключение
В работе предложена электрическая структурно- 

параметрическая схема замещения дросселя 
(рис.  16), использующего нанокристаллический 
кольцевой сердечник MSFN-25S-TH. Ее частотные 
характеристики получились достаточно близкими 
с измеренными частотными характеристиками 
сопротивления дросселя в широкой полосе ча-
стот (от 0 до 500 МГц). Это позволяет использовать 
данную схему замещения дросселя для коррект-
ного проектирования высокочастотных фильтров 
радиопомех.

Показано принципиальное отличие работы нано-
кристаллического сердечника от ферритового в 
применении к ВЧ-фильтрам. Оно заключается в 
отсутствии характерного для ферритов резонан-
са на частотах 0,5–2 МГц и работе на «поглощение 
ВЧ-помехи» в отличие от характерного для ферри-
тов отражения помехи, которое связано со сменой 
индуктивного характера ферритового дросселя на 
емкостной и может создавать проблемы в работе 
импульсного преобразователя напряжения.

Доказано, что для построения схемы замещения 
(структуры и параметров) измерения только моду-
ля сопротивления дросселя недостаточно, необхо-
димо измерять также фазу комплексного сопро-
тивления дросселя.

Продемонстрирована возможность определе-
ния индуктивности провода с использованием (7) 
и (13). Показана несостоятельность использования 
понятия межвитковой емкости для определения 
собственной емкости дросселя. Расчитано, что 

емкость провода практически соответствует ем-
кости дросселя.

Предложено разделить в схеме замещения дрос-
селя влияние провода и влияние сердечника на 
комплексное сопротивление дросселя. Это позво-
ляет: использовать данную схему замещения при 
любом количестве витков обмотки, любом про-
воде обмотки, любой форме и типе сердечника; 
найти комплексную магнитную проницаемость 
материала сердечника из схемы замещения дрос-
селя, полученной из измеренного комплексного 
сопротивления дросселя; отдельно рассмотреть 
влияние провода и сердечника на комплексное 
сопротивление дросселя, что дало возможность 
лучше понять физику процессов, протекающих в 
дросселе. Кроме того, такое разделение позволит 
применять данную схему замещения для дроссе-
ля, использующего различные сердечники, не об-
ладающие собственной резонансной частотой 
(нанокристаллические и аморфные сплавы с раз-
личной проницаемостью, мо-пермаллой и другие 
магнитодиэлектрики). С небольшими изменения-
ми (учет межвитковой связи, индуктивности рас-
сеивания и т. д.) данную схему замещения мож-
но скорректировать для двух-, трехобмоточного 
дросселя, трансформатора.

Показана несостоятельность использования 
длинной линии в схеме замещения дросселя. 
Были предложены объяснения собственной емко-
сти провода и дросселя, которая создает резонан-
сы в экспериментально измеренных комплексных 
сопротивлениях провода и дросселя.
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Abstract – Based on the measured impedance of the inductors based on a toroidal core wound from a thin (18 μm) 
nanocrystalline tape, with a different number of winding turns, an equivalent high frequency (0 Hz - 500 MHz) circuit model 
was built. The equivalent circuit model was built taking into account the physical processes occurring in the inductor: effect 
of wire resistance, effect of core material, mutual effect of wire and core material. The attempt explaining why the frequency 
characteristics (modulus and phase) of the inductor complex impedance have such a character in a wide frequency band (up to 500 
MHz) was made. It was shown that for constructing an equivalent circuit model (structure and parameters), measuring only the 
inductor’s resistance modulus is not enough. It is also necessary to measure the phase of the inductor complex resistance, which 
is ignored in many works on the synthesis of an e inductor equivalent circuit. The fundamental difference between the operation 
of a nanocrystalline core and a ferrite core as applied to high-frequency filters is shown.

Keywords – inductor; nanocrystalline core; equivalent circuit; impedance; complex permeability.
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Аннотация – На основе решения системы уравнений Максвелла для электромагнитного излучения в турбулентной 
атмосфере найдено дифференциальное эффективное сечение рассеяния этого излучения на турбулентности. Исследована 
зависимость сечения рассеяния от длины волны и угла рассеяния. Показано, что взаимодействие электромагнитного 
излучения и турбулентности атмосферы является взаимодействием детерминированного электромагнитного волнового 
процесса со стохастическим турбулентным волновым процессом. Отмечено, что волновой вектор рассеянного 
электромагнитного излучения пропорционален волновому вектору турбулентности.

Ключевые слова – турбулентность атмосферы; рассеяние электромагнитных волн; сечение рассеяния; масштаб 
турбулентности; Фурье-спектр турбулентности.
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Введение
Сверхвысокочастотное электромагнитное из-

лучение (СВЧ-излучение) с длиной волны l =  
= 1–10  см и ультравысокочастотное электромаг-
нитное излучение (УВЧ-излучение) с длиной вол-
ны l = 10 см – 1 м широко используется в телеви-
дении и радиолокации.

Эти виды электромагнитного излучения при  
отсутствии атмосферы в области гравитационно-
го поля планеты распространяются прямолиней-
но, что ограничивает радиосвязь на этих волнах 
расстоянием 40–50 км. Более длинные волны диф-
рагируют на сферической поверхности Земли, что 
является одной из причин приема радио сигналов 
за пределами прямой видимости. Однако нали-
чие атмосферы также ведет к возможности вос-
приятия СВЧ- и УВЧ-излучения за пределами 
горизонта планеты. Это, в частности, связано с 
отражением излучения от ионизированного слоя 
в верхних слоях атмосферы, в тропосфере на вы-
соте 10–12 км в умеренных широтах. Кроме того, 
эффект восприятия этих излучений за предела-
ми горизонта связан также с турбулентностью 
атмосферы, в частности стратосферы на высоте 
12–50  км с относительной диэлектрической про-
ницаемостью .e ≈ 1

Процесс распространения электромагнитных 
волн в атмосфере ранее исследовался многими 
учеными, в частности [1–5].

Взаимодействие электромагнитного излучения 
и турбулентности атмосферы с физической точки 
зрения является взаимодействием детерминиро-
ванного электромагнитного волнового процес-
са со стохастическим турбулентным волновым 
процессом.

Целью настоящей статьи является анализ влия-
ния турбулентных пульсаций в атмосфере на элек-
тромагнитное излучение.

1. Дифференциальное 
эффективное сечение рассеяния 

ультракоротковолнового 
электромагнитного излучения 

в турбулентной атмосфере

При анализе распространения ультракоротко-
волнового электромагнитного излучения в атмос-
фере в диапазоне l = 10 см – 1 м ее приближенно 
будем считать неэлектропроводящей средой с 
диэлектрической проницаемостью ne = 2  и маг-
нитной проницаемостью ,m = 1  где n – показатель 
преломления вещества атмосферы.

https://orcid.org/0000-0002-9125-7076
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Система уравнений Максвелла для электромаг-
нитных волн, распространяющихся в атмосфере, 
имеет вид

rot ,
c t

∂
= -

∂
HE 1  (1)

rot ,
c t

∂
=

∂
DH 1  (2)

div =D 0 , (3)
div .=H 0  (4)

В уравнениях (1)–(4) Е и Н – напряженности 
электрического и магнитного полей в электромаг-
нитной волне, D – электрическая индукция в ней, 
t – время, с – скорость света в вакууме, примерно 
равная скорости света в атмосфере.

Материальное уравнение запишем в виде
.= eD E  (5)

Будем считать, что показатель преломления ат-
мосферы незначительно отличается от единицы 
вследствие флуктуации ее параметров: давления, 
температуры, влажности и т. д. Поэтому полагаем

/ ,n n= +1  (6)

где /n  – случайные пульсации показателя пре-
ломления. Величина /n  имеет значение порядка 

–- -8 610 10  [6].
Учитывая ,ne = 2  а также / ,n 1  находим

/ / / / .n n ne = + + ≈ + = + e21 2 1 2 1  (7)
Пульсации диэлектрической проницаемости 

/ / ,ne = 2  несмотря на их малую величину, приводят 
к рассеянию электромагнитных волн в атмосфере.

Учитывая синусоидально-колебательный ха-
рактер электромагнитных волн, уравнения (1) и (2) 
можно записать в виде, исключающем временные 
производные напряженностей полей в волне:
rot ,ik=E H  (8)
rot .ik= -H D  (9)

Плотность потока энергии электромагнитных 
колебаний – вектор Пойнтинга [7] имеет вид

( ) .c
= ×

p
S E H

4
 (10)

Из уравнения (8) найдем напряженность маг-
нитного поля

rot .i
k

= -H E  (11)

Подставив (11) в (12), найдем зависимость векто-
ра Пойнтинга только от напряженности электри-
ческого поля в волне:

( ) ( )rot .c ci
k

= × = - ×
p p

S E H E E
4 4

 (12)

Пусть на некоторый условно выделенный объ-
ем  V, рис. 1, в котором имеются турбулентные 
пульсации атмосферы, падает плоская электро-
магнитная волна с напряженностью электриче-
ского поля в волне:

,iA e= kXE p0 0  (13)
где Х – координата распространения падающей 
волны, p – единичный вектор в плоскости колеба-
ний вектора ,E0  перпендикулярный направлению 
распространения волны, т. е. волновому вектору 
k, À0  – амплитуда волны, kX  – фаза волны. Вре-
менную составляющую фазы не учитываем, т. к. 
используются уравнения Максвелла в виде (8) и (9).

Соответствующая этой волне плотность потока 
энергии, согласно формуле (12), равна

( ) ci
k X

  ∂
= - × =    p ∂  

E
S X E 0

0 04
 (14)

( ) ,i i icAci A e A e i e
k k

= - × =
p p

kX kX kXkp p k
2

20
0 04 4

где учтено .=p2 1
Учитывая, что вектор k направлен вдоль коор-

динаты Х, находим среднее по длине волны (l =
/ )k= p2  значение вектора Пойнтинга:

( )( )Re
k

i kXcA k e dX
k

p

= =
p p ∫
kS

2
2

20
0

0
4 2

 (15)

( )cos .
kcA cAk kX dX

k k

p 
 
 = = p p p
  
 

∫
k k

2
2 2

20 0

0
4 2 8

Напряженность электрического поля в объеме 
V можно представить в виде

/ ,= +E E E0  (16)
где /E  – соответствует рассеянным электромаг-
нитным волнам.

Рис. 1. Рассеяние плоской электромагнитной волны (вектора 
Пойнтинга) объемом V с турбулентными пульсациями
Fig. 1. Scattering of a plane electromagnetic wave (Poynting vec-
tor) by volume V with turbulent pulsations
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Исключим из системы (8), (9) напряженность 
магнитного поля, находя ротор уравнения (8):

rotrot rot .ik k= =E H D2  (17)

Следовательно,
/( )k + =D D2

0
/rotrot ( ),+E E0

где =D0 ,e =E E0 0 0  т. к. e =0 1  – диэлектриче-
ская проницаемость невозмущенной атмосферы, 

/D  – турбулентные пульсации электрической ин-
дукции. Учитывая, согласно (17), k =D2

0 rotrot ,E0  
находим уравнение для пульсационных электри-
ческих характеристик:

/ /rotrot ,k =D E2  (18)
В соответствии с (5) и (7) имеем

=D /( )n+ E1 2
или /+ =D D0

/ /( )( ).n+ +E E01 2
Следовательно,

/+ =D D0
/ / / /( ).n n+ + +E E E E0 02 2

Учитывая =D E0 0  и полагая / /n +E E02 

/ / ,n E2  
имеем

/ / / .n= +D E E02  (19)
Исключая из системы уравнений (18), (19) вели-

чину /E , находим /k =D2 / /rotrot ( ).n-D E02  Учи-
тывая формулу векторного анализа /rotrot =D

/ /= grad(div ) - ∆D D  и формулу (3) в виде /div ,=D 0  
имеем

/ /( ) rotrot ( ).k n∆ + = -D E2
02  (20)

Решение волнового уравнения (20) со случайной 
правой частью с использованием формулы (13) 
имеет вид

( )/ =D X  (21)

( ) ( )
/

V

rot rot 2
iken d

- 
 = =
 p -
 

∫
X X

X E X X
X X

1

1 0 1 1
1

1
4

( )
/

V

rot rot .
i ikA en d

+ - 
 =
 p -
 

∫
kX X X

p X X
X X

1 1
0

1 1
12

Пусть /=q X X  – единичный вектор направле-
ния исследования, рис. 1. Полагаем, что вне объ-
ема V пульсации отсутствуют, поэтому / ,n = 0  
e = 1  и ,=D E  а также (5), (6). Величина X1  лежит 
внутри объема V, а Х достаточно далеко от этого 
объема, поэтому в знаменателе (21) можно вели-
чину -X X1  заменить - ≈X X1 X  – расстоя-
нием до точки наблюдения. Кроме того, полагая 

X- = - =X X X q1 1 -X qX1  и 

( )i iki ike e
+ -+ - = =

kX X qXkX X X 1 11 1 ( ) ,ik i ke e -X k q X1

запишем (21) в виде

( )/ =E X  (22)

( ) ( )/

V

rot rot .
i

i kA e n e d-
 
 =
 p
 

∫
k X

k q Xp X X
X

10
1 12

Учитываем, что

rot(rot) ( ) ( ) ,∂
= ∇× ∇× = × ×

∂
q q

X

2

2

а также

( )( )rot rot
ik ike e  ∂  = × × ≈

  ∂ 

X Xp q q p
X XX

2

2

( )( ) .
ikk e

≈ × ×
X

q p q
X

2

В связи с тем что длина электромагнитной вол-
ны мала по сравнению с расстоянием до точки на-
блюдения l ,X  при нахождении производной 
знаменатель считаем приблизительно постоян-
ным, т. е. фактически используем плоскую геоме-
трию. В результате получаем

( ) ( )( )/ ,
ikk A e

G= × ×
p

X

E X q p q
X

2
0

2
 (23)

где

( ) ( )/

V

i kG n e d-= ∫ k q XX X1
1 1

– параметр, характеризующий турбулентные пуль-
сации атмосферы.

Вектор ( ) sin ,× × = αq p q  где α  – угол между 
векторами р и q, рис. 1. Вектор ( )× ×q p q  перпен-
дикулярен вектору q.

Найдем плотность потока рассеянной электро-
магнитной энергии по формуле (12):

( )/ / /rotci
k

= - × =
p

S E E
4

 (24)

/ / /ci ci
k k

   ∂ ∂   = - × = - =
   p p∂ ∂   
E q E q E

X X
2

4 8

sin
ikk Aci eG

k

 
∂ = - α ≈ p ∂ p

 

X
q

X X

24 2
220

2 28 4

sin ikk Aci G ike
k

 
 ≈ - α = p  p 

Xq
X

4 2
2 220

22
2

8 4
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sin ikk Ac G e
 
 = α = p  p 

Xq
X

4 2
2 220

22
2

8 4

sin
.

ck A
G

α
=

p
q

X

24 2
0 2

2332

При выводе учтено среднее по длине волны зна-

чение Re( ) / .ike =X2 1 2
Дифференциальное эффективное сечение про-

цесса рассеяния электромагнитных волн объемом 
V равно

.dPdσ =
S0

 (25)

Поток энергии (мощность) dP  электромагнит-
ных волн, рассеянных в телесный угол dΩ  в на-
правлении q, учитывая (24), равен

/ sin
.

ck A
dP d G d

α
= Ω = Ω

p
S X

24 2
2 0 2

332
 (26) 

Подставляя в (26) формулу (15), находим

sin sin .
k kd G d G d

α α
σ = Ω = Ω

p p

24 4 2
2 2

2 24 4
 (27)

Таким образом, дифференциальное эффектив-
ное сечение процесса рассеяния электромагнит-
ных волн турбулентными пульсациями атмосфе-
ры подчиняется закону четвертой степени Рэлея:

~ ,d k p
σ =

l

4
4

4
16  (28)

На рис. 2 показано распределение дифференци-
ального эффективного сечения в зависимости от 
угла .α

2. Влияние турбулентных 
характеристик атмосферы на рассеяние 

электромагнитного излучения
Исследуем более подробно параметр

( ) ( )/

V

,i kG n e d-= ∫ k q XX X1
1 1

характеризующий турбулизацию атмосферы. Вол-
новой вектор k-k q  представляет собой разность 
между волновыми векторами падающей и рассе-
янной волн, рис. 2. 

Для упрощения анализа турбулентность будем 
считать однородной и изотропной, т. е. она име-
ет количественно везде одну и ту же структуру и 
ее статистические характеристики не зависят от 
направления. 

Двухточечную корреляционную функцию

( )nnB - =X X1 2 ( ) ( )/ /n nX X1 2

(угловые скобки, как обычно, означают простран-
ственное осреднение) с помощью Фурье-преобра-
зования запишем через Фурье-спектр турбулент-
ности ( ):nnF ζ

( )nnB - =X X1 2  (29)

( )( ) ( )exp .nni F d= - -∫ X X1 2ζ ζ ζ

В данном случае ζ  является волновым векто-
ром турбулентного спектра. При взаимодействии 
электромагнитной волны и турбулентности про-
исходит взаимодействие двух волновых процес-
сов: детерминированного электромагнитного 
волнового процесса и стохастического турбулент-
ного волнового процесса. Волновой вектор, пред-
ставляющий разность между волновыми векто-
рами падающей и рассеянной электромагнитных 
волн - ,kk q  полагаем пропорциональным волно-
вому вектору турбулентного спектра ,ζ  рис. 2. Это 
будет обосновано далее.

Таким образом, средний квадрат параметра 
турбулентности G равен

( )
V V

nnG B= - ×∫ ∫ X X2
1 2  (30)

( )( )exp .i d d× - -X X X X1 2 1 2ζ

Постоянный коэффициент пропорционально-
сти между волновыми векторами k-k q  и ζ  для 
дальнейших преобразований несущественен, и его 
полагаем равным единице. В дальнейшем его чис-
ленное значение уточним.

С другой стороны, используя Фурье-спектр, 
имеем

( ) ( )
V

V exp nnG i d F d
ζ  

 = p ≈
 p 

∫ ∫ r r2 3
3

0

18
8

ζ ζ ζ  (31)

Рис. 2. Схема приема электромагнитных волн, рассеянных на 
турбулентных пульсациях атмосферы, 1 – излучающая антенна, 
2 – приемная антенна, 3 – угловое рассеяние волн
Fig. 2. Scheme for receiving electromagnetic waves scattered by 
turbulent pulsations of the atmosphere, 1 – emitting antenna,  
2 – receiving antenna, 3 – angular wave scattering
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( ) ( )
V

V exp ,nnF d i d
ζ  

 ≈ p
 p 

∫ ∫ r r3
3

0

18
8

ζ ζ ζ

где .= -r X X1 2  Весовая функция

( ) ( )
V

exp ,f i d=
p ∫ r r

3
1

8
ζ ζ

интеграл от которой по всему волновому про-
странству равен единице [6]. Поэтому функция 

( )f ζ  изменяется незначительно и ее можно вы-
нести за знак интеграла. Величина

( ) ~nnF d ζ∫
5
2

0

ζ

ζ ζ

в достаточно большом диапазоне модулей вол-
новых векторов [8]. Этому же закону подчиняет-
ся средний квадрат параметра турбулентности 

( ) .G2 ζ  Сам параметр турбулентности подчи-

няется закону, близкому к линейному ( ) /~ ,G ζ ζ5 4  
а спектральная функция турбулентности прибли-
зительно подчиняется закону

( ) ~nnF ζ ~ .d
d

ζ ζ
ς

5 3
2 2

Пусть θ  – угол рассеяния между волновым век-
тором k падающей электромагнитной волны и на-
правлением q рассеянной волны, рис. 2. Тогда из 
равнобедренного треугольника

k- =k q sin .k θ2
2

Учитывая / ,k = p l2  находим величину

,
sin

d
k

l p p
= = =

δζθ -k q
2 2

2
2

 (32)

где /kδ = - ζk q  – параметр, показывающий во 
сколько раз электромагнитный волновой вектор 

k-k q  больше турбулентного волнового вектора .ζ
Формула (32) называется уравнением Вульфа – 

Брэгга для пространственной дифракционной ре-
шетки. Величина d – аналог периода решетки, т. е. 
расстояние между структурами, рассеивающими 
электромагнитные волны. Следовательно, турбу-

лентность атмосферы можно с некоторым при-
ближением представить в виде пространственной 
дифракционной решетки.

Можно уподобить величину d масштабу тур-
булентности. В изотропной турбулентности 

, /d ≈ ζ0 75  [8]. Сравнение (32) с этой формулой под-
тверждает пропорциональность волнового векто-
ра ,k-k q  т. е. разности падающего и рассеянного 
турбулентностью электромагнитного излучения и 
волнового вектора турбулентного спектра .ζ  Кро-
ме того, можно оценить коэффициент пропорцио-
нальности δ  между этими векторами / ,p δ =2 0 75  
и , ,δ ≈ 8 37  так, что , .k- ≈k q 8 37ζ

Заключение
Рассеяние ультракоротковолнового электро-

магнитного излучения на турбулентности атмос-
феры приводит к различным эффектам, в том 
числе влияет на дальнюю радиосвязь на ультра-
коротких волнах. Дифференциальное эффектив-
ное сечение рассеяния радиоизлучения на турбу-
лентных флуктуациях показателя преломления 
относительно длины волны подчиняется закону 
Рэлея, а геометрически – квадратичному синусо-
идальному закону с максимумом, перпендикуляр-
ным первоначальному направлению излучения. 

Показано, что турбулентность атмосферы при 
взаимодействии с радиоволной можно предста-
вить в виде пространственной дифракционной 
решетки. Найдена зависимость эффективного 
периода этой решетки от параметров электромаг-
нитной волны и турбулентности.

С физической точки зрения взаимодействие 
электромагнитного излучения и турбулентности 
атмосферы является взаимодействием детерми-
нированного электромагнитного волнового про-
цесса со стохастическим турбулентным волновым 
процессом. При этом волновой вектор, характе-
ризующий разность падающего и рассеянного 
турбулентностью электромагнитного излучения, 
пропорционален волновому вектору турбулентно-
го спектра. Длина волны рассеянного электромаг-
нитного излучения примерно на порядок меньше 
масштаба турбулентности.
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