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Введение 

Сложность энергетического расчета радиолиний 
поверхностных волн заключается в трудности 
определения коэффициентов усиления антенн, 
устанавливаемых, как правило, непосредственно 
на полупроводящей поверхности [1]. Токи, наводи-
мые в почве ближними полями, существенно сни-
жают коэффициент полезного действия (КПД) ан-
тенны и, следовательно, ее коэффициент усиления 
(КУ). При этом, если дополнительное затухание 
сигнала, вызванное взаимодействием электромаг-
нитных волн (ЭМВ) с подстилающей поверхностью 
при распространении в непосредственной близо-
сти от нее, хорошо описано в литературе [2‒4] и 
представлено в виде формул и графиков, оценка КУ 
антенн, работающих поверхностной волной, произ-
водится приблизительно, без определения анали-
тической связи между электрическими парамет-
рами почвы и КПД антенны [2, 5]. 

Как известно [2, 3, 6], под КПД антенны обычно 
понимают произведение коэффициента согласова-
ния по сопротивлению на КПД согласованной ан-
тенны. Таким образом, для определения КПД необ-
ходимо найти входное сопротивление антенны, 
представив при этом его вещественную составляю-
щую в виде суммы сопротивления излучения и со-
противления тепловых потерь. 

В первой части этой работы [7] построена раз-
вернутая эквивалентная схема несимметричного 
вибратора с вынесенной точкой питания (НВВТП), 
изображенная на рисунке 1. При построении схемы 
предполагалось, что все входящие в конструкцию 
НВВТП проводники можно разделить на две 
группы: 

‒ проводники, непосредственно участвующие в 
процессе излучения (приема) ЭМВ; 

‒ проводники неизлучающие (не принимающие) 
ЭМВ, но влияющие на распределение токов по из-
лучающим (принимающим) ЭМВ и, таким образом, 
влияющие на характеристики антенны. 

К проводникам первой группы относятся верти-
кальные соосные проводники, непосредственно 
примыкающие к узлу питания. Они названы излу-
чателем НВВТП. 

Эквивалентная схема представляет собой иллю-
страцию формул, полученных с учетом допущений, 
принятых в методе наводимых электродвижущих 
сил (ЭДС): 

‒ ток, протекающий по проводникам антенны, 
сосредоточен в осях проводников; 

‒ распределение токов вдоль проводников опи-
сывается соотношениями теории линий. 
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Рис. 1. Эквивалентные схемы НВВТП [7] 

Fig. 1. Equivalent Circuits of UMSF [7] 
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Исходя из этих допущений, распределение тока 
по каждому из проводников излучателя описыва-
ется двумя вещественными гармоническими функ-
циями, которые предложено называть базовыми, а 
ток, распределенный по закону базовой функции – 
базовым током (БТ). В связи с изложенным, распре-
деление тока по проводникам излучателя в обоб-
щенном виде будет [7]: 

𝐼𝑖(𝑧𝑘) = 𝐼а[𝑛𝐶𝑖𝑗𝐶𝑖
0 (𝑧𝑘) + 𝑛𝑆𝑖𝑗𝑆𝑖

0 (𝑧𝑘)], (1) 

где 

𝑗𝐶1
0 (𝑧𝑘) = {

0                           0 ≤ 𝑧𝑘 ≤ 𝑙𝑘2
cos(𝐿𝑘 − 𝑧𝑘)          𝑙𝑘2 ≤ 𝑧𝑘 ≤ 𝐿𝑘

, (2) 

𝑗𝑆1
0 (𝑧𝑘) = {

0                           0 ≤ 𝑧𝑘 ≤ 𝑙𝑘2
sin(𝐿𝑘 − 𝑧𝑘)          𝑙𝑘2 ≤ 𝑧𝑘 ≤ 𝐿𝑘

, (3) 

𝑗𝐶2
0 (𝑧𝑘) = {

cos(𝑧𝑘)              0 ≤ 𝑧𝑘 ≤ 𝑙𝑘2
0                        𝑙𝑘2 ≤ 𝑧𝑘 ≤ 𝐿𝑘

, (4) 

𝑗𝑆2
0 (𝑧𝑘) = {

sin(𝑧𝑘)                0 ≤ 𝑧𝑘 ≤ 𝑙𝑘2
0                        𝑙𝑘2 ≤ 𝑧𝑘 ≤ 𝐿𝑘

, (5) 

𝐼𝑖(𝑧𝑘) – распределение тока по i–му проводнику из-
лучателя, причем i = 1 соответствует верхнему про-
воднику, а i = 2 – нижнему; 𝐼𝑎  – амплитуда тока на 
входных зажимах НВВТП; 𝑛𝐶𝑖  – коэффициент транс-
формации тока на зажимах антенны (КТТЗА) к пуч-
ности косинусного базового тока (ПКБТ) i-го про-
водника излучателя; 𝑛𝑆𝑖  – КТТЗА к пучности синус-
ного базового тока (ПСБТ) i-го проводника излуча-
теля; 𝑗𝐶1

0 (𝑧𝑘), 𝑗𝑆1
0 (𝑧𝑘), 𝑗𝐶2

0 (𝑧𝑘), 𝑗𝑆2
0 (𝑧𝑘) – базовые функ-

ции; 𝑧к = 𝑘𝑧 – электрическая координата точки на 
оси проводника излучателя; 𝑘 = 2π/λ  – волновое 
число; λ  – длина волны; 𝑧  – координата точки на 
оси излучателя; 𝑙𝑘𝑖 = 𝑘𝑙𝑖  – электрическая длина i-го 
проводника излучателя; 𝑙𝑖  – длина i-го проводника 
излучателя; 𝐿к = 𝑙к1 + 𝑙к2  – электрическая длина 
излучателя. 

Как показано в [7], КТТЗА к пучностям базовых 
токов (ПБТ) являются комплексными величинами. 
На развернутой эквивалентной схеме они изобра-
жены в виде соединений идеальных трансформа-
торов с фазовращателями. Аналитические выраже-
ния, определяющие КТТЗА к ПБТ, также приведены 
в [7]. Входящие в них значения комплексных емко-
стей НВВТП получены в [8], что позволяет считать 
КТТЗА к ПБТ известными.   

Из рисунка 1 видно, что развернутая эквива-
лентная схема НВВТП содержит четыре генератора 
ЭДС БТ, подключенных ко входам восьмиполюс-
ника внутренних сопротивлений. Взаимные сопро-
тивления этого восьмиполюсника определяются 
соотношениями [7]:  

𝑟𝑃𝑃′ = Re [
1

𝑘
∫ 𝑗𝑃

0(𝑧𝑘)�̅�𝑖  {𝑗𝑃′
0  ; 𝑧𝑘}𝑧̅

0𝑑𝑧𝑘
𝑙𝑘𝑖

] = 

(6) 

=
1

𝑘
∫ 𝑗𝑃

0(𝑧𝑘)Re(�̅� 𝑖  {𝑗𝑃′
0  ; 𝑧𝑘}𝑧̅

0)𝑑𝑧𝑘
𝑙𝑘𝑖

, 

где �̅�𝑖{𝑗𝑃′
0 ; 𝑧𝑘}𝑧̅

0  – линейный интегро-дифференци-
альный оператор, определяющий продольную 
напряженность электрического поля на поверхно-
сти i-го проводника в точке 𝑧𝑘 ,  создаваемую еди-
ничным БТ 𝑃′; 𝑃 = 𝐶1, 𝑆1, 𝐶2, 𝑆2 – обобщенный ин-
декс базовой функции; ∫

𝑙 𝑘 𝑖
– означает интегриро-

вание по длине i-го проводника излучателя при: 

𝑖 = {
1   при   𝑃 = 𝐶1, 𝑆1
2  при  𝑃 = 𝐶2, 𝑆2

. 

В (6) учтено, что функция 𝑗𝑃
0(𝑧𝑘) – вещественная. 

Сопротивление излучения НВВТП, как видно из 
эквивалентной схемы и следует из преобразова-
ний, приведенных в [7], будет: 

𝑅∑ =∑∑𝑛𝑃
∗𝑛𝑃′𝑟𝑃𝑃′.

𝑃′𝑃

 (7) 

Легко заметить, что сопротивление излучения 
не описывается аналитическими выражениями, 
поскольку соотношение (6) таковым не является. 
Для его приведения к аналитическому виду требу-
ется, прежде всего, конкретизировать интегро-
дифференциальный оператор �̅�𝑖{𝑗𝑃′

0 ; 𝑧𝑘}𝑧̅
0. 

 
Продольные составляющие напряженности 
электрического поля на поверхности  
излучателя, создаваемого базовыми токами  

Поскольку излучатель НВВТП состоит из соосных 
вертикальных проводников, а электрическое поле 
на поверхности каждого из них создается совокуп-
ным воздействием четырех БТ, конкретизация опе-
ратора �̅�𝑖{𝑗𝑃′

0 ; 𝑧𝑘}𝑧̅
0  состоит в определении верти-

кальных составляющих поля, создаваемых каждым 
из этих токов. Для достижения этой цели можно вос-
пользоваться известным решением задачи о распре-
делении вектора Герца поля элементарного верти-
кального диполя, размещенного на высоте ξ над по-
лупроводящей поверхностью. Как известно [6, 9], 
вектор Герца такого диполя имеет только одну про-
дольную составляющую, которая осесимметрично 
распределена в пространстве над полупроводящей 
поверхностью следующим образом: 

𝑑П𝑧 =
  30𝐼𝑑𝑑𝑙𝑘  

𝑖𝑘
Ф−(𝑟𝑘; ξ𝑘, 𝑧𝑘), (8) 

где 

Ф−(𝑟𝑘; ξ𝑘 , 𝑧𝑘) = 𝑉(𝑟𝑘; ξ𝑘 − 𝑧𝑘) − 𝑊(𝑟𝑘; ξ𝑘 + 𝑧𝑘), (9) 

𝑉(𝑟𝑘 , 𝑥𝑘) =
𝑒−𝑖  √𝑟𝑘

2+𝑥𝑘
2

√𝑟𝑘
2 + 𝑥𝑘

2
, (10) 

𝑊(𝑟𝑘 , 𝑥𝑘) = 𝑉(𝑟𝑘 , 𝑥𝑘) − Ω(𝑟𝑘 , 𝑥𝑘), (11) 

Ω(𝑟𝑘 , 𝑥𝑘) = 2ε𝑘∫
𝐽0(𝜈𝑟𝑘)𝑒

− 𝑥𝑘 √𝜈
2−1

√𝜈2 − ε𝑘 + ε𝑘√𝜈
2 − 1

  

∞

0

𝜈𝑑𝜈, (12) 

𝐼𝑑𝑑𝑙𝑘 = 𝐼𝑑𝑘𝑑𝑙  – электрический момент диполя; 𝑟𝑘 =
𝑘𝑟  – электрическое расстояние от оси диполя до 
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точки наблюдения; ξ𝑘 = 𝑘ξ – электрическая высота 
диполя над полупроводящей поверхностью; 𝑧𝑘 = 𝑘𝑧 
– электрическая высота точки наблюдения; 𝑧 – коор-
дината точки наблюдения; ε𝑘 = ε − 𝑖60σλ  – ком-
плексная относительная диэлектрическая проницае-
мость подстилающей поверхности; ε  – относитель-
ная диэлектрическая проницаемость подстилающей 
поверхности; σ – удельная проводимость подстила-
ющей поверхности. 

Можно видеть, что функции Ф−(𝑟𝑘; ξ𝑘, 𝑧𝑘), 
𝑉(𝑟𝑘; 𝑥𝑘), 𝑊(𝑟𝑘 , 𝑥𝑘) и Ω(𝑟𝑘 , 𝑥𝑘) также, как и входящие 
в них параметры, являются безразмерными. 

Для проведения дальнейших вычислений целе-
сообразно определить значения функции 
Ф−(𝑟𝑘; ξ𝑘, 𝑧𝑘) при отсутствии границы раздела сред. 
В этом случае ε𝑘 = 1, а соотношение (12) преобра-
зуется к виду [9]: 

Ω(𝑟𝑘 , 𝑥𝑘) = ∫
𝐽0(𝜈𝑟𝑘)𝑒

− 𝑥𝑘 √𝜈
2−1

√𝜈2 − 1
  

∞

0

𝜈𝑑𝜈 = 𝑉(𝑟𝑘 , 𝑥𝑘). (13) 

Тогда из соотношений (9) и (11) следует: 

𝑊(𝑟𝑘 , 𝑥𝑘) = 0

Ф−(𝑟𝑘; ξ𝑘, 𝑧𝑘) = 𝑉(𝑟𝑘; ξ𝑘 − 𝑧𝑘)
}. (14) 

Каждый БТ с единичной амплитудой в пучности 
можно представить бесконечным множеством эле-
ментарных вертикальных диполей, моменты кото-
рых зависят от высоты их размещения следующим 
образом: 

𝐼𝑑𝑑𝑙𝑘 = 𝑗𝑃′
0 (ξ𝑘)𝑑ξ𝑘  при  0 ≤ ξ𝑘 ≤ 𝐿𝑘 . (15) 

Вертикальная составляющая напряженности 
электрического поля связана с вектором Герца вер-
тикального электрического диполя, соотношением 
[6]: 

𝑑𝐸𝑧 = (𝑘
2 +

∂2

∂𝑧2
)𝑑П𝑧 = 𝑘2 (1 +

∂2

∂𝑧𝑘
2
)𝑑П𝑧 . (16) 

Таким образом, электрическое поле, созданное 
единичным БТ, т. е. совокупным воздействием бес-
конечного числа диполей (15), будет: 

𝐸𝑧 = ∫(𝑘
2 +

∂2

∂𝑧2
)𝑑П𝑧

𝐿

0

= 𝑘2∫ (1 +
∂2

∂𝑧𝑘
2
)𝑑П𝑧 .

𝐿𝑘

0

 (17) 

Выражение (17) с учетом (8) и (15) преобразу-
ется к виду: 

𝐸𝑧 = −30𝑖𝑘 ∫ 𝑗𝑃′
0 (ξ𝑘) (1 +

∂2

∂𝑧𝑘
2
) ×   

𝐿𝑘

0

 
(18) 

× Ф−(𝑟𝑘; ξ𝑘, 𝑧𝑘)𝑑ξ𝑘. 

С помощью соотношений (9‒12) легко убедиться 
в справедливости равенства: 

∂2

∂𝑧𝑘
2
Ф−(𝑟𝑘; ξ𝑘 , 𝑧𝑘) =

∂2

∂ξ𝑘
2   Ф

−(𝑟𝑘; ξ𝑘, 𝑧𝑘). (19) 

Выражение (19) преобразовывает (18) к виду: 

𝐸𝑧 = −30𝑖𝑘 ∫ 𝑗𝑃′
0 (ξ𝑘) (1 +

∂2

∂ξ𝑘
2) ×  

𝐿𝑘

0

 
(20) 

× Ф−(𝑟𝑘; ξ𝑘, 𝑧𝑘)𝑑ξ𝑘. 

В соответствии с (2‒5), вычисляя вторую произ-
водную по ξ от 𝑗𝑃′

0 (ξ), получим: 

∂2

∂ξ𝑘
2 𝑗𝑃′

0 (ξ𝑘) = −  𝑗𝑃′
0 (ξ𝑘). (21) 

Из правила интегрирования по частям, следует: 

∫𝑈𝑑2𝑉 =   𝑈𝑑𝑉 − ∫𝑑𝑉𝑑𝑈 = 

(22) 

= 𝑈𝑑𝑉 − 𝑉𝑑𝑈 + ∫𝑉𝑑2𝑈. 

Применение (21) и (22) к интегралу (20) позво-
ляет вычислить его путем следующих преобразова-
ний (23). 

𝐸𝑧 = −30𝑖𝑘 {∫ 𝑗𝑃′
0 (ξ𝑘)Ф

−(𝑟𝑘; ξ𝑘, 𝑧𝑘)𝑑ξ𝑘 + 𝑗𝑃′
0 (ξ𝑘)

∂

∂ξ𝑘
Ф−(𝑟𝑘; ξ𝑘 , 𝑧𝑘)|

0

𝐿𝑘
𝐿𝑘

0

−Ф−(𝑟𝑘; ξ𝑘, 𝑧𝑘)
∂

∂ξ𝑘
𝑗𝑃′
0 (ξ𝑘)|

0

𝐿𝑘

− 

(23) 

−∫ 𝑗𝑃′
0 (ξ𝑘)Ф

−(𝑟𝑘; ξ𝑘, 𝑧𝑘) ∂ξ𝑘

𝐿𝑘

0

} = −30𝑖𝑘 [𝑗𝑃′
0 (ξ𝑘)

∂

∂ξ𝑘
Ф−(𝑟𝑘; ξ𝑘, 𝑧𝑘) − Ф

−(𝑟𝑘; ξ𝑘, 𝑧𝑘)
∂

∂ξ𝑘
𝑗𝑃′
0 (ξ𝑘)]|

0

𝐿𝑘

. 

 

Дифференцируя функции 𝑉(𝑟𝑘; ξ𝑘, 𝑧𝑘) и 
𝑊(𝑟𝑘; ξ𝑘, 𝑧𝑘) по ξ𝑘  и по 𝑧𝑘 , с помощью соотношений 
(10‒12), легко убедиться в справедливости следую-
щих равенств: 

∂

∂ξ𝑘
𝑉(𝑟𝑘; ξ𝑘 − 𝑧𝑘) = −

∂

∂𝑧𝑘
𝑉(𝑟𝑘; ξ𝑘 − 𝑧𝑘), (24) 

∂

∂ξ𝑘
  𝑊(𝑟𝑘; ξ𝑘 + 𝑧𝑘) =

∂

∂𝑧𝑘
𝑊(𝑟𝑘; ξ𝑘 + 𝑧𝑘). (25) 

Из соотношений (9, 24 и 25) следует, что произ-
водная от функции Ф−(𝑟𝑘; ξ𝑘 , 𝑧𝑘) по ξ𝑘  может быть 
выражена через производные от функций 
𝑉(𝑟𝑘; ξ𝑘 − 𝑧𝑘) и 𝑊(𝑟𝑘; ξ𝑘 + 𝑧𝑘) по 𝑧𝑘: 
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∂

∂ξ𝑘
Ф−(𝑟𝑘; ξ𝑘, 𝑧𝑘) = −

∂

∂𝑧𝑘
𝑉(𝑟𝑘; ξ𝑘 − 𝑧𝑘) − 

(26) 

−
∂

∂𝑧𝑘
𝑊(𝑟𝑘; ξ𝑘 + 𝑧𝑘) = −

∂

∂𝑧𝑘
Ф+(𝑟𝑘; ξ𝑘, 𝑧𝑘), 

где 

Ф+(𝑟𝑘; ξ𝑘 , 𝑧𝑘) = 𝑉(𝑟𝑘; ξ𝑘 − 𝑧𝑘) + 𝑊(𝑟𝑘; ξ𝑘 + 𝑧𝑘). (27) 

Соотношения (23 и 26) позволяют легко полу-
чить выражение для вертикальной составляющей 

напряженности электрического поля, создавае-
мого БТ 𝑃′, на поверхностях проводников.  

Подставляя в (23) соответствующие базовые 
функции из соотношений (2‒5) и учитывая обла-
сти их задания, получим выражения (28‒31), где 
𝑎𝑘𝑖 = 𝑘𝑎𝑖  – электрический радиус 𝑖-го проводника; 
𝑎𝑖  – радиус 𝑖-го проводника. 

Подставляя в (28‒31) пределы изменения пере-
менной ξ𝑘, получим выражения (32‒35). 

 

�̅�𝑖{𝑗𝐶1
0 ; 𝑧𝑘}𝑧̅

0 = 30𝑖𝑘 [cos(𝐿𝑘 − ξ𝑘)
∂

∂𝑧𝑘
Ф+(𝑎𝑘𝑖; ξ𝑘, 𝑧𝑘) + sin(𝐿𝑘 − ξ𝑘)Ф

−(𝑎𝑘𝑖 ; ξ𝑘, 𝑧𝑘)]|
𝑙𝑘2

𝐿𝑘

, (28) 

�̅�𝑖{𝑗𝑆1
0 ; 𝑧𝑘  }𝑧̅

0 = 30𝑖𝑘 [sin(𝐿𝑘 − ξ𝑘)
∂

∂𝑧𝑘
 Ф+(𝑎𝑘𝑖; ξ𝑘, 𝑧𝑘) − cos(𝐿𝑘 − ξ𝑘)Ф

−(𝑎𝑘𝑖 ; ξ𝑘, 𝑧𝑘)]|
𝑙𝑘2

𝐿𝑘

 (29) 

�̅�𝑖{𝑗𝐶2
0 ; 𝑧𝑘  }𝑧̅

0 = 30𝑖𝑘 [cosξ𝑘
∂

∂𝑧𝑘
  Ф+(𝑎𝑘𝑖 ; ξ𝑘 , 𝑧𝑘) − sinξ𝑘 Ф

−(𝑎𝑘𝑖; ξ𝑘, 𝑧𝑘)]|
0

𝑙𝑘2

, (30) 

�̅�𝑖{𝑗𝑆2
0 ; 𝑧𝑘  }𝑧̅

0 = 30𝑖𝑘 [sinξ𝑘
∂

∂𝑧𝑘
  Ф+(𝑎𝑘𝑖 ; ξ𝑘 , 𝑧𝑘) + cosξ𝑘 Ф

−(𝑎𝑘𝑖 ; ξ𝑘 , 𝑧𝑘)]|
0

𝑙𝑘2

. (31) 

�̅�𝑖{𝑗𝐶1
0 ; 𝑧𝑘}𝑧̅

0 = 30𝑖𝑘 [
∂

∂𝑧𝑘
Ф+(𝑎𝑘𝑖 ; 𝐿𝑘 , 𝑧𝑘) − cos𝑙𝑘1

∂

∂𝑧𝑘
Ф+(𝑎𝑘𝑖 ; 𝑙𝑘2, 𝑧𝑘) − sin𝑙𝑘1Ф

−(𝑎𝑘𝑖; 𝑙𝑘2, 𝑧𝑘)] , (32) 

�̅�𝑖{𝑗𝑆1
0 ; 𝑧𝑘 }𝑧̅

0 = 30𝑖𝑘 [cos𝑙𝑘1Ф
−(𝑎𝑘𝑖; 𝑙𝑘2, 𝑧𝑘) − sin𝑙𝑘1

∂

∂𝑧𝑘
Ф+(𝑎𝑘𝑖 ; 𝑙𝑘2, 𝑧𝑘) − Ф

−(𝑎𝑘𝑖 ; 𝐿𝑘 , 𝑧𝑘)], (33) 

�̅�𝑖{𝑗𝐶2
0 ; 𝑧𝑘}𝑧̅

0 = 30𝑖𝑘 [cos𝑙𝑘2
∂

∂𝑧𝑘
Ф+(𝑎𝑘𝑖 ; 𝑙𝑘2, 𝑧𝑘) −

∂

∂𝑧𝑘
Ф+(𝑎𝑘𝑖 ; 0, 𝑧𝑘) − sin𝑙𝑘2Ф

−(𝑎𝑘𝑖 ; 𝑙𝑘2, 𝑧𝑘)], (34) 

�̅�𝑖{𝑗𝑆2
0 ; 𝑧𝑘}𝑧̅

0 = 30𝑖𝑘 [sin𝑙𝑘2
∂

∂𝑧𝑘
Ф+(𝑎𝑘𝑖 ; 𝑙𝑘2, 𝑧𝑘) + cos𝑙𝑘2Ф

−(𝑎𝑘𝑖; 𝑙𝑘2, 𝑧𝑘) − Ф
−(𝑎𝑘𝑖 ; 0, 𝑧𝑘)] (35) 

 

Можно видеть, что интегро-дифференциальный 
оператор �̅�𝑖{𝑗𝑃′

0  ; 𝑧𝑘}𝑧̅
0  состоит из трех слагаемых, 

каждое из которых содержит функцию 
Ф+(𝑎𝑘𝑖 ; 𝐴𝑘, 𝑧𝑘), либо Ф−(𝑎𝑘𝑖; 𝐴𝑘, 𝑧𝑘) , либо их произ-
водную по 𝑧𝑘 , где параметром 𝐴𝑘 обозначена неко-
торая постоянная, принимающая значения 0, 𝑙𝑘2 
или 𝐿𝑘 . В свою очередь упомянутые функции, со-
гласно (9, 11, 27) состоят также из трех слагаемых, 
каждому из которых можно поставить в соответ-
ствие конкретный физический процесс. 

При размещении антенны в однородной воздуш-
ной среде (ε𝑘 = 1), как следует из (14 и 27): 

Ф+(𝑎𝑘𝑖; 𝐴𝑘, 𝑧𝑘) = Ф
−(𝑎𝑘𝑖; 𝐴𝑘, 𝑧𝑘) = 

(36) 
= 𝑉(𝑎𝑘𝑖 ; 𝐴𝑘 − 𝑧𝑘). 

Это соотношение позволяет рассматривать ин-
тегро-дифференциальный оператор �̅�𝑖{𝑗𝑃′

0 ; 𝑧𝑘}𝑧̅
0, 

как сумму двух интегро-дифференциальных опера-
торов, определяющих напряженности падающей и 
отраженной волн, соответственно: 

�̅�𝑖{𝑗𝑃′
0 ; 𝑧𝑘}𝑧̅

0 = �̅�+𝑖{𝑗𝑃′
0 ; 𝑧𝑘}𝑧̅

0 + �̅�𝑖
−{𝑗𝑃′

0 ; 𝑧𝑘}𝑧̅
0, (37) 

где �̅�𝑖
+{𝑗𝑃′

0 ; 𝑧𝑘}𝑧̅
0 – интегро-дифференциальный опе-

ратор, определяющий вертикальную составляю-
щую напряженности электрического поля, создава-
емую БТ 𝑃′ на поверхности 𝑖-го проводника, при от-
сутствии границы раздела сред (падающая волна); 
�̅�𝑖
−{𝑗𝑃′

0 ; 𝑧𝑘}𝑧̅
0  – интегро-дифференциальный опера-

тор, определяющий вертикальную составляющую 
напряженности отраженного от границы раздела 
электрического поля, создаваемого БТ 𝑃′ на поверх-
ности 𝑖-го проводника (отраженная волна). 

Учитывая, что в выражение (6) входит веще-
ственная составляющая оператора �̅�𝑖{𝑗𝑃′

0 ; 𝑧𝑘}𝑧̅
0, 

представляют интерес вещественные составляю-
щие операторов �̅�𝑖

+{𝑗𝑃′
0 ; 𝑧𝑘}𝑧̅

0  и �̅�𝑖
−{𝑗𝑃′

0 ; 𝑧𝑘}𝑧̅
0 . Опре-

делить Re(�̅�𝑖
+{𝑗𝑃′

0 ; 𝑧𝑘}𝑧̅
0)  можно подставляя (36) в 

(32‒35) и выделяя вещественные составляющие в 
полученных выражениях. Окончательным результа-
том являются соотношения (38‒40), где n = 1, 2 – но-
мер проводника с БТ, а i = 1, 2 – номер проводника, 
на поверхности которого определяется напряжен-
ность поля.  

В (40) учтено, что 𝑉(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘) задается соотноше-
нием (10), а также, что 𝑎𝑘𝑖 << 𝑥𝑘 . 
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Re[�̅�+𝑖{𝑗𝐶𝑛
0 ; 𝑧𝑘}𝑧̅

0] = 30𝑘 {(−1)𝑛
∂

∂𝑧𝑘
[cos𝑙𝑘𝑛𝑅𝑖𝑣(𝑎𝑘𝑖 , 𝑙𝑘2 − 𝑧𝑘) − 𝑅𝑖𝑣(𝑎𝑘𝑖 , δ𝑛

1  𝐿𝑘 − 𝑧𝑘)] 

(38) 

− sin𝑙𝑘𝑛 𝑅𝑖𝑣(𝑎𝑘𝑖 , 𝑙𝑘2 − 𝑧𝑘)}. 

Re[�̅�+𝑖{𝑗𝑆𝑛
0 ; 𝑧𝑘}𝑧̅

0] = 30𝑘 {cos𝑙𝑘𝑛𝑅𝑖𝑣(𝑎𝑘𝑖 , 𝑙𝑘2 − 𝑧𝑘) − 𝑅𝑖𝑣(𝑎𝑘𝑖 , δ𝑛
1  𝐿𝑘 − 𝑧𝑘) +  

(39) 

+(−1)𝑛sin𝑙𝑘𝑛
∂

∂𝑧𝑘
𝑅𝑖𝑣(𝑎𝑘𝑖 , 𝑙𝑘2 − 𝑧𝑘)}, 

где  

𝑅𝑖𝑣(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘) = Re[𝑖𝑉(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘)] =
sin√𝑎𝑘𝑖

2 + 𝑥𝑘
2

√𝑎𝑘𝑖
2 + 𝑥𝑘

2
≈
sin𝑥𝑘
𝑥𝑘

, (40) 

𝑥𝑘 = −𝑧𝑘 ,  𝑙𝑘2 − 𝑧𝑘 ,  𝐿𝑘 − 𝑧𝑘 ,   δ𝑛
1 = {

1   при   𝑛 = 1
0  при  𝑛 ≠   1

–  символ Кронекера [10].  

 

Подставляя в (32‒35) соотношения (9 и 27) без 
первого слагаемого и выделяя вещественные со-
ставляющие, получим выражения (41‒44), опреде-
ляющие оператор Re(�̅�𝑖

−{𝑗𝑃′
0 ; 𝑧𝑘}𝑧̅

0). В (41, 42), также, 
как и в (38, 39) n = 1, 2 – номер проводника с БТ, а  
i = 1, 2 – номер проводника, на поверхности кото-
рого определяется напряженность поля отражен-
ного от полупроводящей земли.  

Можно видеть, что вещественные составляющие 
напряженности поля отраженной волны определя-
ются мнимой составляющей функции Ω(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘)  и 
ее производными по 𝑥𝑘 . Сама функция Ω(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘) 
представляет собой несобственный интеграл (12), 
сходимость которого зависит от координат точки 

наблюдения и параметров почвы. Т. е. возникает 
задача выделения из Ω(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘) мнимой составляю-
щей, исследования скорости ее сходимости и полу-
чения аналитических выражений, пригодных для 
инженерных расчетов. 

 
Преобразование функции 𝐈𝐦[𝛀(𝒂𝒌𝒊, 𝒙𝒌)] к виду, 
пригодному для инженерных расчетов  

Для разделения несобственного интеграла (12) 
на вещественную и мнимую составляющие, пред-
ставим его в виде суммы двух интегралов, предва-
рительно сделав в нем замену переменной 𝑡 =
=  𝜈𝑎𝑘𝑖  . Получим выражение (44). 

Re[�̅�𝑖
−{𝑗𝐶𝑛

0 ; 𝑧𝑘}𝑧̅
0] = 30𝑘 {(−1)𝑛

∂

∂𝑧𝑘
[cos𝑙𝑘𝑛𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘𝑖 , 𝑙𝑘2 + 𝑧𝑘) − 𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘𝑖 , δ 𝑛

1  𝐿𝑘 + 𝑧𝑘)] + 
(41) 

+  sin𝑙𝑘𝑛𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘 𝑖 , 𝑙𝑘2 + 𝑧𝑘)}, 

Re[�̅�𝑖
−{𝑗𝑆𝑛

0 ; 𝑧𝑘}𝑧̅
0] = 30𝑘 {(−1)𝑛sin𝑙𝑘𝑛

∂

∂𝑧𝑘
𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘𝑖 , 𝑙𝑘2 + 𝑧𝑘) − cos𝑙𝑘𝑛𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘𝑖 , 𝑙𝑘2 + 𝑧𝑘) + 

(42) 

+  𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘𝑖 , δ𝑛
1  𝐿𝑘 + 𝑧𝑘)}, 

где  
𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘) = Re[𝑖𝑊(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘)] = 𝑅𝑖𝑣(𝑥𝑘) + Im[Ω(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘)], (43) 

𝑥𝑘 = 𝑧𝑘 , 𝑙𝑘2 + 𝑧𝑘 , 𝐿𝑘 + 𝑧𝑘.  

Ω(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘) =
2ε𝑘

𝑎𝑘𝑖
∫

𝐽0(𝑡)𝑒
−𝑥𝑘𝑡𝑎𝑖 

√𝑡2 − 𝑎𝑘𝑖
2ε𝑘 + ε𝑘𝑡𝑎𝑖𝑎𝑘𝑖

𝑡𝑑𝑡

∞

0

=
2

𝑎𝑘𝑖
[∫

𝑒−𝑖 𝑥𝑘𝑡𝑚𝑎𝑖 

√𝑡2−𝑎𝑘𝑖
2ε𝑘

ε𝑘
+ 𝑖𝑡𝑚𝑎𝑖 𝑎𝑘𝑖

𝑡𝑑𝑡

𝑎𝑘𝑖

0

+ ∫
𝐽0(𝑡)𝑒

−𝑥𝑘𝑡𝑎𝑖

√𝑡2−𝑎𝑘𝑖
2ε𝑘

ε𝑘
+ 𝑡𝑎𝑖𝑎𝑘𝑖

𝑡𝑑𝑡

∞

𝑎𝑘𝑖

], (44) 

где  

𝑡𝑎𝑖 = √𝑡
2 − 𝑎𝑘𝑖

2 𝑎𝑘𝑖⁄ , 𝑡𝑚𝑎𝑖 = |𝑡𝑎𝑖| = √𝑎𝑘𝑖
2 − 𝑡2 𝑎𝑘𝑖  при 𝑡 ≤ 𝑎𝑘𝑖⁄   

 

В (44) учтено, что при 𝑡 ≤ 𝑎𝑘𝑖  𝐽0(𝑡) ≈ 1, поскольку 
𝑎𝑘𝑖 << 1. Легко показать, что:  

(√𝑡2 − 𝑎𝑘𝑖
2ε𝑘) ε𝑘⁄ = 𝑇𝑒𝑖(ϕ1−ϕ2), (45) 

где 

𝑇 =
√(𝑡2 − 𝑎𝑘𝑖

2ε)2 + (60σλ)2𝑎𝑘𝑖
44

√ε2 + (60σλ)2
= 

(46) 

=
1

|ε𝑘|
√𝑡4 − 2𝑡2𝑎𝑘𝑖

2ε + 𝑎𝑘𝑖
4|ε𝑘|

24
, 
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|ε𝑘|
2 = ε2 + (60σλ)2, (47) 

ϕ1 = 0,5arctg(60σλ𝑎𝑘𝑖
2 (𝑡2 − 𝑎𝑘𝑖

2ε)⁄ ), (48) 

ϕ2 = arctg(−60σλ ε⁄ ). (49) 

В (46, 47) |ε𝑘| – модуль комплексной диэлектри-
ческой проницаемости земли. 

Подставляя (45‒49) в (44), можно выделить (50) 
вещественную и мнимую составляющие Ω(𝑎𝑖 , 𝑥𝑘). 

Ω(𝑎𝑖 , 𝑥𝑘) =
2

𝑎𝑘𝑖
{∫

cos(𝑥𝑘𝑡𝑚𝑎𝑖 + ψ1)

𝐹1
𝑡𝑑𝑡 + ∫

𝐽0(𝑡)𝑒
−𝑥𝑘𝑡𝑎𝑖cosψ2
𝐹2

𝑡𝑑𝑡 −

∞

𝑎𝑘𝑖

𝑎𝑘𝑖

0

 

(50) 

−𝑖 [∫
sin(𝑥𝑘𝑡𝑚𝑎𝑖 + ψ1)

𝐹1
𝑡𝑑𝑡 + ∫

𝐽0(𝑡)𝑒
−𝑥𝑘𝑡𝑎𝑖sinψ2
𝐹2

𝑡𝑑𝑡

∞

𝑎𝑘𝑖

𝑎𝑘𝑖

0

]}. 

 

В выражении (50): 

𝐹1 = √𝑇
2 + 2𝑇√𝑎𝑘𝑖

2 − 𝑡2sinΔϕ + 𝑎𝑘𝑖
2 − 𝑡2, (51) 

𝐹2 = √𝑇
2 + 2𝑇√𝑡2 − 𝑎𝑘𝑖

2cosΔϕ − 𝑎𝑘𝑖
2 + 𝑡2, (52) 

ψ1 = arctg[(𝑇sinΔϕ + 𝑡𝑚𝑎𝑖𝑎𝑘𝑖) (𝑇cosΔϕ)⁄ ], (53) 

ψ2 = arctg[(𝑇sinΔϕ) (𝑇cosΔϕ + 𝑡𝑎𝑖𝑎𝑘𝑖)⁄ ], (54) 

Δϕ = ϕ1 −ϕ2. (55) 

Из соотношения (50) следует соотношение (56). 

Im[ Ω(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘)] = −
2

𝑎𝑘𝑖
[∫ Ф1(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘; 𝑡)𝑑𝑡 + ∫ Ф2(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘; 𝑡)𝑑𝑡

∞

𝑎𝑘𝑖

𝑎𝑘𝑖

0

], (56) 

где  

Ф1(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘; 𝑡) =
𝑡

𝐹1
sin(𝑥𝑘𝑡𝑚𝑎𝑖 + ψ1) =

𝑡

𝐹1
[sin(𝑥𝑘𝑡𝑚𝑎𝑖)cosψ1 + sinψ1cos(𝑥𝑘𝑡𝑚𝑎𝑖)], (57) 

Ф2(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘; 𝑡) = 𝐽0(𝑡)
𝑡

𝐹2
  exp(−𝑥𝑘𝑡𝑎𝑖)sinψ2. (58) 

 

Легко показать, что из (53 и 54) следует: 

sinψ1 = (𝑇sinΔϕ + √𝑎𝑘𝑖
2 − 𝑡2) 𝐹1⁄

cosψ1 = 𝑇cosΔϕ 𝐹1⁄

sinψ2 = 𝑇sinΔϕ 𝐹2⁄

}. (59) 

Соотношения (59) позволяют преобразовать (57 
и 58) к следующему виду: 

Ф1(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘; 𝑡) =
𝑡

𝐹1
2 × 

(60) 
× [𝑇sin(𝑥𝑘𝑡𝑚𝑎𝑖 + Δϕ) + 𝑡𝑚𝑎𝑖𝑎𝑘𝑖cos(𝑥𝑘𝑡𝑚𝑎𝑖)], 

Ф2(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘; 𝑡) = 𝐽0(𝑡)
𝑡𝑇

𝐹2
2   exp(−𝑥𝑘𝑡𝑎𝑖)sinΔϕ. (61) 

Для вычисления Im[Ω(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘)] , несобственный 
интеграл в выражении (56) удобно представить в 
виде суммы бесконечного знакопеременного ряда, 
состоящего из определенных интегралов, пределы 
интегрирования которых совпадают с нулями 
функции Бесселя. Поскольку Ф2(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘; 𝑡)  при не-
ограниченном возрастании t стремится к нулю, 
этот ряд будет сходящимся. Как известно [11], по-
грешность вычисления суммы такого ряда не пре-
вышает первого отброшенного члена, что позво-
ляет легко определить, при каком  𝑥 𝑎𝑖⁄  будет обес-
печиваться приемлемая для инженерных расчетов 

точность вычисления, если верхний предел несоб-
ственного интеграла ограничить первым нулем 
функции 𝐽0(𝑡). 

Пусть: 

Im[Ω(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘)] ≈ −
2

𝑎𝑘𝑖
× 

(62) 

× [∫ Ф1(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘; 𝑡)𝑑𝑡 + ∫ Ф2(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘; 𝑡)𝑑𝑡

𝑗01

𝑎𝑘𝑖

𝑎𝑘𝑖

0

], 

где 𝑗01 = 2,4048  – первый ноль функции Бесселя 
нулевого порядка [12]. 

Относительная погрешность вычисления в этом 
случае будет: 

ζ =
|∫ Ф2(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘; 𝑡)𝑑𝑡
𝑗02
𝑗01

|

|∫ Ф1(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘; 𝑡)𝑑𝑡
𝑎𝑘𝑖
0

+ ∫ Ф2(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘; 𝑡)𝑑𝑡
𝑗01
𝑎𝑘𝑖

|
, 

где 𝑗02 = 5,5201 – второй ноль функции Бесселя ну-
левого порядка. 

На рисунке 2а представлено семейство кривых, 
характеризующих зависимость относительной по-
грешности вычислений от 𝑥 𝑎𝑖⁄ , для различных ча-
стот и удельных проводимостей почвы. Видно, что 
при 𝑥 𝑎𝑖⁄ > 2  относительная погрешность не пре-
вышает 0,01.  
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На рисунке 2b ‒ те же зависимости для случая, ко-
гда верхний предел несобственного интеграла 
уменьшен до одной десятой 𝑗01. Видно, что даже та-
кое существенное ограничение верхнего предела яв-
ляется целесообразным при 𝑥 𝑎𝑖⁄ >  20, поскольку 
позволяет, сохраняя точность вычислений, значи-
тельно сократить их объем. Это объясняется не 
только сокращением интервала интегрирования, а и 
возможностью упростить подынтегральную функ-
цию. Действительно, при 0 ≤ 𝑡 ≤ 0,24  значения 
функции Бесселя нулевого порядка лежат в преде-
лах 1 ≥ 𝐽0(𝑡) ≥ 0,986, что позволяет исключить ее 
из подынтегрального выражения. Пусть: 

Ф2
(0)(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘; 𝑡) =

𝑡𝑇

𝐹2
2   exp(−𝑥𝑘𝑡𝑎𝑖)sinΔϕ. (63) 

Тогда, при 𝑡 ≤ 0,24 справедливо приближение: 

∫ Ф2(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘; 𝑡)𝑑𝑡

0,24

𝑎𝑘𝑖

≈ ∫ Ф2
(0)(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘; 𝑡) 

0,24

𝑎𝑘𝑖

𝑑𝑡. (63а) 

Относительная погрешность вычислений, пред-
ставленная на рисунке 2b, определялась следую-
щим образом: 

ζ′ =
|∫ Ф2(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘; 𝑡)𝑑𝑡
2,4

0,24
|

|∫ Ф1(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘; 𝑡)𝑑𝑡
𝑎𝑘𝑖
0

+ ∫ Ф2
(0)(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘; 𝑡)𝑑𝑡

0,24

𝑎𝑘𝑖
|
. 

Таким образом, соотношение (43) с учетом (40, 
56, 62 и 63) можно представить в виде (64). Как 
видно из (61), с уменьшением 𝑥𝑘  скорость сходимо-
сти несобственного интеграла в (56) уменьшается, 
что и нашло отражение в (64а). Очевидно, что са-
мой низкой будет сходимость при 𝑥𝑘 = 0 . В этом 
случае (56) удобно представить в виде суммы трех 

интегралов (65), где Ф2
(𝑎)(𝑎𝑘𝑖 , 0; 𝑡)  – асимптотиче-

ское приближение функции Ф2(𝑎𝑘𝑖 , 0; 𝑡) при 𝑡 >> 1. 

Как известно [12], функцию Бесселя нулевого по-
рядка при больших значениях аргумента можно 
представить в виде (66). 

0 0,5 1,51 2 2,5

x/ai

1

10-1

10-3

10-4

ζ  
10-2

 

10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

x/ai

10-1

ζ 

10-2

10-3  
a) b) 

λ = 200

ϭ = 0,01

λ = 200

ϭ = 0,001

λ = 20

ϭ = 0,01

λ = 20

ϭ = 0,001 
Рис. 2. Зависимость относительной погрешности вычисления 𝐈𝐦[𝛀(𝒂𝒌𝒊, 𝒙𝒌)] от 𝒙 𝒂𝒊⁄  при верхнем пределе интегрирования: 

а) 2,4; b) 0,24 

Fig. 2. Dependence of the Relative Calculation Error on 𝐼𝑚[𝛺(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘)] at the Upper Limit of Integration: a) 2.4; b) 0.24 

𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘) =
sin𝑥𝑘
𝑥𝑘

−
2

𝑎𝑘𝑖
[∫ Ф1(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘; 𝑡)𝑑𝑡 + 𝐹(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘)

𝑎𝑘𝑖

0

], (64) 

где  

𝐹(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘) = ∫ Ф2(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘; 𝑡)𝑑𝑡 =

∞

𝑎𝑘𝑖

{
  
 

  
 
∫ Ф2(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘; 𝑡)𝑑𝑡   при  𝑥 𝑎𝑖⁄

2,4

𝑎𝑘𝑖

> 2

∫ Ф2
(0)(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘; 𝑡)𝑑𝑡     при  𝑥 𝑎𝑖⁄

0,24

𝑎𝑘𝑖

> 20

, (64а) 

Re[𝑖Ω(𝑎𝑘𝑖 , 0)] ≈
2

𝑎𝑘𝑖
[∫ Ф1(𝑎𝑘𝑖 , 0; 𝑡)𝑑𝑡 + ∫ Ф2(𝑎𝑘𝑖 , 0; 𝑡)𝑑𝑡 + ∫ Ф2

(𝑎)(𝑎𝑘𝑖 , 0; 𝑡)𝑑𝑡

∞

𝑡𝑚

𝑡𝑚

𝑎𝑘𝑖

𝑎𝑘𝑖

0

]. (65) 

 

𝐽0(𝑡) ≈ √
2

π𝑡
cos (𝑡 −

π

4
). (66) 

Из соотношений (46, 48 и 52) при 𝑡 >> 𝑡𝑚 и 𝑎𝑘𝑖 ≪
≪ 1, следует: 
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𝑇 ≈
𝑡

|ε𝑘|
, ϕ1 ≈ 0, sinΔϕ ≈

60σλ

|ε𝑘|
, cosΔϕ ≈

ε

|ε𝑘|
, 

(67) 

𝐹2 ≈
𝑡

|ε𝑘|
√1 + 2ε + |ε𝑘|

2. 

Подставив (66 и 67) в (61), получим асимптоти-
ческое приближение функции Ф2(𝑎𝑘𝑖 , 0; 𝑡)  при  
𝑡 >> 1: 

Ф2
(𝑎)(𝑎𝑘𝑖 , 0; 𝑡) = √

2

π

60σλ

1 + 2ε + |ε𝑘|
2

cos (𝑡 −
π

4
)

√𝑡
= 

(68) 

=
𝑄

√π
[
cos𝑡

√𝑡
+
sin𝑡

√𝑡
], 

где 𝑄 = 60σλ (1 + 2ε + |ε𝑘|
2)⁄ . 

Соотношение (68) преобразует последнее слага-
емое в правой части (65) к виду: 

∫ Ф2(𝑎𝑘𝑖 , 0; 𝑡)𝑑𝑡

∞

𝑡𝑚

= ∫ Ф2
(𝑎)(𝑎𝑘𝑖 , 0; 𝑡)𝑑𝑡

∞

𝑡𝑚

= 

(69) 
𝑄

√π
[ ∫

cos(𝑡)

√𝑡
 

∞

𝑡𝑚

𝑑𝑡 + ∫
sin(𝑡)

√𝑡
 

∞

𝑡𝑚

𝑑𝑡]. 

Учитывая, что [13]: 

∫
sin(𝑡)

√𝑡
 

∞

0

𝑑𝑡 = ∫
cos(𝑡)

√𝑡
 

∞

0

𝑑𝑡 = √
π

2
, (70) 

соотношение (69) легко свести к совокупности ин-
тегралов Френеля [12]: 

∫ Ф2
(𝑎)(𝑎𝑘𝑖 , 0; 𝑡)𝑑𝑡

∞

𝑡𝑚

= √2𝑄[1 − С(𝑡𝑚) − 𝑆(𝑡𝑚)], (71) 

где С(𝑡𝑚) и 𝑆(𝑡𝑚) – интегралы Френеля: 

С(𝑡𝑚) =
1

√2π
∫
cos(𝑡)

√𝑡
 

𝑡𝑚

0

𝑑𝑡, 

(72) 

𝑆(𝑡𝑚) =
1

√2π
∫
sin(𝑡)

√𝑡
 

𝑡𝑚

0

𝑑𝑡. 

Выбор рационального значения параметра 𝑡𝑚  в 
(65) можно сделать на основе анализа среднеквад-
ратического отклонения на интервале 2π асимпто-
тического приближения подынтегральной функ-
ции (68) от своего точного значения при различ-
ных значениях 𝑡𝑚 [14]. 

Обозначим: 

𝑆(𝑡𝑚) = √
1

2π
∫ [

Ф2(𝑎𝑘𝑖 , 0; 𝑡) − Ф2
(𝑎)(𝑎𝑘𝑖 , 0; 𝑡)

𝑀
]

𝑡𝑚+2π

𝑡𝑚

2

𝑑𝑡, (73) 

где M – максимальное значение |Ф2(𝑎𝑘𝑖 , 0; 𝑡)| на ин-
тервале интегрирования. 

Графически зависимость 𝑆(𝑡𝑚) представлена на 
рисунке 3. Видно, что при 𝑡𝑚 > 6 среднеквадрати-
ческое отклонение не превышает 0,01, что позво-
ляет считать совпадение исходной функции с при-
ближенной (69) достаточным для инженерных рас-
четов. 

0,016

0,014

0,012

0,01

0,008

0,006

0,004

0,002

0
3 5 7 9 11 13 15 17 19

S(tm)

tm  
Рис. 3. Среднеквадратическое отклонение Ф𝟐

(𝒂)(𝒂𝒌𝒊, 𝟎; 𝒕) 𝑴⁄  
от Ф𝟐(𝒂𝒌𝒊, 𝟎; 𝒕) 𝑴⁄  

Fig. 3. Standard Deviation Ф2
(𝑎)(𝑎𝑘𝑖 , 0; 𝑡) 𝑀⁄  from Ф2(𝑎𝑘𝑖, 0; 𝑡) 𝑀⁄  

Соотношения (65 и 71) позволяют представить 
(43) при 𝑥𝑎𝑖 = 0 в виде (74), где учтено, что С(6) =
=  0,4433, 𝑆(6) = 0,3499 [12]. Таким образом, функ-
цию 𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘) , содержащую несобственный ин-
теграл с бесконечным верхним пределом, удалось 
представить в виде соотношений (64 и 74), содер-
жащих простые определенные интегралы, легко 
поддающиеся численному интегрированию. 

𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘𝑖 , 0) ≈ 1 −
2

𝑎𝑘𝑖
[∫ Ф1(𝑎𝑘𝑖 , 0; 𝑡)𝑑𝑡 + ∫Ф2(𝑎𝑘𝑖 , 0; 𝑡)𝑑𝑡 + 0,29𝑄

6

𝑎𝑘𝑖

𝑎𝑘𝑖

0

]. (74) 

 
Эти формулы будут весьма полезны при опреде-

лении взаимных сопротивлений нагрузочного 
восьмиполюсника эквивалентных генераторов БТ 
(рисунок 1b). Подставляя (37) в (6), получим: 

𝑟𝑃𝑃′ = 𝑟𝑃𝑃′
+ + 𝑟𝑃𝑃′

−  , (75) 
где 

𝑟𝑃𝑃′
+ =

1

𝑘
∫𝑗𝑃

0(𝑧𝑘)Re[�̅�𝑖
+{𝑗𝑃′

0  ; 𝑧𝑘}𝑧̅
0]𝑑𝑧𝑘

𝑙𝑘𝑖

, (76) 

𝑟𝑃𝑃′
− =

1

𝑘
∫𝑗𝑃

0(𝑧𝑘)Re[�̅�𝑖
−{𝑗𝑃′

0  ; 𝑧𝑘}𝑧̅
0]𝑑𝑧𝑘

𝑙𝑘𝑖

, (77) 

𝑟𝑃𝑃′
+  – взаимное сопротивление восьмиполюсника 

внутренних сопротивлений БТ при отсутствии под-
стилающей поверхности; 𝑟𝑃𝑃′

−  – поправка к взаим-
ному сопротивлению восьмиполюсника внутрен-
них сопротивлений БТ, вносимая границей раздела 
сред. 
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Легко заметить, что при отсутствии подстилаю-
щей поверхности НВВТП представляет собой 
несимметричный диполь с оконечными нагруз-
ками (НДОН), сопротивление излучения которого 
будет определяться соотношением (7) с учетом 
того, что в однородной среде 𝑟𝑃𝑃′ = 𝑟𝑃𝑃′

+ . Таким об-
разом, решение задачи о сопротивлении излучения 
НДОН можно рассматривать как первый этап опре-
деления сопротивления излучения НВВТП. 

 
Сопротивление излучения 

Соотношение (38) определяет вещественную со-
ставляющую вертикальной компоненты напря-
женности электрического поля, создаваемого коси-
нусным БТ, протекающим по n-му проводнику, в 
точке с координатой 𝑧𝑘 , лежащей на поверхности 𝑖-
го проводника излучателя. Подставляя (38) в (76), 
получим взаимное сопротивление 𝑃-го БТ 𝑖-го про-
водника и косинусного БТ n-го проводника. По-
скольку 𝑅𝑖𝑣(𝑎𝑘𝑖 , 𝑧𝑘) = 𝑅𝑖𝑣(𝑧𝑘), как следует из (40), 
получим (78).  

Подставляя в (76) соотношение (39), можно 
определить взаимное сопротивление 𝑃 -го БТ 𝑖 -го 
проводника и синусного БТ, протекающего по n-му 
проводнику (79). 

Применив к первым интегралам соотношений 
(78 и 79) правило интегрирования по частям и опу-
стив несложные, но громоздкие преобразования, с 
учетом обозначений (2‒5) и соотношения (40), по-
лучим (80‒89). 

Для определения поправок к вещественным со-
ставляющим взаимных сопротивлений, вносимых 
границей раздела сред, следует воспользоваться 
соотношениями (41, 42 и 77). Подставив в (77) ин-
тегро-дифференциальный оператор (41), получим 
поправку к вещественной составляющей взаим-
ного сопротивления между 𝑃-м БТ 𝑖-го проводника 
и косинусным БТ n-го проводника. Считая, что про-
водники излучателя НВВТП имеют одинаковое се-
чение, получим (91). 

Подставив в (77) дифференциальный оператор 
(42), определим поправку к вещественной состав-
ляющей взаимного сопротивления P-го БТ 𝑖-го про-
водника и синусного БТ, протекающего по n-му 
проводнику (92). 

Применив к первым интегралам соотношений 
(91 и 92) правило интегрирования по частям и опу-
стив несложные, но громоздкие преобразования, с 
учетом обозначений (2‒5) и соотношений (43 и 56), 
получим (93‒102). 

𝑟𝑃𝐶𝑛
+ = 30{(−1)𝑛 ∫ 𝑗𝑃

0

𝑙𝑘𝑖

(𝑧𝑘)
∂

∂𝑧𝑘
[𝑅𝑖𝑣(δ𝑛

1  𝐿𝑘 − 𝑧𝑘) − cos𝑙𝑘𝑛𝑅𝑖𝑣(𝑙𝑘2 − 𝑧𝑘)]𝑑𝑧𝑘 + 

(78) 

+ sin𝑙𝑘𝑛 ∫𝑗𝑃
0(𝑧𝑘)𝑅𝑖𝑣(𝑙𝑘2 − 𝑧𝑘)

𝑙𝑘𝑖

𝑑𝑧𝑘}. 

𝑟𝑃𝑆𝑛
+ = 30 {(−1)𝑛 sin 𝑙𝑘𝑛 ∫𝑗𝑃

0

𝑙𝑘𝑖

(𝑧𝑘)
∂

∂𝑧𝑘
𝑅𝑖𝑣(𝑙𝑘2 − 𝑧𝑘)𝑑𝑧𝑘 + 

(79) 

+ cos𝑙𝑘𝑛 ∫𝑗𝑃
0(𝑧𝑘)𝑅𝑖𝑣(𝑙𝑘2 − 𝑧𝑘)

𝑙𝑘𝑖

𝑑𝑧𝑘 − ∫𝑗𝑃
0(𝑧𝑘)𝑅𝑖𝑣( δ𝑛

1  𝐿𝑘 − 𝑧𝑘)

𝑙𝑘𝑖

𝑑𝑧𝑘}. 

𝑟𝐶1𝐶1
+ = 20𝑙𝑘1

2 [1 −
3

8
𝑙𝑘1
2 ], (80) 

𝑟𝐶1𝑆1
+ = 𝑟𝑆1𝐶1

+ = 10𝑙𝑘1
3 [1 −

4

15
𝑙𝑘1
2 ], (81) 

𝑟𝐶1𝐶2
+ = 𝑟𝐶2𝐶1

+ = 30 [𝐼𝑁1 −
𝑙𝑘1𝑙𝑘2
3

+
𝑙𝑘1

2𝑙𝑘2
2

6
+
𝑙𝑘1

4 + 𝑙𝑘2
4

30
], (82) 

𝑟𝐶1𝑆2
+ = 𝑟𝑆2𝐶1

+ = 30 [𝐼𝑁2 −
𝑙𝑘1
2 𝑙𝑘2
3

(1 −
𝑙𝑘1

2

10
−
𝑙𝑘2

2

6
)], (83) 

𝑟𝑆1𝑆1
+ = 5𝑙𝑘1

4 [1 −
1

6
𝑙𝑘1
2 ], (84) 

𝑟𝑆1𝐶2
+ = 𝑟𝐶2𝑆1

+ = 30 [𝐼𝑁2 −
𝑙𝑘1𝑙𝑘2

2

3
(1 −

𝑙𝑘1
2

6
−
𝑙𝑘2

2

10
)], 

(85) 
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𝑟𝑆1𝑆2
+ = 𝑟𝑆2𝑆1

+ = 30 [𝑙𝑘1 𝑙𝑘2 (1 −
𝑙𝑘1

2 + 𝑙𝑘2
2

6
) − 𝐼𝑁1], (86) 

𝑟𝐶2𝐶2
+ = 20𝑙𝑘2

2 [1 −
3

8
𝑙𝑘2
2 ], (87) 

𝑟𝐶2𝑆2
+ = 𝑟𝑆2𝐶2

+ = 10𝑙𝑘2
3 [1 −

4𝑙𝑘2
2

15
], (88) 

𝑟𝑆2𝑆2
+ = 5  𝑙𝑘2

4 [1 −
𝑙𝑘2
2

6
], (89) 

где  
𝐼𝑁1 = cos𝐿𝑘𝐼𝑁3 − sin𝐿𝑘𝐼𝑁4
𝐼𝑁2 = cos𝐿𝑘𝐼𝑁4 + sin𝐿𝑘𝐼𝑁3

𝐼𝑁3 =
1

2
(𝐿𝑘

2 − 𝑙𝑘1
2 − 𝑙𝑘2

2) −
1

12
(𝐿𝑘

4 − 𝑙𝑘1
4 − 𝑙𝑘2

4) +
1

240
(𝐿𝑘

6 − 𝑙𝑘1
6 − 𝑙𝑘2

6)

𝐼𝑁4 = −
2

9
(𝐿𝑘

3 − 𝑙𝑘1
3 − 𝑙𝑘2

3) +
1

36
(𝐿𝑘

5 − 𝑙𝑘1
5 − 𝑙𝑘2

5) }
 
 

 
 

. (90) 

𝑟𝑃𝐶𝑛
− = 30{(−1)𝑛 ∫𝑗𝑃

0

𝑙𝑘𝑖

(𝑧𝑘)
∂

∂𝑧𝑘
[cos𝑙𝑘𝑛𝑅𝑖𝑤  (𝑎𝑘 , 𝑙𝑘2 + 𝑧𝑘) − 𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘, δ𝑛

1  𝐿𝑘 + 𝑧𝑘)]𝑑𝑧𝑘 + 

(91) 

+ sin𝑙𝑘𝑛 ∫ 𝑗𝑃
0(𝑧𝑘)𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘, 𝑙𝑘2 − 𝑧𝑘)

𝑙𝑘 𝑖

𝑑𝑧𝑘}. 

𝑟𝑃𝑆𝑛
− = 30 {(−1)𝑛 sin 𝑙𝑘𝑛 ∫𝑗𝑃

0

𝑙𝑘𝑖

(𝑧𝑘)
∂

∂𝑧𝑘
𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘 , 𝑙𝑘2 + 𝑧𝑘)𝑑𝑧𝑘 − 

(92) 

− cos𝑙𝑘𝑛 ∫𝑗𝑃
0(𝑧𝑘)𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘 , 𝑙𝑘2 + 𝑧𝑘)

𝑙𝑘𝑖

𝑑𝑧𝑘 + ∫𝑗𝑃
0(𝑧𝑘)𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘 , δ𝑛

1  𝐿𝑘 + 𝑧𝑘)

𝑙𝑘𝑖

𝑑𝑧𝑘}. 

𝑟𝐶1𝐶1
− = −30𝑖[𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘 , 2𝐿𝑘) − cos𝑙𝑘1𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘 , 𝐿𝑘 + 𝑙𝑘2) − cos𝑙𝑘1 𝐴3 + cos2𝐿𝑘 𝐼𝑁5 − sin2𝐿𝑘  𝐼𝑁6], (93) 

𝑟𝐶1𝑆1
− = 𝑟𝑆1𝐶1

− = −30𝑖[−sin𝑙𝑘1 𝐴3 + sin2𝐿𝑘  𝐼𝑁5 + cos2𝐿𝑘  𝐼𝑁6], (94) 

𝑟𝐶1𝐶2
− = 𝑟𝐶2𝐶1

− = −30𝑖[cos𝑙𝑘2 𝐴3 − 𝐴4 + cos𝐿𝑘 𝐼𝑁7 − sin𝐿𝑘  𝐼𝑁8], (95) 

𝑟𝐶1𝑆2
− = 𝑟𝑆2𝐶1

− = −30𝑖[sin𝑙𝑘2 𝐴3 − sin𝐿𝑘  𝐼𝑁7 − cos𝐿𝑘  𝐼𝑁8], (96) 

𝑟𝑆1𝑆1
− = −30𝑖[sin2𝑙𝑘1 𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘 , 2𝑙𝑘2) − cos2𝐿𝑘  𝐼𝑁5 + sin2𝐿𝑘  𝐼𝑁6], (97) 

𝑟𝑆1𝐶2
− = 𝑟𝐶2𝑆1

− = −30𝑖[sin𝑙𝑘1 𝐴5 + sin𝐿𝑘  𝐼𝑁7 + cos𝐿𝑘  𝐼𝑁8], (98) 

𝑟𝑆1𝑆2
− = 𝑟𝑆2𝑆1

− = −30𝑖[−sin𝑙𝑘1sin𝑙𝑘2 𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘 , 2𝑙𝑘2) + cos𝐿𝑘 𝐼𝑁7 − sin𝐿𝑘  𝐼𝑁8] (99) 

𝑟𝐶2𝐶2
− = −30𝑖{𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘 , 0) − cos𝑙𝑘2[𝐴5 + 𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘 , 𝑙𝑘2)] + 𝐼𝑁9}, (100) 

𝑟𝐶2𝑆2
− = 𝑟𝑆2𝐶2

− = −30𝑖[sin𝑙𝑘2 𝐴5 + 𝐼𝑁10], (101) 

𝑟𝑆2𝑆2
− = −30𝑖[sin2𝑙𝑘2 𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘 , 2𝑙𝑘2) − 𝐼𝑁9]. (102) 

 

В соотношениях (93‒102) использованы следую-
щие обозначения: 

𝐴3 = 𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘 , 𝐿𝑘 + 𝑙𝑘2) − cos𝑙𝑘1 𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘 , 2𝑙𝑘2)

𝐴4 = 𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘 , 𝐿𝑘) − cos𝑙𝑘1 𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘, 𝑙𝑘2)

𝐴5 = 𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘 , 𝑙𝑘2) − cos𝑙𝑘2 𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘 , 2𝑙𝑘2)
}, (103) 

𝐼𝑁5 = 𝐼𝑤𝑠(𝐿𝑘 + 𝑙𝑘2, 2𝐿𝑘) − 𝐼𝑤𝑠(2𝑙𝑘2, 𝐿𝑘 + 𝑙𝑘2)

𝐼𝑁6 = 𝐼𝑤𝑐(𝐿𝑘 + 𝑙𝑘2, 2𝐿𝑘) − 𝐼𝑤𝑐(2𝑙𝑘2, 𝐿𝑘 + 𝑙𝑘2)

𝐼𝑁7 = 𝐼𝑤𝑠(2𝑙𝑘2, 𝐿𝑘 + 𝑙𝑘2) − 𝐼𝑤𝑠(𝑙𝑘2, 𝐿𝑘)

𝐼𝑁8 = 𝐼𝑤𝑐(2𝑙𝑘2, 𝐿𝑘 + 𝑙𝑘2) − 𝐼𝑤𝑐(𝑙𝑘2, 𝐿𝑘)

𝐼𝑁9 = 𝐼𝑤𝑠(𝑙𝑘2, 2𝑙𝑘2) − 𝐼𝑤𝑠(0, 𝑙𝑘2)

𝐼𝑁10 = 𝐼𝑤𝑐(𝑙𝑘2, 2𝑙𝑘2) − 𝐼𝑤𝑐(0, 𝑙𝑘2). }
  
 

  
 

, (104) 
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𝐼𝑤𝑐(α, β) = ∫cos𝑥𝑘  𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘 , 𝑥𝑘)𝑑𝑥𝑘

β

α

𝐼𝑤𝑠(α, β) = ∫sin𝑥𝑘  𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘 , 𝑥𝑘)𝑑𝑥𝑘

β

α }
  
 

  
 

. (105) 

Легко заметить, что функция 𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘𝑖 , 𝑥𝑘) входит 
во все соотношения (93‒102) как в явном виде, так и 
в качестве сомножителя подынтегральных выраже-
ний определенных интегралов, превращая их таким 
образом в двойные интегралы. Поскольку числен-
ное интегрирование двойных интегралов требует 
существенно больших вычислительных ресурсов, 
преобразование их к простым является весьма по-
лезным при разработке математических моделей, 
пригодных для решения оптимизационных задач. 

Преобразование функций 𝑰𝒘𝒄(𝛂, 𝛃)и 𝑰𝒘𝒔(𝛂, 𝛃)  
к простым определенным интегралам 

Из соотношений (104) видно, что нижний предел 
в интегралах (105) может принимать четыре значе-
ния: 𝑙𝑘2 , 2𝑙𝑘2 , 𝐿𝑘 + 𝑙𝑘2  и 0. В использованных ранее 
при разработке математической модели НВВТП ме-
тоде наводимых ЭДС и методе среднего потенциала 
[7, 8] предполагалось, что длины всех проводников 
во много раз больше их радиусов. Придерживаясь и 
далее принятого ограничения, можно утверждать, 
что в интегралах с первыми тремя значениями 
нижнего предела функцию 𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘 , 𝑥𝑘) можно зада-
вать соотношением (64). Подставив (64) в (105) и 
выполнив интегрирование по 𝑑𝑥𝑘 , получим (106). 

 

𝐼𝑤𝑐(α, β) =
1

2
[𝑆𝑖(2β) − 𝑆𝑖(2α)] −

1

𝑎𝑘
∫ Ф1𝑐(α, β, 𝑡)𝑑𝑡

𝑎𝑘 

0

− 𝐹𝑐(α, β), 
(106) 

𝐼𝑤𝑐(α, β) =
1

2
[𝑙𝑛

α

β
− 𝐶𝑖(2β) − C𝑖(2α)] −

1

𝑎𝑘
∫ Ф1𝑠(α, β, 𝑡)𝑑𝑡

𝑎𝑘 

0

− 𝐹𝑠(α, β), (107) 

𝑆𝑖(𝑥) = ∫
sin𝑡

𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 = ∑(−1)𝑛
𝑥2𝑛+1

(2𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)!

∞

𝑛=0

,  

С𝑖(𝑥) – интегральный косинус:  

С𝑖(𝑥) = γ + ln𝑥 − ∫
1 − cos𝑡

𝑡
 

𝑥

0

𝑑𝑡 = γ + ln𝑥 +∑(−1)𝑛
𝑥2𝑛

2𝑛(2𝑛)!

∞

𝑛=0

,  

γ = 0,5772 – постоянная Эйлера ‒ Маскерони:  

Ф1𝑞(α, β, 𝑡) =
𝑡

𝐹1
2
[𝑇𝑆𝑞(α, β, 𝑡) + 𝑡𝑚𝑎𝐶𝑞(α, β, 𝑡)], (108) 

𝑞 = 𝑐, 𝑠 ‒ обобщенный индекс,  

𝐹𝑞(α, β) =
1

𝑎𝑘 

{
  
 

  
 
∫ Ф2

(0)(𝑎𝑘 , 0; 𝑡)𝐸𝑞(α, β, 𝑡)𝑑𝑡, α

0,24

𝑎𝑘 

> 20𝑎𝑘 

∫ Ф2(𝑎𝑘 , 0; 𝑡)𝐸𝑞(α, β, 𝑡)𝑑𝑡, α

2,4

𝑎𝑘 

> 2𝑎𝑘 

, (109) 

{
𝑆𝑐(α, β, 𝑡)

𝑆𝑠(α, β, 𝑡)
} = 2∫ sin(𝑥𝑘𝑡𝑚𝑎 + Δϕ) {

cos𝑥𝑘
sin𝑥𝑘

} 𝑑𝑥𝑘

β

α

= {
𝐴𝑐(𝑡𝑚𝑎

+ ; Δϕ)+ 𝐴𝑐(𝑡𝑚𝑎
− ; Δϕ)

𝐴𝑠(𝑡𝑚𝑎
− ; Δϕ)− 𝐴𝑠(𝑡𝑚𝑎

+ ; Δϕ)
}, (110) 

{
𝐶𝑐(α, β, 𝑡)

𝐶𝑠(α, β, 𝑡)
} = 2∫ cos(𝑥𝑘𝑡𝑚𝑎) {

cos𝑥𝑘
sin𝑥𝑘

} 𝑑𝑥𝑘 =

β

α

{
𝐴𝑠(𝑡𝑚𝑎

− ; 0) + 𝐴𝑠(𝑡𝑚𝑎
+ ; 0)

𝐴𝑐(𝑡𝑚𝑎
+ ; 0) − 𝐴𝑐(𝑡𝑚𝑎

− ; 0)
}, (111) 

{
𝐸𝑐(α, β, 𝑡)

𝐸𝑠(α, β, 𝑡)
} = 2∫exp(−𝑥𝑘𝑡𝑎) {

cos𝑥𝑘
sin𝑥𝑘

} 𝑑𝑥𝑘

β

α

= 
(112) 

= ±
2

𝑡𝑎
2 + 1

[exp(−𝑡𝑎β) {
sinβ − 𝑡𝑎cosβ
cosβ + 𝑡𝑎sinβ

} − exp(−𝑡𝑎α) {
sinα − 𝑡𝑎cosα
cosα + 𝑡𝑎sinα

}], 

{
𝐴𝑐(𝑏; Δϕ)

𝐴𝑠(𝑏; Δϕ)
} =

1

𝑏
{
cos(𝑏α + Δϕ) − cos(𝑏β + Δϕ)

sin(𝑏β + Δϕ) − sin(𝑏α + Δϕ)
}, (113) 
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 𝑡𝑚𝑎 =
√𝑎𝑘

2 − 𝑡2

𝑎𝑘
,   𝑡𝑎 =

√𝑡2 − 𝑎𝑘
2

𝑎𝑘
, 𝑡𝑚𝑎
+ =

√𝑎𝑘
2 − 𝑡2 + 𝑎𝑘
𝑎𝑘

,  𝑡𝑚𝑎
− =

√𝑎𝑘
2 − 𝑡2 − 𝑎𝑘
𝑎𝑘

.  

 

При интегрировании (108‒111) использованы из-
вестные формулы произведений двух гармониче-
ских функций. Определенные интегралы (112, 113) 
получены из неопределенных, приведенных в [13]: 

∫𝑒−𝑎𝑥cos𝑥𝑑𝑥 =
1

𝑎2 + 1
𝑒−𝑎𝑥 (sin𝑥 − 𝑎cos𝑥), 

∫𝑒−𝑎𝑥sin𝑥𝑑𝑥 = −
1

𝑎2 + 1
𝑒−𝑎𝑥 (cos𝑥 − 𝑎sin𝑥). 

Легко заметить, что в (104) содержатся инте-
гралы 𝐼𝑤𝑐(0, 𝑙𝑘2)  и 𝐼𝑤𝑠(0, 𝑙𝑘2) , в которых нижний 
предел интегрирования равен нулю. В этом случае 
одним из сомножителей подынтегрального выра-
жения (105) будет 𝑅𝑖𝑤(𝑎𝑘 , 0) , для описания кото-
рого следует воспользоваться соотношениями (40, 
43 и 65). Получим (114, 115). 

Из соотношений (112) при α = 0  учитывая, что 
𝑡 > 1, а 𝑎𝑘 << 1, получим (116, 117).  

𝐼𝑤𝑐(0, 𝑙𝑘2) =
1

2
𝑆𝑖(2𝑙𝑘2) −

2

𝑎𝑘
∫ Ф1𝑐

𝑎𝑘

0

(0, 𝑙𝑘2, 𝑡)𝑑𝑡 −
1

𝑎𝑘
[∫ Ф2𝑐(𝑡)𝑑𝑡 +

𝑡𝑚𝑐

𝑎𝑘

∫ Ф2𝑐
(𝑎)(𝑡)𝑑𝑡

∞

𝑡𝑚𝑐

], (114) 

𝐼𝑤𝑠(0, 𝑙𝑘2) =
1

2
[γ + ln(2𝑙𝑘2) − 𝐶𝑖(2𝑙𝑘2)] −

2

𝑎𝑘
∫ Ф1𝑠(0, 𝑙𝑘2, 𝑡) 𝑑𝑡 −

1

𝑎𝑘
[ ∫ Ф2𝑠(𝑡)𝑑𝑡 + ∫ Ф2𝑠

(𝑎)(𝑡)

∞

𝑡𝑚𝑠

𝑑𝑡

𝑡𝑚𝑠

𝑎𝑘

] ,

𝑎𝑘

0

 (115) 

где  

Ф2𝑞(𝑡) = Ф2(𝑎𝑘, 0; 𝑡)𝐸𝑞(0, 𝑙𝑘2, 𝑡),    Ф2𝑞
(𝑎)(𝑡) = Ф2

(𝑎)(𝑎𝑘 , 0; 𝑡)𝐸𝑞(0, 𝑙𝑘2, 𝑡). 

Можно видеть, что если 𝑡 > 1, а 𝑎𝑘 << 1, то 𝑡𝑎 ≈
𝑡

𝑎𝑘
. Тогда из соотношений (112) при α = 0, получим:  

𝐸𝑐(0, 𝑙𝑘2, 𝑡) ≈
2𝑎𝑘

2

𝑡2 + 𝑎𝑘
2
[exp (−𝑡

𝑙2
𝑎
) × (sin𝑙𝑘2 −

𝑡

𝑎𝑘
cos𝑙𝑘2) +

𝑡

𝑎𝑘
]. (116) 

𝐸𝑠(0, 𝑙𝑘2, 𝑡) ≈
2𝑎𝑘

2

𝑡2 + 𝑎𝑘
2
[1 − exp (−𝑡

𝑙2
𝑎
) × (cos𝑙𝑘2 −

𝑡

𝑎𝑘
sin𝑙𝑘2)]. (117) 

 

Поскольку 𝑙2 𝑎⁄ >> 1 , соотношения (116 и 117) 
при 𝑡 > 1 преобразуются к виду: 

𝐸𝑐(0, 𝑙𝑘2, 𝑡) ≈ 2𝑎𝑘 𝑡⁄ , (118) 

𝐸𝑠(0, 𝑙𝑘2, 𝑡) ≈ 2𝑎𝑘
2 𝑡2⁄ . (119) 

Соотношения (118 и 119) совместно с (68) позво-
ляют представить несобственные интегралы в 
(114 и 115) следующим образом:  

∫ Ф2с
(𝑎)(𝑡)𝑑𝑡

∞

𝑡𝑚𝑐

≈
2𝑄𝑎𝑘

2

√π
∫
cos𝑡 + sin𝑡

𝑡√𝑡
𝑑𝑡

∞

𝑡𝑚𝑐

, (120) 

∫ Ф2𝑠
(𝑎)(𝑡)𝑑𝑡

∞

𝑡𝑚 𝑠

≈
2𝑄𝑎𝑘

2

√π
∫
cos𝑡 + sin𝑡

𝑡2√𝑡
𝑑𝑡

∞

𝑡𝑚 𝑠

. (121) 

Для определения рациональных значений 𝑡𝑚𝑐  и 
𝑡𝑚𝑠  в соотношениях (114 и 115), соответственно, 
исследованы среднеквадратические отклонения 
асимптотических приближений функций Ф2с(𝑡)  и 
Ф2𝑠(𝑡) на интервале 2π от своих точных значений, 
выполненных по формуле, аналогичной (74): 

𝑆2𝑞(𝑡𝑚) = √
1

2π
∫ [

Ф2𝑞(𝑎𝑘𝑖 , 0; 𝑡) − Ф2𝑞
(𝑎)(𝑎𝑘𝑖 , 0; 𝑡)

𝑀
]

2

𝑑𝑡,

𝑡𝑚+2π

𝑡𝑚

 

где 𝑞 = 𝑐, 𝑠. 

Результаты вычислений представлены на ри-
сунке 4. Видно, что для обеспечения среднеквадра-
тического отклонения 0,01 следует выбрать 𝑡𝑚𝑐 =
𝑡𝑚𝑠 = 𝑡𝑚 ≥ 6. 

0,016
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0,012

0,01

0,008

0,006

0,004

0,002

0
3 5 7 9 11 13 15 17 19

S2q(tm)

tm

0,018

S2с(tm)
S2s(tm)

 

Рис. 4. Среднеквадратическое отклонение функций 

Ф𝟐с
(𝒂)(𝒕) 𝑴⁄  и Ф𝟐𝒔

(𝒂)(𝒕) 𝑴⁄  от своих точных значений Ф𝟐с(𝒕) 𝑴⁄  
и Ф𝟐𝒔(𝒕) 𝑴⁄  на интервале 𝒕𝒎 ≤ 𝒕 ≤ 𝒕𝒎 + 𝟐𝛑 

Fig. 4. Standard Deviation of Functions Ф2с
(𝑎)(𝑡) 𝑀⁄ and Ф2𝑠

(𝑎)(𝑡) 𝑀⁄  
from Their Exact Values Ф2с(𝑡) 𝑀⁄  and Ф2𝑠(𝑡) 𝑀⁄  on the Interval 

𝑡𝑚 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑚 + 2π 

Соотношение (120) можно представить, как 
сумму двух несобственных интегралов, вычислить 
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которые можно, применив к каждому из них пра-
вило интегрирования по частям и воспользовав-
шись затем соотношением (70) и определением  
интегралов Френеля (72): 

∫
cos𝑡

𝑡√𝑡
𝑑𝑡

∞

𝑡𝑚

= 2
cos𝑡𝑚

√𝑡𝑚
− √2π[1 − 2𝑆(𝑡𝑚)], (122) 

∫
sin𝑡

𝑡√𝑡
𝑑𝑡

∞

𝑡𝑚

= 2
sin𝑡𝑚

√𝑡𝑚
+ √2π[1 − 2𝐶(𝑡𝑚)]. (123) 

Аналогичным образом можно представить соот-
ношение (121). Полученные несобственные инте-
гралы также могут быть выражены через инте-
гралы Френеля (124, 125). Для этого к ним следует  

применить правило интегрирования по частям 
дважды, а затем также соотношения (70 и 72). 

Асимптотические приближения интегралов 
Френеля для больших аргументов имеют вид (126, 
127) [12]. Выражение (126, 127) позволяют найти 
асимптотические приближения для интегралов 
(122‒ 125). Получим (128, 129). 

Выбирая 𝑡𝑚 = 6 и ограничиваясь в (128) и (129) 
первым членом ряда, преобразуем (120) и (121) к 
следующему виду: 

∫ Ф2с
(𝑎)(𝑡)𝑑𝑡

∞

𝑡𝑚𝑐

≈ 6,55 × 10−2𝑄𝑎𝑘,   

∫ Ф2𝑠
(𝑎)(𝑡)𝑑𝑡

∞

𝑡𝑚 𝑠

≈ 1,95 × 10−2𝑄𝑎𝑘
2. 

Подставляя эти значения в (114 и 115), получим 
(130‒131). 

∫
cos𝑡

𝑡2√𝑡
𝑑𝑡

∞

𝑡𝑚

=
2

3

cos𝑡𝑚

𝑡𝑚√𝑡𝑚
−
4

3

sin𝑡𝑚

√𝑡𝑚
−
2√2π

3
[1 − 2𝐶(𝑡𝑚)], (124) 

∫
sin𝑡

𝑡2√𝑡
𝑑𝑡

∞

𝑡𝑚

=
2

3

sin𝑡𝑚

𝑡𝑚√𝑡𝑚
+
4

3

cos𝑡𝑚

√𝑡𝑚
−
2√2π

3
[1 − 2𝑆(𝑡𝑚)]. (125) 

С(𝑥) ≈
1

2
+

1

√2π𝑥
∑ (−1)𝑛

[𝑥 2⁄ ]

𝑛=0

(4𝑛 − 1)!!

(2𝑥)2𝑛
[sin𝑥 −

(4𝑛 + 1)

2𝑥
cos𝑥], (126) 

𝑆(𝑥) ≈
1

2
−

1

√2π𝑥
∑ (−1)𝑛

[𝑥 2⁄ ]

𝑛=0

(4𝑛 − 1)!!

(2𝑥)2𝑛
[cos𝑥 +

(4𝑛 + 1)

2𝑥
sin𝑥], (127) 

где [𝑎] ‒ целая часть числа 𝑎 [13]; (2𝑛 − 1)!! = 1 ⋅ 3 ⋅ 5 ⋅. . .⋅ (2𝑛 − 1), причем (−1)!! = 1.  

∫
cos𝑡

𝑡√𝑡
𝑑𝑡

∞

𝑡𝑚

≈ −
sin𝑡𝑚

𝑡𝑚√𝑡𝑚
+

2

√𝑡𝑚
∑ (−1)𝑛

[𝑡𝑚 2⁄ ]

𝑛=1

(4𝑛 − 1)!!

(2𝑡𝑚)
2𝑛

[cos𝑡𝑚 +
(4𝑛 + 1)

2𝑡𝑚
sin𝑡𝑚]

∫
sin𝑡

𝑡√𝑡
𝑑𝑡

∞

𝑡𝑚

≈
cos𝑡𝑚

𝑡𝑚√𝑡𝑚
−

2

√𝑡𝑚
∑ (−1)𝑛

[𝑡𝑚 2⁄ ]

𝑛=1

(4𝑛 − 1)!!

(2𝑡𝑚)
2𝑛

[sin𝑡𝑚 −
(4𝑛 + 1)

2𝑡𝑚
cos𝑡𝑚]

}
  
 

  
 

, (128) 

∫
cos𝑡

𝑡2√𝑡
𝑑𝑡

∞

𝑡𝑚

≈
4

3√𝑡𝑚
∑ (−1)𝑛

[𝑡𝑚 2⁄ ]

𝑛=1

(4𝑛 − 1)!!

(2𝑡𝑚)
2𝑛

[sin𝑡𝑚 −
(4𝑛 + 1)

2𝑡𝑚
cos𝑡𝑚]

∫
sin𝑡

𝑡2√𝑡
𝑑𝑡

∞

𝑡𝑚

≈ −
4

3√𝑡𝑚
∑ (−1)𝑛

[𝑡𝑚 2⁄ ]

𝑛=1

(4𝑛 − 1)!!

(2𝑡𝑚)
2𝑛

[cos𝑡𝑚 +
(4𝑛 + 1)

2𝑡𝑚
sin𝑡𝑚]

}
  
 

  
 

. (129) 

𝐼𝑤𝑐(0, 𝑙𝑘2) =
1

2
𝑆𝑖(2𝑙𝑘2) −

2

𝑎𝑘
∫ Ф1𝑐(0, 𝑙𝑘2, 𝑡)

𝑎𝑘

0

𝑑𝑡 − 
1

𝑎𝑘
∫Ф2𝑐(𝑡)𝑑𝑡 − 6,55 × 10

−2𝑄,

6

𝑎𝑘

 (130) 

𝐼𝑤𝑠(0, 𝑙𝑘2) =
1

2
[γ + ln(2𝑙𝑘2) − 𝐶𝑖(2𝑙𝑘2)] −

2

𝑎𝑘
∫ Ф1𝑠(0, 𝑙𝑘2, 𝑡) 

𝑎𝑘

0

𝑑𝑡 − 
1

𝑎𝑘
∫Ф2𝑠(𝑡)𝑑𝑡 − 1,95 × 10

−2𝑄𝑎𝑘

6

𝑎𝑘

. (131) 

 

Формулы (130 и 13) совместно с (106 и 107) пре-
образуют двойные интегралы (105) в простые, что 
позволяет существенно сократить время вычисле-
ний соотношений (104). Учитывая, что (64 и 74) 

также делают пригодными для инженерных расче-
тов соотношения (103), вычисление взаимных со-
противлений нагрузочного восьмиполюсника БТ 
становится простой инженерной задачей. 
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Входное сопротивление, коэффициент  
полезного действия и коэффициент усиления 
НВВТП 

Входное сопротивление НВВТП, как следует из 
эквивалентной схемы (см. рисунок 1), будет: 

𝑍вх = 𝑅∑ + 𝑅пот + 𝑖𝑋, (132) 

где 𝑅∑ = ∑ ∑ 𝑛𝑃
∗

𝑃′𝑝 𝑛𝑃′𝑟𝑃𝑃′  – сопротивление излуче-

ния (133); 𝑅пот = −(𝐼𝑚(�̃�)) (𝜔|�̃�|
2
)⁄  – сопротивле-

ние потерь в подстилающей поверхности (134); 

𝑋 = −(Re(�̃�)) (ω|�̃�|
2
)⁄  – емкостное сопротивление 

НВВТП (135). 

Как видно из (133), сопротивление излучения 
НВВТП зависит не только от параметров восьмипо-
люсника внутренних сопротивлений, а и от КТТЗА 
к ПБТ. В первой части этой работы [1] получены 
аналитические выражения, устанавливающие 
связь этих величин с геометрическими размерами 
и комплексной емкостью НВВТП: 

|𝑛𝑐1| =
sin𝑙𝑘1
ρ1

√(𝑅𝑐 − 𝑅𝑐
0)2 + (𝑋𝑐 − 𝑋𝑐

0)2, (136) 

ϕ𝑐1 = arctg[(𝑅𝑐
0 − 𝑅𝑐) (𝑋𝑐 − 𝑋𝑐

0)⁄ ], (137) 

|𝑛𝑐2| = 

(138) 
=
sin𝑙𝑘2
ρ2

√(ρ1ctgl𝑘1 + ρ2ctgl𝑘2 + 𝑋𝑐
0)2 + (𝑅𝑐

0)2, 

ϕ𝑐2 = arctg[−𝑅𝑐
0 (ρ1ctgl𝑘1 + ρ2ctgl𝑘2 + 𝑋𝑐

0)⁄ ], (139) 

𝑛𝑐1 = (1 − 𝑛𝑐𝑖cos𝑙𝑘𝑖) sin𝑙𝑘𝑖 ,⁄  (140) 

ρ1 = 60 (ln
𝑙𝑘1
𝑎𝑘1

− 1 −
𝐿𝑘 + 𝑙𝑘2
𝑙𝑘2

ln
𝐿𝑘

𝐿𝑘 + 𝑙𝑘2
) (141) 

ρ2 = 60 {ln
𝑙𝑘1

𝑎𝑘1
− 1 −

1

2
[(1 −

𝑙𝑘2

𝑙𝑘1
) ln

𝐿𝑘

𝐿𝑘 + 𝑙𝑘2
− 

−
𝑙𝑘2
𝑙𝑘1
ln

4𝑙𝑘2
𝐿𝑘 + 𝑙𝑘2

}, 

(142) 

𝑅𝑐
0 + 𝑖𝑋𝑐

0 = 1 𝑖ω �̃�0⁄ , (143) 

𝑅𝑐 + 𝑖𝑋𝑐 = 1 𝑖ω�̃�⁄ , (144) 

где �̃�0  – комплексная емкость НВВТП без верхней 
нагрузки; �̃� – комплексная емкость НВВТП. 

Соотношения, определяющие комплексную ем-
кость НВВТП произвольного вида, а также сопро-
тивление тепловых потерь в подстилающей по-
верхности и реактивную составляющую входного 
сопротивления, получены во второй части этой ра-
боты [8]. Раздельный учет сопротивления потерь и 
сопротивления излучения позволяет легко опреде-
лить КПД НВВТП относительно поглощаемой мощ-
ности [2, 3]: 

η = 𝑅∑ (𝑅∑ + 𝑅пот).⁄  (145) 

Коэффициент согласования по сопротивлению 
НВВТП с 50-омным фидерным трактом [2, 3, 6]: 

ηсс =
4 ⋅ 50 ⋅ (𝑅∑ + 𝑅пот)

(𝑅∑ + 𝑅пот + 50)
2
+ 𝑋2

 . (146) 

Соотношения (145 и 146) позволяют определить 
КПД НВВТП относительно подводимой мощности 
[2]: 

η∑ = ηηсс =
200 ⋅ 𝑅∑

(𝑅∑ + 𝑅пот + 50)
2
+ 𝑋2

 . (147) 

Поскольку высота излучателя (суммарная вы-
сота вертикальных проводников) НВВТП ВЧ-диа-
пазона, как правило, существенно меньше длины 
волны, его коэффициент направленного действия 
можно считать равным 3 [2, 3, 15 и др.]. Следова-
тельно, КУ НВВТП полностью определяется его 
КПД и равен [2, 3, 6]: 

𝐺 = 3η∑. (148) 

Таким образом, полученные в работе соотноше-
ния устанавливают связь основных электрических 
характеристик НВВТП с его геометрическими раз-
мерами и проводимостью подстилающей поверх-
ности. Это позволяет считать представленную со-
вокупность формул математической моделью 
НВВТП. 

 
Экспериментальная проверка полученных  
результатов и рекомендации по повышению КУ 
ШТ4Н81 

Для проверки адекватности разработанной мате-
матической модели было осуществлено сравнение 
расчетной и экспериментально полученной зависи-
мости КУ НВВТП ШТ4Н81 от частоты. Основные раз-
меры антенны ШТ4Н81: высота 𝐿 = 2  м; верхнее 
плечо излучателя 𝑙1 = 1  м; нижнее плечо излуча-
теля 𝑙2 = 1  м; длина заземлителя 𝑙3 = 0,4  м; ради-
усы проводников излучателя и заземлителя 𝑎 =
0,025 м. Верхней оконечной нагрузки и противове-
сов исследуемая антенна не содержит. 

Экспериментальное определение КУ осуществ-
лялось путем измерения напряженности электри-
ческого поля, создаваемого ШТ4Н81 на удалении 
𝑟 = 140  м, при подводимой к антенне мощности 
𝑃 = 5 ⋅ 10−3 Вт. 

Как известно [3], напряженность поля ЭМВ с вер-
тикальной поляризацией, распространяющейся 
вдоль плоской полупроводящей поверхности, 
определяется по формуле Шулейкина – Ван дер 
Поля: 

𝐸 =
√30𝑃𝐺

𝑟
|𝐹|, (149) 

где  

|𝐹| =
2 + 0,3𝑥

2 + 𝑥 + 0,6𝑥2
−√

𝑥

2
𝑒−

5𝑥

8
ε

√ε2 + (60σλ)2
 (150) 

𝑥 =
π𝑟

λ

1

√ε2 + (60σλ)2
, (151) 
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|F| – модуль множителя ослабления трассы; х – при-
веденное расстояние. 

Из соотношения (149) следует: 

𝐺 =
𝐸2𝑟2

30𝑃|𝐹|2
. (152) 

Измерение напряженности электрического поля 
проводилась на частотах от 1,5 до 15 МГц, после 
чего все величины, входящие в правую часть соот-
ношения (152), становились известными, за исклю-
чением параметров подстилающей поверхности. 
Задавая одинаковые параметры почвы в математи-
ческой модели ШТ4Н81 и в соотношении (152), 
было установлено, что частотные зависимости рас-
четного значения КУ и КУ, полученного из (152), 
наилучшим образом совпадают при ε = 4  и σ =
=  0,04 (см/м). На рисунке 5 представлены эти за-
висимости.  
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Рис. 5. Частотная зависимость КУ НВВТП ШТ4Н81 

Fig. 5. Frequency Dependence of Gain USMF ShT4N81 

Легко заметить, что их расхождение в большей 
части исследуемого диапазона лежит в пределах 
точности измерения напряженности поля. Такое 

совпадение свидетельствует о возможности приме-
нения представленной модели для оценки опти-
мальности конструкции ШТ4Н81. КУ существенно 
меньше единицы, что объясняется малыми электри-
ческими размерами антенны и установкой ее непо-
средственно на полупроводящей поверхности. По-
скольку конструкция ШТ4Н81, с целью обеспечения 
минимального времени развертывания, выбрана 
предельно простой, целесообразно оценить возмож-
ность повышения КУ включением в ее состав таких 
дополнительных элементов, как противовесы и 
верхняя оконечная нагрузка. 

На рисунке 6 представлены частотные зависимо-
сти ожидаемого прироста КУ от введения каждого 
из этих элементов и от их совместного действия. 
Расчеты сделаны как для влажной, так и для сухой 
почвы. Верхняя оконечная нагрузка предполага-
лась состоящей из восьми, радиально расходя-
щихся в горизонтальной плоскости проводников, 
длиной по 0,5 м. Система противовесов также со-
стояла из восьми, радиально расходящихся по по-
верхности почвы, проводников по 2 м. 

Легко заметить, что эффект от противовесов на 
влажной почве практически отсутствует, что было 
подтверждено экспериментально. В процессе изме-
рения напряженности поля на удалении 140 м от 
ШТ4Н81, подключение противовесов никак не ска-
залось на уровне сигнала на входе измерительного 
приемника. Ожидаемый эффект от подключения 
нагрузки (см. рисунок 6) составляет (2 ÷ 3) дБ. Сов-
местное использование противовесов и верхней 
нагрузки позволяет рассчитывать на увеличение КУ 
на сухой почве на (3 ÷ 5) дБ. Однако следует учесть, 
что подобная доработка антенны приведет к замет-
ному увеличению времени ее развертывания, по-
этому решение на доработку должно приниматься 
только после анализа особенностей эксплуатации 
комплекса, в которой данная антенна входит. 
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Рис. 6. Частотная зависимость прироста КУ от введения в конструкцию НВВТП ШТ4Н81 противовесов (1), верхней нагрузки 
(2), а также противовесов и верхней нагрузки (3): a) почва влажная; b) почва сухая 

Fig. 6. Frequency Dependence of the Gain in Gain on the Introduction of USMF into the Design ShT4N81: 1 – Counterweights; 2 – Top Load;  
3 – Counterweights and Top Load (3): a) the Wet Soil; b) the Dry Soil
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Заключение 

Соотношения (75, 80‒89, 93‒102, 132‒148) сов-
местно с описанными в [8] выражениями, опреде-
ляющие комплексную емкость НВВТП, представ-
ляют собой математическую модель электрически 
малого НВВТП ВЧ-диапазона, развернутого на по-
лупроводящей поверхности и предназначенного 
для работы поверхностной волной. Данная модель 
связывает важнейшие характеристики НВВТП с его 
геометрическими размерами и электрическими па-
раметрами почвы. Все входящие в математическую 
модель соотношения доведены до аналитического 
вида, за исключением нескольких определенных 
интегралов, вычисление которых не требует 
сколько-нибудь серьезного вычислительного ре-
сурса и может выполняться с помощью среднего 
персонального компьютера. Экспериментальные 
исследования, выполненные в рамках этой работы, 
подтвердили связь как коэффициента усиления ан-
тенны, так и множителя ослабления трассы с элек-
трическими характеристиками подстилающей по-
верхности. Показано, что подбором двух парамет-
ров комплексной относительной диэлектрической 
проницаемости земли можно обеспечить совпаде-
ние измеренной и расчетной напряженности поля 

на заданной трассе во всем исследуемом диапазоне 
частот с точностью до погрешности измерения. 
Этот факт является свидетельством адекватности 
предлагаемой модели и позволяет рассчитывать на 
ее полезность при решении большого числа при-
кладных задач. К числу таких задач можно отнести 
частотно-территориальное планирование ВЧ ра-
диосвязи, планирование мероприятий по место-
определению несанкционированных источников 
излучения, оптимизацию конструкции НВВТП и не-
которые другие.  

Однако, как известно [4, 6], параметры подстила-
ющей поверхности не являются стабильной вели-
чиной и могут существенно изменяться в зависи-
мости от интенсивности осадков и времени года. В 
связи с этим предлагаемая математическая модель 
может оказаться полезной для оперативной кор-
рекции их усредненных значений. Коррекция пара-
метров трассы в реальном масштабе времени пу-
тем контроля уровня тестовых сигналов позволит 
повысить точность определения радиусов зон 
электромагнитной доступности источников ЭМВ, с 
учетом их энергетического потенциала и располо-
жения на местности. 
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