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тора с вынесенной точкой питания. Получены интегральные соотношения, определяющие сопротивление 
излучения и электродвижущую силу эквивалентного генератора. Разложение активной части входного со-
противления на две составляющие, одна из которых характеризует излучаемую мощность, а другая – теп-
ловые потери, позволяет успешно решать как задачу определения коэффициента согласования по сопро-
тивлению, так и коэффициента полезного действия антенны. Полученные результаты могут быть по-
лезны при проектировании антенн и энергетических расчетах радиолиний. 
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Abstract: The paper proposes a method for separate calculation of the reactive component of the input impedance, 
radiation resistance and loss resistance small, in comparison with the wavelength of normally open antennas. A 
detailed equivalent circuit of of the Unbalanced Monopole with Shunt Feed (UMSF). Integral relations are obtained 
that determine the radiation resistance and the electromotive force of an equivalent generator. The decomposition of 
the active part of the input resistance into two components, one of which characterizes the radiated power, and the 
other - thermal losses, allows us to successfully solve both the problem of determining the resistance matching 
coefficient and the antenna efficiency. The results obtained can be useful in the design of antennas and energy 
calculations of radio links. 
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Введение 

Поскольку в настоящее время математическое 
моделирование используется для исследования са-
мых разных объектов, процессов и явлений, еди-
ного, всеобъемлющего определения математиче-
ской модели на сегодняшний день не существует. В 
соответствии с одним из определений, математиче-
ская модель – это «эквивалент» объекта, отражаю-
щий в математической форме важнейшие его свой-
ства [1]. Применительно к антеннам это определе-
ние можно конкретизировать следующим образом: 
математическая модель представляет собой сово-
купность аналитических выражений, связывающих 
геометрические размеры антенны с ее электриче-
скими характеристиками. 

В нижней части ВЧ-диапазона и на более низких 
частотах широко используются антенны, размеры 
которых много меньше длины волны. При построе-
нии математических моделей таких антенн ши-
роко используются методы электростатики, позво-
ляющие найти комплексную емкость антенны. Со-
противление комплексной емкости считается 
входным сопротивлением антенны, несмотря на 
то, что вещественная составляющая электростати-
ческого сопротивления определяется только теп-
ловыми потерями и никак не связана с процессом 
излучения. Тем не менее, ввиду малости сопротив-
ления излучения, такой подход дает достаточную 
для практики точность при определении коэффи-
циента согласования антенны с фидерным трактом 
по сопротивлению. [2‒6]. 

Наряду с коэффициентом согласования по сопро-
тивлению, весьма важной характеристикой ан-
тенны, необходимой для энергетического расчета 
радиолинии, является коэффициент полезного дей-
ствия (КПД) [2, 3, 7]. Строгое решение задачи о КПД 
малых антенн сопряжено с серьезными трудно-
стями, обусловленными необходимостью отделе-
ния мощности, рассеиваемой токами, наводимыми в 
полупроводящей земле ближним полем антенны 
[2‒5, 7] от мощности, идущей на создание электро-
магнитного поля в дальней зоне. Однако, поскольку 

точные электрические характеристики подстилаю-
щей поверхности, как правило, неизвестны, прибли-
женная оценка КПД в ряде случаев является вполне 
достаточной. Часто полагают, что входное сопротив-
ление антенны представляет собой последователь-
ное соединение комплексной емкости с сопротивле-
нием излучения [2‒4, 8, 9]. Такая модель является 
физически обоснованной, поскольку при уменьше-
нии частоты сопротивление излучения стремится к 
нулю, а входное сопротивление – к электростатиче-
скому. 

Поскольку практически все ВЧ- и более низкоча-
стотные антенны по типу исполнения относятся к 
проволочным, для построения математической мо-
дели малогабаритной нормально разомкнутой ан-
тенны необходимо разработать две методики: 

‒ определения комплексной емкости моделиру-
емой антенны; 

‒ вычисления сопротивления излучения малога-
баритной нормально разомкнутой проволочной 
антенны произвольной конструкции. 

При этом, если порядок решения первой задачи 
достаточно подробно освещен в литературе [2, 4, 5, 
10, 11], то разработка общего подхода к решению 
второй представляет практический интерес. В ка-
честве примера малогабаритной нормально разо-
мкнутой проволочной антенны в данной работе 
рассматривается несимметричный вибратор с вы-
несенной точкой питания (НВВТП). Его конструк-
ция схематично представлена на рисунке 1. 

Сопротивление излучения, как и, практически все 
характеристики проволочных антенн, связаны с рас-
пределением токов по их проводникам [2], которые 
можно разделить на две группы: 

1) непосредственно участвующие в процессе из-
лучения (приема) электромагнитных волн (ЭМВ); на 
рисунке 1 изображены сплошными линиями; 

2) не излучающие (не принимающие) электро-
магнитные волны (ЭМВ), но влияющие на распреде-
ление токов по излучающим (принимающим) ЭМВ 
проводникам и, т. образом, влияющие на характери-
стики антенны (изображены пунктиром). 
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Рис. 1. Схема конструкции НВВТП в общем виде 

Fig. 1. General Design of the Unbalanced Monopole with Shunt Feed  

Проводники первой группы будем называть излу-
чателем, а второй – корректором распределения 
тока. В первом приближении можно считать, что 
поле излучения создается только токами, протекаю-
щими по вертикальным проводникам антенны, рас-
положенным в воздухе. Эти проводники образуют 
излучатель НВВТП. Все остальные проводники обра-
зуют корректор распределения тока. Для определе-
ния сопротивления излучения можно воспользо-
ваться хорошо зарекомендовавшим себя методом 
наведенных электродвижущих сил (ЭДС) [2‒4], огра-
ничившись рассмотрением только излучателя 

НВВТП, но учитывая при этом влияние на распреде-
ление тока по излучателю всех остальных провод-
ников и подстилающей поверхности.  

 
Анализ основных закономерностей  
распределения тока по проводникам  
излучателя НВВТП  

Согласно допущению, принятому в методе наве-
денных ЭДС, ток, протекающий по проводникам ан-
тенны, считается сосредоточенным вдоль осей про-
водников [2‒4]. При этом распределения токов 
вдоль проводников считаются известными и описы-
ваются соотношениями теории линий [4, 8, 9]. Как 
правило, достаточную точность дает предположе-
ние о совпадении распределения токов вдоль про-
водников антенны с распределением вдоль нагру-
женной линии без потерь. Согласно работе [4], при 
совмещении начала координат с точкой пересече-
ния вертикальной осью излучателя НВВТП подсти-
лающей поверхности распределение тока вдоль вер-
тикальных проводников можно представить в виде 
выражения (1), где 𝐿 = 𝑙1 + 𝑙2 – общая длина излу-
чателя НВВТП; 𝐼а – амплитуда тока на зажимах ан-
тенны; 𝑗∑

0(ξ)  – безразмерная функция распределе-

ния тока по излучателю НВВТП, нормированная к 
току на зажимах 𝐼а ; 𝑘 = 2π/λ – волновое число; λ – 
длина волны; 𝑙𝑖  – длина i-го проводника; ξ – верти-
кальная координата; �̂�н𝑖 = 𝑍н𝑖 ρ𝑖⁄  – нагрузка на 
конце i-го проводника, нормированная к его волно-
вому сопротивлению; 𝑍н𝑖  – нагрузка на конце i-го 
проводника: 

𝐼(ξ) = 𝐼𝑎𝑗∑
0(ξ)   = 𝐼𝑎

{
 
 

 
 cos𝑘

(𝐿 − ξ) + 𝑖 �̂�н1sin𝑘(𝐿 − ξ)

cos𝑘𝑙1 + 𝑖 �̂�н1sin𝑘𝑙1
          𝑙2 ≤ ξ ≤ 𝐿

      
cos𝑘ξ + 𝑖 �̂�н2sin𝑘ξ

cos𝑘𝑙2 + 𝑖 �̂�н2sin𝑘𝑙2
                         0 ≤ ξ ≤ 𝑙2

. (1) 

 

Волновые сопротивления проводников излуча-
теля НВВТП определяются через погонную статиче-
скую емкость, рассчитываемую по методу среднего 
потенциала, и описываются выражениями, приве-
денными в [4], где 𝑎𝑖  – радиус i-го проводника: 

ρ1 = 60 [ln
𝑙1
𝑎1
− 1 −

𝐿 + 𝑙2
𝑙2

ln
𝐿

𝐿 + 𝑙2
], 

ρ2 = 60 {ln
𝑙2

𝑎2
− 1 −

1

2
[(1 −

𝑙2

𝑙1
) ln

𝐿

𝐿 + 𝑙2
−
𝑙2

𝑙1
ln

4𝑙2

𝐿 + 𝑙2
]}. 

Легко заметить, что распределение тока по каж-
дому проводнику излучателя описывается двумя 
вещественными гармоническими функциями. Бу-
дем в дальнейшем называть эти функции базо-
выми, а токи с единичной амплитудой в пучности, 
распределенные по закону базовой функции – базо-
выми токами (БТ). 

Соотношение (1) можно представить в более 
компактном виде: 

𝑗∑
0(ξ𝑘)   = {

𝑗1
0(ξ𝑘) = 𝑛𝐶1𝑗𝐶1

0 (ξ𝑘) + 𝑛𝑆1𝑗𝑆1
0 (ξ𝑘)          𝑙𝑘2 ≤ ξ𝑘 ≤ 𝐿𝑘

𝑗2
0(ξ𝑘) = 𝑛𝐶2𝑗𝐶2

0 (ξ𝑘) + 𝑛𝑆2𝑗𝑆2
0 (ξ𝑘)          0 ≤ ξ𝑘 ≤  𝑙𝑘2

 , (2) 
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где 

𝑛𝐶𝑖 =
1

cos𝑘𝑙𝑖 + 𝑖 �̂�н𝑖sin𝑘𝑙𝑖
, (3) 

𝑛𝑆𝑖 = 𝑖
�̂�н𝑖

cos𝑘𝑙𝑖 + 𝑖 �̂�н𝑖sin𝑘𝑙𝑖
, (4) 

𝑗𝐶1
0 (ξ𝑘) = {

0                           0 ≤ ξ𝑘 ≤ 𝑙𝑘2
cos(𝐿𝑘 − ξ𝑘)      𝑙𝑘2 ≤ ξ𝑘 ≤ 𝐿𝑘

, (5) 

𝑗𝑆1
0 (ξ𝑘) = {

0                           0 ≤ ξ𝑘 ≤ 𝑙𝑘2
sin(𝐿𝑘 − ξ𝑘)       𝑙𝑘2 ≤ ξ𝑘 ≤ 𝐿𝑘

, (6) 

𝑗𝐶2
0 (ξ𝑘) = {

cos(ξ𝑘)             0 ≤ ξ𝑘 ≤ 𝑙𝑘2
0                        𝑙𝑘2 ≤ ξ𝑘 ≤ 𝐿𝑘

, (7) 

𝑗𝑆2
0 (ξ𝑘) = {

sin(ξ𝑘)             0 ≤ ξ𝑘 ≤ 𝑙𝑘2
0                        𝑙𝑘2 ≤ ξ𝑘 ≤ 𝐿𝑘

. (8) 

В соотношениях (2‒8) введены обозначения: 
𝑗𝑖
0(ξ𝑘) – функция распределения тока по i-му провод-

нику излучателя НВВТП; 𝑗𝐶1
0 (ξ𝑘) , 𝑗𝑆1

0 (ξ𝑘) , 𝑗𝐶2
0 (ξ𝑘) , 

𝑗𝑆2
0 (ξ𝑘) – базовые функции; 𝑛𝐶𝑖  – коэффициент транс-

формации тока на зажимах (КТТЗ) НВВТП к косинус-
ному БТ i-го проводника излучателя; 𝑛𝑆𝑖  – КТТЗ 
НВВТП к синусному БТ i-го проводника излучателя; 
𝐿𝑘 = 𝑘𝐿  ‒ суммарная электрическая длина провод-
ников излучателя НВВТП; 𝑙𝑘𝑖 = 𝑘𝑙𝑖  –электри-ческая 
длина i-го проводника излучателя НВВТП; ξ𝑘 = 𝑘ξ ‒ 
электрическая координата точки наблюдения. 

В выражениях (2‒8) геометрические размеры, с 
целью сокращения числа параметров, заменены 
электрическими, измеряемыми в радианах. 

Из (3) и (4) видно, что КТТЗ к БТ, в общем случае, 
являются комплексными величинами. Кроме того, 
легко заметить, что при ξ𝑘 = 𝑙𝑘2  из соотношений 
(2‒8) следует: 

𝑗𝑖
0(𝑙𝑘2) = 𝑛𝑐𝑖cos𝑙𝑘𝑖 + 𝑛𝑠𝑖sin𝑙𝑘𝑖 = 1. (9) 

Из (9) можно сделать вывод, что функция рас-
пределения тока по излучателю НВВТП 𝑗∑

0(ξ𝑘) обла-

дает двумя важными свойствами: сохраняет непре-
рывность в точке питания НВВТП; из четырех КТТЗ 
к БТ, введенных в (2), независимыми являются 
только два, т. к. из (9) следует: 

𝑛𝑠𝑖 =
1 − 𝑛𝑐𝑖cos𝑙к𝑖

sin𝑙к𝑖
 . (10) 

Таким образом, распределение токов по излуча-
телю НВВТП, в общем случае полностью определя-
ется двумя комплексными числами, т. е. в каждом 
плече излучателя НВВТП должен быть известен 
хотя бы один КТТЗ к БТ. Для их определения требу-
ется выявить связь КТТЗ с конструктивным испол-
нением антенны. Решение этой задачи следует 
начать с установления связи между входным со-
противлением неизлучающего НВВТП и функцией 
распределения тока по излучателю.  

Поскольку распределения токов в проводниках 
излучателя совпадают с распределениями в нагру-
женных линиях передачи без потерь, каждому про-
воднику можно поставить в соответствие такую 
линию. При этом входное сопротивление неизлуча-
ющего НВВТП будет представлять собой последо-
вательное соединение двух нагруженных линий 
[4].  

𝑍вх = 𝑍вх1 + 𝑍вх2, (11) 

где 𝑍вх1, 𝑍вх2 – входные сопротивления линий, соот-
ветствующие, соответственно, верхнему и ниж-
нему проводнику излучателя НВВТП. 

Входные сопротивления нагруженных линий 
без потерь будут [12, 13]: 

𝑍вх𝑖 = ρ𝑖
�̂�н𝑖cos𝑙к𝑖 + 𝑖sin𝑙к𝑖

cos𝑙к𝑖 + 𝑖�̂�н𝑖sin𝑙к𝑖
 . (12) 

Легко заметить, что, если оконечные нагрузки бу-
дут чисто мнимыми или будут отсутствовать (�̂�н𝑖 →

∞), входное сопротивление, определяемое соотно-

шениями (11, 12), будет чисто мнимым. Это объяс-
няется тем, что при их выводе проводники излуча-
теля описываются линиями без потерь. Такой прием 
обычно используется для определения реактивной 
составляющей входного сопротивления диполя [2‒
4, 8, 9, 12]. Затем к реактивной составляющей добав-
ляется сопротивление излучения, найденное иным 
способом. Применительно к НВВТП, соотношения 
(11) и (12), несмотря на то, что не содержат сопро-
тивления излучения, будут комплексными, по-
скольку характеризуют не только запасаемую энер-
гию, а и тепловые потери в полупроводящей подсти-
лающей поверхности. 

Соотношения (3) и (4) совместно с (12) позво-
ляют установить связь между входным сопротив-
лением i-го проводника излучателя и соответству-
ющими КТТЗ к БТ: 

𝑍вх𝑖 = −𝑖ρ𝑖𝑛𝑠𝑖cos𝑙к𝑖 + 𝑖ρ𝑖𝑛𝑐𝑖sin𝑙к𝑖 . (13) 

Так как КТТЗ связаны между собой соотноше-
нием (10), выражение (13) можно преобразовать к 
виду: 

𝑍вх𝑖 = −𝑖ρ𝑖
cos𝑙к𝑖 − 𝑛𝑐𝑖
sin𝑙к𝑖

 . (14) 

Подставляя (14) в (11), получим: 

𝑍вх = −𝑖 (ρ1
cos𝑙к1 − 𝑛𝑐1
sin𝑙к1

+ ρ2
cos𝑙к2 − 𝑛𝑐2
sin𝑙к2

). (15) 

Если НВВТП не содержит верхней нагрузки, то 
𝑍н1 → ∞. Легко заметить, что в этом случае из (3) 
следует, что 𝑛𝑐1 = 0. В этом случае (15) преобразу-
ется к виду: 
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𝑍вх
0 = −𝑖 (ρ1𝑐𝑡𝑔𝑙к2 + ρ2𝑐𝑡𝑔𝑙к2 − |𝑛𝑐2|ρ2

cosϕ𝑐2
sin𝑙к2

) − 
(16) 

−|𝑛𝑐2|ρ2 sinϕ𝑐2 sin𝑙к2⁄ , 

где 𝑍вх
0  – входное сопротивление НВВТП без верх-

ней нагрузки; |𝑛𝑐2| и ϕ𝑐2 – модуль и аргумент КТТЗ 
к косинусному БТ нижнего плеча НВВТП, соответ-
ственно.  

Входное сопротивление неизлучающего НВВТП 
можно трактовать как сопротивление комплекс-
ной емкости. Комплексная емкость двух изолиро-
ванных групп проводников, имеющих между собой 
электрический контакт, определяется с помощью 
методик, изложенных в [2, 4, 10, 11, 14, 15]. 

Пусть С̃0 – комплексная емкость НВВТП без верх-
ней нагрузки, определенная электростатическим 
методом. Тогда:  

𝑍вх
0 =

1

𝑖ω  �̃�0
= 𝑅𝑐

0 + 𝑖 𝑋𝑐
0 , (17) 

где 

𝑅𝑐
0 = − Im(�̃�0) (ω|�̃�0|

2
)⁄  , (18) 

𝑋𝑐
0 = −Re(�̃�0) (𝜔|�̃�0|

2
)⁄  . (19) 

Соотношения (17‒19) преобразовывают (16) в 
систему уравнений, определяющую модуль и аргу-
мент коэффициента трансформации 𝑛𝑐2. 

Приравнивая вещественные и мнимые части со-
отношений (16) и (17), получим: 

|𝑛𝑐2|sinϕ𝑐2 = −
sin𝑙𝑘2
ρ2

𝑅𝑐
𝑜  , (20) 

|𝑛𝑐2|𝑐𝑜sϕ𝑐2 =
sin𝑙𝑘2
ρ2

[ρ1𝑐𝑡𝑔𝑙𝑘1 + ρ2𝑐𝑡𝑔𝑙𝑘2 + 𝑋𝑐
𝑜] . (21) 

Легко показать, что решение системы будет: 

ϕ𝑐2 = arctg
−𝑅𝑐

𝑜

ρ1𝑐𝑡𝑔𝑙𝑘1 + ρ2𝑐𝑡𝑔𝑙𝑘2 + 𝑋𝑐
𝑜
 , (22) 

|𝑛𝑐2| =
sin𝑙𝑘2

ρ2
√[ρ1𝑐𝑡𝑔𝑙𝑘1 + ρ2𝑐𝑡𝑔𝑙𝑘2 + 𝑋𝑐

𝑜]2 + (𝑅𝑐
𝑜)2. (23) 

Таким образом, при отсутствии верхней 
нагрузки распределение тока по проводникам из-
лучателя НВВТП полностью определяется соотно-
шениями (2), (17), (22), (23) и (10). 

Если НВВТП содержит верхнюю нагрузку, то 
𝑛𝑐1 ≠ 0. В этом случае, как следует из (15), справед-
ливо соотношение: 

𝑍вх − 𝑍вх
0 = 𝑖𝑛𝑐1ρ1 sin𝑙𝑘1⁄ , (24) 

где 𝑍вх  – входное сопротивление неизлучающего 
НВВТП с верхней нагрузкой.  

Очевидно, что 𝑍вх  можно рассматривать как со-
противление комплексной емкости НВВТП с верх-
ней нагрузкой. В этом случае: 

𝑍вх =
1

𝑖ω  �̃�
= 𝑅𝑐 + 𝑖 𝑋𝑐  , (25) 

где 𝑅𝑐 = − Im(�̃�) (ω|�̃�|
2
)⁄ ; Xc = −Re(�̃�) (ω|�̃�|

2
)⁄ ; �̃� – 

комплексная емкость НВВТП с верхней нагрузкой. 

Подставляя в (24) соотношения (17) и (25) и при-
равнивая вещественные и мнимые части, получим 
систему уравнений: 

|𝑛𝑐1|sinϕ𝑐1 = −
sin𝑙𝑘1
ρ1

(𝑅𝑐 − 𝑅𝑐
𝑜)

|𝑛𝑐1|cosϕ𝑐1 =
sin𝑙𝑘1
ρ1

(𝑋𝑐 − 𝑋𝑐
𝑜)

}
 

 

 (26) 

Решение системы (26), будет: 

ϕ𝑐1 = arctg
𝑅𝑐
𝑜 − 𝑅𝑐
𝑋𝑐 − 𝑋𝑐

𝑜
 , (27) 

|𝑛𝑐1| =
sin𝑙𝑘1
ρ1

√(𝑅𝑐 − 𝑅𝑐
𝑜)2 + (𝑋𝑐 − 𝑋𝑐

𝑜)2 . (28) 

Соотношения (22, 23, 27, 28) совместно с (10) и 
(2) описывают распределение тока по проводни-
кам излучателя НВВТП с учетом как конструктив-
ных особенностей, так и параметров подстилаю-
щей поверхности. 

В таблице 1 приведены значения комплексной 
емкости НВВТП при 𝑙1 = 𝑙2 = 1 м , λ = 100 м , ε = 4 , 
σ = 0,01 см м⁄ . Радиусы проводников: излучателя ‒ 
50 мм; верхней нагрузки ‒ 4 мм; противовесов ‒ 
2 мм. Длина заземлителя: 0,4 м. Число проводников 
как нагрузки, так и противовесов равно шести. 

ТАБЛИЦА 1. Комплексная емкость НВВТП [Ф] 

ТАБЛИЦА 1. Complex capacity of UMSF [Ф] 

Длины  
противовесов 

(м) 

Длины проводников верхней нагрузки (м) 

0 0,5 1 

0 
1,76 · 10‒11 ‒ 
‒ 𝑖5,09 · 10‒13 

3,072 · 10‒11 ‒ 
‒𝑖1,813 · 10‒12 

5,008 · 10‒11 ‒ 
‒𝑖5,139 · 10‒12 

3 
1,743 · 10‒11 ‒ 
‒𝑖2,457 · 10‒13 

3,014 · 10‒11 ‒ 
‒𝑖8,608 · 10‒13 

4,865 · 10‒11 ‒ 
‒𝑖2,38 · 10‒12 

На рисунке 2 представлены модули функций рас-
пределения тока по проводникам излучателя при 
различных длинах проводников нагрузки 𝐿𝐴 и про-
тивовесов 𝐿𝐷 .  

Видно, что верхняя нагрузка НВВТП суще-
ственно выравнивает распределение тока по верх-
нему проводнику излучателя. Влияние противове-
сов на функцию распределения тока при установке 
НВВТП на влажной почве незначительно, однако 
противовесы, как видно из таблицы 1, существенно 
снижают уровень тепловых потерь (мнимую со-
ставляющую комплексной емкости).  

Поскольку, как установлено, распределение тока 
по излучателю НВВТП, в общем случае, представ-
ляет собой линейную комбинацию четырех базо-
вых токов, разработку методики расчета сопротив-
ления излучения следует начать с оценки их взаим-
ного влияния и построения развернутой схемы 
НВВТП. 
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Рис. 2. Модуль функции распределения тока по излучателю НВВТП для а) 𝑳𝑫 = 𝟎  и б) 𝑳𝑫 = 𝟑   

Fig. 2. Absolute Value of the Current Distribution Function over UMSF element а) 𝐿𝐷 = 0 and b) 𝐿𝐷 = 3   

 

Построение развернутой эквивалентной схемы 
НВВТП 

Сопротивление излучения любой проволочной 
антенны определяется распределением токов по 
проводникам, участвующим в процессе излучения 
ЭМВ. Установить связь между сопротивлением из-
лучения и функцией распределения тока можно, 
воспользовавшись методом наведенных ЭДС [2‒4, 
16‒19 и др.], в основе которого лежит теорема 
Пойнтинга. Согласно этой теореме, мощность, вы-
деляемая в объеме V, ограниченном замкнутой по-
верхностью S, определяется [2, 3, 12, 20]: 

𝑃𝑎 =
1

2
∫
| 𝑗|̅2

σ
𝑑𝑉 +

𝑖ω

2
𝑉

× (29) 

× ∫[μ𝑎| 𝐻|
2 − ε𝑎| �̅�|

2]𝑑𝑉 +
1

2
∮[�̅� 𝐻∗]

𝑆𝑉

�̅�𝑑𝑆,  

где 𝑗̅ – вектор плотности тока; �̅�  – напряженность 
электрического поля, созданного в объеме V; 𝐻  – 
напряженность магнитного поля, созданного в объ-
еме V; �̅� – единичный вектор внешней нормали к по-
верхности S; σ – удельная проводимость среды. 

Первое слагаемое в правой части уравнения (29) 
определяет мощность тепловых потерь в объеме 𝑉. 
Второе слагаемое есть умноженная на 𝑖ω разность 
между усредненными за период колебания энерги-
ями магнитного и электрического полей. Третье 
слагаемое представляет собой мощность, выноси-
мую за пределы объема 𝑉. 

Пусть поверхность S совпадает с поверхностью 
проводников излучателя НВВТП. Тогда, если эти 
проводники идеальные, тепловые потери и запа-
сенная в объеме 𝑉  энергия будут отсутствовать, а 
выделяемая в нем мощность будет равна мощно-

сти, передаваемой антенной в фидерный тракт. Со-
отношение (30) в этом случае можно представить в 
виде: 

1

2
𝑈фТ𝐼фТ

∗ =
1

2
∮[�̅� 𝐻∗]

𝑆

�̅�𝑑𝑆, (30) 

где UфТ – напряжение на входе фидерного тракта; 
IфТ – ток на входе фидерного тракта. 

Воспользовавшись правилом перестановки сме-
шанного произведения векторов, и считая, что вся 
энергия за пределы объема 𝑉 выносится через боко-
вые поверхности, получим: 

𝑈фТ𝐼фТ
∗ = ∮[ 𝐻∗�̅�]

𝑆

�̅�𝑑𝑆 = 

(31) = −∫ ∫ 𝐽2̅
∗

2π

0

𝑙2

0

(φ, 𝑧) �̅�2𝑎2 𝑑φ𝑑𝑧 − 

− ∫∫ 𝐽1̅
∗

2π

0

𝐿

𝑙2

(φ, 𝑧) �̅�1𝑎1 𝑑φ𝑑𝑧, 

где 𝐽�̅�(φ, 𝑧)  – распределение поверхностной плот-
ности тока по i-му проводнику; �̅�𝑖  – напряженность 
электрического поля на поверхности -го провод-
ника; ai – радиус i-го проводника. 

В (31) учтено, что на идеально проводящей по-
верхности справедливо соотношение [12, 18, 20]: 

[𝐻∗�̅�] = −𝐽∗̅. (32) 

Если вектор напряженности магнитного поля в 
выражении (31) содержит только φ-ю составляю-
щую, то 𝐽�̅�

∗(φ, 𝑧) = 𝐽𝑖
∗(φ, 𝑧) 𝑧̅0 . Следовательно, счи-

тая, что напряженность электрического поля в по-
перечном сечении проводника постоянна, после 
интегрирования выражения (31) по φ получим: 
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𝑈фТ𝐼фТ
∗ = −

1

𝑘
∫ 𝐼2

∗

𝑙𝑘2

0

(𝑧𝑘) �̅�2 𝑧̅
0𝑑𝑧𝑘 − 

(33) 

−
1

𝑘
∫ 𝐼1

∗

𝐿𝑘

𝑙𝑘2

(𝑧𝑘) �̅�1 𝑧̅
0𝑑𝑧𝑘 . 

В выражении (33) введена новая переменная 
𝑧𝑘 = 𝑘𝑧, а также учтено, что: 

∫ 𝐽�̅�
∗

2π

0

(ϕ, 𝑧)  𝑎𝑖  𝑑ϕ = [∫ 𝐽𝑖
∗

2π

0

(ϕ, 𝑧) 𝑎𝑖  𝑑ϕ] 𝑧̅
0 = 

(34) 

= 𝐼𝑖
∗(𝑧)𝑧̅0, 

где 𝐼𝑖(𝑧) – распределение тока по длине i-го провод-
ника излучателя НВВТП. 

Как следует из (1) и (2), функцию 𝐼𝑖(𝑧𝑘) в выра-
жении (33) можно представить в виде: 

𝐼𝑖(𝑧𝑘) = 𝐼a[𝑛𝐶𝑖𝑗𝐶𝑖
0 (𝑧𝑘) + 𝑛𝑆𝑖𝑗𝑆𝑖

0 (𝑧𝑘)]. (35) 

Напряженности электрических полей на поверх-
ностях проводников излучателя НВВТП можно 
представить в виде суммы [12]: 

�̅�𝑖 = �̅�0𝑒
−𝑖 �̅� �̅�𝑖 + �̅�𝑖{ 𝐼1(ξ)} + �̅�𝑖{ 𝐼2(ξ)}, (36) 

где �̅�0𝑒
−𝑖 �̅� �̅�𝑖  – напряженность поля приходящей 

плоской волны на поверхности i-го проводника; 

�̅� = 2π�̅�в/λ – волновой вектор приходящей волны; 
�̅�в – нормаль к фронту приходящей плоской волны, 
совпадающая с направлением распространения; �̅�𝑖  – 
радиус-вектор точки наблюдения находящейся на 
поверхности i-го проводника; �̅�𝑖{ } – линейный инте-
гро-дифференциальный оператор, определяющий 
напряженность электрического поля на поверхно-
сти i-го проводника, создаваемую током, указанным 
в скобках { } ; �̅�𝑖{ 𝐼1(ξ)} , �̅�𝑖{ 𝐼2(ξ)}  – напряженности 
поля на поверхности i-го проводника, создаваемые 
током, протекающим по оси верхнего и нижнего 
плеча излучателя НВВТП, соответственно. 

Поскольку напряжение на входе фидерного 
тракта связано с его входным сопротивлением со-
отношением: 

𝑈фТ = 𝐼фТ𝑍фТ = −𝐼а𝑍фТ. (37) 

Формулу (33) с учетом (35‒37) можно записать в 
виде выражения (38), где 𝑝 = 𝑐1, 𝑠1, 𝑐2, 𝑠2 – обобщен-
ный индекс базовой функции; �̅�0  – радиус-вектор 
точки пересечения оси излучателя НВВТП с гори-
зонтальной плоскостью, проходящей через сере-
дину зазора между смежными торцами верхнего и 
нижнего проводников; ∫

𝑙 𝑘𝑖
– означает интегрирова-

ние по длине i-го проводника; 

𝑖 = {
1   при   𝑝 = 𝑐1, 𝑠1;
2  при  𝑝 = 𝑐2, 𝑠2

 . 

 

−𝐼а𝑍фТ =
1

𝑘
∑ ∑ [𝑛𝑣𝑖

∗  �̅�0𝑒
−𝑖 �̅� �̅�0  𝑧̅0 ∫𝑗𝑣𝑖

0 (𝑧𝑘)𝑒
−𝑖 �̅� (�̅�2−�̅�0) 𝑑𝑧𝑘

𝑙 𝑘𝑖

+

𝑖=1,2𝑣=𝑐,𝑠

 

+𝐼а𝑛𝑣𝑖
∗   ∑ ∑ 𝑛𝑣′𝑖′ ∫𝑗𝑣𝑖

0 (𝑧𝑘)�̅�𝑖  {𝑗𝑣′𝑖′
0 (𝑧𝑘)} 𝑧̅

0𝑑𝑧𝑘
𝑙 𝑘𝑖𝑖′=1,2𝑣′=𝑐,𝑠

] =

=
1

𝑘
∑𝑛𝑝

∗ [�̅�0𝑒
−𝑖 �̅� �̅�0  𝑧̅0 ∫ 𝑗𝑝

0(𝑧𝑘)𝑒
−𝑖 �̅� (�̅�𝑖−�̅�0) 𝑑𝑧𝑘

𝑙 𝑘𝑖

+ 𝐼а∑𝑛𝑝′ ∫𝑗𝑝
0(𝑧𝑘)�̅�𝑖  {𝑗𝑝′

0 (𝑧𝑘)} 𝑧̅
0𝑑𝑧𝑘

𝑙 𝑘𝑖𝑝′

]

𝑝

 

. (38) 

 

Учитывая размерность интегралов в (38), обо-
значим: 

ε𝑝 = −
1

𝑘
�̅�0𝑒

−𝑖 �̅� �̅�0  𝑧̅0 ∫𝑗𝑝
0(𝑧𝑘)𝑒

−𝑖 �̅� (�̅�𝑖−�̅�0) 𝑑𝑧𝑘
𝑙 𝑘𝑖

, 
(39) 

𝑧𝑝 𝑝′ =
1

𝑘
∫ 𝑗𝑝

0(𝑧𝑘)�̅�𝑖  {𝑗𝑝′
0 (𝑧𝑘)} 𝑧̅

0𝑑𝑧𝑘
𝑙 𝑘𝑖

, (40) 

где ε𝑝  – ЭДС базового тока 𝑝 ; 𝑧𝑝 𝑝′ = 𝑟𝑝 𝑝′ + 𝑖  𝑥𝑝 𝑝′  – 

взаимное сопротивление базового тока 𝑝 𝑝′. 

С учетом сделанных обозначений, соотношение 
(38) можно представить следующим образом: 

ε = 𝐼а(𝑍фТ + 𝑍и), (41) 

где 

ε =∑𝑛𝑝
∗ ε𝑝

𝑝

 
(42) 

𝑍и =∑∑𝑛𝑝
∗𝑛𝑝′𝑧𝑝𝑝′ 

𝑝′𝑝

, (43) 

ε – ЭДС эквивалентного генератора НВВТП; 𝑍и  – 
входное сопротивление излучателя НВВТП. 

Соотношения (42) и (43) в ряде случаев удобно 
представить в матричном виде: 

ε = 〈𝑁∗εБТ〉, (44) 
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𝑍и = 〈𝑁∗|𝑍БТ|𝑁〉, (45) 

где 〈𝑁∗ = |𝑛𝑐1
∗ 𝑛𝑠1

∗ 𝑛𝑐2
∗ 𝑛𝑠2

∗ | – комплексно-сопряженная 
матрица-строка КТТЗ к БТ; εБТ〉  – матрица-столбец 
ЭДС БТ; |𝑍БТ|  – матрица взаимных сопротивлений 
БТ. 

Следует отметить, что сопротивление 𝑍и  полу-
чено путем анализа закона сохранения энергии в 
объеме проводников излучателя НВВТП. По-
скольку при этом считалось, что тепловые потери в 
проводниках отсутствуют, активная составляющая 
этого сопротивления является сопротивлением из-
лучения и никак не связана с тепловыми потерями 
в подстилающей поверхности.  

Учитывая, что из теоремы взаимности следует: 

𝑧𝑝 𝑝′ = 𝑧𝑝′𝑝 , 

соотношения (43) и (45) в развернутом виде будут: 

𝑍и = |𝑛𝐶1|
2𝑧𝐶1𝐶1 + |𝑛𝑆1|

2𝑧𝑆1𝑆1 + |𝑛𝐶2|
2𝑧𝐶2𝐶2 + 

(46) 

+|𝑛𝑆2|
2𝑧𝑆2𝑆2 + (𝑛𝐶1

∗ 𝑛𝑆1 + 𝑛𝐶1𝑛𝑆1
∗ )𝑧𝐶1𝑆1 + 

+(𝑛𝐶1
∗ 𝑛𝐶2 + 𝑛𝐶1𝑛𝐶2

∗ )𝑧𝐶1𝐶2 + 

+(𝑛𝐶1
∗ 𝑛𝑆2 + 𝑛𝐶1𝑛𝑆2

∗ )𝑧𝐶1𝑆2 + 

+(𝑛𝑆1
∗ 𝑛𝐶2 + 𝑛𝑆1𝑛𝐶2

∗ )𝑧𝑆1𝐶2 + 

+(𝑛𝑆1
∗ 𝑛𝑆2 + 𝑛𝑆1𝑛𝑆2

∗ )𝑧𝑆1𝑆2 + 

+(𝑛𝐶2
∗ 𝑛𝑆2 + 𝑛𝐶2𝑛𝑆2

∗ )𝑧𝐶2𝑆2. 

Видно, что сопротивление излучателя представ-
ляет собой сумму всех взаимных сопротивлений 
базовых токов, умноженных на вещественные 
числа. Это значит, что сопротивление излучения 

определяется только вещественными составляю-
щими взаимных базовых токов: 

𝑅∑ = Re(𝑍и) =∑∑𝑛𝑝
∗𝑛𝑝′𝑟𝑝𝑝′ .

𝑝′𝑝

 (47) 

Соотношение (47) можно представить в матрич-
ной форме: 

𝑅∑ = 〈𝑁
∗Re|𝑍БТ|  𝑁〉 = 〈𝑁∗|RБТ|𝑁〉, (48) 

где |RБТ|  – вещественная составляющая матрицы 
|𝑍БТ|. 

Как известно [2, 3, 16, 17, 19, 21], приемная ан-
тенна представляет собой эквивалентный генера-
тор, характеризующийся ЭДС и внутренним сопро-
тивлением. Входное сопротивление малых по срав-
нению с длиной волны антенн, как указывалось ра-
нее, фактически является последовательным соеди-
нением комплексной емкости с сопротивлением из-
лучения. Комплексная емкость характеризует реак-
тивную составляющую входного сопротивления и 
тепловые потери. Сопротивление излучения в этом 
случае должно совпадать с внутренним сопротивле-
нием эквивалентного генератора ЭДС. Эквивалент-
ная схема НВВТП, представленная таким образом, 
изображена на рисунке 3а. Для доказательства чи-
сто активного характера внутреннего сопротивле-
ния эквивалентного генератора на рис. 3b пред-
ставлена эквивалентная схема излучателя в раз-
вернутом виде, иллюстрирующем соотношения 
(44) и (48).  
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Рис. 3. Эквивалентные схемы НВВТП 

Fig. 3. Equivalent Circuits of UMSF 
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Каждому БТ на рисунке 3b поставлен в соответ-
ствие эквивалентный генератор ЭДС ε𝑝 . Внутрен-

ним сопротивлением всех эквивалентных генерато-
ров служит восьмиполюсник, описываемый матри-
цей взаимных сопротивлений, состоящей из актив-
ных элементов. Численные значения этих элемен-
тов определяются интегро-дифференциальным со-
отношением (40). Комплексным коэффициентам 
трансформации на развернутой эквивалентной 
схеме поставлены в соответствие идеальные транс-
форматоры в совокупности с фазовращателями. 
Входные зажимы трансформаторов соединены по-
следовательно, преобразуя активный эквивалент-
ный восьмиполюсник в эквивалентный генератор 
ЭДС, параметры которого связаны с параметрами 
развернутой эквивалентной схемы соотношениями 
(44) и (48).  

Как следует из эквивалентной схемы, входное 
сопротивление НВВТП будет: 

𝑍а = 𝑅∑ + 𝑅𝑐 + 𝑖 𝑋𝑐 . (49) 

Легко заметить, что практически все параметры 
развернутой эквивалентной схемы в той или иной 
степени связаны с комплексной емкостью НВВТП. 
Таким образом, первоочередной задачей при по-
строении математической модели НВВТП является 
установление связи между геометрическими раз-

мерами антенны и ее комплексной емкостью с уче-
том электрических параметров подстилающей по-
верхности. 

 
Заключение 

В конструкции НВВТП выделены проводники, 
непосредственно участвующие в создании ЭМП в 
дальней зоне. Показано, что ток, протекающий по 
этим проводникам, является линейной комбина-
цией четырех токов, распределенных по гармониче-
скому закону. Эти элементарные токи предложено 
называть базовыми. Получены аналитические вы-
ражения, связывающие амплитуды БТ с комплекс-
ной емкостью НВВТП. Показано, что сопротивление 
излучения определяется вещественными составля-
ющими матрицы взаимных сопротивлений эквива-
лентного восьмиполюсника с БТ на входах. Полу-
чены интегральные соотношения, определяющие 
элементы этой матрицы. Построена развернутая эк-
вивалентная схема НВВТП и показано, что для по-
строения математической модели достаточно пре-
образования интегральных соотношений к виду, 
пригодному для инженерных расчетов. 

Установлено, что одним из важнейших парамет-
ров малых, по сравнению с длиной волны антенн 
является комплексная емкость, что делает задачу 
ее определения одной из главных при разработке 
математических моделей. 
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