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Аннотация. Изучены возможности приложения качественной теории дифференциальных
уравнений к одной задаче тепломассопереноса в многослойных планарных полупроводнико-
вых структурах. Исследование проведено на примере математической модели стационарного
процесса диффузии неравновесных неосновных носителей заряда, генерированных широ-
ким источником возбуждения. Использование широкого источника внешнего воздействия
позволяет свести задачи моделирования к одномерным и описать эти математические мо-
дели обыкновенными дифференциальными уравнениями. Таковыми являются процессы в
различных наносистемах при воздействии на них широких пучков заряженных частиц или
электромагнитного излучения. В работе проведен обзор результатов исследований подобных
моделей за последнее время. Основным объектом изучения явились вопросы корректности
рассматриваемых математических моделей, особое внимание уделено математической оценке
влияния внешних факторов на состояние изучаемого объекта. Ранее методы качественной
теории дифференциальных уравнений (в нашем случае — оценка влияния внешнего воз-
действия на распределение неравновесных неосновных носителей заряда в результате их
диффузии в полупроводнике) в сочетании с рассмотрением единственности решения диффе-
ренциальных уравнений тепломассопереноса и корректности используемых математических
моделей изучались весьма редко, а для широких электронных пучков количественный анализ
подобных задач ранее не проводился вовсе. В настоящей работе основное внимание уделяется
влиянию правой части дифференциального уравнения, функции возбуждения неосновных
носителей заряда, на решение дифференциального уравнения диффузии, которое описывает
распределение неравновесных носителей заряда, диффундировавших в каждом слое такой
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структуры. Доказаны единственность решения рассматриваемой задачи и непрерывная зави-
симость решения от правой части дифференциального уравнения. Получены оценки влияния
внешних факторов на диффузию генерированных носителей в каждом слое многослойной
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Abstract. The possibilities of applying the qualitative theory of differential equations to one
problem of heat and mass transfer in multilayer planar semiconducting structures are studied.
The consideration is carried out on the example of a mathematical model of a stationary process
of diffusion of nonequilibrium minority charge carriers generated by a wide excitation source.
The use of a wide source of external influence makes it possible to reduce modeling problems to
one-dimensional ones and describe these mathematical models by ordinary differential equations.
These are the processes in various nanosystems exposed to wide beams of charged particles or
electromagnetic radiation. The paper reviews the results of recent studies of such models. The
main object of study was the questions of the correctness of the considered mathematical models,
special attention is paid to the mathematical assessment of the influence of external factors on the
state of the object under study. Previously, the methods of the qualitative theory of differential
equations, in our case, the assessment of the influence of external influence on the distribution
of nonequilibrium minority charge carriers as a result of their diffusion in a semiconductor, in
combination with the consideration of the uniqueness of the solution of differential equations of
heat and mass transfer and the correctness of the mathematical models used, were considered very
rarely, and for wide electron beams, a quantitative analysis of such problems has not previously
been carried out at all. In the present work, the main attention is paid to the influence of the

Математика 49

https://elibrary.ru/GENWZC
https://orcid.org/0000-0003-1789-0823
https://elibrary.ru/author_profile.asp?id=790840
https://orcid.org/0000-0002-6456-4644
https://elibrary.ru/author_profile.asp?id=149370
https://orcid.org/0000-0002-0682-353X
https://elibrary.ru/author_profile.asp?id=771691


Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2023. Т. 23, вып. 1

right side of the differential equation, the excitation function of minority charge carriers, on the
solution of the differential diffusion equation, which describes the distribution of nonequilibrium
charge carriers that have diffused in each layer of such a structure. The uniqueness of the solution
of the problem under consideration and the continuous dependence of the solution on the right
side of the differential equation are proved. Estimates are obtained for the influence of external
factors on the diffusion of generated carriers in each layer of a multilayer planar semiconductor
structure.

Keywords: mathematical modeling, heat and mass transfer, differential equations, qualitative
estimates
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Введение

Задача поиска корректных краевых задач для уравнений смешанного типа в много-
слойных областях приводит к краевым задачам со смещением [1–4]. Среди подобных
задач задачи тепломассопереноса являются одними из наиболее востребованных клас-
сов задач, имеющих различные практические приложения. При этом особое значение
имеет математическая оценка влияния внешних факторов на состояние изучаемого
объекта, поскольку далеко не всегда имеется возможность их экспериментального
контроля. Таковыми являются процессы в различных наносистемах при воздействии
на них пучков заряженных частиц или электромагнитного излучения. В настоящей
работе качественная теория дифференциальных уравнений [5] использована для
анализа математических моделей стационарной диффузии неравновесных неоснов-
ных носителей заряда (ННЗ) [6,7], генерированных широким внешним источником
в многослойных полупроводниковых материалах. Использование такого внешнего
воздействия, например широких электронных пучков, позволяет свести задачи мо-
делирования к одномерным и описать эти математические модели обыкновенными
дифференциальными уравнениями [8,9]. Ранее методы качественной теории диффе-
ренциальных уравнений (в нашем случае — оценка влияния внешнего воздействия
на распределение ННЗ в результате их диффузии в полупроводнике) в сочетании с
рассмотрением единственности решения дифференциальных уравнений тепломассо-
переноса и корректности используемых математических моделей [10,11] изучались
весьма редко. Наиболее подробно такие задачи исследовались для остро сфокусиро-
ванных пучков электронов: моделировалась нестационарная диффузия неравновесных
ННЗ в методе времяпролетной катодолюминесценции полупроводников, проводилаcь
оценка влияния изменений во внешнем воздействии на распределение ННЗ и до-
казательство корректности рассматриваемой модели [12,13]. Однако для широких
электронных пучков количественный анализ подобных задач ранее не проводил-
ся, пожалуй, за исключением рассмотрения некоторых аспектов диффузии ННЗ в
однородной полупроводниковой мишени [14]. Что касается диффузии ННЗ в много-
слойных планарных структурах, то для таких объектов обсуждались лишь некоторые
частные возможности такого анализа [15].

50 Научный отдел

https://elibrary.ru/GENWZC


Д. В. Туртин и др. О приложении качественной теории дифференциальных уравнений

Изучение информативных возможностей качественной теории дифференциальных
уравнений применительно к диффузии ННЗ в многослойных планарных структурах
конечной толщины и составляет предмет рассмотрения в настоящей работе.

1. Постановка задачи

Пусть оси 𝑋 и 𝑌 декартовой прямоугольной системы координат находятся на
плоской поверхности полупроводника, а ось 𝑍 направлена в объем полупроводниковой
мишени. Для рассматриваемой многослойной структуры обозначим: 𝑧1 = 0, 𝑧𝑛+1 = 𝑙—
координаты внешних границ полупроводниковой структуры, 𝑧2, 𝑧3, . . . , 𝑧𝑛 — коорди-
наты границ раздела слоев. Пусть номер слоя будет совпадать с номером его левой
границы — таким образом, структура будет состоять из следующих слоев: первый слой
[𝑧1, 𝑧2], второй слой [𝑧2, 𝑧3] и т. д., последний, 𝑛-й слой, [𝑧𝑛, 𝑧𝑛+1]. У параметров, харак-
теризующих каждый слой, номер слоя будем указывать в верхнем индексе в скобках.
С учетом этого обозначим как 𝐷(𝑖), 𝐿(𝑖), 𝜏 (𝑖) электрофизические параметры: коэффици-
ент диффузии, диффузионную длину и время жизни ННЗ в 𝑖-м слое соответственно,
при этом 𝐿(𝑖) =

[︀
𝐷(𝑖)𝜏 (𝑖)

]︀1/2
и все параметры — положительные величины [6, 7]. На

границах полупроводника (при 𝑧 = 𝑧1 = 0 и при 𝑧 = 𝑧𝑛+1 = 𝑙) приведенные скорости

поверхностной рекомбинации 𝑆(1) = 𝐿(1)𝜈
(1)
𝑠

⧸︁
𝐷(1), 𝑆(𝑛) = 𝐿(𝑛)𝜈

(𝑛)
𝑠

⧸︁
𝐷(𝑛), где 𝜈

(1)
𝑠 и

𝜈
(𝑛)
𝑠 — скорости поверхностной рекомбинации ННЗ на поверхности первого слоя (при
𝑧 = 𝑧1 = 0) и на поверхности 𝑛-го слоя (при 𝑧 = 𝑧𝑛+1 = 𝑙) соответственно [8,9].

Тогда в случае одномерной диффузии в конечный полупроводник вдоль оси 𝑍,
перпендикулярной поверхности планарной 𝑛-слойной полупроводниковой структуры
(координата 𝑧 ∈ [0, 𝑙]), распределение ННЗ, генерированных в 𝑖-м слое и продиф-
фундировавших в этом слое, ∆𝑝(𝑖), 𝑖 = 1, 𝑛, находится как решение следующего
дифференциального уравнения (см. [15] и библиографию к этой статье):

𝑑

𝑑𝑧

(︂
𝐷(𝑖)(𝑧)

𝑑∆𝑝(𝑖)(𝑧)

𝑑𝑧

)︂
− ∆𝑝(𝑖)(𝑧)

𝜏 (𝑖)(𝑧)
= −𝜌(𝑖)(𝑧), 𝑖 = 1, 𝑛, (1)

с граничными условиями

𝐷(1)𝑑∆𝑝(1)(𝑧)

𝑑𝑧

⃒⃒⃒
𝑧=0

= 𝜈(1)𝑠 ∆𝑝(1)(0), 𝐷(𝑛)𝑑∆𝑝(𝑛)(𝑧)

𝑑𝑧

⃒⃒⃒
𝑧=𝑙

= −𝜈(𝑛)𝑠 ∆𝑝(𝑛)(𝑙). (2)

Правая часть дифференциального уравнения (1) — 𝜌(𝑖)(𝑧) — зависимость от коор-
динаты скорости генерации ННЗ в 𝑖-м слое полупроводниковой мишени, 𝜌(𝑖)(𝑧) > 0
∀ 𝑧 ∈ [0, 𝑙] и 𝑖 = 1, 𝑛. Для широкого электронного пучка 𝜌(𝑖)(𝑧) может быть найдена из
выражения для плотности энергии электронного пучка 𝜌*(𝑖)(𝑧), выделяемой в мишени
в единицу времени до начала процесса диффузии, делением 𝜌*(𝑖)(𝑧) на энергию
образования электронно-дырочной пары (см. [15] и библиографию к этой статье).

Решение дифференциального уравнения (1), функция ∆𝑝(𝑖)(𝑧), описывает в 𝑖-м
слое распределение по глубине неравновесных ННЗ, генерированных внешним энер-
гетическим воздействием 𝜌(𝑖)(𝑧), после их диффузии в полупроводнике. С учетом
непрерывности распределений ННЗ по глубине всей структуры и зависимости коэффи-
циентов уравнения от номера слоя распределение ∆𝑝(𝑧) будет являться непрерывной
и кусочно-дифференцируемой функцией.

В настоящей работе методами математического моделирования продолжено ис-
следование диффузионного процесса, обусловленного взаимодействием широкого
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электронного пучка с планарной полупроводниковой структурой. Основное внимание
уделяется влиянию правой части дифференциального уравнения, функции возбуж-
дения ННЗ 𝜌(𝑖)(𝑧), на решение дифференциального уравнения диффузии ∆𝑝(𝑖)(𝑧),
описывающего распределение продиффундировавших неравновесных ННЗ в 𝑖-м слое
(𝑖 = 1, 𝑛) такой структуры.

2. О решении дифференциального уравнения
одномерной диффузии

Рассмотрим диффузию ННЗ в многослойной мишени, в которой внутри каждого
слоя коэффициент диффузии 𝐷(𝑖) и время жизни ННЗ 𝜏 (𝑖), 𝑖 = 1, 𝑛— величины
постоянные. В этом случае дифференциальное уравнение диффузии ННЗ в 𝑖-м слое
примет вид

𝐷(𝑖)(𝑧)
𝑑2∆𝑝(𝑖)(𝑧)

𝑑𝑧2
− ∆𝑝(𝑖)(𝑧)

𝜏 (𝑖)(𝑧)
= −𝜌(𝑖)(𝑧), 𝑖 = 1, 𝑛.

Перепишем это уравнение в виде

𝑑2∆𝑝(𝑖)(𝑧)

𝑑𝑧2
− 1

𝜏 (𝑖)(𝑧)𝐷(𝑖)(𝑧)
∆𝑝(𝑖)(𝑧) = − 1

𝐷(𝑖)(𝑧)
𝜌(𝑖)(𝑧), 𝑖 = 1, 𝑛.

или
𝑦′′𝑖 (𝑧) − 𝑏2𝑖 𝑦𝑖(𝑧) = 𝑓𝑖(𝑧), 𝑖 = 1, 𝑛, (3)

где 𝑦𝑖(𝑧) ≡ ∆𝑝(𝑖)(𝑧), а постоянные 𝑏2𝑖 и 𝑓𝑖 равны:

𝑏2𝑖 =
1

𝜏 (𝑖)(𝑧)𝐷(𝑖)(𝑧)
> 0, 𝑓𝑖(𝑧) = − 𝜌(𝑖)(𝑧)

𝐷(𝑖)(𝑧)
< 0,

причем 𝑏𝑖 = const > 0 ∀𝑖 = 1, 𝑛.
Для первой производной граничные условия запишем в виде{︃

𝑦′𝑖(𝑧𝑖) = 𝑎𝑖𝑦𝑖(𝑧𝑖), 𝑖 = 1, 𝑛,

𝑦′𝑛(𝑧𝑛+1) = 𝑎𝑛+1𝑦𝑛(𝑧𝑛+1).
(4)

Отметим, что граничному условию на поверхности первого слоя при 𝑧 = 𝑧1 = 0
(см. первую формулу из (2)) отвечает первое соотношение из (4) при 𝑖 = 1. А вторая
формула из (4) отвечает второму граничному условию из (2) при 𝑧 = 𝑧𝑛+1 = 𝑙.
Что касается соотношений, получаемых из первой формулы (4) при 𝑖 = 2, 𝑛, то
эти соотношения могут быть учтены исходя из физической природы многослойной
структуры [6,7] и здесь не рассматриваются.

В силу непрерывности 𝑦(𝑧) на границе слоев

𝑦𝑖 (𝑧𝑖+1) = 𝑦𝑖+1 (𝑧𝑖+1) , 𝑖 = 1, 𝑛− 1 (5)

и из физических соображений добавим условие

𝑦1(0) = 𝑔1, (6)

где 𝑔1 = const > 0.
В формулах (3) и (4) 𝑎𝑖 и 𝑏𝑖 — постоянные, 𝑖 = 1, 𝑛. Для рассматриваемой задачи 𝑏𝑖

определено выше, два значения постоянной 𝑎𝑖 определяются из граничных условий (2),
а 0 = 𝑧1 < 𝑧2 < . . . < 𝑧𝑛 = 𝑙— точки разбиения отрезка [0, 𝑙].
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Теорема 1. Решениями уравнения (3) являются функции

𝑦𝑖(𝑧) = 𝑎1𝑖 exp(𝑏𝑖𝑧) + 𝑎2𝑖 exp(−𝑏𝑖𝑧) +
1

𝑏𝑖

𝑧∫︁
𝑧𝑖

𝑓𝑖(𝑡)sh [𝑏𝑖 (𝑧 − 𝑡)] 𝑑𝑡, 𝑖 = 1, 𝑛, (7)

где 𝑎1𝑖 и 𝑎2𝑖 (𝑖 = 1, 𝑛) — произвольные постоянные.

Доказательство. Для нахождения решений (3) используем метод вариации
произвольной постоянной. Решение будем искать в виде

𝑦𝑖(𝑧) = 𝐶1𝑖(𝑧) exp(𝑏𝑖𝑧) + 𝐶2𝑖(𝑧) exp(−𝑏𝑖𝑧), (8)

где 𝐶1𝑖(𝑧) и 𝐶2𝑖(𝑧) — искомые функции, удовлетворяющие системе уравнений{︃
𝐶 ′

1𝑖(𝑧) exp(𝑏𝑖𝑧) + 𝐶 ′
2𝑖(𝑧) exp(−𝑏𝑖𝑧) = 0,

𝐶 ′
1𝑖(𝑧)𝑏𝑖 exp(𝑏𝑖𝑧) − 𝐶 ′

2𝑖(𝑧)𝑏𝑖 exp(−𝑏𝑖𝑧) = 𝑓𝑖(𝑧).
(9)

Из (9) получим 𝐶 ′
1𝑖(𝑧) = 𝑓𝑖(𝑧) exp(−𝑏𝑖𝑧)/2𝑏𝑖 и 𝐶 ′

2𝑖(𝑧) = −𝑓𝑖(𝑧) exp(𝑏𝑖𝑧)/2𝑏𝑖, откуда

𝐶1𝑖(𝑧) =
1

2𝑏𝑖

𝑧∫︁
𝑧𝑖

𝑓𝑖(𝑡) exp(−𝑏𝑖𝑡) 𝑑𝑡+ 𝑎1𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛,

𝐶2𝑖(𝑧) = − 1

2𝑏𝑖

𝑧∫︁
𝑧𝑖

𝑓𝑖(𝑡) exp(𝑏𝑖𝑡) 𝑑𝑡+ 𝑎2𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛.

Подставив найденные функции 𝐶1𝑖(𝑧) и 𝐶2𝑖(𝑧) в (8), получим формулу (7).
Теорема 1 доказана. �

3. О единственности решения
Подставив функцию (7) в граничные условия (4)–(6), получим систему рекурсив-

ных уравнений для нахождения постоянных 𝑎1𝑖 и 𝑎2𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛. Используя формулу
дифференцирования интеграла с переменным верхним пределом, при вычислении
производной от функции 𝑦𝑖(𝑧), 𝑖 = 1, 𝑛 получим

𝑦′𝑖(𝑧) = 𝑎1𝑖𝑏𝑖 exp(𝑏𝑖𝑧) − 𝑎2𝑖𝑏𝑖 exp(−𝑏𝑖𝑧) +
1

𝑏𝑖
𝑓𝑖(𝑧)sh(0) +

1

𝑏𝑖

𝑧∫︁
𝑧𝑖

𝑓𝑖(𝑡)𝑏𝑖ch [𝑏𝑖 (𝑧 − 𝑡)] 𝑑𝑡 =

= 𝑎1𝑖𝑏𝑖 exp(𝑏𝑖𝑧) − 𝑎2𝑖𝑏𝑖 exp(−𝑏𝑖𝑧) +

𝑧∫︁
𝑧𝑖

𝑓𝑖(𝑡)ch [𝑏𝑖 (𝑧 − 𝑡)] 𝑑𝑡, 𝑖 = 1, 𝑛.

Подставив 𝑦𝑖(𝑧) и 𝑦′𝑖(𝑧), 𝑖 = 1, 𝑛, последовательно в (6), (4), (5), получим:
1) из (6)

𝑎11 + 𝑎21 = 𝑔1,

2) из (4)

𝑎1𝑖𝑏𝑖 exp(𝑏𝑖𝑧) − 𝑎2𝑖𝑏𝑖 exp(−𝑏𝑖𝑧) = 𝑎𝑖 [𝑎1𝑖 exp (𝑏𝑖𝑧𝑖) + 𝑎2𝑖 exp (−𝑏𝑖𝑧𝑖)] ,
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откуда
𝑎1𝑖 (𝑏𝑖 − 𝑎𝑖) exp(𝑏𝑖𝑧) = 𝑎2𝑖 (𝑎𝑖 + 𝑏𝑖) exp(−𝑏𝑖𝑧),

3) из (5)

𝑎1𝑖 exp(𝑏𝑖𝑧) + 𝑎2𝑖 exp(−𝑏𝑖𝑧) =

= 𝑎1,𝑖+1 exp (𝑏𝑖+1𝑧𝑖) + 𝑎2,𝑖+1 exp (−𝑏𝑖+1𝑧𝑖) +
1

𝑏𝑖

𝑧𝑖∫︁
𝑧𝑖+1

𝑓𝑖+1(𝑡)sh [𝑏𝑖+1 (𝑧𝑖 − 𝑡)] 𝑑𝑡.

Теорема 2. Решение задачи (3)–(6) единственно.

Доказательство. Пусть 𝑢𝑖(𝑧) и 𝑣𝑖(𝑧), 𝑖 = 1, 𝑛— два различных решения за-
дачи (3)–(6). Рассмотрим функцию 𝑤𝑖(𝑧) = 𝑢𝑖(𝑧) − 𝑣𝑖(𝑧), которая удовлетворяет
однородному уравнению

𝑤′′
𝑖 (𝑧) − 𝑏2𝑖𝑤 = 0 (10)

с граничными условиями

𝑤1(0) = 0, (11)

𝑤′
𝑖(𝑧𝑖) = 𝑎𝑖𝑤𝑖(𝑧𝑖), 𝑖 = 1, 𝑛, (12)

𝑤𝑖(𝑧𝑖) = 𝑤𝑖+1(𝑧𝑖), 𝑖 = 1, 𝑛− 1. (13)

Решением уравнения (10) является функция

𝑤𝑖(𝑧) = 𝐶1𝑖 exp(𝑏𝑖𝑧) + 𝐶2𝑖 exp(−𝑏𝑖𝑧), 𝑖 = 1, 𝑛.

Из (12), (13) имеем{︃
𝐶1𝑖𝑏𝑖 exp(𝑏𝑖𝑧𝑖) − 𝐶2𝑖𝑏𝑖 exp((−𝑏𝑖𝑧𝑖)=𝑎𝑖 [𝐶1𝑖 exp(𝑏𝑖𝑧𝑖) + 𝐶2𝑖 exp((−𝑏𝑖𝑧𝑖)] , 𝑖=1, 𝑛,

𝐶1𝑖 exp(𝑏𝑖𝑧𝑖)+𝐶2𝑖 exp((−𝑏𝑖𝑧𝑖)=𝐶1, 𝑖+1 exp(𝑏𝑖𝑧𝑖)+𝐶2, 𝑖+1 exp((−𝑏𝑖𝑧𝑖), 𝑖=1, 𝑛−1.
(14)

Положив в (14) 𝑖 = 1 и учтя, что 𝑧1 = 0 и 𝑏1 = const ̸= 0, получим{︃
𝑏1(𝐶11 − 𝐶21) = 𝑎1(𝐶11 + 𝐶21),

𝐶11 + 𝐶21 = 𝐶12 + 𝐶22.

Из (11) получим, что 𝐶11 + 𝐶21 = 0. Тогда, с учетом 𝑎1 = const и 𝑏1 = const ̸= 0,
получим 𝐶11 = 𝐶21 = 0, откуда следует 𝑤1(𝑧) = 0. Повторив аналогичные рассуждения
для 𝑖 = 2, 𝑛, получим 𝑤𝑖(𝑧) = 0 для всех 𝑖 = 1, 𝑛. Отсюда следует, что 𝑢𝑖(𝑧) = 𝑣𝑖(𝑧)
для всех 𝑖 = 1, 𝑛. Полученное противоречие доказывает единственность решения
задачи (3)–(6).

Теорема 2 доказана. �

4. О непрерывной зависимости решения от правой части
дифференциального уравнения

Теорема 3. Пусть в 𝑖-м слое, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑦(1)𝑖 (𝑧) — решение дифференциального
уравнения

[𝑦
(1)
𝑖 (𝑧)]′′ − 𝑏2𝑖 𝑦𝑖(𝑧) = 𝑓

(1)
𝑖 (𝑧)
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с граничными условиями (4)–(6), 𝑦(2)𝑖 (𝑧) — решение в том же слое дифференциаль-
ного уравнения

[𝑦
(2)
𝑖 (𝑧)]′′ − 𝑏2𝑖 𝑦𝑖(𝑧) = 𝑓

(2)
𝑖 (𝑧)

с теми же граничными условиями (4)–(6) и для всех 𝑧 : 𝑧𝑖 6 𝑧 6 𝑧𝑖+1, 𝑖 = 1, 𝑛,
выполняется ⃒⃒⃒

𝑓
(2)
𝑖 (𝑧) − 𝑓

(1)
𝑖 (𝑧)

⃒⃒⃒
6 𝛿. (15)

Тогда ∀ 𝑧 : 𝑧𝑖 6 𝑧 6 𝑧𝑖+1 в 𝑖-м слое справедлива оценка⃒⃒⃒
𝑦
(2)
𝑖 (𝑧) − 𝑦

(1)
𝑖 (𝑧)

⃒⃒⃒
6 𝐶𝑖𝛿,

где 𝐶𝑖 = {ch [𝑏𝑖 (𝑧𝑖+1 − 𝑧𝑖)] − 1} /𝑏2𝑖 .

Доказательство. Из теоремы 1 для 𝑖-го слоя, 𝑖 = 1, 𝑛, получим

𝑦
(2)
𝑖 (𝑧) = 𝑎1𝑖 exp(𝑏𝑖𝑧) + 𝑎2𝑖 exp(−𝑏𝑖𝑧) +

1

𝑏𝑖

𝑧∫︁
𝑧𝑖

𝑓
(2)
𝑖 (𝑡)sh [𝑏𝑖 (𝑧 − 𝑡)] 𝑑𝑡,

𝑦
(1)
𝑖 (𝑧) = 𝑎1𝑖 exp(𝑏𝑖𝑧) + 𝑎2𝑖 exp(−𝑏𝑖𝑧) +

1

𝑏𝑖

𝑧∫︁
𝑧𝑖

𝑓
(1)
𝑖 (𝑡)sh [𝑏𝑖 (𝑧 − 𝑡)] 𝑑𝑡.

Отсюда

𝑦
(2)
𝑖 (𝑧) − 𝑦

(1)
𝑖 (𝑧) =

1

𝑏𝑖

𝑧∫︁
𝑧𝑖

[︁
𝑓
(2)
𝑖 (𝑡) − 𝑓

(1)
𝑖 (𝑡)

]︁
sh [𝑏𝑖 (𝑧 − 𝑡)] 𝑑𝑡.

С учетом оценки (15) получим

⃒⃒⃒
𝑦
(2)
𝑖 (𝑧) − 𝑦

(1)
𝑖 (𝑧)

⃒⃒⃒
=

1

|𝑏𝑖|

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑧∫︁

𝑧𝑖

[︁
𝑓
(2)
𝑖 (𝑡) − 𝑓

(1)
𝑖 (𝑡)

]︁
sh [𝑏𝑖 (𝑧 − 𝑡)] 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6

6
1

|𝑏𝑖|

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑧∫︁

𝑧𝑖

𝛿 sh [𝑏𝑖 (𝑧 − 𝑡)] 𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒= 𝛿

𝑏2𝑖
{−1 + ch [𝑏𝑖 (𝑧 − 𝑧𝑖)]}6𝛿 × {ch [𝑏𝑖 (𝑧𝑖+1 − 𝑧𝑖)] − 1} /𝑏2𝑖 .

Теорема 3 доказана. �

Заключение
Рассмотрены проблемы математического моделирования и качественного анали-

за процессов взаимодействия источника внешнего воздействия с многослойными
планарными полупроводниковыми структурами. Использование широкого источни-
ка внешнего воздействия позволило свести задачу моделирования к одномерной и
описать математическую модель в каждом слое структуры обыкновенным дифференци-
альным уравнением. Использование методов качественной теории дифференциальных
уравнений позволило оценить влияние правой части дифференциального уравнения,
функции возбуждения неосновных носителей заряда в многослойной полупроводнико-
вой структуре, на решение дифференциального уравнения диффузии, описывающего
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распределение продиффундировавших неравновесных носителей заряда в каждом
слое такой структуры. Доказаны единственность решения рассматриваемой задачи и
непрерывная зависимость решения от правой части дифференциального уравнения.
Получены оценки влияния внешних факторов на диффузию генерированных носите-
лей в каждом слое многослойной планарной полупроводниковой структуры. Обобщая
этот результат на произвольное, но конечное число слоев, получено, что малому
изменению правой части дифференциального уравнения диффузии отвечает малое
изменение его решения, что позволяет говорить о корректности рассматриваемой
задачи для многослойной структуры.
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