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Аннотация. Исследуется начально-граничная задача для неоднородного гиперболического

уравнения второго порядка на конечном отрезке с постоянными коэффициентами и смешанной

производной. Рассматривается случай закрепленных концов. Предполагается, что корни харак-

теристического уравнения простые и лежат на вещественной оси по разные стороны от начала

координат. Определяется классическое решение начально-граничной задачи. Формулируется

и доказывается теорема единственности классического решения. Дается формула для реше-

ния в виде ряда, членами которого являются контурные интегралы, содержащие исходные

данные задачи. Строится соответствующая спектральная задача для квадратичного пучка и

формулируется теорема о разложении первой компоненты вектор-функции по производным

цепочкам, соответствующим собственным функциям пучка. Эта теорема существенно исполь-

зуется при доказательстве теоремы единственности классического решения поставленной

начально-граничной задачи.
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Введение

Рассмотрим следующую начально-граничную задачу:

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 𝑝1

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑡
+ 𝑝2

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑓(𝑥, 𝑡), (1)

𝑢(0, 𝑡) = 0, 𝑢(1, 𝑡) = 0, (2)

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥),
𝜕𝑢(𝑥, 0)

𝜕𝑡
= 𝜓(𝑥), (3)

где (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄 = [0, 1] × [0,+∞); 𝑝1, 𝑝2 ∈ R, все функции, входящие в (1)–(3), ком-
плекснозначные, 𝜙, 𝜓 ∈ 𝐿1[0, 1], 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿1(𝑄𝑇 ), 𝑄𝑇 = [0, 1] × [0, 𝑇 ] при любом
𝑇 > 0.

Рассматривается случай гиперболического уравнения (1), т. е. выполняется условие

𝑝21 − 4𝑝2 > 0.

184 Научный отдел

https://orcid.org/0000-0003-1556-7707
https://elibrary.ru/author_profile.asp?id=2936
https://elibrary.ru/VJGXBX


В. С. Рыхлов. Единственность решения начально-граничной задачи

В этом случае корни 𝜔1, 𝜔2 характеристического уравнения

𝜔2 + 𝑝1𝜔 + 𝑝2 = 0

вещественны.
Требуется найти классическое решение этой задачи в области 𝑄 при как можно

более слабых условиях на параметры задачи, т. е. на функции 𝜙, 𝜓, 𝑓 .
Под классическим решением (используются также термины: почти классическое

решение, классическое решение почти всюду (п.в.) или — более кратко — решение
п.в.) понимается функция 𝑢(𝑥, 𝑡) переменных (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄, которая непрерывна вместе
с 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) и 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡), при этом 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡) и 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡)) абсолютно непрерывны по 𝑥 и 𝑡,
выполняется п.в. в 𝑄 равенство

𝑢𝑥𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑡𝑥(𝑥, 𝑡), (4)

удовлетворяющая условиям (2)–(3) и п.в. уравнению (1).
Отметим, что необходимость в условии (4) обусловлена тем, что в случае, когда

𝑢𝑥𝑡(𝑥, 𝑡) и 𝑢𝑡𝑥(𝑥, 𝑡) не являются непрерывными функциями, это равенство может не
выполняться на множестве положительной меры [1].

В случае классического решения задачи (1)–(3) по необходимости должны выпол-
няться следующие условия:

1) условия гладкости: 𝜙(𝑥), 𝜙′(𝑥), 𝜓(𝑥) абсолютно непрерывны;
2) условия согласования: 𝜙(0) = 𝜙(1) = 𝜓(0) = 𝜓(1) = 0.
Возможны только две принципиально разные ситуации:

𝜔1 < 0 < 𝜔2, (5)
0 < 𝜔1 < 𝜔2. (6)

В случае (5) соответствующая спектральная задача является регулярной по
Биркгофу [2, c. 66–67], а в случае (6) — нерегулярной. Далее будем рассматривать
только случай (5).

Отметим, что конкретный вид краевых условий (2) не принципиален. Могут быть
рассмотрены и более общие, но регулярные по Биркгофу однородные краевые условия.

Большой вклад в решение смешанной задачи для уравнения колебаний струны
при самых общих предположениях внес А. П. Хромов. Он предложил новый подход
для решения такой задачи, изложенный в статьях [3–7]. Этот метод использует идеи
А. Н. Крылова [8] об ускорении сходимости тригонометрического ряда, а также идеи
Л. Эйлера [9] о расходящихся рядах.

В работах [10–14] указанные выше результаты были распространены на различные
обобщения уравнений колебаний струны и различные постановки начально-граничных
задач. В указанных ранее работах рассматривался только случай 𝑝1 = 0 (или, что то
же самое, 𝜔1 + 𝜔2 = 0). Задача (1)–(3) в случае, когда 𝑝1 ̸= 0 (или, что то же самое,
𝜔2 + 𝜔1 ̸= 0), насколько нам известно, впервые была рассмотрена в работах [15,16].

1. Спектральная задача, соответствующая начально-граничной
задаче, и теорема о разложении первой компоненты

С задачей (1)–(3) тесно связана следующая спектральная задача:

𝐿(𝜆)𝑦 = 0, (7)
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порожденная оператор-функцией 𝐿(𝜆), определяемой дифференциальным выражением
с параметром 𝜆

ℓ(𝑦, 𝜆) := 𝑦′′ + 𝜆𝑝1𝑦
′ + 𝜆2𝑝2𝑦 (8)

и краевыми условиями

𝑈1(𝑦) := 𝑦(0) = 0, 𝑈2(𝑦) := 𝑦(1) = 0. (9)

В качестве фундаментальной системы решений уравнения ℓ(𝑦, 𝜆) = 0 рассмотрим
систему решений

𝑦1(𝑥, 𝜆) := 𝑒𝜆𝜔1𝑥, 𝑦2(𝑥, 𝜆) := 𝑒𝜆𝜔2𝑥.

Тогда характеристический определитель 𝐿(𝜆) [2, с. 26] имеет вид

∆(𝜆) =

⃒⃒⃒⃒
𝑈1(𝑦1) 𝑈1(𝑦2)
𝑈2(𝑦1) 𝑈2(𝑦2)

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
1 1

𝑒𝜆𝜔1𝑥 𝑒𝜆𝜔1𝑥

⃒⃒⃒⃒
= 𝑒𝜆𝜔2 − 𝑒𝜆𝜔1 ,

и его корни, очевидно, есть числа

𝜆𝑘 =
2𝑘𝜋𝑖

𝜔2 − 𝜔1

, 𝑘 = 0,±1,±2, . . . . (10)

Эти числа, кроме точки 𝜆0 = 0, являются простыми собственными значениями
𝐿(𝜆). Число 𝜆0 = 0, как легко проверить, не является собственным значением.

Обозначим через 𝛾𝑘 окружности {𝜆 : |𝜆 − 𝜆𝑘| = 𝛿}, где 𝛿 > 0 и настолько мало,
что внутри 𝛾𝑘 находится по одному собственному значению.

Линеаризуем задачу (7) с учетом (8). Положим 𝑧1 = 𝑦, 𝑧2 = 𝜆𝑦. Получим следую-
щую задачу в пространстве вектор-функций 𝑍 = (𝑧1, 𝑧2)

𝑇 :

𝐴𝑍 = 𝜆𝑍, (11)
𝐵𝑍(0) + 𝐶𝑍(1) = 0, (12)

где

𝐴 :=

⎛⎝ 0 1

− 1

𝑝2
𝑑2𝑥 −𝑝1

𝑝2
𝑑𝑥

⎞⎠ , 𝐵 :=

(︂
1 0
0 0

)︂
, 𝐶 :=

(︂
0 0
1 0

)︂
, 𝑑𝑥 :=

𝑑

𝑑𝑥
.

Введем оператор ℒ в пространстве вектор-функций

ℒ𝑍 := 𝐴𝑍, 𝐷ℒ = {𝑍 := (𝑧1, 𝑧2)
𝑇 : 𝑧′′1 , 𝑧

′
2 ∈ 𝐿1[0, 1], 𝐵𝑍(0) + 𝐶𝑍(1) = 0}. (13)

Как показано в [17], собственные значения и прозводные цепочки [2, с. 28]), по-
строенные по собственным функциям оператор-функции 𝐿(𝜆), совпадают с собствен-
ными значениями и собственными вектор-функциями оператора ℒ, а следовательно,
двукратное разложение по собственным функциям оператор-функции 𝐿(𝜆) есть не
что иное, как разложение по собственным вектор-функциям оператора ℒ.

Найдем резольвенту ℛ𝜆 = (ℒ − 𝜆ℰ)−1 оператора ℒ. Для этого решим задачу

ℒ𝑍 − 𝜆𝑍 = 𝐻,

где 𝐻 = (ℎ1, ℎ2)
𝑇 или в подробной записи⎧⎨⎩𝑧2 − 𝜆𝑧1 = ℎ1,

− 1

𝑝2
𝑧′′1 −

𝑝1
𝑝2
𝑧′2 − 𝜆𝑧2 = ℎ2,

(14)
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𝑧1(0) = 𝑧1(1) = 0.

Выразим 𝑧2 из первого уравнения системы (14)

𝑧2 = 𝜆𝑧1 + ℎ1 (15)

и подставим во второе уравнение системы (14). Получим

− 1

𝑝2
𝑧′′1 −

𝑝1
𝑝2

(𝜆𝑧′1 + ℎ′1) − 𝜆(𝜆𝑧1 + ℎ1) = ℎ2

или
𝑧′′1 + 𝜆𝑝1𝑧

′
1 + 𝜆2𝑝2𝑧1 = ℎ𝜆,

где
ℎ𝜆 := −𝑝1ℎ′1 − 𝜆𝑝2ℎ1 − 𝑝2ℎ2. (16)

Таким образом, первая компонента вектора ℛ𝜆𝐻 является решением следующей
краевой задачи:

𝑧′′1 + 𝜆𝑝1𝑧
′
1 + 𝜆2𝑝2𝑧1 = ℎ𝜆, 𝑧1(0) = 𝑧1(1) = 0. (17)

Пусть 𝑅𝜆 есть резольвента оператор-функции 𝐿(𝜆), а 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆) — ее функция
Грина. Тогда из (17) получим представление

𝑧1(𝑥, 𝜆) = (𝑅𝜆ℎ𝜆)(𝑥) =

∫︁ 1

0

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆)ℎ𝜆(𝜉) 𝑑𝜉. (18)

А из (15) тогда найдем

𝑧2(𝑥, 𝜆) = 𝜆𝑧1(𝑥, 𝜆)+ℎ1(𝑥) = 𝜆(𝑅𝜆ℎ𝜆)(𝑥)+ℎ1(𝑥) = 𝜆

∫︁ 1

0

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆)ℎ𝜆(𝜉) 𝑑𝜉+ℎ1(𝑥). (19)

Из общей теории линейных операторов следует, что двукратное разложение вектор-
функции 𝐻 в ряд по собственным функциям 𝐿(𝜆) или, что то же самое, разложение
по собственным вектор-функциям оператора ℒ имеет вид

− 1

2𝜋𝑖

∑︁
𝑘

∫︁
𝛾𝑘

ℛ𝜆𝐻 𝑑𝜆 = − 1

2𝜋𝑖

∑︁
𝑘

∫︁
𝛾𝑘

(︂
𝑧1(𝑥, 𝜆)
𝑧2(𝑥, 𝜆)

)︂
𝑑𝜆 =

= − 1

2𝜋𝑖

∑︁
𝑘

∫︁
𝛾𝑘

(︂
𝑧1(𝑥, 𝜆)

𝜆𝑧1(𝑥, 𝜆)(𝑥, 𝜆) + ℎ1(𝑥)

)︂
𝑑𝜆 = − 1

2𝜋𝑖

∑︁
𝑘

∫︁
𝛾𝑘

(︂
𝑧1(𝑥, 𝜆)
𝜆𝑧1(𝑥, 𝜆)

)︂
𝑑𝜆.

Найдем условия на компоненты вектор-функции 𝐻, при которых имеет место
формула

ℎ1(𝑥) = − 1

2𝜋𝑖

∑︁
𝑘

∫︁
𝛾𝑘

(︀
ℛ𝜆𝐻

)︀
1
𝑑𝜆 =

= − 1

2𝜋𝑖

∑︁
𝑘

∫︁
𝛾𝑘

𝑧1(𝑥, 𝜆) 𝑑𝜆 = − 1

2𝜋𝑖

∑︁
𝑘

∫︁
𝛾𝑘

∫︁ 1

0

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆)ℎ𝜆(𝜉) 𝑑𝜉 𝑑𝜆. (20)
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Здесь запись (. . . )𝑗 означает, что рассматривается 𝑗-я компонента вектора, стоящего
внутри скобок. Для функции Грина 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆) имеет место следующее представление:

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆) =
1

𝜆(𝜔2 − 𝜔1)∆(𝜆)

(︁
𝑒𝜆(𝜔1𝑥+𝜔2(1−𝜉)) − 𝑒𝜆𝜔1(𝑥+1−𝜉) + 𝑒𝜆(𝜔1(1−𝜉)+𝜔2𝑥)−

−𝑒𝜆(𝜔1+𝜔2(𝑥−𝜉))
)︁
− 1

𝜆(𝜔2 − 𝜔1)

(︁
𝑒𝜆𝜔1(𝑥−𝜉)𝜒(𝑥− 𝜉) + 𝑒𝜆𝜔2(𝑥−𝜉)𝜒(𝜉 − 𝑥)

)︁
, (21)

где 𝜒(𝑥) есть функция Хевисайда (𝜒(𝑥) = 1, если 𝑥 > 0, и 𝜒(𝑥) = 0, если 𝑥 < 0).
Формулу (20) можно доказать хорошо известным методом контурного интеграла

Пуанкаре –Коши [2, с. 91–98]. При этом существенно используется «хорошая» оценка
функции Грина (21) при |𝜌| → ∞, которая имеет место в регулярном по Биркгофу
случае (5). А именно справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Если ℎ′1, ℎ2 ∈ 𝐿𝑝[0, 1] (𝑝 > 1), ℎ1(0) = ℎ1(1) = 0, то справедлива
формула (20), где ряд справа сходится абсолютно и равномерно на отрезке [0, 1].

2. Единственность классического решения начально-граничной
задачи

Сформулируем и докажем основной результат данной статьи. Пусть 𝑅1𝜆 есть
интегральный оператор с ядром 𝐺𝜉(𝑥, 𝜉, 𝜆).

Теорема 2. Если 𝑢(𝑥, 𝑡) есть классическое решение задачи (1)–(3), 𝑓 ∈ 𝐿1(𝑄𝑇 ),
и дополнительно выполняется условие 𝑢𝑡𝑡 ∈ 𝐿1(𝑄𝑇 ) при любом 𝑇 > 0, то это
решение единственно и находится по формуле

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2𝜋𝑖

∑︁
𝑘

∫︁
𝛾𝑘

(︂ 𝑡∫︁
0

𝑒𝜆(𝑡−𝜏)𝑅𝜆𝑓(·, 𝜏) 𝑑𝜏−

−𝑝1𝑒𝜆𝑡𝑅1𝜆𝜙+ 𝑝2𝑒
𝜆𝑡𝜆𝑅𝜆𝜙+ 𝑝2𝑒

𝜆𝑡𝑅𝜆𝜓

)︂
𝑑𝜆, (22)

в которой ряд справа сходится абсолютно и равномерно по 𝑥 ∈ [0, 1] при любом
фиксированном 𝑡 > 0.

Доказательство. Запишем задачу (1)–(3) в другом виде. Обозначим

𝑣1 = 𝑢, 𝑣2 =
𝑑

𝑑𝑡
𝑣1

(︂
=

𝑑

𝑑𝑡
𝑢

)︂
, (23)

тогда уравнение (1) запишется в виде системы⎧⎪⎨⎪⎩
𝑑

𝑑𝑡
𝑣1 = 𝑣2,

𝑑

𝑑𝑡
𝑣2 = − 1

𝑝2
𝑑2𝑥𝑣1 −

𝑝1
𝑝2
𝑑𝑥𝑣2 +

1

𝑝2
𝑓,

(24)

где, как и раньше, 𝑑𝑥 := 𝑑/𝑑𝑥.
Если обозначить

𝑉 :=

(︂
𝑣1
𝑣2

)︂
, 𝐹 :=

⎛⎝ 0
1

𝑝2
𝑓

⎞⎠
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и использовать уже ввeденный ранее оператор 𝐴, то система (24) запишется в виде

𝑑

𝑑𝑡
𝑉 (·, 𝑡) = 𝐴𝑉 (·, 𝑡) + 𝐹 (·, 𝑡), (25)

где, по предположению теоремы, 𝑉𝑡, 𝐹 ∈ 𝐿1(𝑄𝑇 ). А с использованием введенного
формулой (13) оператора ℒ и с учетом формулы (25) задача (1)–(3) запишется в виде

𝑑

𝑑𝑡
𝑉 (·, 𝑡) = ℒ𝑉 (·, 𝑡) + 𝐹 (·, 𝑡), (26)

𝑉 (𝑥, 0) = Ξ(𝑥), (27)

где Ξ(𝑥) = (𝜙(𝑥), 𝜓(𝑥))𝑇 . При этом вектор-функция 𝑉 удовлетворяет уравнению (26)
п.в. в области 𝑄 и всюду на [0, 1] удовлетворяет равенству (27).

Если 𝑢(𝑥, 𝑡) есть классическое решение задачи (1)–(3), то 𝑉 (𝑥, 𝑡) удовлетворяет
условиям теоремы 1 о разложении по собственным вектор-функциям оператора ℒ для
первой компоненты, т. е. имеет место представление

𝑣1(𝑥, 𝑡) = − 1

2𝜋𝑖

∑︁
𝑘

∫︁
𝛾𝑘

(︀
ℛ𝜆𝑉 (·, 𝑡)

)︀
1
𝑑𝜆, (28)

где ряд справа сходится абсолютно и равномерно по переменной 𝑥 ∈ [0, 1] при любом
фиксированном 𝑡 > 0.

По построению для вектор-функции 𝑉 п.в. выполняется соотношение (26). Подей-
ствуем оператором ℛ𝜆 на обе части этого соотношения. Получим равенство

ℛ𝜆𝑉𝑡 = ℛ𝜆(ℒ𝑉 ) + ℛ𝜆𝐹. (29)

Обозначим
𝑌 (𝑥, 𝑡, 𝜆) := ℛ𝜆𝑉 (·, 𝑡), (30)

и пусть 𝒢 есть функция Грина оператора ℒ. Из (30) тогда получим представление

𝑌 (𝑥, 𝑡, 𝜆) =

∫︁ 1

0

𝒢(𝑥, 𝜉, 𝜆)𝑉 (𝜉, 𝑡) 𝑑𝜉. (31)

Покажем, что

𝑑

𝑑𝑡
𝑌 (𝑥, 𝑡, 𝜆) =

∫︁ 1

0

𝒢(𝑥, 𝜉, 𝜆)𝑉𝑡(𝜉, 𝑡) 𝑑𝜉 = ℛ𝜆𝑉𝑡(·, 𝑡). (32)

Для этого воспользуемся рассуждениями, аналогичными рассуждениям из статьи [10,
с. 287–288].

Так как по построению 𝑉 (𝜉, 𝑡) является абсолютно непрерывной функцией по
переменной 𝑡, то из (31) получим

𝑌 (𝑥, 𝑡, 𝜆) =

∫︁ 1

0

𝒢(𝑥, 𝜉, 𝜆)𝑉 (𝜉, 0) 𝑑𝜉 +

∫︁ 1

0

𝒢(𝑥, 𝜉, 𝜆)

∫︁ 𝑡

0

𝑉𝑡(𝜉, 𝜏) 𝑑𝜏 𝑑𝜉. (33)

Но как уже отмечалось выше, на основании предположения теоремы и обозна-
чения (23) имеем 𝑉𝑡(𝜉, 𝜏) ∈ 𝐿1(𝑄𝑇 ). Следовательно, и 𝒢(𝑥, 𝜉, 𝜆)𝑉𝑡(𝜉, 𝜏) ∈ 𝐿1(𝑄𝑇 ) по
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переменным 𝜉 и 𝜏 . Поэтому по теореме Фубини
∫︀ 1

0
𝒢(𝑥, 𝜉, 𝜆)𝑉𝑡(𝜉, 𝜏) 𝑑𝜉 ∈ 𝐿1[0, 𝑇 ] по 𝜏 .

А значит, (33) можно представить в виде

𝑌 (𝑥, 𝑡, 𝜆) =

∫︁ 1

0

𝒢(𝑥, 𝜉, 𝜆)𝑉 (𝜉, 0) 𝑑𝜉 +

∫︁ 𝑡

0

∫︁ 1

0

𝒢(𝑥, 𝜉, 𝜆)𝑉𝑡(𝜉, 𝜏) 𝑑𝜉 𝑑𝜏.

Отсюда следует, что 𝑌 (𝑥, 𝑡, 𝜆) абсолютно непрерывна по 𝑡 и почти при всех 𝑡 выпол-
няется равенство (32).

Далее, преобразуем первое слагаемое справа в (29) следующим образом:

ℛ𝜆(ℒ𝑉 ) = ℛ𝜆

(︀
(ℒ − 𝜆ℰ + 𝜆ℰ)𝑉

)︀
= 𝑉 + 𝜆ℛ𝜆𝑉 = 𝑉 + 𝜆𝑌. (34)

Из (29), (32), (34) тогда получим, что при фиксированных 𝑥 и 𝜆 вектор-функция
𝑌 (𝑥, 𝑡, 𝜆) является решением дифференциального уравнения

𝑑

𝑑𝑡
𝑌 (𝑥, 𝑡, 𝜆) − 𝜆𝑌 (𝑥, 𝑡, 𝜆 = 𝑉 (𝑥, 𝑡) + ℛ𝜆𝐹 (·, 𝑡). (35)

И, кроме того, на основании (27)

𝑌 (𝑥, 0, 𝜆) = ℛ𝜆𝑉 (·, 0) = ℛ𝜆Ξ. (36)

Таким образом, 𝑌 (𝑥, 𝑡, 𝜆) при любых фиксированных 𝑥 и 𝜆 является решением
задачи Коши (35)–(36).

Без особого труда можно установить, что общее решение уравнения (35) есть

𝑌о.н.(𝑥, 𝑡, 𝜆) =

(︂
𝑒𝜆𝑡 0
0 𝑒𝜆𝑡

)︂
𝐶 +

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝜆(𝑡−𝜏)
(︀
𝑉 (𝑥, 𝜏) + ℛ𝜆𝐹 (·, 𝜏)

)︀
𝑑𝜏, (37)

где 𝐶 = (𝐶1, 𝐶2)
𝑇 есть вектор, не зависящий от переменной 𝑡, т. е. 𝐶𝑗 = 𝐶𝑗(𝑥, 𝜆),

𝑗 = 1, 2.
Удовлетворим решение (37) начальному условию (36)

𝑌о.н.(𝑥, 0, 𝜆) =

(︂
𝐶1

𝐶2

)︂
= ℛ𝜆Ξ.

Отсюда непосредственно следует, что

𝐶1(𝑥, 𝜆) = (ℛ𝜆Ξ)1, 𝐶2(𝑥, 𝜆) = (ℛ𝜆Ξ)2. (38)

Используя формулы (37)–(38), получим следующее представление для решения
задачи Коши (35)–(36):

𝑌 (𝑥, 𝑡, 𝜆) =

(︂
𝑒𝜆𝑡(ℛ𝜆Ξ)1
𝑒𝜆𝑡(ℛ𝜆Ξ)2

)︂
+

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝜆(𝑡−𝜏)
(︀
𝑉 (𝑥, 𝜏) + ℛ𝜆𝐹 (·, 𝜏)

)︀
𝑑𝜏, (39)

причем это решение единственное.
Нас интересует только первая компонента равенства (39) (см. формулу (28)), т. е.

если 𝑌 (𝑥, 𝑡, 𝜆) =
(︀
𝑦1(𝑥, 𝑡, 𝜆), 𝑦2(𝑥, 𝑡, 𝜆)

)︀𝑇
, то из (39) получим с учетом (30)

𝑦1(𝑥, 𝑡, 𝜆) =
(︀
ℛ𝜆𝑉 (·, 𝑡)

)︀
1

= 𝑒𝜆𝑡(ℛ𝜆Ξ)1 +

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝜆(𝑡−𝜏)
(︁
𝑣1(𝑥, 𝜏) +

(︀
ℛ𝜆𝐹 (·, 𝜏)

)︀
1

)︁
𝑑𝜏. (40)
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Учитывая, что 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣1(𝑥, 𝑡), из формул (28) и (40) получим

𝑢(𝑥, 𝑡) = − 1

2𝜋𝑖

∑︁
𝑘

∫︁
𝛾𝑘

𝑒𝜆𝑡
(︀
ℛ𝜆Ξ

)︀
1
𝑑𝜆−

− 1

2𝜋𝑖

∑︁
𝑘

∫︁
𝛾𝑘

(︂∫︁ 𝑡

0

𝑒𝜆(𝑡−𝜏)
(︁
𝑣1(𝑥, 𝜏) +

(︀
ℛ𝜆𝐹 (·, 𝜏)

)︀
1

)︁
𝑑𝜏

)︂
𝑑𝜆.

А так как
𝑡∫︀
0

𝑒𝜆(𝑡−𝜏)𝑣1(𝑥, 𝜏) 𝑑𝜏 есть целая аналитическая функция по 𝜆, то все интегралы

по контурам 𝛾𝑘 от нее равны нулю. В результате получим

𝑢(𝑥, 𝑡) = − 1

2𝜋𝑖

∑︁
𝑘

∫︁
𝛾𝑘

𝑒𝜆𝑡
(︀
ℛ𝜆Ξ

)︀
1
𝑑𝜆−

− 1

2𝜋𝑖

∑︁
𝑘

∫︁
𝛾𝑘

(︂∫︁ 𝑡

0

𝑒𝜆(𝑡−𝜏)
(︀
ℛ𝜆𝐹 (·, 𝜏)

)︀
1
𝑑𝜏

)︂
𝑑𝜆. (41)

Запишем эту формулу в другом, более удобном для применения виде, используя
представление, которое следует из (18), (19) и (16):

ℛ𝜆𝐻 = ℛ𝜆

(︂
ℎ1
ℎ2

)︂
=

(︂
𝑅𝜆

(︀
− 𝑝1ℎ

′
1 − 𝜆𝑝2ℎ1 − 𝑝2ℎ2

)︀
𝜆𝑅𝜆

(︀
− 𝑝1ℎ

′
1 − 𝜆𝑝2ℎ1 − 𝑝2ℎ2

)︀
+ ℎ1

)︂
. (42)

С учетом того, что Ξ = (𝜙, 𝜓)𝑇 , из (42) найдем(︀
ℛ𝜆Ξ

)︀
1

= 𝑅𝜆

(︀
− 𝑝1𝜙

′ − 𝜆𝑝2𝜙− 𝑝2𝜓
)︀
. (43)

А с учетом того, что 𝐹 =
(︁

0,
1

𝑝2
𝑓
)︁𝑇

, из (42) найдем

(︀
ℛ𝜆𝐹

)︀
1

= 𝑅𝜆

(︀
− 𝑓(·, 𝜏)

)︀
. (44)

Тогда из (41), (43), (44) получим

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2𝜋𝑖

∑︁
𝑘

∫︁
𝛾𝑘

𝑒𝜆𝑡𝑅𝜆

(︀
𝑝1𝜙

′ + 𝜆𝑝2𝜙+ 𝑝2𝜓
)︀
𝑑𝜆+

+
1

2𝜋𝑖

∑︁
𝑘

∫︁
𝛾𝑘

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝜆(𝑡−𝜏)𝑅𝜆𝑓(·, 𝜏) 𝑑𝜏 𝑑𝜆. (45)

Имеет место равенство

𝑅𝜆𝜙
′ =

∫︁ 1

0

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆)𝜙′(𝜉) 𝑑𝜉 = 𝐺(𝑥, 1, 𝜆)𝜙(1) −𝐺(𝑥, 0, 𝜆)𝜙(0)−

−
∫︁ 1

0

𝐺𝜉(𝑥, 𝜉, 𝜆)𝜙(𝜉) 𝑑𝜉 = −
∫︁ 1

0

𝐺𝜉(𝑥, 𝜉, 𝜆)𝜙(𝜉) 𝑑𝜉 = −𝑅1𝜆𝜙, (46)

так как
𝐺(𝑥, 1, 𝜆) = 𝐺(𝑥, 0, 𝜆) = 0

ввиду того, что функция Грина 𝐺(𝑥, 𝑡, 𝜆) по 𝜉 удовлетворяет сопряженным краевым
условиям к условиям (9) (см. [2, с. 20–21]).
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Учитывая (46) в (45), получим в результате формулу (22) из формулировки
доказываемой теоремы, причем ряды справа в этой формуле сходятся абсолютно и
равномерно по 𝑥 ∈ [0, 1] при любом фиксированном 𝑡 > 0.

Тем самым теорема 2 полностью доказана. �
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