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Аннотация. Рассматривается классическая задача наилучшего при-
ближения непрерывной функции полиномом по чебышевской системе
функций. Известно, что решение задачи характеризуется альтернан-
сом. Кроме того, имеет место линейная функция роста отклонения
целевой функции коэффициентов полинома от ее минимального значе-
ния относительно отклонения вектора коэффициентов от оптимально-
го. C помощью средств выпуклого анализа получена формула точного
коэффициента этого линейного роста. В отличие от полученных ра-
нее, она выражена в конструктивной для реализации форме через
значения функций чебышевской системы в точках, реализующих
альтернанс.
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Введение

В работе [1] получен результат, количественно характеризующий единственность элемента
наилучшего приближения в общей задаче равномерного на компакте приближения непрерыв-
ной функции конечномерным чебышевским подпространством. Для его формулировки примем
обозначения.

Пусть 𝑇 — компакт, 𝐶(𝑇 ) — пространство непрерывных на 𝑇 вещественных функций с
нормой ‖𝑓‖𝐶 = max

𝑡∈𝑇
|𝑓(𝑡)|. Напомним, что подпространство Ψ ⊂ 𝐶(𝑇 ) называется чебышев-

ским, если для любой функции 𝑓 ∈ 𝐶(𝑇 ) существует и единствен элемент наилучшего
приближения 𝜓* ∈ Ψ, т. е. на котором ‖𝑓 − 𝜓*‖𝐶 = min

𝜓∈Ψ
‖𝑓 − 𝜓‖.

Интересующий нас результат можно выразить в следующем виде. Пусть Ψ ⊂ 𝐶(𝑇 ) —
конечномерное чебышевское подпространство. Тогда для любой функции 𝑓 ∈ 𝐶(𝑇 ) элемент
наилучшего приближения 𝜓* ∈ Ψ является единственным, причем существует такая константа
𝑘 > 0, зависящая от 𝑓 и Ψ, что

‖𝑓 − 𝜓‖𝐶 − ‖𝑓 − 𝜓*‖𝐶 > 𝑘‖𝜓 − 𝜓*‖𝐶 , ∀ 𝜓 ∈ Ψ. (1)

Это свойство стали называть сильной единственностью решения. А наибольшую константу
𝑘 = 𝑘(𝑓), для которой выполняется (1), называют константой сильной единственности,
соответствующей функции 𝑓 . Для произвольного конечномерного чебышевского пространства
Ψ и 𝑓 ∈ 𝐶(𝑇 ) ∖ Ψ получена формула [2,3]

𝑘(𝑓) = min
𝜓∈Ψ

‖𝜓‖𝐶=1

max
𝑡∈𝐻(𝑓)

𝜎𝑓 (𝑡)𝜓(𝑡), (2)

где 𝐻(𝑓) = {𝑡 ∈ 𝑇 : |𝑓(𝑡) − 𝜓*(𝑡)| = ‖𝑓 − 𝜓*‖𝐶}, 𝜎𝑓 (𝑡) = sign (𝑓(𝑡) − 𝜓*(𝑡)).
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Однако, как отмечалось и подробно анализировалось в [4], этот эффект сильной един-
ственности элемента наилучшего приближения в неявном виде уже присутствовал в статье
Н. Г. Чеботарева [5] (см. также [6]), опубликованной на 20 лет ранее [1]. Обратимся к ней.

В ней рассматривается минимаксная задача

Φ(𝐴) = max
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥,𝐴) → inf
𝐴∈𝐷

, (3)

где 𝑋 — компакт в R𝑘, 𝐷— область в R𝑛, а функция 𝑓(𝑥,𝐴) имеет непрерывные частные
производные до второго порядка включительно по компонентам вектора 𝐴 на 𝑋×𝐷. Основным
результатом [5] являлось достаточное условие локального по направлениям строгого минимума
функции Φ(𝐴) в точке 𝐴0, т. е. когда неравенство Φ(𝐴) > Φ(𝐴0) выполняется на пересечении
прямой, проходящей через точку 𝐴0, с некоторой ее окрестностью. Автор [4] указывает на то,
что используя это достаточное условие Н. Г. Чеботарева можно:

1) доказать существование 𝛽 > 0 и 𝜖 > 0 таких, что

Φ(𝐴) > Φ(𝐴0) + 𝛽‖𝐴−𝐴0‖, ∀ 𝐴 ∈ 𝐷, ‖𝐴−𝐴0‖ < 𝜖, (4)

где ‖ · ‖— евклидова норма на R𝑛;
2) доказать, что при дополнительном предположении выпуклости функционала Φ(𝐴) на

R𝑛 и 𝐷 = R𝑛 имеет место

Φ(𝐴) > Φ(𝐴0) + 𝜆‖𝐴−𝐴0‖, ∀ 𝐴 ∈ R𝑛, (5)

где

𝜆 = inf
‖𝑔‖=1

max
𝑥∈𝑅(𝐴0)

⟨𝑓 ′𝐴(𝑥,𝐴0), 𝑔⟩ > 0, (6)

𝑅(𝐴) = {𝑥 ∈ 𝑋 : 𝑓(𝑥,𝐴) = Φ(𝐴)},

а 𝑓 ′𝐴(𝑥,𝐴) — градиент функции 𝑓(𝑥,𝐴) по 𝐴;
3) интерпретируя задачу из [1] как задачу вида (3), получить оценку (1), (2).
Отметим также, что сам Н. Г. Чеботарев демонстрировал выполняемость своего доста-

точного условия на примере задачи приближения непрерывной функции алгебраическими
полиномами заданной степени.

Тем не менее формально неравенства вида (1), (4) или (5) в работе Н. Г. Чеботарева
отсутствуют.

В настоящей статье мы рассматриваем задачу о равномерном на компакте наилучшем
приближении непрерывной функции обобщенным полиномом по заданной чебышевской
системе функций. С помощью средств выпуклого анализа дадим строгое доказательство
сильной единственности элемента наилучшего приближения в форме (5) с получением точной
константы сильной единственности. Она будет выражена в конструктивной для реализации
формуле через значения функций, образующих чебышевскую систему, в точках реализации
альтернанса.

1. Вспомогательный факт

В основе получения искомого коэффициента скорости роста лежит излагаемый ниже
вспомогательный факт.

Примем следующие обозначения: {𝜙𝑖(·)}𝑖=0,𝑛 — система непрерывных на отрезке [𝑎, 𝑏]
функций; {𝑡𝑗}𝑗=0,𝑛+1 — система точек (узлов) на R, 0𝑛 = (0, 0, · · · , 0) ∈ R𝑛; ‖ · ‖— евклидова
норма; ⟨·, ·⟩— скалярное произведение; 𝐵(0𝑛, 𝑟) = {𝑥 ∈ R𝑛 : ‖𝑥‖ 6 𝑟}— замкнутый шар

радиуса 𝑟 с центром в 0𝑛; 𝐴 = (𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) ∈ R𝑛+1; 𝑃𝑛(𝐴, 𝑡) =
𝑛∑︀
𝑖=0

𝑎𝑖𝜙𝑖(𝑡) — обобщенный
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полином по системе {𝜙𝑖(·)}𝑖=0,𝑛; 𝑐𝑜𝐺— выпуклая оболочка множества 𝐺;

𝐷 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
−𝜙0(𝑡0) 𝜙0(𝑡1) . . . (−1)𝑛+1𝜙0(𝑡𝑛+1)
−𝜙1(𝑡0) 𝜙1(𝑡1) . . . (−1)𝑛+1𝜙1(𝑡𝑛+1)
. . . . . . . . . . . .

−𝜙𝑛(𝑡0) 𝜙𝑛(𝑡1) . . . (−1)𝑛+1𝜙𝑛(𝑡𝑛+1)
1 1 . . . 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Лемма. Если {𝜙𝑖(·)}𝑖=0,𝑛 чебышевская система функций на отрезке [𝑎, 𝑏] и
{𝑡𝑖}𝑖=0,𝑛+1 ⊂ [𝑎, 𝑏], причем 𝑡0 < 𝑡1 < 𝑡2 < · · · < 𝑡𝑛+1, то:

1) матрица 𝐷 невырождена и обратная к ней матрица 𝐶 = (𝑐𝑖,𝑗)𝑖,𝑗=1,𝑛+2 имеет
последний столбец с положительными элементами 𝑐𝑘,𝑛+2 > 0, 𝑘 = 1, 𝑛+ 2;

2) выполняется включение

𝐵(0𝑛+1, 𝛿0) ⊂ 𝑐𝑜{(−1)𝑗(𝜙0(𝑡𝑗), . . . , 𝜙𝑛(𝑡𝑗)) : 𝑗 = 0, 𝑛+ 1}, (7)

где
𝛿0 = min

𝑘=1,𝑛+2

𝑐𝑘,𝑛+2√︃
𝑛+1∑︀
𝑗=1

𝑐2𝑘,𝑗

. (8)

Доказательство. 1. Раскладывая определитель матрицы 𝐷 по элементам последней стро-
ки, мы получаем 𝑛+ 2 слагаемых одного знака знака, поскольку {𝜙𝑖(·)}𝑖=0,𝑛 — чебышевская
система [7, гл. 1, § 1].

2. Теперь покажем, что

0𝑛+1 ∈ 𝑐𝑜{(−1)𝑗(𝜙0(𝑡𝑗), . . . , 𝜙𝑛(𝑡𝑗)) : 𝑗 = 0, 𝑛+ 1}. (9)

Предположим противное. Тогда, по теореме отделимости (см., например, [8]), существует
вектор 𝐴 ∈ R𝑛+1, 𝐴 ̸= 0𝑛+1, для которого

⟨𝐴, 𝑣⟩ < 0, ∀ 𝑣 ∈ 𝑐𝑜{(−1)𝑗(𝜙0(𝑡𝑗), . . . , 𝜙𝑛(𝑡𝑗)) : 𝑗 = 0, 𝑛+ 1}.

Следовательно, и

⟨𝐴, (−1)𝑗(𝜙0(𝑡𝑗), . . . , 𝜙𝑛(𝑡𝑗))⟩ = (−1)𝑗𝑃𝑛(𝐴, 𝑡𝑗) < 0, 𝑗 = 0, 𝑛+ 1.

Таким образом, полином 𝑃𝑛(𝐴, 𝑡) последовательно 𝑛 + 1 раз меняет знак и 𝑛 + 1 раз
принимает нулевые значения на [𝑡0, 𝑡𝑛+1] ⊂ [𝑎, 𝑏]. Это противоречит тому, что {𝜙𝑖(·)}𝑖=0,𝑛
чебышевская система.

3. Теперь покажем, что все элементы последнего столбца матрицы 𝐶 = 𝐷−1 положительны.
Из (9), в соответствии с определением выпуклой оболочки, следует существование набора

чисел {𝛼𝑗}𝑗=0,𝑛+1 : 𝛼𝑗 > 0, для которого⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑛+1∑︀
𝑗=0

𝛼𝑗(−1)𝑗(𝜙0(𝑡𝑗), . . . , 𝜙𝑛(𝑡𝑗)) = 0𝑛+1,

𝑛+1∑︀
𝑗=0

𝛼𝑗 = 1.

(10)

Как и в [9, гл. 6, § 8, п. 2], покажем, что все 𝛼𝑗 > 0. Предположим, например, что 𝛼𝑛+1 = 0.
Тогда, с одной стороны, из (10) вытекает

𝑛+1∑︁
𝑗=0

𝛼𝑗(−1)𝑗⟨𝐴, (𝜙0(𝑡𝑗), . . . , 𝜙𝑛(𝑡𝑗))⟩ =
𝑛+1∑︁
𝑗=0

𝛼𝑗(−1)𝑗𝑃𝑛(𝐴, 𝑡𝑗) = 0 (11)

для любого вектора коэффициентов 𝐴 ∈ R𝑛+1.
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С другой стороны, поскольку {𝜙𝑖(·)}𝑖=0,𝑛 — чебышевская система, то в линейной по 𝐴
системе уравнений

𝑃𝑛(𝐴, 𝑡𝑗) = 𝑦𝑗 , 𝑗 = 0, 𝑛,

определитель отличен от нуля [10, гл. 1, § 2, теорема 1], и относительно 𝐴 система имеет
единственное решение. Тогда возьмем в качестве 𝑦𝑗 = 𝛼𝑗(−1)𝑗 , 𝑗 = 0, 𝑛 и подставим в (11).

Получим
𝑛+1∑︀
𝑗=0

𝛼2
𝑗 = 0, что противоречит (10).

Итак, мы доказали, что решение системы (10)

𝛼 = (𝛼0, 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛+1) > 0𝑛+2. (12)

Но система (10) может быть записана в виде

𝐷𝛼 =

(︂
0𝑛+1

1

)︂
. (13)

Поэтому, учитывая невырожденность матрицы 𝐷, из (12), (13) получаем

𝛼 = 𝐶

(︂
0𝑛+1

1

)︂
= {𝑐1,𝑛+2, 𝑐2,𝑛+2, . . . , 𝑐𝑛+2,𝑛+2}′ > 0𝑛+2.

4. Рассмотрим уравнение

𝐷𝛼 =

(︂
𝛿𝑏
1

)︂
, (14)

где 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛+1) ∈ 𝐵(0𝑛+1, 1). Его решение можно записать в виде 𝛼(𝛿) = (𝛼0(𝛿),
𝛼1(𝛿), . . . , 𝛼𝑛+1(𝛿)) :

𝛼𝑘(𝛿) = 𝛿
𝑛+1∑︁
𝑗=1

𝑐𝑘+1,𝑗𝑏𝑗 + 𝑐𝑘+1,𝑛+2, 𝑘 = 0, 𝑛+ 1.

Отсюда, учитывая

min
𝑏∈𝐵(0𝑛+1,1)

𝑛+1∑︁
𝑗=1

𝑐𝑘+1,𝑗𝑏𝑗 = −

⎛⎝𝑛+1∑︁
𝑗=1

𝑐2𝑘+1,𝑗

⎞⎠ 1
2

,

следует 𝛼(𝛿) > 0𝑛+2 при 𝛿 ∈ (0, 𝛿0]. Это и означает (ср. (10) и (13)), что любой элемент из
𝐵(0𝑛+1, 𝛿0) представим в виде выпуклой комбинации элементов множества {(−1)𝑗(𝜙0(𝑡𝑗), . . . ,
𝜙𝑛(𝑡𝑗)) : 𝑗 = 0, 𝑛+ 1}, т.е. включение (7) тем самым доказано. �

Замечание 1. Из доказательства, по сути, следует, что определенное формулой (8)
значение 𝛿0 есть радиус наибольшего евклидова шара с центром в 0𝑛+1, вложенного в
многогранник 𝑀 = 𝑐𝑜{(−1)𝑗(𝜙0(𝑡𝑗), . . . , 𝜙𝑛(𝑡𝑗)) : 𝑗 = 0, 𝑛+ 1}.

2. Основной результат

Пусть 𝑓(𝑡) — непрерывная на множестве 𝑇 ⊂ R функция, |𝑇 | > 𝑛 + 2. Рассматриваем
задачу

Φ(𝐴) ≡ max
𝑡∈𝑇

|𝑓(𝑡) − 𝑃𝑛(𝐴, 𝑡)| → min
𝐴∈R𝑛+1

(15)

равномерного на 𝑇 приближения функции 𝑓(𝑡) обобщенным полиномом. Далее считаем, что
{𝜙𝑖(·)}𝑖=0,𝑛 чебышевская на 𝑇 система функций.
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Теорема 1. Пусть на векторе коэффициентов 𝐴* функция Φ(𝐴) достигает минимума
на R𝑛+1, и при этом альтернанс реализуется на системе точек {𝑡𝑗}𝑗=0,𝑛+1 ⊂ 𝑇 : 𝑡0 <
< 𝑡1 < . . . < 𝑡𝑛+1:

Φ(𝐴*) = |𝑓(𝑡𝑗) − 𝑃𝑛(𝐴*, 𝑡𝑗)|, 𝑗 = 0, 𝑛+ 1,

𝑓(𝑡𝑗) − 𝑃𝑛(𝐴*, 𝑡𝑗) = 𝑃𝑛(𝐴*, 𝑡𝑗+1) − 𝑓(𝑡𝑗+1), 𝑗 = 0, 𝑛,

и, кроме того, [𝑡0, 𝑡𝑛+1] ⊂ 𝑇 . Тогда для любого 𝐴 ∈ R𝑛+1 выполняется неравенство

Φ(𝐴) − Φ(𝐴*) > 𝛿0‖𝐴−𝐴*‖, (16)

где 𝛿0 > 0 определяется формулой (8).

Доказательство. Используя известный факт из субдифференциального исчисления для
выпуклых функций (см. [8, гл. 2, § 3, теорема 3.14]), формулу субдифференциала выпуклой
на R𝑛+1 функции Φ(𝐴) можно записать в форме

𝜕Φ(𝐴) = 𝑐𝑜{𝜉(𝑡)(𝜑0(𝑡), . . . , 𝜑𝑛(𝑡)) : 𝑡 ∈ 𝑅(𝐴)}. (17)

Здесь 𝑅(𝐴) = {𝑡 ∈ 𝑇 : Φ(𝐴) = |𝑓(𝑡) − 𝑃𝑛(𝐴, 𝑡)|}, а функция 𝜉(·) определена на 𝑅(𝐴) так:

𝜉(𝑡) =

{︃
1, если Φ(𝐴) = 𝑃𝑛(𝐴, 𝑡) − 𝑓(𝑡),

−1, если Φ(𝐴) = 𝑓(𝑡) − 𝑃𝑛(𝐴, 𝑡).

Поскольку по условию точки {𝑡𝑗}𝑗=0,𝑛+1 реализуют альтернанс для вектора коэффициентов
𝐴*, то

{𝑡𝑗}𝑗=0,𝑛+1 ⊂ 𝑅(𝐴*), 𝜉(𝑡𝑗) = −𝜉(𝑡𝑗+1), 𝑗 = 0, 𝑛.

Это, учитывая (17) и считая для определенности 𝜉(𝑡0) = 1, означает

𝑐𝑜{(−1)𝑗(𝜙0(𝑡𝑗), . . . , 𝜙𝑛(𝑡𝑗)) : 𝑗 = 0, 𝑛+ 1} ⊂ 𝜕Φ(𝐴*).

Отсюда, используя лемму, получаем

𝐵(0𝑛+1, 𝛿0) ⊂ 𝜕Φ(𝐴*). (18)

В соответствии с определением субдифференциала (см. [8, гл. 2]) выполняется неравенство

Φ(𝐴) − Φ(𝐴*) > ⟨𝑣,𝐴−𝐴*⟩, ∀ 𝑣 ∈ 𝜕Φ(𝐴*), 𝐴 ∈ R𝑛+1. (19)

Теперь, используя (18) и подставляя в (19) в качестве

𝑣 = 𝛿0
𝐴−𝐴*

‖𝐴−𝐴*‖
∈ 𝐵(0𝑛+1, 𝛿0),

получаем оценку (16) роста функции Φ(𝐴) в зависимости от отклонения 𝐴 от 𝐴*. �

Замечание 2. Оценка (16) является точной в том смысле, что заменить в ней 𝛿0 на
некоторое большее значение нельзя.

Действительно, как уже отмечалось (замечание 1), шар 𝐵(0𝑛+1, 𝛿0) является наибольшим
из шаров с центром в 0𝑛+1 вложенных в многогранник 𝑀 = 𝑐𝑜{(−1)𝑗(𝜙0(𝑡𝑗), . . . , 𝜙𝑛(𝑡𝑗)) :
𝑗 = 0, 𝑛+ 1}. Если 𝑅(𝐴*) = {𝑡𝑗}𝑗=0,𝑛+1, то 𝜕Φ(𝐴*) = 𝑀 . Пусть 𝑣0 — точка касания этого
шара с гранью этого многогранника, а значит, 𝛿0 = ‖𝑣0‖. Из этого следует (см. [8, гл. 2, § 3,
теорема 3.5])

Φ′(𝐴*, 𝑣0) ≡ lim
𝛼↓0

Φ(𝐴* + 𝛼𝑣0) − Φ(𝐴*)

𝛼
= max

𝑣∈𝜕𝐹 (𝐴*)
⟨𝑣, 𝑣0⟩ = ‖𝑣0‖2. (20)
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С другой стороны, если предположить, что существует 𝛿1 > 𝛿0, для которого

Φ(𝐴) − Φ(𝐴*) > 𝛿1‖𝐴−𝐴*‖, ∀ 𝐴 ∈ R𝑛+1,

то для 𝐴 = 𝐴* + 𝛼𝑣0 имеем

Φ(𝐴* + 𝛼𝑣0) − Φ(𝐴*) > 𝛼𝛿1‖𝑣0‖.

Отсюда следует Φ′(𝐴*, 𝑣0) > 𝛿1‖𝑣0‖, что противоречит (20).
Кроме того, неравенство (16) говорит об «остром» минимуме функции Φ(·) в точке 𝐴*

(см. [11]).

Замечание 3. Одна из эквивалентных форм записи достаточного условия локального
решения задачи (3) у Н. Г. Чеботарева выглядит как принадлежность нуля внутренности
выпуклой оболочки градиентов функции 𝑓(𝑥,𝐴) по 𝐴 для 𝑥 ∈ 𝑅(𝐴). Ввиду вышеизложенного
лемма отвечает на вопрос: с какой именно по размеру окрестности нуль содержится в этой
выпуклой оболочке для задачи (15).

Замечание 4. Для применения численных методов решения к задаче (15) интерес пред-
ставляет следующее.

Следствие. Пусть выполняются условия теоремы 1. Тогда справедлива следующая
оценка для производной функции Φ(𝐴) по направлению наискорейшего спуска в любой
точке 𝐴 ∈ R𝑛+1, 𝐴 ̸= 𝐴*,

min
𝑔∈R𝑛+1

‖𝑔‖=1

Φ′(𝐴, 𝑔) 6 −𝛿0.

Доказательство. В силу выпуклости Φ(𝐴) имеем

Φ((1 − 𝛼)𝐴+ 𝛼𝐴*) 6 (1 − 𝛼)Φ(𝐴) + 𝛼Φ(𝐴*), ∀ 𝛼 ∈ [0, 1].

Перепишем неравенство в форме

Φ(𝐴+ 𝛼(𝐴* −𝐴)) − Φ(𝐴) 6 𝛼(Φ(𝐴*) − Φ(𝐴)).

Отсюда, используя неравенство (16), получаем Φ′(𝐴, 𝑔) 6 −𝛿0 для 𝑔 =
𝐴* −𝐴

‖𝐴* −𝐴‖
. �

3. Сравнение оценок

3.1. Очевидно, задача (15) является частным случаем задачи (3). Приведем сравнение
коэффициентов 𝜆 из (6) и 𝛿0 из (16) (см. (8)).

Поскольку градиент 𝑓 ′𝐴(𝑥,𝐴*) в задаче (3) для задачи (15) при замене 𝑥 на 𝑡 и для
𝑡 ∈ 𝑅(𝐴*) примет вид 𝑓 ′𝐴(𝑡, 𝐴*) = 𝜉(𝑡)(𝜙0(𝑡), . . . , 𝜙𝑛(𝑡)), то, учитывая (17), имеем

max
𝑡∈𝑅(𝐴*)

⟨𝑓 ′𝐴(𝑡, 𝐴*), 𝑔⟩ = max
𝑣∈𝑐𝑜{𝑓 ′𝐴(𝑡,𝐴*):𝑡∈𝑅(𝐴*)}

⟨𝑣, 𝑔⟩ = max
𝑣∈𝜕Φ(𝐴*)

⟨𝑣, 𝑔⟩.

Следовательно, для задачи (15) формула (6) коэффициента 𝜆 принимает вид

𝜆 = inf
‖𝑔‖=1

max
𝑣∈𝜕Φ(𝐴*)

⟨𝑣, 𝑔⟩. (21)

В [12, гл. 1, § 6] фактически доказано, что если 𝛿 > 0 и 𝐷— некоторый выпуклый компакт
из R𝑛+1, то эквивалентны соотношения

𝐵(0𝑛+1, 𝛿) ⊂ 𝐷, (22)

max
𝑣∈𝐷

⟨𝑣, 𝑔⟩ > 𝛿, ∀ 𝑔 ∈ R𝑛+1 : ‖𝑔‖ = 1. (23)
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Как следует из леммы, для системы точек {𝑡𝑗}𝑗=0,𝑛+1 ⊂ 𝑇 , на которой реализуется
альтернанс, выполняется

{𝑡𝑗}𝑗=0,𝑛+1 ⊂ 𝑅(𝐴*),

𝐵(0𝑛+1, 𝛿0) ⊂ 𝑐𝑜{𝜉(𝑡)(𝜙0(𝑡), . . . , 𝜙𝑛(𝑡)) : 𝑡 ∈ {𝑡𝑗}𝑗=0,𝑛+1} ⊂ 𝜕Φ(𝐴*).

Отсюда, учитывая (21), эквивалентность соотношений (22) и (23), получаем 𝜆 > 𝛿0.
Равенство 𝜆 = 𝛿0, очевидно, будет выполняться, если 𝑅(𝐴*) = {𝑡𝑗}𝑗=0,𝑛+1.

3.2. Проведем сравнение оценок линейного роста приращения целевой функции (1) и
(16) на следующем примере. Пусть 𝑓(𝑡) = 𝑡2 — приближаемая функция на 𝑇 = [−1, 1],
𝑛 = 1, {𝜙0(𝑡) = 1, 𝜙1(𝑡) = 𝑡}— чебышевская на 𝑇 система функций, 𝑃1(𝐴, 𝑡) = 𝑎0 + 𝑎1𝑡,
𝐴 = (𝑎0, 𝑎1) ⊂ R2. Рассматриваем задачу

Φ(𝐴) ≡ max
𝑡∈[−1,1]

|𝑡2 − 𝑎0 − 𝑎1𝑡| → min
𝐴∈R2

.

1. Нетрудно убедиться, что оптимальным является вектор коэффициентов 𝐴* = (0.5, 0),
т.е. 𝑎*0 = 0.5, 𝑎*1 = 0. При этом 𝑅(𝐴*) = {𝑡0, 𝑡1, 𝑡2}, где 𝑡0 = −1, 𝑡1 = 0, 𝑡2 = 1. Для
𝑓(𝑡, 𝐴) = |𝑡2−𝑎0−𝑎1𝑡| получаем 𝑓 ′𝐴(𝑡0, 𝐴

*) = (−1, 1), 𝑓 ′𝐴(𝑡1, 𝐴
*) = (1, 0), 𝑓 ′𝐴(𝑡2, 𝐴

*) = (−1,−1),
и тогда 𝜕Φ(𝐴*) = 𝑐𝑜{(−1, 1), (1, 0), (−1,−1)}. Следовательно, максимальный радиус круга,
содержащегося в 𝜕Φ(𝐴*) и с центром в 02, равен 1√

5
. Таким образом, 𝛿0 = 1√

5
.

2. Теперь найдем 𝑘(𝑓) по формуле (2).
Нтерудно видеть, что

{𝐴 : max
𝑡∈[−1,1]

|𝑎0 + 𝑎1𝑡| = 1} = {(𝑎0, 𝑎1) : 𝑎0 ∈ [−1, 1], 𝑎1 = −1 + |𝑎0| или 𝑎1 = 1 − |𝑎0|}.

Тогда, учитывая 𝜎𝑓 (𝑡𝑖) = (−1)𝑖+1, 𝑖 = 0, 1, 2, получаем

𝑘(𝑓) = min
𝑎0∈[−1,1]

max
𝑖=0,1,2

{(−1)𝑖+1(𝑎0 + (|𝑎0| − 1)𝑡𝑖), (−1)𝑖+1(𝑎0 + (1 − |𝑎0|)𝑡𝑖)} =

= min
𝑎0∈[−1,1]

max{𝑎0, 1 − 𝑎0 − |𝑎0|,−1 − 𝑎0 + |𝑎0|} =
1

3
.

3. Таким образом, в соответствии с (2) и (16) имеем

Φ(𝐴) − Φ(𝐴*) >
1

3
max
𝑡∈[−1,1]

|𝑎0 −
1

2
+ 𝑎1𝑡| ≡ 𝑓1(𝐴), (24)

Φ(𝐴) − Φ(𝐴*) >
1√
5

((𝑎0 −
1

2
)2 + 𝑎21)

1
2 ≡ 𝑓2(𝐴). (25)

Для сравнения 𝑓1(𝐴) и 𝑓2(𝐴) рассмотрим некоторые варианты.
Вариант 1. Для 𝐴1(𝛼) = (0.5, 𝛼), 𝛼 > 0 имеем

𝑓1(𝐴1(𝛼)) =
𝛼

3
< 𝑓2(𝐴1(𝛼)) =

𝛼√
5
,

Φ(𝐴1(𝛼)) − Φ(𝐴*) = max
𝑡∈[−1,1]

|𝑡2 − 0.5 − 𝛼𝑡| − 0.5 = 𝛼 при 𝛼 ∈ [0, 2].

Вариант 2. Для 𝐴2(𝛼) = (0.5 + 𝛼, 𝛼), 𝛼 > 0 получаем

𝑓1(𝐴2(𝛼)) =
1

3
max
𝑡∈[−1,1]

|𝛼+ 𝛼𝑡| =
2

3
𝛼, 𝑓2(𝐴2(𝛼)) =

√︂
2

5
𝛼.

При этом для 𝛼 ∈ [0, 2]

Φ(𝐴2(𝛼))−Φ(𝐴*) = max
𝑡∈[−1,1]

|𝑡2− 0.5−𝛼−𝛼𝑡| − 0.5 = max{|2𝛼− 0.5|, |𝛼+
𝛼2

4
+ 0.5|}− 0.5 > 𝛼.

Математика 11



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2025. Т. 25, вып. 1

Таким образом, при 𝛼 ∈ [0, 2] теперь 𝑓1(𝐴2(𝛼)) > 𝑓2(𝐴2(𝛼)), а неравенства (24) и (25)
выполняются так же строго, как и в первом варианте.

Вариант 3. Для 𝐴3(𝛼) = (0.5 + 𝛼, 2𝛼) имеем

𝑓1(𝐴3(𝛼)) =
1

3
max
𝑡∈[−1,1]

|𝛼+ 2𝛼𝑡| = 𝛼, 𝑓2(𝐴3(𝛼)) =
1√
5

(𝛼2 + 4𝛼2)
1
2 = 𝛼.

При этом для 𝛼 ∈ [0, 1]

Φ(𝐴3(𝛼)) − Φ(𝐴*) = max
𝑡∈[−1,1]

|𝑡2 − 0.5 − 𝛼− 2𝛼𝑡| − 0.5 = max
𝑡=−1,1,𝛼

|𝑡2 − 0.5 − 𝛼− 2𝛼𝑡| − 0.5 =

= max{|0.5 + 𝛼|, |0.5 − 3𝛼|, |0.5 + 𝛼+ 𝛼2|} − 0.5.

Итак, в этом случае 𝑓1(𝐴3(𝛼)) = 𝑓2(𝐴3(𝛼)) = 𝛼 и при 𝛼 ∈ [0, 16 ] Φ(𝐴3(𝛼)) − Φ(𝐴*) = 𝛼+ 𝛼2,
т.е. оценки (24) и (25) становятся точными при малом 𝛼 > 0.

4. Об оценке снизу коэффициента роста

Для применения численных методов решения и оценки скорости их сходимости полезно
располагать оценкой снизу для 𝛿0. Эта оценка будет зависеть как от используемой чебы-
шевской системы функций {𝜙𝑖(·)}𝑖=0,𝑛, так и от системы узлов, на которой реализуется
альтернанс. При получении этой оценки можно иметь в виду следующие обстоятельства.
Обозначим через

𝐷({𝜙𝑖(·)}𝑖=0,𝑛, {𝑡𝑗}𝑗=0,𝑛) =

⎛⎝𝜙0(𝑡0) . . . 𝜙0(𝑡𝑛)
. . . . . . . . .

𝜙𝑛(𝑡0) . . . 𝜙𝑛(𝑡𝑛)

⎞⎠ .

В [10, гл. 1, § 2, следствие теоремы 1] доказан следующий факт.

Предложение 1. Если система функций {𝜙𝑖(·)}𝑖=0,𝑛 является чебышевской на [𝑎, 𝑏] и
{𝑡𝑗}𝑗=0,𝑛 — система различных точек из [𝑎, 𝑏], расстояние между которыми не меньше
некоторого ∆ > 0, то

|𝐷({𝜙𝑖(·)}𝑖=0,𝑛, {𝑡𝑗}𝑗=0,𝑛)| > 𝑟(∆) > 0,

где 𝑟(∆) не зависит от системы точек {𝑡𝑗}𝑗=0,𝑛 из [𝑎, 𝑏].

Из этого предложения, считая 𝑇 ⊂ [𝑎, 𝑏], следует оценка для элементов последнего столбца
матрицы 𝐶 = 𝐷−1.

𝑐𝑘,𝑛+2 =
|𝐷({𝜙𝑖(·)}𝑖=0,𝑛, {𝑡𝑗}𝑗=0,𝑛+1 ∖ 𝑡𝑘−1)|

|𝐷|
>
𝑟(∆)

|𝐷|
. (26)

Для оценки знаменателя в формуле (8) имеем

𝑛+1∑︁
𝑗=1

𝑐2𝑘,𝑗 =

𝑛+1∑︀
𝑗=1

𝐷2
𝑗𝑘

|𝐷|2
, (27)

где 𝐷𝑗𝑘 — алгебраическое дополнение элемента 𝑑𝑘,𝑗 матрицы 𝐷. Эти дополнения ограничены
на [𝑎, 𝑏], в силу непрерывности функций образующих чебышевскую систему. Используя
специфику этих функций, можно получить независимую от {𝑡𝑗}𝑗=0,𝑛 ⊂ [𝑎, 𝑏] оценку

𝑛+1∑︁
𝑗=1

𝐷2
𝑗𝑘 6𝑀

2. (28)
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Таким образом, из (27), (28) имеем

𝛿0 >
𝑟(∆)

𝑀
.

Приведем примеры реализации формулы (8) для «классической» чебышевской системы:
1) 𝑛 = 1, {𝜙𝑖(·)}𝑖=0,1 = {1, 𝑡}, на системе узлов {𝑡0, 𝑡1, 𝑡2}

𝛿0 = min

⎧⎨⎩ 𝑡2 − 𝑡1√︁
4 + (𝑡1 + 𝑡2)

2
, 1,

𝑡1 − 𝑡0√︁
4 + (𝑡0 + 𝑡1)

2

⎫⎬⎭ ;

2) 𝑛 = 2, {𝜙𝑖(·)}𝑖=0,1,2 = {1, 𝑡, 𝑡2}, на системе узлов {𝑡0, 𝑡1, 𝑡2, 𝑡3}

𝛿0 = min

⎧⎨⎩ (𝑡2 − 𝑡1) (𝑡3 − 𝑡1) (𝑡3 − 𝑡2)√︁
4 (𝑡1 − 𝑡3)

2 + 4
(︀
𝑡21 − 𝑡23

)︀2
+ (𝑡1 − 𝑡3)

2 (𝑡2 (𝑡3 − 𝑡2) + 𝑡1 (𝑡2 + 𝑡3))
2
,

(𝑡2 − 𝑡0) (𝑡3 − 𝑡0) (𝑡3 − 𝑡2)√︁
4 (𝑡0 − 𝑡2)

2 + 4
(︀
𝑡20 − 𝑡22

)︀2
+
(︀
𝑡2𝑡3 (𝑡3 − 𝑡2) + 𝑡20 (𝑡2 + 𝑡3) − 𝑡0

(︀
𝑡22 + 𝑡23

)︀)︀2 ,
(𝑡1 − 𝑡0) (𝑡3 − 𝑡1) (𝑡3 − 𝑡0)√︁

4 (𝑡1 − 𝑡3)
2 + 4

(︀
𝑡21 − 𝑡23

)︀2
+ (𝑡1 − 𝑡3)

2 (︀−𝑡20 + 𝑡1𝑡3 + 𝑡0 (𝑡1 + 𝑡3)
)︀2 ,

(𝑡1 − 𝑡0) (𝑡2 − 𝑡0) (𝑡2 − 𝑡1)√︁
4 (𝑡0 − 𝑡2) 2 + 4

(︀
𝑡20 − 𝑡22

)︀2
+ (𝑡0 − 𝑡2)

2 (𝑡1 (−𝑡1 + 𝑡2) + 𝑡0 (𝑡1 + 𝑡2))
2

⎫⎬⎭ .

В заключение отметим, что альтернанс (в некотором обобщенном виде) имеет место в
задачах по полиномиальным оценкам и приближении сегментных функций (см. [13–16]), где
также могут быть получены оценки роста целевой функции, подобные оценке (16).
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