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Введение

Полугрупповым многообразием V называем произвольное (возможно, и тривиальное)
множество полугрупп, замкнутое относительно операций взятия подполугрупп, прямого про-
изведения и гомоморфных образов. Для системы полугрупповых тождеств Σ условимся через
varΣ обозначать многообразие полугрупп, определяемое этой системой. Попутно напомним,
что графом Кэли полугруппы 𝑆 относительно множества образующих её элементов 𝑋 назы-
ваем конечный ориентированный мультиграф 𝐶𝑎𝑦(𝑆,𝑋), состоящий из множества вершин
𝑆 и множества помеченных дуг — всевозможных троек (𝑎, 𝑥, 𝑏), где 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆, 𝑥 ∈ 𝑋 и 𝑎𝑥 = 𝑏.
Таким образом, для каждого элемента из 𝑆 граф Кэли имеет соответствующую вершину, и
для всех элементов 𝑎 ∈ 𝑆, 𝑥 ∈ 𝑋 имеются дуги от 𝑎 до 𝑎𝑥, помеченные элементом 𝑥. При
изучении вопросов планарности графов Кэли полугрупп удобен переход к основе анализи-
руемого графа. Основа графа Кэли полугруппы 𝑆 относительно множества образующих её
элементов 𝑋 обозначается 𝑆𝐶𝑎𝑦(𝑆,𝑋) и получается из исходного графа 𝐶𝑎𝑦(𝑆,𝑋) путём
удаления петель, меток, потери направленности дуг и замены кратных рёбер одним ребром,
соединяющим те же вершины. Таким образом, естественно называть граф Кэли планарным
тогда и только тогда, когда его основа является обыкновенным планарным графом. Пусть
𝐹𝑘(V)— свободная полугруппа ранга 𝑘 данного многообразия V. Наибольшее количество
образующих 𝑘, относительно которых 𝐹𝑘(V) допускает планарный граф Кэли, характеризует
ранг планарности 𝑟𝜋(V) данного многообразия. Более точно, если существует такое нату-
ральное число 𝑟, что все V-свободные полугруппы 𝐹𝑘(V) ранга 𝑘 6 𝑟 допускают планарные
графы Кэли (относительно множеств их свободных образующих), а V-свободная полугруппа
𝐹𝑟+1(V) ранга 𝑟 + 1 уже не допускает планарный граф Кэли, то рангом планарности много-
образия V называется это число 𝑟 = 𝑟𝜋(V). Если для многообразия V такого натурального
числа не существует, то говорят, что многообразие V имеет бесконечный ранг планарности,
и пишут 𝑟𝜋(V) = ∞. При этом удобно считать ранг планарности тривиального многообразия
равным нулю. В ряде ключевых случаев ранг планарности оказывается бесконечным, поэтому
вызывает особый интерес задача описания полугрупповых многообразий бесконечного ранга
планарности, являющаяся продолжением поставленной Л. М. Мартыновым в 2015 г. про-
блематики, связанной с описанием рангов планарности многообразий полугрупп1. Частично
удается приблизится к решению этой задачи путём приведения серий конкретных примеров,
однако полного описания ещё не получено.

Стоит отметить, что очень мало операций над графами наследует свойство планарности,
таким образом, «почти нет» планарных графов [1]. Тем не менее к нетривиальному описанию
многообразий бесконечного ранга планарности возможно приблизиться методом исключения,
если отсеивать серию за серией многообразия полугрупп конечного ранга планарности. В
основной теореме настоящей заметки представим новую такую серию. Для получения этой
серии оказалось интересным изучение полугрупповых многообразий, у которых планарные ос-
новы графов Кэли свободных полугрупп данного ранга являются произведением основ графов
Кэли свободных полугрупп некоторых многообразий полугрупп того же ранга. Напомним,
что произведением графов [2, с. 20] для любой пары обыкновенных графов 𝐺 = (𝑉 𝐺,𝐸𝐺) и
𝐻 = (𝑉 𝐻,𝐸𝐻) называется граф

𝐺×𝐻 = (𝑉 𝐺× 𝑉 𝐻, {((𝑢1, 𝑢2), (𝑣1, 𝑣2)) | (𝑢1 = 𝑣1 ∈ 𝑉 𝐺 ∧ {𝑢2, 𝑣2} ∈ 𝐸𝐻)∨
∨(𝑢2 = 𝑣2 ∈ 𝑉 𝐻 ∧ {𝑢1, 𝑣1} ∈ 𝐸𝐺)}).

В общем случае такое произведение планарных графов не всегда приводит к планарному
графу.

1Новые проблемы алгебры и логики. Юбилейное 900-е заседание семинара: Омский алгебраический семинар,
12 ноября 2015. http://www.mathnet.ru/php/seminars.phtml?presentid=12900 (дата обращения: 19.10.2023)
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Основной результат

Рассмотрим 𝑉𝑛 = var{(𝑥𝑦)𝑛+1 ≈ 𝑥𝑦; (𝑥𝑦𝑥)𝑛 ≈ 𝑥𝑛;𝑥𝑥𝑦𝑥 ≈ 𝑥𝑦𝑥𝑥;𝑥𝑦𝑛𝑧 ≈ 𝑥𝑡𝑛𝑧}, — серию
многообразий, которые играют важную роль при изучении вопроса нётеровости по уравнениям
в теории полугрупп, так как известно [3], что полугрупповое многообразие 𝑉 полностью
состоит из полугрупп нётеровых по уравнениям, если существует 𝑛 > 1 такое, что 𝑉
удовлетворяет следующим тождествам: (𝑥𝑦)𝑛+1 ≈ 𝑥𝑦, (𝑥𝑦𝑥)𝑛 ≈ 𝑥𝑛, 𝑥𝑥𝑦𝑥 ≈ 𝑥𝑦𝑥𝑥, 𝑥𝑦𝑛𝑧 ≈ 𝑥𝑡𝑛𝑧.
В структуре полугрупп из таких многообразий нет ничего сложного. Их идеал разложимых
элементов 𝑅𝑒𝑑(𝑆) = {𝑠 | ∃𝑎, 𝑏 : 𝑠 = 𝑎𝑏} является прямоугольной связкой абелевых групп,
ранги планарности многообразий которых известны по серии работ [4,5].

Соответственно, изучение вопроса планарности графа Кэли полугруппы 𝑆 ∈ 𝑉𝑛 может
сводиться к изучению планарности графа Кэли для подполугруппы 𝑅𝑒𝑑(𝑆). Следовательно,
ранги планарности многообразий данной серии конечны. В следующей теореме вычислим
конкретные значения рангов планарности многообразий этой серии, не прибегая к сведению в
𝑅𝑒𝑑(𝑆).

Теорема 1. Пусть 𝑉𝑛 = var{(𝑥1𝑥2)𝑛+1 ≈ 𝑥1𝑥2; (𝑥1𝑥2𝑥1)
𝑛 ≈ 𝑥𝑛1 ; 𝑥1𝑥1𝑥2𝑥1 ≈ 𝑥1𝑥2𝑥1𝑥1;

𝑥1 (𝑥
𝑛
2 )𝑥3 ≈ 𝑥1 (𝑥

𝑛
4 )𝑥3}. Тогда, для 𝑛 = 1 ранг планарности многообразия 𝑉𝑛 равен 4, для

𝑛 = 2 равен 2, а для 𝑛 > 2 равен 1.

Доказательство. При 𝑛 = 1 многообразие 𝑉𝑛 является многообразием прямоугольных
связок, ранг планарности которого 𝑟𝜋 (𝑉1) = 4 известен из [6]. Интересно, что для многообра-
зия 𝑉1 оказалось

𝑆𝐶𝑎𝑦(𝐹𝑘(𝑉1), {𝑥1, ..., 𝑥𝑘}) = 𝑆𝐶𝑎𝑦(𝐹𝑘(var{𝑥𝑦 ≈ 𝑥}),
{𝑙1, ..., 𝑙𝑘})× 𝑆𝐶𝑎𝑦(𝐹𝑘(var{𝑥𝑦 ≈ 𝑦}), {𝑟1, ..., 𝑟𝑘}),

а это большая редкость. Плоская укладка основы графа Кэли свободной 2-порожденной
полугруппы многообразия 𝑉2 представлена на рис. 1, а 3-порожденная свободная полу-
группа данного многообразия содержит изображенный на рис. 2 граф в качестве подграфа,
следовательно, она не является планарной и 𝑟𝜋 (𝑉2) = 2.

Рис. 1. Плоская укладка графа 𝑆𝐶𝑎𝑦(𝐹2(𝑉2), {𝑥, 𝑦})
Fig. 1. Flat graph stacking 𝑆𝐶𝑎𝑦(𝐹2(𝑉2), {𝑥, 𝑦})

Рис. 2. Подграф графа 𝑆𝐶𝑎𝑦(𝐹3(𝑉2),
{𝑥, 𝑦, 𝑧}), гомеоморфный графу 𝐾3,3

Fig. 2. A subgraph of the graph
𝑆𝐶𝑎𝑦(𝐹3(𝑉2), {𝑥, 𝑦, 𝑧}), homeomorphic

to graph 𝐾3,3

При 𝑛 > 2 плоская укладка основы графа Кэли однопорожденной свободной полугруппы
многообразия 𝑉𝑛 очевидно совпадает с плоской укладкой графа 𝑆𝐶𝑎𝑦(𝐹1(var{𝑥𝑛+2=𝑥2}),{𝑥}).
Для большего числа образующих основа графа Кэли свободной полугруппы такого многооб-
разия содержит гомеоморфный графу 𝐾3,3 подграф, изображенный на рис. 3. Таким образом,
𝑟𝜋 (𝑉𝑛) = 1 при 𝑛 > 2. Что и требовалось доказать. �
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Рис. 3. Подграф графа 𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (𝑉𝑛) , {𝑥, 𝑦})
при 𝑛 > 3, гомеоморфный графу 𝐾3,3

Fig. 3. Subgraph of graph
𝑆𝐶𝑎𝑦 (𝐹2 (𝑉𝑛) , {𝑥, 𝑦}) for 𝑛 > 3,

homeomorphic to graph 𝐾3,3

Заметим, что если есть полугруппа 𝑆 и двусторонний идеал 𝐾 полугруппы 𝑆, то возникает
естественный вопрос, когда фактор-полугруппа 𝑆/𝐾 будет планарной? Понятно, что если
𝐾 = {0}, то 𝑆/𝐾 планарна тогда и только тогда, когда 𝑆 планарна. А если 𝐾 = 𝑅𝑒𝑑(𝑆), то
полугруппа 𝑆/𝐾 планарна всегда [6].
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