
Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Математика. Механика. Информатика. 2025. Т. 25, вып. 3

Известия Саратовского университета. Новая серия. Серия: Математика. Механика. Инфор-
матика. 2025. Т. 25, вып. 3. С. 406–418
Izvestiya of Saratov University. Mathematics. Mechanics. Informatics, 2025, vol. 25, iss. 3, pp. 406–
418
https://mmi.sgu.ru DOI: https://doi.org/10.18500/1816-9791-2025-25-3-406-418

EDN: https://elibrary.ru/OFVTQE

Научная статья
УДК 539.374

Термосиловое резонансное нагружение трехслойной пластины

Э. И. Старовойтов, Д. В. Леоненко

Белорусский государственный университет транспорта, Беларусь, 246653, г. Гомель, ул. Кирова, д. 34

Старовойтов Эдуард Иванович, доктор физико-математических наук, профессор кафедры строитель-

ной механики, геотехники и строительных конструкций, edstar0@yandex.by, ORCID: 0000-0002-2550-5377,

SPIN: 3890-2740, AuthorID: 152968

Леоненко Денис Владимирович, доктор физико-математических наук, заведующий кафедрой строи-

тельной механики, геотехники и строительных конструкций, leoden@list.ru, ORCID: 0000-0001-8003-9279,

SPIN: 6686-0799, AuthorID: 518257

Аннотация. Исследовано воздействие теплового удара на вынужденные колебания круговой трех-
слойной пластины, возбужденные резонансной нагрузкой. Пластина несимметричная по толщине,
теплоизолированная на нижней поверхности и контуре. Распределение нестационарной температу-
ры по толщине пластины вычисляется по приближенной формуле, полученной в результате решения
задачи теплопроводности при усреднении теплофизических свойств материалов трехслойного па-
кета. В соответствии с гипотезой Неймана на свободные колебания, вызванные тепловым ударом
(мгновенным падением теплового потока), накладываются вынужденные колебания от резонанс-
ной нагрузки. Использованы следующие кинематические гипотезы. Несущие слои предполагаются
тонкими, высокопрочными. Для них приняты гипотезы Кирхгофа. В относительно толстом запол-
нителе выполняется гипотеза Тимошенко, согласно которой нормаль к срединной поверхности в
процессе деформации перестает быть нормалью, но остается прямолинейной и несжимаемой. В по-
становку начально-краевой задачи входят дифференциальные уравнения поперечных колебаний
пластины в частных производных, полученные вариационным методом, однородные начальные
условия и граничные условия шарнирного опирания контура. Искомыми функциями выступают
прогиб пластины, угол поворота нормали в заполнителе (относительный сдвиг) и радиальное пере-
мещение срединной поверхности заполнителя. Для их получения использована известная система
собственных ортонормированных функций. Приведены соответствующие расчетные формулы и ре-
зультаты числового параметрического анализа зависимости решения от интенсивности и времени
воздействия теплового потока, величины силовой нагрузки.
Ключевые слова: круговая трехслойная пластина, тепловой удар, резонансная гармоническая
нагрузка
Благодарности: Работа выполнена при финансовой поддержке ГПНИ Республики Беларусь «Кон-
вергенция-2025».
Для цитирования: Старовойтов Э. И., Леоненко Д. В. Термосиловое резонансное нагружение
трехслойной пластины // Известия Саратовского университета. Новая серия. Серия: Математика.
Механика. Информатика. 2025. Т. 25, вып. 3. С. 406–418. DOI: 10.18500/1816-9791-2025-25-3-406-418,
EDN: OFVTQE
Статья опубликована на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International (CC-BY 4.0)

© Старовойтов Э. И., Леоненко Д. В., 2025

https://mmi.sgu.ru
https://doi.org/10.18500/1816-9791-2025-25-3-\pageref *{Sta_page1}-\pageref *{Sta_pageN}
https://elibrary.ru/OFVTQE
https://orcid.org/0000-0002-2550-5377
https://elibrary.ru/author_profile.asp?id=152968
https://elibrary.ru/author_profile.asp?id=152968
https://orcid.org/0000-0001-8003-9279
https://elibrary.ru/author_profile.asp?id=518257
https://elibrary.ru/author_profile.asp?id=518257
https://doi.org/10.18500/1816-9791-2025-25-3-\pageref *{Sta_page1}-\pageref *{Sta_pageN}
https://elibrary.ru/OFVTQE


Э. И. Старовойтов, Д. В. Леоненко. Термосиловое резонансное нагружение треслойной пластины

Article

Thermal force resonant loading of a three-layer plate

E. I. Starovoitov, D. V. Leonenko

Belarusian State University of Transport, 34 Kirova St., Gomel 246653, Belarus

Eduard I. Starovoitov, edstar0@yandex.by, ORCID: 0000-0002-2550-5377, SPIN: 3890-2740, AuthorID: 152968
Denis V. Leonenko, leoden@list.ru, ORCID: 0000-0001-8003-9279, SPIN: 6686-0799, AuthorID: 518257

Abstract. The effect of thermal shock on forced vibrations of a circular three-layer plate excited by
a resonant load is investigated. The plate is asymmetrical in thickness, thermally insulated on the
lower surface and contour. The distribution of the non-stationary temperature over the thickness of
the plate is calculated using an approximate formula obtained as a result of solving the problem of
thermal conductivity by averaging the thermophysical properties of materials of a three-layer package.
In accordance with the Neumann hypothesis, forced oscillations from a resonant load are superimposed
on free oscillations caused by heat stroke (instantaneous drop in heat flow). The hypothesis of a broken
line is used as a kinematic one: for high-strength thin bearing layers, the Kirchhoff hypothesis; for an
incompressible thicker filler, the Timoshenko hypothesis about the straightness and incompressibility of
a deformed normal that rotates by some additional angle (relative shift). The formulation of the initial
boundary value problem includes differential equations of transverse vibrations of the plate in partial
derivatives obtained by the variational method, homogeneous initial conditions and boundary conditions
of the spherical support of the contour. The desired functions are plate deflection, relative shear, and
radial displacement of the median plane of the filler. The analytical solution of the initial boundary value
problem is constructed by decomposing the desired displacements into a series according to a system
of proper orthonormal functions. The corresponding calculation formulas and the results of numerical
parametric analysis of the dependence of the solution on the intensity and time of exposure to the heat
flux, the magnitude of the power load are presented.
Keywords: circular three-layer plate, heat stroke, resonant harmonic load
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Введение

Современные требования машиностроительного комплекса к прочности и надежности
конструкций, работающих в условиях воздействия комплексных динамических и темпера-
турных нагрузок, обусловливают применение композитных материалов. Конструктивные
слоистые элементы широко применяются с середины прошлого века в транспортном ма-
шиностроении, аэрокосмическом комплексе и строительстве. Исследование их поведения
при динамическом нагружении в нестационарных температурных полях является одной из
наиболее актуальных проблем в последнее время. Поэтому созданию необходимых матема-
тических моделей посвящен достаточно широкий ряд публикаций. Рассмотрим некоторые
из них.

Монографии [1–3] посвящены разработке расчетных моделей статического и динами-
ческого деформирования слоистых конструкций при воздействии различных физико-меха-
нических полей. Предлагаются подходы к выбору кинематических гипотез, постановке и
методике решения краевых и начально-краевых задач, отмечаются возникающие особен-
ности при тепловых воздействиях. В обзорной работе [4] изложены суть асимптотического
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метода решения сингулярно возмущенных дифференциальных уравнений и методика при-
менения этого метода для решения статических и динамических краевых задач тонких тел
(балки, пластины, оболочки). Рассмотрены как классические, так и неклассические краевые
задачи, более общие результаты проиллюстрированы решениями конкретных задач.

В статье [5] рассмотрено деформирование трехслойного упругопластического стержня,
связанного с упругим основанием Винклера. В работе [6] предложена конечно-элементная
формулировка для геометрически точных многослойных балок. Межслойное скольжение и
подъем не учитываются. Решение получено численно. Изгиб трехслойных пластин в ней-
тронном потоке и деформирование при квазистатических переменных нагружениях в ста-
ционарном температурном поле приводится в статьях [7–10]. Несущая способность круглой
многослойной пластины при большом прогибе исследована в [11]. Численное моделирование
деформирования и потери устойчивости многослойных оболочек вращения при комбини-
рованных квазистатических и динамических осесимметричных нагружениях с кручением
проведено в статьях [12,13].

Свободные, вынужденные колебания и продольные волны в цилиндрических оболоч-
ках, включая вызванные резонансными нагрузками, рассмотрены в статьях [14–23]. Неста-
ционарное динамическое воздействие на неоднородные балки изучалось в работах [24, 25].
Реакция слоистых пластин на ударное и импульсное воздействие исследована в публикаци-
ях [26–30]. Задачи об аэродинамических колебаниях и сверхзвуковом флаттере многослой-
ных композитных пластин решались в [31, 32]. В статьях [33–37] анализируются характе-
ристики динамических процессов в трехслойных пластинах и балках, взаимодействующих
с упругим основанием или вязкой жидкостью. В статье [38] исследованы вынужденные
колебания трехслойной круговой пластины, возбужденные мгновенно приложенной непре-
рывной нагрузкой и тепловым потоком.

Здесь рассмотрена постановка и предложено аналитическое решение задачи о резонанс-
ных колебаниях трехслойной упругой пластины круглой формы в нестационарном темпе-
ратурном поле.

1. Постановка задачи

Постановка задачи проводится в цилиндрической системе координат. За координатную
принимается плоскость, связанная со срединной поверхностью заполнителя (рис. 1).
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Рис. 1. Трехслойная круговая пластина под действием резонансной нагрузки
и теплового потока

Fig. 1. A three-layer circular plate under resonant load and heat flow

Принимается, что к внешней плоскости 𝑧 = 𝑐+ ℎ1 в начальный момент времени (𝑡 = 0)
подается тепловой поток постоянной интенсивности 𝑞𝑡. Пластина несимметричная по тол-
щине. Для тонких несущих слоев с толщинами ℎ1, ℎ2 справедливы гипотезы Кирхгофа, т.е.
нормаль после приложения нагрузки остается прямолинейной, не изменяет своей длины и

408 Научный отдел



Э. И. Старовойтов, Д. В. Леоненко. Термосиловое резонансное нагружение треслойной пластины

перпендикулярности к деформированной срединной поверхности слоя. В легком достаточно
толстом заполнителе (ℎ3 = 2𝑐) деформирование подчиняется гипотезе Тимошенко. В этом
случае нормаль к срединной поверхности заполнителя после приложения нагрузки также
прямолинейна, несжимаема, но поворачивается на некоторый дополнительный угол 𝜓(𝑟, 𝑡).

При решении задачи теплопроводности принималось, что контур пластины и ее нижняя
повехность (𝑧 = −𝑐−ℎ2) теплоизолированы. В этом случае приращение температуры 𝑇 (𝑧, 𝑡)
во времени 𝑡 и его изменение по толщине пластины будет определяться приближенной
формулой, приведенной в [2]:

𝑇 =
𝑞𝑡𝐻

𝜆

{︂
𝜏 +

1

2
(𝑠+
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∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛

𝑛2
cos

[︂
𝜋𝑛

(︂
𝑠+

𝑐+ ℎ2
𝐻

)︂]︂
𝑒−𝑛

2𝜋2𝜏

}︃
, (1)

где 𝑎 = 𝜆/𝐶, 𝜆 =
3∑︀

𝑘=1

𝜆𝑘ℎ𝑘

⧸︂
𝐻, 𝐶 =

3∑︀
𝑘=1

𝐶𝑘ℎ𝑘

⧸︂
𝐻, 𝐻 =

3∑︀
𝑘=1

ℎ𝑘, 𝑠 = 𝑧/𝐻, 𝜏 = 𝑡𝑎
⧸︀
𝐻2; 𝑎 —

усредненная температуропроводность; 𝜆𝑘 — коэффициент теплопроводности, 𝐶𝑘 — коэф-
фициент теплоемкости; здесь и далее 𝑘 = 1, 2, 3 — номер слоя.

В качестве физических уравнений состояния принимался закон Гука в девиаторно-
шаровой форме с учетом температуры:

𝑠(𝑘)𝛼 = 2𝐺𝑘𝑒
(𝑘)
𝛼 , 𝜎(𝑘) = 3𝐾𝑘(𝜀

(𝑘) − 𝛼0𝑘𝑇 ) (𝛼 = 𝑟, 𝜙),

𝑠(3)𝑟𝑧 = 2𝐺𝑘𝑒
(3)
𝑟𝑧 (2)

где 𝑠(𝑘)𝛼 , 𝑠
(3)
𝑟𝑧 , (𝑒

(𝑘)
𝛼 , 𝑒

(3)
𝑟𝑧 )— девиаторы тензоров напряжений (деформаций), 𝜎(𝑘), (𝜀(𝑘))— сред-

нее напряжение (деформация); 𝐺𝑘, 𝐾𝑘 — модули сдвига и объемного деформирования;
𝛼0𝑘 — коэффициент линейного температурного расширения материалов слоев.

На пластину в начальный момент падают тепловой поток интенсивностью 𝑞𝑡 и гармо-
ническая силовая нагрузка, равномерно распределенная по внешней поверхности верхнего
слоя:

𝑞(𝑟, 𝑡) = 𝑞0(𝐷 cos(𝜔𝑘𝑡) + 𝐸 sin(𝜔𝑘𝑡)), (3)

где 𝑞0 = const, 𝜔𝑘 — интенсивность и частота внешней нагрузки, которая совпадает с одной
из собственных частот 𝜔𝑛 пластины 𝜔𝑘 = 𝜔𝑛; 𝐷, 𝐸 — параметры нагрузки.

Общие уравнения собственных колебаний рассматриваемой пластины в нестационарном
температурном поле (1) приведены в [38]. В нашем случае в третьем уравнении появится
резонансная нагрузка (3):

L2(𝑎1𝑢+ 𝑎2𝜓 − 𝑎3𝑤,𝑟) = 0,

L2(𝑎2𝑢+ 𝑎4𝜓 − 𝑎5𝑤,𝑟) = 0,

L3(𝑎3𝑢+ 𝑎5𝜓 − 𝑎6𝑤,𝑟)−𝑀0𝑤̈ = 𝑞0(𝐷 cos(𝜔𝑘𝑡) + 𝐸 sin(𝜔𝑘𝑡)), (4)

где 𝑤(𝑟, 𝑡), 𝜓(𝑟, 𝑡), 𝑢(𝑟, 𝑡) — искомые прогиб, относительный сдвиг и радиальное перемещение
координатной поверхности; 𝑀0𝑤̈ — инерционные силы, причем

𝑀0 = (𝜌1ℎ1 + 𝜌2ℎ2 + 𝜌3ℎ3)𝑟1
2,

𝜌𝑘 – плотность материала, точка вверху обозначает однократную производную по времени;
дифференцирование по координате обозначено запятой в нижнем индексе; 𝑎𝑖 — коэффи-
циенты, выраженные через механические и геометрические параметры слоев [38]; 𝐿2, 𝐿3 —
дифференциальные операторы

L2(𝑔) ≡ 𝑔,𝑟𝑟 +
𝑔,𝑟
𝑟

− 𝑔

𝑟2
, L3(𝑔) ≡ 𝑔,𝑟𝑟𝑟 +

2𝑔,𝑟𝑟
𝑟

− 𝑔,𝑟
𝑟2

+
𝑔
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.
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На контуре пластины предполагается жесткая диафрагма, препятствующая относитель-
ному сдвигу между слоями 𝜓(𝑟1, 𝑡) = 0. Следовательно, на шарнирно опертом контуре
𝑟 = 𝑟1 должны выполняться условия

𝑢(𝑟1, 𝑡) = 𝜓(𝑟1, 𝑡) = 𝑤(𝑟1, 𝑡) = 0, 𝑀𝑟(𝑟1, 𝑡) =
3∑︁

𝑘=1

∫︁
ℎ𝑘

𝜎(𝑘)𝑟 𝑧𝑑𝑧 = 0, (5)

где 𝜎(𝑘)𝑟 — радиальное напряжение в 𝑘-м слое, 𝑀𝑟 — обобщенный изгибающий момент, учи-
тывающий тепловое воздействие,

𝑀𝑟 = 𝑎3𝑢,𝑟 + 𝑎5𝜓,𝑟 − 𝑎6𝑤,𝑟𝑟 − 𝑎60
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𝑇 𝑧d𝑧,

𝑎60 = ℎ1

(︂
𝐾1 −

2

3
𝐺1

)︂(︂
𝑐2 + 𝑐ℎ1 +

1

3
ℎ21

)︂
+ ℎ2

(︂
𝐾2 −

2

3
𝐺2

)︂(︂
𝑐2 + 𝑐ℎ2 +

1

3
ℎ22

)︂
+

+
2

3
𝑐3
(︂
𝐾3 −

2

3
𝐺3

)︂
,

𝑀𝑡 — температурный момент, возникающий из-за объемной тепловой деформации (2), вы-
ражение для которого получено с использованием (1) и приведено в [38].

В начальный момент времени прогиб, скорость и приращение температуры предполага-
ются нулевыми

𝑤(𝑟, 0) = 0, 𝑤̇(𝑟, 0) = 0, 𝑇 (𝑧, 0) = 0. (6)

2. Решение начально-краевой задачи

Система (4) после элементарных преобразований приводится к виду

𝑢 = 𝑏1𝑤,𝑟 + 𝐶1𝑟 +
𝐶2

𝑟
, 𝜓 = 𝑏2𝑤,𝑟 + 𝐶3𝑟 +

𝐶4

𝑟
,

L3(𝑤,𝑟) +𝑀4𝑤̈ = 𝑞0(𝐷 cos(𝜔𝑘𝑡) + 𝐸 sin(𝜔𝑘𝑡)), (7)

где

𝑏1 =
𝑎3𝑎4 − 𝑎2𝑎5
𝑎1𝑎4 − 𝑎22

, 𝑏2 =
𝑎1𝑎5 − 𝑎2𝑎3
𝑎1𝑎4 − 𝑎22

, 𝑀4 =𝑀0𝐷, 𝐷 =
𝑎4

𝑎6𝑎4 − 𝑎52
.

Перемещения в центре пластины должны быть ограниченными, поэтому необходимо
в (7) обнулить константы интегрирования 𝐶2 = 𝐶4 = 0. Из первых двух граничных усло-
вий (5) следуют константы интегрирования

𝐶1 = −𝑏1
𝑟1
𝑤,𝑟(𝑟1, 𝑡), 𝐶3 = −𝑏2

𝑟1
𝑤,𝑟(𝑟1, 𝑡).

В результате для прогиба имеем два граничных условия при 𝑟 = 𝑟1:

𝑤 = 0 , 𝑎7𝑤,𝑟𝑟 +
𝑎8
𝑟1
𝑤,𝑟 = −𝑀𝑡, (8)

где 𝑎7 = 𝑎6 − 𝑎3𝑏1 − 𝑎5𝑏2 , 𝑎8 = 𝑎60 + 𝑎3𝑏1 + 𝑎5𝑏2.
Согласно гипотезе Неймана решение рассматриваемой задачи получим, накладывая на

свободные колебания, вызванные тепловым ударом, вынужденные колебания за счет резо-
нансной нагрузки. Суммируя решения, получим искомые перемещения.
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Собственные колебания, вызванные мгновенным падением теплового потока (тепловым
ударом), исследованы в [38], поэтому остановимся на колебаниях от резонансной нагруз-
ки (3). Искомые функции и нагрузку разложим в ряд по системе собственных функций
𝑣𝑛 ≡ 𝑣𝑛(𝛽𝑛𝑟):

𝑤(𝑟, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑣𝑛𝑇𝑛(𝑡), 𝜓(𝑟, 𝑡) = 𝑏2

∞∑︁
𝑛=0

𝑣,𝑟𝑇𝑛(𝑡), 𝑢(𝑟, 𝑡) = 𝑏1

∞∑︁
𝑛=0

𝑣,𝑟𝑇𝑛(𝑡),

𝑞(𝑟, 𝑡) =𝑀0

∞∑︁
𝑛=0

𝑣𝑛𝑞𝑛(𝑡), 𝑣𝑛(𝛽𝑛𝑟) ≡
1

𝑑𝑛

[︂
𝐽0(𝛽𝑛𝑟)−

𝐽0(𝛽𝑛𝑟1)

𝐼0(𝛽𝑛𝑟1)
𝐼0(𝛽𝑛𝑟)

]︂
, (9)

где 𝑇𝑛(𝑡) — неизвестная функция времени; 𝛽𝑛 — собственные числа оператора 𝐿3, 𝑑𝑛 —
нормировочный коэффициент; 𝐽0(𝛽𝑛𝑟), 𝐼0(𝛽𝑛𝑟) — функции Бесселя; 𝑞𝑛(𝑡) —

𝑞𝑛(𝑡) =
1

𝑀0

𝑟1∫︁
0

𝑞(𝑟, 𝑡) 𝑣𝑛𝑟𝑑𝑟 = 𝐷𝑛 cos(𝜔𝑘𝑡) + 𝐸𝑛 sin(𝜔𝑘𝑡),

𝐷𝑛 =
𝐷𝑞0𝑟1
𝑀0𝑑𝑛𝛽𝑛

[︂
𝐽1(𝛽𝑛𝑟1)−

𝐽0(𝛽𝑛𝑟1)

𝐼0(𝛽𝑛𝑟1)
𝐼1(𝛽𝑛𝑟1)

]︂
,

𝐸𝑛 =
𝐸𝑞0𝑟1

𝑀0𝑑𝑛𝛽𝑛𝑟1

[︂
𝐽1(𝛽𝑛𝑟1)−

𝐽0(𝛽𝑛𝑟1)

𝐼0(𝛽𝑛𝑟1)
𝐼1(𝛽𝑛𝑟1)

]︂
,

𝜔𝑛 — частоты собственных колебаний, причем 𝜔2
𝑛 = 𝛽4𝑛

⧸︀
𝑀4.

Если в третье уравнение системы (4) подставить выражения (9) с учетом коэффициен-
тов 𝑞𝑛(𝑡), то получим дифференциальное уравнение второго порядка для искомой функ-
ции 𝑇𝑛(𝑡). В результате, учитывая ортонормированность системы 𝑣𝑛, имеем

𝑇𝑛(𝑡) + 𝜔2
𝑛𝑇𝑛(𝑡) = 𝐷𝑛 cos(𝜔𝑘𝑡) + 𝐸𝑛 sin(𝜔𝑘𝑡)−

𝑟21𝐼(𝛽𝑛)

2(𝑎7 + 𝑎8)
𝑀̈𝑡 , (10)

где

𝐼(𝛽𝑛) =
2

𝑑𝑛𝛽2𝑛

(︂
𝐽2(𝛽𝑛𝑟1)−

𝐽0(𝛽𝑛𝑟1)

𝐼0(𝛽𝑛𝑟1)
𝐼2(𝛽𝑛𝑟1)

)︂
, 𝑀̈𝑡 =

3∑︁
𝑘=1

𝑀̈𝑘𝑡;

𝑀̈1𝑡 = − 6𝑞𝑡𝛼01𝑎
2𝜋

𝜆𝐻2
𝐾1×

×
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛 exp(−𝑛2𝜋2𝜏)
(︂
𝐻

𝜋

(︂
(−1)𝑛 − cos

𝜋𝑛(2𝑐+ ℎ2)

𝐻

)︂
− 𝑛𝑐 sin

𝜋𝑛(2𝑐+ ℎ2)

𝐻

)︂
;

𝑀̈2𝑡 = − 6𝑞𝑡𝛼02𝑎
2𝜋

𝜆𝐻2
𝐾2

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛 exp(−𝑛2𝜋2𝜏)
(︂
𝐻

𝜋

(︂
cos

𝜋𝑛ℎ2
𝐻

− 1

)︂
− 𝑛𝑐 sin

𝜋𝑛ℎ2
𝐻

)︂
;

𝑀̈3𝑡 = − 6𝑞𝑡𝛼03𝑎
2𝜋

𝜆𝐻2
𝐾3

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛 exp(−𝑛2𝜋2𝜏)×

×
(︂
𝐻

𝜋

(︂
cos

𝜋𝑛(2𝑐+ ℎ2)

𝐻
− cos

𝜋𝑛ℎ2
𝐻

)︂
+ 𝑛𝑐

(︂
sin

𝜋𝑛(2𝑐+ ℎ2)

𝐻
+ sin

𝜋𝑛ℎ2
𝐻

)︂)︂
.

Решение уравнения (10) можно представить в виде

𝑇𝑛(𝑡) = 𝐴𝑛 cos(𝜔𝑛𝑡) +𝐵𝑛 sin(𝜔𝑛𝑡)−
𝑟21𝐼(𝛽𝑛)

2(𝑎7 + 𝑎8)𝜔𝑛

𝑡∫︁
0

𝑀̈𝑡(𝜏) sin [𝜔𝑛(𝑡− 𝜏)]𝑑𝜏 + 𝑦𝑛(𝑡), (11)
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где 𝑦𝑛(𝑡) — частное решение, зависящее от частоты резонансной нагрузки 𝜔𝑘,

𝑦𝑛(𝑡) =

{︃
𝐷𝑛

𝜔2
𝑛−𝜔2

𝑘
cos(𝜔𝑘𝑡) +

𝐸𝑛

𝜔2
𝑛−𝜔2

𝑘
sin(𝜔𝑘𝑡), 𝑛 ̸= 𝑘,

− 𝐸𝑘
2𝜔𝑘

𝑡 cos(𝜔𝑘𝑡) +
𝐷𝑘
2𝜔𝑘

𝑡 sin(𝜔𝑘𝑡), 𝑛 = 𝑘.

Начальные прогиб, скорость движения пластины и температуру считаем нулевыми (6).
Производная от температуры в начальный момент задана:

𝑇̇𝑛(0) = − 𝑟21𝐼(𝛽𝑛)

2(𝑎7 + 𝑎8)
𝑀̇𝑡(0),

где 𝑀̇𝑡(0) — величина скорости температурного момента,

𝑀̇𝑡(0) =

3∑︁
𝑘=1

𝑀̇𝑘𝑡(0), 𝑀̇1𝑡(0) =
3𝑞𝑡𝛼01𝑎𝐾1

𝜆𝐻

[︂
ℎ1

(︂
𝑐+

ℎ1
2

)︂
+

+
2𝐻

𝜋

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛

𝑛

(︂
𝐻

𝜋𝑛

(︂
(−1)𝑛 − cos

𝜋𝑛(2𝑐+ ℎ2)

𝐻

)︂
− 𝑐 sin

𝜋𝑛(2𝑐+ ℎ2)

𝐻

)︂]︂
,

𝑀̇2𝑡(0) =
3𝑞𝑡𝛼02𝑎𝐾2

𝜆𝐻

[︂
−ℎ2

(︂
𝑐+

ℎ2
2

)︂
+

2𝐻

𝜋

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛

𝑛

(︂
𝐻

𝜋𝑛

(︂
cos

𝜋𝑛ℎ2
𝐻

− 1

)︂
− 𝑐 sin

𝜋𝑛ℎ2
𝐻

)︂]︂
,

𝑀̇3𝑡(0) =
6𝑞𝑡𝛼03𝑎𝐾3

𝜆𝜋

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛

𝑛
×

×
(︂
𝐻

𝜋𝑛

(︂
cos

𝜋𝑛(2𝑐+ ℎ2)

𝐻
− cos

𝜋𝑛ℎ2
𝐻

)︂
+ 𝑐

(︂
sin

𝜋𝑛(2𝑐+ ℎ2)

𝐻
+ sin

𝜋𝑛ℎ2
𝐻

)︂)︂
.

Подставив в начальные условия выражение для прогиба (9) и функцию (11), получим
константы интегрирования

𝐴𝑛 = −

{︃
𝐷𝑛

𝜔2
𝑛−𝜔2

𝑘
, 𝑛 ̸= 𝑘,

0, 𝑛 = 𝑘,

𝐵𝑛 = − 1

𝜔𝑛

[︃{︃
𝜔𝑘𝐸𝑛

𝜔2
𝑛−𝜔2

𝑘
, 𝑛 ̸= 𝑘

− 𝐸𝑘
2𝜔𝑘

, 𝑛 = 𝑘

]︃
− 𝑟21𝐼(𝛽𝑛)

2(𝑎7 + 𝑎8)𝜔𝑛
𝑀̇𝑡(0). (12)

Таким образом, резонансные колебания рассматриваемой пластины, учитывающие теп-
ловой удар, описываются выражениями (9) с функцией времени (11) и константами инте-
грирования (12).

3. Численная апробация решения

Численная апробация решения проведена для круговой шарнирно опертой трехслойной
пластины радиуса 𝑟1 = 1 м, находящейся под совместным воздействием теплового пото-
ка и резонансной нагрузки с амплитудой 𝑞0 = 100 Па. Толщины слоев ℎ1 = ℎ2 = 0.02 м,
ℎ3 = 0.05 м. Температура усреднялась по толщине пластины. Для вычисления частот соб-
ственных колебаний 𝜔𝑛 использовались собственные числа 𝛽𝑛, приведенные в [38].

На рис. 2 показан рост амплитуды прогиба в центре пластины Д16-Т—фторопласт-4—
Д16-Т при частоте нагрузки 𝜔𝑘, совпадающей с одной из частот основного тона: 𝜔𝑘 = 𝜔0

(рис. 2, а) и 𝜔𝑘 = 𝜔1 (рис. 2, б ).
Нагревание пластины примерно на 200∘С приводит к среднему росту амплитуды коле-

баний на 11% и отклонению оси колебаний навстречу тепловому потоку. Увеличение соб-
ственной частоты колебаний приводит к большему отклонению оси колебаний.
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а / a б / b

Рис. 2. Изменение прогиба пластины во времени при резонансных колебаниях в тепловом потоке
(Д16-Т—фторопласт-4—Д16-Т) при 𝜔𝑘 = 𝜔0 (а) и 𝜔𝑘 = 𝜔1 (б ). Кривая 1 соответствует величине

теплового потока 𝑞𝑡 = 0 Дж/(м2с); кривая 2 — 𝑞𝑡 = 2 · 105 Дж/(м2с)
Fig. 2. Change in plate deflection over time during resonant oscillations in the heat flow (D16-T—
fluoroplastic-4—D16-T) at 𝜔𝑘 = 𝜔0 (a) and 𝜔𝑘 = 𝜔1 (b). Curve 1 corresponds to the heat flux value

𝑞𝑡 = 0 J/(m2s); curve 2 corresponds to 𝑞𝑡 = 2 · 105 J/(m2s)

Аналогичные результаты для пластины, набранной из материалов ВТ-20—фторопласт-4—
Д16-Т, приведены на рис. 3. Здесь, по сравнению с предыдущим случаем, отклонение оси
колебаний наблюдается в большей степени в обоих случаях резонанса. Амплитуда колеба-
ний уменьшается, что объясняется относительно большей жесткостью на изгиб титанового
несущего слоя.

а / a б / b

Рис. 3. Изменение прогиба пластины во времени при резонансных колебаниях в тепловом потоке
(ВТ-20—фторопласт-4—Д16-Т) при 𝜔𝑘 = 𝜔0(а) и 𝜔𝑘 = 𝜔1 (б ). Кривая 1 соответствует величине

теплового потока 𝑞𝑡 = 0 Дж/(м2с); кривая 2 — 𝑞𝑡 = 2 · 105 Дж/(м2с)
Fig. 3. Change in plate deflection over time during resonant oscillations in a heat flow (VT-20—PTFE-4—
D16-T) at 𝜔𝑘 = 𝜔0(a) and 𝜔𝑘 = 𝜔1 (b). Curve 1 corresponds to the heat flux value 𝑞𝑡 = 0 J/(m2s); curve

2 corresponds to 𝑞𝑡 = 2 · 105 J/(m2s)

Заключение

Предложенная математическая модель термосилового резонансного воздействия на трех-
слойную упругую круговую пластину позволяет учитывать влияние теплового удара на па-
раметры колебаний. При шарнирно опертом контуре пластины тепловой удар приводит к
возникновению свободных колебаний, на которые накладываются вынужденные колебания
от резонансной силовой нагрузки. Повышение жесткости верхнего несущего слоя приводит
к уменьшению амплитуды прогиба и увеличению отклонения оси колебаний.
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