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Аннотация. Дендрограммы, полученные из электроэнцефало-
грамм, изучаются как максимальные префиксные коды. Дендро-
грамма задает распределение на пространстве целых 2-адических
чисел и представляет разбиение с точностью до множества нулевой
меры Хаара на шары ненулевых радиусов. Предложены неархиме-
дова и архимедова метрики для характеризации дендрограмм, ас-
социированных с ЭЭГ заданных ментальных классов. Для более на-
дежного отличия одного ментального класса от другого предлага-
ется использовать расстояние Громова –Хаусдорфа между несвяз-
ными компактными пространствами: неархимедовым в виде объ-
единения 2-адических шаров, представленных ветвями дедрограм-
мы, с одной стороны, и архимедовым в виде (толстого) канторова
множества — с другой.
Ключевые слова: дендрограмма ЭЭГ, максимальный префикс-
ный код, целые 2-адические числа, ультраметрика, метрическое
пространство дендрограмм, характеристическая функция распре-
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Abstract. Dendrograms obtained from electroencephalograms are studied as maximal prefix codes.
A dendrogram defines a distribution on the space of 2-adic integers and represents a partition, up to
the set of zero Haar measure, into balls of nonzero radii. Non-Archimedean and Archimedean metrics
are proposed for the characterization of dendrograms associated with the electroencephalograms of given
mental classes. To more reliably distinguish one mental class from another, it is proposed to use the
Gromov –Hausdorff distance between disconnected compact spaces: non-Archimedean in the form of a
union of 2-adic balls represented by branches of a dedrogram, on the one hand, and Archimedean in the
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Введение

Мотивацией для данного исследования послужил метод анализа электроэнцефалограмм
(ЭЭГ), предварительно разделенных на классы по вынесенному врачебному вердикту, на
основе величины 𝑝-адического квантового потенциала [1,2]. Медицинское исследование со-
ответствовало правилам и положениям Хельсинкской декларации и было одобрено Инсти-
туциональным наблюдательным советом (IRB) Медицинского центра Рабина (Rabin Medical
Center, Petach Tikva, Israel (0275-20-RMC)). Все данные пациентов были полностью анони-
мизированы перед рассмотрением. Данные ЭЭГ были предоставлены О. Шором с согласия
Медицинского центра Рабина.

В исследовании используются записи ЭЭГ и частота их дискретизации в виде дву-
мерного массива, в котором представлены единичные считывания сигнала и 19 значений
электрических потенциалов электродов в мВ. Всего записей ЭЭГ 235: alz (43 пациента;
болезнь альцгеймера), dep (28 пациентов; депрессия), mci (27 пациентов; умеренное когни-
тивное расстройство), schiz (41 пациент; шизофрения), controls (96 пациентов; контрольная
группа).
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Данное исследование — это продолжение работ [3, 4] по классификации ментальных
классов на основе анализа дендрограмм, построенных по набору временных рядов ЭЭГ
головного мозга. Напомним, что дендрограммы суть плоские двоичные деревья с 2𝑠 + 1
вершинами (или с 𝑠 + 1 концевыми вершинами). Поскольку любая дендрограмма являет-
ся максимальным префиксным кодом, то для каждой ветви любой дендрограммы можно
оценить математическое ожидание длины кодовой последовательности, дисперсию и эн-
тропию. В [3] была выявлена следующая особенность: средние значения математического
ожидания, энтропии и дисперсии для группы дендрограмм пациентов одного ментального
класса являются уникальными. В [4] было обнаружено следующее свойство: при сопоставле-
нии пациенту точки на плоскости, где точка соответствует длинам двух выбранных ветвей
его дендрограммы, для некоторых классов было обнаружено выстраивание точек в парал-
лельные линейные структуры, называемые эпсилон-цилиндрами. На основании найденного
свойства был разработан алгоритм для их выявления и классификации по углам поворота
относительно осей координат и линии сравнения. В данной работе рассматривается зада-
ча распределения пациентов по различным классам на основе анализа префиксных кодов,
полученных посредством обработки ЭЭГ через их преобразования к виду дендрограмм с
использованием различных метрик.

1. Построение дендрограмм

В данном исследовании извлечение данных ЭЭГ производится непосредственно из ана-
лизируемых файлов с данными формата HDF5. К записи ЭЭГ применяются два филь-
тра. Первый — режекторный фильтр с бесконечной импульсной характеристикой, исполь-
зуемый для исключения помех частотой 50 Гц, вызванных колебаниями в электрической
сети. Второй — фильтр высоких частот Баттерворта для исключения частот ниже 1 Гц.
Устанавливается временное окно в 1 с. Переменная времени 𝑡 ∈ [1, 𝑛/𝑊 ], где
𝑛 = ⌊число единичных считываний сигнала

частота дискретизации ⌋, а 𝑊 — размер временного окна. Единичное считы-
вание — это вектор из 19 значений, по одному на электрод. Производится нормализация
значений электрических потенциалов внутри каждого окна. Для расчета применяется сле-
дующая формула: 𝑒𝑝𝑒𝑙𝑒𝑐,𝑡 =

|𝑒𝑝𝑒𝑙𝑒𝑐,𝑡|
max |𝑒𝑝𝑒𝑙𝑒𝑐,𝑡| , где 𝑒𝑝𝑒𝑙𝑒𝑐,𝑡 ∈ [0, 1]— нормализованная во временном

окне запись ЭЭГ для соответствующего электрода, |𝑒𝑝𝑒𝑙𝑒𝑐,𝑡| — абсолютные значения запи-
си ЭЭГ во временном окне. Производится свёртка ЭЭГ данных во временном окне. Каж-
дую секунду записи сворачиваем с шагом в 5 единичных считываний сигнала, получаем
новый набор данных ℎ𝑒𝑙𝑒𝑐,𝑡. В данном исследовании свёртка производится независимо от
частоты дискретизации, а в качестве операции свёртки используется вычисление среднего
значения. Затем вычисляем расстояние Хеллингера попарно для векторов электродов по

формуле 𝐻(𝑥, 𝑦) = 1√
2

(︁√︁∑︀𝑘
𝑖=1(

√
𝑥𝑖 −

√
𝑦𝑖)2

)︁
, где 𝑘 — число единичных считываний записи

ЭЭГ, 𝑥 = ℎ𝑒𝑙𝑒𝑐,𝑡 — временной ряд электрода 𝑒𝑙𝑒𝑐, 𝑡 — время в секундах, 𝑦 = ℎ′𝑒𝑙𝑒𝑐,𝑡 — времен-
ной ряд для иного электрода. Дендрограмма строится посредством алгоритма «ближайшая
соседняя цепь». Для вычисления расстояний между кластерами используется формула пол-
ной связи — max{𝑑(𝐼,𝐾), 𝑑(𝐽,𝐾)}, где 𝐼 и 𝐽 — объединяемые кластеры, 𝐾 — любой другой,
а 𝑑 — рефлексивное и симметричное отношение (расстояние между кластерами). Каждо-
му электроду сопоставляется бесконечная последовательность из нулей и единиц — целое
2-адическое число, на основании бинарного кодирования ветвей дендрограммы, причем пре-
фикс такой последовательности ассоциирован с конечной ветвью дендрограммы. Двоичные
коды ветвей дендрограммы образуют максимальный префиксный код.

2. Метрические пространства дендрограмм

2.1. Ультраметрика

В силу того, что дендрограммы являются максимальными префиксными кодами, они
могут быть рассмотрены как функции на обратном спектре колец вычетов по модулю 2𝑘,
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т.е. на множестве всех дендрограмм можно задать неархимедову метрику (ультраметри-
ку) 𝜌, которая индуцирована 2-адической sup-нормой. Иными словами, расстояние 𝜌 меж-
ду двумя дендрограммами 𝑎 и 𝑏 равно 2−𝑘, где 𝑘— максимальное натуральное такое, что
дендрограммы 𝑎 и 𝑏 по модулю 2𝑘 совпадают. Более того, любая дендрограмма задает
упорядоченное разбиение пространства Z2 целых 2-адических чисел на непересекающиеся
шары, объединение которых и образуют дендрограмму. Шар есть смежный класс по идеа-
лу, порожденному степенью двойки, в кольце вычетов по модулю 2𝑘. Каждый шар радиуса
2−ℓ, ℓ ∈ N однозначно определяется словом длины ℓ, следовательно, ветвью длины ℓ, исхо-
дящей из корня дендрограммы. Средние значения ультраметрик для исследуемых классов
дендрограмм представлены в табл. 1.

Таблица 1 / Table 1

Средние значения 𝜌 / Average values of 𝜌

𝜌 alz controls dep mci schiz
alz 0.23438 0.19375 0.19375 0.23438 0.23438

controls – 0.16406 0.19375 0.19375 0.19375
dep – – 0.23438 0.23438 0.23438
mci – – – 0.23438 0.23438
schiz – – – – 0.23438

C помощью ультраметрики 𝜌 мы сравниваем дендрограммы топологически. Как видно
из данных, приведенных в таблице, для 𝜌, число возможных различных значений невелико,
поэтому структура исследуемых классов дендрограмм слабо различима: трудно сказать
что-либо о принадлежности ЭЭГ конкретному классу ввиду большого числа совпадений,
но различия встречаются, значит, можно предположить, что при изменении параметров
предобработки исходных данных ЭЭГ ультраметрика может стать выразительнее.

2.2. Метрика

Дендрограмма есть распределение на пространстве Z2 целых 2-адических чисел, следо-
вательно, дендрограмма представляет разбиение с точностью до множества нулевой меры
Хаара на шары ненулевых радиусов. Распределение это дискретно, характеристическая
функция которого имеет вид

𝜒(𝐶) =
∑︁
𝑤∈𝐶

2−Λ(𝑤)𝑒𝑖𝑁(𝑤), (1)

где 𝐶 — префиксный код, Λ(𝑤) — длина слов 𝑤, 𝑁(𝑤) — номер шара, который задается
словом 𝑤.

Отметим, что
∑︀

𝑤∈𝐶 2−Λ(𝑤) = 1, поскольку дендрограмма — максимальный префикс-
ный код. Все характеристические функции распределений (1) есть элементы гильберто-
ва пространства ℓ2 последовательностей 𝑥 над полем C комплексных чисел, суммируемых
вместе со своими квадратами. На пространстве ℓ2 норма ||𝑥|| задается так: ||𝑥|| =

√
𝑥𝑥̄,

где 𝑥 =
∑︀

𝑤∈𝐶 2−Λ(𝑤)𝑒𝑖𝑁(𝑤), 𝑥̄ =
∑︀

𝑤∈𝐶 2−Λ(𝑤)𝑒−𝑖𝑁(𝑤). В случае максимальных префиксных
кодов

𝑥𝑥̄ =
∑︁
𝑤∈𝐶

2−2Λ(𝑤), (2)

и ряд (2) сходится, поскольку величины 2−Λ(𝑤) — вероятности, их сумма равна единице. Та-
ким образом, норма задана корректно, все характеристические функции распределения (1)
имеют норму не больше 1, расстояние между ними есть норма разности. Более того, ха-
рактеристическая функция (1) есть волновая функция квантовой системы с дискретным
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спектром (см. [5]). Далее, при фиксированной нумерации ветвей дендрограмм 1, 2, . . . ,𝑚
(в исследуемых дендрограммах ЭЭГ 𝑚 = 19) расстояние 𝛿 между дендрограммами 𝑎, 𝑏
определим следующим образом:

𝛿(𝑎, 𝑏) =

⎯⎸⎸⎷ 𝑚∑︁
𝑛=1

(2−Λ(𝑤𝑎(𝑛)) − 2−Λ(𝑤𝑏(𝑛)))2,

где Λ(𝑤𝑎(𝑛)), Λ(𝑤𝑏(𝑛)) — длины ветвей 𝑤𝑎(𝑛), 𝑤𝑏(𝑛), идущих к концевой вершине с номе-
ром 𝑛 в дендрограммах 𝑎, 𝑏 соответственно. Средние значения метрик 𝛿 для исследуемых
классов дендрограмм представены в табл. 2.

Таблица 2 / Table 2

Средние значения 𝛿 / Average values of 𝛿

𝛿 alz controls dep mci schiz
alz 0.36956 0.39052 0.35165 0.35553 0.35904

controls – 0.38591 0.35566 0.36843 0.36143
dep – – 0.31622 0.33241 0.33108
mci – – – 0.33832 0.33514
schiz – – – – 0.32982

Для метрики 𝛿 чем больше значение, тем больше различие в длинах кодовых последова-
тельностей. Для ультраметрики 𝜌 чем меньше значение, тем больше совпадение префикс-
ных кодов.

2.3. Метрика Громова –Хаусдорфа

Для метрического пространства𝑋 обозначим через ℋ(𝑋) семейство всех непустых замк-
нутых ограниченных подмножеств метрического пространства 𝑋. На ℋ(𝑋) можно задать
метрику Хаусдорфа 𝑑𝐻 . Известно, что ℋ(𝑋) компактно тогда и только тогда, когда 𝑋 ком-
пактно (см. [6]). Пусть 𝑋 и 𝑌 — метрические пространства. Тройка (𝑋 ′, 𝑌 ′, 𝑍), состоящая
из метрического пространства 𝑍 и двух его подпространств 𝑋 ′ и 𝑌 ′, изометричных со-
ответственно 𝑋 и 𝑌 , называется реализацией пары (𝑋,𝑌 ). Метрика Громова – Хаусдорфа
𝑑𝐺𝐻(𝑋,𝑌 ) есть точная нижняя грань чисел 𝑟, для которых существует такая реализация
(𝑋 ′, 𝑌 ′, 𝑍) пары (𝑋,𝑌 ), что 𝑑𝐻(𝑋 ′, 𝑌 ′) ⩽ 𝑟. Множество ℳ классов изометрии всех метри-
ческих компактов, наделенное метрикой Громова –Хаусдорфа, образует пространство Гро-
мова –Хаусдорфа.

Множество всех непустых бинарных отношений между 𝑋 и 𝑌 обозначим через 𝒫(𝑋,𝑌 ).
Для отношения 𝜎 ∈ 𝒫(𝑋,𝑌 ) искажением называется число

dis𝜎 = sup{||𝑥− 𝑥′| − |𝑦 − 𝑦′|| : (𝑥, 𝑦), (𝑥′, 𝑦′) ∈ 𝜎}.

Отношение 𝑅 ⊂ 𝑋×𝑌 называется соответствием (см. [6]), если ограничения на 𝑅 канониче-
ских проекций 𝜋𝑋 : (𝑥, 𝑦) ↦→ 𝑥 и 𝜋𝑌 : (𝑥, 𝑦) ↦→ 𝑦 сюръективны. Множество всех соответствий
обозначим ℛ(𝑋,𝑌 ). Для любых метрических пространств 𝑋 и 𝑌

𝑑𝐺𝐻(𝑋,𝑌 ) =
1

2
inf{dis𝑅 : 𝑅 ∈ ℛ(𝑋,𝑌 )}.

Соответствие 𝑅 называется оптимальным, если 𝑑𝐺𝐻(𝑋,𝑌 ) = 1
2dis𝑅.

Рассмотрим оптимальное соответствие между пространством𝑋 = Z2 целых 2-адических
чисел c неархимедовой метрикой 𝑑2(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|2 и канторовым множеством 𝑌 = 𝒞 с
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евклидовой метрикой 𝑑(𝑎, 𝑏) = |𝑎− 𝑏| в виде гомеоморфизма 𝜓 : Z2 → 𝒞 вида

𝜓 :
∞∑︁
𝑖=0

𝑥𝑖2
𝑖 ↦→

∞∑︁
𝑖=0

2𝑥𝑖
3𝑖+1

.

Отметим, что и Z2, и 𝒞 являются несвязными компактными пространствами. Точка 𝑥 = 𝑥0+
+𝑥1·2+𝑥2·22+𝑥3·23+. . . из Z2 гомеоморфизмом 𝜓 отображается в точку единичного отрезка
𝜓(𝑥) = 2

3𝑥0+
2
32
𝑥1+

2
33
𝑥2+. . ., где 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, . . . ∈ {0, 1}. Например, образом шара𝐵1/4(0) ⊂ Z2

(представленного соответствующей ветвью дендрограммы, ассоциированной с конкретным
электродом) в 𝒞 будет множество точек единичного отрезка вида 2

33
𝑥2 +

2
34
𝑥3 + . . ..

Пространства Z2 и 𝒞 являются элементами пространства Громова – Хаусдорфа. Тогда,
например, расстояние между шаром 𝐵1/4(0) ⊂ Z2 с центром в точке 𝑥 = 0 радиуса 1/4 и
множеством 𝜓(𝐵1/4(0)) ⊂ 𝒞 будет удовлетворять следующему неравенству:

5

72
⩽ 𝑑𝐺𝐻(𝐵1/4(0), 𝜓(𝐵1/4(0))) ⩽

1

8

в силу того (см. [6]), что

1

2
|diam𝑋 − diam𝑌 | ⩽ 𝑑𝐺𝐻(𝑋,𝑌 ) ⩽

1

2
max{diam𝑋diam𝑌 } (3)

для любых 𝑋,𝑌 ∈ ℳ. В формуле (3) diam𝑋 и diam𝑌 — диаметры 𝑋 и 𝑌 соответственно.
Известно, что пространство ℳ геодезическое (см. [6]). Это значит, что любые точки

𝑋,𝑌 ∈ ℳ можно соединить геодезической кривой 𝛾, длина которой 𝐿(𝛾) равна расстоянию
Громова –Хаусдорфа 𝑑𝐺𝐻(𝑋,𝑌 ) между 𝑋 и 𝑌 . Вычисление 𝑑𝐺𝐻(𝑋,𝑌 ) для 𝑋 = ∪𝑘𝑗𝐵1/2𝑘𝑗

(𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚) и 𝑌 = 𝜓(𝑋) является нетривиальной и трудоемкой задачей. Тем не менее,
можно рассматривать различные классы дендрограмм (классы разбиений Z2 на шары) и
их 𝜓-образы в канторовом множестве 𝒞 и усреднять расстояния (длины геодезических) для
каждого класса дендрограмм до их образов в канторовом множестве с целью характериза-
ции исследуемых ментальных классов. Канторово множество 𝒞 можно заменить на толстое
канторово множество ℱ𝒞, мера которого, в отличие от меры 𝒞, будет положительной. ℱ𝒞
можно построить (см. [7]) с помощью функции 𝑐𝑡 : [0, 1] → [0, 1]: 𝑐𝑡(𝑥) = (1− 𝑡) · 𝑥+ 𝑡 · 𝑐(𝑥),
где 𝑡 ∈ (0, 1) и 𝑐 : [0, 1] → [0, 1] есть функция Кантора

𝑐(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
∞∑︀
𝑖=1

𝑥𝑖

2𝑖
, если 𝑥 =

∞∑︀
𝑖=1

2𝑥𝑖

3𝑖
∈ 𝒞, 𝑥𝑖 ∈ {0, 1};

sup
𝑥⩽𝑦,𝑦∈𝒞

𝑐(𝑦), если 𝑥 ∈ [0, 1] ∖ 𝒞.
(4)

Например, при 𝑡 = 1/3 расстояние Громова – Хаусдорфа между 2-адическим шаром
𝐵1/4(0) и его образом в ℱ𝐶 удовлетворяет двойному неравенству

5

108
⩽ 𝑑𝐺𝐻(𝐵1/4(0), 𝑐1/3(𝜓(𝐵1/4(0)))) ⩽

1

8
.

Здесь предварительно мы строим 𝜓-образ в 𝒞, затем с помощью (4) вычисляем образ отоб-
ражения 𝑐𝑡. Отметим, что величина 𝑡 ∈ (0, 1) будет определять меру толстого канторова
множества ℱ𝐶. Для «тонкой» характеризации ветви дендрограммы (в дополнении к «гру-
бой» характеризации дендрограммы с помощью метрик 𝜌 и 𝛿) важна нижняя оценка в нера-
венстве для расстояния 𝑑𝐺𝐻 между 2-адическим шаром и его образом в 𝒞 (либо в ℱ𝐶). Для
2-адического шара 𝐵1/4(0) нижняя оценка равна 5/72 ≈ 0.0694 (случай 𝒞) и 5/108 ≈ 0.0463
(случай ℱ𝐶, 𝑡 = 1/3).
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Заключение

Таким образом, в данном исследовании предложены неархимедова и архимедова метри-
ки дендрограмм ЭЭГ для нахождения отличий между ментальными классами. Цель иссле-
дования — надежно различать классы пациентов по ЭЭГ, и в этом смысле, в дополнении
к метрикам дендрограмм ЭЭГ, метрика Громова – Хаусдорфа представляется более реле-
вантной, так как она позволяет выявлять связь между неархимедовыми и архимедовыми
характеристиками данных.
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