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Аннотация. В статье рассматриваются пространство непрерывных

функций с равномерной метрикой и анизотропное пространство Лорен-

ца – Зигмунда периодических функций многих переменных и класс Ни-

кольского –Бесова в этом пространстве. Установлены оценки наилучших

𝑀 -членных тригонометрических приближений функций из класса Ни-

кольского –Бесова в равномерной метрике.
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Введение

В статье используются следующие обозначения: R𝑚 —𝑚-мерное евклидово простран-
ство точек 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) с вещественными координатами, Z𝑚

+ — множество точек про-
странства R𝑚 с неотрицательными целыми координатами, T𝑚 = [0, 2𝜋)𝑚, 𝐶(T𝑚)— про-
странство непрерывных функций, имеющих период 2𝜋 по каждой переменной с нормой
‖𝑓‖∞ := max𝑥∈T𝑚 |𝑓(𝑥)|.

Напомним определения невозрастающей перестановки функции.

Определение 1. Пусть 𝑓 — измеримая по Лебегу функция одной переменной на [0, 1).
Функция распределения для |𝑓 | определяется как мера Лебега (см. например [1, с. 81])

𝜇𝑓 (𝑦) := 𝜇{𝑥 ∈ [0, 1) : |𝑓(𝑥)| > 𝑦}, 0 ⩽ 𝑦 <∞.

Две неотрицательные измеримые функции 𝑓 и 𝑔 называются равноизмеримыми, если
их функции распределения равны (см. например [1, с. 82]).

Определение 2 (см. например [1, с. 83]). Невозрастающей перестановкой функции 𝑓
одной переменной называется невозрастающая на [0, 1) функция 𝑓*(𝑡), равноизмеримая с
функцией |𝑓(𝑥)|.

Невозрастающая перестановка 𝑓* функции 𝑓 одной переменной на [0, 1) определяется
по формуле (см. например [1, с. 83])

𝑓*(𝑡) := inf{𝑦 > 0 : 𝜇𝑓 (𝑦) ⩽ 𝑡}, 𝑡 ∈ [0, 1).

Теперь напомним определение повторной невозрастающей перестановкой функции 𝑚
переменных.
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Определение 3 (см. [2, с. 53; 3]). Пусть 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚)— измеримая по Лебегу функция
𝑚 переменных на 𝐼𝑚 = [0, 1)𝑚. Невозрастающей перестановкой функции |𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚)| по
первой переменной понимается функция 𝑓*1(𝑡1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚), равноизмеримая на 𝐼𝑚, невоз-
растающая по 𝑡1 и такая, что функции |𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚)| и 𝑓*1(𝑡1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) равноизмеримы
как функции одной переменной для почти всех фиксированных 𝑥2, . . . , 𝑥𝑚.

Аналогичным образом, рассматривая невозрастающую перестановку функции 𝑓*1(𝑡1,
𝑥2, . . . , 𝑥𝑚) по переменной 𝑥2, при фиксированных 𝑡1, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑚 определяется функция
𝑓*1*2(𝑡1, 𝑡2, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑚), равноизмеримая с функцией 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚). Продолжая этот про-
цесс, определяется невозрастающая перестановка 𝑓*1*2...*𝑚(𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑚), равноизмеримая
с функцией |𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚)|.

В статье рассматриваются следующие функциональные пространства.
Пусть даны числа 𝑝, 𝜏 ∈ [1,∞), 𝛼 ∈ R = (−∞,+∞). Пространством Лоренца – Зигмунда

𝐿𝑝,𝛼,𝜏 (T) называется множество всех измеримых по Лебегу и 2𝜋 периодических функций 𝑓 ,
для которых (см. например, [4])

‖𝑓‖𝑝,𝛼,𝜏 :=

{︂∫︁ 1

0

(︂
𝑓*(𝑡)

)︂𝜏(︂
1 + | log2 𝑡|

)︂𝛼𝜏

𝑡
𝜏
𝑝
−1
𝑑𝑡

}︂ 1
𝜏

< +∞,

где 𝑓*(𝑡)— невозрастающая перестановка функции |𝑓(2𝜋𝑥)|, 𝑥 ∈ [0, 1), T = [0, 2𝜋).
Известно, что пространство Лоренца –Зигмунда 𝐿𝑝,𝛼,𝜏 (T) является симметричным про-

странством [1, 4]. Поэтому, следуя [3], рассмотрим анизотропное пространство Лоренца –
Зигмунда.

Пусть 𝑝 = (𝑝1, . . . 𝑝𝑚), 𝜏 = (𝜏1, . . . 𝜏𝑚), 𝛼 = (𝛼1, . . . 𝛼𝑚) и 𝑝𝑗 , 𝜏𝑗 ∈ [1,∞), 𝛼𝑗 ∈ R,
𝑗 = 1, ...,𝑚. Через 𝐿*

𝑝,𝛼,𝜏 (T𝑚) обозначим анизотропное пространство Лоренца – Зигмунда —
всех измеримых по Лебегу функций 𝑚 переменных 𝑓 , имеющих период 2𝜋 по каждой пе-
ременной и для которых величина

‖𝑓‖*𝑝,𝛼,𝜏 := ‖ . . . ‖𝑓*1,...,*𝑚‖𝑝1,𝛼1,𝜏1 . . . ‖𝑝𝑚,𝛼𝑚,𝜏𝑚 <∞,

где 𝑓*1,...,*𝑚(𝑡1, ..., 𝑡𝑚)— невозрастающая перестановка функции |𝑓(2𝜋𝑥)| по каждой пере-
менной 𝑥𝑗 ∈ [0, 1) при фиксированных остальных переменных (см. [3]) и

‖𝑔‖𝑝,𝛼,𝜏 :=

{︃∫︁ 1

0

(︀
𝑔(𝑡)

)︀𝜏(︀
1 + | log2 𝑡|

)︀𝛼𝜏
𝑡
𝜏
𝑝
−1
𝑑𝑡

}︃ 1
𝜏

.

Для 𝛼𝑗 = 0, 𝑗 = 1, ...,𝑚 пространство 𝐿*
𝑝,𝛼,𝜏 (T𝑚) является анизотропным пространством

Лоренца и обозначается 𝐿*
𝑝,𝜏 (T𝑚) , а ‖𝑓‖*𝑝,𝛼,𝜏 = ‖𝑓‖*𝑝,𝜏 (см. [3]).

Если 𝛼𝑗 = 0 и 𝑝𝑗 = 𝜏𝑗 = 𝑝 , 𝑗 = 1, ...,𝑚, то 𝐿*
𝑝,𝛼,𝜏 (T𝑚) = 𝐿𝑝(T𝑚) – известное пространство

Лебега с нормой ‖𝑓‖𝑝.
𝑙𝑝 — пространство последовательностей {𝑎𝑛}𝑛∈Z𝑚

+
действительных чисел с нормой

⃦⃦⃦{︁
𝑎𝑛

}︁
𝑛∈Z𝑚

+

⃦⃦⃦
𝑙𝑝
=
{︁ ∞∑︁
𝑛𝑚=0

[︁
...
[︁ ∞∑︁
𝑛1=0

|𝑎𝑛|𝑝1
]︁ 𝑝2

𝑝1 ...
]︁ 𝑝𝑚

𝑝𝑚−1

}︁ 1
𝑝𝑚 < +∞,

для 1 ⩽ 𝑝𝑗 < +∞, 𝑗 = 1, 2, ...,𝑚, 𝑝 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑚) и
⃦⃦
{𝑎𝑛}

⃦⃦
𝑙∞

= sup
𝑛∈Z𝑚

+

|𝑎𝑛| для 𝑝𝑗 = ∞,

𝑗 = 1, ...,𝑚.
Введем обозначения 𝑎𝑛(𝑓)— коэффициенты Фурье функции 𝑓 ∈ 𝐿1(T𝑚) по системе

{𝑒𝑖⟨𝑛,𝑥⟩} и ⟨𝑦, 𝑥⟩ =
𝑚∑︀
𝑗=1

𝑦𝑗𝑥𝑗 , 𝛿𝑠 (𝑓, 𝑥) =
∑︀

𝑛∈𝜌(𝑠)
𝑎𝑛 (𝑓) 𝑒

𝑖⟨𝑛,𝑥⟩, где 𝜌(𝑠) = {𝑘 = (𝑘1, ..., 𝑘𝑚) ∈ Z𝑚 :

⩽ |𝑘𝑗 | < 2𝑠𝑗 , 𝑗 = 1, ...,𝑚}, [𝑦]— целая часть действительного числа 𝑦 и 𝑠𝑗 ∈ Z+.
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В теории функций и ее приложениях важное значение имеет 𝑆𝑟
𝑝,𝜃𝐵 — пространство Ни-

кольского – Бесова в пространстве Лебега 𝐿𝑝(T𝑚), 1 ⩽ 𝑝 < ∞ и его различные обобщения
(см. [5, 6]).

Рассматривается аналог класса Никольского – Бесова в анизотропном пространстве Ло-
ренца –Зигмунда:

S𝑟
𝑝,𝛼,𝜏 ,𝜃

𝐵 :=
{︁
𝑓 ∈ 𝐿̊*

𝑝,𝛼,𝜏 (T𝑚) : ‖𝑓‖*𝑝,𝛼,𝜏 +
⃦⃦⃦{︁ 𝑚∏︁

𝑗=1

2𝑠𝑗𝑟𝑗‖𝛿𝑠(𝑓)‖*𝑝,𝛼,𝜏
}︁
𝑠∈Z𝑚

+

⃦⃦⃦
𝑙𝜃

⩽ 1
}︁
,

где 𝑝 = (𝑝1, ..., 𝑝𝑚), 𝛼 = (𝛼1, ..., 𝛼𝑚), 𝜏 = (𝜏1, ..., 𝜏𝑚), 𝜃 = (𝜃1, ..., 𝜃𝑚), 𝑟 = (𝑟1, ..., 𝑟𝑚),
1 < 𝑝𝑗 , 𝜏𝑗 <∞, 0 < 𝜃𝑗 ⩽ +∞, 0 < 𝑟𝑗 < +∞, 𝛼𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, ...,𝑚.

В случае 𝛼𝑗 = 0 и 𝜏𝑗 = 𝑝𝑗 = 𝑝, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 класс S𝑟𝑝,𝛼,𝜏𝐵 совпадает с известным классом
Никольского – Бесова S𝑟𝑝,𝜃𝐵 в пространстве Лебега 𝐿𝑝(T𝑚), 1 < 𝑝 <∞ (см. [5, 6]).

Наилучшим 𝑀 -членным тригонометрическим приближением функции 𝑓 ∈ 𝐶(T𝑚) на-
зывается величина (см. [7])

𝑒𝑀 (𝑓)∞ = inf
𝑘
𝑗
,𝑏𝑗

⃦⃦⃦
𝑓 −

𝑀∑︁
𝑗=1

𝑏𝑗𝑒
𝑖⟨𝑘𝑗 ,𝑥⟩

⃦⃦⃦
∞
,

где {𝑘𝑗}𝑀𝑗=1 — система векторов 𝑘𝑗 = (𝑘𝑗1, ..., 𝑘
𝑗
𝑚) с целочисленными координатами, 𝑏𝑗 — дей-

ствительные или комплексные числа. Если 𝐹 — некоторый функциональный класс в про-
странстве 𝐶(T𝑚), то положим 𝑒𝑀 (𝐹 )∞ = sup

𝑓∈𝐹
𝑒𝑀 (𝑓)∞.

В настоящее время 𝑀 -членное приближение элементов функционального пространства
находит много применений в задачах обработки сигналов, математической статистики, оп-
тимизации, машинного обучения, нейронных сетей.

Оценки порядка 𝑀 -членного приближения функций класса Никольского – Бесова S𝑟𝑝,𝜃𝐵
в равномерной метрике установлены Э. С. Белинским [8], А. С. Романюком [9] соответствен-
но в случаях 𝜃 = ∞ и 2 ⩽ 𝜃 < ∞, 1 ⩽ 𝑝 ⩽ ∞, 𝑟1 > max{1/𝑝, 1/2}. При малых гладкостях
1/𝑝 < 𝑟1 ⩽ 1/2 оценки величины 𝑒𝑀 (S𝑟𝑝,∞𝐵)∞ установлены в недавней совместной работе
В. Н. Темлякова и Т. Ульриха [10, теоремы 6.2–6.3].

Как отмечено в [7], неизвестны оценки снизу наилучших 𝑀 -членных приближений
класса Никольского – Бесова, в равномерной метрике совпадающие с известными оценками
сверху.

Точные порядки наилучших 𝑀 -членных приближений классов 𝑆𝑟
𝑝,𝛼,𝜏 (1),𝜃

𝐵 в анизотроп-
ных пространствах Лоренца и Лоренца – Зигмунда ранее установлены в [11, 12]. В отличие
от [11, 12], в предлагаемой статье рассмотрим задачу оценки наилучших 𝑀 -членных при-
ближений элементов класса 𝑆𝑟

𝑝,𝛼,𝜏 (1),𝜃
𝐵 в равномерной метрике.

Основная цель статьи — найти точный порядок величины 𝑒𝑀 (𝑆𝑟
𝑝,𝛼,𝜏 (1),𝜃

𝐵)∞.

В первом разделе приведено одно вспомогательное утверждение, необходимое для дока-
зательства основных результатов статьи. В разделе 2 мы представим и докажем основные
результаты.

Будем обозначать через 𝐶(𝑝, 𝑞, 𝑦, . . .) различные положительные величины, которые за-
висят от указанных параметров. Запись 𝐴(𝑦) ≍ 𝐵(𝑦) означает, что существуют положи-
тельные числа 𝐶1, 𝐶2 такие, что 𝐶1𝐴(𝑦) ⩽ 𝐵(𝑦) ⩽ 𝐶2𝐴(𝑦). Для краткости записи вместо
𝐵 ⩾ 𝐶1𝐴 или 𝐵 ⩽ 𝐶2𝐴 часто будем писать 𝐵 ≫ 𝐴 или 𝐵 ≪ 𝐴 соответственно. Запись log 𝑦
означает логарифм с основанием 2 от числа 𝑦 > 0.
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1. Вспомогательные утверждения

Лемма 1. Пусть 𝛾′ = (𝛾′1, . . . , 𝛾
′
𝑚), 𝛾 = (𝛾1, . . . , 𝛾𝑚), 𝜃 = (𝜃1, . . . , 𝜃𝑚) и 0 < 𝛾′𝑗 ⩽ 𝛾𝑗,

0 < 𝜃𝑗 ⩽ ∞, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 и 𝛼 ∈ (0,∞). Тогда справедливо следующее неравенство:

𝐼𝑚𝑛 :=
⃦⃦⃦{︁

2−𝛼⟨𝑠,𝛾⟩
𝑚∏︁
𝑗=1

(𝑠𝑗 + 1)𝜆𝑗

}︁
𝑠∈𝑌 𝑚(𝑛,𝛾′)

⃦⃦⃦
𝑙𝜃

≪ 2−𝑛𝛼𝛿𝑛

∑︀
𝑗∈𝐴

𝜆𝑗+
∑︀

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

1
𝜃𝑗
, 𝑛 ∈ N,

где 𝛿 = min
{︁

𝛾𝑗
𝛾′
𝑗
: 𝑗 = 1, . . . ,𝑚

}︁
, 𝐴 =

{︁
𝑗 :

𝛾𝑗
𝛾′
𝑗
= 𝛿, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚

}︁
, 𝑗1 = min{𝑗 : 𝑗 ∈ 𝐴} и числа

𝜆𝑗 ∈ R удовлетворяют условиям

min

⎧⎨⎩ ∑︁
𝑗∈𝐴∖{𝑗′}

𝜆𝑗 +
∑︁

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

1

𝜃𝑗
, 𝜆𝑗′ +

1

𝜃′𝑗

⎫⎬⎭ > 0

и 𝑗′ = max{𝑗 ∈ 𝐴}.
Доказательство. Cлучай 0 < 𝜃𝑗 <∞, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 доказан в [13, лемма 3]. Для 𝜃𝑗 = ∞,

𝑗 = 1, 2 доказательство приведено в [13, с. 9]. Поэтому мы рассмотрим случай 𝑚 ⩾ 3 при
𝜃𝑗 = ∞, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚.

Предположим, что утверждение леммы верно для 𝑚− 1 т. е.

𝐼𝑚−1
𝑛 := sup

𝑠∈𝑌 𝑚−1(𝑛,𝛾′
𝑚−1)

2−𝛼⟨𝑠𝑚−1,𝛾𝑚−1⟩
𝑚−1∏︁
𝑗=1

(𝑠𝑗 + 1)𝜆𝑗 ≪ 2−𝑛𝛼𝛿𝑚−1(𝑛+ 1)

∑︀
𝑗∈𝐴𝑚−1

𝜆𝑗

(1)

при условии 𝜆𝑗 ⩾ 0, для 𝑗 ∈ 𝐴𝑚−1 и 𝜆𝑗 ∈ R, для 𝑗 /∈ 𝐴𝑚−1, где 𝑧𝑚−1 = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑚−1),
𝛿𝑚−1 = min

{︁
𝛾𝑗
𝛾′
𝑗
: 𝑗 = 1, . . . ,𝑚− 1

}︁
, 𝐴𝑚−1 :=

{︁
𝑗 = 1, . . . ,𝑚− 1 :

𝛾𝑗
𝛾′
𝑗
= 𝛿𝑚−1

}︁
, 𝑗1,𝑚−1 =

= min{𝑗 ∈ 𝐴𝑚−1}.
Докажем утверждение леммы для 𝑚 ⩾ 3. По определению множества 𝑌 𝑚(𝑛, 𝛾′) имеем

𝐼𝑚𝑛 = sup
0⩽𝑠𝑚<𝑛/𝛾′

𝑚

2−𝑠𝑚𝛾𝑚𝛼(𝑠𝑚 + 1)𝜆𝑚 sup
𝑠∈𝑌 𝑚−1(𝑛−𝑠𝑚𝛾′

𝑚,𝛾′
𝑚−1)

2−𝛼⟨𝑠𝑚−1,𝛾𝑚−1⟩
𝑚−1∏︁
𝑗=1

(𝑠𝑗 + 1)𝜆𝑗+

+ sup
𝑠𝑚⩾𝑛/𝛾′

𝑚

2−𝑠𝑚𝛾𝑚𝛼(𝑠𝑚 + 1)𝜆𝑚 sup
𝑠∈Z𝑚−1

+

2−𝛼⟨𝑠𝑚−1,𝛾𝑚−1⟩
𝑚−1∏︁
𝑗=1

(𝑠𝑗 + 1)𝜆𝑗 = 𝜎1(𝑛) + 𝜎2(𝑛). (2)

В силу предположения (1) с заменой 𝑛 на 𝑛− 𝑠𝑚𝛾
′
𝑚 получим

𝜎1(𝑛) ≪ sup
0⩽𝑠𝑚<𝑛/𝛾′

𝑚

2−𝑠𝑚𝛾𝑚𝛼(𝑠𝑚 + 1)𝜆𝑚2−(𝑛−𝑠𝑚𝛾′
𝑚)𝛼𝛿𝑚−1(𝑛− 𝑠𝑚𝛾

′
𝑚)

∑︀
𝑗∈𝐴𝑚−1

𝜆𝑗

=

= 𝐶2−𝑛𝛼𝛿𝑚−1 sup
0⩽𝑠𝑚<𝑛/𝛾′

𝑚

2
−𝑠𝑚𝛾′

𝑚( 𝛾𝑚
𝛾′𝑚

−𝛿𝑚−1)𝛼
(𝑠𝑚 + 1)𝜆𝑚(𝑛− 𝑠𝑚𝛾

′
𝑚)

∑︀
𝑗∈𝐴𝑚−1

𝜆𝑗

(3)

при условии 𝜆𝑗 ⩾ 0, для 𝑗 ∈ 𝐴𝑚−1 и 𝜆𝑗 ∈ R, для 𝑗 /∈ 𝐴𝑚−1.
Если 𝛾𝑚

𝛾′
𝑚
−𝛿𝑚−1 > 0, то 𝛿 = 𝛿𝑚 = min{𝛾𝑗

𝛾′
𝑗
: 𝑗 = 1, . . . ,𝑚} = 𝛿𝑚−1, 𝐴 = 𝐴𝑚 = {𝑗 : 𝛾𝑗

𝛾′
𝑗
= 𝛿, 𝑗 =

= 1, . . . ,𝑚} = 𝐴𝑚−1, 𝑗1 = min{𝑗 ∈ 𝐴𝑚} = 𝑗0,𝑚−1. Поэтому, учитывая, что 𝜆𝑗 ⩾ 0, для
𝑗 ∈ 𝐴𝑚−1 из неравенства (3) получим

𝜎1(𝑛) ≪ 2−𝑛𝛼𝛿𝑚−1(𝑛+ 1)

∑︀
𝑗∈𝐴𝑚−1

𝜆𝑗

sup
0⩽𝑠𝑚<𝑛/𝛾′

𝑚

2
−𝑠𝑚𝛾′

𝑚( 𝛾𝑚
𝛾′𝑚

−𝛿𝑚−1)𝛼
(𝑠𝑚 + 1)𝜆𝑚 ≪

≪ 2−𝑛𝛼𝛿(𝑛+ 1)

∑︀
𝑗∈𝐴𝑚−1

𝜆𝑗

(4)

в случае 𝛾𝑚
𝛾′
𝑚
− 𝛿𝑚−1 > 0, для 𝜆𝑚 ∈ R.
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Пусть 𝛾𝑚
𝛾′
𝑚

− 𝛿𝑚−1 < 0. Тогда 𝛾𝑚
𝛾′
𝑚
<

𝛾𝑗
𝛾′
𝑗
, для 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 − 1 и 𝐴 = {𝑚}. Выберем число

𝜂 ∈ (0, 𝛼(𝛿𝑚−1 − 𝛾𝑚
𝛾′
𝑚
)). Учитывая, что для 𝜆 > 0 функция 𝑡𝜆

2𝑡 ↓ 0 при 𝑡→ +∞, будем иметь

sup
0⩽𝑠𝑚<𝑛/𝛾′

𝑚

2
−𝑠𝑚𝛾′

𝑚( 𝛾𝑚
𝛾′𝑚

−𝛿𝑚−1)𝛼
(𝑠𝑚 + 1)𝜆𝑚(𝑛− 𝑠𝑚𝛾

′
𝑚 + 1)

∑︀
𝑗∈𝐴𝑚−1

𝜆𝑗

=

= sup
0⩽𝑠𝑚<𝑛/𝛾′

𝑚

2
𝑠𝑚𝛾′

𝑚𝛼(𝛿𝑚−1− 𝛾𝑚
𝛾′𝑚

)
(𝑠𝑚 + 1)𝜆𝑚2(𝑛−𝑠𝑚𝛾′

𝑚)𝜂2(𝑛−𝑠𝑚𝛾′
𝑚)𝜂2−(𝑛−𝑠𝑚𝛾′

𝑚)𝜂×

×2(𝑛−𝑠𝑚𝛾′
𝑚)𝜂(𝑛− 𝑠𝑚𝛾

′
𝑚 + 1)

∑︀
𝑗∈𝐴𝑚−1

𝜆𝑗 ≪ sup
0⩽𝑠𝑚<𝑛/𝛾′

𝑚

2
𝑠𝑚𝛾′

𝑚𝛼(𝛿𝑚−1− 𝛾𝑚
𝛾′𝑚

)
(𝑠𝑚 + 1)𝜆𝑚×

×2(𝑛−𝑠𝑚𝛾′
𝑚)𝜂 = 𝐶2𝑛𝜂 sup

0⩽𝑠𝑚<𝑛/𝛾′
𝑚

2
𝑠𝑚𝛾′

𝑚(𝛼(𝛿𝑚−1− 𝛾𝑚
𝛾′𝑚

)−𝜂)
(𝑠𝑚 + 1)𝜆𝑚 =

= 𝐶2𝑛𝜂2
𝑛(𝛼(𝛿𝑚−1− 𝛾𝑚

𝛾′𝑚
)−𝜂)

(𝑛+ 1)𝜆𝑚 = 𝐶2
𝑛𝛼(𝛿𝑚−1− 𝛾𝑚

𝛾′𝑚
)
(𝑛+ 1)𝜆𝑚

для 𝜆𝑚 ∈ R. Поэтому из неравенства (3) следует, что

𝜎1(𝑛) ≪ 2−𝑛𝛼𝛿𝑚−12
𝑛𝛼(𝛿𝑚−1− 𝛾𝑚

𝛾′𝑚
)
(𝑛+ 1)𝜆𝑚 = 𝐶2

−𝑛𝛼 𝛾𝑚
𝛾′𝑚 (𝑛+ 1)𝜆𝑚 (5)

в случае 𝛾𝑚
𝛾′
𝑚
− 𝛿𝑚−1 < 0, для 𝜆𝑚 ∈ R.

Таким образом, оценки (4) и (5) означают, что

𝜎1(𝑛) ≪ 2−𝑛𝛼𝛿(𝑛+ 1)

∑︀
𝑗∈𝐴𝑚−1

𝜆𝑗

(6)

в случае 𝛾𝑚
𝛾′
𝑚

̸= 𝛿𝑚−1, 𝜆𝑗 ⩾ 0, для 𝑗 ∈ 𝐴 и 𝜆𝑗 ∈ R, для 𝑗 /∈ 𝐴.
Пусть 𝛾𝑚

𝛾′
𝑚
−𝛿𝑚−1 = 0. Тогда 𝐴 = 𝐴𝑚=𝐴𝑚−1∪{𝑚} и 𝑗1=min{𝑗 ∈ 𝐴𝑚}=min{𝑗 ∈ 𝐴𝑚−1} =

= 𝑗0,𝑚−1. Поэтому, учитывая, что 𝜆𝑗 ⩾ 0 для 𝑗 ∈ 𝐴, из неравенства (3) для 𝜆𝑚 ⩾ 0 будем
иметь

𝜎1(𝑛) ≪ 2−𝑛𝛼𝛿𝑚−1 sup
0⩽𝑠𝑚<𝑛/𝛾′

𝑚

(𝑠𝑚 + 1)𝜆𝑚(𝑛− 𝑠𝑚𝛾
′
𝑚)

∑︀
𝑗∈𝐴𝑚−1

𝜆𝑗 ≪

≪ 2−𝑛𝛼𝛿𝑚−1(𝑛+ 1)

∑︀
𝑗∈𝐴𝑚−1

𝜆𝑗

sup
0⩽𝑠𝑚<𝑛/𝛾′

𝑚

(𝑠𝑚 + 1)𝜆𝑚 ≪

≪ 2−𝑛𝛼𝛿𝑚−1(𝑛+ 1)

∑︀
𝑗∈𝐴𝑚−1

𝜆𝑗

(𝑛+ 1)𝜆𝑚 = 𝐶2−𝑛𝛼𝛿𝑚(𝑛+ 1)
∑︀

𝑗∈𝐴 𝜆𝑗
. (7)

Таким образом (см. (6) и (7)),

𝜎1(𝑛) ≪ 2−𝑛𝛼𝛿(𝑛+ 1)
∑︀

𝑗∈𝐴 𝜆𝑗
, (8)

𝜆𝑗 ⩾ 0 для 𝑗 ∈ 𝐴 и 𝜆𝑗 ∈ R для 𝑗 /∈ 𝐴. Так как для 𝜆 > 0 функция 𝑡𝜆

2𝑡 ↓ 0 при 𝑡→ +∞, то

𝜎2(𝑛) ≪ sup
𝑠𝑚⩾𝑛/𝛾′

𝑚

2−𝑠𝑚𝛾𝑚𝛼(𝑠𝑚 + 1)𝜆𝑚 ≪ 2
−𝑛𝛼 𝛾𝑚

𝛾′𝑚 (𝑛+ 1)𝜆𝑚 (9)

для 𝜆𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚.
Теперь из равенства (2) и неравенств (8), (9) следует, что

𝐼𝑚𝑛 ≪ 2−𝑛𝛼𝛿(𝑛+ 1)
∑︀

𝑗∈𝐴 𝜆𝑗
+ 2

−𝑛𝛼 𝛾𝑚
𝛾′𝑚 (𝑛+ 1)𝜆𝑚 ≪ 2−𝑛𝛼𝛿(𝑛+ 1)

∑︀
𝑗∈𝐴 𝜆𝑗

,

𝜆𝑗 ⩾ 0 для 𝑗 ∈ 𝐴 и 𝜆𝑗 ∈ R для 𝑗 /∈ 𝐴. □
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2. Основные результаты

Пусть 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑚), 𝑏 = (𝑏1, . . . , 𝑏𝑚), 𝜃 = (𝜃1, . . . , 𝜃𝑚), 𝑟𝑗 > 0, 𝑏𝑗 ∈ R, 1 ⩽ 𝜃𝑗 ⩽ ∞,
𝑗 = 1, ...,𝑚. Рассмотрим вспомогательный класс

S𝑟,𝑏
2,𝜃
𝐵 =

{︃
𝑓 ∈ 𝐿2(T𝑚) :

⃦⃦⃦{︁ 𝑚∏︁
𝑗=1

2𝑠𝑗𝑟𝑗 (𝑠𝑗 + 1)𝑏𝑗‖𝛿𝑠(𝑓)‖2
}︁
𝑠∈Z𝑚

+

⃦⃦⃦
𝑙𝜃

⩽ 1

}︃
.

Для функции 𝑓 ∈ 𝐿1(T𝑚) положим (см. [7, 14])

𝑓𝑙,𝑟(𝑥) =
∑︁

𝑙⩽⟨𝑠,𝛾⟩<𝑙+1

𝛿𝑠(𝑓, 𝑥), 𝑙 ∈ Z+,

где 𝛾 = (𝛾1, . . . , 𝛾𝑚), 𝛾1 = . . . = 𝛾𝜈 < 𝛾𝜈+1 ⩽ . . . ⩽ 𝛾𝑚, 𝛾𝑗 =
𝑟𝑗
𝑟1

, 𝑟𝑗 > 0, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚.
Для оценки𝑀 -членных наилучших приближений дифферецируемых функций конструк-

тивным методом используется класс𝑊 𝑎,𝑏
𝐴 (см. [7,14]). Пусть число 𝑎 > 0 и 𝑏 ∈ R. Рассмотрим

следующий класс определенный в [7,14]:

𝑊 𝑎,𝑏
𝒜 =

{︁
𝑓 ∈ 𝐿1(T𝑚) : ‖𝑓𝑙,𝛾‖𝒜 ⩽ 2−𝑙𝑎𝑙

(𝜈−1)𝑏
0

}︁
,

где 𝑙0 = max{1, 𝑙}, 𝑙 ∈ Z+ и

‖𝑓𝑙,𝛾‖𝒜 =
∑︁

𝑙⩽⟨𝑠,𝛾⟩<𝑙+1

∑︁
𝑛∈𝜌(𝑠)

|𝑎𝑛(𝑓)|.

Используя класс 𝑊 𝑎,𝑏
𝒜 , докажем следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть 𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑚), 𝜃 = (𝜃1, . . . , 𝜃𝑚), 𝑏 = (𝑏1, . . . , 𝑏𝑚), 𝑏𝑗 ∈ R, 1 ⩽ 𝜃𝑗 ⩽ ∞,
𝑗 = 1, ...,𝑚, 0 < 𝑟𝑗0 = min{𝑟𝑗 : 𝑗 = 1, ...,𝑚}, 𝐴 = {𝑗 = 1, ...,𝑚 : 𝑟𝑗 = 𝑟𝑗0}, 𝑗1 = min{𝑗 ∈ 𝐴}.

Если 𝑟𝑗0 > 1/2, то

𝑒𝑀 (𝑆𝑟,𝑏

2,𝜃
𝐵)∞ ≪

(︃
log|𝐴|−1𝑀

𝑀

)︃𝑟𝑗0

(log𝑀)

∑︀
𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

( 1
2
− 1

𝜃𝑗
)−

∑︀
𝑗∈𝐴

𝑏𝑗√︀
log𝑀

при условии

min

⎧⎨⎩−
∑︁

𝑗∈𝐴∖{𝑗′}

𝑏𝑗 +
∑︁

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

1

𝜃′𝑗
,−𝑏𝑗′ +

1

𝜃′𝑗′

⎫⎬⎭ > 0, (10)

где 𝑗′ = max{𝑗 ∈ 𝐴}, |𝐴| — количество элементов множества 𝐴 ⊂ {1, . . . ,𝑚}.

Доказательство. Сначала докажем, что 𝑆𝑟,𝑏

2,𝜃
𝐵 ⊂ 𝐶(T𝑚). Пусть 𝑓 ∈ 𝑆𝑟,𝑏

2,𝜃
𝐵. По свойству

нормы в пространстве 𝐶(T𝑚) и неравенству разных метрик Никольского для тригономет-
рического полинома [15, гл. 3, подразд. 3.4.3] имеем

‖𝑓‖∞ ⩽
∑︁
𝑠∈Z𝑚

+

‖𝛿𝑠(𝑓)‖∞ ⩽ 2𝑚
∑︁
𝑠∈Z𝑚

+

𝑚∏︁
𝑗=1

2𝑠𝑗/2‖𝛿𝑠(𝑓)‖2 =

= 2𝑚
∑︁
𝑠∈Z𝑚

+

𝑚∏︁
𝑗=1

2𝑠𝑗𝑟𝑗 (𝑠𝑗 + 1)𝑏𝑗‖𝛿𝑠(𝑓)‖2
𝑚∏︁
𝑗=1

2−𝑠𝑗(𝑟𝑗−1/2)(𝑠𝑗 + 1)−𝑏𝑗 . (11)

Если 𝜃𝑗 = ∞, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, то из неравенства (11) получим

‖𝑓‖∞ ⩽ sup
𝑠∈Z𝑚

+

(︁ 𝑚∏︁
𝑗=1

2𝑠𝑗𝑟𝑗 (𝑠𝑗 + 1)𝑏𝑗‖𝛿𝑠(𝑓)‖2
)︁ ∑︁

𝑠∈Z𝑚
+

𝑚∏︁
𝑗=1

2−𝑠𝑗(𝑟𝑗−1/2)(𝑠𝑗 + 1)−𝑏𝑗 . (12)
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Если 1 ⩽ 𝜃𝑗 < ∞, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, то, применяя неравенство Гельдера при 1
𝜃𝑗

+ 1
𝜃′𝑗

= 1,
𝑗 = 1, . . . ,𝑚 (при 𝜃𝑗 = 1 считается, что 𝜃′𝑗 = ∞), из неравенства (11) будем иметь

‖𝑓‖∞ ⩽
⃦⃦⃦{︁ 𝑚∏︁

𝑗=1

2𝑠𝑗𝑟𝑗 (𝑠𝑗 + 1)𝑏𝑗‖𝛿𝑠(𝑓)‖2
}︁
𝑠∈Z𝑚

+

⃦⃦⃦
𝑙𝜃

⃦⃦⃦{︁ 𝑚∏︁
𝑗=1

2−𝑠𝑗(𝑟𝑗−1/2)(𝑠𝑗 + 1)−𝑏𝑗
}︁
𝑠∈Z𝑚

+

⃦⃦⃦
𝑙
𝜃
′
, (13)

где 𝜃′ = (𝜃′1, . . . , 𝜃
′
𝑚). Так как 𝑟𝑗 − 1

2 > 0, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚, то из неравенств (12) и (13) следует,

что 𝑆𝑟,𝑏

2,𝜃
𝐵 ⊂ 𝐶(T𝑚).

Докажем оценку сверху величины 𝑒𝑀 (𝑆𝑟,𝑏

2,𝜃
𝐵)∞. Пусть 𝑓 ∈ 𝑆𝑟,𝑏

2,𝜃
𝐵. Для 𝑀 ∈ N существует

натуральное число 𝑛 такое, что 𝑀 ≍ 2𝑛𝑛|𝐴|−1. Введем обозначения 𝛾𝑗 =
𝑟𝑗
𝑟𝑗0

, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 и
𝛾′𝑗 = 𝛾𝑗 = 1, для 𝑗 ∈ 𝐴 и 1 < 𝛾′𝑗 < 𝛾𝑗 , для 𝑗 /∈ 𝐴, 𝛾 = (𝛾1, . . . , 𝛾𝑚), 𝛾′ = (𝛾′1, . . . , 𝛾

′
𝑚). Как в

доказательствах неравенств (11)–(13), применяя равенство Парсеваля [15, гл. 3, разд. 5.5],
неравенство Гельдера при 1 ⩽ 𝜃𝑗 ⩽ ∞, 1

𝜃𝑗
+ 1

𝜃′𝑗
= 1, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚 и лемму 1, имеем

‖𝑓𝑙,𝛾′‖𝒜 =
∑︁

𝑙⩽⟨𝑠,𝛾′⟩<𝑙+1

‖𝛿𝑠(𝑓)‖𝒜 ⩽ 2𝑚
∑︁

𝑙⩽⟨𝑠,𝛾′⟩<𝑙+1

2⟨𝑠,1⟩
1
2 ‖𝛿𝑠(𝑓)‖2 ≪

≪
⃦⃦⃦⃦
⃦
{︃
2⟨𝑠,𝑟⟩

𝑚∏︁
𝑗=1

(𝑠𝑗 + 1)𝑏𝑗‖𝛿𝑠(𝑓)‖2
}︃

𝑙⩽⟨𝑠,𝛾′⟩<𝑙+1

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑙𝜃

⃦⃦⃦⃦
⃦
{︃

𝑚∏︁
𝑗=1

2−𝑠𝑗(𝑟𝑗− 1
2
)(𝑠𝑗 + 1)−𝑏𝑗

}︃
𝑙⩽⟨𝑠,𝛾′⟩<𝑙+1

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑙
𝜃
′

≪

≪ 2−𝑙(𝑟𝑗0−
1
2
)𝑙
−

∑︀
𝑗∈𝐴

𝑏𝑗+
∑︀

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

1
𝜃′
𝑗 (14)

для функции 𝑓 ∈ 𝑆𝑟,𝑏

2,𝜃
𝐵 при условии (10), где 1 = (1, . . . , 1). Поэтому согласно лемме 6.1 [7]

при 𝑎 = 𝑟𝑗0 − 1
2 и 𝑏 = 1

|𝐴|−1

(︁ ∑︀
𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

1
𝜃′𝑗

− ∑︀
𝑗∈𝐴

𝑏𝑗

)︁
будем иметь

𝑒𝑀 (𝑊
𝑟𝑗0−

1
2
,𝑏

𝒜 )∞ ≪𝑀−1/2𝑀−(𝑟𝑗0−
1
2
)(log𝑀)

(|𝐴|−1)
(︀
𝑟𝑗0−

1
2
+ 1

|𝐴|−1

(︀ ∑︀
𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

1
𝜃′
𝑗
−

∑︀
𝑗∈𝐴

𝑏𝑗

)︀)︀√︀
log𝑀 =

= 𝐶

(︃
log|𝐴|−1𝑀

𝑀

)︃𝑟𝑗0(︁
log𝑀

)︁ ∑︀
𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

( 1
2
− 1

𝜃𝑗
)−

∑︀
𝑗∈𝐴

𝑏𝑗√︀
log𝑀 (15)

при условии (10). Из оценки (14) следует, что

𝑆𝑟,𝑏

2,𝜃
𝐵 ⊂𝑊

𝑟𝑗0−
1
2
,𝑏

𝒜 ,

где 𝑏 = 1
|𝐴|−1

(︁ ∑︀
𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

1
𝜃′𝑗

− ∑︀
𝑗∈𝐴

𝑏𝑗

)︁
. Поэтому из оценки (15) следует, что утверждение теоре-

мы 1 доказано. □

Теорема 2. Пусть 𝑝 = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑚), 𝜏 = (𝜏1, . . . , 𝜏𝑚), 𝜃 = (𝜃1, . . . , 𝜃𝑚), 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑚),
𝑟 = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑚) и 1 < 𝑝𝑗 , 𝜏𝑗 < ∞, 1 ⩽ 𝜃𝑗 ⩽ ∞, 𝛼𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, ...,𝑚 и 0 < 𝑟𝑗0 −max{ 1

𝑝𝑗0
, 12} =

= min{𝑟𝑗−max{ 1
𝑝𝑗
, 12} : 𝑗 = 1, ...,𝑚}, 𝐴 = {𝑗 : 𝑟𝑗−max{ 1

𝑝𝑗
, 12} = 𝑟𝑗0−max{ 1

𝑝𝑗0
, 12}, 𝑗 = 1, ...,𝑚},

𝑗1 = min{𝑗 ∈ 𝐴}.
1. Если 2 ⩽ 𝜃𝑗 ⩽ +∞, 𝑝𝑗 ∈ (1, 2) ∪ (2,∞), 1 < 𝜏𝑗 <∞, 𝑗 = 1, ...,𝑚, то

𝑒𝑀
(︀
S𝑟
𝑝,𝛼,𝜏 ,𝜃

𝐵
)︀
∞ ≪𝑀

−(𝑟𝑗0−( 1
𝑝𝑗0

− 1
2
)+)

(log𝑀)
(|𝐴|−1)(𝑟𝑗0−( 1

𝑝𝑗0
− 1

2
)+)−

∑︀
𝑗∈𝐴

𝛼𝑗

×

×(log𝑀)

∑︀
𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

( 1
2
− 1

𝜃𝑗
)

(log𝑀)1/2
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при условии min{ ∑︀
𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(12 − 1
𝜃𝑗
)− ∑︀

𝑗∈𝐴∖{𝑗′}
𝛼𝑗 ,

1
2 − 1

𝜃𝑗′
− 𝛼𝑗′} > 0, где 𝑗′ = max{𝑗 ∈ 𝐴}.

2. Если 𝑝𝑗 = 2 и 1 < 𝜏𝑗 <∞, 2 ⩽ 𝜃𝑗 ⩽ ∞, 𝛼𝑗 = 0, 𝑗 = 1, ...,𝑚, то

𝑒𝑀
(︀
S𝑟
2,0,𝜏 ,𝜃

𝐵
)︀
∞ ≪

(︁ log|𝐴|−1

𝑀

)︁𝑟𝑗0
(log𝑀)

∑︀
𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

( 1
2
− 1

𝜃𝑗
)+

∑︀
𝑗∈𝐴

( 1
2
− 1

𝜏𝑗
)+

(log𝑀)1/2.

3. Если 𝛼𝑗 = 0 и 2 ⩽ 𝜃𝑗 ⩽ +∞, 𝑝𝑗 ∈ (1, 2) ∪ (2,∞), 1 < 𝜏𝑗 <∞, 𝑗 = 1, ...,𝑚, то

𝑀
−(𝑟𝑗0−( 1

𝑝𝑗0
− 1

2
)+)

(log𝑀)
(|𝐴|−1)(𝑟𝑗0−( 1

𝑝𝑗0
− 1

2
)+)

(log𝑀)

∑︀
𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

( 1
2
− 1

𝜃𝑗
)

≪ 𝑒𝑀
(︀
S𝑟
𝑝,0,𝜏 ,𝜃

𝐵
)︀
∞.

Доказательство. Пусть 2 < 𝑝𝑗 < ∞, 𝑗 = 1, ...,𝑚. Тогда S𝑟
𝑝,𝛼,𝜏 ,𝜃

𝐵 ⊂ S𝑟
2,0,2,𝜃

𝐵 = S𝑟
2,𝜃
𝐵

для 𝛼𝑗 ∈ R, 𝑗 = 1, ...,𝑚. В теореме 1, полагая 𝑏𝑗 = 0 для 𝑗 = 1, ...,𝑚, имеем

𝑒𝑀
(︀
S𝑟
𝑝,𝛼,𝜏 ,𝜃

𝐵
)︀
∞ ≪ 𝑒𝑀

(︀
S𝑟
2,𝜃
𝐵
)︀
∞ ≪𝑀−𝑟𝑗0 (log𝑀)

∑︀
𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(𝑟𝑗0+
1
2
− 1

𝜃𝑗
)

в случае 2 < 𝑝𝑗 <∞, 2 ⩽ 𝜃𝑗 ⩽ +∞, 𝑗 = 1, ...,𝑚.
Пусть 1 < 𝑝𝑗 < 2, 𝑗 = 1, ...,𝑚. В статье [16], в теореме 2, полагая 𝜙𝑗(𝑡) = 𝑡1/𝑝𝑗 (1+| log 𝑡|)𝛼𝑗

и 𝜓𝑗(𝑡) = 𝑡1/2, для 𝑡 ∈ (0, 1], 𝑗 = 1, ...,𝑚 и 𝑓(𝑥) = 𝛿𝑠(𝑓, 𝑥), получим

‖𝛿𝑠(𝑓)‖2 ≪
𝑚∏︁
𝑗=1

2
𝑠𝑗(

1
𝑝𝑗

− 1
2
)
(𝑠𝑗 + 1)−𝛼𝑗‖𝛿𝑠(𝑓)‖*𝑝,𝛼,𝜏

при 𝛼𝑗 ∈ R, 1 < 𝜏𝑗 <∞, 𝑗 = 1, ...,𝑚. В силу этого неравенства имеем 𝑆𝑟
𝑝,𝛼,𝜏 ,𝜃

𝐵 ⊂ 𝑆𝛽,𝛼

2,𝜃
𝐵, где

𝛽 = (𝛽1, . . . , 𝛽𝑚), 𝛽𝑗 = 𝑟𝑗 − 1
𝑝𝑗

+ 1
2 , для 𝑗 = 1, ...,𝑚. Поэтому согласно теореме 1 получим

𝑒𝑀
(︀
S𝑟
𝑝,𝛼,𝜏 ,𝜃

𝐵
)︀
∞ ≪ 𝑒𝑀

(︀
S𝛽,𝛼
2,𝜃
𝐵
)︀
∞ ≪𝑀−𝛽𝑗0 (log𝑀)

∑︀
𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(𝛽𝑗0
+ 1

2
− 1

𝜃𝑗
)−

∑︀
𝑗∈𝐴

𝛼𝑗√︀
log𝑀 ≪

≪𝑀
−(𝑟𝑗0−

1
𝑝𝑗

+ 1
2
)
(log𝑀)

(|𝐴|−1)(𝑟𝑗0+
1
2
− 1

𝑝𝑗0
)−

∑︀
𝑗∈𝐴

𝛼𝑗

(log𝑀)

∑︀
𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

( 1
2
− 1

𝜃𝑗
)√︀

log𝑀

в случае 1 < 𝑝𝑗 < 2, 𝑗 = 1, ...,𝑚, при условии

min
{︁
−
∑︁
𝑗∈𝐴

𝛼𝑗 +
∑︁

𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(
1

2
− 1

𝜃𝑗
), −𝛼𝑗′ +

1

2
− 1

𝜃𝑗′

}︁
> 0.

Первое утверждение доказано.
Докажем утверждение 2. Пусть 𝑝𝑗 = 2 и 1 ⩽ 𝜏𝑗 ⩽ 2, 𝛼𝑗 = 0, 𝑗 = 1, ...,𝑚. Тогда из извест-

ного неравенства ‖𝑓‖2 ≪ ‖𝑓‖*2,𝜏 для 𝑓 ∈ 𝐿*
2,𝜏 следует, что 𝑆𝑟

2,𝜏 ,𝜃
𝐵 ⊂ 𝑆𝑟

2,𝜏 ,𝜃
𝐵. Следовательно,

из теоремы 1 при 2 < 𝜃𝑗 ⩽ ∞ и 𝑏𝑗 = 0, 𝑗 = 1, ...,𝑚 получим

𝑒𝑀
(︀
S𝑟
2,𝜏 ,𝜃

𝐵
)︀
∞ ≪𝑀−𝑟𝑗0 (log𝑀)

∑︀
𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(𝑟𝑗0+
1
2
− 1

𝜃𝑗
)√︀

log𝑀.

Если 2 < 𝜏𝑗 < ∞ и 𝑝𝑗 = 2, 𝑗 = 1, ...,𝑚, то в силу неравенства разных метрик для
тригонометрического полинома в анизотропном пространстве Лоренца [17] имеем

‖𝛿𝑠(𝑓)‖2 ≪
𝑚∏︁
𝑗=1

(𝑠𝑗 + 1)
1
2
− 1

𝜏𝑗 ‖𝛿𝑠(𝑓)‖*2,𝜏 .
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Поэтому 𝑆𝑟
2,𝜏 ,𝜃

𝐵 ⊂ 𝑆𝑟,𝑏

2,𝜃
𝐵, где 𝑏 = (𝑏1, . . . , 𝑏𝑚), 𝑏𝑗 = 1

𝜏𝑗
− 1

2 , 2 < 𝜏𝑗 < ∞, 𝑗 = 1, ...,𝑚.
Следовательно, по теореме 1 будем иметь

𝑒𝑀
(︀
S𝑟
2,𝜏 ,𝜃

𝐵
)︀
∞ ≪ 𝑒𝑀

(︀
S𝑟,𝑏
2,𝜃
𝐵
)︀
∞ ≪𝑀−𝑟𝑗0 (log𝑀)

∑︀
𝑗∈𝐴∖{𝑗1}

(𝑟𝑗0+
1
2
− 1

𝜃𝑗
)+

∑︀
𝑗∈𝐴

( 1
2
− 1

𝜏𝑗
)√︀

log𝑀

в случае 2 < 𝜏𝑗 <∞ и 𝑝𝑗 = 2, 𝑗 = 1, ...,𝑚.
Докажем утверждение 3. Мы воспользуемся схемой доказательства оценки снизу в тео-

реме [9]. Введем обозначения. Для 𝑠 = (𝑠1, ..., 𝑠𝑚), 𝑠𝑗 — четные натуральные числа, для
𝑗 = 1, ...,𝑚 обозначим 𝜌+(𝑠) = {𝑘 = (𝑘1, ..., 𝑘𝑚) : 2𝑠𝑗−1 ⩽ 𝑘𝑗 < 2𝑠𝑗 , 𝑘𝑗 ∈ N} для 𝑛 ∈ N
положим

𝐵𝑛 = {𝑠 = (𝑠1, ..., 𝑠𝑚) : ⟨𝑠, 1⟩ = 2[𝑛/2], 𝑠𝑗 ∈ N, 𝑗 = 1, ...,𝑚}, 𝑄̄′
𝑛 = ∪𝑠∈𝐵𝑛𝜌

+(𝑠).

Пусть F(𝑄̄′
𝑛)— множество тригонометрических полиномов

𝑡(𝑥) =
∑︁

|𝑘|∈𝑄̄′
𝑛

𝑐𝑘𝑒
𝑖⟨𝑘,𝑥⟩, |𝑘| = (|𝑘1|, ..., |𝑘𝑚|).

Аналогично [18, с. 96], рассмотрим пространство 𝑆0
𝑞,𝜃
𝐵, которое для тригонометрических

полиномов 𝑡 ∈ F(𝑄̄′
𝑛) определим формулой

‖𝑡‖𝑆0
𝑞,𝜃

𝐵 =
⃦⃦⃦{︁

‖𝐴𝑠(𝑡)‖𝑞
}︁
𝑠∈𝐵𝑛

⃦⃦⃦
𝑙𝜃

для 1 ⩽ 𝑞 ⩽ ∞, 1 ⩽ 𝜃𝑗 ⩽ ∞, 𝑗 = 1, ...,𝑚. Далее, (F(𝑄̄′
𝑛))𝑆0

𝑞,𝜃
𝐵 означает единичный шар в

пространстве F(𝑄̄′
𝑛) по норме пространства 𝑆0

𝑞,𝜃
𝐵.

В [18, с. 97] доказано, что

𝑒𝑀
(︀
(F(𝑄̄′

𝑛))𝑆0
∞,∞𝐵, 𝑇

)︀
𝑞
⩾ 𝑒𝑀

(︀
(F(𝑄̄′

𝑛))𝑆0
∞,∞𝐵, {𝑒𝑖⟨𝑘,𝑥⟩}𝑘∈𝑄̄′

𝑛

)︀
𝑞

(16)

для 𝑞 ∈ (1,∞), где 𝑇 = {𝑒𝑖⟨𝑘,𝑥⟩}𝑘∈Z𝑚 . Для 𝑡 ∈ F(𝑄̄′
𝑛) справедливо неравенство

‖𝑡‖𝑆𝑟
∞,𝜃

𝐵 ⩽ 2𝑛𝑟1 max
𝑠∈𝐵𝑛

‖𝐴𝑠(𝑡)‖∞
⃦⃦⃦{︁
𝜒𝐵𝑛(𝑠)

}︁
𝑠∈𝐵𝑛

⃦⃦⃦
𝑙𝜃

, (17)

где 𝜒𝐵𝑛 — характеристическая функция множества 𝐵𝑛. В силу леммы 2 [19] имеем⃦⃦⃦{︁
𝜒𝐵𝑛(𝑠)

}︁⃦⃦⃦
𝑙𝜃

≍ 𝑛
∑︀𝑚

𝑗=2 1/𝜃𝑗 .

Поэтому из (17) следует, что

‖𝑡‖𝑆𝑟
∞,𝜃

𝐵 ≪ 2𝑛𝑟1𝑛
∑︀𝑚

𝑗=2 1/𝜃𝑗‖𝑡‖𝑆0
∞,∞𝐵.

Следовательно, существует постоянная 𝐶0 > 0 такая, что

𝐶02
−𝑛𝑟1𝑛−

∑︀𝑚
𝑗=2 1/𝜃𝑗 (F(𝑄̄′

𝑛))𝑆0
∞,∞𝐵 ⊂ 𝑆𝑟

∞,𝜃
𝐵 ∩ F(𝑄̄′

𝑛). (18)

Теперь из неравенств (16) и включения (18) следует, что

𝑒𝑀
(︀
𝑆𝑟
∞,𝜃

𝐵
)︀
𝑞
≫ 𝑒𝑀

(︀
𝑆𝑟
∞,𝜃

𝐵 ∩ F(𝑄̄′
𝑛)
)︀
𝑞
≫

≫ 2−𝑛𝑟1𝑛−
∑︀𝑚

𝑗=2 1/𝜃𝑗𝑒𝑀
(︀
(F(𝑄̄′

𝑛))𝑆0
∞,∞𝐵, {𝑒𝑖⟨𝑘,𝑥⟩}𝑘∈𝑄̄′

𝑛

)︀
𝑞
. (19)
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На основании теоремы 2.1 из [20] в [18, с. 98] доказано, что

𝑒𝑀
(︀
(F(𝑄̄′

𝑛))𝐵0
∞,∞

, {𝑒𝑖⟨𝑘,𝑥⟩}𝑘∈𝑄̄′
𝑛

)︀
𝑞
≫ 𝑛

𝑚−1
2 . (20)

Далее, из неравеств (19) и (20) следует, что

𝑒𝑀
(︀
𝐵𝑟

∞,𝜃

)︀
𝑞
≫ 2−𝑛𝑟1𝑛

∑︀𝑚
𝑗=2(

1
2
− 1

𝜃𝑗
) ≍𝑀−𝑟1(log𝑀)

(𝑚−1)𝑟1+
∑︀𝑚

𝑗=2(
1
2
− 1

𝜃𝑗
)
. (21)

Так как 𝑆𝑟
∞,𝜃

𝐵 ⊂ S𝑟
𝑝,𝛼,𝜏 ,𝜃

𝐵, то из соотношения (21) получим

𝑒𝑀
(︀
S𝑟
𝑝,𝛼,𝜏 ,𝜃

𝐵
)︀
𝑞
≫ 𝑒𝑀

(︀
𝑆𝑟
∞,𝜃

𝐵
)︀
𝑞
≫𝑀−𝑟1(log𝑀)

(𝑚−1)𝑟1+
∑︀𝑚

𝑗=2(
1
2
− 1

𝜃𝑗
)

(22)

для 1 ⩽ 𝑞 <∞. Далее, из неравенства (22) следует, что

𝑒𝑀
(︀
S𝑟
𝑝,𝛼,𝜏 ,𝜃

𝐵
)︀
∞ ≫ 𝑒𝑀

(︀
S𝑟
𝑝,𝛼,𝜏 ,𝜃

𝐵
)︀
𝑞
≫𝑀−𝑟1(log𝑀)

(𝑚−1)𝑟1+
∑︀𝑚

𝑗=2(
1
2
− 1

𝜃𝑗
)
. □

Заключение

В случае 𝜏𝑗 = 𝑝𝑗 = 𝑝, 𝜃𝑗 = 𝜃, 𝛼𝑗 = 0, для 𝑗 = 1, ...,𝑚 из теоремы 2 следует теорема 1 [9].
Теорема 2 анонсирована в [21].
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