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Введение

В работе [1] был представлен алгоритм и проведено обоснование проекционного метода
Галеркина для решения стационарного трехмерного дифференциального уравнения тепло-
массопереноса в полубесконечной области.

В настоящей работе изложен алгоритм применения проекционного метода наименьших
квадратов (МНК) для нахождения решения на полупрямой нестационарного дифферен-
циального уравнения теплопроводности с сосредоточенной теплоемкостью. Искомое реше-
ние находится в виде частичной суммы двойного ряда Фурье по системе ортогональных
многочленов Лагерра – Якоби. В работе [2] было проведено обоснование модифицирован-
ной проекционной схемы метода наименьших квадратов для моделирования распределения
неравновесных неосновных носителей заряда в полупроводниковых материалах. Настоящая
статья продолжает такие исследования и ставит задачу дать оценку погрешности предло-
женной проекционной схемы МНК, соответствующей приближенному решению нестацио-
нарного уравнения теплопроводности с сосредоточенной теплоемкостью, для расчета тем-
пературного поля.

1. Постановка задачи

Будем искать решение дифференциального уравнения теплопроводности с сосредото-
ченной теплоемкостью

(𝐶 + 𝐶0𝛿 (𝑧 − 𝑧0))
𝜕𝜃

𝜕𝑡
− 𝑘

𝜕2𝜃

𝜕𝑧2
= 𝑓(𝑧, 𝑡). (1)

Для конкретности зададим граничные условия

𝜃(𝑧, 0) = 𝜙 (𝑧) ,
𝑑𝜃(𝑧, 𝑡)

𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

= 0, 0 ⩽ 𝑧 <∞, 0 ⩽ 𝑡 <∞. (2)

Здесь 𝜃(𝑧, 𝑡) — температура, 𝑓(𝑧, 𝑡) — удельная мощность внутреннего тепловыделения, 𝐶 —
теплоемкость единицы объема, 𝑘 — коэффициент теплопроводности. Пусть также выпол-
няются условия

𝑓 (+∞, 𝑡) = 0, 𝑓 (𝑧,+∞) = 0 (3)

и
𝜙 (+∞) = 0. (4)

Условия (3) возможны, например, для электронного или светового пучков, когда источник
описывается классической функцией Гаусса или экспонентой, убывающей на бесконечности
до нуля [3–5], а также произведением некоторого многочлена на убывающую экспоненту,
характеризующую плотность потока энергии [6,7]. Условие (4) имеет место, например, если
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вместо температуры 𝜃(𝑧, 𝑡) ищется разность температур, что обычно актуально при неболь-
ших нагревах [4,5]. В этом случае обычно задают нулевое начальное условие: 𝜃(𝑧, 0) = 0. В
точке 𝑧 = 𝑧0 помещена сосредоточенная теплоемкость величины 𝐶0. Тогда в этой точке

[𝜃] = 𝜃 (𝑧0 + 0, 𝑡)− 𝜃 (𝑧0 − 0, 𝑡) = 0, (5)

𝐶0
𝜕𝜃

𝜕𝑡
=

[︂
𝑘
𝜕𝜃

𝜕𝑧

]︂
. (6)

Последнее выполняется при 𝑧 = 𝑧0.
Для решения этой задачи можно воспользоваться проекционным методом МНК, в кото-

ром, в отличие от метода Галеркина, приближенное решение не обязано удовлетворять на-
чальным условиям. Однако авторы большинства работ не уделяют достаточного внимания
вопросам обоснования применяемых проекционных методов. В связи с этим целью настоя-
щей работы является изложение алгоритма применения проекционного метода МНК, полу-
чение оценки погрешности предложенной проекционной схемы, соответствующей прибли-
женному решению нестационарного уравнения теплопроводности с сосредоточенной тепло-
емкостью, и сравнение приближенных результатов расчета с точным решением для модель-
ной задачи.

2. Алгоритм применения проекционного метода наименьших квадратов

Согласно классическому методу МНК вместо задачи (1)–(6) вводится в рассмотрение
функционал

𝐽 (𝜃(𝑧, 𝑡)) =
⃦⃦⃦
𝐿(𝜃) (𝜃1(𝑧, 𝑡))− 𝑓1(𝑧, 𝑡)

⃦⃦⃦2
𝐿2

+
⃦⃦⃦
𝐿(𝜃) (𝜃2(𝑧, 𝑡))− 𝑓2(𝑧, 𝑡)

⃦⃦⃦2
𝐿2

+

+ ‖𝜃1(𝑧, 0)− 𝜙1(𝑧)‖2𝐿2
+ ‖𝜃2(𝑧, 0)− 𝜙2(𝑧)‖2𝐿2

+

⃦⃦⃦⃦
𝑑𝜃1(𝑧, 𝑡)

𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

⃦⃦⃦⃦2
𝐿2

+ ‖𝜃1(𝑧0, 𝑡)− 𝜃2(𝑧0, 𝑡)‖2𝐿2
+

+

⃦⃦⃦⃦
⃦
(︂
𝐶0
𝜕𝜃1
𝜕𝑡

+ 𝑘
𝜕𝜃1
𝜕𝑧

− 𝑘
𝜕𝜃2
𝜕𝑧

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝑧0

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

𝐿2

+

⃦⃦⃦⃦
⃦
(︂
𝐶0
𝜕𝜃2
𝜕𝑡

+ 𝑘
𝜕𝜃1
𝜕𝑧

− 𝑘
𝜕𝜃2
𝜕𝑧

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝑧0

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

𝐿2

,

где 𝐿(𝜃) = 𝜕
𝜕𝑡 − 𝑘

𝐶
𝜕2

𝜕𝑧2
— дифференциальный оператор, и решение

𝜃(𝑧, 𝑡) =

{︃
𝜃1(𝑧, 𝑡), 0 ⩽ 𝑧 ⩽ 𝑧0, 0 ⩽ 𝑡 <∞,

𝜃2(𝑧, 𝑡), 𝑧0 ⩽ 𝑧 <∞, 0 ⩽ 𝑡 <∞

ищется из требования, чтобы оно доставляло минимум функционалу 𝐽(𝜃(𝑧, 𝑡)).
Для реализации проекционного метода МНК выберем двумерный базис из многочленов

Якоби 𝑃𝑖 (𝑧; 𝛼, 𝛽) = 𝑃𝑖 ((2𝑧 − 𝑧0)/𝑧0; 𝛼, 𝛽) [8] по переменной 𝑧 ∈ [0, 𝑧0] с параметрами
𝛼 ⩾ −1/2 и 𝛽 ⩾ −1/2, использующий модифицированные функции Лагерра по переменной
𝑧 ∈ [𝑧0, ∞)

𝜙𝛼1,𝛾1
𝑖 (𝑧) = exp (−𝛾1(𝑧 − 𝑧0)/2)𝐿𝑖 (𝛾1(𝑧 − 𝑧0);𝛼1)

и по переменной 𝑡 ∈ [0, ∞)

𝜙𝛼2,𝛾2
𝑖 (𝑡) = exp (−𝛾2𝑡/2)𝐿𝑖 (𝛾2𝑡;𝛼2) ,

которые определяются через многочлены Чебышева – Лагерра по переменной 𝑧 —
𝐿𝑖 (𝛾1(𝑧 − 𝑧0);𝛼1) и многочлены по переменной 𝑡 — 𝐿𝑗 (𝛾2𝑡;𝛼2) [8], 𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, ... . Здесь
параметры 𝛼1 > −1, 𝛼2 > −1 и 𝛾1 > 0, 𝛾2 > 0 используются для оптимизации вычислитель-
ной схемы.

Для простоты будем брать одинаковое число базисных функций𝑚. Тогда каждую функ-
цию от переменных 𝑧 и 𝑡, входящую в исходную систему уравнений, аппроксимируем ча-
стичной суммой двойного ряда Фурье по системе многочленов Якоби и функций Лагерра.
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Приближенное решение 𝜃𝑚(𝑧, 𝑡) ищем из требования, чтобы оно доставляло минимум функ-
ционалу 𝐽 (𝜃𝑚(𝑧, 𝑡)).

Обозначим через 𝐶𝜃1
𝑚𝑚, 𝐶𝜃2

𝑚𝑚 и 𝐶𝑓1
𝑚𝑚, 𝐶𝑓2

𝑚𝑚 столбцы (матрицы, растянутые в столбцы) [9]
из коэффициентов разложения неизвестных функций 𝜃1(𝑧, 𝑡), 𝜃2(𝑧, 𝑡) и известных функций
𝑓1(𝑧, 𝑡), 𝑓2(𝑧, 𝑡) по выбранному базису соответственно; 𝐶𝜙1

𝑚 , 𝐶𝜙2
𝑚 — столбцы из коэффициен-

тов разложения известных функций 𝜙1(𝑧) и 𝜙2(𝑧) соответственно. Далее введем матрицы
𝐷𝑧1 = 𝐸 ⊗ 𝐷1, 𝐷𝑧2 = 𝐸 ⊗ 𝐷2 и 𝐷𝑡 = 𝐷3 ⊗ 𝐸, где 𝐷1 — матрица дифференцирования в
одномерном базисе из многочленов Якоби, а 𝐷2, 𝐷3 — матрицы дифференцирования в од-
номерном базисе из модифицированных функций Лагерра, элементы которых находятся с
помощью элементарных алгебраических операций [10,11]

𝑑2,3𝑖𝑗 =

⎧⎪⎨⎪⎩
−𝛾1,2/2, 𝑖 = 𝑗,

−𝛾1,2, 𝑖 < 𝑗,

0, 𝑖 > 𝑗.

Здесь 𝐸 — единичная матрица. Элементы матрицы дифференцирования 𝐷1 могут быть
найдены по формуле

𝑑1𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
((𝛼+ 𝛽 + 𝑗) Γ (𝛼+ 𝛽 + 2)/(𝑧0Γ (𝛼+ 𝛽 + 𝑗 + 1)))×
×
(︁
Γ (𝛽 + 𝑗)/Γ (𝛽 + 1) + (−1)𝑗−2 Γ (𝛼+ 𝑗)/Γ (𝛼+ 1)

)︁
, 𝑖 = 1,

((𝛼+ 𝛽 + 𝑗) (𝛼+ 𝛽 + 2𝑖− 1) Γ (𝛼+ 𝛽 + 𝑖)/(𝑧0Γ (𝛼+ 𝛽 + 𝑗 + 1)))×
×
(︁
Γ (𝛽 + 𝑗)/Γ (𝛽 + 𝑖) + (−1)𝑗−𝑖−1 Γ (𝛼+ 𝑗)/Γ (𝛼+ 𝑖)

)︁
, 𝑖 ⩽ 𝑗,

𝑑1𝑖𝑗 определяются с использованием формулы дифференцирования и известных рекуррент-
ных формул для многочленов Якоби [8].

Обозначим через 𝑃𝛼,𝛽
𝑚 (𝑧), 𝜙𝛼1,𝛾1

𝑚 (𝑧) и 𝜙𝛼2,𝛾2
𝑚 (𝑡) столбцы из 𝑚 первых базисных функций

по переменным 𝑧 и 𝑡 , смещенным на соответствующих интервалах.
В силу ортогональности базисных функций функционал 𝐽 (𝜃𝑚(𝑧, 𝑡)) можно представить

в виде

𝐽 (𝜃𝑚(𝑧, 𝑡)) = 𝐽
(︁
𝐶𝜃
)︁
=
(︁
𝐴𝐶𝜃 −𝐺

)︁𝑇 (︁
𝐴𝐶𝜃 −𝐺

)︁
→ inf, (7)

где матрица 𝐴 имеет вид

𝐴=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐷𝑡 − 𝑘
𝐶 (𝐷𝑧1)2 O𝑚2×𝑚2

O𝑚2×𝑚2 𝐷𝑡 − 𝑘
𝐶 (𝐷𝑧2)2

(𝜙𝛼2,𝛾2
𝑚 (0))

𝑇 ⊗ 𝐸 O𝑚×1

O𝑚×1 (𝜙𝛼2,𝛾2
𝑚 (0))

𝑇 ⊗ 𝐸

𝐸 ⊗
(︁
𝑃𝛼,𝛽
𝑚 (0)

)︁𝑇
𝐷1 O𝑚×1

𝐸 ⊗
(︁
𝑃𝛼,𝛽
𝑚 (𝑧0)

)︁𝑇
−𝐸 ⊗ (𝜙𝛼1,𝛾1

𝑚 (𝑧0))
𝑇

𝐷3 ⊗
(︁
𝑃𝛼,𝛽
𝑚 (𝑧0)

)︁𝑇
+ 𝑘

𝐶0

(︂
𝐸 ⊗

(︁
𝑃𝛼,𝛽
𝑚 (𝑧0)

)︁𝑇
𝐷1

)︂
𝑘
𝐶0

(︁
𝐸 ⊗ (𝜙𝛼1,𝛾1

𝑚 (𝑧0))
𝑇
𝐷2

)︁
− 𝑘

𝐶0

(︂
𝐸 ⊗

(︁
𝑃𝛼,𝛽
𝑚 (𝑧0)

)︁𝑇
𝐷1

)︂
𝐷3 ⊗ (𝜙𝛼1,𝛾1

𝑚 (𝑧0))
𝑇 − 𝑘

𝐶0

(︁
𝐸 ⊗ (𝜙𝛼1,𝛾1

𝑚 (𝑧0))
𝑇
𝐷2

)︁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Здесь 𝐺 — столбец 𝐺 =
[︁
𝐶𝑓1
𝑚𝑚 𝐶𝑓2

𝑚𝑚 𝐶𝜙1
𝑚 𝐶𝜙2

𝑚 O𝑚×1 O𝑚×1 O𝑚×1 O𝑚×1

]︁𝑇
.

Далее находим нормальное псевдорешение задачи минимизации (7) 𝐶𝜃+ =
[︁
𝐶𝜃+1 𝐶𝜃+2

]︁𝑇
с помощью псевдообратной матрицы, т. е.

𝐶𝜃+ =
(︀
𝐴𝑇𝐴

)︀−1
𝐴𝑇 𝐺.
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Получив нормальное псевдорешение 𝐶𝜃+ , можно восстановить приближенное решение
исходной задачи:

𝜃1(𝑧, 𝑡) ≈ (𝜙𝛼2,𝛾2
𝑚 (𝑡))𝑇 𝐶𝜃+1 𝑃𝛼,𝛽

𝑚 (𝑧) , 𝑧 ∈ [0, 𝑧0] , 𝑡 ∈ [0,∞) ,

𝜃2(𝑧, 𝑡) ≈ (𝜙𝛼2,𝛾2
𝑚 (𝑡))𝑇 𝐶𝜃+2 𝜙𝛼1,𝛾1

𝑚 (𝑧), 𝑧 ∈ [𝑧0, ∞) , 𝑡 ∈ [0,∞) .

3. Условие сходимости

Исследуем сходимость последовательности
{︀
𝐶𝜃
𝑚

}︀
по функционалу 𝐽 , т.е. покажем, что

lim
𝑚→∞

𝐽
(︀
𝐶𝜃
𝑚

)︀
= 0 .

Следуя [12], введем обозначения:

𝐷1 =

(︂
4𝑧

𝑧0
− 4𝑧2

𝑧20

)︂
𝑑2

𝑑𝑧2
+

(︂
𝛽 − 𝛼− (𝛼+ 𝛽 + 2)

(︂
2𝑧 − 𝑧0
𝑧0

)︂)︂
𝑑

𝑑𝑧
+ 𝑡

𝑑2

𝑑𝑡2
+ (𝛼2 − 𝑡+ 1)

𝑑

𝑑𝑡
,

𝐷2 = (𝑧 − 𝑧0)
𝑑2

𝑑𝑧2
+ (𝛼1 − 𝑧 + 𝑧0 + 1)

𝑑

𝑑𝑧
+ 𝑡

𝑑2

𝑑𝑡2
+ (𝛼2 − 𝑡+ 1)

𝑑

𝑑𝑡
.

Здесь 𝐿𝑛
2 (𝐷1) (𝑛 = 0, 1, ...) — класс функций 𝑓 таких, что функции 𝑓(𝑧, 𝑡) = 𝑓(𝑧, 𝑡) ×

× exp (𝛾2𝑡/2) ∈ 𝐿2 и имеющие обобщенные частные производные в смысле Леви [13]

𝜕𝑘

𝜕𝑧𝑖𝜕𝑡𝑗
𝑓(𝑧, 𝑡), 𝑖+ 𝑗 = 𝑘, 𝑘 = 0, 1, ... ,

принадлежащие пространству 𝐿2, для которых 𝐷𝑛
1 𝑓 ∈ 𝐿2, 𝑛 = 0, 1, ... , где 𝐷0

1𝑓 = 𝑓 ,
𝐷𝑛

1 𝑓 = 𝐷1

(︁
𝐷𝑛−1

1 𝑓
)︁
, 𝑛 = 1, 2, ..., 𝐿0

2 (𝐷1) = 𝐿2. Также 𝐿𝑛
2 (𝐷2) (𝑛 = 0, 1, ... ) — класс функ-

ций 𝑓 таких, что функции 𝑓(𝑧, 𝑡) = 𝑓 (𝑧, 𝑡) exp (𝛾1 (𝑧 − 𝑧0)/2) exp (𝛾2𝑡/2) ∈ 𝐿2 и имеющие
обобщенные частные производные в смысле Леви [13]

𝜕𝑘

𝜕𝑧𝑖𝜕𝑡𝑗
𝑓(𝑧, 𝑡), 𝑖+ 𝑗 = 𝑘, 𝑘 = 0, 1, ... ,

принадлежащие пространству 𝐿2, для которых 𝐷𝑛
2 𝑓 ∈ 𝐿2 𝑛 = 0, 1, ... , где 𝐷0

2𝑓 = 𝑓 ,
𝐷𝑛

2 𝑓 = 𝐷2

(︁
𝐷𝑛−1

2 𝑓
)︁
, 𝑛 = 1, 2, ..., 𝐿0

2 (𝐷2) = 𝐿2.
Далее нам понадобится вспомогательная теорема, которой будем пользоваться ниже.
Справедлива

Теорема 1. Для любых функций 𝑓1(𝑧, 𝑡) ∈ 𝐿𝑛
2 (𝐷1) и 𝑓2(𝑧, 𝑡) ∈ 𝐿𝑛

2 (𝐷2) справедлива
оценка (см. [1, 12])

‖𝑓1 − 𝑆𝑚,𝑚 (𝑓1)‖ ⩽ [1− (1− ℎ)𝑚]−𝑘𝑚−𝑛Ω𝑘

(︁
𝐷𝑛

1 𝑓1;ℎ
)︁
, (8)

‖𝑓2 − 𝑆𝑚,𝑚 (𝑓2)‖ ⩽ [1− (1− ℎ)𝑚]−𝑘𝑚−𝑛Ω𝑘

(︁
𝐷𝑛

2 𝑓2;ℎ
)︁
, (9)

где 𝑟 = 0, 1, ..., 0 < ℎ < 1. Величины Ω𝑘

(︁
𝐷𝑛

1 𝑓1;ℎ
)︁

и Ω𝑘

(︁
𝐷𝑛

2 𝑓2;ℎ
)︁

— обобщенные модули

непрерывности функций 𝐷𝑛
1 𝑓 и 𝐷𝑛

2 𝑓2 (см. [12]), а 𝑆𝑚,𝑚 (𝑓1) =
𝑚−1∑︀
𝑖=0

𝑚−1∑︀
𝑗=0

𝑐𝑓1𝑖𝑗 𝑃𝑖 (𝑧; 𝛼, 𝛽)𝜙
𝛼2,𝛾2
𝑗 (𝑡)

и 𝑆𝑚,𝑚 (𝑓2) =
𝑚−1∑︀
𝑖=0

𝑚−1∑︀
𝑗=0

𝑐𝑓2𝑖𝑗 𝜙
𝛼1,𝛾1
𝑖 (𝑧)𝜙𝛼2,𝛾2

𝑗 (𝑡) — прямоугольные частичные суммы двойных ря-

дов Фурье функций 𝑓1(𝑧, 𝑡) и 𝑓2(𝑧, 𝑡) соответственно.

Если погрешности в исходных данных и погрешности вычислений отсутствуют, а учи-
тываются лишь погрешности аппроксимаций, тогда имеет место следующий результат.
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Теорема 2. Пусть 𝑟 = max {𝛼1, 𝛼2, 𝛼, 𝛽} ⩾ −1/2, а функции 𝑓1(𝑧, 𝑡) ∈ 𝐿𝑛
2 (𝐷1),

𝑓2(𝑧, 𝑡) ∈ 𝐿𝑛
2 (𝐷2) и имеют непрерывные частные производные до порядка 𝑛 > 𝑟

2 + 11
4 по

обоим пространственным направлениям. Тогда последовательность нормальных псевдо-
решений

{︁
𝐶𝜃+
𝑚𝑚

}︁
будет минимизирующей для функционала 𝐽

(︀
𝐶𝜃
𝑚𝑚

)︀
и справедлива оценка√︁

𝐽
(︀
𝐶𝜃+
𝑚𝑚

)︀
<

(︂
2𝑘

𝐶
+ 15 + 6𝑘 + 4𝐶0

)︂[︀
1−

(︀
1−𝑚−1

)︀𝑚]︀−𝑘
(𝑚)−𝑛Ω(𝑚−1)+

+𝑂
(︁
𝑚−𝑛+ 𝑟

2
+ 11

4

)︁
𝜔(𝑚−1), 𝑚→ ∞,

где Ω(𝑚−1)— мажоранта обобщенных модулей непрерывности и 𝜔(𝑚−1)— заданная ма-
жоранта модулей непрерывности.

Доказательство. Имеем:√︁
𝐽
(︀
𝐶𝜃+
𝑚𝑚

)︀
⩽
√︁
𝐽 (𝐶𝜃

𝑚𝑚) ⩽

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝜃1(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡
− 𝜕𝜃𝑚1 (𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡

⃦⃦⃦⃦
𝐿2

+

+
𝑘

𝐶

⃦⃦⃦⃦(︂
𝜕2𝜃1(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧2
− 𝜕2𝜃𝑚1 (𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧2

)︂⃦⃦⃦⃦
𝐿2

+ ‖𝑓1(𝑧, 𝑡)− 𝑓𝑚1 (𝑧, 𝑡)‖𝐿2
+

+

⃦⃦⃦⃦
𝜕𝜃2(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡
− 𝜕𝜃𝑚2 (𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡

⃦⃦⃦⃦
𝐿2

+
𝑘

𝐶

⃦⃦⃦⃦(︂
𝜕2𝜃2(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧2
− 𝜕2𝜃𝑚2 (𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧2

)︂⃦⃦⃦⃦
𝐿2

+

+ ‖𝑓2(𝑧, 𝑡)− 𝑓𝑚2 (𝑧, 𝑡)‖𝐿2
+ ‖𝜙1(𝑧)− 𝜙𝑚

1 (𝑧)‖𝐿2
+ ‖𝜙2(𝑧)− 𝜙𝑚

2 (𝑧)‖𝐿2
+

+ ‖𝜃1(𝑧, 0)− 𝜃𝑚1 (𝑧, 0)‖𝐿2
+ ‖𝜃2(𝑧, 0)− 𝜃𝑚2 (𝑧, 0)‖𝐿2

+ ‖𝜃2(𝑧0, 𝑡)− 𝜃𝑚2 (𝑧0, 𝑡)‖𝐿2
+

+2𝑘

⃦⃦⃦⃦
⃦
(︂
𝜕𝜃2(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧
− 𝜕𝜃𝑚2 (𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝑧0

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿2

+ 𝐶0

⃦⃦⃦⃦
⃦
(︂
𝜕𝜃2(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡
− 𝜕𝜃𝑚2 (𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝑧0

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿2

+

+ ‖𝜃1(𝑧0, 𝑡)− 𝜃𝑚1 (𝑧0, 𝑡)‖𝐿2
+

⃦⃦⃦⃦(︂
𝑑𝜃1(𝑧, 𝑡)

𝑑𝑧
− 𝑑𝜃𝑚1 (𝑧, 𝑡)

𝑑𝑧

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

⃦⃦⃦⃦
𝐿2

+

+2𝑘

⃦⃦⃦⃦
⃦
(︂
𝜕𝜃1(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧
− 𝜕𝜃𝑚1 (𝑧, 𝑡)

𝜕𝑧

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝑧0

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿2

+ 𝐶0

⃦⃦⃦⃦
⃦
(︂
𝜕𝜃1(𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡
− 𝜕𝜃𝑚1 (𝑧, 𝑡)

𝜕𝑡

)︂⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝑧0

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝐿2

.

Обозначим слагаемые в правой части последнего неравенства через 𝑆1, ... , 𝑆17 и оценим их
сверху. В силу оценок (8), (9):

𝑆1 ⩽ [1− (1− ℎ)𝑚]−𝑘−1𝑚−𝑛Ω𝑘+1

(︁
𝐷𝑛

1

(︁
𝜃′1𝑡(𝑧, 𝑡) +

(︁𝛾2
2

)︁
𝜃1(𝑧, 𝑡)

)︁
;ℎ
)︁
,

𝑆2 ⩽
𝑘

𝐶
[1− (1− ℎ)𝑚]−𝑘𝑚−𝑛Ω𝑘

(︁
𝐷𝑛

1

(︁
𝜃′′1𝑧𝑧(𝑧,𝑡)

)︁
;ℎ
)︁
,

𝑆3 ⩽ [1− (1− ℎ)𝑚]−𝑘−2𝑚−𝑛−1Ω𝑘+2

(︁
𝐷𝑛+1

1

(︁
𝑓1(𝑧, 𝑡)

)︁
;ℎ
)︁
,

𝑆4 ⩽ [(1− ℎ)𝑚]−𝑘−1𝑚−𝑛Ω𝑘+1

(︁
𝐷𝑛

2

(︁
𝜃′2𝑡(𝑧, 𝑡) +

(︁𝛾2
2

)︁
𝜃2(𝑧, 𝑡)

)︁
;ℎ
)︁
,

𝑆5 ⩽
𝑘

𝐶
[1− (1− ℎ)𝑚]−𝑘𝑚−𝑛Ω𝑘

(︁
𝐷𝑛

2

(︁
𝜃′′2𝑧𝑧(𝑧, 𝑡) + 𝛾1𝜃

′
2𝑧(𝑧, 𝑡) + (𝛾21/4)𝜃2(𝑧, 𝑡)

)︁
;ℎ
)︁
,

𝑆6 ⩽ [(1− ℎ)𝑚]−𝑘−2𝑚−𝑛−1Ω𝑘+2

(︁
𝐷𝑛+1

2

(︁
𝑓2(𝑧, 𝑡)

)︁
;ℎ
)︁
,

𝑆7 ⩽ [(1− ℎ)𝑚]−𝑘−2𝑚−𝑛−1Ω𝑘+2

(︀
𝐷𝑛+1

1 (𝜙1(𝑧)) ;ℎ
)︀
,

𝑆8 ⩽ [(1− ℎ)𝑚]−𝑘−2𝑚−𝑛−1Ω𝑘+2

(︀
𝐷𝑛+1

2 (𝜙2(𝑧)) ;ℎ
)︀
.

Далее оценим слагаемые 𝑆9, ... , 𝑆13:

𝑆9 ⩽ [(1− ℎ)𝑚]−𝑘−2𝑚−𝑛−1Ω𝑘+2

(︁
𝐷𝑛+1

1

(︁
𝜃1(𝑧, 0)

)︁
;ℎ
)︁
+

𝑚−1∑︁
𝑖=0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑐𝜃1(𝑧,0)𝑖 −

𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝑐
𝜃1(𝑧,𝑡)
𝑖𝑗 𝐿𝑗(0;𝛼2)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ .
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Для оценки выражения ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑐𝜃1(𝑧,0)𝑖 −

𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝑐𝜃1(𝑧,𝑡)
𝑖𝑗

𝐿𝑗 (0;𝛼2)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

воспользуемся асимптотической формулой для коэффициентов Фурье – Лагерра [14]

𝑐
𝜃1(𝑧,𝑡)
𝑖𝑚 = 𝑂

(︁
𝑚−(𝛼2+2𝑛+2)/2−1/4

)︁
𝜔
(︁
𝑚−1/2

)︁
, (10)

учитывая, что 𝑐1𝑚𝛼2 ⩽ 𝐿𝑚 (0;𝛼2) ⩽ 𝑐2𝑚
𝛼2 [8]. Здесь 𝑐1 и 𝑐2 — некоторые фиксированные

положительные постоянные, а 𝜔 (𝑡) — заданная мажоранта модулей непрерывности. Тогда в

силу (10) и
∞∑︀

𝑗=𝑚
𝑗−𝛽 = 𝑂

(︀
𝑚−𝛽+1

)︀
при 𝛽 > 1 для отклонения сумм Фурье – Лагерра находим

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑐𝜃1(𝑧,0)𝑖 −

𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝑐𝜃1(𝑧,𝑡)
𝑖𝑗

𝐿𝑗 (0;𝛼2)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∞∑︁
𝑗=𝑚

𝑐𝜃1(𝑧,𝑡)
𝑖𝑗

𝐿𝑗 (0;𝛼2)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ =

= 𝑂 (1)

∞∑︁
𝑗=𝑚

𝑗
(−2𝑛−2)

2
+

𝛼2
2
− 1

4𝜔
(︁
𝑗−1/2

)︁
= 𝑂

(︁
𝑚−𝑛+

𝛼2
2
− 1

4

)︁
𝜔
(︁
𝑚−1/2

)︁
.

Заметим, что последнее имеет место, если 𝑛 > 𝛼2
2 − 1

4 . Ясно, что если функция 𝜃1(𝑧, 𝑡) беско-
нечное число раз непрерывно дифференцируема, то всегда будет сходиться ряд
∞∑︀
𝑗=0

𝑗
(−2𝑛−2)

2
+

𝛼2
2
− 1

4𝜔
(︀
𝑗−1/2

)︀
, т.е. в этом случае будем учитывать, что полученная оценка спра-

ведлива при любом 𝑛 > 𝛼2
2 − 1

4 . Итак,

𝑆9 ⩽ [(1− ℎ)𝑚]−𝑘−2𝑚−𝑛−1Ω𝑘+2

(︁
𝐷𝑛+1

1

(︁
𝜃1(𝑧, 0)

)︁
;ℎ
)︁
+𝑂

(︁
𝑚−𝑛+

𝛼2
2
+ 3

4

)︁
𝜔
(︁
𝑚−1/2

)︁
.

Аналогичным способом получаем оценки для слагаемых 𝑆10, ... , 𝑆13:

𝑆10 ⩽ [1− (1− ℎ)𝑚]−𝑘−2𝑚−𝑛−1Ω𝑘+2

(︁
𝐷𝑛+1

2

(︁
𝜃2(𝑧, 0)

)︁
;ℎ
)︁
+𝑂

(︁
𝑚−𝑛+

𝛼2
2
+ 3

4

)︁
𝜔
(︁
𝑚−1/2

)︁
,

𝑆11 ⩽ [(1− ℎ)𝑚]−𝑘−2𝑚−𝑛−1Ω𝑘+2

(︁
𝐷𝑛+1

2

(︁
𝜃2(𝑧0, 𝑡)

)︁
;ℎ
)︁
+𝑂

(︁
𝑚−𝑛+

𝛼1
2
+ 3

4

)︁
𝜔
(︁
𝑚−1/2

)︁
,

𝑆12 ⩽ 2𝑘[(1− ℎ)𝑚]−𝑘−1𝑚−𝑛Ω𝑘+1

(︁
𝐷𝑛

2

(︁
𝜃′2𝑧(𝑧0, 𝑡) + (𝛾1/2) 𝜃2(𝑧0, 𝑡)

)︁
;ℎ
)︁
+

+𝑂
(︁
𝑚−𝑛+

𝛼1
2
+ 9

4

)︁
𝜔
(︁
𝑚−1/2

)︁
,

𝑆13 ⩽ 𝐶0[(1− ℎ)𝑚]−𝑘−1𝑚−𝑛Ω𝑘+1

(︁
𝐷𝑛

2

(︁
𝜃′2𝑡(𝑧0, 𝑡) + (𝛾2/2) 𝜃2(𝑧0, 𝑡)

)︁
;ℎ
)︁
+

+𝑂
(︁
𝑚−𝑛+

𝛼1
2
+ 5

4

)︁
𝜔
(︁
𝑚−1/2

)︁
.

Оценим слагаемые 𝑆14, . . . , 𝑆17:

𝑆14 ⩽ [(1− ℎ)𝑚]−𝑘−2𝑚−𝑛−1Ω𝑘+2

(︁
𝐷𝑛+1

1

(︁
𝜃1(𝑧0, 𝑡)

)︁
;ℎ
)︁
+

+

𝑚−1∑︁
𝑖=0

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑐𝜃1(𝑧0,𝑡)𝑖 −

𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝑐
𝜃1(𝑧,𝑡)
𝑖𝑗 𝑃𝑗(𝑧0;𝛼, 𝛽)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ,

где 𝜙𝛼2,𝛾2
𝑖 (𝑡) — ортонормированные функции Лагерра.
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Для оценки выражения ⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑐𝜃1(𝑧0,𝑡)𝑖 −

𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝑐𝜃1(𝑧,𝑡)
𝑖𝑗

𝑃𝑗 (𝑧0; 𝛼, 𝛽)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

воспользуемся следующей оценкой для многочленов Якоби [8]:⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑐𝜃1(𝑧0,𝑡)𝑖 −

𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝑐𝜃1(𝑧,𝑡)
𝑖𝑗

𝑃𝑗 (𝑧0; 𝛼, 𝛽)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 𝑂

(︀
𝑚−2𝑛+𝑞−1

)︀
𝜔(𝑚−1),

где 𝑞 = max {𝛼, 𝛽} ⩾ −1/2 [8]. Заметим, что последнее имеет место, если 𝑛 > 𝑞
2 − 1

2 . Ясно,
что если функция 𝜃1(𝑧, 𝑡) бесконечное число раз непрерывно дифференцируема, то в этом
случае полученная оценка справедлива при любом 𝑛 > 𝑞

2 − 1
2 . Итак,

𝑆14 ⩽ [(1− ℎ)𝑚]−𝑘−2𝑚−𝑛−1Ω𝑘+2

(︁
𝐷𝑛+1

1

(︁
𝜃1(𝑧0, 𝑡)

)︁
;ℎ
)︁
+𝑂

(︀
𝑚−2𝑛+𝑞

)︀
𝜔(𝑚−1).

Аналогичным способом получаем оценки для слагаемых 𝑆15, 𝑆16, 𝑆17:

𝑆15 ⩽ [(1− ℎ)𝑚]−𝑘−1𝑚−𝑛Ω𝑘+1

(︁
𝐷𝑛

1

(︁
𝜃′1𝑧(0, 𝑡)

)︁
;ℎ
)︁
+𝑂

(︀
𝑚−2𝑛+𝑞+2

)︀
𝜔(𝑚−1),

𝑆16 ⩽ 2𝑘[(1− ℎ)𝑚]−𝑘−1𝑚−𝑛Ω𝑘+1

(︁
𝐷𝑛

1

(︁
𝜃′1𝑧(𝑧0, 𝑡)

)︁
;ℎ
)︁
+𝑂

(︀
𝑚−2𝑛+𝑞+2

)︀
𝜔(𝑚−1),

𝑆17 ⩽ 𝐶0[(1− ℎ)𝑚]−𝑘−1𝑚−𝑛Ω𝑘+1×
×
(︁
𝐷𝑛

1

(︁
𝜃′1𝑡(𝑧0, 𝑡) + (𝛾2/2) 𝜃1(𝑧0, 𝑡)

)︁
;ℎ
)︁
+𝑂

(︁
𝑚−2𝑛+𝑞+1/2

)︁
𝜔(𝑚−1).

Полагая ℎ = 𝑚−1 и учитывая, что 𝜔
(︀
𝑚−1/2

)︀
⩽ 2

√
𝑚𝜔(𝑚−1) [15], собрав все оценки вместе,

получаем оценку для функционала√︁
𝐽
(︀
𝐶𝜃+
𝑚𝑚

)︀
<

(︂
2𝑘

𝐶
+ 15 + 6𝑘 + 4𝐶0

)︂[︀
1−

(︀
1−𝑚−1

)︀𝑚]︀−𝑘
(𝑚)−𝑛Ω(𝑚−1)+

+𝑂
(︁
𝑚−𝑛+ 𝑟

2
+ 11

4

)︁
𝜔(𝑚−1),

где Ω(𝑚−1) — мажоранта обобщенных модулей непрерывности, 𝑟 = max {𝛼1, 𝛼2, 𝑞} ⩾ −1
2 .

Теорема 2 доказана. □

4. Результаты расчетов

Расчеты проведены с помощью математического пакета Matlab (MathWorks, Inc.) для
двумерной модельной задачи. На глубине 𝑧0 = 1 помещена сосредоточенная теплоемкость.
Рассматривалась следующая задача:

(2 + 4𝛿 (𝑧 − 1))
𝜕𝜃

𝜕𝑡
− 𝜕2𝜃

𝜕𝑧2
= 𝑓(𝑧, 𝑡), 0 ⩽ 𝑧 <∞, 0 ⩽ 𝑡 <∞

с граничными условиями

𝜃1(𝑧, 0) = 𝑧2 exp(−𝑧), 0 ⩽ 𝑧 ⩽ 1, 𝜃2(𝑧, 0) = (𝑧 − 2)2 exp(−𝑧), 1 ⩽ 𝑧 <∞,

𝑑𝜃(𝑧, 𝑡)

𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

= 0, 0 ⩽ 𝑡 <∞.

Здесь

𝑓1(𝑧, 𝑡) = exp(−𝑡) exp(−𝑧)
(︀
−1.5𝑧2 + 2𝑧 − 1

)︀
),
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𝑓2(𝑧, 𝑡) = exp(−𝑡) exp(−𝑧)
(︀
−1.5𝑧2 + 8𝑧 − 11

)︀
.

Точное решение этой задачи

𝜃*1(𝑧, 𝑡) = 𝑧2 exp(−𝑡) exp(−𝑧), 0 ⩽ 𝑧 ⩽ 1, 0 ⩽ 𝑡 <∞,

𝜃*2(𝑧, 𝑡) = (𝑧 − 2)2 exp(−𝑡) exp(−𝑧), 1 ⩽ 𝑧 <∞, 0 ⩽ 𝑡 <∞.

Приведем оценки относительной погрешности по норме пространства 𝐿2 и значения
функционала для 𝑚 = 4, 5, 6:

Δ1 (𝜃
*, 𝜃4) =

‖𝜃*(𝑧, 𝑡)− 𝜃4(𝑧, 𝑡)‖𝐿2

‖𝜃*(𝑧, 𝑡)‖𝐿2

· 100% ≈ 34.62%, 𝐽
(︀
𝜃4(𝑧, 𝑡)

)︀
= 954.78,

Δ2 (𝜃
*, 𝜃5) =

‖𝜃*(𝑧, 𝑡)− 𝜃5(𝑧, 𝑡)‖𝐿2

‖𝜃*(𝑧, 𝑡)‖𝐿2

· 100% ≈ 9.02%, 𝐽
(︀
𝜃5(𝑧, 𝑡)

)︀
= 28.88,

Δ3 (𝜃
*, 𝜃6) =

‖𝜃*(𝑧, 𝑡)− 𝜃6(𝑧, 𝑡)‖𝐿2

‖𝜃*(𝑧, 𝑡)‖𝐿2

· 100% ≈ 0.16%, 𝐽
(︀
𝜃6(𝑧, 𝑡)

)︀
= 0.73.

Значения модифицирующих параметров равны 𝛾1 = 𝛾2 = 2, 𝛼1 = 𝛼2 = 0, 𝛼 = 2, 𝛽 = 2.
Результаты расчетов показали, что предложенный алгоритм метода МНК позволяет по-

лучить решение уравнения теплопроводности с сосредоточенной теплоемкостью с исполь-
зованием небольшого числа удерживаемых членов разложения в ряд. Вычисления произ-
водились в символьном виде и с помощью встроенных функций MATLAB.

Заключение

Изложен алгоритм применения проекционного метода наименьших квадратов и получе-
на порядковая оценка погрешности предложенной проекционной схемы, соответствующей
приближенному решению нестационарного уравнения теплопроводности с сосредоточенной
теплоемкостью. Метод позволяет находить матрицу, определяющую приближенное решение
рассматриваемой задачи, не прибегая к операциям дифференцирования и интегрирования,
а используя только алгебраические операции, что существенно сокращает время вычис-
лений. Проведено сравнение приближенных результатов расчета с точным решением для
двумерной модельной задачи. Приближенное решение содержит небольшое число членов
разложения по базису из многочленов Лагерра – Якоби.
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