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Аннотация. Пористые сферические композиты широко встречаются как в природных объектах, так и в
технических приложениях. Для описания механического поведения таких структур необходимо учитывать
взаимодействие твёрдой и жидкой фаз, поскольку жидкость внутри пористого тела воспринимает и пе-
рераспределяет часть внешней нагрузки. В данной работе предложена модель сферического композита,
включающего пористое ядро и упругую трансверсально-изотропную оболочку. Предложенная модель при-
меняется для анализа напряжений и деформаций в различных режимах нагружения, включая воздействие
внешнего нормального давления и введение дополнительного объёма жидкости, например, при моделиро-
вании интравитреальных инъекций в биомедицинских исследованиях. Проведённый анализ показал, что
при моделировании интравитреальных инъекций и описании глазного яблока как пороупругого композита
падение внутриглазного давления при увеличении степени анизотропии оказывается менее значительным,
чем в случае модели с упругой оболочкой, находящейся под воздействием только внутреннего давления.
Увеличение степени анизотропии оказывается более существенным для снижения давления в пористом ядре
в режиме приложения внешнего нормального давления, чем при введении дополнительного объёма жидко-
сти. В работе также исследовано влияние геометрии и механических свойств порового ядра на изменение
толщины оболочки. Полученные результаты обеспечивают комплексное понимание распределения напря-
жений и давления жидкости, что позволяет учитывать влияние анизотропии оболочки, пористости ядра и
их механических характеристик на поведение сферических композитов.
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Abstract. Porous spherical composites are widely found both in natural objects and in technical applications.
To describe the mechanical behavior of such structures, it is necessary to take into account the interaction of
solid and fluid phases, since the fluid inside the porous body supports and redistributes part of the external load.
This paper proposes a model of a spherical composite including a porous core and an elastic transversely isotropic
shell. The developed model is applied for stress and strain analysis in different loading regimes, including the
effect of external normal pressure and the injection of an additional volume of fluid, for example, when modeling
intravitreal injections in biomedical research. The analysis has shown that when modeling intravitreal injections
and describing the eyeball as a poroelastic composite, the drop in intraocular pressure with increasing degree
of anisotropy is less significant than in the case of a model with an elastic shell under the influence of internal
pressure alone. The increase in the degree of anisotropy is more significant for the pressure reduction in the porous
core in the mode of external normal pressure application than the injection of additional fluid volume. The study
also investigates the influence of the geometry and mechanical properties of the porous core on the variation
of the shell thickness. The results obtained provide a comprehensive understanding of the stress distribution
and fluid pressure, which allows to consider the influence of shell anisotropy, core porosity and their mechanical
characteristics on the behavior of spherical composites.
Keywords: biomechanics, poroelasticity, injection, sclera, vitreous body
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Введение

Сферические композиты находят широкое применение в различных областях, от биоме-
ханики до инженерных технологий. Например, в биомеханике глазное яблоко представляет
собой сферический композит с уникальными механическими свойствами [1], а в ядерной
энергетике сферические топливные элементы используются в реакторах [2]. Анализ дефор-
мации таких структур под различными нагрузками имеет ключевое значение для пони-
мания их напряжённо-деформированного поведения и разработки новых решений в этих
областях.

Особый интерес представляют пористые сферические композиты, которые благодаря
своей структуре обладают исключительными механическими свойствами. Примеры из при-
роды, такие как кораллы, демонстрируют высокую прочность и устойчивость за счёт по-
ристой структуры [3, 4]. В инженерии такие материалы широко применяются, например,
в фильтрах, катализаторах и цементных композитах, где они выполняют роль включений
в матрице [5, 6]. Благодаря своей способности перераспределять нагрузки, снижать напря-
жения и предотвращать разрушения пористые композиты становятся важным объектом
исследования. Использование пороупругих моделей позволяет более детально изучить вза-
имодействие твёрдой и жидкой фаз и оптимизировать механическое поведение подобных
материалов.

Целью данной работы является построение математической модели сферического ком-
позита, состоящего из пористого внутреннего ядра и упругой внешней оболочки, способ-
ного учитывать взаимодействие жидкости и твёрдой фазы. Рассматриваются два режима
нагружения: введение дополнительного объёма жидкости в пористое ядро и приложение
нормального давления на внешнюю поверхность оболочки. Модель позволяет описать рас-
пределение напряжений, деформаций и давления жидкости, а также учесть возможное
влияние жёсткости ядра и степени анизотропии оболочки.

1. Математическая модель пористого сферического композита

Рассмотрим задачу инъекции дополнительного объёма жидкости в пористое сфери-
ческое тело, окружённое упругой трансверсально-изотропной непроницаемой оболочкой
(рис. 1).
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Рис. 1. Введение жидкости во внутрен-
нюю полость сферического композита,
находящегося под действием нормаль-

ного внешнего давления
Fig. 1. Injection of liquid into the inner
cavity of a spherical composite under

external normal pressure

В качестве системы отсчёта выберем сфериче-
скую систему координат (𝑟, 𝜃, 𝜑), помещённую в
центр сферы.

При инъекции дополнительного объёма жидко-
сти композит деформируется в радиальном направ-
лении. Благодаря симметрии сдвиговые деформации
в ядре и оболочке отсутствуют, а нормальные дефор-
мации 𝜀𝑟𝑟, 𝜀𝜃𝜃 и 𝜀𝜙𝜙 описываются через радиальное
перемещение 𝑢𝑟:

𝜀𝑟𝑟 =
𝑑𝑢𝑟
𝑑𝑟

, 𝜀𝜃𝜃 = 𝜀𝜙𝜙 =
𝑢𝑟
𝑟
.

Уравнение равновесия сферического элемента

𝑑𝜎𝑟𝑟
𝑑𝑟

+
1

𝑟
(2𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜃𝜃 − 𝜎𝜙𝜙) = 0, (1)

где 𝜎𝑖𝑗 — компоненты тензора напряжений оболочки
или пористого ядра.

Для внутренней сферы-ядра будем использовать
индекс «c» (core), а для оболочки — индекс «sh»
(shell), причем индексы могут быть нижними или верхними.

В рамках задачи рассматриваются эффективные напряжения 𝜎eff
𝑖𝑗 , которые характери-

зуют напряжённое состояние твёрдой фазы пористого материала, исключая влияние поро-
вого давления. Компоненты полного тензора напряжений пористого тела 𝜎с

𝑖𝑗 представляют
собой сумму эффективных напряжений и порового давления 𝑝, действующего на поровое
пространство. Для описания линейного изотропного пороупругого тела используется сле-
дующая модель [7, 8]:

𝜎c
𝑖𝑗 = 𝜎eff

𝑖𝑗 −𝐴𝑝𝛿𝑖𝑗 = 2𝜇𝑐𝜀𝑖𝑗 + 𝜆𝑐𝜀𝑘𝑘𝛿𝑖𝑗 −𝐴𝑝𝛿𝑖𝑗 , (2)

где 𝜇𝑐, 𝜆𝑐 — параметры Ламе пористого ядра, 𝐴— коэффициент эффективных напряжений
Биo (для мягких тканей значение коэффициента близко к единице), 𝑝— давление жидкости
в поровом пространстве, 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера.

Для трансверсально-изотропной упругой оболочки связь между напряжениями и де-
формациями записывается в виде⎡⎣𝜎sh

𝜃𝜃

𝜎sh
𝜙𝜙

𝜎sh
𝑟𝑟

⎤⎦ =

⎡⎣𝑀 sh
𝜃𝜃 𝑀 sh

𝜃𝜙 𝑀 sh
𝜃𝑟

𝑀 sh
𝜙𝜃 𝑀 sh

𝜙𝜙 𝑀 sh
𝜙𝑟

𝑀 sh
𝑟𝜃 𝑀 sh

𝑟𝜙 𝑀 sh
𝑟𝑟

⎤⎦⎡⎣𝜀sh𝜃𝜃𝜀sh𝜙𝜙
𝜀sh𝑟𝑟

⎤⎦ , (3)

где модули упругости 𝑀 sh
𝑖𝑗 выражены через 𝐸sh, 𝐸′

sh (модули Юнга при растяжении-сжатии
в плоскости изотропии и в направлении, перпендикулярном к ней) и коэффициенты Пуас-
сона оболочки 𝜈sh = 𝜈sh

𝜃𝜙 = 𝜈sh
𝜙𝜃, 𝜈

′
sh = 𝜈sh

𝑟𝜙 = 𝜈sh
𝑟𝜃 следующим образом:

𝑀 sh
𝜃𝜃 =𝑀 sh

𝜙𝜙 =
𝐸sh

(︀
𝐸′

sh − 𝐸sh(𝜈
′
sh)

2
)︀

(1 + 𝜈sh)
(︀
𝐸′

sh − 𝐸′
sh𝜈sh − 2𝐸sh(𝜈

′
sh)

2
)︀ ,

𝑀 sh
𝜃𝜙 =𝑀 sh

𝜙𝜃 =
𝐸sh

(︀
𝐸′

sh𝜈
′
sh + 𝐸sh(𝜈

′
sh)

2
)︀

(1 + 𝜈sh)
(︀
𝐸′

sh − 𝐸′
sh𝜈sh − 2𝐸sh(𝜈

′
sh)

2
)︀ ,

𝑀 sh
𝑟𝑟 =

(𝐸′
sh)

2(1− 𝜈sh)

𝐸′
sh − 𝐸′

sh𝜈sh − 2𝐸sh(𝜈
′
sh)

2
,

𝑀 sh
𝑟𝜃 =𝑀 sh

𝑟𝜙 =
𝐸′

sh𝐸sh𝜈
′
sh

𝐸′
sh − 𝐸′

sh𝜈sh − 2𝐸sh(𝜈
′
sh)

2
.
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Приращение содержания поровой жидкости 𝜁 отражает изменение объёма порового про-
странства, вызванное инъекцией жидкости, а также влияние давления жидкости на дефор-
мацию твёрдой фазы материала [7, 8]:

𝜁 = 𝜑 div (u𝑠 −U𝑓 ) = 𝜑 (𝜃𝑠 − 𝜃𝑓 ) ,

где u𝑠 и U𝑓 — перемещения точек твёрдой и жидкой фаз ядра, 𝜃𝑠 и 𝜃𝑓 — объёмная деформа-
ция твёрдой и жидкой фаз ядра, 𝜑— пористость тела — доля жидкости в представительном
объёме пористого тела соответствующей части композита, 0 ⩽ 𝜑 ⩽ 1.

Последнее уравнение может быть переписано в виде

𝜃𝑓 = 𝜃𝑠 − 𝜑−1𝜁,

означающем, что при отсутствии приращения содержания поровой жидкости, когда жид-
кость не втекает и не вытекает, объёмные деформации твёрдой и жидкой фаз совпадают.

Приращение содержания поровой жидкости также может быть переписано в виде [7]:

𝜁 = 𝐴𝜃𝑠 +
𝑝

𝑀
,

где 𝑀 — модуль Биo, описывающий сжимаемость пористого материала при изменении дав-
ления жидкости в условиях удержания постоянного объёма твёрдой фазы.

Рассмотрим установившийся процесс деформирования для статической задачи. Для
обеспечения отсутствия потоков жидкости при 𝑡 → ∞ примем, что градиент давления ра-
вен нулю. Уравнение равновесия (1) вместе с выражениями для напряжений (2) принимает
вид

𝑑2𝑢𝑐𝑟
𝑑𝑟2

+
2

𝑟

𝑑𝑢𝑐𝑟
𝑑𝑟

− 2𝑢𝑐𝑟
𝑟2

= 0. (4)

Общее решение уравнения (4) имеет вид

𝑢𝑐𝑟(𝑟) = 𝐶𝑐
1𝑟 +

𝐶𝑐
2

𝑟
.

Так как при 𝑟 = 0 в выражении для перемещений точек твёрдой фазы ядра образуется
сингулярность, примем, что 𝐶𝑐

2 = 0:

𝑢𝑐𝑟(𝑟) = 𝐶𝑐
1𝑟.

Аналогичное уравнение для трансверсально-изотропной оболочки получается путём под-
становки выражений (3) в уравнение (1):(︁

𝑢sh
𝑟

)︁′′
+

2

𝑟

(︁
𝑢sh
𝑟

)︁′
− 2𝐵sh

𝑟2
𝑢sh
𝑟 = 0, 𝐵sh =

𝐸sh (𝜈
′
sh − 1)

𝐸′
sh (𝜈sh − 1)

. (5)

Общее решение уравнения (5) имеет вид

𝑢sh
𝑟 (𝑟) = 𝐶sh

1 𝑟
𝑚 +

𝐶sh
2

𝑟𝑚+1
, 𝑚 = −1

2
+

√
1 + 8𝐵sh

2
, 𝑚 > 0.

На границе между внутренним ядром и оболочкой требуется выполнение условий непре-
рывности радиальных перемещений и радиального компонента полного тензора напряже-
ний:

𝑢𝑐𝑟
⃒⃒
𝑟=𝑅1

= 𝑢sh
𝑟

⃒⃒
𝑟=𝑅1

,

𝜎sh
𝑟𝑟

⃒⃒
𝑟=𝑅1

= 𝜎𝑐𝑟𝑟
⃒⃒
𝑟=𝑅1

.
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Предположим, что на внешнюю поверхность действует нормальное давление 𝜎out:

𝜎sh
𝑟𝑟

⃒⃒
𝑟=𝑅2

= 𝜎out.

Величина приращения содержания поровой жидкости, проинтегрированная по объёму
ядра, равна объёму жидкости, введённой в процессе инъекции. Это соотношение отражает
баланс массы жидкости, поступающей в пористое тело, и изменений её содержания в поро-
вом пространстве, обеспечивая связь между внешними условиями инъекции и внутренними
деформационными процессами:∫︁

𝑉core

𝜁 𝑑𝑉 = 𝑉add ⇒
∫︁

𝑉core

(︁
𝐴𝜃𝑠 +

𝑝

𝑀

)︁
𝑑𝑉 = 𝑉add ⇒

(︁
3𝐴𝐶𝑐

1 +
𝑝

𝑀

)︁ 4

3
𝜋𝑅3

1 = 𝑉add,

где 𝑉add — закачиваемый или выкачиваемый объём жидкости, 𝑉core — объём пористого ядра.

2. Результаты и их обсуждение

Глазное яблоко можно рассматривать как сферический композит. Его внешняя оболоч-
ка, склера, выполняет ключевую механическую функцию благодаря наличию коллагено-
вых волокон [9]. Она обеспечивает необходимую жёсткость и структурную устойчивость,
позволяя глазу противостоять внутриглазному давлению (ВГД) и сохранять форму при
движении [10]. Внутреннюю часть глаза заполняет стекловидное тело — гелеобразная суб-
станция, расположенная между хрусталиком и сетчаткой. Для его моделирования применя-
ются различные подходы, включая описание в виде вязкой жидкости [11] или пороупругого
материала [12].

Интравитреальная инъекция является эффективным методом доставки лекарственных
препаратов для лечения офтальмологических заболеваний [13]. Этот способ обеспечива-
ет высокую концентрацию действующего вещества непосредственно в стекловидном теле,
минимизируя системные побочные эффекты. Обычно объём инъекций составляет от 0.05
до 0.1 мл [14]. При введении жидкости общий объём глаза временно увеличивается, что
вызывает значительное повышение внутриглазного давления. Даже кратковременное по-
вышение ВГД сверх допустимых значений может нарушить кровоснабжение сетчатки и
области диска зрительного нерва [15].

Для исследования биомеханических процессов, связанных с интравитреальными инъек-
циями, применяются аналитические методы [1,16] и численные подходы [17]. В большинстве
исследований склера представляется как трансверсально-изотропный материал в трёхмер-
ной постановке [18] или описывается с использованием теории оболочек [19].

Диаметр глазного яблока у взрослого человека колеблется от 21 до 27 мм [20] при сред-
нем значении 24 мм [21, 22]. Толщина склеры варьируется: на экваторе она минимальна
и составляет 0.5 мм, тогда как в задней части глаза достигает максимального значения
1.3 мм [21]. Механические свойства склеры зависят от возраста и наличия патологий [9].
Значения окружного модуля упругости для склеры, приведённые в литературе, составляют
3 МПа [22], 14.76 МПа [23], 14.31 ± 8.56 МПа [24]. Коэффициент Пуассона варьируется в
диапазоне от 0.4 до 0.48 [22]. Для расчётов принимаем модуль упругости склеры равным
14.3 МПа, а коэффициент Пуассона 𝜈sh – 0.4 [23]. При увеличении степени анизотропии
оболочки (уменьшении 𝐸′

sh) коэффициент Пуассона 𝜈 ′sh уменьшается согласно [1].
Значение модуля Юнга ядра примем равным 60 Па [25]. Мягкие ткани, как правило,

близки к состоянию несжимаемости, что обусловлено их высокой гидратацией. Наличие
значительного объёма жидкости внутри тканей обеспечивает их устойчивость к изменени-
ям объёма при внешних нагрузках, что отражается в значениях коэффициента Пуассона,
приближённых к 0.5.

Полные напряжения в такой системе зависят от суммы эффективных напряжений и
вклада порового давления. Высокое поровое давление, связанное с введением объёма жид-
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кости, может преобладать над эффективными напряжениями, что приводит к отрицатель-
ным значениям полных напряжений, соответствующим состоянию сжатия. Если коэффи-
циент Био 𝐴 близок к 1 (пористый материал с высокой долей жидкости), вклад порового
давления в полные напряжения становится особенно значительным. В табл. 1 приведены
параметры, отражающие степень анизотропии оболочки и распределение напряжений в яд-
ре при введении инъекции объёмом 0.1 мл.

Таблица 1 / Table 1
Изменение величины порового давления и полных механических напряжений

в пористом стекловидном теле при введении инъекции 0.1 мл
Changes in the magnitude of pore pressure and total mechanical stresses in the

porous vitreous body during injection of 0.1 mL

Соотношение
𝐸sh/𝐸

′
sh

Коэффициент
Пуассона 𝜈′sh

Значение порового
давления, мм рт. ст.

Значение полных
напряжений в ядре,

мм рт. ст.
1 0.4 94 −52

2 0.3 93 −50

10 0.15 89 −43

100 0.02 84 −31

200 0.0075 82 −28

Увеличение степени анизотропии приводит к уменьшению значений порового давления
ядра на 13%, в то время как полные напряжения снижаются на 46%. Это указывает на
рост по модулю эффективных напряжений в твёрдой фазе ядра, при этом они остаются
ограниченными значением 𝑝. Такое поведение позволяет компенсировать снижение полных
напряжений, обеспечивая механическое равновесие в системе.

Моделирование глаза как пороупругого композита позволяет более подробно описать
механическое равновесие, учитывая взаимодействие твёрдой и жидкой фаз. В отличие от
модели упругой оболочки, находящейся под действием только внутреннего давления [1],
пороупругая модель показывает, что увеличение степени анизотропии приводит к менее
выраженному падению ВГД.

При рассмотрении задачи воздействия внешнего давления 𝜎out без введения дополни-
тельного объёма жидкости изучено распределение напряжений в ядре при различных зна-
чениях степени анизотропии оболочки. В табл. 2 представлены результаты расчётов для
внешней сжимающей нагрузки, равной 11 кПа.

Таблица 2 / Table 2
Изменение величины порового давления и полных механических напряжений

в пористом стекловидном теле при внешней сжимающей нагрузке 11 кПа
Variation of pore pressure and total mechanical stresses in a porous vitreous body

under an external compressive load of 11 kPa

Соотношение
𝐸sh/𝐸

′
sh

Коэффициент
Пуассона 𝜈′sh

Значение порового
давления, мм рт. ст.

Значение полных
напряжений в ядре,

мм рт. ст.
1 0.4 26 −52

2 0.3 25 −50

10 0.15 21 −42

100 0.02 11 −22

200 0.0075 7 −13

Значение 11 кПа было выбрано таким образом, чтобы в изотропном случае полные
напряжения для обоих режимов нагружения совпадали. Поровое давление составляет по-
ловину от полных напряжений в ядре (см. табл. 2), что указывает на равное распределение
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нагрузки между твёрдой и жидкой фазами при приложении внешнего давления. Однако
при введении дополнительного объёма жидкости поровое давление превышает эффектив-
ные напряжения, что свидетельствует о большей нагрузке, воспринимаемой жидкой фазой.
При этом увеличение степени анизотропии приводит к более значительному снижению пол-
ных напряжений в случае 𝜎applied = 11 кПа, 𝑉add = 0, по сравнению со случаем 𝜎applied = 0,
𝑉add = 0.1 мл. Такое различие объясняется тем, что при равномерном внешнем давлении
оболочка принимает на себя значительную часть нагрузки, эффективно перераспределяя
её благодаря своей анизотропной структуре, тогда как при инъекции прилагаемые напря-
жения воздействуют в первую очередь непосредственно на твёрдую и жидкую фазы ядра.

На рис. 2 представлено относительное изменение толщины оболочки ℎ/ℎ0 в зависимо-
сти от степени её анизотропии 𝐸sh/𝐸

′
sh для трёх различных объёмов инъекции жидкости:

0.01, 0.05 и 0.1 мл. С уменьшением объёма инъекции величина относительного изменения
толщины оболочки снижается.
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Рис. 2. Относительное изменение толщины оболочки в
зависимости от степени анизотропии и объёма инъекции
Fig. 2. Relative change in shell thickness as a function of

the degree of anisotropy and injection volume

При увеличении степени анизотропии оболочки 𝐸sh/𝐸
′
sh возрастает относительное изме-

нение толщины оболочки для всех рассматриваемых объёмов инъекции. Полученные значе-
ния оказываются ниже, чем результаты, представленные в работе [1]. Это связано с тем, что
в настоящей работе внутреннее ядро представлено как двухфазный материал, обладающий
сопротивлением к внешним нагрузкам, что снижает степень деформации оболочки.

Для всех случаев наблюдается увеличение порового давления с ростом модуля Юнга
ядра. Это объясняется тем, что более жёсткое ядро (с большим модулем Юнга) оказывает
большее сопротивление изменению объёма при нагружении, что приводит к росту давления
поровой жидкости.

На рис. 3 представлены зависимости давления в порах от модуля Юнга ядра для трёх
различных степеней анизотропии оболочки и двух случаев толщины оболочки до деформа-
ции.

Увеличение модуля Юнга ядра и толщины оболочки приводит к росту порового дав-
ления. Для более тонкой оболочки изменения порового давления при различных степенях
анизотропии менее значительны, чем для более толстой оболочки. Рост порового давления,
связанный с увеличением толщины оболочки, объясняется ограничением деформаций ядра
и уменьшением объёма доступного порового пространства. В результате полные напряже-
ния в ядре становятся менее сжимающими, так как вклад давления жидкости частично
компенсирует нагрузку, передаваемую на твёрдую фазу.
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а / a б / b
Рис. 3. Влияние величины модуля Юнга ядра на значения порового давления при
𝜎applied = 0 кПа, 𝑉add = 0.1 мл и толщине оболочки до деформации 0.5 мм (а)

и 2 мм (б )
Fig. 3. Influence of the Young’s modulus value of the core on the values of pore
pressure at 𝜎applied = 0 kPa, 𝑉add = 0.1 ml and shell thickness before deformation

0.5 mm (a), and 2 mm (b)

Заключение

В данной работе разработана модель сферического композита, включающего пористое
внутреннее ядро и упругую внешнюю трансверсально-изотропную оболочку. Рассмотрены
два режима нагружения: введение дополнительного объёма жидкости во внутреннюю сфе-
ру и приложение распределённой нормальной нагрузки на внешнюю поверхность оболочки.
Полученные результаты демонстрируют распределение полных напряжений в пористом яд-
ре, а также значения давления жидкости в пористой среде.

Модель показала, как степень анизотропии оболочки влияет на перераспределение на-
пряжений, изменение толщины оболочки и механическое поведение ядра. Увеличение тол-
щины оболочки приводит к более высоким значениям порового давления при инъекции.
Дальнейшее исследование будет направлено на изучение влияния скорости введения инъ-
екции и других динамических факторов на механическое поведение композита.
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