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Посвящается 75-летию профессора Л. Ю. Коссовича

Введение

Как отмечал Ю. Н. Работнов [1], в природе абсолютно упругих тел не существует. Все
среды обладают в той или иной степени вязкоупругими свойствами, а их основные физико-
механические свойства зависят от времени. В связи с широким применением теории вяз-
коупругости при исследовании поведения новых материалов и традиционных материалов
теории и методам расчета вязкоупругих сред при различного рода воздействиях уделялось
большое внимание [2–6].

Проблема распространения волн в вязкоупругих средах довольно сложна [5] и предпо-
лагает изучение физических эффектов, таких как дисперсия и затухание. Исследователи
находят аналитические решения с помощью различных моделей вязкоупругости [3,6], при-
меняя в том числе и модели с производными дробного порядка [7–9]. Подробный анализ
вязкоупругих моделей с операторами дробного порядка, используемых в динамических за-
дачах механики твердого тела, приведен в обзоре [10], а история развития этих моделей
описана в работе [11].

Анализ работ, посвященных изучению распространения волн в вязкоупругих средах,
свойства которых описываются различными моделями с дробными производными, показал,
что в подавляющем большинстве из них рассматривались одномерные среды, т.е. продоль-
ные волны в вязкоупругих стержнях [7–9,12–19].

Распространение плоских гармонических волн в линейной трехмерной вязкоупругой сре-
де со слабо сингулярным ядром наследственности в виде дробноэкспоненциальной функции
Ю. Н. Работнова [4] изучалось в работах [20–22], где была установлена связь особенностей
ядра наследственности c соответствующей функцией распределения и проанализированы
особенности поведения коэффициента затухания гармонических волн при высоких часто-
тах. Наряду c [2], где изучены гармонические волны в трехмерных термовязкоупругих сре-
дах, было найдено, что при распространении подобных волн имеет место не только затуха-
ние, но и дисперсия (зависимость фазовой скорости от частоты).

В данной статье исследуется распространение плоских гармонических волн в трехмер-
ных вязкоупругих средах, свойства которых описываются простейшими моделями с дроб-
ными производными, а именно: моделями Кельвина – Фойгта, Максвелла и стандартного
линейного твердого тела. Рассматриваются среды с памятью в случае, когда объемной ре-
лаксацией можно пренебречь по сравнению с релаксацией при сдвиге. При этом модели
с дробными производными используются для задания зависящих от времени операторов
Юнга или сдвига.
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1. Определяющие соотношения для анализа характеристик продольных
и поперечных волн в линейной вязкоупругости

Система уравнений, описывающая динамическое поведение линейных изотропных вяз-
коупругих сред, имеет вид [1,2, 6]:

𝜎𝑖𝑗 = 𝜆̂𝜀𝑘𝑘𝛿𝑖𝑗 + 2𝜇̂𝜀𝑖𝑗 , (1)
𝜎𝑖𝑗,𝑗 = 𝜌𝑢̈𝑖, (2)

где 𝜎𝑖𝑗 и 𝜀𝑖𝑗 — компоненты тензоров напряжений и деформаций соответственно, 𝑢𝑖 — компо-
ненты вектора перемещений, 𝜌— плотность среды, точка над величиной означает производ-
ную по времени, индекс после запятой указывает на пространственное дифференцирование
по соответствующей координате, а 𝜆̂ and 𝜇̂— зависящие от времени 𝑡 операторы параметров
Ламе:

𝜆̂𝜀 =

∫︁ ∞

0
𝜆
(︀
𝑡′
)︀
𝜀
(︀
𝑡− 𝑡′

)︀
𝑑𝑡′,

𝜇̂𝜀 =

∫︁ ∞

0
𝜇
(︀
𝑡′
)︀
𝜀
(︀
𝑡− 𝑡′

)︀
𝑑𝑡′.

Учитывая зависимость между деформациями и перемещениями

𝜀𝑖𝑗 =
1

2
(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖)

и соотношения (1), уравнения движения (2) можно переписать в виде

𝜌𝑢̈𝑖 = 𝜆̂𝑢𝑘,𝑘𝑖 + 𝜇̂ (𝑢𝑘,𝑘𝑖 + 𝑢𝑖,𝑘𝑘) . (3)

Будем искать решение в виде затухающей волны

𝑢𝑖 = 𝐴𝑖 exp
[︁
i𝜔𝑡−

(︁
𝛼+ i

𝜔

𝑐

)︁
𝑥𝑘𝜈𝑘

]︁
, (4)

где 𝐴𝑖, 𝑐, 𝜔 и 𝛼— амплитуда, скорость, частота и коэффициент затухания волны соответ-
ственно, 𝜈𝑘 — единичный вектор в направлении распространения волны, i— мнимая едини-
ца.

Подставляя соотношения (4) в уравнения движения (3), получим

−𝜌𝜔2𝐴𝑖 =
(︁
𝛼+ i

𝜔

𝑐

)︁2 [︁
𝐴𝑘𝜈𝑘𝜈𝑖𝜆̃+ (𝐴𝑖 +𝐴𝑘𝜈𝑘𝜈𝑖) 𝜇̃

]︁
, (5)

где тильда над символом некоторой физической величины означает Фурье-образ ядра его
оператора

𝜆̃ (𝜔) =

∫︁ ∞

0
𝜆 (𝑡) 𝑒−i𝜔𝑡 𝑑𝑡,

𝜇̃ (𝜔) =

∫︁ ∞

0
𝜇 (𝑡) 𝑒−i𝜔𝑡 𝑑𝑡.

Соотношения (5) позволяют определить скорости волн 𝑐, коэффициент затухания 𝛼 и
логарифмический декремент 𝛿, характеризующий затухание волны в пространстве. При
этом следует различать две волны — поперечную и продольную, независимо распространя-
ющиеся с разными скоростями 𝑐𝑡 и 𝑐𝑙 соответственно. В дальнейшем все характеристики
поперечных волн будут записываться с нижним индексом 𝑡, а продольных волн — с индек-
сом 𝑙.
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Учитывая, что для поперечной волны 𝐴𝑘𝜈𝑘 = 0, из уравнения (5) имеем(︂
𝛼𝑡 + i

𝜔

𝑐𝑡

)︂2

= −𝜔
2𝜌

𝜇̃
. (6)

Умножая (5) на 𝜈𝑖 и учитывая, что для продольной волны 𝐴𝑘𝜈𝑘 ̸= 0, получим(︂
𝛼𝑙 + i

𝜔

𝑐𝑙

)︂2

= − 𝜔2𝜌

𝜆̃+ 2𝜇̃
. (7)

Известные соотношения между параметрами Ламе 𝜆 и 𝜇 и модулем всестороннего сжа-
тия 𝐾 для изотропной упругой среды [23]

𝜆+ 2𝜇 = 𝐾 +
4

3
𝜇 =

3𝐾(3𝐾 + 𝐸)

9𝐾 − 𝐸
(8)

на основе принципа соответствия Вольтерра могут быть переписаны для изотропной вяз-
коупругой среды в виде

𝑀̂ ≡ 𝜆̂+ 2𝜇̂ = 𝐾̂ +
4

3
𝜇̂ =

3𝐾̂(3𝐾̂ + 𝐸̂)

9𝐾̂ − 𝐸̂
,

𝑀̃ = 𝜆̃+ 2𝜇̃ = 𝐾̃ +
4

3
𝜇̃ =

3𝐾̃(3𝐾̃ + 𝐸̃)

9𝐾̃ − 𝐸̃
,

где 𝐾̂ — оператор всестороннего расширения-сжатия, 𝐸̂ — оператор модуля Юнга, 𝑀̂ — опе-
ратор так называемого модуля P-волны.

Введем угол потерь

𝜙𝑡 = arg 𝜇̃ = arctg

(︂
Im 𝜇̃

Re 𝜇̃

)︂
,

𝜙𝑙 = arg𝐴 = arctg

(︃
Im 𝑀̃

Re 𝑀̃

)︃
.

Тогда из соотношений (6) и (7) можно получить выражения для физических величин,
характеризующих распространение и затухание поперечных и продольных волн в трехмер-
ной вязкоупругой линейной среде, а именно:

комплексное волновое число

𝑘𝑡 = 𝑘1𝑡 + i 𝑘2𝑡 =
1

i

(︂
𝛼𝑡 + i

𝜔

𝑐𝑡

)︂
=
𝜔

𝑐𝑡
− i𝛼𝑡 =

√︃
𝜔2𝜌

|𝜇̃| 𝑒
−i

𝜙𝑡
2 ,

𝑘𝑙 = 𝑘1𝑙 + i 𝑘2𝑙 =
1

i

(︂
𝛼𝑙 + i

𝜔

𝑐𝑙

)︂
=
𝜔

𝑐𝑙
− i𝛼𝑙 =

⎯⎸⎸⎷𝜔2𝜌⃒⃒⃒
𝑀̃
⃒⃒⃒ 𝑒−i

𝜙𝑙
2 ;

cкорости поперечных и продольных волн

𝑐2𝑡 =
𝜔2⃒⃒⃒
𝑘
⃒⃒⃒2 sec2 𝜙𝑡

2
=

|𝜇̃|
𝜌

sec2
𝜙𝑡

2
, (9)

𝑐2𝑙 =
𝜔2⃒⃒⃒
𝑘
⃒⃒⃒2 sec2 𝜙𝑙

2
=

⃒⃒⃒
𝑀̃
⃒⃒⃒

𝜌
sec2

𝜙𝑙

2
; (10)
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коэффициенты затухания

𝛼2
𝑡 =

⃒⃒⃒
𝑘
⃒⃒⃒2
sin2

𝜙𝑡

2
=
𝜔2𝜌

|𝜇̃| sin2
𝜙𝑡

2
,

𝛼2
𝑙 =

⃒⃒⃒
𝑘
⃒⃒⃒2
sin2

𝜙𝑙

2
=
𝜔2𝜌⃒⃒⃒
𝑀̃
⃒⃒⃒ sin2 𝜙𝑙

2
;

логарифмические декременты затухания

𝛿𝑡 = 2𝜋
𝛼𝑡𝑐𝑡
𝜔

= 2𝜋 tg
𝜙𝑡

2
,

𝛿𝑙 = 2𝜋
𝛼𝑙𝑐𝑙
𝜔

= 2𝜋 tg
𝜙𝑙

2
.

Для дальнейшего анализа распространения волн в вязкоупругих средах необходимо за-
даться конкретным видом вязкоупругих операторов.

2. Анализ распространения вязкоупругих волн с помощью моделей
с дробными производными

Хорошо известно [23], что каждый изотропный упругий материал обладает только дву-
мя независимыми константами, а все остальные выражаются через две, которые должны
быть заданы или определены из экспериментов. Точно так же и в случае изотропных вяз-
коупругих сред, материальные свойства которых зависят от времени и описываются опера-
торами, которые должны быть выражены через два наперед заданных (или определенных
из экспериментов) оператора, используя принцип соответствия [10].

Будем считать оператор объемного расширения–сжатия 𝐾̂ не зависящим от времени,
тем самым пренебрегая объемной релаксацией (это предположение имеет место для вязко-
упругих материалов, у которых объемная релаксация намного меньше, чем релаксация при
сдвиге [1]), т.е.

𝐾̃ = const.

В этом случае для дальнейшего анализа необходимо задать второй оператор. Для этого
рассмотрим три простейшие модели вязкоупругости с дробными производными: обобщен-
ную модель Кельвина –Фойгта, Максвелла и стандартного линейного твердого тела [7, 10].

2.1. Моделирование оператора модуля сдвига с помощью моделей с дробной
производной

Модель Кельвина –Фойгта
Наиболее часто оператор сдвига 𝜇̂ задается с помощью модели Кельвина –Фойгта с

дробной производной [10]
𝜇̂ = 𝜇0 [1 + (𝜏𝜇𝜎 )

𝛾 𝐷𝛾 ] , (11)

где 𝜇0 — релаксированный модуль сдвига, 𝜏𝜇𝜎 — время ретардации при сдвиге, 𝐷𝛾 — дробная
производная Римана – Лиувилля порядка 0 < 𝛾 < 1

𝐷𝛾𝑓(𝑡) =
1

Γ(1− 𝛾)

𝑑

𝑑𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑓(𝑡′)

(𝑡− 𝑡′)𝛾
𝑑𝑡′,

при этом объемный модуль принимается постоянной величиной, равной релаксированному
значению объемного модуля 𝐾0.

Тогда Фурье-образ ядра оператора модуля сдвига, квадрат его абсолютной величины и
его аргумент принимают вид

𝜇̃ = 𝜇0 [1 + (i𝜔𝜏𝜇𝜎 )
𝛾 ] = 𝜇0

[︁
1 + (𝜔𝜏𝜇𝜎 )

𝛾 𝑒i
𝜋
2
𝛾
]︁
, |𝜇̃|2 = 𝜇20

[︁
1 + 2 (𝜔𝜏𝜇𝜎 )

𝛾 cos
(︁𝜋
2
𝛾
)︁
+ (𝜔𝜏𝜇𝜎 )

2𝛾
]︁
,
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𝜙𝑡 = arg 𝜇̃ = arctg

(︃
(𝜔𝜏𝜇𝜎 )

𝛾
sin
(︀
𝜋
2𝛾
)︀

1 + (𝜔𝜏𝜇𝜎 )
𝛾
cos
(︀
𝜋
2𝛾
)︀)︃ .

Асимптотические величины скорости поперечной волны, коэффициента затухания и ло-
гарифмического декремента принимают следующие значения:

при 𝜔 → 0

lim
𝜔→0

𝑐𝑡 =

√︂
𝜇0
𝜌

= 𝑐𝑡0, lim
𝜔→0

𝛼𝑡 = 0, lim
𝜔→0

𝛿𝑡 = 0; (12)

при 𝜔 → ∞
lim
𝜔→∞

𝑐𝑡 = ∞, lim
𝜔→∞

𝛼𝑡 = ∞, lim
𝜔→∞

𝛿𝑡 = 2𝜋 tg
(︁𝜋
4
𝛾
)︁
. (13)

Асимптотические значения скорости продольной волны, коэффициента затухания и ло-
гарифмического декремента:

при 𝜔 → 0

lim
𝜔→0

𝑐𝑙 =

√︃
4
3𝜇0 +𝐾0

𝜌
=

√︃
𝜆0 + 2𝜇0

𝜌
= 𝑐𝑙0, lim

𝜔→0
𝛼𝑙 = 0, lim

𝜔→0
𝛿𝑙 = 0; (14)

при 𝜔 → ∞
lim
𝜔→∞

𝑐𝑙 = ∞, lim
𝜔→∞

𝛼𝑙 = ∞, lim
𝜔→∞

𝛿𝑙 = 2𝜋 tg
(︁𝜋
4
𝛾
)︁
, (15)

где 𝜆0 — релаксированное значение первого коэффициента Ламе.
Модель Максвелла
Если для описания поведения вязкоупругих тел использовать модель Максвелла, тогда

оператор сдвига 𝜇̂ может быть записан в виде [10]

𝜇̂ = 𝜇∞
(𝜏𝜇𝜀 )

𝛾
𝐷𝛾

1 + (𝜏𝜇𝜀 )
𝛾
𝐷𝛾

, (16)

где 𝜇∞ — нерелаксированное значение модуля сдвига, 𝜏𝜇𝜀 — время релаксации при сдвиге,
при этом оператор объемного модуля считается постоянной величиной, равной нерелакси-
рованному значению объемного модуля 𝐾∞.

В этом случае Фурье-образ ядра оператора модуля сдвига, квадрат его абсолютной ве-
личины и его аргумент принимают вид

𝜇̃ = 𝜇∞
(𝜔𝜏𝜇𝜀 )

𝛾
𝑒i

𝜋
2
𝛾

1 + (𝜔𝜏𝜇𝜀 )
𝛾
𝑒i

𝜋
2
𝛾
,

|𝜇̃|2 = 𝜇2∞
1

1 + 2 (𝜔𝜏𝜇𝜀 )
−𝛾

cos
(︀
𝜋
2𝛾
)︀
+ (𝜔𝜏𝜇𝜀 )

−2𝛾 ,

𝜙𝑡 = arg 𝜇̃ = arctg

(︃
sin
(︀
𝜋
2𝛾
)︀

(𝜔𝜏𝜇𝜀 )
𝛾
+ cos

(︀
𝜋
2𝛾
)︀)︃ .

Полученные соотношения позволяют получить следующие асимптотические значения
скорости поперечной волны, коэффициента затухания и логарифмического декремента:

при 𝜔 → 0

lim
𝜔→0

𝑐𝑡 = 0, lim
𝜔→0

𝛼𝑡 = 0, lim
𝜔→0

𝛿𝑡 = 2𝜋 tg
(︁𝜋
4
𝛾
)︁
; (17)

при 𝜔 → ∞
lim
𝜔→∞

𝑐𝑡 =

√︂
𝜇∞
𝜌

= 𝑐𝑡∞, lim
𝜔→∞

𝛼𝑡 = ∞, lim
𝜔→∞

𝛿𝑡 = 0. (18)

Асимптотические значения скорости продольной волны, коэффициента затухания и ло-
гарифмического декремента:
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при 𝜔 → 0

lim
𝜔→0

𝑐𝑙 =

√︃
𝐾∞
𝜌
, lim

𝜔→0
𝛼𝑙 = 0, lim

𝜔→0
𝛿𝑙 = 0; (19)

при 𝜔 → ∞

lim
𝜔→∞

𝑐𝑙 =

√︃
4
3𝜇∞ +𝐾∞

𝜌
=

√︃
𝜆∞ + 2𝜇∞

𝜌
= 𝑐𝑙∞, (20)

lim
𝜔→∞

𝛼𝑙 = ∞, lim
𝜔→∞

𝛿𝑙 = 0,

где 𝜆∞ — нерелаксированное значение первого коэффициента Ламе.
Модель стандартного линейного твердого тела
Если для описания поведения вязкоупругой среды использовать модель стандартного

линейного твердого тела с дробными производными одного порядка для напряжений и
деформаций, тогда оператор сдвига может быть записан в виде [10]

𝜇̂ = 𝜇0
1 + (𝜏𝜇𝜎 )

𝛾
𝐷𝛾

1 + (𝜏𝜇𝜀 )
𝛾
𝐷𝛾

. (21)

В этом случае Фурье-образ ядра оператора модуля сдвига, квадрат его абсолютной ве-
личины и его аргумент принимают вид

𝜇̃ = 𝜇0
1 + (𝜔𝜏𝜇𝜎 )

𝛾
𝑒i

𝜋
2
𝛾

1 + (𝜔𝜏𝜇𝜀 )
𝛾
𝑒i

𝜋
2
𝛾
, |𝜇̃|2 = 𝜇20

1 + 2 (𝜔𝜏𝜇𝜎 )
𝛾
cos
(︀
𝜋
2𝛾
)︀
+ (𝜔𝜏𝜇𝜎 )

2𝛾

1 + 2 (𝜔𝜏𝜇𝜀 )
𝛾
cos
(︀
𝜋
2𝛾
)︀
+ (𝜔𝜏𝜇𝜀 )

2𝛾 ,

𝜙𝑡 = arg 𝜇̃ = arctg

{︃ [︀
(𝜔𝜏𝜇𝜎 )

𝛾 − (𝜔𝜏𝜇𝜀 )
𝛾]︀

sin
(︀
𝜋
2𝛾
)︀

1 +
[︀
(𝜔𝜏𝜇𝜎 )

𝛾
+ (𝜔𝜏𝜇𝜀 )

𝛾]︀
cos
(︀
𝜋
2𝛾
)︀
+ (𝜔𝜏𝜇𝜎 )

𝛾
(𝜔𝜏𝜇𝜀 )

𝛾

}︃
.

Пренебрегая объемной релаксацией, т.е. считая, что 𝐾̂ = 𝐾̃ = 𝐾0 = 𝐾∞ = 𝐾 = const,
из полученных соотношений можно найти следующие асимптотические значения скорости,
коэффициента затухания и логарифмического декремента для поперечной волны:

при 𝜔 → 0:

lim
𝜔→0

𝑐𝑡 =

√︂
𝜇0
𝜌

= 𝑐𝑡0, lim
𝜔→0

𝛼𝑡 = 0, lim
𝜔→0

𝛿𝑡 = 0; (22)

при 𝜔 → ∞

lim
𝜔→∞

𝑐𝑡 =

√︂
𝜇0
𝜌

(︂
𝜏𝜇𝜎
𝜏𝜇𝜀

)︂ 𝛾
2

=

√︂
𝜇∞
𝜌

= 𝑐𝑡∞, lim
𝜔→∞

𝛼𝑡 = ∞, lim
𝜔→∞

𝛿𝑡 = 0; (23)

для продольной волны:
при 𝜔 → 0

lim
𝜔→0

𝑐𝑙 =

√︃
4
3𝜇0 +𝐾

𝜌
=

√︃
𝜆0 + 2𝜇0

𝜌
= 𝑐𝑙0, lim

𝜔→0
𝛼𝑙 = 0, lim

𝜔→0
𝛿𝑙 = 0; (24)

при 𝜔 → ∞

lim
𝜔→∞

𝑐𝑙 =

⎯⎸⎸⎷ 4
3𝜇0

(︁
𝜏𝜇𝜎
𝜏𝜇𝜀

)︁𝛾
+𝐾

𝜌
=

√︃
𝜆∞ + 2𝜇∞

𝜌
= 𝑐𝑙∞, lim

𝜔→∞
𝛼𝑙 = ∞, lim

𝜔→∞
𝛿𝑙 = 0. (25)

При выводе соотношений (23) и (25) учитывалось известное для модели стандартного
линейного твердого тела соотношение между временами релаксации 𝜏𝜇𝜀 и ретардации 𝜏𝜇𝜎 , по-
рядком дробной производной 𝛾 и релаксированным 𝜇0 и нерелаксиованным 𝜇∞ значениями
модуля сдвига [10]

𝜇∞
𝜇0

=

(︂
𝜏𝜇𝜎
𝜏𝜇𝜖

)︂𝛾

.
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2.2. Моделирование оператора модуля Юнга с помощью моделей с дробной
производной

Модель Кельвина –Фойгта
Самым распространенным способом задания оператора модуля Юнга в научной лите-

ратуре является использование модели Кельвина – Фойгта с дробной производной. В этом
случае оператор 𝐸̃ имеет вид [10]

𝐸̂ = 𝐸0

[︁
1 +

(︀
𝜏𝐸𝜎
)︀𝛾
𝐷𝛾
]︁
, (26)

или
𝐸̃ = 𝐸0

[︁
1 +

(︀
𝜔𝜏𝐸𝜎

)︀𝛾
𝑒i

𝜋
2
𝛾
]︁
,

где 𝐸0 — релаксированное значение модуля Юнга, 𝜏𝐸𝜎 — время ретардации продольной де-
формации.

В этом случае оператор сдвига 𝜇̂ нужно выразить через оператор модуля объемного
расширения 𝐾̂ = 𝐾0 и оператор модуля Юнга 𝐸̂ аналогично упругому случаю:

𝜇̂ =
3𝐾0𝐸̂

9𝐾0 − 𝐸̂
.

В результате получим [10]

𝜇̂ =

(︂
3𝐸̂−1 − 1

3
𝐾−1

0

)︂−1

=

{︂
3

𝐸0

[︁
1 +

(︀
𝜏𝐸𝜎
)︀𝛾
𝐷𝛾
]︁−1

− 1

3𝐾0

}︂−1

=
3𝐾0𝐸0

9𝐾0 − 𝐸0

1 +
(︀
𝜏𝐸𝜎
)︀𝛾
𝐷𝛾

1− 𝐸0
9𝐾0−𝐸0

(𝜏𝐸𝜎 )𝛾 𝐷𝛾
,

𝜇̃ = 3𝐾0𝐸0

{︁
(9𝐾0 − 𝐸0) + (9𝐾0 − 2𝐸0) cos

(︁𝜋
2
𝛾
)︁
(𝜔𝜏𝜎)

𝛾 − 𝐸0(𝜔𝜏𝜎)
2𝛾+

+i 9𝐾0 sin
(︁𝜋
2
𝛾
)︁
(𝜔𝜏𝜎)

𝛾
}︁⧸︁[︁

(9𝐾0 − 𝐸0)
2 + 𝐸2

0(𝜔𝜏𝜎)
2𝛾 − 2𝐸0(9𝐾0 − 𝐸0)(𝜔𝜏𝜎)

𝛾 cos
(︁𝜋
2
𝛾
)︁]︁
,

|𝜇̃|2 = (3𝐾0𝐸0)
2 [︀1 + 2(𝜔𝜏𝜎)

𝛾 cos
(︀
𝜋
2𝛾
)︀
+ (𝜔𝜏𝜎)

2𝛾
]︀

(9𝐾0 − 𝐸0)2 + 𝐸2
0(𝜔𝜏𝜎)

2𝛾 − 2𝐸0(9𝐾0 − 𝐸0)(𝜔𝜏𝜎)𝛾 cos
(︀
𝜋
2𝛾
)︀ ,

𝜙𝑡 = arg𝜇̃ = arctg

[︃
9𝐾0(𝜔𝜏𝜎)

𝛾 sin
(︀
𝜋
2𝛾
)︀

9𝐾0 − 𝐸0 + (9𝐾0 − 2𝐸0) (𝜔𝜏𝜎)𝛾 cos
(︀
𝜋
2𝛾
)︀
− 𝐸0(𝜔𝜏𝜎)2𝛾

]︃
.

Тогда асимптотические значения скорости поперечной волны, коэффициента затухания
и логарифмического декремента принимают вид:

при 𝜔 → 0

lim
𝜔→0

𝑐𝑡 =

√︃
3𝐾0𝐸0

(9𝐾0 − 𝐸0)𝜌
=

√︂
𝜇0
𝜌

= 𝑐𝑡0, lim
𝜔→0

𝛼𝑡 = 0, lim
𝜔→0

𝛿𝑡 = 0; (27)

при 𝜔 → ∞
lim
𝜔→∞

𝑐𝑡 = ∞, lim
𝜔→∞

𝛼𝑡 = ∞, lim
𝜔→∞

𝛿𝑡 = ∞. (28)

Асимптотические значения скорости продольной волны, коэффициента затухания и ло-
гарифмического декремента:

при 𝜔 → 0

lim
𝜔→0

𝑐𝑙 =

√︃
3𝐾0 (3𝐾0 + 𝐸0)

(9𝐾0 − 𝐸0)𝜌
=

√︃
𝜆0 + 2𝜇0

𝜌
= 𝑐𝑙0, (29)

lim
𝜔→0

𝛼𝑙 = 0, lim
𝜔→0

𝛿𝑙 = 0;
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при 𝜔 → ∞
lim
𝜔→∞

𝑐𝑙 = ∞, lim
𝜔→∞

𝛼𝑙 = ∞, lim
𝜔→∞

𝛿𝑙 = ∞. (30)

Модель Максвелла
В случае моделирования оператора модуля Юнга с помощью модели Максвелла с дроб-

ной производной он приобретает вид [10]

𝐸̂ = 𝐸∞

(︀
𝜏𝐸𝜀
)︀𝛾
𝐷𝛾

1 + (𝜏𝐸𝜀 )𝛾 𝐷𝛾
, (31)

или

𝐸̃ = 𝐸∞

(︀
𝜔𝜏𝐸𝜀

)︀𝛾
𝑒i

𝜋
2
𝛾

1 + (𝜔𝜏𝐸𝜀 )𝛾 𝑒i
𝜋
2
𝛾
,

где𝐸∞ — нерелаксированное значение модуля Юнга, 𝜏𝐸𝜀 — время релаксации при растяжении-
сжатии.

Тогда, зная оператор Юнга, можно найти оператор сдвига

𝜇̃ =
3𝐾∞𝐸∞

[︁
(9𝐾∞ − 𝐸∞) (𝜔𝜏𝜀)

2𝛾 + 9𝐾∞ cos
(︀
𝜋
2𝛾
)︀
(𝜔𝜏𝜀)

𝛾 + i 9𝐾∞ sin
(︀
𝜋
2𝛾
)︀
(𝜔𝜏𝜀)

𝛾
]︁

(9𝐾∞ − 𝐸∞)2 (𝜔𝜏𝜀)
2𝛾 + (9𝐾∞)2 + 18𝐾∞ (9𝐾∞ − 𝐸∞) cos

(︀
𝜋
2𝛾
)︀
(𝜔𝜏𝜀)

𝛾 ,

|𝜇̃|2 = [3𝐾∞𝐸∞ (𝜔𝜏𝜀)
𝛾 ]2

(9𝐾∞ − 𝐸∞)2 (𝜔𝜏𝜀)
2𝛾 + (9𝐾∞)2 + 18𝐾∞ (9𝐾∞ − 𝐸∞) cos

(︀
𝜋
2𝛾
)︀
(𝜔𝜏𝜀)

𝛾 ,

tg (𝜙𝑡) =
9𝐾∞ sin

(︀
𝜋
2𝛾
)︀

(9𝐾∞ − 𝐸∞) (𝜔𝜏𝜀)
𝛾 + 9𝐾∞ cos

(︀
𝜋
2𝛾
)︀ .

Асимптотические значения скорости поперечной волны, коэффициента затухания и ло-
гарифмического декремента:

при 𝜔 → 0

lim
𝜔→0

𝑐𝑡 = 0, lim
𝜔→0

𝛼𝑡 = 0, lim
𝜔→0

𝛿𝑡 = 2𝜋 tg
(︁𝜋
4
𝛾
)︁
; (32)

при 𝜔 → ∞

lim
𝜔→∞

𝑐𝑡 =

√︃
3𝐾∞𝐸∞

(9𝐾∞ − 𝐸∞) 𝜌
=

√︂
𝜇∞
𝜌

= 𝑐𝑡∞, (33)

lim
𝜔→∞

𝛼𝑡 = ∞, lim
𝜔→∞

𝛿𝑡 = 0.

Асимптотические значения скорости продольной волны, коэффициента затухания и ло-
гарифмического декремента:

при 𝜔 → 0

lim
𝜔→0

𝑐𝑙 =

√︃
𝐾∞
𝜌
, lim

𝜔→0
𝛼𝑙 = 0, lim

𝜔→0
𝛿𝑙 = 0; (34)

при 𝜔 → ∞

lim
𝜔→∞

𝑐𝑙 =

√︃
3𝐾∞ (3𝐾∞ + 𝐸∞)

(9𝐾∞ − 𝐸∞) 𝜌
=

√︃
𝜆∞ + 2𝜇∞

𝜌
= 𝑐𝑙∞, (35)

lim
𝜔→∞

𝛼𝑙 = ∞, lim
𝜔→∞

𝛿𝑙 = 0.
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Модель стандартного линейного твердого тела
При описании оператора модуля Юнга с помощью модели стандартного линейного твер-

дого тела с дробными производными одного порядка для напряжений и деформаций он
приобретает вид [10]

𝐸̂ = 𝐸0
1 +

(︀
𝜏𝐸𝜎
)︀𝛾
𝐷𝛾

1 + (𝜏𝐸𝜀 )𝛾 𝐷𝛾
, (36)

или

𝐸̃ = 𝐸0
1 +

(︀
𝜔𝜏𝐸𝜎

)︀𝛾
𝑒i

𝜋
2
𝛾

1 + (𝜔𝜏𝐸𝜀 )𝛾 𝑒i
𝜋
2
𝛾
.

В этом случае с учетом соотношений (8) и условия 𝐾0 = 𝐾∞ = 𝐾 = const Фурье-
образ ядра оператора модуля сдвига, квадрат его абсолютной величины и его аргумент
принимают вид

𝜇̃ = 3𝐾𝐸0

{︁
9𝐾 − 𝐸0 − 𝐸0

(︀
𝜔𝜏𝐸𝜎

)︀2𝛾 − 2𝐸0 cos
(︁𝜋
2
𝛾
)︁ (︀
𝜔𝜏𝐸𝜎

)︀𝛾
+ 9𝐾

(︀
𝜔2𝜏𝐸𝜎 𝜏

𝐸
𝜀

)︀𝛾
+

+9𝐾 cos
(︁𝜋
2
𝛾
)︁ [︁(︀

𝜔𝜏𝐸𝜎
)︀𝛾

+
(︀
𝜔𝜏𝐸𝜀

)︀𝛾]︁
+ i9𝐾 sin

(︁𝜋
2
𝛾
)︁ [︁(︀

𝜔𝜏𝐸𝜎
)︀𝛾 − (︀𝜔𝜏𝐸𝜀 )︀𝛾]︁}︁⧸︂{︁

(9𝐾 − 𝐸0)
2 + 2 (9𝐾 − 𝐸0)

[︁
9𝐾

(︀
𝜔𝜏𝐸𝜀

)︀𝛾 − 𝐸0

(︀
𝜔𝜏𝐸𝜎

)︀𝛾]︁
cos
(︁𝜋
2
𝛾
)︁
+

+
[︁
9𝐾

(︀
𝜔𝜏𝐸𝜀

)︀𝛾 − 𝐸0

(︀
𝜔𝜏𝐸𝜎

)︀𝛾]︁2}︁
,

|𝜇̃|2 = (3𝐾𝐸0)
2
[︁(︀
𝜔𝜏𝐸𝜎

)︀2𝛾
+ 2 cos

(︁𝜋
2
𝛾
)︁ (︀
𝜔𝜏𝐸𝜎

)︀𝛾
+ 1
]︁

⧸︂{︁
2
[︁
9𝐾

(︀
𝜔𝜏𝐸𝜀

)︀𝛾 − 𝐸0

(︀
𝜔𝜏𝐸𝜎

)︀𝛾]︁
(9𝐾 − 𝐸0) cos

(︁𝜋
2
𝛾
)︁
+

+
[︁
9𝐾

(︀
𝜔𝜏𝐸𝜀

)︀𝛾 − 𝐸0

(︀
𝜔𝜏𝐸𝜎

)︀𝛾]︁2
+ (9𝐾 − 𝐸0)

2
}︁
,

𝜙𝑡 = arg 𝜇̃ = arctg
{︁
9𝐾 sin

(︁𝜋
2
𝛾
)︁ [︁(︀

𝜔𝜏𝐸𝜎
)︀𝛾 − (︀𝜔𝜏𝐸𝜀 )︀𝛾]︁⧸︁(︁9𝐾 − 𝐸0 − 𝐸0

(︀
𝜔𝜏𝐸𝜎

)︀2𝛾 −
−2𝐸0 cos

(︁𝜋
2
𝛾
)︁ (︀
𝜔𝜏𝐸𝜎

)︀𝛾
+ 9𝐾

(︀
𝜔2𝜏𝐸𝜎 𝜏

𝐸
𝜀

)︀𝛾
+ 9𝐾 cos

(︁𝜋
2
𝛾
)︁ [︁(︀

𝜔𝜏𝐸𝜎
)︀𝛾

+
(︀
𝜔𝜏𝐸𝜀

)︀𝛾]︁)︁}︁
. (37)

Из полученных соотношений можно определить асимптотические значения скорости,
коэффициента затухания и логарифмического декремента для поперечной волны:

при 𝜔 → 0

lim
𝜔→0

𝑐𝑡 =

√︃
3𝐾𝐸0

(9𝐾 − 𝐸0) 𝜌
=

√︂
𝜇0
𝜌

= 𝑐𝑡0, lim
𝜔→0

𝛼𝑡 = 0, lim
𝜔→0

𝛿𝑡 = 0; (38)

при 𝜔 → ∞

lim
𝜔→∞

𝑐𝑡 =

⎯⎸⎸⎷ 3𝐾𝐸0[︁
9𝐾

(︁
𝜏𝐸𝜀
𝜏𝐸𝜎

)︁𝛾
− 𝐸0

]︁
𝜌
=

√︂
𝜇∞
𝜌

= 𝑐𝑡∞, lim
𝜔→∞

𝛼𝑡 = ∞, lim
𝜔→∞

𝛿𝑡 = 0; (39)

для продольной волны:
при 𝜔 → 0

lim
𝜔→0

𝑐𝑙 =

√︃
3𝐾 (3𝐾 + 𝐸0)

(9𝐾 − 𝐸0) 𝜌
=

√︃
𝜆0 + 2𝜇0

𝜌
= 𝑐𝑙0, lim

𝜔→0
𝛼𝑙 = 0, lim

𝜔→0
𝛿𝑙 = 0; (40)

при 𝜔 → ∞

lim
𝜔→∞

𝑐𝑙 =

⎯⎸⎸⎸⎷3𝐾
[︁
3𝐾 + 𝐸0

(︁
𝜏𝐸𝜎
𝜏𝐸𝜀

)︁𝛾]︁[︁
9𝐾 − 𝐸0

(︁
𝜏𝐸𝜎
𝜏𝐸𝜀

)︁𝛾]︁
𝜌

=

√︃
𝜆∞ + 2𝜇∞

𝜌
= 𝑐𝑙∞, lim

𝜔→∞
𝛼𝑙 = ∞, lim

𝜔→∞
𝛿𝑙 = 0. (41)
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При выводе соотношений (39) и (41) учитывалось известное для модели стандартного
линейного твердого тела соотношение между временами релаксации 𝜏𝐸𝜀 и ретардации 𝜏𝐸𝜎 ,
порядком дробной производной 𝛾 и релаксированным 𝐸0 и нерелаксированным 𝐸∞ значе-
ниями модуля Юнга [10]

𝐸∞
𝐸0

=

(︂
𝜏𝐸𝜎
𝜏𝐸𝜖

)︂𝛾

.

3. Численные исследования

На основании соотношений (9) и (10) в логарифмическом масштабе по обеим осям по-
строены графики (рис. 1–4) зависимости скорости распространения установившихся гар-
монических трехмерных волн в вязкоупругих средах от частоты для рассмотренных выше
моделей при четырех значениях параметра дробности 𝛾: 0.4, 0.6, 0.8 и 1 (значение 𝛾 = 1
соответствует классическим моделям вязкоупругости). При этом рассматривается матери-
ал с релаксированным (для моделей Кельвина –Фойгта и стандартного линейного твердого
тела) или нерелаксированным (для модели Максвелла) коэффициентом Пуассона, равным
0.3, исходя из чего определяется коэффициент объемного расширения-сжатия 𝐾.

Переход к безразмерным значениям скорости волн осуществляется путем деления теку-
щего значения скорости на ее значение 𝑐𝑡0 или 𝑐𝑙0 при 𝜔 → 0 для модели Кельвина –Фойгта
(которые, в свою очередь, определяются соотношениями (12), (27) и (14), (29)) и для модели
стандартного линейного твердого тела (которые, в свою очередь, определяются соотноше-
ниями (22), (38) и (24), (40)) или на ее значение 𝑐𝑡∞ или 𝑐𝑙∞ при 𝜔 → ∞ для модели
Максвелла (которые подсчитываются в соответствии с формулами (18), (33) и (20), (35)).

На рис. 1 приведены зависимости безразмерной скорости распространения продольных
волн от безразмерной частоты для вязкоупругих сред, модуль Юнга которых описывается
моделями Кельвина – Фойгта (26), Максвелла (31) и стандартного линейного твердого тела
(36) с дробными производными.

Асимптотическое поведение кривых на рис. 1 при 𝜔 → 0 и 𝜔 → ∞ для моделей Кельви-
на –Фойгта, Максвелла и стандартного линейного твердого тела находится в полном соот-
ветствии с формулами (29)–(30), (34)–(35) и (40)–(41).

Все четыре графика на рис. 1 для продольных волн, построенные при различных зна-
чениях параметра дробности для модели Кельвина – Фойгта, пересекаются при примерно
равных безразмерных частотах, находящихся в интервале 3± 0.5, для модели Максвелла —
при примерно равных безразмерных частотах, находящихся в интервале 0.89 ± 0.01, для
модели стандартного линейного твердого тела — при безразмерных частотах, находящихся
в интервале 0.3± 0.2.

На рис. 2 приведены зависимости безразмерной скорости распространения продольных
волн от безразмерной частоты для вязкоупругих сред, модуль сдвига которых описывается
моделями Кельвина – Фойгта (11), Максвелла (16) и стандартного линейного твердого тела
(21) с дробными производными.

Асимптотическое поведение графиков на рис. 2 при 𝜔 → 0 и 𝜔 → ∞ для моделей
Кельвина –Фойгта, Максвелла и стандартного линейного твердого тела находится в пол-
ном соответствии с формулами (14)–(15), (19)–(20) и (24)–(25). Все четыре графика на рис. 2
для продольных волн в случае использования модели Кельвина – Фойгта пересекаются при
примерно равных безразмерных частотах, находящихся в интервале 2.2 ± 0.1, для моде-
ли Максвелла — при примерно равных безразмерных частотах, находящихся в интервале
0.82±0.02, а для стандартного линейного твердого тела — при примерно равных безразмер-
ных частотах, находящихся в интервале 0.3± 0.2.

Из рис. 1 и 2 видно, что при фиксированном значении нерелаксированного коэффициен-
та Пуассона 𝜈∞ = 0.3 в модели Максвелла безразмерная скорость продольной волны 𝑐𝑙 при
𝜔 → 0 асимптотически стремится к значению 0.8, поскольку в обоих случаях в соответствии
с соотношениями (34)–(35) и (19)–(20): 𝑐𝑙|lim𝜔→0 =

√︁
𝐾∞
𝜌 и 𝑐𝑙|lim𝜔→∞ = 𝑐𝑙∞ =

√︁
3(1−𝜈∞)𝐾∞
(1+𝜈∞)𝜌 ,
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Рис. 1. Зависимость безразмерной скорости распространения продольных волн
от безразмерной частоты для вязкоупругих сред с модулем Юнга, описываемым
моделями Кельвина – Фойгта, Максвелла и стандартного линейного твердого те-
ла с дробными производными (см. формулы (36), (26), (31) соответсвенно) (цвет

онлайн)
Fig. 1. Dimensionless frequency dependence of the dimensionless velocity of
longitudinal waves in viscoelastic media with the Young’s modulus described by the
Kelvin –Voigt, Maxwell and standard linear solid models with fractional derivatives

(see formulas (36), (26), (31) respectively) (color online)

Рис. 2. Зависимость безразмерной скорости распространения продольных волн
от безразмерной частоты для вязкоупругих сред с модулем сдвига, описываемым
моделями Кельвина – Фойгта, Максвелла и стандартного линейного твердого те-
ла с дробными производными (см. формулы (11), (16), (21) соответсвенно) (цвет

онлайн)
Fig. 2. Dimensionless frequency dependence of the dimensionless velocity of
longitudinal waves in viscoelastic media with the shear modulus described by the
Kelvin –Voigt, Maxwell and standard linear solid models with fractional derivatives

(see formulas (11), (16), (21) respectively) (color online)
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следовательно,

𝑐𝑙|lim𝜔→0

𝑐𝑙|lim𝜔→∞

=

√︃
1 + 𝜈∞

3(1− 𝜈∞)
=

√︃
1 + 0.3

3(1− 0.3)
=

√︂
13

21
∼= 0.7868.

Из приведенных на рис. 1 и 2 графиков видно, что параметр дробности незначительно
влияет на качественное поведение продольной волны для моделей Максвелла и стандарт-
ного линейного твердого тела во всем диапазоне частот, для модели Кельвина – Фойгта — в
области до точки пересечения кривых.

На рис. 3 и 4 приведены зависимости безразмерной скорости распространения попереч-
ных волн от безразмерной частоты для вязкоупругих сред, модуль Юнга (рис. 3) и модуль
сдвига (рис. 4) которых описывается моделями Кельвина – Фойгта, Максвелла и стандарт-
ного линейного твердого тела с дробными производными.

Асимптотическое поведение графиков на рис. 3 при 𝜔 → 0 и 𝜔 → ∞ для моделей Кель-
вина –Фойгта (26), Максвелла (31) и стандартного линейного твердого тела (36) находится
в полном соответствии с формулами (27)–(28), (32)–(33) и (38)–(39).

Рис. 3. Зависимость безразмерной скорости распространения поперечных волн
от безразмерной частоты для вязкоупругих сред с модулем Юнга, описываемым
моделями Кельвина – Фойгта, Максвелла и стандартного линейного твердого те-
ла с дробными производными (см. формулы (26), (31), (36) соответсвенно) (цвет

онлайн)
Fig. 3. Dimensionless frequency dependence of the dimensionless velocity of transverse
waves in viscoelastic media with the Young’s modulus described by the Kelvin – Voigt
, Maxwell and standard linear solid models with fractional derivatives (see formulas

(26), (31), (36) respectively) (color online)

Все четыре графика на рис. 3 для поперечных волн при использовании модели Кельви-
на –Фойгта для модуля Юнга пересекаются при примерно равных безразмерных частотах,
находящихся в интервале 1.45± 0.04, для модели Максвелла — при безразмерных частотах,
находящихся в интервале 0.3 ± 0.1, а для модели стандартного линейного твердого тела —
при безразмерных частотах, находящихся в интервале 0.25± 0.15.

Асимптотическое поведение графиков на рис. 4 при 𝜔 → 0 и 𝜔 → ∞ для моделей Кель-
вина –Фойгта (11), Максвелла (16) и стандартного линейного твердого тела (21) находится
в полном соответствии с формулами (12)–(13), (17)–(18) и (22)–(23).

Все четыре графика на рис. 4 для поперечных волн в случае модели Кельвина –Фойгта
для описания модуля сдвига пересекаются при примерно равных безразмерных частотах,
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находящихся в интервале 1.31± 0.03, для модели Максвелла — при безразмерных частотах,
находящихся в интервале 0.3 ± 0.1, а для модели стандартного линейного твердого тела —
при безразмерных частотах, находящихся в интервале 0.25± 0.15.

Рис. 4. Зависимость безразмерной скорости распространения поперечных волн
от безразмерной частоты для вязкоупругих сред с модулем сдвига, описываемым
моделями Кельвина – Фойгта, Максвелла и стандартного линейного твердого те-
ла с дробными производными (см. формулы (11), (16), (21) соответсвенно)(цвет

онлайн)
Fig. 4. Dimensionless frequency dependence of the dimensionless velocity of transverse
waves in viscoelastic media with the shear modulus described by the Kelvin – Voigt,
Maxwell and standard linear solid models with fractional derivatives (see formulas

(11), (16), (21) respectively)(color online)

Из приведенных на рис. 3 и 4 графиков видно, что параметр дробности незначительно
влияет на качественное поведение скорости поперечной волны для модели Максвелла в
области после точки пересечения кривых, для модели Кельвина – Фойгта — в области до
точки пересечения кривых, а для модели стандартного линейного твердого тела — в обеих
областях.

Поскольку в моделях Максвелла и стандартного линейного твердого тела скорости волн
на всем диапазоне частот принимают конечные значения, а в модели Кельвина –Фойгта их
значения неограничены при 𝜔 → ∞, то первые две описывают процесс волнового, третья —
диффузионно-волнового типа.

Заключение

В данной работе исследованы характеристики гармонических волн, распространяю-
щихся в трехмерных изотропных вязкоупругих средах, с помощью моделей Кельвина –
Фойгта, Максвелла и стандартного линейного тела с дробными производными, которые
были использованы для описания зависящих от времени операторов Юнга и сдвига. Найде-
ны асимптотические значения скоростей продольных и поперечных волн, их коэффициентов
затухания и логарифмических декрементов. Показано, что модели Максвелла и стандарт-
ного линейного твердого тела описывают волновые процессы, а модель Кельвина – Фойгта
описывает процесс диффузионно-волнового типа.
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