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Аннотация. Рассмотрена задача деформирования двухслойной (биметаллической) толстостенной трубы
под воздействием внутреннего давления. Выведена зависимость для определения критической нагрузки,
при которой впервые зародится область пластического течения либо в начале внутреннего слоя, либо в на-
чале внешнего, в зависимости от физико-геометрических параметров изделия. Выведены соотношения для
полуаналитического решения задачи необратимого деформирования двухслойной трубы под воздействи-
ем внутреннего давления. Рассмотрен частный случай деформирования биметаллической трубы из стали
09Г2С с внутренним плакирующим слоем из коррозионностойкой стали 13ХФА при различных толщинах
последнего. Произведён расчёт задачи автофретирования с целью повышения эксплуатационных свойств
изделия. Делаются выводы о выборе оптимальной (в плане прочностных свойств) толщины плакирующего
слоя, исходя из физических параметров используемых материалов и геометрических размеров изделия.
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Plastic strain of the bimetal tube subjected to inner pressure
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Abstract. The problem of deformation of a two-layer (bimetallic) thick tube under inner pressure is considered.
A dependence of critical load from physical and geometrical properties of the product at which plastic flow is
occurred at the beginning of either inner or outer layer is derived. The relations for the semi-analytical solution
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of the problem of irreversible deformation of a two-layer pipe under the influence of internal pressure are derived.
A special case of deformation of a bimetallic pipe made of 09G2C steel with an internal plating layer made of
corrosion-resistant 13XFA steel at various thicknesses is considered. The calculation of the autofrettage process
was performed in order to improve the operational properties of the product. Conclusions about the choice of the
optimal (in terms of strength properties) thickness of the cladding layer, based on the physical parameters of the
materials used and the geometric dimensions of the product are drawn.
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Введение

Расчёты одномерных напряжённо-деформированных состояний в длинной трубе отно-
сятся к классической задаче механики деформируемых тел. В теории упругости такую
задачу называют задачей Ламе [1]. Под таким названием она входит в большинство учеб-
ников [2, 3]. Точное решение задачи Ламе в теории идеального пластического деформиро-
вания было дано Блендом [4]. Оно в значительной степени опиралось на использование
кусочно-линейного условия пластичности максимальных касательных напряжений (усло-
вия Треска – Сен-Венана).

При гладком условии максимальных октаэдрических напряжений (условие Мизеса) по-
лучить точное решение упругопластической задачи не удаётся. В [5] приведено сравнение
результатов расчётов, проведённых при условии максимальных октаэдрических напряже-
ний, с точными решениями, полученными при использовании кусочно-линейных пластиче-
ских потенциалов, т. е. при максимальных касательных напряжениях или максимальных
приведённых напряжениях (условия Ишлинского – Ивлева). Оказалось, что численное ре-
шение совпадает с полусуммой аналитических по своему уровню и распределению напряже-
ний по радиальной координате. То же относится и к распределению остаточных напряжений
после снятия внешних нагружающих усилий.

Радиальные напряжения максимальны, если расчёт провести в рамках максимальных
приведённых напряжений, и минимальны при проведении расчётов в рамках условия макси-
мальных касательных напряжений. Этот результат практически нашёл своё подтверждение
при решении задач термопластичности [6]. Важно отметить, что решение в [6] проведено с
учётом вязкого сопротивления пластическому течению, т. е. в рамках упруговязкопласти-
ческой модели.

В [7,8] разрешается подобная задача с учётом приобретения материалом больших упру-
гопластических деформаций. Неизбежность больших деформаций связывается с малым
размером внутренней цилиндрической полости (дефект сплошности), когда возникающие
перемещения оказываются соразмерными с принимаемым радиусом полости. Установлен [8]
эффект приспособляемости дефекта сплошности в идеальном упругопластическом матери-
але, когда геометрия дефекта и уровень остаточных напряжений в его окрестности остают-
ся неизменными после каждой разгрузки при циклическом нагружении по типу «нагруз-
ка – разгрузка». Выход из такой парадоксальной ситуации продемонстрирован в статье [9].
Связывается он с учётом вязкости в условиях пластического деформирования.

В нефтегазовой и нефтехимической отраслях остро стоят проблемы защиты от коррозии
и обеспечения высокой надёжности оборудования и трубопроводов [10]. Одним из способов
решения этих проблем является использование двухслойных или многослойных труб и сосу-
дов с основным слоем низколегированной стали типа 09Г2С и плакирующим слоем нержа-
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веющих сталей. Материалы слоёв отличаются по своим механическим и теплофизическим
свойствам, что приводит к сложному напряжённо-деформированному состоянию таких из-
делий [11]. Исследуется как коррозионная стойкость различных плакирующих поверхно-
стей [12], так и возможность биметаллических труб переносить различные нагрузки [11,13].
Целью данной работы является изучение напряжённо-деформированного состояния таких
биметаллических труб с плакирующей внутренней поверхностью под воздействием крити-
ческих значений внутреннего давления.

1. Исходные соотношения принимаемой математической модели

Деформируемый материал полагаем упруговязкопластическим, допускающим лишь ма-
лые деформации. Полные деформации d в материале считаем представленными суммой его
обратимых (упругих) деформаций e и необратимых (вязкопластических) p деформаций

d = e+ p =
1

2

(︀
∇u+∇𝑇u

)︀
. (1)

В (1) u— вектор перемещений. Упругие деформации e задают напряжения 𝜎 в дефор-
мируемом материале.

𝜎 = 𝜆𝑡𝑟(e)I+ 2𝜇e. (2)

Здесь 𝜆, 𝜇— параметры Ламе, I — единичный тензор, составленный из символов Кроне-
кера. Пластические деформации в материале производятся в условиях принадлежности
напряжений поверхности нагружений (текучести) 𝑓(𝜎, 𝜎0) = 0 (𝜎0 — предел текучести) в
пространстве напряжений 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3. В условиях принятия принципа Мизеса [14] функ-
ция 𝑓(𝜎, 𝜎0) оказывается пластическим потенциалом со следованием ассоциированного с
поверхностью нагружения закона пластического течения

𝜃𝑝 =
𝑑𝑝

𝑑𝑡
= 𝜑

𝜕𝑓

𝜕𝜏
, 𝜑 > 0, 𝜏 = 𝜎 − 1

3
𝑡𝑟(𝜎)I, 𝜃𝑝 = 𝜀𝑝 − 1

3
𝑡𝑟(𝜀𝑝)I,

где 𝜏 — девиатор тензора напряжений 𝜎; 𝜀𝑝 — тензор скоростей пластических деформаций,
а 𝜃𝑝 — его девиатор.

В качестве условия пластического течения (поверхности нагружения) будем использо-
вать следующее обобщение условия максимальных октаэдрических напряжений Мизеса на
случай вязкопластического течения [15,16]:

3

2
(𝜏 − 𝜂𝜃𝑝) · ·(𝜏 − 𝜂𝜃𝑝) = 𝜎20.

Здесь 𝜂— коэффициент вязкого сопротивления пластическому течению.
Данные формулы можно привести к виду

𝜀𝑝 =
3𝜑

1 + 3𝜑𝜂
𝜏 , 𝜑 =

1

3𝜂

(︃
1

𝜎0

√︂
3

2
𝜏 · ·𝜏 − 1

)︃
,

𝜀𝑝 =
1

𝜂

Σ− 𝜎0
Σ

𝜏 , Σ2 =
3

2
𝜏 · ·𝜏 .

(3)

Вместе с уравнением движения (равновесия) система уравнений (1)–(3) составляет замк-
нутую систему, которой подчинено деформирование упруговязкопластического тела.

2. Постановка задачи

Рассматриваем двухслойный полый вал, другими словами, биметаллическую трубу, ра-
диус внутренней полости которой равен 𝑅1. Сама труба состоит из двух слоёв, являю-
щихся деформируемыми, разделённых граничной поверхностью 𝑟 = 𝑅2. Боковая поверх-
ность трубы 𝑟 = 𝑅3 полагается свободной от нагружения. Деформирование трубы проис-
ходит под действием давления 𝑃 = 𝑃 (𝑡), приложенного к поверхности внутренней полости
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𝑟 = 𝑅1. Для деформаций материала такой трубы имеем в цилиндрической системе коорди-
нат 𝑟, 𝜙, 𝑧

𝑢𝑟 = 𝑢(𝑟, 𝑡), 𝑢𝜙 = 𝑢𝑧 = 0, 𝑑𝑟𝑟 = 𝑒𝑟𝑟 + 𝑝𝑟𝑟 = 𝑢,𝑟,

𝑑𝜙𝜙 = 𝑒𝜙𝜙 + 𝑝𝜙𝜙 = 𝑟−1𝑢, 𝑑𝑧𝑧 = 𝑒𝑧𝑧 + 𝑝𝑧𝑧 = 0.
(4)

Уравнение равновесия запишется в виде

𝜎𝑟𝑟,𝑟 + 𝑟−1 (𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜙𝜙) = 0. (5)

Граничные условия для трубы:

𝜎𝑟𝑟(𝑅1, 𝑡) = 𝑝(𝑡) = −𝑃 (𝑡), 𝜎𝑟𝑟(𝑅3, 𝑡) = 0. (6)

На границе между слоями примем условия прилипания

𝜎[1]𝑟𝑟 (𝑅2, 𝑡) = 𝜎[2]𝑟𝑟 (𝑅2, 𝑡), 𝑢[1](𝑅2, 𝑡) = 𝑢[2](𝑅2, 𝑡). (7)

Здесь 𝑓 [𝑙] обозначает значение параметра или переменной на слое 𝑙.

3. Первоначальное упругое деформирование

В начале деформирования напряжения малы и не возникает области пластического
течения. Иными словами, необратимые деформации 𝑝 будут равны нулю. Используя со-
отношения (1), (2), уравнение равновесия (5) можно свести к двум дифференциальным
уравнениям второго порядка для двух слоёв рассматриваемой трубы

𝑢[𝑙],𝑟𝑟 + 𝑟−1𝑢[𝑙],𝑟 − 𝑟−2𝑢[𝑙] = 0, 𝑙 = 1, 2. (8)

Проинтегрировав данные уравнения (8) с учётом граничных условий (6) и условий на
границе между слоями (7), получим следующее решение задачи упругого деформирования:

𝑢[𝑙] = 𝑐
[𝑙]
1 𝑟 + 𝑐

[𝑙]
2 𝑟

−1, 𝜎[𝑙]𝑟𝑟 = 2(𝜆[𝑙] + 𝜇[𝑙])𝑐
[𝑙]
1 − 2𝜇[𝑙]𝑐

[𝑙]
2 𝑟

−2,

𝜎[𝑙]𝜙𝜙 = 2(𝜆[𝑙] + 𝜇[𝑙])𝑐
[𝑙]
1 + 2𝜇[𝑙]𝑐

[𝑙]
2 𝑟

−2, 𝜎[𝑙]𝑧𝑧 = 2𝜆[𝑙]𝑐
[𝑙]
1 − 2𝜇[𝑙]𝑐

[𝑙]
2 𝑟

−2,

𝑐
[1]
1 = 𝑝𝐴𝐷−1, 𝑐

[1]
2 = 𝑝𝑅2

1𝐵𝐷
−1, 𝑐

[2]
1 = 𝑝𝑅2

1𝑅
2
2𝜇

[2]
(︁
𝜆[1] + 2𝜇[1]

)︁
𝐷−1,

𝑐
[2]
2 = 𝑝𝑅2

1𝑅
2
2𝑅

2
3

(︁
𝜆[1] + 2𝜇[1]

)︁(︁
𝜆[2] + 𝜇[2]

)︁
𝐷−1,

𝐴 = 𝑅2
1𝑅

2
2𝜇

[2]
(︁
𝜇[1] + 𝜆[2] + 𝜇[2]

)︁
+𝑅2

1𝑅
2
3

(︁
𝜇[1] − 𝜇[2]

)︁(︁
𝜆[2] + 𝜇[2]

)︁
,

𝐵 = 𝑅4
2𝜇

[2]
(︁
𝜆[2] + 𝜇[2] − 𝜆[1] − 𝜇[1]

)︁
−𝑅2

2𝑅
2
3

(︁
𝜆[2] + 𝜇[2]

)︁(︁
𝜆[1] + 𝜇[1] + 𝜇[2]

)︁
,

𝐷 = 2(𝜆[1] + 𝜇[1])𝐴+ 2𝜇[1]𝐵.

(9)

Из соотношений (3) следует, что пластичность в среде появится при условии Σ > 𝜎0,
так как только при этом условии скорости пластического течения будут выше нуля. С
помощью (9) найдём выражения для давления, при котором начнётся пластическое течение
в деформируемой среде. Получим соответственного для первого и второго слоёв трубы

𝑝[1] = ± 1

2𝜇[1]
𝑟2𝜎

[1]
0 𝐷√︀

𝐴2𝑟4 + 3𝐵2𝑅4
1

, 𝑝[2] = ± 1

2𝜇[2]

(︀
𝜆[1] + 2𝜇[1]

)︀−1
𝑅−2

1 𝑅−2
2 𝑟2𝜎

[2]
0 𝐷√︁(︀

𝜇[2]
)︀2
𝑟4 + 3𝑅4

3

(︀
𝜆[2] + 𝜇[2]

)︀2 .
Полученные функции являются монотонно возрастающими, соответственно, наимень-

шее значение (по модулю) они будут принимать при минимально возможном значении 𝑟.
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Для первого слоя это 𝑟 = 𝑅1, а для второго — 𝑟 = 𝑅2. С учётом ранее сказанного, пласти-
ческое течение начнётся при

𝑝[1] = ± 1

2𝜇[1]
𝜎
[1]
0 𝐷√

𝐴2 + 3𝐵2
, 𝑝[2] = ± 1

2𝜇[2]

(︀
𝜆[1] + 2𝜇[1]

)︀−1
𝑅−2

1 𝜎
[2]
0 𝐷√︁(︀

𝜇[2]
)︀2
𝑅4

2 + 3𝑅4
3

(︀
𝜆[2] + 𝜇[2]

)︀2 . (10)

В случае деформирования однослойной трубы (без упрочняющего слоя), исходя из ана-
логичных соображений, пластическое течение начнётся при

𝑝 = ± (𝜆+ 𝜇)(𝑅2
2 −𝑅2

1)𝜎0√︁
𝜇2𝑅4

1 + 3 (𝜆+ 𝜇)2𝑅4
2

. (11)

Изучим, какое влияние на пластическое течение оказывают различные параметры. Пред-
положим, что упругие модули совпадают и различны только пределы текучести. В этом
случае первая формула из (10) сведётся к (11), а вторая запишется в виде

𝑝[2] = ±𝛼𝑅
2
2

𝑅2
1

(𝜆+ 𝜇)(𝑅2
3 −𝑅2

1)𝜎0√︁
𝜇2𝑅4

2 + 3 (𝜆+ 𝜇)2𝑅4
3

, 𝜎
[1]
0 = 𝜎0, 𝜎

[2]
0 = 𝛼𝜎0.

Приравняв эти два условия, можно найти значение коэффициента 𝛼, при котором пла-
стическое течение начнётся одновременно во внутреннем и внешнем слоях биметаллической
трубы:

𝛼 =
𝑅2

1

𝑅2
2

√︃
𝜇2𝑅4

2 + 3 (𝜆+ 𝜇)2𝑅4
3

𝜇2𝑅4
1 + 3 (𝜆+ 𝜇)2𝑅4

3

. (12)

При 𝛼, меньшем приведённого значения, пластическое течение впервые будет появлять-
ся именно в начале второго слоя. При больших значениях пластичность будет зарождаться
на границе первого слоя. Иными словами, 𝛼−1 — это во сколько раз предел текучести пер-
вого слоя должен быть больше второго, чтобы пластическое течение зародилось в основном
слое.

В качестве примера рассмотрим толстостенную трубу наружным диаметром 68 мм, тол-
щина стенки которой 16 мм. В наших обозначениях получим 𝑅1 = 0, 018 м и 𝑅2 = 0, 034 м
для однослойной трубы. В качестве основного материала возьмём Ст 09Г2С, а для плакиру-
ющего слоя рассмотрим коррозионностойкий сплав Ст 13ХФА. Их параметры приводятся

Параметры материала
Table. Material Parameters

Материал 𝜆, ГПа 𝜇, ГПа 𝜎0, МПа
Ст 09Г2С 97 77 294
Ст 13ХФА 121 81 400

в таблице.
Согласно приведённым параметрам и фор-

муле (11) подобная труба способна выдержать
давление вплоть до 𝑃 = 165.864 МПа в случае
стали 13ХФА и 𝑃 = 121.854 МПа для Ст 09Г2С
перед началом пластического течения.

Рассмотрим двухслойную биметаллическую
трубу с данными размерами, внутренний слой
которой выполнен из коррозионностойкой стали 13ХФА, а внешний — из нелегированной
стали Ст 09Г2С. Из формул (10) найдём такое положение разграничивающей слои поверх-
ности 𝑟 = 𝑅2, при котором пластическое течение начнётся одновременно в первом и втором
слоях. Получим значение 𝑅2 ≈ 0.020471 м.

Далее рассмотрим три случая, в которых толщина плакирующего внутреннего слоя бу-
дет равна 1.5, 2.5 и 3.5 мм. Получим соответственно 𝑅2 = 0.0195, 𝑅2 = 0.0205 и 𝑅2 = 0.0215.
В первом случае пластическое течение впервые появится во втором слое при давлении свы-
ше 144.406 МПа, во втором — в первом слое при 𝑃 > 160.026 МПа, а в третьем — во внут-
реннем слое при 𝑃 > 160.712 МПа. На рис. 1 приводится распределение перемещений и
напряжений в материале двухслойной трубы перед началом пластического течения для
всех трёх случаев.
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Рис. 1. Напряжённо-деформированное состояние перед началом пластического течения при различ-
ной толщине внутреннего слоя (1 — 1.5 мм, 2 — 2.5 мм, 3 — 3.5 мм): перемещения (а) и напряжения

для первого (б ), второго (в) и третьего (г) случаев
Fig. 1. Stress-strain state before the start of plastic flow at different inner layer thicknesses (1— 1.5 mm,
2— 2.5 mm, and 3— 3.5 mm): displacements (a) and voltage for the first (b), second (c) and third (d)

cases

4. Вязкопластическое течение

Когда давление превысит критическое значение (10), в материале двухслойной трубы
начнут накапливаться необратимые деформации за счёт вязкопластического течения. Ско-
рость их накопления рассчитываем по формулам (3), которые в нашем случае примут вид

𝜀𝑝𝑟𝑟 =
1

3𝜂

Σ− 𝜎0
Σ

(2𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜙𝜙 − 𝜎𝑧𝑧) ,

𝜀𝑝𝜙𝜙 =
1

3𝜂

Σ− 𝜎0
Σ

(2𝜎𝜙𝜙 − 𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝑧𝑧) ,

𝜀𝑝𝑧𝑧 =
1

3𝜂

Σ− 𝜎0
Σ

(2𝜎𝑧𝑧 − 𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜙𝜙)

(13)

для каждого слоя материала трубы. Чтобы не загромождать формулы, индексы слоёв не
приводятся.

Используя соотношения (1), (2), уравнение равновесия (5) можно свести к двум диффе-
ренциальным уравнениям второго порядка вида

𝑢[𝑙],𝑟𝑟 + 𝑟−1𝑢[𝑙],𝑟 − 𝑟−2𝑢[𝑙] = 𝑟−1 2𝜇[𝑙]

𝜆[𝑙] + 2𝜇[𝑙]

(︁
𝑝[𝑙]𝑟𝑟 − 𝑝[𝑙]𝜙𝜙

)︁
+ 𝑝[𝑙]𝑟𝑟,𝑟 +

𝜆[𝑙]

𝜆[𝑙] + 2𝜇[𝑙]

(︁
𝑝[𝑙]𝜙𝜙,𝑟 + 𝑝[𝑙]𝑧𝑧,𝑟

)︁
. (14)

Представив левую часть данного уравнения (14) в форме [17]

𝑢,𝑟𝑟 + 𝑟−1𝑢,𝑟 − 𝑟−2𝑢 =
𝑑

𝑑𝑟

(︂
1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
(𝑢𝑟)

)︂
,
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проинтегрируем его и получим соотношения для нахождения компоненты вектора переме-
щений [18,19] в каждом из слоёв:

𝑢[𝑙] =
1

2
𝐶

[𝑙]
1 𝑟 + 𝐶

[𝑙]
2 𝑟

−1 +
𝜇[𝑙]

𝜆[𝑙] + 2𝜇[𝑙]
𝑟𝐼

[𝑙]
1 + 𝑟−1𝐼

[𝑙]
2 ,

𝐼
[𝑙]
1 (𝑟, 𝑡) =

∫︁ 𝑟

𝑅𝑙

𝑥−1
(︁
𝑝[𝑙]𝑟𝑟(𝑥, 𝑡)− 𝑝[𝑙]𝜙𝜙(𝑥, 𝑡)

)︁
𝑑𝑥,

𝐼
[𝑙]
2 (𝑟, 𝑡) =

∫︁ 𝑟

𝑅𝑙

𝑥

(︃
𝜆[𝑙] + 𝜇[𝑙]

𝜆[𝑙] + 2𝜇[𝑙]
(𝑝[𝑙]𝑟𝑟(𝑥, 𝑡) + 𝑝[𝑙]𝜙𝜙(𝑥, 𝑡)) +

𝜆[𝑙]

𝜆[𝑙] + 2𝜇[𝑙]
𝑝[𝑙]𝑧𝑧(𝑥, 𝑡)

)︃
𝑑𝑥.

(15)

Ненулевые компоненты тензора напряжений примут вид

𝜎[𝑙]𝑟𝑟 = (𝜆[𝑙] + 𝜇[𝑙])𝐶
[𝑙]
1 − 2𝜇[𝑙]𝐶

[𝑙]
2 𝑟

−2 + 2𝜇[𝑙]
𝜆[𝑙] + 𝜇[𝑙]

𝜆[𝑙] + 2𝜇[𝑙]
𝐼
[𝑙]
1 − 2𝜇[𝑙]𝑟−1𝐼

[𝑙]
2 ,

𝜎[𝑙]𝜙𝜙 = (𝜆[𝑙] + 𝜇[𝑙])𝐶
[𝑙]
1 + 2𝜇[𝑙]𝐶

[𝑙]
2 𝑟

−2 + 2𝜇[𝑙]
𝜆[𝑙] + 𝜇[𝑙]

𝜆[𝑙] + 2𝜇[𝑙]
𝐼
[𝑙]
1 + 2𝜇[𝑙]𝑟−1𝐼

[𝑙]
2 −

− 2𝜇[𝑙]

𝜆[𝑙] + 2𝜇[𝑙]

(︁
𝜆[𝑙]𝑝[𝑙]𝑧𝑧 + 2(𝜆[𝑙] + 𝜇[𝑙])𝑝[𝑙]𝜙𝜙

)︁
,

𝜎[𝑙]𝑧𝑧 = 𝜆[𝑙]𝐶
[𝑙]
1 + 2𝜇[𝑙]

(︃
𝜆[𝑙]

𝜆[𝑙] + 2𝜇[𝑙]
𝐼
[𝑙]
1 − 2

𝜆[𝑙] + 𝜇[𝑙]

𝜆[𝑙] + 2𝜇[𝑙]
𝑝[𝑙]𝑧𝑧 −

𝜆[𝑙]

𝜆[𝑙] + 2𝜇[𝑙]
𝑝[𝑙]𝜙𝜙

)︃
.

(16)

Подставив полученные значения перемещения (15) и напряжений (16) в граничные усло-
вия (6), (7), найдём значения коэффициентов интегрирования

𝐶
[1]
1 = 2𝑝𝐴𝐷−1 − 4𝜇[1]𝐷−1

(︃
𝜇[1]

𝜆[1] + 2𝜇[1]
𝐵𝐽

[1]
1 +𝐴𝐽

[1]
2 𝑅−2

1

)︃
+

+4𝜇[1]𝜇[2]𝑅2
2𝐷

−1
(︁
(𝜆[2] + 𝜇[2])𝑅2

3𝐽
[2]
1 − (𝜆[2] + 2𝜇[2])𝐽

[2]
2

)︁
,

𝐶
[1]
2 = −𝑝𝑅2

1𝐵𝐷
−1 − 2(𝜆[1] + 𝜇[1])𝐷−1

(︃
𝜇[1]

𝜆[1] + 2𝜇[1]
𝑅2

1𝐵𝐽
[1]
1 +𝐴𝐽

[1]
2

)︃
+

+2𝜇[2](𝜆[1] + 𝜇[1])𝑅2
1𝑅

2
2𝐷

−1
(︁
(𝜆[2] + 𝜇[2])𝑅2

3𝐽
[2]
1 − (𝜆[2] + 2𝜇[2])𝐽

[2]
2

)︁
,

𝐶
[2]
1 = 2𝑝𝜇[2](𝜆[1] + 2𝜇[1])𝑅2

1𝑅
2
2𝐷

−1 + 4𝜇[2]𝐸𝐷−1

(︃
𝜆[2] + 𝜇[2]

𝜆[2] + 2𝜇[2]
𝑅2

3𝐽
[2]
1 − 𝐽

[2]
2

)︃
+

+4𝜇[1]𝜇[2]𝑅2
2𝐷

−1
(︁(︁
𝜆[1] + 𝜇[1]

)︁
𝑅2

1𝐽
[1]
1 −

(︁
𝜆[1] + 2𝜇[1]

)︁
𝐽
[1]
2

)︁
,

𝐶
[2]
2 = 𝑝

(︁
𝜆[1] + 2𝜇[1]

)︁(︁
𝜆[2] + 𝜇[2]

)︁
𝑅2

1𝑅
2
2𝑅

2
3𝐷

−1+

+2𝜇[1]
(︁
𝜆[1] + 𝜇[1]

)︁(︁
𝜆[2] + 𝜇[2]

)︁
𝑅2

1𝑅
2
2𝑅

2
3𝐷

−1𝐽
[1]
1 +

+2𝜇[1]𝐷−1
(︁
𝐴𝑅−2

1 𝑅2
2 +𝐵 − 𝜇2

(︁
2𝜆[2] + 2𝜇[2] − 𝜆[1]

)︁
𝑅4

2

)︁
𝐽
[1]
2 +

+2𝜇[2]𝑅2
2𝐹𝐷

−1

(︃
𝜆[2] + 𝜇[2]

𝜆[2] + 2𝜇[2]
𝑅2

3𝐽
[2]
1 − 𝐽

[2]
2

)︃
,

𝐽
[𝑙]
1 = 𝐼

[𝑙]
1 (𝑅𝑙+1, 𝑡) =

∫︁ 𝑅𝑙+1

𝑅𝑙

𝑥−1
(︁
𝑝[𝑙]𝑟𝑟(𝑥, 𝑡)− 𝑝[𝑙]𝜙𝜙(𝑥, 𝑡)

)︁
𝑑𝑥, 𝐽

[𝑙]
2 = 𝐼

[𝑙]
2 (𝑅𝑙+1, 𝑡),

𝐸 = 𝜇[1]
(︁
𝜆[1] + 𝜇[1] + 𝜇[2]

)︁
𝑅2

2 −
(︁
𝜆[1] + 𝜇[1]

)︁(︁
𝜇[1] − 𝜇[2]

)︁
𝑅2

1,

𝐹 = 𝑅2
1

(︁
𝜆[1] + 𝜇[1]

)︁(︁
𝜇[1] + 𝜆[2] + 𝜇[2]

)︁
+ 𝜇[1]

(︁
𝜆[2] + 𝜇[2] − 𝜆[1] − 𝜇[1]

)︁
𝑅2

2.

(17)

Здесь сокращения 𝐴, 𝐵 и 𝐷 аналогичны таковым из (9).
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Полученные соотношения (15)–(17) можно использовать для нахождения точного ре-
шения задачи при заданных значениях нагружения 𝑝 = 𝑝(𝑡) и накопленных необратимых
деформациях p. К сожалению, нахождение точного решения для необратимых деформа-
ций из соотношений (13), (16) вызывает затруднения, поэтому их значения будем искать
численно:

𝑝𝑗+1
𝑟𝑟 = 𝑝𝑗𝑟𝑟 + ℎ𝑡

(︂
1

3𝜂

Σ𝑗 − 𝜎0
Σ𝑗

(︀
2𝜎𝑗𝑟𝑟 − 𝜎𝑗𝜙𝜙 − 𝜎𝑗𝑧𝑧

)︀)︂
,

𝑝𝑗+1
𝜙𝜙 = 𝑝𝑗𝜙𝜙 + ℎ𝑡

(︂
1

3𝜂

Σ𝑗 − 𝜎0
Σ𝑗

(︀
2𝜎𝑗𝜙𝜙 − 𝜎𝑗𝑟𝑟 − 𝜎𝑗𝑧𝑧

)︀)︂
,

𝑝𝑗+1
𝑧𝑧 = 𝑝𝑗𝑧𝑧 + ℎ𝑡

(︂
1

3𝜂

Σ𝑗 − 𝜎0
Σ𝑗

(︀
2𝜎𝑗𝑧𝑧 − 𝜎𝑗𝑟𝑟 − 𝜎𝑗𝜙𝜙

)︀)︂
.

(18)

Здесь 𝑓 𝑗 = 𝑓(𝑡𝑗)— значение функции 𝑓 при 𝑡 = 𝑡𝑗 , при этом 𝑡𝑗 = ℎ𝑡 · 𝑗, где ℎ𝑡— шаг по
времени.

При расчёте находим напряжённо-деформированное состояние материала трубы на те-
кущем шаге в соответствии с формулами (15)–(17) при известных нагрузках и накопленных
необратимых деформациях. Затем в соответствии с найденными напряжениями и форму-
лами (18) находим значение необратимых деформаций на следующем шаге по времени и
повторяем процесс. В дальнейших расчётах коэффициент вязкопластического сопротивле-
ния принимался равным 𝜂[𝑙] = 600 МПа·с−1.

Как ранее было сказано, однослойная труба из сплава 13ХФА выдерживает давление
порядка 165 МПа. Биметаллическая труба в лучшем из рассматриваемых случаев начинает
пластически деформироваться уже при давлении в 161 МПа. Предположим, что необходимо
повысить предел критического давления до границы в 180 МПа. Для этого можно восполь-
зоваться известным процессом автофретирования [20], т. е. предварительно подвергнуть об-
разец более высокой нагрузке, чтобы накопленные пластические деформации позволяли
выдержать большую рабочую нагрузку. Для этого рассмотрим задачу предварительного
нагружения в 190 МПа и сравним поведение труб при давлении в 180 МПа без автофрети-
рования и после него. Результаты расчётов приведены на рис. 2 и 3.
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Рис. 2. Распределение перемещений 𝑢𝑟 (а, в, д) и интенсивности напряжений Σ (б, г, е) в матери-
але двухслойной трубы при первичной нагрузке до 𝑃 = 180 МПа (𝑡1), максимальном давлении в
𝑃 = 190 МПа (𝑡2), последующей разгрузке до 𝑃 = 0 МПа (𝑡3) и повторном нагружении до рабоче-
го давления 𝑃 = 180 МПа после процесса автофретирования при различной толщине внутреннего

слоя: 1.5 мм (a, б ), 2.5 мм (в, г) и 3.5 мм (д, е)
Fig. 2. Distribution of displacements 𝑢𝑟 (a, c, e) and stress intensity Σ (b, d, e) in the double-layer pipe
material at primary load up to 𝑃 = 180 MPa (𝑡1), maximum pressure of 𝑃 = 190 MPa (𝑡2), subsequent
unloading to 𝑃 = 0 MPa (𝑡3) and reloading to operating pressure of 𝑃 = 180 MPa after the autofretting

process at different thickness of the inner layer: 1.5 mm (a, b), 2.5 mm (c, d), and 3.5 mm (e, f )
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Рис. 3. Накопленные в процессе автофретирования пластические деформации для труб с различной
толщиной внутреннего слоя: 1.5 мм (a), 2.5 мм (б ), 3.5 мм (в)

Fig. 3. Plastic deformations accumulated during the autofretting process for pipes with different inner
layer thicknesses: 1.5 mm (a), 2.5 mm (b), 3.5 mm (c)

Как можно видеть из представленных графиков (см. рис. 2), при росте нагрузки сна-
чала происходит упругое деформирование, затем на внутренней поверхности одного, а за-
тем и другого слоёв (порядок зависит от рассматриваемого случая) сначала зарождаются,
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а затем и развиваются области пластического течения. При заданной рабочей нагрузке
𝑃 = 180 МПа (𝑡 = 𝑡1, на графиках обозначено как 𝑡1) во всех рассматриваемых случаях
пластическое течение зарождается как во внутреннем (плакирующем) слое (𝑅1 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑅2),
так и в основном внешнем (𝑅2 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑅3). При этом в первом случае (при тонком плакиру-
ющем слое толщиной в 1,5 мм) пластическое течение распространяется по всему внутрен-
нему слою. С увеличением нагрузки до максимальных значений 𝑃 = 190 МПа (случай 𝑡2
на графиках) области пластического течения также увеличиваются. При этом чем толще
плакирующий слой, тем меньшую область занимает пластическое течение.

После снятия нагрузки (𝑡 = 𝑡3) можно заметить, что остаточные напряжения во внут-
реннем слое имеют схожее распределение во всех трёх случаях, в то время как во внешнем
слое они тем больше, чем тоньше был плакирующий слой. При повторном нагружении до
рабочих значений давления в 𝑃 = 180 МПа (𝑡 = 𝑡4) остаточное напряжение имеет схо-
жее распределение во всех трёх случаях: оно немного не достигает тех значений, которые
принимало при максимальной нагрузке. Соответственно, во всех трёх случаях пластиче-
ское течение не наблюдается. Однако наблюдается большой скачок напряжений на месте
стыковки плакирующего слоя с основным, особенно в первом случае, с наиболее тонким
внутренним слоем.

Из рис. 3 можно видеть, что в первом случае, с наиболее тонким внутренним слоем,
накоплены наибольшие пластические деформации. С увеличением толщины слоя уменьша-
ются суммарные пластические деформации, накопленные в процессе автофретирования.

Стоит отметить, что если между первым (толщина 1.5 мм) и вторым (толщина 2.5 мм)
случаем разница ощутима, то между вторым и третьим (толщина 3.5 мм) случаями она
уже не так значительна. Иными словами, толщина внутреннего слоя, найденная из усло-
вия одновременного зарождения пластического течения в двух слоях биметаллической тру-
бы, является наиболее оптимальной. При меньших её значениях происходит значительная
потеря прочностных свойств. Превышение данного значения хоть и позволяет повысить
прочностные свойства, но незначительно.
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