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Аннотация. Представлены результаты статистического моделирования эффекта убывания степени поля-
ризации линейно поляризованного лазерного пучка при распространении вперед в многократно рассеи-
вающих ансамблях сферических диэлектрических частиц с различными значениями волнового параметра.
Алгоритм моделирования основан на итеративной процедуре трансформации векторов Джонса парциаль-
ных составляющих рассеянного светового поля в последовательностях актов рассеяния, реализуемой с ис-
пользованием метода Монте-Карло. В качестве параметров, характеризующих скорость убывания степени
линейной поляризации лазерного излучения, рассмотрены среднее число актов рассеяния, соответствующее
убыванию степени поляризации в 𝑒 раз, и отношение характерной длины поляризации к транспортной длине
распространения излучения в ансамбле частиц. Установлено, что максимальное значение длины деполяри-
зации достигается при значениях волнового параметра частиц в окрестностях первого резонанса Ми на зави-
симости фактора эффективности рассеяния от диаметра частиц. Результаты моделирования сопоставлены
с экспериментальными и теоретическими данными, полученными с использованием гибридного подхода в
рамках диффузионного приближения теории переноса излучения.
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Abstract. Results of statistical modeling of the polarization degree decay in the case of forward propagation of
a linearly polarized laser beam in multiple scattering dispersive systems are presented. Disordered ensembles of
dielectric spherical particles with various values of the wave parameter are considered as these dispersive systems.
The modeling algorithm is based on an iterative transformation of the Jones vectors for partial components of
the multiple scattered light fields in the considered systems due to random sequences of scattering events; the
transformation procedure is provided using the Monte-Carlo simulation. The average number of scattering events
corresponding to the 1/𝑒 decay of the polarization degree, and the ratio of the depolarization length to the mean
transport free path of probe light in the scattering systems are considered as the key parameters. It was found
that the maximal depolarization length is achieved in the case when the wave parameter of scattering particles is
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Keywords: statistical modeling, dispersed systems, radiative transfer, depolarization
Acknowledgements: This work was supported by the Russian Science Foundation (project No. 25-29-00679).
For citation: Isaeva A. A., Isaeva E. A., Skripal An. V., Zimnyakov D. A. Statistical modeling of the depolarizing
properties of optically dense dispersive systems in the small-angle scattering mode of probe light propagation. Iz-
vestiya of Saratov University. Mathematics. Mechanics. Informatics, 2025, vol. 25, iss. 2, pp. 281–294 (in Russian).
https://doi.org/10.18500/1816-9791-2025-25-2-281-294, EDN: ZNKFMP
This is an open access article distributed under the terms of Creative Commons Attribution 4.0 International
License (CC-BY 4.0)

Введение

Эффект деполяризации света при многократном рассеянии в случайно-неоднородных
средах является одним из фундаментальных проявлений стохастичности распространения
излучения в подобных системах [1–6]. При использовании квазимонохроматических свето-
вых пучков для зондирования случайно-неоднородных сред подобная стохастичность при-
водит к спекл-модуляции рассеянных световых полей [7,8]. При этом формируемые спеклы
характеризуются случайными состояниями поляризации с различной степенью эллиптич-
ности от линейной до близкой к круговой. С точки зрения диагностических приложений
при описании поляризационных характеристик рассеянных световых полей целесообразно
использовать интегральные параметры, получаемые в результате усреднения локальных
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состояний поляризации по всему ансамблю формируемых спеклов. В частности, к числу по-
добных обобщенных интегральных характеристик относится степень полной поляризации
рассеянного излучения, выражаемая через компоненты вектора Стокса 𝐼, 𝑄, 𝑈 , 𝑉 [9, 10]:

𝑃 =

√︀
𝑄2 + 𝑈2 + 𝑉 2

𝐼
.

С ростом кратности рассеяния 𝑁𝑠𝑐 зондирующего излучения в среде величина 𝑃 асимп-
тотически стремится к 0, причем скорость убывания степени полной поляризации при уве-
личении 𝑁𝑠𝑐 определяется как режимом рассеяния (рассеяние вперед или обратное рассе-
яние), так и волновым параметром 𝜋𝑑𝑛𝑚/𝜆0 рассеивающих центров и их относительным
показателем преломления ̃︀𝑛𝑝 = 𝑛𝑝/𝑚𝑚 (здесь 𝑑— характерный размер рассеивающих цен-
тров, 𝑛𝑚 — абсолютный показатель преломления матричной среды, содержащей частицы,
𝜆0 — длина волны излучения в вакууме, 𝑛𝑝 — абсолютный показатель преломления частиц).
Это обстоятельство может быть использовано в качестве основы одного из подходов в поля-
ризационной диагностике для применений в биомедицине и материаловедении. В частно-
сти, поляризационные методы морфофункциональной диагностики широко применяются
в современной биомедицине [11–16]. При использовании линейно поляризованных зонди-
рующих лазерных пучков процедура подобной поляризационной диагностики может быть
сведена к нахождению степени остаточной линейной поляризации рассеянного излучения:

𝑃 𝑠𝑐
𝐿 =

𝐼𝑠𝑐𝑦 − 𝐼𝑠𝑐𝑥
𝐼𝑠𝑐𝑦 + 𝐼𝑠𝑐𝑥

,

где 𝐼𝑠𝑐𝑥 , 𝐼𝑠𝑐𝑦 — значения интенсивностей 𝑥- и 𝑦-линейно поляризованных составляющих рассе-
янного светового поля на выходе из зондируемой среды при условии, что степень линейной
поляризации зондирующего пучка на входе в среду 𝑃 𝑖𝑛

𝐿 = 1 (соответственно, 𝐼𝑖𝑛𝑥 = 0).
При возрастании оптической толщины зондируемой среды и детектировании рассеянного
вперед излучения (малоугловой режим рассеяния) значение 𝑃 𝑠𝑐

𝐿 асимптотически стремится
к 0 со скоростью убывания, определяемой структурными и оптическими характеристиками
среды.

Решение обратных задач поляризационного зондирования случайно-неоднородных сред,
связанных с восстановлением оптических и структурных параметров среды по измеренным
в эксперименте поляризационным характеристикам рассеянного излучения, требует созда-
ния адекватной теоретической модели преобразования исходного состояния поляризации
зондирующего пучка в процессе его распространения в зондируемом объекте. В насто-
ящее время существуют различные подходы к решению этой проблемы, основанные на
аналитической теории многократного рассеяния [17–19] или векторного уравнения пере-
носа излучения [20–23]. Однако эти подходы в ряде случаев неприменимы на практике
вследствие недостаточности или отсутствия необходимой априорной информации об осо-
бенностях взаимосвязи характеристик среды с модельными параметрами, описывающими
трансформацию локальных состояний поляризации распространяющегося излучения (на-
пример, с матрицей рассеяния света, входящей в интегро-дифференциальное уравнение
переноса излучения). Кроме того, за исключением простейших случаев, обращение реше-
ний интегро-дифференциальных уравнений в рамках этих подходов требует значительных
вычислительных затрат и зачастую является неустойчивым и расходящимся процессом.

Альтернативой сложным и в ряде случаев неустойчивым методам моделирования вза-
имодействия поляризованного света со случайно-неоднородными средами на основе анали-
тической теории многократного рассеяния и векторной теории переноса излучения являет-
ся гибридный подход [24–26]. В рамках этого подхода, основанного на дискретной модели
рассеяния, используется «скалярное» описание многократно рассеянного светового поля в
среде с использованием функции плотности вероятности 𝜌(𝑠) путей распространения пар-
циальных составляющих рассеянного излучения для заданных условий освещения и де-
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тектирования. Наиболее удобный метод получения функции 𝜌(𝑠)— статистическое модели-
рование переноса излучения в среде с использованием Монте-Карло метода, в результате
которого генерируется массив значений путей распространения парциальных составляю-
щих {𝑠𝑖}. Массив {𝑠𝑖} подвергается частотному анализу с величиной интервалов выборки,
обеспечивающей робастность оценок относительных частот попадания 𝑠𝑖 в тот или иной
интервал. Общее число выборочных интервалов 𝑁𝑠, используемых для восстановления вы-
борочной функции плотности вероятности 𝜌(𝑠), может быть определено с использованием
следующего эмпирического правила [27]: 𝑁𝑠 ≈ √

𝑁𝑖, где 𝑁𝑖 — число значений {𝑠𝑖} в сгене-
рированном массиве.

В рамках гибридного подхода различные статистические моменты рассеянного поля
и производные от них величины (например, среднее значение интенсивности рассеянного
света, временная автокорреляционная функция флуктуаций рассеянного поля в случае ди-
намических рассеивающих сред, степень линейной или циркулярной поляризации) могут
быть получены с помощью односторонних линейных интегральных преобразований функ-
ции 𝜌(𝑠) с соответствующим образом выбранными ядрами, характеризующими динамику
затухания анализируемой характеристики при возрастании пути распространения парци-
альных составляющих. Ранее в результате сопоставления экспериментальных и модельных
данных [24–26] установлено, что ядра интегральных преобразований могут быть представ-
лены с приемлемой точностью экспоненциальными функциями вида 𝑓(𝑠, 𝜉) ∝ exp(−𝑠/𝜉),
где 𝜉 — характерная длина затухания соответствующего параметра рассеянного поля. Экс-
поненциальная форма ядер обусловлена стохастичностью процесса распространения излу-
чения в многократно рассеивающих средах и статистической независимостью парциальных
составляющих рассеянного поля. Следует отметить, что экспоненциальная форма харак-
терна для режима многократного рассеяния, когда транспортная длина распространения
излучения в среде 𝑙* [28] существенно меньше характерного размера среды. Таким образом,
расчет характеристик рассеянного поля (в том числе и степени линейной поляризации) в
режиме многократного рассеяния может быть сведен к вычислению одностороннего преоб-
разования Лапласа 𝜌(𝑠).

В рамках гибридного подхода при описании деполяризующих свойств многократно рас-
сеивающих сред могут быть рассмотрены два характерных пространственных масштаба —
средняя длина распространения парциальных составляющих в среде ⟨𝑠⟩ =

∫︀∞
0 𝑠𝜌(𝑠)𝑑𝑠 и

длина деполяризации 𝜉𝐿 линейно поляризованного излучения. Величина 𝜉𝐿 зависит как от
свойств рассеивающих центров и длины волны 𝜆 излучения, так и от режима детектиро-
вания. Так, в случае малоуглового детектирования рассеянного вперед излучения средой,
состоящей из непоглощающих частиц с характерным размером 𝑑≫ 𝜆, 𝑃𝐿 убывает с ростом
толщины слоя 𝐿 в гораздо меньшей степени по сравнению со средой, состоящей из мелких
(релеевских) частиц.

Несмотря на значительное число экспериментальных и теоретических работ, посвящен-
ных анализу деполяризующих свойств рассеивающих сред, вопросы взаимосвязи характер-
ных масштабов распространения и преобразования поляризованного света (т. е. ⟨𝑠⟩, 𝜉𝐿, 𝑙*, 𝑙)
в ряде случаев требуют дальнейшего уточнения. Здесь 𝑙— длина рассеяния зондирующего
излучения, обратно пропорциональная коэффициенту рассеяния среды, 𝑙* — транспортная
длина распространения излучения, соответствующая характерному масштабу преобразова-
ния направленного светового потока в диффузный. Целью данной работы явился теорети-
ческий анализ подобной взаимосвязи в случае поляризационного зондирования многократ-
но рассеивающих ансамблей сферических диэлектрических частиц в режиме малоуглово-
го детектирования рассеянного вперед излучения. Подобная геометрия поляризационного
зондирования представляет интерес для решения диагностических задач в биомедицинской
оптике и материаловедении. В качестве метода исследования применено статистическое мо-
делирование переноса поляризованного света в ансамблях частиц с различными значени-
ями волнового параметра. При моделировании применен поляризационно-чувствительный
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Монте-Карло метод, имитирующий преобразование текущих состояний поляризации пар-
циальных составляющих рассеянного поля в последовательностях актов рассеяния.

1. Методика статистического моделирования деполяризующих свойств
дисперсных систем

Рассмотренный метод статистического моделирования деполяризующих свойств много-
кратно рассеивающих случайно-неоднородных сред основан на итеративной процедуре пре-
образования текущих состояний поляризации распространяющихся в среде парциальных
составляющих рассеянного светового поля. Моделируемая среда предполагается состоящей
из сферических диэлектрических частиц, случайным образом распределенных в простран-
стве с заданным значением объемной доли 𝑓 . Текущее состояние поляризации произвольно
выбранной составляющей, моделируемой плоской волной с эллиптическим состоянием по-
ляризации, трансформируется случайным образом в последовательности актов рассеяния.
Каждая трансформация приводит к случайным изменениям амплитуд ортогонально поля-
ризованных компонент парциальной составляющей и сдвигам фаз между ними, которые
описываются в рамках формализма Джонса [29].

Для каждого акта рассеяния, приводящего к изменению направления распространения
парциальной составляющей, вводится (2× 2) матрица Джонса, комплексные элементы ко-
торой определяются углом между волновыми векторами составляющей до (𝑘𝑛−1) и после
(𝑘𝑛) акта рассеяния (углом рассеяния 𝜃𝑛). В системе декартовых координат, связанных с
плоскостью рассеяния, проходящей через 𝑘𝑛−1 и 𝑘𝑛, матрица Джонса для данного акта
рассеяния на сферической частице сводится к диагональной форме. Поскольку изменение
направления распространения парциальной составляющей характеризуется не только уг-
лом рассеяния 𝜃𝑛, но и азимутальным углом 𝜑𝑛, необходимо осуществлять преобразование
ортогонально поляризованных компонент парциальной составляющей к системе координат,

Рис. 1. Изменение состояния
компонент вектора электриче-
ского поля в процессе рассе-
яния в случайно-неоднородной

среде

Fig. 1. The change of the electric
field vector components during
the scattering in a randomly

inhomogeneous medium

привязанной к текущей плоскости рассеяния для 𝑛-го акта
(рис. 1).

Таким образом, процесс трансформации поляризаци-
онного состояния парциальной составляющей в единич-
ном акте рассеяния может быть описан с помощью следу-
ющего уравнения:(︂
𝐸𝑛

𝑥′

𝐸𝑛
𝑦′

)︂
=

[︂
𝐽𝑛
11(𝜃

𝑛) 0
0 𝐽𝑛

22(𝜃
𝑛)

]︂
·
[︂
cos𝜑𝑛 − sin𝜑𝑛

sin𝜑𝑛 cos𝜑𝑛

]︂
·
(︂
𝐸𝑛−1

𝑥

𝐸𝑛−1
𝑦

)︂
,

где 𝐸𝑛−1
𝑥 , 𝐸𝑛−1

𝑦 — ортогонально поляризованные ком-
плексные компоненты амплитуды электрического поля
парциальной составляющей до 𝑛-го акта рассеяния; со-
ответственно, 𝐸𝑛

𝑥′ и 𝐸𝑛
𝑦′ — ортогональные компоненты по-

сле акта рассеяния. Отметим, что координатные оси (𝑥, 𝑦)
привязаны к плоскости рассеяния для предшествующего
(𝑛−1) акта, в то время как система координат (𝑥′, 𝑦′) соот-
ветствует плоскости рассеяния в текущем акте. Угол рас-
сеяния 𝜃𝑛 и азимутальный угол 𝜑𝑛 являются величинами,
случайным образом изменяющимися от одного акта рассе-
яния к другому. Преобразование состояния поляризации в
последовательности из 𝑁 актов описывается следующим
выражением:(︂

𝐸𝑁
𝑥

𝐸𝑁
𝑦

)︂
=

[︃ ̃︀𝐽𝑁
11(𝜃

1, 𝜑1) ̃︀𝐽𝑁
12(𝜃

1, 𝜑1)̃︀𝐽𝑁
21(𝜃

1, 𝜑1) ̃︀𝐽𝑁
22(𝜃

1, 𝜑1)

]︃
·
[︃ ̃︀𝐽𝑁−1

11 (𝜃1, 𝜑1) ̃︀𝐽𝑁−1
12 (𝜃1, 𝜑1)̃︀𝐽𝑁−1

21 (𝜃1, 𝜑1) ̃︀𝐽𝑁−1
22 (𝜃1, 𝜑1)

]︃
× · · ·
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×
[︃ ̃︀𝐽2

11(𝜃
1, 𝜑1) ̃︀𝐽2

12(𝜃
1, 𝜑1)̃︀𝐽2

21(𝜃
1, 𝜑1) ̃︀𝐽2

22(𝜃
1, 𝜑1)

]︃
·
[︃ ̃︀𝐽1

11(𝜃
1, 𝜑1) ̃︀𝐽1

12(𝜃
1, 𝜑1)̃︀𝐽1

21(𝜃
1, 𝜑1) ̃︀𝐽1

22(𝜃
1, 𝜑1)

]︃(︂
𝐸0

𝑥

𝐸0
𝑦

)︂
, (1)

где 𝐽𝑛
11(𝜃

𝑛, 𝜑𝑛), · · · , 𝐽𝑛
22(𝜃

𝑛, 𝜑𝑛)— элементы модифицированной матрицы Джонса для 𝑛-го
акта рассеяния; модификация осуществляется в соответствии с выражением[︃ ̃︀𝐽𝑛

11(𝜃
𝑛, 𝜑𝑛) ̃︀𝐽𝑛

12(𝜃
𝑛, 𝜑𝑛)̃︀𝐽𝑛

21(𝜃
𝑛, 𝜑𝑛) ̃︀𝐽𝑛

22(𝜃
𝑛, 𝜑𝑛)

]︃
=

[︂
𝐽𝑛
11(𝜃

𝑛) 0
0 𝐽𝑛

22(𝜃
𝑛)

]︂
·
[︂
cos𝜑𝑛 − sin𝜑𝑛

sin𝜑𝑛 cos𝜑𝑛

]︂
. (2)

Отметим, что на завершающем 𝑁 -ом шаге моделирования входящая в выражение (2)
матрица поворота выбирается таким образом, что система координат на выходе из после-
довательности соответствовала бы системе координат на входе в последовательность.

Выражение (1) наглядно иллюстрирует эффект деполяризации света, распространяю-
щегося в многократно рассеивающей случайно-неоднородной среде; элементы на побочных
диагоналях модифицированных матриц Джонса, принимающие ненулевые значения вслед-
ствие ненулевых азимутальных углов в актах рассеяния, приводят к появлению ненулевой
составляющей 𝐸𝑁

𝑥 при вводе в среду линейно поляризованного света с 𝐸0
𝑥 = 0, 𝐸0

𝑦 = 𝐸0.
Процедура моделирования деполяризации линейно поляризованного света сводится к

циклическому повторению описываемой выражением (1) итеративной процедуры для за-
данного числа актов рассеяния 𝑁𝑠. В ходе итеративной процедуры в каждом цикле форми-
руются последовательности случайных значений 𝜑1,· · · , 𝜑𝑁 ; 𝜃1, · · · , 𝜃𝑁 , по которым рассчи-
тываются случайные значения элементов матриц Джонса для всех актов рассеяния в дан-
ной последовательности. По окончании цикла формируются случайные значения 𝐸𝑁𝑠

𝑥 , 𝐸𝑁𝑠
𝑦 .

В результате прогона 𝑀 циклов формируется массив данных {𝐸𝑁𝑠,1
𝑥 , · · · , 𝐸𝑁𝑠,𝑀

𝑥 ;𝐸𝑁𝑠,1
𝑦 , · · · ,

𝐸𝑁𝑠,𝑀
𝑦 }, по которым затем вычисляется степень остаточной линейной поляризации 𝑃𝐿 про-

шедшего через среду излучения:

𝑃𝐿 =

∑︀𝑀
𝑘=1

(︁
𝐸𝑁𝑠,𝑘

𝑦

)︁2
−∑︀𝑀

𝑘=1

(︁
𝐸𝑁𝑠,𝑘

𝑥

)︁2
∑︀𝑀

𝑘=1

(︁
𝐸𝑁𝑠,𝑘

𝑦

)︁2
+
∑︀𝑀

𝑘=1

(︁
𝐸𝑁𝑠,𝑘

𝑥

)︁2 . (3)

Формула (3) соответствует случаю некогерентного суммирования вкладов от 𝑀 состав-
ляющих в наблюдаемый оптический сигнал. Правомерность подобного подхода обусловлена
стохастичностью процесса многократного рассеяния излучения в среде. Диагональные эле-
менты немодифицированных матриц Джонса 𝐽𝑛

11(𝜃
𝑛), 𝐽𝑛

22(𝜃
𝑛) для каждого акта рассеяния

могут быть вычислены в соответствии с теорией рассеяния Ми (см., например, [29]), ис-
пользуя следующие выражения:

𝐽𝑛
11(𝜃) =

𝑘𝑠𝑡𝑜𝑝∑︁
𝑘−1

2𝑘 + 1

𝑘(𝑘 + 1)
· (𝑎𝑘𝜋𝑘 + 𝑏𝑘𝜏𝑘), 𝐽𝑛

22(𝜃) =

𝑘𝑠𝑡𝑜𝑝∑︁
𝑘−1

2𝑘 + 1

𝑘(𝑘 + 1)
· (𝑎𝑘𝜋𝑘 + 𝑏𝑘𝜏𝑘), (4)

где 𝜋𝑘 и 𝜏𝑘 определяются присоединенными функциями Лежандра 𝑃 1
𝑘 (𝜃) как 𝜋𝑘 =

𝑃 1
𝑘 (𝜃)

sin 𝜃
,

𝜏𝑘 =
𝑑𝑃 1

𝑘 (𝜃)

𝑑𝜃
, a коэффициенты 𝑎𝑘 и 𝑏𝑘 рядов рассеяния (4) рассчитываются с использованием

сферических функций Бесселя первого и второго рода. Предельное число суммируемых чле-
нов 𝑘𝑠𝑡𝑜𝑝 ряда (4) определяется волновым параметром рассеивающих центров 𝜌 = 𝜋𝑛𝑚𝑑𝜆0,
где 𝑑— диаметр частиц. При разыгрывании случайных значений азимутального угла 𝜑𝑛 и
угла рассеяния 𝜃𝑛 необходимо воспользоваться следующими предположениями:

– значения 𝜑𝑛 и 𝜃𝑛 являются статистически независимыми величинами;
– функция плотности вероятности значений 𝜑𝑛 определяется равномерным распределе-

нием 𝜌(𝜑𝑛) в интервале от 0 до 2𝜋;
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– функция 𝜌(𝜃𝑛) моделируется с использованием функции Хеньи – Гринштейна [30]), яв-
ляющейся универсальной для широкого класса модельных задач по рассеянию излучения:

𝜌𝐻𝐺(cos 𝜃) =
1− 𝑔2

(1 + 𝑔2 − 2𝑔 cos 𝜃)3/2
, (5)

где 𝑔— средний косинус угла рассеяния (параметр анизотропии рассеяния). Величина 𝑔
определяется 𝜌, ̃︁𝑛𝑝 и 𝑛𝑚 и может быть получена с использованием различных онлайн-
калькуляторов Ми (например, https://omlc.org/calc/mie_calc.html). При статистическом
моделировании случайные значения 𝜃𝑛 разыгрываются с использованием следующего со-
отношения:

𝜃𝑛 = 𝑎𝑟𝑐 cos

[︃
1

2𝑔

(︃
1 + 𝑔2 −

(︂
1− 𝑔2

1− 𝑔 + 2𝑔𝜒𝑛

)︂2
)︃]︃

, (6)

где 𝜒𝑛 — случайная величина, равномерно распределенная на интервале [0, 1]. Статисти-
ческое моделирование деполяризующих свойств ансамблей случайным образом располо-
женных сферических диэлектрических частиц для режима малоуглового рассеяния вперед
осуществлялось по следующей схеме:

1) исходя из заданных значений 𝜆0, 𝜌, ̃︁𝑛𝑝 и 𝑛𝑚 и с использованием онлайн-калькулятора
Ми определялось значение 𝑔 для анализируемой системы;

2) для заданного значения 𝑁𝑠 в интервале от 1 до 40 осуществлялось статистическое
моделирование переноса излучения в ансамбле частиц с заданным 𝜌 в направлении распро-
странения зондирующего пучка, в результате чего формировались наборы из 𝑀 случайных
значений 𝐸𝑁𝑠,𝑘

𝑥 , 𝐸𝑁𝑠,𝑘
𝑦 ;

3) по полученным наборам значений 𝐸𝑁𝑠,𝑘
𝑥 , 𝐸𝑁𝑠,𝑘

𝑦 для каждого 𝑁𝑠 в соответствии с выра-
жением (3) вычислялась степень остаточной линейной поляризации покидающего ансамбль
частиц излучения.

Рассмотренный метод реализовывался с помощью специально разработанного программ-
ного обеспечения на языке программирования C++ на 4-ядерном процессоре Intel Core i7.
Набор случайных значений 𝐸𝑁𝑠,𝑘

𝑥 , 𝐸𝑁𝑠,𝑘
𝑦 получался в результате 105 прогонов разработан-

ного алгоритма, с общей длительностью на один численный эксперимент около 25 мин.

2. Результаты моделирования и их обсуждение

В качестве модельных деполяризующих систем рассматривались многократно рассеи-
вающие ансамбли сферических частиц диоксида титана с желатином в качестве матричной
среды. Выбор подобных систем обусловлен их широким использованием в качестве фанто-
мов (имитаторов оптических свойств) биологических сред (см., например, [31])). Предпола-
галось, что зондирование осуществляется линейно поляризованным лазерным излучением
с длиной волны 532 нм (вторая гармоника излучения АИГ:Nd лазера). Показатель прелом-
ления желатина измерялся с помощью рефрактометра ИРФ-454 и равен 1.535, показатель
преломления частиц диоксида титана принят равным 2.37 (https://refractiveindex.info). В
ходе моделирования значения диаметра частиц диоксида титана варьировались в широких
пределах (от 25 нм до 7 мкм).

На рис. 2 в качестве примера представлены значения 𝑃𝐿 от числа актов рассеяния
зондирующего излучения (3 ). Здесь же приведены аппроксимирующие зависимости вида
𝑃𝐿 = 𝐴 exp(−𝑁𝑠/𝑁

𝑒
𝑠 ); мотивация для выбора подобной формы аппроксимации обсуждена

ниже. Отметим, что используемая экспоненциальная аппроксимация с высокой точностью
представляет поведение полученных модельных данных, за исключением случая существен-
но малократного рассеяния, когда 𝑁𝑠 = 1− 2.

В таблице приведены значения 𝐴 и 𝑁 𝑒
𝑠 для наборов данных, представленных на рис. 2,

вместе с погрешностями их определения и интегральными характеристиками точности ап-
проксимации, выражаемыми по величине скорректированного коэффициента детермина-
ции 𝑅2

𝑎𝑑𝑗 . Значения 𝑁𝑠 характеризуют скорость убывания степени остаточной линейной
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поляризации по мере возрастания кратности рассеяния. Полученные результаты модели-
рования позволяют сделать вывод о существенно немонотонном поведении данного пара-
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Рис. 2. Зависимости степени остаточной ли-
нейной поляризации от числа актов рассе-
яния для рассеивающих частиц с различ-
ными диаметрами 𝑑: 1 — 𝑑 = 0.025 мкм;
3 — 𝑑 = 0.4 мкм; 5 — 𝑑 = 1 мкм, 2, 4, 6 —
аппроксимирующие экспоненциальные за-

висимости
Fig. 2. The dependencies of the residual
linear polarization degree on the number
of scattering events for scattering particles
of different diameters: 1 — 𝑑 = 0.025 𝜇m;
3 — 𝑑 = 0.4 𝜇m; 5 — 𝑑 = 1 𝜇m; 2, 4, 6 —

approximating exponential dependences

метра при возрастании диаметра рассеиваю-
щих частиц (и, соответственно, волнового па-
раметра 𝜌).

На рис. 3, а представлены модельные зна-
чения для ансамблей частиц диоксида тита-
на в желатине в зависимости от диаметра
частиц, демонстрирующие чрезвычайно высо-
кую вариабельность. Анализ полученных дан-
ных позволяет сделать вывод, что их значи-
тельный разброс обусловлен не случайными
погрешностями моделирования, а особенностя-
ми распространения парциальных составля-
ющих рассеянного поля в ансамблях частиц
с одинаковыми размерами (хотя и располо-
женными случайным образом). В частности,
рис. 3, б наглядно демонстрирует выражен-
ную интерференционную структуру зависимо-
сти 𝑁 𝑒

𝑠 = 𝑓(𝑑) в интервале значений диаметра
частиц от 0.025 мкм до 1 мкм. Подобные интер-
ференционные эффекты в определенной степе-
ни аналогичны модуляции теоретических зави-
симостей сечения экстинкции сферических ча-
стиц от длины волны или диаметра частицы
(так называемой ряби) [29].

Значения параметров аппроксимации для модельных данных,
представленных на рис. 2

Table. Values of approximation parameters for the model data
presented in Fig. 2

Диаметр
частиц,

мкм

𝐴 𝛿(𝐴) 𝑁𝑒
𝑠 𝛿(𝑁𝑒

𝑠 ) 𝑅𝑎𝑑𝑗
2

0.025 1.560 ±0.086 2.64 ±0.17 0.983
0.400 1.110 ±0.010 18.94 ±0.33 0.996
1.000 1.157 ±0.013 10.35 ±0.20 0.997

Безразмерный параметр 𝑁𝑠 определяет размерную длину деполяризации излучения в
ансамбле частиц как 𝜉𝐿 ≈ 𝑁 𝑒

𝑠 𝑙, где длина рассеяния 𝑙 характеризует средний путь распро-
странения парциальных составляющих рассеянного поля между двумя последовательными
актами рассеяния. С другой стороны, ключевым параметром, контролирующим перенос из-
лучения в многократно рассеивающих средах, является транспортная длина 𝑙* = 𝑙/(1− 𝑔),
асимптотически приближающаяся к 𝑙 в случае изотропного рассеяния малыми частицами
и существенно превышающая длину рассеяния в режиме рассеяния Ми, когда 𝑔 ≪ 0. Если
рассматривать отношение длины деполяризации не к длине рассеяния 𝑙, а к транспорт-
ной длине 𝑙*, то можно ввести безразмерный параметр ̃︁𝑁 𝑒

𝑠 = 𝜉/𝑙* = 𝑁 𝑒
𝑠 (1 − 𝑔). Как длина

рассеяния, так и транспортная длина существенным образом зависят от фактора эффек-
тивности рассеяния 𝑄𝑠𝑐𝑎 [29], определяемого отношением сечения рассеяния частицы к ее
геометрическому сечению и зависящего от набора параметров 𝜆0, 𝜌, ̃︁𝑛𝑝 и 𝑛𝑚.
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а / a б / b
Рис. 3. Зависимость модельных значений 𝑁𝑒

𝑠 от диаметра частиц диоксида титана
в желатине: а — 𝑑 ∈ [0, 7] мкм; б — увеличенный фрагмент для 𝑑 ∈ [0, 0.5] мкм

Fig. 3. The dependence of model values 𝑁𝑒
𝑠 on the titanium dioxide particles diameter

in gelatin: a — 𝑑 ∈ [0.7] 𝜇m; b— enlarged fragment for 𝑑 ∈ [0, 0.5] 𝜇m

Представляет значительный интерес сопоставление полученных модельных данных с
зависимостями 𝑄𝑠𝑐𝑎 и 𝑔 от диаметра частиц, восстановленными для исследуемых рассеива-
ющих систем с использованием онлайн-калькулятора Ми (https://omlc.org/calc/mie_calc.
html). На рис. 4 эти зависимости сравнены с зависимостью ̃︁𝑁 𝑒

𝑠 = 𝑓(𝑑), рассчитанной на
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Рис. 4. Зависимости фактора эффективности
рассеяния и модельных значений от диаметра

диэлектрической частицы

Fig. 4. The dependencies of the scattering efficien-
cy factor and model values on the size of dielectric

particle

основе полученных модельных данных и
сглаженной с использованием скользящего
окна с шириной в девять равноотстоящих
значений. Сглаживание проводилось с це-
лью выделения общих тенденций в поведе-
нии ̃︁𝑁 𝑒

𝑠 = 𝑓(𝑑). Кроме того, следует отме-
тить, что тонкая интерференционная струк-
тура, имеющая место для модельных за-
висимостей 𝑁 𝑒

𝑠 = 𝑓(𝑑) (см. рис. 3, а) и̃︁𝑁 𝑒
𝑠 = 𝑓(𝑑), в случае реальных рассеиваю-

щих систем с большей или меньшей поли-
дисперсностью рассеивающих центров бу-
дет в значительной степени сглаживаться.

Характерной особенностью зависимо-
стей фактора эффективности рассеяния
от диаметра сферических диэлектрических
частиц при фиксированной длине волны
зондирующего излучения является убыва-
ющая квазипериодическая модуляция, свя-
занная с существованием так называемых
резонансов Ми (отмечены на рисунке стрел-
ками). Первый резонанс Ми характеризуется максимальной амплитудой; при этом сечение
рассеяния частицы в несколько раз превышает ее геометрическое сечение. Резонансы Ми
высших порядков постепенно затухают, и 𝑄𝑠𝑐𝑎 асимптотически стремится к 2 (проявление
так называемого дифракционного парадокса [28]).

Из графиков, представленных на рис. 4, очевидно, что максимальные значения (порядка
9.0–9.5) сглаженной зависимости ̃︁𝑁 𝑒

𝑠 = 𝑓(𝑑) достигаются в области локализации первого
резонанса Ми. Для малых (𝑑 < 0.1 мкм), равно как и для больших (𝑑 > 3 мкм), сглаженные
значения ̃︁𝑁 𝑒

𝑠 близки к трем.
Отметим, что в одной из ранних основополагающих работ по анализу деполяризующих

свойств многократно рассеивающих дисперсных систем [32]) предложена феноменологи-
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ческая модель для описания деполяризации линейно поляризованного света в случайных
последовательностях актов рассеяния в форме, соответствующей упомянутому выше ги-
бридному подходу:

𝑃𝐿 =

∫︀∞
0 𝑓𝐿(𝑁𝑠)𝐺(𝑁𝑠)𝑑𝑁𝑠∫︀∞

0 𝐺(𝑁𝑠)𝑑𝑁𝑠
, (7)

где 𝐺(𝑁𝑠) характеризует распределение парциальных составляющих рассеянного светового
поля по числам актов рассеяния в среде, а 𝑓𝐿(𝑁𝑠)— модельная функция, описывающая
деполяризацию единичной парциальной составляющей. В случае изотропного рассеяния
малыми частицами для 𝑓𝐿(𝑁𝑠) рассмотрена следующая модель:

𝑓𝐿(𝑁𝑠) ∼=
3

2
exp

(︂
−𝑁𝑠

𝑙

𝜉𝐿

)︂
, (8)

где 𝜉𝐿 — деполяризация для малых релеевских частиц принимается равной ≈ 𝑙/ ln(10/7) ≈
≈ 2.8𝑙. Таким образом, в соответствии с феноменологической моделью [32] для малых сфе-
рических частиц 𝐴 ≈ 1.5, а 𝑁 𝑒

𝑠 ≈ 2.8, что хорошо согласуется с полученными в результате
статистического моделирования данными (см. таблицу, 𝐴 и 𝑁 𝑒

𝑠 для частиц диоксида тита-
на диаметром 0.025 мкм). В случае же более крупных частиц, характеризуемых режимом
рассеяния Ми, в [32] предложена модификация этой модели путем простого замещения дли-
ны рассеяния 𝑙 на транспортную длину 𝑙* в выражениях (7), (8). Отметим, что подобное
замещение приводит к постоянному значению 𝑁 𝑒

𝑠 ≈ 2.8, не зависящему от размера рас-
сеивающих частиц (эта величина показана на рис. 4 штрих-пунктирной горизонтальной
линией).

В то же время представленные в [32] экспериментальные данные о деполяризующих
свойствах водных суспензий полистироловых сфер различных диаметров на длине вол-
ны 0.67 мкм демонстрируют существенное увеличение отношения длины деполяризации к
длине рассеяния по мере возрастания волнового параметра частиц от близких к 0 значений
до величины порядка 5–6. Высказано предположение, что подобное расхождение обуслов-
лено возможным проявлением резонансов Ми при рассеянии [32]. Полученные в данной
работе результаты моделирования позволяют сделать вывод о значительном (не менее чем

Рис. 5. Зависимости фактора эффективности
рассеяния 𝑄𝑠𝑐𝑎 и параметра анизотропии рас-
сеяния 𝑔 от диаметра полистироловых сфер в
воде для длины волны зондирующего излуче-

ния 𝜆0 = 532 нм
Fig. 5. The dependencies of scattering efficiency
factor and scattering anisotropy parameter on
the polystyrene spheres diameter in water for a
probing radiation wavelength of 𝜆0 = 532 nm

в 3–4 раза) увеличении длины деполяриза-
ции линейно поляризованного света ансам-
блями сферических диэлектрических ча-
стиц вблизи первого резонанса Ми. Вда-
ли от первого резонанса Ми значение̃︁𝑁 𝑒

𝑠 асимптотически стремится к величине,
близкой к 2.8 (см. рис. 4). Этот вывод хоро-
шо согласуется с экспериментальными дан-
ными о значениях ̃︁𝑁 𝑒

𝑠 для монодисперсных
полистироловых частиц с различными диа-
метрами в воде на длине волны 532 нм,
представленными в работе [24].

На рис. 5 представлены фрагменты тео-
ретических зависимостей 𝑄𝑠𝑐𝑎 и 𝑔(𝑑) в
случае полистироловых сфер в воде для
𝜆0 = 532 нм в интервале значений диаметра
от 0 до 2.2 мкм. На графике также приве-
дены значения ̃︁𝑁 𝑒

𝑠 для пяти исследован-
ных в работе размеров частиц. Следует от-
метить вполне удовлетворительное соответ-
ствие между двумя наборами данных, пред-
ставленными на рис. 4 и 5.
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Заключение

Таким образом, в результате проведенного статистического моделирования деполяризу-
ющих свойств ансамблей сферических диэлектрических частиц на примере сфер диоксида
титана в желатине показано существенное ослабление деполяризующих свойств подобных
систем при рассеянии вперед в случае, когда структурные и оптические свойства рассеива-
ющей системы, равно как и длина волны зондирующего излучения, соответствуют условию
появления первого резонанса Ми. По мере ухода от области локализации резонанса в сто-
роны меньших и больших значений диаметров рассеивающих центров при фиксированной
длине волны излучения (либо больших или меньших значений длины волны при постоянном
диаметре частиц) деполяризующие свойства ансамблей частиц резко возрастают. Данный
эффект может быть положен в основу новых подходов к поляризационной диагностике мно-
гократно рассеивающих сред в биомедицинской оптике и материаловедении. В дальнейшем
планируется развитие разработанного алгоритма моделирования и соответствующего про-
граммного обеспечения с целью учета влияния различных факторов, проявляющихся при
поляризационной диагностике многократно рассеивающих сред (полидисперсности рассеи-
вающих центров, немонохроматичности зондирующего излучения и т.д.).
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