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Abstract. Background and Objectives: The Josephson effect is widely used for both generating
and receiving very high frequency signals. The approaches and methods of nonlinear dynam-
ics are commonly used: construction of phase portraits, bifurcation analysis, Kuramoto model
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approach, etc. Usually large arrays of identical junctions are considered. However, the non-identity of junctions leads to new and interesting
effects. A very popular model is a chain of junctions connected via an RLC circuit. In this case, two types of non-identity are possible – in terms
of critical currents IN through the junctions and in terms of the value rN of junction resistances. An increase in the number of junctions from two
to three leads to the possibility of quasiperiodic dynamics with invariant tori of dimensions both two and three and to a complex structure of
the parameter space. Materials andMethods: In this paper, we will mainly consider three junctions that are not identical in terms of resistance.
As the main research tool, we will use the method of construction of Lyapunov exponent charts. Within the framework of this method, the type
of dynamics of the system is determined by the signature of the spectrum of Lyapunov exponents. The parameter plane is scanned and the
types of modes are identified at each point. The method is effective in that it allows one to study all types of possible regimes and fine details
of the parameter space arrangement. Results: For the analysis of the dynamics of non-identical Josephson junctions, the method of Lyapunov
exponent charts is effective. With its help, the regions of periodic regimes, regimes of two-frequency and three-frequency quasiperiodicity, chaos
have been revealed. As a rule, the regions of two-frequency quasiperiodicity have the form of bands of different widths immersed in the region
of three-frequency quasiperiodicity, which form the structure of the Arnold’s resonant web. Conclusion: The boundaries of the regions of two-
frequency quasiperiodicity are the lines of saddle-node bifurcations of invariant tori. As the area of chaos increases, the Arnold’s resonant web
can collapse. Changing the type of external circuit coupling the junctions does not fundamentally affect the dynamics of the system.
Keywords: Josephson junction, Lyapunov exponent chart, invariant torus, quasiperiodicity, Arnold’s resonant web
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Введение

Эффект Джозефсона находит широкое при-
менение, как для генерации, так и приема
сигналов очень высокой частоты. Контактам
Джозефсона посвящена обширная литература
(например, [1–19]). Часто используются подхо-
ды и методы нелинейной динамики: построение
фазовых портретов, бифуркационный анализ, ис-
пользование модели Курамото и т. д. Обычно
рассматривают большие массивы идентичных
контактов. Однако неидентичность контактов
приводит к новым интересным эффектам. Два
неидентичных контакта со связью через емкость
описаны в [11, 12], а через резистор – в [2, 13–16].
Обнаружена сложная динамика, включая хаос
и гиперхаос.

Весьма популярной является модель после-
довательно соединенных через RLC цепь кон-
тактов, как показано на рис.1 [4–7,18]. В этом
случае возможны два типа неидентичности –
по критическим токам через контакты In и по
величине сопротивлений контактов rn. Увеличе-
ние числа контактов от двух до трех приводит
к возможности квазипериодической динамики
с инвариантными торами размерности как два,
так и три и к сложному устройству пространства
параметров. В [19] рассмотрена система из трех
контактов с неидентичностью по критическим
токам.

В настоящей работе мы рассмотрим три
контакта, неидентичных в основном по вели-
чине сопротивлений. С этой целью будем ис-
пользовать метод карт ляпуновских показателей.

В рамках данного метода тип динамики си-
стемы определяется в каждой точке плоскости
параметров по сигнатуре спектра показателей
Ляпунова [20–26]. Затем выполняется сканирова-
ние всей плоскости параметров и идентификация
всех типов режимов. Метод эффективен тем, что
позволяет изучить все типы режимов и тонкие де-
тали устройства пространства параметров.

Рис.1. Модель N нагруженных на RLC цепь контактов
Джозефсона [4–7]

Fig.1. Model of а chain of N Josephson contacts loaded on an
RLC circuit [4–7]

1. Уравнения

Уравнения для нагруженных на RLC цепь N
контактов Джозефсона имеют вид [1, 4–7]:

h̄
2er

φ̇n + In sinφn = I − Q̇,

LQ̈+RQ̇+Q/C =
h̄
2e

N

∑
n=1

φ̇n.
(1)

Здесь h̄ – постоянная Планка, e – заряд электрона,
In sinφn – сверхпроводящий ток, In – критический
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ток через соответствующий контакт с сопротив-
лением rn, R, L, C – элементы цепи, в которую
включены контакты, I – внешний ток, Q̇ – ток
через параллельную RLC нагрузку. Величина φn

является разностью фаз между волновыми функ-
циями сверхпроводников по обе стороны n-го
контакта. В контексте динамики контактов Джо-
зефсона ее обычно называют просто «фазой» (см.
[1, п. 7.4.1]). Отметим, что уравнения для каждого
контакта содержат только первую производную
от величины φn по времени, а вторая – отброшена.
Это можно сделать в случае, когда емкость кон-
такта стремится к нулю [1, п. 7.4.2].

Введем замену переменных

Q = αQ∗, t = βt∗, I = I1 I∗, (2)

где

α =
h̄2N

4e2IL
1 r1

, β =
h̄

2eI1 r1
. (3)

Тогда получаем следующие безразмерные
уравнения:

r1
rn

φ̇n +
In

I1
sinφn = I − εQ̇,

Q̈+ γQ̇+ω2
0Q =

1
N

N

∑
n=1

φ̇n.

(4)

Здесь

ε =
N
L

h̄
2eI1

, γ =
h̄R

2eI1 Lr1
, ω0 =

h̄
2eI1 r1

√
LC

. (5)

Для сокращения записи знак звездочки у новых
переменных опускаем. Нормируем параметры
и переменные на критический ток I1 и сопротив-
ление r1 первого контакта; понятно, что можно
выбрать любое сопротивление и ток.

2. Динамика неидентичных по сопротивлению
контактов

Рассмотрим три идентичных по критическо-
му току и неидентичных по величине сопротив-
лений контакта. Тогда из (4) получаем

φ̇1 = I − sinφ1− εQ̇,

φ̇2 = η1(I − sinφ2− εQ̇),

φ̇3 = η2(I − sinφ3− εQ̇),

Q̈+ γQ̇+ω2
0 Q =

1
3

3

∑
n=1

φ̇n.

(6)

Здесь η1 =
r2
r1
, η2 =

r3
r1

– параметры неиден-

тичности по сопротивлениям контактов. Случай
η1 = η2 = 1 отвечает идентичным контактам.

На рис. 2 представлены карты ляпуновских
показателей системы (6) на плоскости парамет-
ров неидентичности η1,η2 при разных парамет-
рах связи ε. Значения остальных параметров
здесь и далее: I = 1.1, γ = 1, ω2

0 = 1.2. Пара-
метр тока через контакты I выбираем больше
единицы, поскольку иначе в соответствии с (6)
для фаз наблюдается тривиальный режим устой-
чивого равновесия. Использованы обозначения:
P – периодический режим, 2T – двухчастотные
торы, 3T – трехчастотные торы, C – хаос. Тип
режима определялся по сигнатуре спектра по-
казателей Ляпунова в соответствие с таблицей.
При построении карт в каждой точке плоскости
параметров выбирались фиксированные началь-
ные условия в окрестности начала координат.
Мультистабильность в области регулярных ре-
жимов может наблюдаться в узкой окрестности
границ островов полной синхронизации, одна-
ко в использованных в статье масштабах карт
она визуально практически не сказывается. В об-
ласти сложных режимов мультистабильность,
вероятно, также возможна, этот вопрос требует
специального исследования.

При ε = 0.3 для η1 > 1 и η2 > 1 доминируют
хаотические области со встроенными областями
двухчастотных торов и периодических режи-
мов. В случае η1 < 1 или η2 < 1 доминируют
режимы трехчастотных торов. Их область пе-
ресекают полосы двухчастотных торов разной

Соответствие сигнатуры спектра показателей Ляпунова, буквенного и цветового обозначения
Table. Correspondence between the signature of the spectrum of Lyapunov exponents, lettering and color designations

Обозначение /
Symbols

Сигнатура спектра показателей Ляпунова (Λ1, Λ2, Λ3, Λ4, Λ5) / Signature of the Lyapunov exponent
spectrum (Λ1, Λ2, Λ3, Λ4, Λ5)

P (0, -, -, -,-) – периодические автоколебания / periodic self-sustained oscillations

2T (0, 0, -, -,-) – двухчастотные квазипериодические автоколебания / two-frequency quasi-periodic self-
sustained oscillations

3T (0, 0, 0, -,) – трехчастотные квазипериодические автоколебания / three-frequency quasi-periodic self-
sustained oscillations

C (+, 0, -, -,-) – хаотические автоколебания / chaotic self-sustained oscillations

6 Научный отдел



А. П. Кузнецов и др. Ляпуновский анализ неидентичных контактов Джозефсона

а/а

б/b в/c

Рис. 2. Карты ляпуновских показателей системы (6) на плоскости параметров неидентичности, I = 1.1, γ = 1, ω2
0 = 1.2;

а – ε = 0.3, б – ε = 0.5, в – ε = 0.7 (цвет онлайн)
Fig. 2. Lyapunov exponent charts of the system (6) in the plane of nonidentity parameters, I = 1.1, γ = 1, ω2

0 = 1.2; а – ε = 0.3,
b – ε = 0.5, c – ε = 0.7 (color online)

ширины, образующих сложную фракталоподоб-
ную структуру. Такую структуру часто называют
резонансной паутиной Арнольда [20–24].

Отметим, что наиболее широкие полосы
располагаются в окрестностях линий η1 = 1
и η2 = 1, отвечающих идентичным первый-вто-
рой и первый-третий контакт. Из рис. 2 также
видно, что при идентичности всех трех кон-
тактов η1 = η2 = 1 в рассматриваемом случае
наблюдаются только периодический режим. Этот
режим оказывается в некоторой степени устой-

чивым по отношению к изменению параметров
неидентичности. В этом плане картина отчасти
аналогична случаю трех связанных осциллято-
ров ван дер Поля, для которых на плоскости
частотных расстроек наблюдаются две широ-
кие полосы двухчастотных торов, пересечение
которых дает область периодических режимов
в форме параллелограмма [25]. В нашем случае
пересечение полос двухчастотных торов при дру-
гих значениях параметров η1 и η2 (например,
в окрестности η1 = 1, η2 = 1.8 или η1 = 1.8,

Радиофизика, электроника, акустика 7
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η2 = 1) также соответствует периодическим ре-
жимам, отвечающим более высоким резонансам
на торе.

С ростом ε до значения ε = 0.5 хаотическая
область расширяется (рис.2, б). Для η1 > 1, η2 >
1 мелкие полосы двухчастотных торов разруша-
ются. Хаос становится возможным и при η1 > 1
и при η2 > 1.

При ε = 0.7 область хаоса еще более расши-
ряется и проникает в область, когда оба парамет-
ра неидентичности меньше единицы (рис. 2, в).
В полосах же двухчастотных торов в правой верх-
ней части карты заметно расширяются области
встроенных периодических режимов.

3. Резонансная паутина Арнольда

На рис. 3 показан фрагмент карты, приве-
денной на рис. 2, а, демонстрирующий в уве-
личенном виде резонансную паутину Арнольда.
Можно видеть множество полос двухчастотных
торов, на пересечении которых наблюдаются
небольшие области периодических режимов.

Интересным является вопрос о типе бифур-
каций инвариантных торов (квазипериодических
бифуркаций). Ответ может быть получен также
с помощью показателей Ляпунова. Графики ля-
пуновских показателей для η1 = 1.65 показаны
на рис. 4. Стрелками показаны точки, в которых
один из показателей Ляпунова обращается в ноль
при переходе от 2Т тора к 3Т тору. Вид графиков

в соответствии с классификацией [27] позволя-
ет заключить, что наблюдается седло-узловая
бифуркация инвариантных торов, когда устойчи-
вый и седловой 2-торы сливаются и образуется
устойчивый 3-тор.

Рис. 3. Резонансная паутина Арнольда, ε = 0.3
(цвет онлайн)

Fig. 3. Arnold’s resonance web, ε = 0.3
(color online)

4. Учет неидентичности контактов
по критическим токам

Обсудим теперь влияние неидентичности
контактов по критическим токам. Для иден-
тичных по сопротивлениям контактов из (4)

Рис.4. Графики ляпуновских показателей, стрелками показаны седло-узловые бифуркации инвариантных торов SNT ;
ε = 0.3, η1 = 1.65

Fig.4. Graphs of Lyapunov exponents. The arrows indicate saddle-node bifurcations of invariant tori SNT ; ε = 0.3, η1 = 1.65

8 Научный отдел
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получаем

φ̇1 = I − sinφ1− εQ̇,

φ̇2 = I −ξ1 sinφ2− εQ̇,

φ̇3 = I −ξ2 sinφ3− εQ̇,

Q̈+ γQ̇+ω2
0 Q =

1
3

3

∑
n=1

φ̇n.

(7)

Здесь ξ1 =
I2
I1
,ξ2 =

I3
I1
– параметры неидентично-

сти по критическим токам.
На рис.5 показана карта ляпуновских показа-

телей на плоскости параметров неидентичности
ξ1,ξ2 для использовавшихся выше значений па-
раметров I = 1.1, γ = 1, ω2

0 = 1.2.

Рис. 5. Карта ляпуновских показателей для неидентичных
по критическим токам трех связанных контактов (7); ε =

= 0.5, I = 1.1, γ = 1, ω2
0 = 1.2 (цвет онлайн)

Fig.5. Lyapunov exponent chart for three connected junctions
that are not identical in critical currents (7); ε = 0.5, I = 1.1,

γ = 1, ω2
0 = 1.2 (color online)

Наблюдается большая область периодиче-
ских режимов, появление которой обусловлено
вытекающими из (7) условиями I < ξ1, I < ξ2, ко-
гда в отсутствие связи наблюдаются устойчивые
состояния равновесия для второго и третьего кон-
тактов.

Можно видеть также, что область трехча-
стотных торов занимает меньший размер и лока-
лизована в левой нижней части карты. Области
хаоса практически отсутствуют. Более детальное
обсуждение этого случая можно найти в [19].

Дадим теперь иллюстрации для случая обо-
их типов неидентичности – по сопротивлениям

и критическим токам. Тогда из (4) следуют урав-
нения

φ̇1 = I − sinφ1− εQ̇,

φ̇2 = η1(I −ξ1 sinφ2− εQ̇),

φ̇3 = η2(I −ξ2 sinφ3− εQ̇),

Q̈+ γQ̇+ω2
0 Q =

1
3

3

∑
n=1

φ̇n.

(8)

Здесь η1 =
r2
r1
, η2 =

r3
r1
, ξ1 =

I2
I1
, ξ2 =

I3
I1
.

На рис. 6 показана ляпуновская карта
на плоскости параметров неидентичности η1,
η2 для ξ1 = 0.3, ξ2 = 0.2. Последняя пара па-
раметров выбрана в соответствии с рис. 5 так,
чтобы им отвечал режим трехчастотной квазипе-
риодичности. Можно видеть, что трехчастотная
квазипериодичность в основном сохраняется
и при неидентичности сопротивлений за исклю-
чением узких полос двухчастотных торов.

Рис. 6. Ляпуновская карта для контактов, неидентичных
как по величине сопротивлений, так и по критическим то-
кам (8); I = 1.1, γ = 1, ω2

0 = 1.2, ε = 0.5, ξ1 = 0.3, ξ2 = 0.2
(цвет онлайн)

Fig. 6. Lyapunov chart for junctions that are not identical
in terms of both resistance values and critical currents (8);
I = 1.1, γ = 1, ω2

0 = 1.2, ε = 0.5, ξ1 = 0.3, ξ2 = 0.2
(color online)

5. Влияние типа связи
Нами рассматривались уравнения в рамках

модели [4–7], когда связь между контактами осу-
ществлялась через RLC цепочку. Обсудим, как
влияют на динамику системы различные типы
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связи. Этот вопрос является достаточно интерес-
ным, поскольку даже для простейшего случая
связанных осцилляторов ван дер Поля харак-
тер наблюдаемых режимов существенно зависит
от типа связи (через резистор, емкость или индук-
тивность) [28,29].

Пусть внешняя цепь представляет собой
LC-цепочку, т. е. R=0. Тогда в соответствии
с (5) γ = 0. (Отметим, что обращение с без-
размерными уравнениями требует определенной
аккуратности. Например, в нормировке [18] γ =
= 0 отвечает одновременно равенству нулю как
сопротивления внешней цепи, так и сопротивле-
ний контактов.)

Карта ляпуновских показателей для рассмат-
риваемого случая на плоскости η1,η2 показана
на рис.7. Можно видеть, что область хаоса рас-
ширяется. Также наблюдаются широкие области
двухчастотных торов. Резонансная паутина Ар-
нольда разрушается.

Рис. 7. Ляпуновская карта для неидентичных контактов
(6) при связи через LC-цепь; ε = 0.5, γ = 0 (цвет онлайн)

Fig. 7. Lyapunov chart for non-identical junctions (6) with
coupling via an LC circuit; ε = 0.5, γ = 0 (color online)

Пусть теперь контакты связаны через ем-
кость и резистор. В этом случае нормировка
(3), (5) приводит к особенности при L=0 и непри-
менима. Используем замену переменных (2),
но выбираем условия нормировки

α =
h̄N
2eR

, β =
h̄

2eIr1
. (9)

Тогда получаем

r1
rn

φ̇n + sinφn = I − εQ̇,

Q̇+Q/τ =
1
N

N

∑
n=1

φ̇n,
(10)

где τ = 2eIr1
RC
h̄
, ε =

N
R

r1.
Для трех неидентичных контактов получаем

φ̇1 = I − sinφ1− εQ̇,

φ̇2 = η1(I − sinφ2− εQ̇),

φ̇3 = η2(I − sinφ3− εQ̇),

Q̇+Q/τ =
1
3

3

∑
n=1

φ̇n.

(11)

Карта ляпуновских показателей системы (11) для
ε = 0.5 и τ = 0.3 показана на рис. 8. Вид карты ка-
чественно близок случаю связи через RLC цепь,
но область трехчастотных торов занимает и пра-
вую верхнюю часть карты.

Рис. 8. Ляпуновская карта для неидентичных контактов (11)
при связи через RLC цепь; ε = 0.5, τ = 0.3 (цвет онлайн)
Fig. 8. Lyapunov chart for non-identical junctions (11) with
coupling via an RLC circuit; ε = 0.5, τ = 0.3 (color online)

Заключение
Для анализа динамики неидентичных кон-

тактов Джозефсона эффективным является метод
карт ляпуновских показателей. С его помощью
выявляются области периодических режимов,
режимов двухчастотной и трехчастотной ква-
зипериодичности, хаоса. Как правило, области
двухчастотной квазипериодичности имеют вид
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полос разной ширины, погруженных в область
трехчастотной квазипериодичности, формирую-
щих структуру резонансной паутины Арнольда.
Границами областей двухчастотной квазипери-
одичности являются линии седло-узловых би-
фуркаций инвариантных торов. С увеличением
области хаоса паутина может разрушаться. Из-
менение типа внешней цепи, объединяющей
контакты, приводит к заметному изменению ви-
да ляпуновских карт, однако характерная область
резонансной паутины сохраняется.
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