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Аннотация. Теоретически и численно рассмотрен общий случай установления/разрушения
полностью синхронного состояния сетей фазовых осцилляторов с топологиями межэле-
ментных связей типа «кольцо» и «малый мир», парциальные частоты узловых элементов
которых распределены вдоль сети по произвольному закону. В качестве исследуемой систе-
мы была рассмотрена сеть осцилляторов Курамото, состоящая из 1000 узловых элементов.
Было изучено влияние пространственной зависимости частоты осциллятора от его номера
на границу возникновения полностью синхронного состояния сети фазовых осцилляторов
и характер перехода к полностью синхронному режиму. Получено аналитическое выраже-
ние для критического значенияпараметра связи, соответствующего установлениюполностью
синхронного режима в рассматриваемой сети. Для иллюстрации результатов теоретического
анализа и численного моделирования были использованы квадратичная и экспоненци-
альная зависимости парциальных частот осцилляторов от пространственной координаты,
однако приведенный в настоящей работе подход справедлив для любой произвольной функ-
ции, интегрируемой на рассматриваемом пространственном интервале.
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Abstract. Background andObjectives: In this paper, we consider the general case of the establishment/destruction of a completely synchronous
state of phase oscillator networks with topologies of links such as “ring” and “small world”. The natural frequencies of the node oscillators are
supposed to be distributed along the network according to an arbitrary law. Materials and Methods: The network of Kuramoto oscillators,
consisting of 1000 node elements, was considered as the system under study theoretically and numerically. Results: The influence of quantita-
tive characteristics of the dependence of natural frequencies on the number (spatial coordinate) of the oscillator on the onset of a completely
synchronous state of the network of phase oscillators as well as the mechanism of the transition to a completely synchronous regime has been
studied. An analytical expression for the critical value of the coupling parameter corresponding to the establishment of a fully synchronous regime
within the network under consideration has been deduced. The theoretical results obtained have been compared with the results of the direct
numerical simulation of the oscillator network behavior, with the excellent agreement being observed. Conclusion: It has been found that the
dependence of the natural frequencies of oscillators on the spatial coordinate (or, on the number of the oscillator in the network) in the case
of networks with the topology of links such as “ring” and “small world” determines completely the properties of such networks from the point
of view of establishing the phase synchronization. Having based on the “ring” and “small world” network properties, it is possible to solve not
only the problem of finding the critical value of the coupling parameter for the known frequency dependences on the coordinate, but also the
problem of synthesizing such networks with the predetermined properties.
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Введение

Исследование динамики сложных сетей
остается актуальной задачей, о чем свиде-
тельствует, в частности, большое количество
публикаций по данной тематике (см., например,
[1, 2]). Среди множества направлений исследова-
ний в данной области можно отметить различные
аспекты синхронной динамики узловых эле-
ментов, входящих в структуру сети, включая
вопросы установления/разрушения полностью
синхронного состояния сети, в том числе с уче-
том различных типов синхронной динамики
связанных элементов [3, 4]. Одним из наиболее
распространенных типов синхронной динами-
ки связанных систем является режим фазовой
синхронизации, когда имеет место совпадение
частот взаимодействующих друг с другом ос-
цилляторов, а их мгновенные фазы оказываются
захваченными [5, 6].

Переход к полностью синхронному состоя-
нию в сети фазовых осцилляторов в типичном
случае происходит постепенно, по мере увеличе-
ния силы связи между элементами сети: с ростом
величины параметра связи все больше и боль-
ше осцилляторов становятся синхронными пока,

при определенном пороговом (критическом) зна-
чении связи вся сеть не начинает демонстриро-
вать полностью синхронное поведение [3, 7–9].
В то же самое время, при определенных усло-
виях в сети нелинейных осцилляторов возможен
резкий переход от слабо синхронного состоя-
ния к полностью синхронной динамике. Такой
переход происходит внешне внезапно, сопро-
вождается резким ростом числа синхронных
элементов сети (от относительно небольшого
значения до предельной величины, соответству-
ющей полному числу элементов сети), в связи
с чем получил название «взрывной синхрониза-
ции» [10–12]. Условия, при которых наблюдается
такое явление, оказываются, как правило, весьма
специфическими, сильно зависят от типа то-
пологии межэлементных связей сети [13], при
этом чрезвычайно важную роль играет распреде-
ление парциальных частот взаимодействующих
элементов g(ω), которое определяет не только
пороговое значение параметра связи, но и саму
возможность взрывного резкого перехода к пол-
ностью синхронному состоянию.

Первоначально явление взрывной синхро-
низации было описано в регулярных («каждый
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с каждым») сетях [13] и сетях со случайной [14]
и масштабно-инвариантной [15,16] топологией
межэлементных связей, а также в сетях с адап-
тивным характером связей [17]. Известны также
другие разновидности сетей, для которых на-
блюдается явление взрывной синхронизации [18–
20]. Несколько позднее [21] подобный взрывной
переход к полностью синхронному состоянию
фазовых осцилляторов был изучен в сетях с регу-
лярной топологией связей типа «кольцо», а также
в сетях с топологией связей «малый мир»,
построение которых опирается на метод Ватт-
са–Строгатца [22], при малой вероятности p
перезамыкания связей между отдельными эле-
ментами. Результаты исследований показали, что
взрывной переход от слабосинхронного к пол-
ностью синхронному состоянию в этих сетях
также наблюдается, но, в то же самое время,
для сетей с топологией связей типа «кольцо»
и «малый мир» есть ряд характерных особен-
ностей. Одной из таких особенностей является
тот факт, что определяющую роль в резком пе-
реходе к синхронному режиму играет не столько
распределение парциальных частот g(ω), как
в случаях сетей со случайной или масштаб-
но-инвариантной топологиями связей, сколько
зависимость парциальных частот от номера эле-
мента, ωn = ω(n), или, что почти одно и то
же, от пространственной координаты x, кото-
рую можно ввести в рассмотрение вдоль сети
благодаря сильно регулярному характеру связей
между элементами. В силу этой особенности,
например, в таких сетях с одинаковым коли-
чеством элементов, характеризующихся одним
и тем же распределением парциальных частот
g(ω), но разными зависимостями этих частот
от пространственной координаты ω(x), переход
к полностью синхронному режиму происходит
при различных значениях интенсивности связей
между элементами [23].

В вышеупомянутых работах [21, 23] на при-
мере сетей фазовых осцилляторов Курамото [24–
26] взрывной характер перехода к полностью
синхронному состоянию сетей с топологией ме-
жэлементных связей «кольцо» и «малый мир»
был рассмотрен лишь для частных случаев ли-
нейного и гармонического характера зависимости
парциальных частот осцилляторов от номера эле-
мента сети. В настоящей работе изучается общий
случай и проводится аналитическое рассмотре-
ние и численное моделирование поведения сети,
в которой собственные частоты узловых элемен-
тов подчиняются произвольной наперед заданной

функциональной зависимости от пространствен-
ной координаты, с единственным условием ин-
тегрируемости данной функции ω(x) на рассмат-
риваемом пространственном интервале длиной
2L , соответствующей длине рассматриваемой се-
ти в веденной системе координат.

Настоящее исследование существенно рас-
ширяет класс сложных сетей, в которых возмож-
но описать, спрогнозировать и даже сконстру-
ировать установление полностью синхронного
состояния при различных значениях управляю-
щих параметров, в частности, определить точное
значение глобального параметра связи, при ко-
тором наступает переход от слабосинхронной
динамики элементов сети к состоянию, в кото-
ром все узловые элементы сети будут составлять
единый синхронный кластер, характеризующий-
ся синхронной частотой колебаний Ωs.

1. Модель и методы

В качестве исследуемой системы была рас-
смотрена сеть осцилляторов Курамото [24, 26],
состоящая из N элементов (в настоящей работе
N было выбрано равным 1000), с топологией ме-
жэлементных связей типа «кольцо», где каждый
осциллятор связан с 2K ближайшими соседями

φ̇i = ωi +λ
N

∑
j=1

ai j sin(φ j −φi) . (1)

В соотношении (1) φi и ωi – мгновенные фаза
и частота i-го осциллятора в текущий момент вре-
мени. Изначально фазы φi взаимодействующих
элементов были заданы случайно и распределе-
ны равномерно на интервале [0;2π]. Управляю-
щий параметр λ задает силу взаимодействия друг
с другом осцилляторов в сети, ai j являются эле-
ментами матрицы связи. В силу предположения
о взаимном характере связей матрица является
симметричной, при этом коэффициенты ai j = a ji

матрицы равны единице в случае наличии связи
между i-тым и j-тым элементами сети и нулю
в случае ее отсутствия. По аналогии с более ран-
ними работами [21, 23] значениеK было выбрано
равным 8, иными словами, каждый элемент сети
был связан с 16 соседними элементами.

Сеть фазовых осцилляторов Курамото с то-
пологией межэлементных связей «малый мир»
при численном моделировании формируется
из сети с регулярной топологией связей между
элементами типа «кольцо» с помощью подхода,
предложенного Д. Ваттсом и С. Строгатцом [22].
Согласно данному подходу при построении се-
ти каждый элемент сначала связывается с 2K
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ближайшими соседями, образуя «кольцо», а за-
тем с малой вероятностью p осуществляется
перезамыкание существующих связей на другие
случайно выбранные узлы сети.

В силу ярко выраженной пространственно-
протяженной структуры рассматриваемых сетей
и при условии большого количества осцил-
ляторов N ≫ 1 для описания их поведения
возможно ввести в рассмотрение (аналогично
работам [21, 23]) ось координат x с началом
отсчета, выбранным таким образом, чтобы ну-
левая отметка находилась вблизи элемента сети
с номером i= [N/2], и направленную «вдоль» эле-
ментов сети с последовательно возрастающими
номерами i, (i = 2, …, N). Поскольку в исход-
ной модели (1) нет заданного пространственного
масштаба, то пространственное расстояние ∆
между соседними узлами сети может быть по-
стулировано произвольным и достаточно малым
(в данной работе используется ∆ = 10−3), и, соот-
ветственно, длина всей сети будет в этом случае
составлять 2L , где L = N∆/2 (в рассматриваемом
случае L = 0.5), а значения пространственной ко-
ординаты x (xi = (2i − N)∆/2) будут находиться
в диапазоне x∈ [−L ; L]. Парциальные частотыωi

фазовых осцилляторов сети (1) будут представ-
лены в данном случае в виде функциональной
зависимости от пространственной координаты
ω(x).

В рамках настоящей работы рассмотрим два
достаточно произвольных вида зависимости пар-
циальных частот осцилляторов от координаты x,
а именно квадратичную

ω(x) =
ax2

2
+bx+ c (2)

и экспоненциальную

ω(x) = aebx + c. (3)

В рамках развитого подхода [21, 23] ис-
ходный оператор эволюции (1) может быть
переписан в виде дифференциального уравнения
в частных производных

∂φ(x, t)
∂t

= ω(x)−λ∆
∂Φ(x, t)

∂x
, (4)

где мгновенная фаза каждого осциллятора φ(x, t)
зависит от времени и координаты, а

Φ(x, t) =− 1
∆2

K∆∫
0

ηsin
(

∂φ(x, t)
∂x

η
)

dη (5)

является некоторой функцией, которую будем
называть потенциальной (см. также [21, 23]).

Следует также отметить, что, в отличие от се-
тей с топологией межэлементных связей типа
«кольцо», «длинные» связи, существующие в то-
пологии сетей «малого мира» в силу построения,
будут несколько искажать аналитические оцен-
ки, получаемые с помощью соотношений (4)
и (5). В то же самое время, благодаря малым
значениям вероятности перезамыкания связей p
(при которых и возникает топология «малого
мира» [22]), данные искажения носят несуще-
ственный характер, что в первом приближении
позволяет использовать непрерывную простран-
ственно-временную модель (4) – (5) и для сетей
«малого мира».

2. Теоретическое описание

Для описания процессов разрушения/
установления полностью синхронного режима
в сети фазовых осцилляторов рассмотрим состо-
яние сети вблизи, но несколько выше границы
установления режима фазовой синхронизации
всех элементов, λ ≳ λc. В этом случае все ос-
цилляторы Курамото будут совершать колебания
с одной общей синхронной частотой, которую
можно оценить как

Ωs =
1
2L

L∫
−L

ω(x)dx, (6)

и, соответственно, можно полагать, что после за-
вершения переходного процесса (данный момент
времени мы можем принять за начало отсчета
t=0) в модели (4) – (5) зависимость мгновенной
фазы от времени и координаты будет иметь вид

ϕ(x, t) = ϕ(x,0)+Ωst = ϕ0 (x)+Ωst, (7)

что при известном виде зависимости ω(x) позво-
ляет с точностью до константы интегрирования
C (зависящей от параметра связи λ) получить яв-
ный вид потенциальной функции Φs(x) для сети,
находящейся в полностью синхронном состоя-
нии

Φs (x) = (λ)+
1

λ∆

x∫
0

(ω(η)−Ωs)dη. (8)

Как было показано в работе [23], в случае нахож-
дения сети в полностью синхронном состоянии
из соотношения (5) следует, что на рассматривае-
мом отрезке x∈ [−L ; L ] значения потенциальной
функции Φs(x) должны удовлетворять требова-
нию

|Φs (x)|<
K2

2
(9)
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и, соответственно, критерием разрушения пол-
ностью синхронного состояния сети является
одновременное выполнение условий

maxΦs (x) =
K2

2
(10)

и
minΦs (x) =−K2

2
(11)

Из соотношений (8), (10), (11) можно найти
критическое значение параметра связи, соответ-
ствующее моменту бифуркации, при которой
в рассматриваемой сети осцилляторов Курамо-
то происходит разрушение/установление полно-
стью синхронного состояния

λ=
max

∫ x
0 (ω(η)−Ωs)dη−min

∫ x
0 (ω(η)−Ωs)dη

K2∆
(12)

Аналогичным образом для критического значе-
ния параметра связи можно найти константу ин-
тегрирования (λ), входящую в соотношение (8),
в виде

C (λ)=−max
∫ x
0(ω(η)−Ωs)dη+min

∫ x
0(ω(η)−Ωs)dη

2λ∆
(13)

Таким образом, из полученного соотноше-
ния (12) следует, что именно функция ω(x),
описывающая зависимость парциальных частот
осцилляторов от пространственной координаты,
однозначно определяет границу перехода от сла-
босинхронного состояния сети к полностью
синхронизованному. Как следует из соотноше-
ния (12), если две сети с топологиями межэле-
ментных связей «кольцо» и «малый мир» состоят
из одинакового количества осцилляторов и харак-
теризуются одной и той же зависимостью ω(x),
то резкий переход между слабо синхронным
и полностью синхронным состояниями в этих се-
тях будет происходить при близких значениях
параметра связи λc, однако наличие в сети «ма-
лого мира» небольшого количества «длинных»
связей, возникших по построению в силу метода
Ваттса–Строгатца, должно приводить к отклоне-
нию в меньшую сторону критического значения
параметра связи λsw по сравнению с величиной λ,
предписываемой соотношением (12).

3. Результаты численного моделирования

Для верификации и иллюстрации полу-
ченных в разделе 2 аналитических результа-
тов рассмотрим несколько численных примеров
установления полностью синхронного состоя-
ния (в смысле режима фазовой синхронизации)

в сетях осцилляторов Курамото с топологией
межэлементных связей типа «кольцо» и «ма-
лый мир» и зависимостями парциальных частот
от пространственной координаты, описанными
в разделе 1 «Модель и методы» и заданными
соотношениями (2) и (3). Очевидно, что если из-
вестен явный вид функции ω(x), то критическое
значение параметра связи λc может быть найдено
аналитически, так же, как может быть получен
и явный вид потенциальной функции Φs(x). По-
лученная зависимость потенциальной функции
может быть сопоставлена с дискретным анало-
гом [21, 23]

Φ̃s (x j) =
K

∑
i=1

isin(φ j−i −φ j) , (14)

найденным численно, тогда как критическое
значение параметра связи λc может быть ве-
рифицировано с помощью зависимости размера
максимального синхронного кластера сети, опять
же полученной с помощью численного модели-
рования динамики исходной сети (1).

В качестве первого примера рассмотрим
симметричный случай квадратичной зависимо-
сти парциальной частоты осцилляторов от про-
странственной координаты (a = 8.0, b = 0.0,
c = −0.5). Для выбранных значений управляю-
щих параметров можно получить, что C = 0, и,
соответственно,

Φs (x) =
x(3bx+a(x2−L2))

6λ∆
. (15)

Критическое значение параметра связи, при
котором в рассматриваемой сети с топологией
межэлементных связей типа «кольцо» устанавли-
вается полностью синхронное состояние, в сим-
метричном случае задается соотношением

λ =
1

27a2K2∆2

(
3b+

√
9b2+3a2L2

)
×

×
(
2a2L2+b

(
3b+

√
9b2+3a2L2

)) (16)

и для выбранных значений управляющих пара-
метров λ ≈ 2.005. Для сети нелинейных элемен-
тов с топологией межэлементных связей «малый
мир» критическое значение параметра связи λsw

должно быть несколько меньше λ из-за наличия
«длинных» связей.

На рис. 1 профили потенциальной функ-
ции Φs (x), задаваемые теоретической зависимо-
стью (15), сопоставлены с соответствующими
профилями Φ̃s (x j), полученными с помощью
непосредственного численного моделирования
поведения сети осцилляторов Курамото (1) для
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а/а б/b

Рис. 1. Профиль потенциальной функции Φs(x), полученный для сети осцилляторов Курамото с топологиями меж-
элементных связей «кольцо» (а) и «малый мир» (б) и симметричной квадратичной зависимостью ω(x). Значения
управляющих параметров a= 8.0, b= 0.0, c=−0.5. Теоретическая зависимость (15) показана белой пунктирной линией
на рис. 1, а (λ = 2.2) и красной сплошной линией – на рис. 1, б (λ = 2.1). Потенциальная функция (14), полученная

с помощью численного моделирования, показана синими точками (цвет онлайн)
Fig. 1. Potential function Φs(x) obtained for the network of Kuramoto oscillators with the “ring” (а) and “small world” (b)
topologies and symmetric quadratic functionω(x). The control parameters values are a = 8.0, b = 0.0, c =−0.5. The theoretical
relation (15) is shown by a white dotted line in Fig. 1, a (λ = 2.2) and a red solid line in Fig. 1, b (λ = 2.1). Potential function

(14) obtained by numerical simulation is shown by blue dots (color online)

сетей с топологией связей «кольцо» (рис. 1, а)
и «малый мир» (рис. 1, б) в случае симметричной
квадратичной зависимости (a = 8.0, b = 0.0, c =
=−0.5) парциальных частот осцилляторов от ко-
ординаты (2). Значение управляющего параметра
связи выбрано чуть выше границы установления
полностью синхронного состояния сети, λ = 2.2
для сети с топологией межэлементных связей
типа «кольцо» (рис. 1, а) и λ = 2.1 для сети
«малого мира» (рис. 1, б). Видно хорошее соот-
ветствие результатов численного моделирования
и теоретических соотношений. Видно также, что
максимальное и минимальное значения потенци-
альной функции находятся вблизи величин K2/2,
при достижении которых происходит разруше-
ние полностью синхронного состояния.

Аналогичные зависимости приведены
на рис. 2 для асимметричной зависимости
ω(x). В данном случае значения управляющих
параметров выбраны следующими: a = 8.0,
b = 2.0, c = −0.5. Значение параметра связи
выбрано также слегка выше границы уста-
новления/разрушения полностью синхронного
состояния сети λ ≈ 4.274, λ = 4.5 для сети с то-
пологией межэлементных связей типа «кольцо»
(рис. 2, а) и λ = 4.4 для сети «малого мира»
(рис. 2, б). Видно, что и в случае асимметричного
характера функции ω(x) наблюдается хорошее
соответствие теоретических и численных дан-
ных, хотя сам вид потенциальной функции Φs(x)

сильно отличается от предыдущего случая, пока-
занного на рис. 1.

Для рассматриваемой асимметричной квад-
ратичной зависимости ω(x) и выбранных значе-
ний управляющих параметров вид потенциаль-
ной функции вблизи (чуть выше) точки перехода
будет определяться соотношением

Φs (x)≈
K2

2
+

(x2−L2)(3b+ax)
6∆λ

, (17)

тогда как критическое значение параметра связи
будет определяться как

λ =
9b(a2L2−b2)+(3b2+a2L2)

√
9b2+3a2L2

27a2K2∆
.

(18)
Наконец, в качестве третьего примера рас-

смотрим случай экспоненциальной зависимости
парциальной частоты осцилляторов от простран-
ственной координаты (3). Значения управляю-
щих параметров были выбраны a = 0.1, b = 5.0,
c =−0.5. В этом случае профиль потенциальной
функции вблизи (чуть выше) точки бифуркации
и критическое значение параметра связи будут
определяться соотношениями

Φs (x)≈
2aebxL+bK2Lλ∆−2aLch(bL)−2axsh(bL)

2bLλ∆
(19)
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а/а б/b

Рис. 2. Профиль потенциальной функции Φs(x), полученный для сети осцилляторов Курамото с топологиями меж-
элементных связей «кольцо» (а) и «малый мир» (б) и асимметричной квадратичной зависимостью ω(x). Значения
управляющих параметров a = 8.0, b = 2.0, c = −0.5. Теоретическая зависимость (17) показана белой пунктирной ли-
нией на рис. 2, а (λ = 4.5) и красной сплошной кладкой линией – на рис. 2, б (λ = 4.4). Потенциальная функция (14),

полученная с помощью численного моделирования, показана синими точками (цвет онлайн)
Fig. 2. Potential function Φs(x) obtained for the network of Kuramoto oscillators with the “ring” (а) and “small world” (b)
topologies and asymmetric quadratic functionω(x). The control parameters values are a= 8.0, b= 2.0, c=−0.5. The theoretical
relation (17) is shown by a white dotted line in Fig. 2, а (λ = 4.5) and a red solid line in Fig. 2, b (λ = 4.4). Potential function

(14) obtained by numerical simulation is shown by blue dots (color online)

и

λ =
a
(

bL⌋⟨(bL)+
(
ln
(
sh(bL)

bL

)
−1
)
sh(bL)

)
b2K2L∆

.

(20)
При указанных значениях управляющих па-

раметров λ ≈ 1.828. Профиль потенциальной
функции, соответствующий параметру связи,

слегка превышающему критический, приведен
на рис. 3 вместе с данными численного моде-
лирования динамики сетей с топологией свя-
зей типа «кольцо» (рис. 3, а) и «малый мир»
(рис. 3, б). Снова наблюдается хорошее соот-
ветствие результатов численного моделирования
Φ̃s (x j) и теоретической зависимости Φs (x). Ин-
тересно также отметить схожесть профилей по-

а/а б/b

Рис. 3. Профиль потенциальной функции Φs(x), полученный для сети осцилляторов Курамото с топологиями меж-
элементных связей «кольцо» (а) и «малый мир» (б) и экспоненциальной зависимости ω(x). Значения управляющих
параметров a =0.1, b = 5.0, c = −0.5. Теоретическая зависимость (19) показана белой пунктирной линией на рис. 3, а
(λ = 2.0) и красной сплошной кладкой линией – на рис. 3, б (λ = 1.9). Потенциальная функция (14), полученная с помо-

щью численного моделирования, показана синими точками (цвет онлайн)
Fig. 3. Potential function Φs(x) obtained for the network of Kuramoto oscillators with the “ring” (а) and “small world” (b)
topologies and exponential function ω(x). The control parameters values are a = 0.1, b = 5.0, c = −0.5. The theoretical
relation (19) is shown by a white dotted line in Fig. 3, а (λ = 2.0) and a red solid line in Fig. 3, b (λ = 1.9). Potential function

(14) obtained by numerical simulation is shown by blue dots (color online)
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Рис. 4. Зависимость числа осцилляторов в наибольшем синхронном кластере Ns от параметра связи λ в сети осциллято-
ров Курамото (1) с топологиями межэлементных связей типа «кольцо» (кривые 1, 2, 5) и «малый мир» (кривые 3, 4 и 6).
Кривые получены при увеличении значения параметра λ. Кривые 1 и 3 соответствуют симметричной квадратичной
зависимости (2), a = 8.0, b = 0.0, c = −0.5, кривые 2 и 4 – асимметричной зависимости (2), a = 8.0, b = 2.0, c = −0.5,
кривые 5 и 6 – экспоненциальной зависимости (3) и значениям управляющих параметров a = 0.1, b = 5.0, c = −0.5

(цвет онлайн)
Fig. 4. Dependence of the number of oscillators in the largest synchronous clusterNs on the coupling parameter λ in theKuramoto
network (1) with the topologies of links of the “ring” type (curves 1, 2, 5) and the “small world” type (curves 3, 4, 6). Curves 1
and 3 correspond to symmetrical quadratic function (2), a = 8.0, b = 0.0, c = −0.5, curves 2 and 4 correspond to asymmetric
function (2), a = 8.0, b = 2.0, c = −0.5, curves 5 and 6 correspond to exponential function (3), a = 0.1, b = 5.0, c = −0.5

(color online)

тенциальной функции для асимметричной квад-
ратичной и экспоненциальной зависимостей (ср.
рис. 2 и рис. 3), что обусловлено некоторым
сходством профилей зависимости (2) и (3) при
выбранных значениях управляющих параметров.

Найденные критические значения параметра
связи (16), (18) и (20) также хорошо соответ-
ствуют моментам резкого перехода к полностью
синхронному состоянию сети, отчетливо ви-
димым на зависимостях числа осцилляторов
в максимальном синхронном кластере сети от ве-
личины связи, полученных численно (см. рис. 4).
Зависимости Ns(λ), приведенные на рис. 4, со-
ответствуют трем рассмотренным выше случаям
для двух вариантов топологии связей взаимодей-
ствующих элементов сети – «кольцо» и «малый
мир» (с вероятностью перезамыкания связей
p=0.01). Видно, что при численном моделиро-

вании динамики сетей осцилляторов Курамото
переход к полностью синхронному состоянию
происходит при значениях параметра связи, близ-
ких к тем, которые были найдены теоретически:
λ ≈ 2.005 для симметричной квадратичной за-
висимости ω(x), λ ≈ 4.274 для асимметричной
квадратичной зависимости частоты от простран-
ственной координаты осциллятора и λ≈1.828 для
экспоненциальной зависимости ω(x).

Заключение

Таким образом, в настоящей работе были
рассмотрены различные функциональные зави-
симости частоты от пространственной коорди-
наты (номера) осциллятора в сетях фазовых
осцилляторов с топологиями межэлементных
связей типа «кольцо» и «малый мир», выявле-
ны основные закономерности в поведении таких
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сетей с точки зрения установления синхронно-
го режима. Изучено влияние количественных
характеристик зависимостей частот от простран-
ственных координат осцилляторов на границу
возникновения полностью синхронного состо-
яния сети фазовых осцилляторов и характер
перехода к синхронному режиму. В работе уста-
новлено, что зависимость парциальных частот
осцилляторов от пространственной координа-
ты (или от номера осциллятора в изначальной
системе (1)) в случае сетей с топологией ме-
жэлементных связей типа «кольцо» и «малый
мир» полностью определяет свойства таких се-
тей с точки зрения установления режима фазовой
синхронизации. Кроме того, в отличие от сетей
со случайной топологией связей или масштаб-
но-инвариантных сетей, внешне проявляющийся
взрывной характер перехода к синхронному со-
стоянию является фактически типичным случаем
и для его реализации в системе не требуется
предъявлять каких-либо (подчас весьма специ-
фических) требований к распределению парци-
альных частот осцилляторов g(ω). Более того,
опираясь на вышеописанные свойства сетей с то-
пологией связей «кольцо» и «малый мир», можно
решать не только задачу нахождения критиче-
ского значения параметра связи для известных
зависимостей частоты от координаты, но и за-
дачу синтеза таких сетей, обладающих наперед
заданными свойствами. В частности, подбирая
характер зависимости ω(x), можно обеспечить
установление полностью синхронного состояния
сети для наперед заданного критического значе-
ния интенсивности связи λc.
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