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Аннотация. Работа посвящена построению и исследованию модели распространения инфекции в виде системы стохастических диф-
ференциальных уравнений, учитывающей флуктуации параметров, характеризующих процессы заражения, выздоровления и потери
иммунитета. За основу взята детерминированная SIRS+V модель, в которую добавлены ланжевеновские источники квазигауссова шу-
ма. В ходе численных исследований обнаружена колебательная динамика с характерным периодом, значение которого определяется
параметрами детерминированной системы. Показано, что для моделирования хода инфекционных заболеваний недостаточно знания
средних значений скоростей процессов инфицирования, выздоровления и потери иммунитета, но требуется также знать интенсивности
флуктуаций этих величин. Разный уровень таких флуктуаций ведет к качественно разной наблюдаемой динамике эпидемии.
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Abstract. Background and Objectives: The aim of the paper is to construct a model of the spread of infection in the form of a system of
stochastic differential equations that takes into account fluctuations in the parameters characterizing the processes of infection, restoration and
loss of immunity. Methods: Numerical simulation of oscillations of a system of stochastic differential equations with Langevin sources. Results:
A stochastic SIRS+V model of epidemic spread has been constructed in the form of a system of three differential equations with multiplicative
sources of quasi-Gaussian noise. The model does not take into account the effect of the disease on the population size, while the population
density is considered as a parameter affecting the course of the epidemic. The model demonstrates the long-term oscillatory dynamics observed
in many viral diseases. Conclusion: Studies have shown that to model the course of infectious diseases, it is not enough to know the average
values of the rates of infection, recovery and loss of immunity, but it is also necessary to know the intensity of fluctuations of these values. The
different levels of such fluctuations lead to qualitatively different observed dynamics of the epidemic. The root-mean-square values of parameter
fluctuations can be estimated during the analysis of empirical data obtained from observations of the spread of specific diseases, and then used
in modeling. For example, when statistically analyzing a disease in the course of medical practice, it is not difficult to obtain a distribution of
recovery times and loss of immunity. These observations will also make it possible to clarify the type of distribution functions for the Langevin
sources used, which in practice may differ from Gaussian ones.
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Введение

Математическое моделирование эпидемий
является одним из приложений нелинейной ди-

намики [1–5]. Классические модели распростра-
нения инфекций представляют собой системы
обыкновенных дифференциальных уравнений
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(ОДУ) [6–8]. Наиболее известной из них явля-
ется модель SIRS, предложенная в 1920-х годах
Кермаком и МакКендриком [9]. В SIRS модели
популяцию разбивают на группы восприимчи-
вых (S – Susceptible), инфицированных (I –
Infectious) и имунных (R – Recovered) особей
и строят систему уравнений, определяющие за-
кон изменения относительного числа особей
в каждой из групп, опираясь на предположе-
ние о случайном и равномерном распределе-
нии особей в популяции. В работе [10] была
предложена модификация SIRS модели (так на-
зываемая SIRS+V модель), в которой передача
инфекции происходит опосредовано, за счет
взаимодействия с агентом-переносчиком, в ка-
честве которого могут выступать вирусы или
бактерии. Такой подход позволяет учесть инер-
ционность процессов заражения. Он может быть
полезен для прогнозирования распространения
тех инфекций, при которых агент, вызывающий
заражение, является подвижным и относитель-
но долгоживущим, поэтому заражение может
происходить в отрыве от непосредственного кон-
такта между особями.

В фазовом пространстве SIRS+V модели
(как и исходной SIRS модели) имеется един-
ственный аттрактор в виде состояния равновесия.
Соответственно, при любых условиях она пред-
сказывает переход к стационарному состоянию
динамического равновесия между числом забо-
левших и излечившихся. Между тем, многие
вирусные инфекции демонстрируют долговре-
менную колебательную динамику с резкими
пиками заболевания большой амплитуды, по-
вторяющиеся с характерным периодом [11,12].
Колебательная динамика особенно характерна
для инфекций с высокой эффективностью пере-
дачи и скоротечностью [5]. Одной из ее причин
может служить периодическая модуляция пара-
метров системы (3), вызванная климатическими
факторами [10]. Однако климатический фактор
может быть не единственным. Другой вероят-
ной причиной расхождения между наблюдаемой
динамикой и моделью может являться чисто
детерминированный характер последней. Детер-
минированные модели не учитывают конечность
размеров популяции и случайные флуктуации
внешней среды. Для их учета необходим переход
от детерминированных моделей к стохастиче-
ским [11–16].

Одной из первых стохастических моделей
процессов распространения инфекций явилось
рассмотрение их в виде дискретной марковской

цепи, решение для которой ищется методом
Монте-Карло [12]. Развитием данного подхо-
да можно считать имитационное моделирование
эпидемий методами вероятностных клеточных
автоматов [17–20]. Еще одним способом модели-
рования являются стохастические дифференци-
альные уравнения (СДУ) – дифференциальные
уравнения, где некоторые слагаемые представ-
ляют стохастические процессы [21]. Такие урав-
нения использовались для анализа SIRS модели
в условиях действия случайных факторов окру-
жающей среды [22–24]. В настоящей работе
мы строим СДУ для SIRS+V модели и исследу-
ем его динамику в зависимости от интенсивности
случайных флуктуаций.

Статья состоит из введения, трех разделов
и заключения. В первом разделе рассматривается
детерминированная SIRS+V модель распростра-
нения эпидемий, ее свойства, долговременная
и переходная динамика в зависимости от пара-
метров. Второй раздел посвящен формулировке
стохастической SIRS+V модели, рассмотрению
необходимых ограничений на используемые ис-
точники шума. В заключительном, третьем,
разделе приводятся результаты численного ис-
следования поведения стохастической модели
в зависимости от интенсивности флуктуаций
и проводится анализ наблюдающихся колеба-
ний.

1. Гибридная SIRS+V модель распространения
инфекционных заболеваний

В работе [10] была предложена модифици-
рованная SIRS модель распространения инфек-
ционных заболеваний, в которой явным образом
использовались уравнения для агента заражения
(например, вирусов):

s′ =−P1(v)s+P3r,

i′ = P1(v)s−P2i,

r′ = P2i−P3r,

v′ = βi−µv.

(1)

Здесь s, i и r – относительные плотности на-
селения восприимчивых, зараженных и иммун-
ных особей, соответственно; v – нормированная
концентрация вирусов. Первые три уравнения
описывают процессы заражения (P1(v)s), изле-
чения (P2i) и потери иммунитета (P3r). Каждый
из них характеризуется соответствующей скоро-
стью: Pi ∈ [0,1], при этом скорость заражения
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(P1) зависит от концентрации вирусов: P1(v) =
= 1− exp(−v)1. Оставшееся уравнение системы
задает динамику концентрации вирусов, расту-
щую за счет генерации больными особями (βi)
и уменьшающуюся при их инактивации (µv);
параметры β и µ являются положительными кон-
стантами.

Из контекста задачи следуют очевидные
ограничения на выбор начальных условий: s0, i0,
r0, v0 ≥ 0. Эти ограничения обеспечивают неот-
рицательность значений переменных и в ходе
дальнейшей эволюции системы (1). Действитель-
но, решение системы (1) не может пересечь
координатные плоскости, соответственно, пере-
менные не могут сменить знак, так как правые
части уравнений при подходе к координатным
плоскостям всегда положительны. Кроме того,
из очевидного выполнения условия s′+ i′+ r′ = 0
следует сохранение общей плотности населения:

s+ i+ r =C, (2)

где C ≥ 0. Последнее свойство можно использо-
вать для уменьшения числа независимых пере-
менных, переписав систему уравнений в виде:

i′ = P1(v)(C− i− r)−P2i,

r′ = P2i−P3r,

v′ = βi−µv,

(3)

и учитывая при этом дополнительное ограни-
чение на выбор начальных значений для i и r:
i0+ r0 ≤ C.

Поведение системы (3) и устройство ее фа-
зового пространства были исследованы в рабо-
те [10]. В частности, было показано, что система
(3) имеет два состояния равновесия: тривиальное
E0 = (0,0,0) и нетривиальное

E1 =

(
I,

P2
P3

I,
β
µ

I
)
, (4)

где значение I определяется как корень трансцен-
дентного уравнения:

I =
1

1+ P2
P3

C− P2I

1+ exp
(
− β

µ
I
)
 . (5)

Устойчивость точки E0 соответствует случаю
полного выздоровления популяции. Оно реа-
лизуется при P2 > βC/µ. При обратном знаке
неравенства устойчивым оказывается состояние

E1, соответствующее выходу заболевания на ста-
ционарный уровень с относительной плотностью
заболевших I. Именно этот случай и представля-
ет для нас основной интерес.

Далее будем рассматривать систему (3) при
фиксированных параметрах, типичных для ря-
да респираторно-вирусных заболеваний:P2 = 1/7
(т. е. средний интервал излечения составляет од-
ну неделю), P3 = 1/300 (иммунитет держится
около года), β = 0.4, µ = 0.5 (вирусы сохра-
няют способность к заражению в течение двух
дней), и при C = 0.5. Как показывает расчет соб-
ственных чисел, проведенный в [10], при данном
выборе параметров и в достаточно широкой об-
ласти вокруг них точка E1 является устойчивым
фокусом.

Выберем начальные условия, соответствую-
щие ситуации заражения популяции при проник-
новении в нее извне малой группы зараженных
особей: i0 = 0.001, r0 = 0 и v0 = 0. Последующее
течение заболевания определяется траекторией
системы (3), которая представляет собой пе-
реходный процесс от начальной точки к E1

(рис. 1, а). Характер этого процесса определяется
устройством фазового пространства в окрест-
ности фокуса E1: при подходе к последнему
траектория совершает несколько витков, демон-
стрируя вначале значительные осцилляции числа
заболевших, постепенно уменьшающиеся по ам-
плитуде (рис. 1, б).

Как следует из рис. 1, а, в самом начале
эпидемии наблюдается быстрый (почти экспо-
ненциальный) рост числа заболевших, за кото-
рым следует такой же быстрый спад практически
до нуля; после него в течение длительного интер-
вала времени число заболевших остается чрезвы-
чайно низким. На этом этапе может возникнуть
иллюзия «полной победы» над болезнью. Од-
нако далее, спустя продолжительный интервал,
следует второй пик заражения, уже существенно
меньшей величины, после чего траектория вы-
ходит на уровень, близкий к I, на котором она
и остается в дальнейшем. С точки зрения попу-
ляционной динамики данное поведение можно
интерпретировать как затухающую последова-
тельность волн заражения, при которой уровень
заражения популяции демонстрирует последова-
тельность пиков, прежде чем эпидемия достигнет
динамического равновесия.

Описанная выше временная эволюция отли-
чается от течения многих реально наблюдаемых

1Данная функция демонстрирует почти линейный рост при при v ≃ 0 и насыщение к единице при v → ∞.
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а/а б/b

Рис. 1. Временная реализация i(t) на начальном этапе эпидемии (а) и фазовый портрет в координатах i – r (б), постро-
енные для детерминированной модели (3) (цвет онлайн)

Fig. 1. Time series i(t) at the first stage of the epidemy (а) and the phase portrait in the (i, r) coordinate plane (b) for the
deterministic model (3) (color online)

инфекций (см., например, рис. 6.3 и другие
рисунки из монографии [5]), для которых ха-
рактерны перманентные осцилляции уровня за-
болевания с чередованием интервалов почти
полного выздоровления и резких пиков повтор-
ных заражений. Как уже было отмечено выше,
перманентные колебания могут быть вызваны
случайными флуктуациями численностей групп
s, i и r. Чтобы их учесть необходимо перейти
от детерминированной модели ОДУ к к стохасти-
ческим дифференциальным уравнениям.

2. Стохастическая SIRS+V модель

Для формирования стохастической модели
в исследуемую динамическую систему (3) необ-
ходимо добавить источники шума. К сожалению,
здесь неприменим традиционный подход в ви-
де использования аддитивного белого гауссово
шума (АБГШ), по причине несовместимости по-
следнего с SIRS+V моделью. Действительно, при
условии сохранения общей численности населе-
ния изменение численности одной из групп осо-
бей может произойти только за счет изменения
двух других. Кроме того, такое перераспределе-
ние должно быть совместимо с происходящей
в популяции цепочкой реакций:

S → I → R → S.

Соответствия можно добиться посредством
введения случайной модуляции параметров Pj

( j = 1, 2, 3), управляющих процессами инфициро-
вания: p j = Pj(1+ ξ( j)

σ (t)), произведя в исходной

системе (1) замену: Pj → p j. Модулирующие
функции: ξ( j)

σ (t) – некоррелированные квазигаус-
совы источники белогошума интенсивностямиσ,
амплитуда которых ограничена единицей:

ξσ(t) =


gσ(t), |gσ|< 1,

1, gσ ≥ 1,

−1, gσ ≤−1,
(6)

где gσ(t) – гауссов источник с нулевым средним
и дисперсией σ2. Ограничение амплитуды шу-
ма, введенное в формуле (6), необходимо для
предотвращения получения параметрами Pj от-
рицательных значений, что несовместимо с био-
логическими процессами2.

Выполнив приведенные выше замены па-
раметров и перегруппировав слагаемые, полу-
чим систему стохастических дифференциальных
уравнений в форме Ланжевена:

i′ = P1(v)(C− i− r)−P2i+

+P1(v)(C− i− r)ξ(1)(t)−P2iξ(2)(t),
r′ = P2i−P3r+P2iξ(2)(t)−P3rξ(3)(t),
v′ = βi−µv.

(7)

Значения интенсивностей σ j зависят от ва-
риабельностей соответствующих параметров, ко-
торые определяются биологическими факторами.
Последние могут быть эмпирически оценены
для конкретных заболеваний и использоваться
затем при их моделировании. В нашем иссле-
довании будем полагать вариабельность всех

2Отрицательное значение параметра означает обратный ход соответствующего процесса, что невозможно.
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трех параметров одинаковой: σ1 = σ2 = σ3 =
= σ. Данная система описывает SIRS+V модель,
действующую в условиях флуктуаций, интенсив-
ность которых задается параметром σ.

3. Численные исследования модели

Проведем численные исследования уравне-
ний (7) в зависимости отσ. Остальные параметры
и начальные условия сохранены из модели ОДУ.
Для получения численного интегрирования сто-
хастических дифференциальных уравнений ис-
пользуется метод Эйлера–Маруямы [25].

Рассмотрим, как меняется временная реа-
лизация i(t) при постепенном увеличении ин-
тенсивности шума σ. Слабый шум при σ <
0.1 практически не влияет на динамику систе-
мы. При σ = 0.1 мы наблюдаем вначале тот же
переходный процесс к E1, что и в исходной
бесшумной системе, а затем – небольшие флук-
туации временной реализации вокруг среднего
значения (рис. 2, а). С ростом интенсивно-
сти модуляции амплитуда колебаний постепенно
растет, а в их форме начинает проявляться четко
выраженный характерный период. Пример таких

колебаний для σ = 0.2 показан на рис. 2, б. Далее,
при σ≃ 0.5форма колебаний начинает качествен-
но меняться: максимумы заражений становятся
более резкими, а минимумы – плоскими. В ре-
зультате, мы наблюдаем спайковые колебания,
характерные для некоторых возбудимых систем
[26, 27]. Так, при достижении интенсивности
шума значения σ = 0.5 (рис. 2, в) в системе
формируется близкая к периодической после-
довательность резких пиков разной амплитуды,
перемежающаяся интервалами почти полного
выздоровления. Амплитуда многих пиков близка
к величине второй волны заражения, а некото-
рых и превосходит ее. С дальнейшим ростом σ
колебания в целом усиливаются по амплитуде,
становясь все более резкими по форме. Наря-
ду с похожими друг на друга «стандартными»
импульсами, время от времени наблюдаются от-
дельные сверхвысокие пики, величина которых
может быть сопоставима с первой волной зара-
жения.

Таким образом случайная модуляция пара-
метров приводит к стохастическим колебаниям
с некоторым характерным периодом. Определим

а/а б/b

в/c г/d

Рис. 2. Временная реализация i(t) на начальном этапе эпидемии при σ = 0.1 (а), σ = 0.2 (б), σ = 0.5 (в), σ = 0.7 (г)
Fig. 2. Time series i(t) at the first stage of the epidemy at σ = 0.1 (а), σ = 0.2 (b), σ = 0.5 (c), σ = 0.7 (d)
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его величину. Для этого удобно использовать
Фурье-спектры установившихся колебаний. Про-
изведем расчет спектров мощности от i(t) с от-
брошенным начальным интервалом 0 ≤ t < 1000.
Результаты расчетов представлены на рис. 3
в полулогарифмическом масштабе. Как следу-
ет из рисунка, спектры имеют сложную форму,
свидетельствующую о нерегулярном характере
колебаний, одновременно с этим демонстрируя
выраженный максимум, значение которого меня-
ется от f0 ≃ 0.0041 при σ = 0.1 до f0 ≃ 0.0036 при
σ = 0.9.

Рис. 3. Изменение спектра мощности установившихся
колебаний с ростом σ; вертикальная штриховая линия
отмечает частоту, соответствующую частоте вращения

траектории вокруг фокуса E1 (цвет онлайн)

Fig. 3. Change of the power spectrum of steady-state
oscillations with σ growth; the vertical dash line marks the

frequency of rotation around E1 focus (color online)

Наличие максимума подтверждает присут-
ствие в колебаниях характерного временного
масштаба, величина которого, как мы видим,
слабо зависит от интенсивности шума. Слабая
зависимость f0 от σ свидетельствует о том,
что средний период колебаний определяется
внутренними факторами системы (3), то есть
устройством ее фазового пространства. Действи-
тельно, проведенный расчет показывает, что
круговая частота ω0 = 2π f0 весьма близка к ча-
стоте обращения фазовой траектории вокруг
фокуса E1. Последнюю легко оценить по соб-
ственным числам состояния равновесия, которые
для выбранных параметров равны: λ1 =−0.6435,
λ2,3 =−0.00424±0.0254 j, что соответствует fф =
= 0.00404. Как мы видим, при небольших σ обе
частоты примерно равны: f0 ≃ fф, а при больших
интенсивностях модуляции частота колебаний
становится чуть меньше.

Рассмотрим как зависит амплитуда устано-
вившихся стохастических колебаний от интен-
сивности шума σ. Под амплитудой здесь понима-
ется разность между максимальным и минималь-
ным значением i(t) на интервале наблюдения:
Ai = maxt∈T (i(t)) − mint∈T (i(t)) ≃ maxt∈T (i(t)).
График рассчитанных значений Ai(σ) представ-
лен на рис. 4 в виде кривой, отмеченной
кружками. Из него видно, что амплитуда, как
и ожидалось, монотонно растет с ростом ин-
тенсивности флуктуаций. Эта зависимость носит
нелинейный характер; при больших σ величи-
на Ai становится близкой к максимальному пику
заболевания, наблюдающемуся в самом начале
эпидемии.

Рис. 4. Зависимость амплитуды стохастических колеба-
ний от σ (цвет онлайн)

Fig. 4. The amplitude of stochastic oscillations versus σ
(color online)

Рассматриваемая до настоящего момента
стохастическая модель (7) содержала три ис-
точника шума равной интенсивности. Таким
образом, изучался совокупный вклад от вариа-
бельности всех трех процессов, определяющий
динамику особей: заражение, излечение и поте-
ря иммунитета. Интересно выяснить, насколько
флуктуации каждого из параметров Pj по отдель-
ности влияют на интенсивность стохастических
колебаний. Для этого, проведем те же расче-
ты, но с «отключением» двух источников ξ( j)
из трех и построим соответствующие зависи-
мости на том же рис. 4. Из сопоставления
графиков видно, что флуктуации процессов за-
ражения и излечения несут сопоставимый вклад
в общую интенсивность колебаний, тогда как
влияние флуктуации процесса потери иммуните-
та приводят к колебаниям существенно меньшей
амплитуды. Если построить временные реализа-
ции стохастических колебаний, обусловленные
каждым из источников в отдельности, то мы
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увидим подтверждение этому. На рис. 5 при-
ведены соответствующие графики. Флуктуации
параметров P1 и P2 ведут к спайковым колеба-
ниям значительной амплитуды, в то время как
сопоставимые по интенсивности флуктуации P3
дают лишь небольшие отклонения численности
заболевших от среднего уровня.

Рис. 5. Временные реализации колебаний i(t) при вклю-
ченных по отдельности источниках шума; σ = 0.7

(цвет онлайн)
Fig. 5. Time series of oscilations i(t) at separate noise sources;

σ = 0.7 (color online)

Проведенные исследования продемонстри-
ровали существенное влияние флуктуаций пара-
метров на долговременную динамику эпидемии.
В то же время, как видно из рис. 2, а–г, их воз-
действие на начальный период, то есть на первую
волну заражения, незначительно. На этом этапе
развитие заболевания зависит преимущественно
от средних значений параметров, а не от их вари-
абельности.

Заключение

В работе предложена стохастическая
SIRS+V модель в форме СДУ с ланжевеновски-
ми источниками. В этой модели управляющими
параметрами являются не только средние зна-
чения кинетических констант, управляющих
процессами заражения, выздоровления и поте-
ри иммунитета, но и величины разброса этих
констант, вокруг средних значений, т. е. их сред-
неквадратичные отклонения. Последние могут
быть оценены в ходе анализа эмпирических
данных, получаемых при наблюдениях за распро-
странением конкретных заболеваний. Например,
при статистическом анализе заболевания в ходе
врачебной практики нетрудно получить рас-
пределение времен выздоровления и потери
иммунитета.

Проведенные численные исследования сто-
хастической модели показали, что она демон-
стрирует долговременную динамику, характер-
ную для эпидемических процессов, наблюда-
емых в природных популяциях. При уровне
флуктуаций параметров, составляющем более
десяти процентов от их величины, наблюдают-
ся перманентные колебания числа зараженных,
характерный период которых определяется сред-
ними значениями параметров и может быть
оценен из собственных чисел состояния равно-
весия детерминированной модели. При более
высокой вариабельности параметров (порядка
пятидесяти процентов от величины) колебания
приобретают спайковую форму, характерную для
многих наблюдаемых в природе вирусных ин-
фекций.

Рассматривая система является достаточно
грубой, поскольку не учитывает многие особен-
ности заболеваний, которые должны быть опре-
делены при применении ее для моделирования
распространения конкретных инфекций. Одним
из путей такого уточнения является определе-
ние функций распределения для используемых
ланжевеновских источников, которые могут быть
получены из наблюдений. Модификация моде-
ли может идти также по пути уточнения вида
функции P1(ν), например с учетом порогового ха-
рактера заражения, наблюдаемого для некоторых
заболеваний, а также посредством использования
нелинейного уравнения, описывающего генера-
цию вирусов.
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