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Аннотация. Представлены результаты компьютерного моделирования динамической перколяционной системы в форме трехмерной
прямоугольной решетки с резистивной проводимостью между узлами. Проводимость подобной системы при подходе к порогу пер-
коляции вычислялась на основе численного решения уравнений Кирхгофа для каждого из узлов решетки. Флуктуации проводимости
системы обусловлены тем, что при фиксированном общем числе непроводящих узлов часть проводящих узлов обменивалась места-
ми с соседними непроводящими узлами на каждом шаге моделирования. Полученные модельные функции спектральной плотности
флуктуаций проводимости системы характеризуются однородным распределением спектральной плотности в низкочастотной области
и степенным убыванием в области высоких частот с показателем, уменьшающимся по мере роста скорости обмена узлов в системе.
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Abstract. Background and Objectives: Percolation models are widely used in the analysis of electrical, thermophysical and other properties
of various systems with disordered structure, which causes their wide application in the theoretical consideration of near-critical behavior of
such systems in various fields of modern science and technology. Studies of noise processes, in particular noise, in the context of percolation
networks have significantly extended the understanding of how fluctuations can arise in this kind of systems. An important aspect that has often
received less attention in classical approaches is the fact that local conductivity processes in a number of disorderedmaterials occur in a dynamic
environment. In this paper, we present results from computer simulations of fluctuations in the conductivity of a time-evolving random resistor
network. The model calculates the conductance of a three-dimensional rectangular lattice in which about 70% of the total number of nodes is
empty, corresponding to a percolation threshold.Materials andMethods: Themodeled percolation network consists of 160000 nodes, connected
in a three-dimensional rectangular lattice. A potential difference is applied to the opposite edges of the lattice along the long side containing
each node, providing charge transfer in the system. The value of bond conductivity in the lattice could take either zero or finite value (two-phase
system). The numerical value of the potential for each node and the current at each site are calculated by solving Kirchhoff’s equations. Dynamics
was introduced into the system by assuming that a small fraction of the whole nodes are able to diffuse through the lattice, thus changing the
conduction paths, but keeping on the other hand the total fraction of the conducting phase unchanged. Results: The process of exchange between
neighboring conducting and non-conducting nodes between each other in space has been simulated, after which the conductivity of the network
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has been recalculated. After repeating this process many times, temporal realizations of the conductivity fluctuations have been obtained, which
allows a systematic analysis of the system dynamics. The characteristic lifetime τ reflects the reconfiguration time of the conductive part of
the grid. In the limit of high exchange rate υ → 1 it is expected that the power spectral density of the conductivity fluctuations will be white
noise Conclusion: The results are of particular interest for advancing fundamental understanding of charge transfer mechanisms in dispersed
semiconductor materials, which are relevant to chemoresistive sensing and catalytic chemistry.
Keywords: conductivity, dynamic percolation system, conductivity fluctuations, percolation threshold
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Введение
Перколяционные модели широко применя-

ются при анализе электрических, теплофизи-
ческих и прочих свойств различных систем
с неупорядоченной структурой, что обусловли-
вает их широкое использование в теоретическом
рассмотрении околокритического поведения по-
добных систем в различных областях современ-
ной науки и техники [1–6]. Часто анализируется
так называемая двухфазная система, в которой
узлы могут находиться в одном из двух состо-
яний: либо проводящем, либо непроводящем.
Порогом перколяции принято считать мини-
мальную долю проводящих узлов, необходимую
для формирования непрерывного кластера, ко-
торый представляет собой путь по бесконечной
сети сопротивлений.

Ключевым аспектом, который зачастую при-
влекает к себе меньше внимания в классических
подходах, является то, что процессы локальной
проводимости в ряде неупорядоченных матери-
алов протекают в условиях динамического окру-
жения. В таких системах процессы переноса
заряда, тепла и др. характеризуются флуктуация-
ми, статистические и частотные характеристики
которых зависят как от текущего состояния
структуры системы, так и от динамики локаль-
ных перестроек в ней. Данный фактор требует
детального рассмотрения, поскольку он может
оказывать ощутимое влияние на характеристики
проводимости подобных систем вблизи поро-
га перколяции как на микроскопическом, так
и на макроскопическом уровнях. Изучение шу-
мовых процессов такого рода, в частности 1/ f
шума, в контексте перколяционных сетей су-
щественно расширили понимание того, каким
образом флуктуации могут возникать в подобно-
го рода системах. Исследования были проведены
как на теоретическом [7–9], так и на экспери-
ментальном уровне [10, 11]. Целью таких работ
являлось не только выяснение природы флуктуа-
ций проводимости в неупорядоченных системах,

но и разработка более точных теоретических
моделей, способных объяснить наблюдаемые
явления. Подобный эффект может быть смо-
делирован в форме потока событий обмена
местами проводящих и непроводящих узлов
в случайной резисторной сети. При этом по-
лагается, что общее число проводящих узлов
в системе, определяющее отстройку системы
от порога перколяции, остается неизменным.

В данной статье мы представляем результа-
ты компьютерного моделирования флуктуаций
проводимости, меняющейся во времени случай-
ной резисторной сети. В модели рассчитывается
проводимость трехмерной прямоугольной ре-
шетки, в которой порядка 30% от общего числа
узлов способны проводить ток, что приблизи-
тельно соответствует порогу перколяции.

1. Описание модели
Моделируемая перколяционная сеть состо-

ит из 160000 узлов (L×W ×H = 400× 20× 20,
где L – длина, W – ширина, H – высота сети),
объединенных в трехмерную прямоугольную ре-
шетку. К противоположным границам решетки,
содержащим по 400× 20 узлов, прикладывается
разность потенциалов, обеспечивающая пере-
нос заряда в системе. Значение проводимости
узлов в решетке могло принимать только два
значения: 0 для непроводящих узлов; 1 для про-
водящих (двухфазная система). Выбор размеров
сети 400×20×20 узлов был обусловлен главным
образом тем, что конфигурации схожего типа
возможно встретить в реальных системах, как,
например, в работах [12, 13], где подобного ви-
да перколяционные сети могут присутствовать
в форме проводящих каналов со стохастиче-
ской структурой между двумя электродами раз-
личной полярности. Протяженность электродов
многократно превосходит как межэлектродное
расстояние, ассоциируемое с длиной проводя-
щих каналов, так и высоту этих каналов. Сами
проводящие каналы представляют собой слои
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из плотноупакованных полупроводниковых на-
ночастиц. Таким образом, сетка с размерами,
выбранными в работе, может рассматриваться
как идеализированная модель подобных меж-
электродных каналов.

Сеть равномерно и случайным образом
заполнялась проводящими и непроводящими уз-
лами с плотностями заполнения p и (1− p),
соответственно. В качестве граничных условий
полагалось, что потенциалы на каждой из кон-
тактных границ структуры известны заранее.
Эффективная проводимость определялась как
интегральный ток, проходящий через перколя-
ционную структуру при единичной разности
потенциалов между контактными границами
структуры. Численное значение потенциала для
каждого узла и тока на каждом участке рассчи-
тываются путем решения уравнений Кирхгофа.
В соответствии с законом сохранения тока ал-
гебраическая сумма токов, направленных к узлу,
равна сумме токов, направленных от узла:

∑
j

Ii j = 0. (1)

Исходя из закона Ома, каждая пара смежных уз-
лов в перколяционной сети может быть описана
соотношением между током и разностью потен-
циалов:

Ii j = (φi −φ j) ·σi j, (2)

где φi и φ j – потенциалы в узлах i и j соответ-
ственно, а σi j – модельная проводимость между
ними, которая определяется выражением:

σi j = σ0gi j,

gi j =


1,

если i, j принадлежат проводя-
щей фазе,

0,
если i или j не принадлежат про-
водящей фазе,

(3)
где σ0 = const.

Подставив выражение (2) в уравнение со-
хранения тока (1), мы можем получить систе-
му линейных уравнений. Далее, путем реше-
ния системы линейных уравнений, полученных
из законов Кирхгофа и Ома, можно опреде-
лить распределение потенциала поля в узлах,
а также рассчитать токи на каждом участке ре-
шетки. Это даёт возможность не только оценить
эффективную проводимость системы, но и визу-
ализировать распределение тока в зависимости
от конфигурации проводящих и непроводя-
щих узлов.

Динамика системы задавалась допущением,
что два узла в перколяционной сети способ-
ны обмениваться местами друг с другом при
условии, что один из них является проводящим,
а другой – непроводящим. В этом случае пути
проводимости изменяются, в то время как общая
доля проводящей фазы остаётся неизменной.
После этого проводимость сети пересчитыва-
лась, и процедура повторялась для большого
числа (порядка 6000) временных шагов, что
приводило к получению временной реализации
флуктуирующей проводимости перколяционной
сети. Исследование подобного рода модели для
случая двумерной перколяционной сети было
проведено в работе [14]. Спектральная плот-
ность мощности флуктуаций находилась при
помощи стандартного алгоритма по формуле:

PSD =
|FFT (G(t))|2

n2
, (4)

где FFT (. . .) – функция быстрого преобра-
зования Фурье; G(t) – временная реализация
флуктуаций проводимости; n – длина анализиру-
емой последовательности, выражаемая в числе
шагов по времени.

Известно, что проводимость двухфазной
системы определяется мощностью скелета со-
единяющего кластера [13]. В контексте трехмер-
ной перколяционной сети термин «проводящий
скелет» относится к подмножеству перколяци-
онного кластера, по которому протекает элек-
трический ток. Для того, чтобы этот кластер
мог проводить, он должен охватывать всю си-
стему целиком, соединяя две противоположные
ее границы. Количество узлов проводящего ске-
лета в трехмерной перколяционной сети может
быть функцией нескольких параметров, таких
как размер решетки и порог перколяции. Для
достаточно больших решеток свойства скеле-
та становятся самоподобными и могут быть
описаны с использованием законов масштабиро-
вания [15,16]. Структура проводящего скелета
является фрактальной, что означает, что его раз-
мерность является дробной, а не целой. Для
больших систем число узлов в проводящем ске-
лете Nbb обычно масштабируется с размером
системы L с фрактальной размерностью dbb.

Nbb ∝ Ldbb . (5)

Величина L фактически определяется количе-
ством узлов вдоль наибольшей грани сети. Для
трехмерных перколяционных сетей фрактальная
размерность проводящего скелета dbb составляет
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величину порядка 1.77 [17, 18]. Этот закон мас-
штабируемости дает общее представление о том,
как растет число узлов с ростом размера решет-
ки. Для получения более точных значений для
решеток конечных размеров обычно используют
компьютерные методы эксперимента с непо-
средственным подсчетом количества узлов.

2. Численные результаты

В то время, как для бесконечно большой
решетки на пороге перколяции будет существо-
вать только единственный проводящий канал,
охватывающий всю решетку, в решетке конеч-
ных размеров может существовать множество
каналов, соединяющих на пороге перколяции
контактные границы. Для расчета количества
проводящих каналов в случае, когда имеется си-
стема с заранее заданными размерами удобнее
всего, на наш взгляд, воспользоваться подхода-
ми, основанными именно на численных иссле-
дованиях. Среднее число проводящих каналов
зависит от размера системы и плотности запол-
нения. Фрагмент полученной временной реали-
зациифлуктуаций проводимости представлен на
рис. 1, а. На рис. 1, б представлена гистограмма,
отражающая выборочную вероятность обнару-
жения заданного числа проводящих каналов в
процессе временного прогона из 6000 шагов.
На каждом шаге обменивалось местами 10% от
общего числа проводящих узлов. По нашим чис-
ленным оценкам, выполненным путем прямого
подсчета для трехмерной решетки размером на

пороге перколяции, максимальное количество
проводящих каналов приблизительно равно 20
при их среднем числе, равном 11 (см. рис. 1, б).

Скорость обмена υ, определенная как доля
проводящих узлов, обменивающихся с соседни-
ми непроводящими за один временной шаг, для
данного случая составляла 0.1, что эквивалент-
но 10% от общего числа проводящих узлов. Для
полной структуры подобная скорость соответ-
ствует случаю, при котором за один временной
шаг происходит обмен порядка 512 узлов. Чис-
ленные расчеты показывают, что при подходе
к порогу перколяции (p = 0.32) общее количе-
ство проводящих узлов в системе составляет
величину порядка 51200 для сети с размерами
400× 20× 20. Принимая во внимание частотное
распределение количества проводящих каналов,
представленное на рис. 1, б, было установ-
лено, что среднее число проводящих узлов,
приходящихся на один проводящий канал при-
близительно равно 700. Только через 20% из них
протекает электрический ток, величина которого
составляет 10% и более от максимума. Други-
ми словами, 80% проводящих узлов в канале,
соединяющем левую и правую границу структу-
ры, принадлежат именно к «мертвым концам».
Подсчет количества таких «мертвых концов»
представляет собой довольно сложную задачу,
выходящую за рамки данной работы.

На рис. 2 представлена функция спектраль-
ной плотности мощности, которая при данном
значении скорости обмена связей υ = 0.01 доста-

а/а б/b

Рис. 1. Временная реализация проводимости (а) и гистограмма выборочной вероятности обнаружения заданного числа
проводящих каналов при p = 0.32 (б). Сплошной линией показана аппроксимация функцией нормального распределения
Fig. 1. Time realization of conductivity (а) and histogram of sampling probability of detection of a given number of conducting
channels when p = 0.32 (b). The solid line shows the approximation by the normal distribution function of the random variable
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Рис. 2. Спектральная плотность мощности флуктуаций
проводимости в логарифмических координатах для слу-
чая υ = 0.01. Сплошная линия соответствует функции
подгонки в форме уравнения (6) с показателем β = 1.6
Fig. 2. Power spectral density of conductivity fluctuations
in logarithmic coordinates when υ = 0.01. The solid line
corresponds to the fitting function in the form of equation

(6) with exponent β = 1.6

точно хорошо описывается функцией подгонки
S( f ) (сплошная кривая) вида:

S( f ) = S0τ/[1+(2π f τ)β], (6)

где S0 = 4.1 ·10−11 – мера амплитуды флуктуаций,
τ = 20.1 – характерное время реконфигурации
структуры решетки, f – частота, представлен-
ная в безразмерных единицах, β – показатель
наклона кривой S( f ) в логарифмических коор-
динатах в высокочастотной области при f > fc

(для данного случая β = 1.6). Частота переги-
ба спектральной плотности, определяемая как
fc = 1/τ, отделяет область белого шума при низ-
ких частотах от частотной зависимости вида
f−1.6 при высоких частотах. Путем вычисления
временных реализаций проводимости и соответ-
ствующих им спектральных плотностей мощно-
сти при нескольких значениях скорости обмена
узлами, была получена функция зависимости из-
менения характерного времени реконфигурации
структуры решетки τ от скорости обмена узлов
в решетке υ. Параметр υ с другой стороны может
быть интерпретирован как изменение значения
локальной проводимости сети с резистивными
связями вследствие внешнего воздействия на си-
стему. Так как скорость обмена узлами является
единственным временным масштабом, который
был введен в наше моделирование, логично
предположить, что характерное время реконфи-
гурации должно описываться выражением вида
τ ∝ 1/υ. Отметим, что при значении υ = 0.01

величина τ приблизительно равна 20, т. е. ко-
эффициент пропорциональности между τ и υ−1

может быть оценен как ≈ 0.2. Были проведе-
ны оценки коэффициента пропорциональности
между τ и υ−1 в интервале значений υ, перекры-
вающем 2 декады (от 0.001 до 0.1, рис. 3).

а/а

б/b

Рис. 3. Зависимость от скорости обмена узлами υ ха-
рактерного времени реконфигурации структуры решет-
ки τ (а) и коэффициента наклона β кривой спектральной
плотности мощности флуктуаций проводимости в обла-
сти f > fc (б). Доверительные интервалы соответствуют

уровню значимости 0.9
Fig. 3. Dependence of the characteristic time of lattice
structure reconfiguration τ on the node exchange rate υ (а);
dependence of the slope coefficient β of the power spectral
density curve of conductivity fluctuations in the region
f > fc on the node exchange rate (b). Confidence intervals

correspond to significance level of 0.9

Действительно, график зависимости τ от υ
с логарифмическим масштабом по обеим осям
(рис. 3, а) демонстрирует обратную линей-
ную зависимость вида τ ≈ κ/υ, где κ ≈ 0.2
для скорости обмена узлами, лежащей в ин-
тервале 10−3 ⩽ υ ⩽ 10−1. Также стоит отметить,
что полученные модельные данные (рис. 3, б)
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показывают систематическое убывание показа-
теля наклона кривой спектральной плотности
мощности на участке f > fc при возраста-
нии доли узлов υ, обменивающихся местами
друг с другом за один временной шаг. В пре-
деле при υ → 1 ожидаемо, что спектральная
плотность мощности флуктуаций проводимости
будет представлять собой белый шум.

Одно из возможных интерпретаций кон-
станты пропорциональности κ в контексте из-
мерения проводимости решетки заключается
в следующем. Соединяющий кластер можно
разделить по топологии, выделяя участки, фор-
мирующие так называемый скелет (остов со-
единяющего кластера), и «мертвые концы».
Основная масса соединяющего кластера сосре-
доточена именно в «мертвых концах», которые,
тем не менее, не играют роли в обеспечении
проводимости. Эти области считаются беспо-
лезными для передачи тока и не способствуют
общей эффективной проводимости системы.

При наличии случайного обмена узлов
в перколяционной сети вероятность присоеди-
нения проводящего узла к «мертвым концам»
больше, чем к скелету. Это объясняется тем,
что вероятность присоединения пропорциональ-
на числу узлов, и в «мертвых концах» коли-
чество узлов значительно превышает таковое
в скелете. Обменные процессы способствуют бо-
лее частому взаимодействию проводящих узлов
с «мертвыми концами». Проводимость соеди-
няющего кластера в основном определяется
мощностью его скелета, то есть только некото-
рые узлы проводящей нити (кластера) вносят
вклад во флуктуацию и играют роль в фор-
мировании спектральной плотности мощности.
Время, в течение которого флуктуации решетки
становятся некоррелированными (спектральная
плотность мощности в этот момент становится
частотно независимой), определяется парамет-
ром τ, поэтому разумно положить, что τ также
определяется временем, за которое большин-
ство критических проводящих узлов обменялось
местами. В этом смысле τ · υ = κ показывает
отношение количество критических узлов к об-
щему их количеству.

Заключение

Представлены результаты моделирования
моделирования динамической случайной рези-
сторной сети вблизи порога перколяции. Прово-
димость сети рассчитывалась путем численного
решения уравнений Кирхгофа. Моделировался

процесс обмена между соседствующими прово-
дящими и непроводящими узлами в простран-
стве, после чего проводимость сети пересчиты-
валась. После многократного повторения этого
процесса были получены временные реализации
флуктуации проводимости, которые позволили
систематически анализировать динамику систе-
мы. Спектральная плотность мощности флукту-
аций проводимости в высокочастотной области
хорошо описывается степенной зависимостью
с показателем, на который оказывает влияние
количество узлов, обменивающихся местами
за один шаг. При малых значениях скорости об-
мена υ показатель наклона в высокочастотной
области близок к значению ≈1.6. При уве-
личении значения υ наблюдается уменьшение
показателя спектральной плотности мощности
флуктуаций проводимости в высокочастотной
области. В пределе при υ → 1 показатель стре-
мится к нулю, что характерно для белого шума.
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