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ОБ ИСКЛЮЧИТЕЛЬНОМ СЛУЧАЕ В ЗАДАЧЕ 
О РАЗМЕЩЕНИИ ПОЛЮСОВ 

Мухин А. В.1 

(Нижегородский государственный университет  

им. Н.И. Лобачевского, Нижний Новгород) 

Рассматривается задача о размещении полюсов с помощью статического 

регулятора по выходу. Если задача разрешима, то спектр матрицы замкну-

той системы можно расположить в любых заданных, симметричных отно-

сительно действительной оси точках комплексной полуплоскости. Это дает 

возможность не просто стабилизировать систему, но и задавать требуемые 

характеристики, такие, как запас устойчивости, время переходных процессов 

и другие. Известно, что если произведение числа входов и выходов превышает 

размерность системы, то задача о размещении полюсов для системы, задан-

ной в виде передаточной матрицы, разрешима. В статье показано, что дан-

ное соотношение не является достаточным условием для системы, заданной 

в пространстве состояний. Существует исключительный случай, при кото-

ром задача о размещении полюсов принципиально неразрешима. Этот случай 

легко обнаруживается с помощью перемножения матриц выхода и входа. 

Если это произведение дает нулевую матрицу, то в силу неизменности следа 

матрицы замкнутой системы, задача неразрешима как в действительной, 

так и в комплексной области. Причем произведение матриц выхода и входа 

инвариантно относительно базиса. Сформулировано необходимое условие 

разрешимости.  

Ключевые слова: задача о размещении полюсов, статический регуля-

тор по выходу, след матрицы. 

1. Введение 

Задача о размещении полюсов с помощью статического ре-

гулятора по выходу представляет большой практический инте-

рес. Если задача разрешима, то спектр матрицы замкнутой си-

стемы можно расположить в любых заданных, симметричных 

относительно действительной оси точках комплексной полу-

плоскости. Проблема размещения собственных значений входит 

в число трудных задач теории управления [3]. Необходимые 

условия, достаточные условия разрешимости, выражаемые 

в виде соотношения между размерностью системы, количеством 
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входов и выходов получены в [7, 8, 11, 16 ,17]. Различные под-

ходы к решению задачи изложены в [5, 9, 12–14, 18–20]. По-

дробный обзор основных результатов можно найти в [4]. Задача 

затрагивалась также и в более ранних обзорах [6, 15]. 

В статье получен новый результат, дополняющий достаточ-

ные условия [17] для систем, заданных в пространстве состоя-

ний. Показано, что если произведение матриц выхода и входа 

дает нулевую матрицу, то задача о размещении полюсов с по-

мощью статического регулятора по выходу принципиально не-

разрешима. Сформулировано необходимое условие разрешимо-

сти.  

Структура статьи стандартная: во втором разделе приведе-

ны предварительные сведения; третий раздел содержит основ-

ной результат; в четвертом разделе рассмотрен практический 

пример; последний раздел – заключение. 

2. Предварительные сведения 

Дана линейная непрерывная стационарная управляемая  

и наблюдаемая система: 

(1) ,

 
где  – состояние;  – вход;  – измеряемый 

выход;  – обратимая матрица системы;  – 

матрица входа;  – матрица выхода. 

Без потери общности полагаем, что размерности матриц  

и  не избыточны: 

 

 

Применим к (1) закон управления по измеряемому выходу: 

 

где  

Основной результат статьи связан с задачей о размещении 

полюсов. Соответствующая задача формулируется следующим 

образом: существует ли матрица , которая обеспечивает 

совпадение спектра матрицы замкнутой системы 
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с любым наперед заданным множеством точек в комплексной 

плоскости, расположенных симметрично относительно дей-

ствительной оси: 
 

Задачу можно рассматривать как частный случай задачи 

о статическом регуляторе по выходу. Из разрешимости задачи 

о размещении полюсов следует разрешимость задачи о статиче-

ском регуляторе по выходу. Если матрица выхода является об-

ратимой, то управляемость системы является необходимым 

и достаточным условием для разрешимости задачи (см., напри-

мер, [4]). Для практических целей такая постановка менее инте-

ресна, поскольку осуществляется при полностью измеряемом 

состоянии. Наибольший интерес – когда матрицы  и  одно-

временно необратимы. Необходимым условием разрешимости 

задачи является соотношение  [16]. В случае комплекс-

ных матриц  это условие является также достаточным. 

3. След матрицы замкнутой системы 

Покажем условие, выражаемое в виде произведения матриц 

 и , при котором след матрицы замкнутой системы является 

постоянным. Для этого нам понадобится новый базис, в котором 

это условие легко обнаруживается. С этой целью выполним ли-

нейное преобразование базиса системы (1) посредством обрати-

мой матрицы  так, чтобы матрица выхода приняла сле-

дующий вид: 

 

где  – единичная матрица ранга . 

В новом базисе система (1) примет вид 

(2) 

  

где  – вектор состояния системы в новом базисе. 

Отметим, что никаких требований на структуру матрицы  

не накладывается. Существует, вообще говоря, множество мат-
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риц , обеспечивающих требуемый вид матрицы выхода. Дей-

ствительно, запишем матрицу преобразования в виде 

 

Из уравнения  

  

следует равенство . Нижние  строк являются сво-

бодными и должны лишь обеспечивать обратимость матрицы . 

Тогда в качестве матрицы  можно взять, например, 

 

где  – любое решение уравнения . 

Обратной матрицей будет: 

 

Запишем также уравнение замкнутой системы в новом базисе: 

(3)  

где  

Равенство спектров  и  гарантируется подобием мат-

риц. Далее будем рассматривать матрицу . Докажем лемму: 

Лемма.  Если произведение , то след матрицы  

равен следу матрицы . 

Доказательство.  Разобьем матрицы  и  на блоки сле-

дующим образом: 

 

 

где ;  

Произведение матриц  примет вид 

 

Тогда матрицу замкнутой системы (3), можно записать следую-

щим образом: 

(4) 

Если , то (4) примет вид 
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След матрицы  в таком случае равен следу матрицы : 

(5) 

Но так как в выбранном базисе имеет место равенство 

 

то если , то и . Лемма доказана.  

Характеристический многочлен  можно записать в виде: 

 ⁡

Из спектрального ограничения (5) следует, что расположить 

произвольным образом  корней такого многочлена невозмож-

но, так как . Таким образом, справедливо следую-

щее утверждение: 

Утверждение 1.  Необходимым условием разрешимости 

задачи о размещении полюсов для управляемой и наблюдаемой 

системы является  

(6) 

В общем случае относительно ранга произведения матриц 

 и  имеет место соотношение 
 

Обратимость хотя бы одной из матриц гарантированно 

обеспечивает выполнение (6). Следует принять во внимание, что 

произведение матриц выхода и входа не зависит от базиса. По-

этому из (6) следует  и наоборот. Следовательно, про-

верку условия (6) можно выполнить и в исходном базисе. Отме-

тим, что произведение матриц выхода и входа связаны с поня-

тием относительного порядка системы [10]. Обратимся теперь 

к результату [17], согласно которому, для системы, заданной 

в виде передаточной матрицы, соотношение 

(7)  

является достаточным условием разрешимости задачи о разме-

щении полюсов. Докажем, что соотношение (7) не является до-

статочным условием разрешимости задачи о размещении полю-

сов для системы, заданной в пространстве состояний. Для этого 

достаточно доказать, что из (7) не следует (6). Рассмотрим сле-

дующий пример. Пусть матрицы (2) имеют вид 
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(8) 

 

 

Проверяем, что . Таким образом, условие (7) выпол-

няется, а условие (6) – нет. Пусть × . Запишем 

матрицу : 

 

Видим, что . Убеждаемся, что из (7) не следует (6).  

Если в приведенном выше примере увеличить число входов до 

, то условие (6) будет выполняться: 

 

Соответствующая матрица  будет равна: 

 

Теперь . Справедливо утверждение: 

Утверждение 2.  Соотношение (7) не является достаточ-

ным условием разрешимости задачи о размещении полюсов для 

системы, заданной в пространстве состояний.  

Покажем, что условия (6) и (7) можно обобщить. Введем 

соотношение: 

(9)  

Так как  и , то для выполнения (7) до-

статочно, чтобы . Поэтому из неравенства (9) следу-

ет (6). Обратное неверно. Из (7) следует, что . То-

гда из (9) следует также условие (7). Если , то со-

отношение (9) выполняется при полной обратной связи. Задача  
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о размещении полюсов в таком случае имеет простое решение. 

Следовательно, из соотношения (9) следуют условия (6) и (7). 

Необходимо отметить, соотношение (9) хорошо известно. 

В частности, в [11] получено достаточное условие разрешимо-

сти задачи в виде неравенства: 

(10)  

где  – порядок регулятора. 

В случае статического регулятора  неравенство (10) 

эквивалентно (9). Схожие соотношения получены также и в дру-

гих работах (см. обзор [4]).  

4. Практический пример 

В практических задачах, когда в измерении и управлении 

задействуются отдельные переменные, а не их комбинации, ра-

венство  вполне возможно. Покажем это на примере си-

стемы, представляющей вертикальный жесткий ротор, вращаю-

щийся в электромагнитных подшипниках [1]. Электромагнит-

ные подшипники представляют большой практический интерес 

для целого ряда промышленных применений. Преимущества 

таких систем – отсутствие физического контакта и как след-

ствие, механического трения. Линеаризованная модель, описы-

вающая динамику такого тела, имеет вид [2]: 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

где  – конструктивные параметры. 

Первые две переменные описывают углы наклона центра 

масс ротора, вторые две – смещения в двух плоскостях, следу-

ющие четыре – скорости изменения первых четырех перемен-
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ных, последние четыре – токи в цепях электромагнитов. Матри-

ца входа задана следующим образом: 

 

Предположим, что измеряются первые восемь переменных. 

Матрица выхода имеет вид: 
 

Видим, что . Решить задачу о размещении полюсов с по-

мощью статического регулятора по выходу при такой организа-

ции измерений принципиально невозможно. В данном случае 

можно лишь стабилизировать систему. 

5. Заключение 

В статье показано, что при решении задачи о размещении 

полюсов с помощью статического регулятора по выходу для 

системы, заданной в пространстве состояний, необходимо учи-

тывать структуру матриц входа и выхода. Если произведение 

матриц выхода и входа образует нулевую матрицу, то задача 

о размещении полюсов неразрешима как в действительной, так 

и в комплексной области. Достаточное условие разрешимости, 

выражаемое в виде произведения числа входов и выходов, 

в таком случае неприменимо для систем, заданных в простран-

стве состояний. 
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ABOUT AN UNUSUAL CASE IN THE POLE PLACEMENT 

PROBLEM 

Aleksey Mukhin, Lobachevsky State University, Nizhny Novgorod, 

postgraduate student (myhin-aleksey@yandex.ru). 

Abstract: The pole placement problem using a static output feedback is considered. 

If the problem is solvable, then the spectrum of the closed-loop system matrix can be 

located at any given points of the complex half-plane, symmetric with respect to the 

real axis. This makes it possible not only to stabilize the system, but also to set the 

required characteristics, such as stability margin, transition time, and others. It is 

known that if the multiplication of the number of inputs and outputs is greater than 

the dimension of the system, then the pole placement problem for a system in the 

form of a transfer matrix is solvable. The article shows that this ratio is not a suffi-

cient condition for a system defined in the state space. There is an exceptional case 

in which the pole placement problem is fundamentally unsolvable. This case is sim-

ple discovered be means of multiplying of matrixes output and input. If this product 

gives a zero matrix, then due to the matrix trace consistency of the closed system 

matrix, the problem is unsolvable both in the real and in the complex domain. 

Moreover, the product of the output and input matrices is invariant with respect to 

the basis. A necessary condition for solvability is formulated. 

 

Keywords: the pole placement problem, static output feedback, trace 

of matrix. 
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