
Управление большими системами. Выпуск 115

АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ
УПРАВЛЕНИЯ МНЕНИЯМИ В SCARDO-МОДЕЛИ

ДЛЯ СЛУЧАЯ ДВУХЭЛЕМЕНТНОЙ АЗБУКИ
МНЕНИЙ С ОДНИМ ТИПОМ НАТИВНЫХ АГЕНТОВ1

Гежа В. Н.2

(Московский физико-технический институт, Москва)
Козицин И. В.3

(ФГБУН Институт проблем управления
им. В.А. Трапезникова РАН, Москва, Московский

физико-технический институт, Москва)

Рассматривается задача управления мнениями агентов, сформулированная
в терминах приближения среднего поля для SCARDO-модели, построенного для
случая социальной системы с модулярной сетевой структурой, гетерогенными
уровнями активности агентов и персонализацией контента. В рамках модели
управления специальная группа агентов, имитирующая ботов в реальных со-
циальных медиа, воздействует на остальных агентов, с тем чтобы изменить
их мнения в соответствии с интересами управляющего субъекта. Изучается
наиболее простой для анализа случай двухэлементной азбуки мнений, в рамках
которой существует только два возможных мнения (интерпретация – выборы
в двухпартийной системе) и один тип агентов-неботов. Строится аналити-
ческое решение задачи управления. Демонстрируется, что в зависимости от
значений параметров модели может быть либо одна оптимальная страте-
гия управления, либо бесконечно много. При этом в случае, когда оптимальное
управление единственно, оно должно быть устроено следующим образом: все
социальные боты должны транслировать одно и то же мнение, а переключе-
ние распространяемого мнения может произойти не более одного раза лишь
для некоторых конфигураций параметров. Полученные результаты сопровож-
даются примерами с реальными данными из онлайн плафтормы ВКонтакте.
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1. Введение

Разработка эффективных стратегий управления активными
сетевыми структурами является чрезвычайно актуальной задачей
современной теории управления [1, 2, 7]. С их помощью можно
будет противостоять распространению деструктивного контента
в социальных медиа, продвигать научно-обоснованную повестку,
а также способствовать снижению социальной напряженности в
обществе [3, 4, 10]. При этом исследования в данной области
затруднены тем, что ученые до сих пор не знают, как устроено
социальное влияние и как меняются мнения людей при инфор-
мационных взаимодействиях [12]. В частности, активные дебаты
ведутся касательно существования диссимилятивной компонен-
ты социального влияния, которая заставляет мнения людей отда-
ляться друг от друга в результате общения [6]. Вместе с тем по-
следние эмпирические исследования указывают на легитимность
данного механизма влияния [11, 13]. В свою очередь в работе
[18] была высказана мысль, что эффект социального влияния в
процессах формирования мнений может существенно зависеть
от эмпирического контекста и в разных условиях могут рабо-
тать различные механизмы влияния, такие как ассимилятивное
влияние, ограниченное доверие или диссимилятивное влияние.
В связи с этим модели формирования мнений и основанные на
них модели управления должны быть достаточно адаптивны.

В данной работе будет рассмотрена модель формирования
мнений, предложенная в работе [12] (далее – SCARDO-модель).
Данная агентная модель описывает взаимодействия агентов как
последовательные парные контакты со стохастическим прото-
колом изменения мнения. Данный протокол задается при по-
мощи распределения, которое является функцией текущих мне-
ний и, возможно, других параметров агентов. В итоге SCARDO-
модель обладает высокой степенью гибкости и позволяет описы-
вать основные механизмы социального влияния как качественно,
так и количественно.

В работе [14] на основе приближения среднего поля для

7



Управление большими системами. Выпуск 115

SCARDO-модели была сформулирована задача управления мне-
ниями агентов, найдены необходимые условия оптимальности
и разработаны численные методы для ее решения. Целью на-
стоящей работы является аналитическое решение данной задачи
управления для наиболее простого случая, когда число возмож-
ных мнений в системе равно двум (интерпретация – политиче-
ские выборы с участием двух кандидатов/партий), а число воз-
можных типов агентов равно одному. Ранее в работе [9] было
построено расширение SCARDO-модели, учитывающее гетеро-
генность активности агентов [16], модулярность структуры взаи-
модействий, проявляющуюся в неоднородности плотности соци-
альной сети и наличии плотных кластеров-сообществ [21], а так-
же работу алгоритмов персонализации, которые влияют на ин-
формационное окружение пользователей в реальных социальных
медиа-платформах, фильтруя контент на основании интересов и
действий пользователей [5]. В настоящей работе задача управ-
ления сначала будет решена для более простой постановки, рас-
сматриваемой в работе [14]. После этого полученные результаты
будут расширены на обобщенную SCARDO-модель [9].

Данная работа является существенно расширенной вер-
сией доклада, представленного на XX Всероссийской школе-
конференции молодых ученых «Управление большими система-
ми».

2. Описание модели

Рассматривается система из 𝑁 агентов, соединенных графом
𝒢 = (𝒱, ℰ), где 𝒱 = {1, . . . , 𝑉 } – множество агентов, а ℰ ⊆
𝒱 ×𝒱 – ребра между ними. Каждый агент описывается мнением,
принимающим значения из множества 𝑍 = {𝑍1, . . . , 𝑍𝑚}, и ти-
пом, принимающим значения из множества Ξ = {Ξ1, . . . ,Ξ𝑀}.
Предполагаем, что мнения агентов могут обновляться в резуль-
тате взаимодействий, в то время как типы агентов неизменны.

В каждый такт 𝑡 (считаем, что время дискретно) случайным
образом на основании наперед заданного на множестве аген-
тов распределения активностей {𝜋1, . . . , 𝜋𝑁} выбираются агент
8
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(пусть 𝑖) и один из его соседей по социальной сети (пусть 𝑗).
Считаем, что 𝜋1, . . . , 𝜋𝑁 > 0 и вероятность выбора агента 𝑖 есть
𝜋1/(𝜋1 + . . . + 𝜋𝑁 ). В свою очередь, вероятность выбора агента
𝑗 описывается формулой 𝜋𝑗/

∑︀
𝑘∈𝒱𝑖

𝜋𝑘, где 𝒱𝑖 ⊆ 𝒱 – множество
друзей агента 𝑖 (𝑗 ∈ 𝒱𝑖).

После этого агент 𝑗 влияет на агента 𝑖. Пусть мнения агентов
𝑖 и 𝑗 есть 𝑥𝑖(𝑡) = 𝑍𝑠, 𝑥𝑗(𝑡) = 𝑍𝑙, а типы равны 𝜉𝑖 = Ξ𝑓 , 𝜉𝑗 = Ξ𝑟

соответственно. Мнение агента 𝑖 трансформируется в соответ-
ствии с вероятностным распределением {𝑝𝑓,𝑟𝑠,𝑙,1, . . . , 𝑝

𝑓,𝑟
𝑠,𝑙,𝑚}, где

𝑝𝑓,𝑟𝑠,𝑙,𝑘 – вероятность события, что мнение агента 𝑖 примет зна-
чение 𝑍𝑘. У данного параметра верхние индексы 𝑓 и 𝑟 отвеча-
ют за типы объекта влияния и субъекта влияния соответственно,
а нижние индексы 𝑠 и 𝑙 согласованы с мнениями объекта влия-
ния и субъекта влияния. Третий нижний индекс 𝑘 соответствует
мнению объекта влияния после взаимодействия. При такой си-
стеме обозначений неравенство 𝑝𝑓,𝑟𝑠,𝑙,𝑠 > 0 означает ненулевую ве-
роятность того, что мнение останется неизменным. Выполнено
условие нормировки:

𝑝𝑓,𝑟𝑠,𝑙,1 + . . .+ 𝑝𝑓,𝑟𝑠,𝑙,𝑚 = 1.

Вероятности 𝑝𝑓,𝑟𝑠,𝑙,𝑘 сгруппируем в последовательность

{𝑃 𝑓,𝑟}𝑓∈[𝑀 ],𝑟∈[𝑀+1], объекты 𝑃 𝑓,𝑟 = [𝑝𝑓,𝑟𝑠,𝑙,𝑘]𝑠,𝑙,𝑘∈[𝑚] будем име-
новать таблицами переходов. Таблицы переходов удобно пред-
ставлять как последовательности строчно-стохастических матриц
размера 𝑚 × 𝑚: 𝑃 𝑓,𝑟

1 , . . . , 𝑃 𝑓,𝑟
𝑚 , где матрица 𝑃 𝑓,𝑟

𝑠 = [𝑝𝑓,𝑟𝑠,𝑙,𝑘]𝑙,𝑘∈[𝑚]

определяет то, каким образом реагируют на влияние со стороны
агентов с типом Ξ𝑟 агенты с мнением 𝑍𝑠 и типом Ξ𝑓 .

Далее будем предполагать, что параметры активности аген-
тов 𝜋1, . . . , 𝜋𝑁 однозначно определяются их типами.

Также будем считать, что социальная сеть определяется сто-
хастичной блочной моделью [15]. В рамках данной модели вер-
шины делятся на блоки и для каждой пары блоков задаются ве-
роятности возникновения связи между вершинами из этих бло-
ков. Аналогично задаются вероятности для внутриблочных свя-
зей (для каждого из блоков отдельно). Для каждой пары вершин
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связь образуется независимо. Мы будем считать, что блоки соот-
ветствуют типам агентов. Пусть 𝑓 ∈ [𝑀 ] и 𝑟 ∈ [𝑀 ] – индексы
блоков. Тогда параметр 𝜌𝑓,𝑟 ∈ [0, 1] задает вероятность формиро-
вания связи между двумя произвольными вершинами с типами
Ξ𝑓 и Ξ𝑟. Отметим, что при 𝑓 = 𝑟 параметр 𝜌𝑓,𝑓 описывает веро-
ятность образования связи между вершинами одного типа (Ξ𝑓 ).

Дополнительно определим (𝑀 + 1)-й тип агентов [14]. Бу-
дем считать, что агенты данного типа невосприимчивы к со-
циальному влиянию и характеризуются параметром активности
𝜋𝑀+1 > 0. Для таких агентов имеет место 𝑝𝑀+1,𝑟

𝑠,𝑙,𝑘 = 0 при
𝑠 ̸= 𝑘. Содержательная интерпретация агентов с типом 𝑀 + 1 –
боты, аккаунты СМИ или рекламные сообщения в социальных
медиа. Далее будем называть их агентами-ботами или просто бо-
тами. Остальных агентов будем именовать нативными агентами.
Агенты-боты разбиваются на группы (когорты), каждая когорта
воздействует со своим типом нативных агентов и только с ними.
Такая постановка позволяет учесть таргетированность реальных
ботов или рекламных сообщений в социальных медиа. Для фор-
мализации такой структуры взаимодействий также будем исполь-
зовать стохастичную блочную модель, в которой блоками высту-
пают типы нативных агентов, а также «нацеленные» на них ко-
горты ботов (которые будем индексировать сообразно типам на-
тивных агентов). Более точно, вероятность формирования связи
между нативным агентом с типом Ξ𝑟 и ботом из соответствую-
щей когорты будем описывать параметром 𝜌𝑟 ∈ [0, 1].

Будем предполагать, что связи между нативными агентами
статичны, в то время как составы когорт могут меняться со вре-
менем, как и структура связей между ботами и нативными аген-
тами (эта динамика операционализируется при помощи измене-
ния величин 𝜌𝑟). Иными словами, предполагается, что боты адап-
тивны и могут менять тактику влияния в зависимости от текущей
ситуации. Предполагаем, что мнения ботов, составы их когорт
и структура связей с нативными агентами задаются экзогенно.

Также считаем, что коммуникации агентов модерируются ал-
горитмом персонализации Δ, который запрещает контакт между
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двумя агентами 𝑖 и 𝑗 (пусть второй влияет на первого) с мнени-
ями 𝑥𝑖(𝑡) = 𝑍𝑠, 𝑥𝑗(𝑡) = 𝑍𝑙 и типами 𝜉𝑖 = Ξ𝑓 , 𝜉𝑗 = Ξ𝑟 с заданной

вероятностью Δ𝑓,𝑟
𝑠,𝑙 .

3. Приближение среднего поля

Для представленной выше модели в работе [9] было постро-
ено приближение среднего поля, описывающее динамику числен-
ностей сторонников различных мнений с учетом их типов в пред-
положении, что число агентов в системе велико (𝑁 → ∞). Пусть
𝜏 – масштабированное время, определяемое следующим обра-
зом: 𝜏 = 𝑡/𝑁, 𝛿𝜏 = 1/𝑁 . Пусть 𝑦𝑎,𝑓 (𝜏) – доля (относительно 𝑁 )
адептов мнения 𝑍𝑎 с типом Ξ𝑓 для 𝑓 ∈ [𝑀 ] (где [𝑀 ] обозначает
множество натуральных чисел от 1 до 𝑀 ) в момент времени 𝜏 .
Пусть 𝑢𝑓𝑙 (𝜏) – доля (относительно 𝑁 ) ботов из соответствующей
когорты 𝑓 с мнением 𝑍𝑙 в момент времени 𝜏 . Пусть

𝐴 =
∑︁

𝑓∈[𝑀 ]

𝑛𝑓𝜋𝑓 + 𝑢𝜋𝑀+1 ,

где 𝑛𝑓 – доля нативных агентов с типом Ξ𝑓 , а 𝑢 – доля ботов.
Пусть

𝐵𝑓 (𝜏) =
∑︁
𝑟∈[𝑀 ]

𝑛𝑟𝜋𝑟𝜌𝑓,𝑟 + 𝑢𝑓 (𝜏)𝜋𝑀+1𝜌
𝑓 ,

где 𝑢𝑓 (𝜏) = 𝑢𝑓1(𝜏) + . . . + 𝑢𝑓𝑚(𝜏) – доля когорты с индексом 𝑓 .
Пусть
𝐷𝑓

𝑎(𝜏) =
∑︁
𝑙∈[𝑚]

∑︁
𝑟∈[𝑀 ]

𝑦𝑙,𝑟(𝜏)𝜋𝑟𝜌𝑓,𝑟Δ
𝑓,𝑟
𝑎,𝑙 +

∑︁
𝑙∈[𝑚]

𝑢𝑓𝑙 (𝜏)𝜋𝑀+1𝜌
𝑓Δ𝑓,𝑀+1

𝑎,𝑙 .

Пусть, кроме того,
𝐶𝑓
𝑠,𝑙,𝑘(𝜏) =

∑︁
𝑟∈[𝑀 ]

𝑦𝑙,𝑟(𝜏)𝜋𝑟𝜌𝑓,𝑟Δ
𝑓,𝑟
𝑠,𝑙 𝑝

𝑓,𝑟
𝑠,𝑙,𝑘+𝑢𝑓𝑙 (𝜏)𝜋𝑀+1𝜌

𝑓Δ𝑓,𝑀+1
𝑠,𝑙 𝑝𝑓,𝑀+1

𝑠,𝑙,𝑘 .

Имеет место следующая система дифференциальных урав-
нений:

𝑑𝑦𝑎,𝑓 (𝜏)

𝑑𝜏
=

1

𝐴 ·𝐵𝑓 (𝜏)

[︂ ∑︁
𝑠∈[𝑚]

∑︁
𝑙∈[𝑚]

𝑦𝑠,𝑓 (𝜏)𝜋𝑓𝐶
𝑓
𝑠,𝑙,𝑎(𝜏)−(1)

−𝑦𝑎,𝑓 (𝜏)𝜋𝑓𝐷
𝑓
𝑎(𝜏)

]︂
, 𝑎 ∈ [𝑚], 𝑓 ∈ [𝑀 ].
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Система (1) описывает динамику переменных 𝑦𝑎,𝑓 (𝜏) с уче-
том заданного начального условия
(2) 𝑦𝑎,𝑓 (𝜏0) = 𝑞𝑎,𝑓 , 𝑎 ∈ [𝑚], 𝑓 ∈ [𝑀 ].

Далее будем считать, что величины 𝑞𝑎,𝑓 в (2) удовлетворяют

𝑞𝑎,𝑓 > 0,
∑︁
𝑎∈[𝑚]

𝑞𝑎,𝑓 = 𝑛𝑓 .

Величины 𝐴 и 𝐵𝑓 (𝜏) играют нормировочную роль для рас-
пределений вероятностей, описывающих выбор объекта влияния
и субъекта влияния соответственно. Для более глубокого пони-
мания можно ознакомиться с выводом уравнения (1) в работе [9]
(см. леммы 1 и 2). В свою очередь, величину 𝐶𝑓

𝑠,𝑙,𝑘(𝜏) можно
интерпретировать как агрегированную интенсивность принятия
агентами с мнением 𝑍𝑠 и типом Ξ𝑓 мнения 𝑍𝑘 в результате взаи-
модействия c мнением 𝑍𝑙. При этом усреднение ведется по типу
субъекта влияния: рассматриваются и нативные агенты (первое
слагаемое в выражении для 𝐶𝑓

𝑠,𝑙,𝑘(𝜏)), и боты (второе слагаемое).

Величина 𝐷𝑓
𝑎(𝜏) трудно интерпретируема, ее появление обуслов-

лено введенной гетерогенностью активности агентов и структуры
сети.

4. Задача управления мнениями

Рассмотрим задачу управления мнениями, основанную на
модели среднего поля (1). Будем считать, что управляющий субъ-
ект (далее – УС) определяет мнения ботов, а также составы ко-
горт с тем, чтобы изменить распределение мнений в системе. При
этом предполагаем, что УС никак не влияет на интенсивность
контактов между ботами и нативными агентами – величины за-
даны 𝜌𝑓 и постоянны во времени.

(3) minimize
𝑢(.)

𝐽(𝑢(.)),

𝑑𝑦𝑎,𝑓 (𝜏)
𝑑𝜏 = 1

𝐴·𝐵𝑓 (𝜏)

[︂∑︀
𝑠∈[𝑚]

∑︀
𝑙∈[𝑚] 𝑦𝑠,𝑓 (𝜏)𝜋𝑓𝐶

𝑓
𝑠,𝑙,𝑎(𝜏)− 𝑦𝑎,𝑓 (𝜏)− 𝜋𝑓𝐷

𝑓
𝑎(𝜏)

]︂
,

𝑦𝑎,𝑓 (𝜏0) = 𝑞𝑎,𝑓 , 𝑎 ∈ [𝑚], 𝑓 ∈ [𝑀 ],

𝑢𝑓
𝑙 (𝜏) > 0, 𝑙 ∈ [𝑚], 𝑓 ∈ [𝑀 ],∑︀
𝑙∈[𝑚],𝑓∈[𝑀 ] 𝑢

𝑓
𝑙 (𝜏) = 𝑢.

12
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В задаче управления (3) функционал 𝐽 предполагается ли-
нейным и определяется следующим образом:

(4) 𝐽 = 𝐾

𝜏𝑇∫︁
𝜏0

∑︁
𝛼∈[𝑚]

𝑣𝛼𝑦𝛼(𝜏)𝑑𝜏 +
∑︁
𝛼∈[𝑚]

𝑣𝛼𝑦𝛼(𝜏1),

где 𝜏𝑇 определяет горизонт планирования,
𝑦𝛼(𝜏) =

∑︀
𝑓∈[𝑀 ] 𝑦𝛼,𝑓 (𝜏) – доля нативных агентов, имею-

щих мнение 𝑍𝛼 в момент времени 𝜏, а 𝑣 = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑚) –
заданный вектор весов оптимизации для конкретных мнений,
отражающий интересы УС. Чем больше значение 𝑣𝛼, тем менее
желательно представительство мнения 𝑍𝛼. При этом в работе
[14] было показано, что без ограничения общности задачи можно
ограничиться неотрицательными векторами весов. В (4) пара-
метр 𝐾 > 0 отвечает за относительную важность интегрального
слагаемого функционала.

5. Простейший случай: 𝑚 = 2,𝑀 = 1, система
гомогенна.

Далее будем рассматривать задачу (3) в предположении, что
𝑚 = 2 (два возможных значения мнения) и 𝑀 = 1 (один тип на-
тивных агентов, а значит и всего одна когорта ботов). Без умень-
шения общности, пусть 𝜏0 = 0 и 𝜏1 = 𝑇 . Также будем считать,
что все параметры стохастичной блочной модели равны друг дру-
гу, как и параметры активности агентов. В результате они сокра-
щаются в числителе и знаменателе (1). Также будем считать, что
алгоритм персонализации «отключен»: все Δ𝑓,𝑟

𝑠,𝑙 = 1
Запишем одно из уравнений системы (1) для описываемого

случая (второе рассматривать не имеет смысла, так как оно ком-
плементарно первому в силу 𝑦1,1 + 𝑦2,1 = 1 − 𝑢). Для краткости
опустим аргумент времени 𝜏 :

𝑑𝑦1,1
𝑑𝜏

=
2∑︁

𝑠=1

2∑︁
𝑙=1

𝑦𝑠,1

[︂
𝑦𝑙,1𝑝

1,1
𝑠,𝑙,1 + 𝑢1𝑙 𝑝

1,2
𝑠,𝑙,1

]︂
− 𝑦1,1 =(5)

=

2∑︁
𝑠=1

𝑦𝑠,1

[︂
𝑦1,1𝑝

1,1
𝑠,1,1 + 𝑢11𝑝

1,2
𝑠,1,1 + 𝑦2,1𝑝

1,1
𝑠,2,1 + 𝑢12𝑝

1,2
𝑠,2,1

]︂
− 𝑦1,1 =

13
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= 𝑦1,1

[︂
𝑦1,1𝑝

1,1
1,1,1 + 𝑢11𝑝

1,2
1,1,1 + 𝑦2,1𝑝

1,1
1,2,1 + 𝑢12𝑝

1,2
1,2,1

]︂
+

+𝑦2,1

[︂
𝑦1,1𝑝

1,1
2,1,1 + 𝑢11𝑝

1,2
2,1,1 + 𝑦2,1𝑝

1,1
2,2,1 + 𝑢12𝑝

1,2
2,2,1

]︂
− 𝑦1,1.

Также для краткости будем игнорировать индексы типов
и когорт (так как всего один тип нативных агентов и одна когор-
та ботов), используя обозначения 𝑦1 = 𝑦1,1, 𝑦2 = 𝑦2,1, 𝑢1 = 𝑢11,
𝑢2 = 𝑢12:

𝑑𝑦1
𝑑𝜏

= 𝑦1

[︂
𝑦1𝑝

1,1
1,1,1 + 𝑢1𝑝

1,2
1,1,1 + 𝑦2𝑝

1,1
1,2,1 + 𝑢2𝑝

1,2
1,2,1

]︂
+𝑦2

[︂
𝑦1𝑝

1,1
2,1,1 + 𝑢1𝑝

1,2
2,1,1 + 𝑦2𝑝

1,1
2,2,1 + 𝑢2𝑝

1,2
2,2,1

]︂
− 𝑦1.

При сделанных предположениях целевой функционал (4)
принимает вид

(6) 𝐽 = 𝐾

𝑇∫︁
0

(𝑣1𝑦1(𝜏) + 𝑣1𝑦2(𝜏))𝑑𝜏 + 𝑣1𝑦1,1(𝑇 ) + 𝑣1𝑦2,1(𝑇 ).

При этом содержательно рассматривать только два вектора
весов: 𝑣 = (0, 1) или 𝑣 = (1, 0). Действительно, пусть, без огра-
ничения общности, 𝑣2 > 𝑣1. Тогда, представляя 𝑣2 = 𝑣1 + 𝑣′, где
𝑣′ > 0, можно вынести 𝑣1 из интегрального и терминального сла-
гаемых (6), после чего воспользоваться тем, что 𝑦1 + 𝑦2 = 1− 𝑢.
Таким образом из функционала выносится константа и остаётся

𝐽𝑛𝑒𝑤 = 𝐾

𝑇∫︁
0

𝑣′ · 𝑦2(𝜏)𝑑𝜏 + 𝑣′𝑦2(𝑇 ).

Также не имеет смысла рассматривать ситуацию 𝑣 = (0, 𝑣′)
для 𝑣′ ̸= 1, так как данная константа входит в функционал муль-
типликативно.

Далее будем рассматривать случай, когда 𝑣 = (0, 1), т.е. УС
стремится минимизировать распространенность мнения 𝑍2 в си-
стеме. В таком случае

𝐽 = 𝐾

𝑇∫︁
0

𝑦2(𝜏)𝑑𝜏 + 𝑦2(𝑇 ).
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Распишем 𝐽 как сумму интегралов с шагом 𝜀 > 0, стремя-
щимся к нулю:

𝐽 = 𝐾

(︂𝑇
𝜀
−1∑︁

𝑖=0

(𝑖+1)𝜀∫︁
𝑖𝜀

𝑦2(𝜏)𝑑𝜏

)︂
+ 𝑦2(𝑇 ).

Далее приблизим каждый из этих интегралов суммой
(𝑖+1)𝜀∫︁
𝑖𝜀

𝑦2(𝜏)𝑑𝜏 =
𝑦2(𝑖𝜀) + 𝑦2((𝑖+ 1)𝜀)

2
.

Получаем

𝐽 =
𝐾

2
𝑦2(0) +𝐾

𝑇
𝜀
−1∑︁

𝑖=1

𝑦2(𝑖𝜀) +

(︂
𝐾

2
+ 1

)︂
𝑦2(𝑇 ).

С учётом 𝑦1 + 𝑦2 = 1− 𝑢 минимизация 𝐽 эквивалентна мак-
симизации функционала

(7) 𝐽* =
𝐾

2
𝑦1(0) +𝐾

𝑇
𝜀
−1∑︁

𝑖=1

𝑦1(𝑖𝜀) +

(︂
𝐾

2
+ 1

)︂
𝑦1(𝑇 ).

Для удобства параметризуем таблицы переходов (для рас-
сматриваемого случая необходимо определить две таблицы пе-
реходов – внутренних взаимодействий (нативных) агентов 𝑃 1,1

и влияния ботов на нативных агентов 𝑃 1,2) следующим образом:

(8) 𝑃 1,𝑖
1 =

[︂
1− 𝛼1,𝑖 𝛼1,𝑖

1− 𝛽1,𝑖 𝛽1,𝑖

]︂
, 𝑃 1,𝑖

2 =

[︂
𝛾1,𝑖 1− 𝛾1,𝑖
𝛿1,𝑖 1− 𝛿1,𝑖

]︂
.

Поскольку в рамках данной работы будет рассматриваться
только случай 𝑀 = 1, то в представлении (8) можно отказаться от
фрагмента «1,» нижнего индекса у компонент таблиц переходов:

𝑃 1,𝑖
1 =

[︂
1− 𝛼𝑖 𝛼𝑖

1− 𝛽𝑖 𝛽𝑖

]︂
, 𝑃 1,𝑖

2 =

[︂
𝛾𝑖 1− 𝛾𝑖
𝛿𝑖 1− 𝛿𝑖

]︂
.

Сформулируем основополагающий результат данной рабо-
ты.

Теорема 1. Справедливы следующие утверждения:
1. Пусть 𝛾2 = 𝛿2 и 𝛽2 = 𝛼2 > 0. Тогда оптимальным будет

любое допустимое управление.
2. Пусть 𝛾2 < 𝛿2 и 𝛽2 − 𝛼2 − 𝛾2 + 𝛿2 6 0 или 𝛾2 = 𝛿2

и 𝛽2 − 𝛼2 < 0. Тогда оптимальным будет управление 𝑢1(𝜏) ≡ 0.
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3. Пусть 𝛾2 > 𝛿2 и 𝛽2 − 𝛼2 − 𝛾2 + 𝛿2 > 0 или 𝛾2 = 𝛿2
и 𝛽2 − 𝛼2 > 0. Тогда оптимальным будет управление 𝑢1(𝜏) ≡ 𝑢.

Доказательство. Запишем дифференциальное уравнение
(5) при помощи следующей разностной схемы:
𝑦1((𝑖+ 1)𝜀)− 𝑦1(𝑖𝜀)

𝜀
= 𝑦1(𝑖𝜀)

[︂
𝑦1(𝑖𝜀)(1− 𝛼1) + 𝑢1(𝑖𝜀)(1− 𝛼2)+

+(1− 𝑢− 𝑦1(𝑖𝜀))(1− 𝛽1) + (𝑢− 𝑢1(𝑖𝜀))(1− 𝛽2)

]︂
+

+(1− 𝑢− 𝑦1(𝑖𝜀))

[︂
𝑦1(𝑖𝜀)𝛾1 + 𝑢1(𝑖𝜀)𝛾2 + (1− 𝑢− 𝑦1(𝑖𝜀))𝛿1+

+(𝑢− 𝑢1(𝑖𝜀))𝛿2

]︂
− 𝑦1(𝑖𝜀), 𝑖 = 0, 1, . . . ,

𝑇

𝜀
− 1.

Отсюда получаем

(9) 𝑦1((𝑖+ 1)𝜀) = 𝜀

[︂
Φ(𝑖𝜀) + 𝑢1(𝑖𝜀)Ψ(𝑖𝜀)

]︂
,

где
(10)

Φ(𝑖𝜀) = 𝑦21(𝑖𝜀)(1− 𝛼1) + 𝑦1(𝑖𝜀)(1− 𝑢− 𝑦1(𝑖𝜀))(1− 𝛽1)+

+𝑢(1− 𝛽2)𝑦1(𝑖𝜀) + (1− 𝑢− 𝑦1(𝑖𝜀))𝑦1(𝑖𝜀)𝛾1,1 + (1− 𝑢− 𝑦1(𝑖𝜀))×

×(1− 𝑢− 𝑦1(𝑖𝜀))𝛿1 + (1− 𝑢− 𝑦1(𝑖𝜀))𝑢𝛿2 + (
1

𝜀
− 1)𝑦1(𝑖𝜀)

и
(11) Ψ(𝑖𝜀) = 𝑦1(𝑖𝜀)

[︁
𝛽2 − 𝛼2 − 𝛾2 + 𝛿2

]︁
+ (1− 𝑢)(𝛾2 − 𝛿2).

Заметим, что в силу фазовых ограничений все слагаемые
(10) неотрицательны и поэтому имеет место Φ(𝑖𝜀) > 0. В этом
случае максимизация 𝑦1((𝑖+ 1)𝜀) при известном значении 𝑦1(𝑖𝜀)
относительно переменной управления 𝑢1(𝑖𝜀), требуемая функци-
оналом (7), обусловлена лишь выражением (11).

Пусть 𝑖 = 𝑇
𝜀 − 1 и значение 𝑦1(𝑖𝜀) задано. Определим управ-

ление, оптимальное на промежутке [𝑇 −𝜀, 𝑇 ]. Для этого рассмот-
рим следующие альтернативы:

1. Пусть 𝛾2 = 𝛿2. Рассмотрим два возможных случая:
а. Если 𝑦1(𝑖𝜀) = 0, то 𝑢1(𝑖𝜀) – любое из множества допусти-

мых управлений [0, 𝑢].
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б. Пусть 𝑦1(𝑖𝜀) > 0. Если 𝛽2 − 𝛼2 > 0, то тогда 𝑢1(𝑖𝜀) дол-
жен принимать максимальное значение из множества допусти-
мых управлений, т.е. 𝑢. Если 𝛽2 − 𝛼2 < 0, то 𝑢1(𝑖𝜀) должен при-
нимать минимальное значение из множества допустимых управ-
лений, т.е. 0. Если 𝛽2 − 𝛼2 = 0, то оптимальным будет любое
управление.

2. Пусть 𝛾2 < 𝛿2. Рассмотрим два возможных случая:
а. Если 𝛽2−𝛼2−𝛾2+𝛿2 6 0, то неравенство Ψ(𝑖𝜀) < 0 будет

выполнено для любого значения 𝑦1(𝑖𝜀). Тогда оптимальным будет
управление 𝑢1(𝑖𝜀) = 0.

б. Пусть 𝛽2 −𝛼2 − 𝛾2 + 𝛿2 > 0. Неравенство Ψ(𝑖𝜀) > 0 будет
выполнено при

(12) 𝑦1(𝑖𝜀) > Θ,

где

(13) Θ =
(1− 𝑢)(𝛿2 − 𝛾2)

𝛽2 − 𝛼2 − 𝛾2 + 𝛿2
.

В таком случае оптимальным будет управление 𝑢1(𝑖𝜀) = 𝑢.
Если (12) не выполнено, то тогда оптимальным будет управление
𝑢1(𝑖𝜀) = 0.

3. Пусть 𝛾2 > 𝛿2. Рассмотрим два возможных случая:
а. Если 𝛽2 − 𝛼2 − 𝛾2 + 𝛿2 > 0, то неравенство Ψ(𝑖𝜀) > 0 вы-

полнено для любого значения 𝑦1(𝑖𝜀). В этом случае оптимальным
будет управление 𝑢1(𝑖𝜀) = 𝑢.

б. Пусть 𝛽2 − 𝛼2 − 𝛾2 + 𝛿2 < 0. В таком случае неравенство
Ψ(𝑖𝜀) > 0 выполнено при условии

(14) 𝑦(𝑖𝜀) < Θ.

Тогда оптимальным будет управление 𝑢1(𝑖𝜀) = 𝑢. Если
(14) не выполнено, то тогда оптимальным будет управление
𝑢1(𝑖𝜀) = 0.

Используя данные наблюдения и принцип оптимальности
Беллмана, строим оптимальное управление для всего промежутка
[0, 𝑇 ] и получаем утверждение теоремы. �
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Отметим, что теорема 1 не исчерпывает все возможные ком-
бинации параметров модели: в ее доказательстве описаны слу-
чаи, которые не вошли в итоговую формулировку. Их мы рас-
смотрим отдельно. Начнем с ситуации, описанной в случае 1а.
Тогда 𝑦(𝑇 ) = (1 − 𝑢)2𝛿1 + (1 − 𝑢)𝑢𝛿2 и имеет место следующее
утверждение.

Утверждение 1. Пусть 𝛾2 = 𝛿2 и 𝛿1 = 0, 𝛿2 = 0. Пусть для
некоторого 𝜏1 имеет место 𝑦1(𝜏1) = 0. Тогда для 𝜏 > 𝜏1 любое
допустимое управление будет оптимальным.

Для случаев 2б и 3б оптимальная стратегия в каждый момент
времени определена однозначно, но зависит от текущего состоя-
ния системы. Следующие две теоремы показывают, что для этих
случаев число возможных переключений не превосходит одного.

Теорема 2. Пусть 𝛾2 > 𝛿2 и 𝛽2−𝛼2−𝛾2+ 𝛿2 < 0. Тогда оп-
тимальное управление в момент времени 𝜏 зависит от текущего
состояния системы 𝑦1(𝜏) и имеет следующую структуру:

(15) 𝑢1(𝜏) =

{︃
𝑢, если 𝑦1(𝜏) < Θ,

0 иначе.
При этом если УС применяет управление (15), то число воз-

можных переключений с 𝑢1(𝜏) = 0 на 𝑢1(𝜏) = 𝑢 не превосходит
одного.

Доказательство. Из-за характера уравнения (5) при соблю-
дении оптимального управления после попадания системы в зону
фазового пространства

𝑦1 < Θ

при некотором 𝜏 система и далее будет оставаться в этой зоне.
Действительно, в силу (9) при 𝜀 → 0, 𝑢1(𝑖𝜀) = 𝑢 и 𝑦1(𝑖𝜀) < Θ бу-
дет выполнено 𝑦1((𝑖+1)𝜀) > 𝑦1(𝑖𝜀). Это обусловлено последним
слагаемым в (10), которое после умножения на 𝜀 и предельного
перехода становится равным 𝑦1(𝑖𝜀). В таком случае для достаточ-
но малого 𝜀 будет иметь место 𝑦1((𝑖+ 1)𝜀) = 𝑦1(𝑖𝜀) + Ω, где Ω –
некоторая небольшая неотрицательная величина. Следовательно,
момент переключения оптимального управления, если он будет,
произойдёт один раз. �
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Теорема 3. Пусть 𝛾2 < 𝛿2 и 𝛽2−𝛼2−𝛾2+ 𝛿2 > 0. Тогда оп-
тимальное управление в момент времени 𝜏 зависит от текущего
состояния системы 𝑦1(𝜏) и имеет следующую структуру:

(16) 𝑢1(𝜏) =

{︃
𝑢, если 𝑦1(𝜏) > Θ,

0 иначе.
При этом если УС применяет управление (16), то число воз-

можных переключений с 𝑢1(𝜏) = 𝑢 на 𝑢1(𝜏) = 0 не превосходит
одного.

Доказательство. Доказывается аналогично теореме 2. �
Возникает вопрос: может ли быть найдено время переключе-

ния управления (при условии, что оно принадлежит целевому от-
резку [0, 𝑇 ]) для ситуаций, рассмотренных в теоремах 2 и 3. Для
определенности предположим, что выполнено условие теоремы 2
и 𝑦1(0) < Θ. В таком случае необходимо решить уравнение (5)
при 𝑢1(𝜏) ≡ 0 подобно тому, как это было сделано в работе [8], и
после этого определить 𝜏0, при котором 𝑦1(𝜏𝜃) = Θ. Для нахожде-
ния оптимальной траектории уравнение (5) необходимо решить
для нового начального условия 𝑦1(𝜏𝜃) = Θ при 𝑢1(𝜏) ≡ 𝑢. Может
так случиться, что 𝜏𝜃 > 𝑇. В этом случае оптимальное на отрезке
[0, 𝑇 ] управление будет иметь вид 𝑢1(𝜏) ≡ 0.

В конце данного раздела отметим, что случай 𝑣 = (1, 0) раз-
бирается аналогичным образом. Все результаты будут такими же
с точностью до замены 𝑢1 на 𝑢2 и 𝑦1 на 𝑦2.

6. Основной случай: 𝑚 = 2,𝑀 = 1, гетерогенная
система.

Теперь рассмотрим случай 𝑚 = 2,𝑀 = 1 в рамках наиболее
общей постановки: с гетерогенностью уровней активностей аген-
тов, модулярностью структуры сети и алгоритмом персонализа-
ции. Так же, как и в предыдущем разделе, будем использовать
обозначения 𝑦1 = 𝑦1,1, 𝑦2 = 𝑦2,1, 𝑢1 = 𝑢11, 𝑢2 = 𝑢12 и параметри-
зацию таблицы переходов (8).

Для рассматриваемого случая в уравнении (1) возможны
только две комбинации индексов типов: (1, 1) и (1, 2). Для удоб-

19



Управление большими системами. Выпуск 115

ства первую комбинацию будем заменять пустым верхним ин-
дексом, а вторую – индексом 𝑢. Аналогично нижним индексом
𝑢 будем отмечать переменные активности и сетевой структуры,
описывающие агентов управления:

𝜋 = 𝜋1, 𝜋𝑢 = 𝜋2, 𝜌 = 𝜌1,1, 𝜌
𝑢 = 𝜌1,2

Кроме того, при 𝑀 = 1 имеет место 𝑢1(𝜏) = 𝑢, поэтому
для краткости будем писать 𝐵 = 𝐵1(𝜏) (напомним, что величина
𝐵𝑓 (𝜏) была определена в начале раздела 3). Помимо этого введем
следующие обозначения:

Π𝑠,𝑙 = 𝜋𝜌Δ𝑠,𝑙, Π𝑢
𝑠,𝑙 = 𝜋𝑢𝜌

𝑢Δ𝑢
𝑠,𝑙.

С учетом вышесказанного получим

𝑑𝑦1
𝑑𝜏

=
𝜋

𝐴𝐵

[︂ 2∑︁
𝑠=1

2∑︁
𝑙=1

𝑦𝑠,1𝐶𝑠,𝑙,1 − 𝑦1𝐷1(𝜏)

]︂
=(17)

=
𝜋

𝐴𝐵

[︂
𝑦1

(︁
𝑦1Π1,1𝑝1,1,1 + 𝑢1 ·Π𝑢

1,1𝑝
𝑢
1,1,1 + 𝑦2Π1,2𝑝1,2,1 + 𝑢2Π

𝑢
1,2𝑝

𝑢
1,2,1

)︁
+

+𝑦2

(︁
𝑦1Π2,1𝑝2,1,1 + 𝑢1 ·Π𝑢

2,1𝑝
𝑢
2,1,1 + 𝑦2Π2,2𝑝2,2,1 + 𝑢2Π

𝑢
2,2𝑝

𝑢
2,2,1

)︁
−

−𝑦1𝐷1(𝜏)

]︂
.

Теорема 1 из предыдущего раздела допускает естественное
обобщение на рассматриваемый в данном разделе гетерогенный
случай.

Теорема 4. Справедливы следующие утверждения:
1. Пусть Δ𝑢

2,1𝛾2 = Δ𝑢
2,2𝛿2 и Δ𝑢

1,2𝛽2 = Δ𝑢
1,1𝛼2 > 0. Тогда

оптимальным будет любое допустимое управление.
2. Пусть Δ𝑢

2,1𝛾2 < Δ𝑢
2,2𝛿2 и Δ𝑢

1,2𝛽2 − Δ𝑢
1,1𝛼2 − Δ𝑢

2,1𝛾2+
+Δ𝑢

2,2𝛿2 6 0 или Δ𝑢
2,1𝛾2 = Δ𝑢

2,2𝛿2 и Δ𝑢
1,2𝛽2 − Δ𝑢

1,1𝛼2 < 0.
Тогда оптимальным будет управление 𝑢1(𝜏) ≡ 0.

3. Пусть Δ𝑢
2,1𝛾2 > Δ𝑢

2,2𝛿2 и Δ𝑢
1,2𝛽2 − Δ𝑢

1,1𝛼2 − Δ𝑢
2,1𝛾2 +

Δ𝑢
2,2𝛿2 > 0 или Δ𝑢

2,1𝛾2 = Δ𝑢
2,2𝛿2 и Δ𝑢

1,2𝛽2 − Δ𝑢
1,1𝛼2 > 0. Тогда

оптимальным будет управление 𝑢1(𝜏) ≡ 𝑢.
Доказательство. Рассматривая разностную схему, ана-

логичную описанной в предыдущем разделе, применительно
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к уравнению (17) получим

𝑦1((𝑖+ 1)𝜀) =
𝜋𝜀

𝐴𝐵

[︂
Φ(𝑖𝜀) + 𝑢1(𝑖𝜀)Ψ(𝑖𝜀)

]︂
,

где
Φ(𝑖𝜀) = 𝑦21(𝑖𝜀)Π1,1(1− 𝛼1)+(18)

+𝑦1(𝑖𝜀)(1− 𝑢− 𝑦1(𝑖𝜀))Π1,2(1− 𝛽1) + 𝑢(1− 𝛽2)Π
𝑢
1,2𝑦1(𝑖𝜀)+

+(1− 𝑢− 𝑦1(𝑖𝜀))𝑦1(𝑖𝜀)Π2,1𝑝2,1,1𝛾1+

+(1−𝑢−𝑦1(𝑖𝜀))(1−𝑢−𝑦1(𝑖𝜀))Π2,2𝛿1+(1−𝑢−𝑦1(𝑖𝜀))𝑢Π
𝑢
2,2𝛿2+

+
(︁ 1

𝜋𝜀/(𝐴𝐵)
−𝑄(𝑖𝜀)

)︁
𝑦1(𝑖𝜀)

и
Ψ(𝑖𝜀)=𝜋𝑢𝜌𝑢

[︁
𝑦1(𝑖𝜀)

(︁
Δ𝑢

1,2𝛽2−Δ𝑢
1,1𝛼2−Δ𝑢

2,1𝛾2+Δ𝑢
2,2𝛿2

)︁
+(19)

+(1− 𝑢)(Δ𝑢
2,1𝛾2 −Δ𝑢

2,2𝛿2)
]︁
.

В (18) в качестве 𝑄 взято
𝑄 = −𝑦1𝜋𝜌Δ1,1 − (1− 𝑢− 𝑦1)𝜋𝜌Δ1,2 − 𝑢Π𝑢

1,2.

Заметим, что в силу фазовых ограничений все слагаемые
(18) неотрицательны и поэтому имеет место Φ(𝑖𝜀) > 0. Если
для первых шести слагаемых это очевидно, то для последнего
мы пользуемся тем, что 𝑄 ограничено сверху максимумом из
𝜋𝜌Δ1,1, 𝜋𝜌Δ1,1 и 𝜋𝑢𝜌𝑢Δ

𝑢
1,2, каждое из которых является конеч-

ным числом. Таким образом, максимизация 𝑦1((𝑖 + 1)𝜀) при из-
вестном значении 𝑦1(𝑖𝜀) относительно переменной управления
𝑢1(𝑖𝜀), требуемая функционалом (7), обусловлена лишь выраже-
нием (19).

Пусть 𝑖 = 𝑇
𝜀 − 1 и значение 𝑦1(𝑖𝜀) задано. Определим управ-

ление, оптимальное на промежутке [𝑇 −𝜀, 𝑇 ]. Для этого рассмот-
рим следующие альтернативы:

1. Пусть Δ𝑢
2,1𝛾2 = Δ𝑢

2,2𝛿2. Рассмотрим два возможных слу-
чая:

а. Если 𝑦1(𝑖𝜀) = 0, то 𝑢1(𝑖𝜀) – любое из множества допусти-
мых управлений [0, 𝑢].

б. Пусть 𝑦1(𝑖𝜀) > 0. Если Δ𝑢
1,2𝛽2 − Δ𝑢

1,1𝛼2 > 0, то 𝑢1(𝑖𝜀)
должен принимать максимальное значение из множества допу-
стимых управлений, т.е. 𝑢. Если Δ𝑢

1,2𝛽2 − Δ𝑢
1,1𝛼2 < 0, то 𝑢1(𝑖𝜀)
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должен принимать минимальное значение из множества допусти-
мых управлений, т.е. 0. Если Δ𝑢

1,2𝛽2 −Δ𝑢
1,1𝛼2 = 0, то оптималь-

ным будет любое управление.
2. Пусть Δ𝑢

2,1𝛾2 < Δ𝑢
2,2𝛿2. Рассмотрим два возможных слу-

чая:
а. Если Δ𝑢

1,2𝛽2−Δ𝑢
1,1𝛼2−Δ𝑢

2,1𝛾2+Δ𝑢
2,2𝛿2 6 0, то неравенство

Ψ(𝑖𝜀) < 0 будет выполнено для любого значения 𝑦1(𝑖𝜀). Поэтому
оптимальным будет управление 𝑢1(𝑖𝜀) = 0.

б. Пусть Δ𝑢
1,2𝛽2−Δ𝑢

1,1𝛼2−Δ𝑢
2,1𝛾2+Δ𝑢

2,2𝛿2 > 0. Неравенство
Ψ(𝑖𝜀) > 0 будет выполнено при 𝑦1(𝑖𝜀) > ϒ, где

ϒ =
(1− 𝑢)(Δ𝑢

2,2𝛿2 −Δ𝑢
2,1𝛾2)

Δ𝑢
1,2𝛽2 −Δ𝑢

1,1𝛼2 −Δ𝑢
2,1𝛾2 +Δ𝑢

2,2𝛿2
.

В таком случае оптимальным будет управление 𝑢1(𝑖𝜀) = 𝑢.
Если 𝑦1(𝑖𝜀) 6 ϒ, то тогда оптимальным будет управление
𝑢1(𝑖𝜀) = 0.

3. Пусть Δ𝑢
2,1𝛾2 > Δ𝑢

2,2𝛿2. Рассмотрим два возможных слу-
чая:

а. Если Δ𝑢
1,2𝛽2 −Δ𝑢

1,1𝛼2 −Δ𝑢
2,1𝛾2 + Δ𝑢

2,2𝛿2 > 0, то неравен-
ство Ψ(𝑖𝜀) > 0 выполнено для любого значения 𝑦1(𝑖𝜀). Поэтому
оптимальным будет управление 𝑢1(𝑖𝜀) = 𝑢.

б. Пусть Δ𝑢
1,2𝛽2 − Δ𝑢

1,1𝛼2 − Δ𝑢
2,1𝛾2 + Δ𝑢

2,2𝛿2 < 0. В таком
случае неравенство Ψ(𝑖𝜀) > 0 выполнено при 𝑦(𝑖𝜀) < ϒ. Тогда
оптимальным будет управление 𝑢1(𝑖𝜀) = 𝑢. Если 𝑦(𝑖𝜀) > ϒ, то
тогда оптимальным будет управление 𝑢1(𝑖𝜀) = 0.

Применение приципа оптимальности Беллмана заканчивает
доказательство данной теоремы. �

Теорема 4 не исчерпывает все возможные комбинации пара-
метров модели: в ее доказательстве описаны случаи, которые не
вошли в итоговую формулировку. Их мы рассмотрим отдельно.
Начнем с ситуации, описанной в случае 1а. Тогда имеет место
𝑦(𝑇 ) = (1 − 𝑢)22,2𝛿1 + (1 − 𝑢)𝑢2,2𝛿2 и справедливо следующее
утверждение.

Утверждение 2. Пусть Δ𝑢
2,1𝛾2 = Δ𝑢

2,2𝛿2 и 𝛿1 = 0, 𝛿2 = 0.
Пусть для некоторого 𝜏1 имеет место 𝑦1(𝜏1) = 0. Тогда для
𝜏 > 𝜏1 любое допустимое управление будет оптимальным.
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Для случаев 2б и 3б оптимальная стратегия в каждый момент
времени определена однозначно, но зависит от текущего состоя-
ния системы. Следующие две теоремы показывают, что для этих
случаев число возможных переключений не превосходит одного.

Теорема 5. Пусть Δ𝑢
2,1𝛾2 > Δ𝑢

2,2𝛿2 и Δ𝑢
1,2𝛽2 − Δ𝑢

1,1𝛼2−
−Δ𝑢

2,1𝛾2 + Δ𝑢
2,2𝛿2 < 0. Тогда оптимальное управление в мо-

мент времени 𝜏 зависит от текущего состояния системы 𝑦1(𝜏)
и устроено следующим образом:

(20) 𝑢1(𝜏) =

{︃
𝑢, если 𝑦1(𝜏) < ϒ,

0 иначе.
При этом если УС применяет управление (20), то число воз-

можных переключений с 𝑢1(𝜏) = 0 на 𝑢1(𝜏) = 𝑢 не превосходит
одного.

Доказательство. Из-за характера уравнения (5) при соблю-
дении оптимального управления после попадания системы в зону
фазового пространства

𝑦1 < ϒ

при некотором 𝜏 система и далее будет оставаться в этой зоне.
Действительно, в силу (9) при 𝜀 → 0, 𝑢1(𝑖𝜀) = 𝑢 и 𝑦1(𝑖𝜀) < ϒ бу-
дет выполнено 𝑦1((𝑖+1)𝜀) > 𝑦1(𝑖𝜀). Это обусловлено последним
слагаемым в (18), которое после умножения на 𝜀 и предельного
перехода становится равным 𝑦1(𝑖𝜀). В таком случае для достаточ-
но малого 𝜀 будет иметь место 𝑦1((𝑖+ 1)𝜀) = 𝑦1(𝑖𝜀) + Ω̂, где Ω̂ –
некоторая небольшая неотрицательная величина. Следовательно,
момент переключения оптимального управления, если он будет,
произойдёт один раз. �

Теорема 6. Пусть Δ𝑢
2,1𝛾2 < Δ𝑢

2,2𝛿2 и Δ𝑢
1,2𝛽2 − Δ𝑢

1,1𝛼2−
−Δ𝑢

2,1𝛾2 + Δ𝑢
2,2𝛿2 > 0. Тогда оптимальное управление в мо-

мент времени 𝜏 зависит от текущего состояния системы 𝑦1(𝜏)
и устроено следующим образом:

(21) 𝑢1(𝜏) =

{︃
𝑢, если 𝑦1(𝜏) > ϒ,

0 иначе.

23



Управление большими системами. Выпуск 115

При этом если УС применяет управление (21), то тогда
число возможных переключений с 𝑢1(𝜏) = 𝑢 на 𝑢1(𝜏) = 0 не
превосходит одного.

Доказательство. Доказывается аналогично теореме 5. �
При этом метод нахождения времени переключения управ-

ления в теоремах 5 и 6 аналогичен тому, который был описан в
разделе 5.

В конце данного раздела отметим, что случай 𝑣 = (1, 0) раз-
бирается аналогичным образом. Все результаты будут такими же
с точностью до замены 𝑢1 на 𝑢2 и 𝑦1 на 𝑦2.

7. Примеры

Проиллюстрируем полученные результаты на конкретных
примерах. Из доказанного выше следует, что оптимальные стра-
тегии управления определяются лишь тем, как нативные агенты
воспринимают влияние ботов алгоритмом ранжирования, а точ-
нее той его составляющей, которая отвечает за взаимодействие
ботов с нативными агентами и, возможно, текущим состоянием
фазовых переменных. Во всех трех нижеследующих примерах
будем рассматривать матрицы 𝑃 1,2

1 и 𝑃 1,2
2 , определенные следу-

ющим образом:

(22) 𝑃 1,𝑖
1 =

[︂
0,975 0,025
0,952 0,048

]︂
, 𝑃 1,𝑖

2 =

[︂
0,066 0,934
0,049 0,951

]︂
,

т.е.
𝛼2 = 0,025, 𝛽2 = 0,048, 𝛾2 = 0,066, 𝛿2 = 0,049.

Эти параметры были взяты из таблицы переходов, откалиб-
рованной на эмпирических данных из онлайновой социальной
сети ВКонтакте (более подробно см. [12]).

Заметим, что для компонент (22) имеют место неравенства
𝛽2 > 𝛼2 и 𝛾2 > 𝛿2, означающие, что сила эффекта конформиз-
ма (изменение мнения на противоположное в результате влияния
со стороны противоположного мнения – вероятности 𝛽2 и 𝛾2) вы-
ше, чем сила эффекта антиконформизма (изменение мнения на
противоположное в результате влияния со стороны когерентного
мнения – вероятности 𝛼2 и 𝛿2) для каждого из мнений 𝑍1 и 𝑍2.
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Отсюда можно предположить, что для вектора весов 𝑣 = (0, 1)
(цель УС – максимизировать представленность мнения 𝑍1 в си-
стеме) оптимальной будет стратегия 𝑢1(𝜏) ≡ 𝑢 (т.е. боты долж-
ны транслировать мнение 𝑍1), а для вектора весов 𝑣 = (1, 0) –
𝑢1(𝜏) ≡ 0 (боты должны пропагандировать мнение 𝑍2), по край-
ней мере в случае, когда алгоритмы ранжирования отключены.

В целом отметим, что ситуация, когда для продвижения в об-
ществе некоторой точки зрения (скажем, 𝑍1) необходимо распро-
странять аргументы, ей противоречащие (боты должны транс-
лировать мнение 𝑍2), кажется достаточно абсурдной. Безуслов-
но, соответствующая искусственная настройка компонент табли-
цы переходов может привести к такому исходу (см. теорему 1,
второй случай), однако эмпирические исследования показывают,
что конформизм (ассимилятивное влияние) играет более важную
роль в формировании мнений людей в социальных группах, чем
антиконформизм/диссимилятивное влияние (см. [6, 19]). Отме-
тим также, что подобного рода эффекты возможны, когда азбука
мнений ординальна и состоит из нескольких элементов. В таком
случае могут существовать более сложные траектории влияния,
к примеру, в случае ограниченного доверия (см. [14]).

Теперь проанализируем стратегии управления, которые сле-
дуют из доказанных выше теорем. Сначала рассмотрим простей-
ший случай, описанный в разделе 5, т.е. будем считать, что алго-
ритмы ранжирования отключены.

7.1. Пример 1
Пусть 𝑣 = (0, 1), т.е. цель УС – максимизировать представ-

ленность мнения 𝑍1 в системе. Для рассматриваемой социальной
системы имеют место неравенства 𝛾2 > 𝛿2 и 𝛽2−𝛼2−𝛾2+𝛿2 > 0.
Это означает, что выполнены условия случая 3 теоремы 1. Сле-
довательно, оптимальным будет управление 𝑢1(𝜏) ≡ 𝑢, т.е. все
боты должны транслировать первое мнение.

7.2. Пример 2
Вместо того чтобы рассматривать противоположный случай

𝑣 = (1, 0), когда УС старается максимизировать число адептов
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мнения 𝑍2, инвертируем таблицу переходов (22):

𝑃 1,𝑖
1 =

[︂
0,951 0,049
0,934 0,066

]︂
, 𝑃 1,𝑖

2 =

[︂
0,048 0,952
0,025 0,975

]︂
и будем рассматривать вектор весов 𝑣 = (0, 1). Имеют место
неравенства 𝛾2 > 𝛿2 и 𝛽2 − 𝛼2 − 𝛾2 + 𝛿2 < 0. Это соответствует
условиям, описанным в теореме 2. В таком случае оптимальное
управление имеет вид

𝑢1(𝜏) =

{︃
𝑢, если 𝑦1(𝜏) < Θ,

0 иначе.

Для рассматриваемой социальной системы Θ = (1 − 𝑢)236 .
Попытаемся понять, возможно ли выполнение неравенства 𝑦1 >
Θ в принципе. Пусть оно выполнено. Тогда

𝑦1 > (1− 𝑢)
23

6
= 𝑛

23

6
> 𝑦1

23

6
,

что возможно, только если 𝑦1 = 0 и Θ = 0, откуда следует 𝑢 = 1,
что не имеет смысла.

Таким образом, оптимальным управлением будет 𝑢1(𝜏) ≡ 𝑢.
Это означает, что для таблицы переходов (22) с вектором ве-
сов 𝑣 = (1, 0) оптимальным будет управление 𝑢2(𝜏) ≡ 𝑢 – для
продвижения точки зрения 𝑍2 в обществе все социальные боты
должны транслировать аргументы в ее поддержку.

7.3. Пример 3
Результаты предыдущих двух примеров подтвердили наши

гипотезы. Теперь предположим, что алгоритм ранжирования ак-
тивирован и вектор весов задан как 𝑣 = (0, 1). Рассмотрим следу-
ющий класс алгоритмов ранжирования, параметризуемый двумя
коэффициентами:

Δ𝑢
1,1 = Δ𝑢

1,1 = 𝑥,

Δ𝑢
1,2 = Δ𝑢

2,1 = 𝑦.

При 𝑥 > 𝑦 алгоритм ранжирования поощряет контакты меж-
ду агентами с одинаковыми мнениями (в таких случаях говорят,
что имеет место гомофилия1 ), а при 𝑥 < 𝑦 больший приоритет

1 Считается, что алгоритмы ранжирования в социальных медиа платформах
действуют именно таким образом [17].
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отдается контактам между представителями разных фракций –
имеет место гетерофилия. Рассмотрим два упрощенных случая.

1. Пусть 𝑥 >> 𝑦. Тогда выполнено условие теоремы 6. Сле-
довательно, оптимальной является стратегия

𝑢1(𝜏) =

{︃
𝑢, если 𝑦1(𝜏) > ϒ,

0 иначе,
при этом

ϒ =
(1− 𝑢)(49𝑥− 66𝑦)

24𝑥− 18𝑦
≈ (1− 𝑢)

49

24
.

Для 𝑢 = 0,51 получаем ϒ = 49/48, что означает, что управ-
ление 𝑢1(𝜏) ≡ 0 всегда будет оптимальным. Для 𝑢 = 0,75 имеем
ϒ ≈ 0,51, т.е. возможно переключение управления.

2. Пусть 𝑥 << 𝑦. Тогда выполнено условие теоремы 5. Зна-
чит, оптимальной является стратегия

𝑢1(𝜏) =

{︃
𝑢, если 𝑦1(𝜏) < ϒ,

0 иначе,
при этом

ϒ ≈ (1− 𝑢)
11

3
.

Для 𝑢 = 0,5 получаем ϒ = 11/6, что означает, что управле-
ние 𝑢1(𝜏) ≡ 𝑢 всегда будет оптимальным. Для 𝑢 = 0,75 имеем
ϒ = 11/12 ≈ 0,92, т.е. возможно переключение управления.

Сравнивая два рассмотренных выше случая с примером 1,
делаем вывод, что работа алгоритма ранжирования может су-
щественно влиять на выбор оптимальной стратегии управления,
особенно в условиях, когда ранжирование способствует гомофи-
лии.

8. Заключение

В данной работе была рассмотрена задача управления мне-
ниями агентов, сформулированная в терминах приближения
среднего поля для SCARDO-модели, построенного для случая

1 В работе [20] 2017 года была дана оценка 9%–15% для числа ботов. Более
современные оценки из открытых источников составляют порядка 50%.
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социальной системы с модулярной сетевой структурой, гетеро-
генными уровнями активности агентов и персонализацией кон-
тента. В рамках модели управления специальная группа агентов
(интерпретация – боты в реальных социальных медиа) воздей-
ствует на обычных (нативных) агентов, с тем чтобы изменить их
мнения в соответствии с интересами управляющего субъекта при
конечном горизонте планирования.

Был изучен наиболее простой для анализа случай двухэле-
ментной азбуки мнений, в рамках которой существует только два
возможных мнения (интерпретация – выборы между двумя кан-
дидатами/партиями) и одного типа нативных агентов. Для этого
случая было построено аналитическое решение задачи управле-
ния. Оказалось, что в зависимости от значений параметров мо-
дели может быть либо одна оптимальная стратегия управления,
либо бесконечно много. При этом в случае, когда оптимальное
управление единственно, оно должно быть устроено следующим
образом: все социальные боты должны транслировать одно и то
же мнение, а переключение распространяемого мнения может
произойти не более одного раза лишь для некоторых конфигу-
раций параметров.

С содержательной точки зрения рассматриваемая в данной
статье постановка малоперспективна, поскольку для таблиц пе-
реходов, полученных эмпирическим путем для двухэлементной
азбуки мнений, в типичном случае все сводится к первым двум
ситуациям теорем 1 или 4 [12]. Безусловно, учет активности аген-
тов, модулярности сети и персонализации контента делает рас-
сматриваемую постановку более содержательной, однако наибо-
лее перспективным видится рассмотрение азбук мнений, содер-
жащих как минимум три или более элементов. Это позволит фор-
мализовать механизмы социального влияния, такие как ограни-
ченное доверие или диссимилятивное влияние, которые наблюда-
ются в реальной социальной динамике [13] и получили широкое
внимание в литературе [6]. В этом смысле решение задачи управ-
ления для двухэлементной азбуки мнений является промежуточ-
ным шагом перед изучением азбук мнений размерности 𝑚 > 2.
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Abstract: This paper investigates a control problem whereby a concerned person
attempts to change individuals’ opinions by using a group of social bots – stubborn
agents that can influence other, native, agents via direct conversations. The control
problem is formulated in terms of the mean field approximation for the SCARDO-
model, built for the case of a social system with a modular network structure,
heterogeneous levels of agent activity and content personalization. We focus on,
perhaps, the simplest case of the two-element opinion alphabet, in which there are
only two possible opinions (interpretation – elections in a two-party system) and one
type of non-bot agents. We derive a precise analytical solution to the control problem
and demonstrate that depending on the model parameters, there can be either one
optimal control strategy or infinitely many. At the same time, in the case when there
is only one optimal control trajectory, it should be organized as follows: all social
bots should broadcast the same opinion, and the switch to a different opinion can
occur no more than once, only for some parameter configurations. The theoretical
results obtained are complemented by insightful examples with data from the online
network VKontakte.

Keywords: opinion dynamics models, SCARDO-model, mean-field
approximation, optimal control, modular networks, ranking algorithms.
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