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КВАДРАТИЧНОЙ ФУНКЦИИ ЛЯПУНОВА

ПО ЭЛЕМЕНТАМ ПРОСТРАНСТВА СОСТОЯНИЙ
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Разложение квадратичной функции Ляпунова по элементам спектра матрицы
динамики уже известно. Основными его компонентами являются модальный
вклад и модальное взаимодействие, которые образуют базу модального анали-
за по Ляпунову. В представленной работе изложены результаты дальнейшей
декомпозиции этих спектральных разложений по отдельным переменным со-
стояния и по их парным комбинациям. Полученный результат можно также
рассматривать как разложение квадратичной функции Ляпунова не только
по элементам спектра динамической системы (по модам), но и по элементам
пространства состояний, в котором записана модель этой системы. На ос-
нове предложенного способа декомпозиции сформулированы новые показатели
модального анализа по Ляпунову, которые позволяют оценивать вклад отдель-
ных собственных значений или их парное взаимодействие, но в связи только
с той частью внешнего возмущения, которая ассоциирована с конкретной пе-
ременной состояния или парой таких переменных. Это, в частности, даёт
возможность комплексно оценить совместное влияние как моды, так и свя-
занной с ней переменной состояния на энергию выходного сигнала системы.
Предполагается, что основная область применения новых разложений будет
связана с задачами уменьшения размерности моделей крупных динамических
систем.
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1. Введение

Функции Ляпунова имеют крайне важное значение в систем-
ном анализе и теории автоматического управления. Несмотря на
то, что эти функции были предложены в конце XIX века, сего-
дня они продолжают активно использоваться во многих сферах,
в частности, при исследовании хаоса [24], сетевых систем [18],
в биологии [5] эпидемиологии [8, 16, 23], экологии [7], а также
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в традиционной для них области системного анализа и управле-
ния [15, 17, 19, 21, 22].

В данной работе рассматривается квадратичная функция Ля-
пунова, которая, как известно, представляет собой квадратич-
ную форму, матрица которой является решением алгебраического
уравнения Ляпунова и называется грамианом.

В работах [1, 2] предложен способ декомпозиции конечных
и бесконечных грамианов по собственным значениям матрицы
динамики линейной непрерывной динамической системы в про-
странстве состояний. Отдельные компоненты этого разложения
получили название субграмианов.

В работе [12] на основе субграмианов предложен новый
спектральный метод – модальный анализ по Ляпунову, суть кото-
рого заключается в представлении значений квадратичной функ-
ции Ляпунова линейной непрерывной динамической системы
в виде суммы, каждое слагаемое которой соответствует либо от-
дельному собственному значению матрицы динамики, либо их
паре. В первом случае слагаемое называется модальным вкладом
собственного значения (моды) в энергию выходного сигнала си-
стемы, а во втором случае – модальным взаимодействием двух
собственных значений. Эти показатели эффективно применялись
в задачах исследования структуры и положения межрайонных ко-
лебаний [10], селективного управления [11], а также для поиска
источника вынужденных колебаний [9] в электроэнергетических
системах.

В данной работе предлагается ряд модификаций модального
вклада и модального взаимодействия с целью получения оценки
вклада не только для мод, но и для состояний. Ожидается, что это
позволит расширить область применения модального анализа по
Ляпунову на задачу уменьшения размерности моделей динами-
ческих систем.

Дальнейшее изложение результатов работы организовано
следующим образом: во втором разделе представлены краткие
сведения об исследуемой модели, о спектральных разложениях
грамианов и о модальном анализе по Ляпунову; третий раздел
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посвящён связи компонентов спектрального разложения грамиа-
нов с модальными компонентами невозмущённого решения дина-
мической системы; в четвёртом разделе представлена декомпози-
ция спектральных разложений квадратичной функции Ляпунова
по элементам пространства состояний, а также сформулированы
определения для новых, модифицированных показателей модаль-
ного анализа по Ляпунову; в пятом разделе обсуждаются возмож-
ные области использования предложенных модификаций; шестой
раздел содержит основные выводы проведённого исследования.

2. Предварительные сведения

В этом разделе изложены общие сведения об исследуе-
мой модели динамической системы, допускаемые предположе-
ния, а также краткий обзор основных, уже известных результа-
тов, связанных со спектральными разложениями решений урав-
нений Ляпунова [3], а также с концепцией модального анализа
по Ляпунову [12].

2.1. СВЕДЕНИЯ И ДОПУЩЕНИЯ О МОДЕЛИ
В работе рассматривается линейная непрерывная стационар-

ная устойчивая динамическая система в пространстве состояний:
(1) 𝑥̇ = 𝐴𝑥+𝐵𝑢, 𝑥(0) = 𝑥0,

где 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 – вектор переменных состояния; 𝐴 ∈ 𝑅𝑛×𝑛 – мат-
рица динамики; 𝐵 ∈ 𝑅𝑛×𝑚 – матрица входов; 𝑢 ∈ 𝑅𝑚 – вектор
внешних возмущений. Предполагается, что все собственные зна-
чения 𝜆𝑖 матрицы динамики различны, при этом 𝜆𝑖 + 𝜆𝑗 ̸= 0 для
∀𝑖 ̸= 𝑗 ∈ 𝒬 = {1, 2, ..., 𝑛}, а сама система диагонализируема, то
есть матрица 𝐴 допускает представление

𝐴 = 𝑈Λ𝑉 ⊤,

где 𝑈, 𝑉 – квадратные матрицы, столбцы которых представляют
собой соответственно правые и левые нормированные собствен-
ные векторы матрицы динамики; Λ – диагональная матрица соб-
ственных значений матрицы динамики.

В силу устойчивости системы (1), для неё существует функ-
ция Ляпунова, которую в силу линейности (1) можно выбрать
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в виде квадратичной формы:
𝑊 (𝑥) = 𝑥⊤𝑃𝑥,

где {·}⊤ обозначает транспонирование, а 𝑃 – решение уравнения
Ляпунова вида
(2) 𝐴⊤𝑃 + 𝑃𝐴 = −𝑄, 𝑄 > 0.

2.2. СУБГРАМИАНЫ И МОДАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ
ПО ЛЯПУНОВУ
В соответствии с [3], матрицу 𝑃 можно разложить по от-

дельным собственным значениям матрицы динамики:

(3) 𝑃 =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑃𝑖 = −
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑅*
𝑖𝑄(𝜆*𝑖 𝐼 +𝐴)−1,

или по паре собственных значений:

(4) 𝑃 =
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑃𝑖𝑗 = −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝑅*
𝑖𝑄𝑅𝑗

𝜆*𝑖 + 𝜆𝑗
,

где {·}* – эрмитово сопряжение; 𝑅𝑖 – вычет резольвенты матрицы
𝐴, взятый в её собственном значении 𝜆𝑖, [12]:
(5) 𝑅𝑖 = 𝑢𝑖𝑣

⊤
𝑖 .

Определение 1. Действительная часть матрицы 𝑃𝑖 в (3) на-
зывается субграмианом.

Определение 2. Действительная часть матрицы 𝑃𝑖𝑗 в (4)
называется парным субграмианом.

Пусть 𝑒𝑘 – 𝑘-й столбец единичной матрицы размерностью 𝑛.
Рассмотрим частный случай уравнения (2) при 𝑄 = 𝑒𝑘𝑒

⊤
𝑘 :

(6) 𝐴⊤𝑃𝑥𝑘 + 𝑃𝑥𝑘𝐴 = −𝑒𝑘𝑒⊤𝑘 ,
Его положительно определённое решение 𝑃𝑥𝑘 называется грами-
аном наблюдаемости, спектральные разложения которого задают-
ся выражениями (3)–(4) и с учётом (5) примут вид

𝑃𝑥𝑘 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑃𝑥𝑘𝑖 = −
𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑣⊤𝑖 )
*(𝑢𝑘𝑖 )

*𝑒⊤𝑘 (𝜆
*𝐼 +𝐴)−1,

𝑃𝑥𝑘 =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑃𝑥𝑘𝑖𝑗 = −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

(𝑣⊤𝑖 )
*(𝑢𝑘𝑖 )

*𝑢𝑘𝑗 𝑣
⊤
𝑗

𝜆*𝑖 + 𝜆𝑗
.

С использованием приведённых выше выражений можно
определить следующие основные показатели модального анализа
по Ляпунову [12].
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Определение 3. Энергией 𝑘-го состояния по Ляпунову назы-
вается величина вида
(7) 𝐸𝑥𝑘 =𝑊 (𝑥)|𝑥=𝑥0 = 𝑥⊤0 𝑃𝑥𝑘𝑥0.

Определение 4. Модальным вкладом 𝑖-й моды в энергию Ля-
пунова 𝑘-го состояния называется величина, определяемая выра-
жением

𝐸𝑥𝑘𝑖 = 𝑥⊤0 𝑃𝑥𝑘𝑖𝑥0,(8)

𝑃𝑥𝑘𝑖 = −Re
{︁
(𝑣⊤𝑖 )

*(𝑢𝑘𝑖 )
*𝑒⊤𝑘 (𝜆

*
𝑖 𝐼 +𝐴)−1

}︁
.

Определение 5. Модальным взаимодействием пары мод 𝑖, 𝑗
в энергии Ляпунова 𝑘-го состояния называется величина, опре-
деляемая выражением:

𝐸𝑥𝑘𝑖𝑗 = 𝑥⊤0 𝑃𝑥𝑘𝑖𝑗𝑥0,(9)

𝑃𝑥𝑘𝑖𝑗 = −Re

{︃
(𝑣⊤𝑖 )

*(𝑢𝑘𝑖 )
*𝑢𝑘𝑗 𝑣

⊤
𝑗

𝜆*𝑖 + 𝜆𝑗

}︃
.

Таким образом, концепция модального анализа по Ляпуно-
ву заключается в рассмотрении квадратичных функций Ляпунова
при специальном выборе правой части алгебраического уравне-
ния Ляпунова, а также спектральных разложений этих функций
и соотношений между ними.

3. Интерпретация спектральных разложений
квадратичной функции Ляпунова для систем
с простым спектром

Определение 6. Функцию вида:

(10) 𝑀𝑖(𝑘, 𝑡, 𝑥0) = 𝑣⊤𝑖 𝑥0𝑢
𝑘
𝑖 𝑒
𝜆𝑖𝑡,

где 𝑡 > 0 – непрерывное время, будем называть 𝑖-й модальной
компонентой 𝑘-й переменной состояния невозмущённого реше-
ния системы (1) при начальном условии 𝑥0.

Всюду далее вместо 𝑀𝑖(𝑘, 𝑡, 𝑥0) для краткости будем исполь-
зовать обозначение 𝑀𝑖, подразумевая, что модальная компонен-
та зависит от номера состояния, времени и вектора начального
условия.
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Как известно, значение квадратичной функции Ляпунова
в точке 𝑥0 вида (7) является квадратом 𝐿2-нормы сигнала пе-
реходного процесса 𝑘-й переменной состояния системы (1) при
𝑥(0) = 𝑥0 ̸= 0 и 𝑢(𝑡) ≡ 0 (т.е. квадратом 𝐿2-нормы невозмущён-
ного решения 𝑘-й переменной состояния системы (1)):

(11) 𝐸𝑥𝑘 =

∫︁ ∞

0
𝑥2𝑘(𝑡)𝑑𝑡.

Невозмущённое решение системы (1) для 𝑘-й переменной
состояния в случае простого спектра матрицы 𝐴 можно предста-
вить в виде суммы модальных компонент:

(12) 𝑥𝑘(𝑡) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑀𝑖 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑣⊤𝑖 𝑥0𝑢
𝑘
𝑖 𝑒
𝜆𝑖𝑡.

Тогда

𝐸𝑥𝑘 =

∫︁ ∞

0

[︃
𝑛∑︁
𝑖=1

(︁
𝑣⊤𝑖 𝑥0𝑢

𝑘
𝑖 𝑒
𝜆𝑖𝑡
)︁*

·
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑣⊤𝑖 𝑥0𝑢
𝑘
𝑖 𝑒
𝜆𝑖𝑡

]︃
𝑑𝑡 =

=

∫︁ ∞

0

⎡⎣ 𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

(︁
𝑣⊤𝑖 𝑥0𝑢

𝑘
𝑖 𝑒
𝜆𝑖𝑡
)︁*

· 𝑣⊤𝑗 𝑥0𝑢𝑘𝑗 𝑒𝜆𝑗𝑡
⎤⎦ 𝑑𝑡.

Таким образом, доказан следующий результат.
Теорема 1. Энергия 𝑘-го состояния по Ляпунову равна ин-

тегралу суммы из попарных произведений модальных компонент
𝑀*
𝑖 , 𝑀𝑗 невозмущённого решения 𝑘-й переменной состояния си-

стемы (1) при всевозможных комбинациях номеров 𝑖, 𝑗 ∈ 𝒬 =
= {1, 2, ..., 𝑛}.

Следствие 1. Модальное взаимодействие пары мод 𝑖, 𝑗
в энергии Ляпунова 𝑘-го состояния равно действительной ча-
сти интеграла от произведения 𝑖-й и 𝑗-й модальных компонент
невозмущённого решения 𝑘-й переменной состояния системы (1),
причём 𝑖-я компонента берётся комплексно-сопряжённой:

𝐸𝑥𝑘𝑖𝑗 = Re

(︂∫︁ ∞

0
𝑀*
𝑖𝑀𝑗𝑑𝑡

)︂
.

73



Управление большими системами. Выпуск 116

Доказательство.

Re

(︂∫︁ ∞

0
𝑀*
𝑖𝑀𝑗𝑑𝑡

)︂
= Re

(︂∫︁ ∞

0

[︁(︁
𝑣⊤𝑖 𝑥0𝑢

𝑘
𝑖 𝑒
𝜆𝑖𝑡
)︁*
𝑣⊤𝑗 𝑥0𝑢

𝑘
𝑗 𝑒
𝜆𝑗𝑡
]︁
𝑑𝑡

)︂
= Re

(︂
𝑥⊤0

(︁
𝑣⊤𝑖

)︁* (︁
𝑢𝑘𝑖

)︁*
𝑢𝑘𝑗 𝑣

⊤
𝑗 𝑥0

∫︁ ∞

0
𝑒(𝜆

*
𝑖+𝜆𝑗)𝑡𝑑𝑡

)︂
=

= −𝑥⊤0

(︃
Re

{︃(︀
𝑣⊤𝑖
)︀* (︀

𝑢𝑘𝑖
)︀*
𝑢𝑘𝑗 𝑣

⊤
𝑗

𝜆*𝑖 + 𝜆𝑗

}︃)︃
𝑥0 = 𝐸𝑥𝑘𝑖𝑗 .

Следствие 2. Модальный вклад 𝑖-й моды в энергию Ляпуно-
ва 𝑘-го состояния равен действительной части интеграла от
произведения невозмущённого решения 𝑘-й переменной состоя-
ния системы (1) и его 𝑖-й модальной компоненты, причём по-
следняя берётся комплексно-сопряжённой:

𝐸𝑥𝑘𝑖 = Re

(︂∫︁ ∞

0
𝑀*
𝑖 𝑥𝑘(𝑡)𝑑𝑡

)︂
.

Доказательство. Вычет 𝑅𝑖 можно определить как коэффи-
циенты в разложении резольвенты матрицы 𝐴:

(13) (𝑠𝐼 −𝐴)−1 =
𝑅1

𝑠− 𝜆1
+

𝑅2

𝑠− 𝜆2
+ ...+

𝑅𝑛
𝑠− 𝜆𝑛

.

Далее, последовательно используя (10), (12), (5), (13) и (8), полу-
чим:

Re

(︂∫︁ ∞

0
𝑀*
𝑖 𝑥𝑘(𝑡)𝑑𝑡

)︂
=

= Re

⎛⎝∫︁ ∞

0

⎡⎣(︁𝑣⊤𝑖 𝑥0𝑢𝑘𝑖 𝑒𝜆𝑖𝑡)︁* · 𝑛∑︁
𝑗=1

𝑣⊤𝑗 𝑥0𝑢
𝑘
𝑗 𝑒
𝜆𝑗𝑡

⎤⎦ 𝑑𝑡
⎞⎠ =

= 𝑥⊤0

⎛⎝Re

⎧⎨⎩(︁𝑣⊤𝑖 𝑢𝑘𝑖 )︁*
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑣⊤𝑗 𝑢
𝑘
𝑗

∫︁ ∞

0
𝑒(𝜆

*
𝑖+𝜆𝑗)𝑡𝑑𝑡

⎫⎬⎭
⎞⎠𝑥0 =

= −𝑥⊤0

⎛⎝Re

⎧⎨⎩(︁𝑣⊤𝑖 𝑢𝑘𝑖 )︁*
𝑛∑︁
𝑗=1

𝑣⊤𝑗 𝑢
𝑘
𝑗

𝜆*𝑖 + 𝜆𝑗

⎫⎬⎭
⎞⎠𝑥0 =

= −𝑥⊤0
(︁
Re
{︁(︁
𝑣⊤𝑖 𝑢

𝑘
𝑖

)︁*
𝑒⊤𝑘 (𝜆*𝑖 𝐼 +𝐴)−1

}︁)︁
𝑥0 = 𝐸𝑥𝑘𝑖.

74



Математическая теория управления

Замечание 1. Если рассматривать модальные компоненты
как процессы, то величина

(14)
∫︁ ∞

0
𝑀*
𝑖𝑀𝑗𝑑𝑡

является кросс-корреляцией модальных компонент 𝑀*
𝑖 ,𝑀𝑗 с ну-

левым запаздыванием. Тогда фактор участия 𝑖-й моды в 𝑘-м со-
стоянии по Ляпунову [12]

𝑒𝑘𝑖 =
𝐸𝑥𝑘𝑖
𝐸𝑥𝑘

=
𝑥⊤0 𝑃𝑥𝑘𝑖𝑥0

𝑥⊤0 𝑃𝑥𝑘𝑥0
будет пропорционален кросс-корреляции модальной компоненты
𝑀*
𝑖 и переходного процесса 𝑥𝑘(𝑡), а парный фактор участия мод

𝑖, 𝑗 в 𝑘-м состоянии по Ляпунову [12]

𝑒𝑘𝑖𝑗 =
𝐸𝑥𝑘𝑖𝑗
𝐸𝑥𝑘

=
𝑥⊤0 𝑃𝑥𝑘𝑖𝑗𝑥0

𝑥⊤0 𝑃𝑥𝑘𝑥0
будет пропорционален кросс-корреляции модальных компонент
𝑀*
𝑖 и 𝑀𝑗 [12].

4. Декомпозиция спектральных разложений
по элементам пространства состояний

4.1. ВЫВОД РАЗЛОЖЕНИЙ И НОВЫХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ
МОДАЛЬНОГО АНАЛИЗА ПО ЛЯПУНОВУ
Новая форма декомпозиции квадратичных функций Ляпуно-

ва основана на идее разложения модальной компоненты (10) по
элементам скалярного произведения 𝑣⊤𝑖 𝑥0. В этом случае невоз-
мущённое решение 𝑘-й переменной состояния системы (1) мож-
но записать в виде следующей двойной суммы:

(15) 𝑥𝑘(𝑡) =

𝑛∑︁
𝑖,𝑝=1

𝑀𝑝
𝑖 =

𝑛∑︁
𝑖,𝑝=1

𝑣𝑝𝑖 𝑥
𝑝
0𝑢
𝑘
𝑖 𝑒
𝜆𝑖𝑡,

где 𝑀𝑝
𝑖 – 𝑖-я модальная компонента невозмущённого решения 𝑘-й

переменной состояния системы (1), обусловленная возмущением
𝑝-го состояния; 𝑣𝑝𝑖 – 𝑝-я компонента 𝑖-го нормированного левого
собственного вектора матрицы динамики системы (1); 𝑥𝑝0 – 𝑝-я
компонента вектора начальных условий.
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Используя (15) в (11), получим:

(16) 𝐸𝑥𝑘 =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗,𝑝,𝑞=1

∫︁ ∞

0
(𝑀𝑝

𝑖 )
*
𝑀 𝑞
𝑗 𝑑𝑡 =

= −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗,𝑝,𝑞=1

𝑥𝑝0
(︀
𝑣𝑝𝑖 𝑢

𝑘
𝑖

)︀*
𝑢𝑘𝑗 𝑣

𝑞
𝑗𝑥

𝑞
0

𝜆*𝑖 + 𝜆𝑗
.

Выражение (16) задаёт разложение энергии Ляпунова 𝑘-й пе-
ременной состояния по собственным значениям матрицы дина-
мики и по элементам пространства состояний. Рассматривая его
отдельные составляющие, можно ввести ряд новых показателей
модального анализа по Ляпунову.

Определение 7. Взаимодействием 𝑖-й моды и 𝑝-го состояния
с 𝑗-й модой и 𝑞-м состоянием в энергии Ляпунова 𝑘-го состояния
(межмодальное взаимодействие состояний) называется величи-
на, определяемая выражением:

(17) 𝐸𝑥𝑘𝑖𝑗|{𝑥𝑝,𝑥𝑞} = Re

(︂∫︁ ∞

0
(𝑀𝑝

𝑖 )
*
𝑀 𝑞
𝑗 𝑑𝑡

)︂
=

= −Re

(︃
𝑥𝑝0
(︀
𝑣𝑝𝑖 𝑢

𝑘
𝑖

)︀*
𝑢𝑘𝑗 𝑣

𝑞
𝑗𝑥

𝑞
0

𝜆*𝑖 + 𝜆𝑗

)︃
.

Определение 8. Действием 𝑝-го состояния через пару мод
𝑖, 𝑗 на энергию Ляпунова 𝑘-го состояния (межмодальное дей-
ствие состояния) называется величина, определяемая выраже-
нием:

(18) 𝐸𝑥𝑘𝑖𝑗|𝑥𝑝 = Re

(︂∫︁ ∞

0
(𝑀𝑝

𝑖 )
*
𝑀𝑗𝑑𝑡

)︂
=

= −Re

(︃
𝑥𝑝0
(︀
𝑣𝑝𝑖 𝑢

𝑘
𝑖

)︀*
𝑢𝑘𝑗 𝑣

⊤
𝑗 𝑥0

𝜆*𝑖 + 𝜆𝑗

)︃
.

Определение 9. Взаимодействие пары состояний 𝑥𝑝, 𝑥𝑞
в модальном вкладе 𝑖-й моды в энергию Ляпунова состояния
𝑥𝑘 (модальное взаимодействие состояний) называется величина,
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определяемая выражением

(19) 𝐸𝑥𝑘𝑖|{𝑥𝑝,𝑥𝑞} = Re

⎛⎝∫︁ ∞

0
(𝑀𝑝

𝑖 )
*

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑀 𝑞
𝑗 𝑑𝑡

⎞⎠ =

= −Re
(︁
𝑥𝑝0

(︁
𝑣𝑝𝑖 𝑢

𝑘
𝑖

)︁*
𝑒⊤𝑘 (𝜆*𝑖 𝐼 +𝐴)−1 𝑒𝑞𝑥

𝑞
0

)︁
.

Определение 10. Действием состояния 𝑥𝑝 через моду 𝑖 на
энергию Ляпунова состояния 𝑥𝑘 (модальное действие состояния)
называется величина, определяемая выражением

(20) 𝐸𝑥𝑘𝑖|𝑥𝑝 = Re

(︂∫︁ ∞

0
(𝑀𝑝

𝑖 )
*
𝑥𝑘(𝑡)𝑑𝑡

)︂
=

= −Re
(︁
𝑥𝑝0

(︁
𝑣𝑝𝑖 𝑢

𝑘
𝑖

)︁*
𝑒⊤𝑘 (𝜆*𝑖 𝐼 +𝐴)−1 𝑥0

)︁
.

Сформулированные выше величины представляют собой мо-
дифицированные версии модального взаимодействия и модаль-
ного вклада, позволяющие проводить более глубокий анализ
внутренней структуры и взаимосвязей различных элементов ди-
намической системы. Новые показатели отличаются тем, что да-
ют оценку вклада отдельной моды или пары мод в связи с возму-
щением конкретного состояния либо в связи с взаимным действи-
ем возмущений двух состояний. Показатели 𝐸𝑥𝑘𝑖|𝑥𝑝 и 𝐸𝑥𝑘𝑖𝑗|𝑥𝑝
можно рассматривать как элементы разложения соответственно
модального вклада и модального взаимодействия по отдельным
переменным пространства состояний, а показатели 𝐸𝑥𝑘𝑖|{𝑥𝑝,𝑥𝑞}
и 𝐸𝑥𝑘𝑖𝑗|{𝑥𝑝,𝑥𝑞} – как элементы аналогичного разложения по паре
переменных. При этом выполняются следующие соотношения:

𝐸𝑥𝑘𝑖 =

𝑛∑︁
𝑝=1

𝐸𝑥𝑘𝑖|𝑥𝑝 =

𝑛∑︁
𝑝,𝑞=1

𝐸𝑥𝑘𝑖|{𝑥𝑝,𝑥𝑞},

𝐸𝑥𝑘𝑖𝑗 =

𝑛∑︁
𝑝=1

𝐸𝑥𝑘𝑖𝑗|𝑥𝑝 =

𝑛∑︁
𝑝,𝑞=1

𝐸𝑥𝑘𝑖𝑗|{𝑥𝑝,𝑥𝑞}.

В то же время на основании разложения вида (16) можно
сформулировать ряд принципиально новых показателей, позво-
ляющих оценивать вклад и взаимодействие не мод, а состоя-
ний в энергии возмущения наблюдаемого состояния. Приведём
их определения.
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Определение 11. Вкладом 𝑝-го состояния в энергию Ляпуно-
ва 𝑘-го состояния называется величина, определяемая выраже-
нием

(21) 𝐸𝑥𝑘|𝑥𝑝 =
𝑛∑︁

𝑞,𝑖,𝑗=1

𝐸𝑥𝑘𝑖𝑗|{𝑥𝑝,𝑥𝑞}.

Определение 12. Взаимодействием пары состояний 𝑝 и 𝑞
в энергии Ляпунова 𝑘-го состояния называется величина, опре-
деляемая выражением

(22) 𝐸𝑥𝑘|{𝑥𝑝,𝑥𝑞} =
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝐸𝑥𝑘𝑖𝑗|{𝑥𝑝,𝑥𝑞}.

Наконец, с использованием (8), (20) и (21) можно сформу-
лировать показатели, оценивающие степень совместного участия
моды и состояния в энергии возмущения.

Определение 13. Вкладом𝑚-й моды и 𝑠-го состояния в энер-
гию Ляпунова 𝑘-го состояния называется величина, определяе-
мая выражением
(23) 𝐸𝑥𝑘{𝑚,𝑥𝑠} = 𝐸𝑥𝑘𝑚 + 𝐸𝑥𝑘|𝑥𝑠 − 𝐸𝑥𝑘𝑚|𝑥𝑠 .

Определение 14. Фактором участия моды 𝑚 и состояния 𝑠
в энергии Ляпунова состояния 𝑘 называется величина

(24) 𝑒𝑘{𝑚,𝑥𝑠} =
𝐸𝑥𝑘{𝑚,𝑥𝑠}

𝐸𝑥𝑘
.

4.2. ОБОБЩЕНИЕ НА РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ ЛЯПУНОВА
И СУБГРАМИАНЫ
Можно заметить, что вычисление взаимодействия мод 𝑖, 𝑗

в связи с состояниями 𝑝, 𝑞, определяемое выражением (17), экви-
валентно «вырезанию» из парного субграмиана 𝑃𝑥𝑘𝑖𝑗 элемента,
стоящего на пересечении 𝑝-й строки и 𝑞-го столбца с последую-
щим его умножением на коэффициент 𝑥𝑝0𝑥

𝑞
0. Следовательно, раз-

ложение парного субграмиана по элементам пространства состо-
яний можно представить в виде

(25) 𝑃𝑥𝑘𝑖𝑗 = −Re

⎛⎝(︀𝑢𝑘𝑖 )︀* 𝑢𝑘𝑗
𝜆*𝑖 + 𝜆𝑗

𝑛∑︁
𝑝,𝑞=1

(︁
𝑣⊤𝑖

)︁*
𝑣⊤𝑗 ⊙ 1𝑝𝑞

⎞⎠ ,
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где ⊙ – произведение Адамара; 1𝑝𝑞 – матрица размером 𝑛× 𝑛 из
нулей с единицей на пересечении 𝑝-й строки и 𝑞-го столбца.

Пользуясь аналогичными соображениями при рассмотрении
показателя (19), получим следующую форму разложения субгра-
миана 𝑃𝑥𝑘𝑖 по элементам пространства состояний:

𝑃𝑥𝑘𝑖 = −Re

⎛⎝(𝑢𝑘𝑖 )
*

𝑛∑︁
𝑝,𝑞=1

(︁
𝑣⊤𝑖

)︁*
𝑒⊤𝑘 (𝜆

*
𝑖 𝐼 +𝐴)−1 ⊙ 1𝑝𝑞

⎞⎠ .

Наконец, используя (25) и свойство 𝑃𝑥𝑘 =
∑︀

𝑖𝑗 𝑃𝑥𝑘𝑖𝑗 , можно
формализовать разложение решения 𝑃𝑥𝑘 уравнения Ляпунова (6)
по спектру матрицы динамики и элементам пространства состо-
яний:

𝑃𝑥𝑘 = −
𝑛∑︁

𝑖,𝑗,𝑝,𝑞=1

(︀
𝑣⊤𝑖 𝑢

𝑘
𝑖

)︀*
𝑢𝑘𝑗 𝑣

⊤
𝑗

𝜆*𝑖 + 𝜆𝑗
⊙ 1𝑝𝑞.

Несмотря на некоторую тривиальность приведённых разло-
жений, они позволяют прийти к следующему важному результа-
ту.

Теорема 2. Элемент матрицы 𝑃𝑥𝑘𝑖𝑗 парного субграмиана,
стоящий на пересечении 𝑝-й строки и 𝑞-го столбца, численно
равен действительной части кросс-корреляции (14) для модаль-
ных компонент 𝑀𝑝

𝑖 ,𝑀
𝑞
𝑗 невозмущённого решения 𝑘-й переменной

состояния системы (1) при начальных условиях, определяемых
векторами 𝑥0 с элементами

(26) 𝑥𝑚0 =

{︃
1 при 𝑚 = 𝑞,

0 при остальных 𝑚
для модальной компоненты 𝑀 𝑞

𝑗 , и с элементами

(27) 𝑥𝑚0 =

{︃
1 при 𝑚 = 𝑝,

0 при остальных 𝑚
– для модальной компоненты 𝑀𝑝

𝑖 , причём последняя берёт-
ся комплексно-сопряжённой. Аналогичный элемент матрицы
𝑃𝑥𝑘𝑖 субграмиана численно равен действительной части кросс-
корреляции невозмущённого решения 𝑘-й переменной состояния
системы (1) при начальном условии (26) и его 𝑖-й модальной ком-
поненты при начальном условии (27), причём последняя берётся
комплексно-сопряжённой.
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Изложенный результат можно рассматривать как следствие
теоремы 1, а его доказательство аналогично доказательствам для
следствий 1, 2.

Заметим, что теорему 2 можно обобщить и на элементы мат-
рицы 𝑃𝑥𝑘 грамиана. Так, можно утверждать, что {𝑝, 𝑞}-й элемент
матрицы 𝑃𝑥𝑘 численно равен кросс-корреляции невозмущённого
решения 𝑘-й переменной состояния системы (1) при начальном
условии (27) и такого же решения при начальном условии (26),
т.е.

𝑃𝑥𝑘(𝑝, 𝑞) =

∫︁ ∞

0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑀𝑝
𝑖 (𝑡)

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑀 𝑞
𝑗 (𝑡)𝑑𝑡.

Но, вероятно, этот результат известен, поскольку грамианы ис-
пользуются для исследования линейной зависимости двух функ-
ций [4, 6], что напрямую связано с определением интегралов,
аналогичных (14).

5. Практическое значение предложенного способа
декомпозиции и новых показателей

Введённые в предыдущем разделе новые показатели «дей-
ствия» состояний можно рассматривать в двух равноценных ас-
пектах. С одной стороны, эти показатели дают оценку степени
влияния возмущения одной переменной состояния (или пары со-
стояний) на энергию возмущения другой переменной состояния
через конкретную моду или пару мод. С другой стороны, мы мо-
жем их воспринимать как оценку вклада конкретной моды или
пары мод в энергию Ляпунова состояния (или в энергию вы-
ходного сигнала), но в связи только с той частью возмущения,
которая ассоциирована с конкретной переменной состояния (или
парой состояний).

В соответствии с этими двумя аспектами можно указать две
наиболее вероятные области применения представленных в дан-
ной работе разложений. Первый аспект разложений определяет
сферу их использования, связанную с задачами структурного ана-
лиза динамических систем. В частности, представляется перспек-
тивным использовать их для определения пути (через какие мо-
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ды) и степени влияния «виртуальных» состояний на физические
состояния нелинейных аппроксимаций динамических систем, по-
строенных с помощью метода линеаризации Карлемана. Это мо-
жет быть полезно для анализа природы и механизмов проявления
нелинейных процессов в таких системах.

Второй аспект разложений связан с уточнением определения
модального вклада за счёт учёта вклада состояния – см. показа-
тель (23). Это может использоваться в задачах понижения размер-
ности моделей крупных динамических систем, где оценка значи-
мости состояний и связанных с ними мод является первоочеред-
ной проблемой.

Применение предложенных разложений в каждой из указан-
ных областей требует отдельных исследований. В данной работе
ограничимся лишь кратким примером, демонстрирующим одно
из преимуществ предложенных показателей. В нём сравнивается
модальный вклад (8) и новый показатель – вклад моды и состоя-
ния (23).

Пример 1. Рассмотрим линейную стационарную динамиче-
скую систему в пространстве состояний со скалярным выходом

(28)

{︃
𝑥̇ = 𝐴𝑥

𝑦 = 𝑐𝑥
, 𝑥(0) = 𝑥0 = 1,

с матрицей динамики (на основе [13, c. 789])

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 −0,121 −0,073 −0,079 −0,004 −0,024

376,991 0 0 0 0 0
0 −0,114 −0,857 0,673 5 · 10−5 3 · 10−4

0 −5,143 27,885 −36,196 0,002 0,014
0 −0,062 −5 · 10−4 −5 · 10−4 −2,894 2,378
0 −1,472 −0,012 −0,013 8,840 −21,144

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
и вектором выхода

𝑐 =
[︀
0 1 0 0 0 0

]︀
.

Это модель простейшей электроэнергетической системы с од-
ним синхронным генератором, работающим на шину бесконеч-
ной мощности. Модель генератора учитывает электромеханиче-
ские уравнения движения ротора, а также действие автоматиче-
ского регулятора напряжения и трёх демпферных обмоток. Дина-
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мика такой системы хорошо изучена (см., например, [13, c. 727–
789]) и может быть описана следующим набором нелинейных
дифференциальных уравнений [14]:

(29)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Δ𝜔̇𝑟 = −𝐾𝐷·Δ𝜔𝑟

2𝐻 − 𝜓𝑎𝑑·𝑖𝑞−𝜓𝑎𝑞 ·𝑖𝑑
2𝐻 + 𝑇𝑚

2𝐻 ,

𝛿̇ = 𝜔0 ·Δ𝜔𝑟,
𝜓̇𝑓𝑑 = −𝜔0·𝑅𝑓𝑑

𝐿𝑓𝑑
(𝜓𝑓𝑑 − 𝜓𝑎𝑑) +

𝜔0·𝑅𝑓𝑑

𝐿𝑎𝑑𝑢
· 𝐸𝑓𝑑,

𝜓̇1𝑑 = −𝜔0·𝑅1𝑑
𝐿1𝑑

(𝜓1𝑑 − 𝜓𝑎𝑑),

𝜓̇1𝑞 = −𝜔0·𝑅1𝑞

𝐿1𝑞
(𝜓1𝑞 − 𝜓𝑎𝑞),

𝜓̇2𝑞 = −𝜔0·𝑅2𝑞

𝐿2𝑞
(𝜓2𝑞 − 𝜓𝑎𝑞);

где Δ𝜔𝑟 – отклонение угловой скорости ротора; 𝐾𝐷 – коэффи-
циент демпфирования; 𝐻 – момент инерции ротора; 𝜓𝑎𝑑, 𝜓𝑎𝑞 –
взаимные потокосцепления; 𝑖𝑑, 𝑖𝑞 – токи статора; 𝑇𝑚 – входной
механический момент на роторе генератора; 𝛿 – угол поворота ро-
тора; 𝜔0 – номинальная частота энергосети; 𝜓𝑓𝑑, 𝑅𝑓𝑑, 𝐿𝑓𝑑, 𝐸𝑓𝑑 –
соответственно потокосцепление, сопротивление, индуктивность
и ЭДС обмотки возбуждения; 𝐿𝑎𝑑𝑢 – ненасыщенное значение вза-
имной индуктивности между обмоткой статора и обмоткой рото-
ра на 𝑑-оси; 𝜓1𝑑, 𝜓1𝑞, 𝜓2𝑞 – потокосцепления демпферных обмо-
ток 𝑑- и 𝑞-оси ротора; 𝑅1𝑑, 𝑅1𝑞, 𝑅2𝑞 – сопротивления демпферных
обмоток; 𝐿1𝑑, 𝐿1𝑞, 𝐿2𝑞 – индуктивности демпферных обмоток.

Линеаризация уравнений (29) с параметрами из таблицы 1
в равновесной рабочей точке Δ𝜔𝑟0 = 0 о.е., 𝛿0 = 1,3811 рад,
𝜓𝑓𝑑0 = 1,0867 о.е., 𝜓1𝑑0 = 𝜓𝑎𝑑0 = 0,8647 о.е., 𝜓1𝑞0 = 𝜓2𝑞0 =
𝜓𝑎𝑞0 = −0,6138 о.е., 𝑇𝑚0 = 0,9027 о.е., 𝐸𝑓𝑑0 = 2,3947 о.е. даёт
векторно-матричное дифференциальное уравнение системы (28)
с соответствующей матрицей 𝐴.

Собственные значения (моды) матрицы 𝐴 представлены во
второй колонке таблицы 2, а переменные состояния, с которыми
связаны эти моды, указаны в третьей колонке.

Итак, рассматривается устойчивая динамическая система
6-го порядка, с четырьмя апериодическими модами и од-
ной комплексно-сопряжённой парой. Скалярный выход системы
представлен переменной состояния 𝑥2.
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Таблица 1. Параметры системы (в относительных единицах,
если не указано иное)

Параметр Значение Параметр Значение

𝐻 3,5000 𝑅1𝑑 0,0248
𝐾𝐷 0 𝐿1𝑑 0,1400

𝜔0, рад/с 376,9911 𝑅1𝑞 0,0061
𝑅𝑓𝑑 0,0006 𝐿1𝑞 0,7063
𝐿𝑓𝑑 0,1530 𝑅2𝑞 0,0227
𝐿𝑎𝑑𝑢 1,6500 𝐿2𝑞 0,1103

Таблица 2. Собственные значения и их связь с состояниями
Мода Значение Состояние

𝑚1 −36,6142 𝑥4 (𝜓1𝑑)
𝑚2 −22,2082 𝑥6 (𝜓2𝑞)

𝑚3, 𝑚4 −0,2063± 6,4186𝑖 𝑥1, 𝑥2 (Δ𝜔𝑟,𝛿)
𝑚5 −0,0744 𝑥3 (𝜓𝑓𝑑)
𝑚6 −1,7816 𝑥5 (𝜓1𝑞)

Задача состоит в определении степени участия каждого со-
стояния в 𝐿2-норме выходного сигнала при единичном начальном
условии (все элементы вектора 𝑥0 равны единице). Для этого бу-
дем удалять из исходной системы по одному состоянию (и, со-
ответственно, по одной моде) и вычислять изменение 𝐿2-нормы
выходного сигнала новой системы с пониженной на один поря-
док размерностью (обозначим это изменение через Δ). Заметим,
что из перечня удаляемых переменных состояния исключается
𝑥2, поскольку она является выходом системы, и 𝑥1, поскольку она
связана с той же комплексно-сопряжённой парой мод, что и 𝑥2.
Таким образом, удалению подлежат поочерёдно переменные со-
стояния с 3-й по 6-ю; при этом вместе с переменной состояния
удаляется и связанная с ней мода (согласно таблице 2).

Результаты проведённых вычислений, представленные на
рис. 1а, показывают, что наиболее значимым, с точки зрения
сохранения энергии выходного сигнала, является состояние 𝑥4,
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поскольку при его удалении наблюдается наибольшее изменение
𝐿2-нормы выхода (наибольшее значение Δ). Наименее значимым
по тем же соображениям является состояние 𝑥5.

Далее, по (8) вычислим модальный вклад мод 𝑚1, 𝑚2, 𝑚5

и 𝑚6, а по (23) определим вклад этих же мод и связанных с ними
состояний. Результаты представлены на рис. 1бв.

3(5) 4(1) 5(6) 6(2)
0

2

4

3(5) 4(1) 5(6) 6(2)

100

3(5) 4(1) 5(6) 6(2)
0

0.02

0.04

0.06

Рис. 1. Действительная значимость состояний (а), и их оценка
на основе модального вклада (б) и вклада моды и состояния (в)

Как следует из рис. 1б, мода 𝑚1 имеет наименьший модаль-
ный вклад в энергию Ляпунова выходного сигнала (состояния
𝑥2), что указывает на малую значимость этой моды с точки зре-
ния формирования энергии выхода. Но, как было указано выше и
как видно из рис. 1а, при удалении из системы состояния 𝑥4, свя-
занного с модой 𝑚1, наблюдается наибольшее изменение энергии
выходного сигнала. Таким образом, модальный вклад (8) харак-
теризует лишь участие моды в энергии наблюдаемого сигнала, но
не может использоваться для оценки изменения этой энергии при
удалении из системы соответствующей моды.
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Вместе с тем, новый показатель (23) учитывает как модаль-
ный вклад, так и вклад состояния в энергию выхода и даёт прием-
лемую оценку степени значимости состояний. В частности, как
следует из рис. 1в, состояние 𝑥5 имеет наименьшую значимость,
а состояния 𝑥4 – наибольшую, что хорошо согласуется с действи-
тельным изменением энергии выхода, отображённым на рис. 1а.∙

6. Заключение

В работе проведено исследование спектральных разложе-
ний квадратичной функции Ляпунова на предмет их дальней-
шей декомпозиции по состояниям линейной динамической си-
стемы. Была показана связь спектральных разложений с модаль-
ными компонентами невозмущённого решения системы, после
чего формализован предлагаемый метод декомпозиции и введе-
ны четыре модифицированных показателя модального анализа по
Ляпунову, такие как межмодальное взаимодействие состояний,
межмодальное действие состояний, а также их модальные анало-
ги. Кроме этого, на основании полученных разложений и моди-
фикаций определены принципиально новые показатели, оценива-
ющие вклад состояний и вклад пары «мода – состояние» в энер-
гию выходного сигнала системы. Хотя при предложенном спосо-
бе декомпозиции теряется инвариантность относительно началь-
ных условий, одновременно с этим возникает возможность более
глубокого исследования внутренней структуры динамической си-
стемы и взаимосвязей между её элементами, в частности, за счёт
комплексной оценки влияния на энергию выходного сигнала не
только мод, но и переменных состояния. Некоторые из указанных
преимуществ продемонстрированы на простом вычислительном
примере. Более строгое обоснование этих преимуществ и деталь-
ная разработка методов применения предложенной модификации
модального анализа по Ляпунову к задаче понижения размерно-
сти моделей динамических систем является предметом дальней-
шей работы автора.
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Abstract: Spectral decomposition of the quadratic Lyapunov function is already
known. The modal contribution and modal interaction are the main components
of this decomposition, which form the basis of Lyapunov modal analysis. This
paper presents the results of a further expansion of these spectral components into
individual state variables and into their pairwise combinations. The obtained result
can also be considered as a decomposition of the quadratic Lyapunov function not
only by elements of the spectrum of the dynamical system (by modes), but also by
elements of the state space. On the basis of the proposed decomposition method, new
Lyapunov modal analysis indices are formulated, which allow one to evaluate the
contribution of individual eigenvalues or their pairwise interaction, but in connection
only with the part of the external perturbation that is associated with a particular
state variable or a pair of such variables. This, in particular, makes it possible to
comprehensively evaluate the joint influence of both the mode and the associated
state variable on the energy of the system output signal. It is assumed that the main
area of application of the new decompositions will be related to the problems of the
model order reduction of the large dynamical systems.
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